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RESUMO

Nesta dissertacao, elaboramos um estudo comparativo entre duas abor-
dagens conceitualmente distintas da teoria efetiva de Euler-Kockel-
Heisenberg. Na representagao de interagao para a eletrodinamica quan-
tica (QED), identificamos a contribuigao para o espalhamento Halpern
que, a baixas energias, leva & densidade lagrangiana efetiva correspon-
dente. Posteriormente, no contexto da fisica de subtracoes de Weis-
skopf, recuperamos este resultado, na representacao de Heisenberg,
através da variagao da energia de ponto zero fermiénica causada pela
presenca de um campo eletromagnético externo. Para controlarmos as
divergéncias no ultravioleta na densidade de energia do vacuo, utili-
zamos o método de regularizacao de Pauli-Villars-Rayski. Concluimos
entao que as duas abordagens sao equivalentes no limite de baixas ener-
gias.

Palavras-chave: agao efetiva, energia de ponto zero, efeito Casimir,
lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg, regularizagao de Pauli-
Villars.






ABSTRACT

In this dissertation, we elaborate a comparative study between two con-
ceptually distinct approaches to Euler-Heisenberg-Kockel effective the-
ory. In the interaction Picture for quantum electrodynamics (QED), we
identify the contribution to Halpern scattering, which, at low energies,
leads to the corresponding effective lagrangian density. In the sequence,
we retrieve this result, in the Heisenberg Picture, through the variation
in the fermion zero-point energy due to the presence of an external
electromagnetic field. In order to circumvent the ultraviolet divergen-
cies in the vacum energy density, we employ the Pauli-Villars-Rayski
regularization method. We then conclude that the two approaches are
equivalente in the low-energy limit.

Keywords: effective action, zero-point energy, Casimir effect, Euler-
Kockel-Heisenberg effective Lagrangian, Pauli-Villars regularization.
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1 INTRODUCAO

No inicio dos anos de 1930, um dos resultados mais surpreenden-
tes da teoria do pdsitron de Dirac, além da possibilidade de conversao
de energia eletromagnética em matéria, através da producao de pares
elétron-pdsitron em campos eletromagnéticos suficientemente intensos,
foi o espalhamento da radiagao eletromagnética, quantizada, por ou-
tros fétons ou por um campo eletromagnético externo. Estes ltimos
conhecidos como espalhamento Halpern (HALPERN, 1934) e Delbriick
(DELBRUCK, 1933), respectivamente.

Tais efeitos nao-lineares, que nao eram previstos pela eletro-
dinamica cléssica, foram estudados por Euler e Kockel (EULER; KOC-
KEL, 1935) e Heisenberg e Euler (HEISENBERG; EULER, 1936), que
derivaram uma densidade lagrangiana efetiva, estendendo a teoria de
Maxwell a tais efeitos. Estes trabalhos foram posteriormente refinados
por Weisskopf (WEISSKOPF, 1936), o primeiro a introduzir a idéia de
renormalizagao da carga elétrica, no escopo da entao chamada “fisica
das subtragdes”. De fato, Weisskopf interpretando o vicuo como um
“mar” de elétrons, lidou com as densidades de carga e energia do vacuo
fermionico, ambas divergentes.

Quantidades divergentes associadas ao vacuo nao eram novidade
na época. Em 1926, quando Born, Heisenberg e Jordan (BORN; HEI-
SENBERG; JORDAN, 1926), em um dos artigos fundadores da teoria
quantica, quantizaram o campo eletromagnético, a nova eletrodinamica
que surgira ja previa uma energia infinita para o vacuo, a chamada
energia de ponto zero.

A ocorréncia de energias de ponto zero divergentes é uma ca-
racteristica inerente a teoria quéntica de campos. Sua origem deve-se
ao fato de que a quantizagao candnica nao estabelece univocamente o
ordenamento entre operadores que nao comutam entre si.

De um modo geral, esta ambiguidade é resolvida pela imposicao
do ordenamento normal de operadores. No caso particular do operador
hamiltoniano, o ordenamento normal implica na subtragao da energia
de ponto zero, isto é, o valor esperado no viacuo do hamiltoniano or-
denado normalmente é nulo, por definicao. Os valores esperados de
outros observaveis fisicos, tais como carga elétrica e momento linear
também se anulam no vacuo. Argumenta-se que o valor absoluto da
energia é desprovido de significado fisico, ao contrario de sua variacao;
neste sentido, o ordenamento normal equivaleria a uma mudanca na
origem da escala de energia.
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Entretanto, Casimir (CASIMIR, 1948) previu em 1948 que duas
placas paralelas, neutras e perfeitamente condutoras no vacuo, atrairiam-
se. Casimir obteve esta forca atrativa calculando a variacao da energia
de ponto zero do campo eletromagnético causada pela imposicao de
condigoes de contorno sobre as placas dispostas no vacuo. Em outras
palavras, a energia do vacuo sofreria flutuagoes e estas variacoes, além
de finitas, poderiam se manifestar macroscopicamente.

A primeira evidéncia experimental do efeito Casimir surgiu em
1958 num trabalho de Sparnaay (SPARNAAY, 1958) e, desde entdo, ou-
tros experimentos confirmaram o efeito com grande precisdo (LAMORE-
AUX, 1997; MOHIDEEN; ROY, 1998; BRESSI et al., 2002). Por esse mo-
tivo, o efeito Casimir é frequentemente apontado como uma evidéncia
experimental da realidade da energia de ponto zero.

Contudo, nenhum destes experimentos fornece uma evidéncia di-
reta da existéncia de tal energia e, portanto, o efeito Casimir nao pode
ser usado como prova da realidade da mesma. De fato, o efeito Ca-
simir pode ser calculado sem mencao as flutuagoes do vécuo, através
da teoria de fontes de Schwinger (SCHWINGER, 1975). Nesta teoria, a
eletrodindmica quantica nao é obtida via um procedimento de quan-
tizagao a partir da teoria cldssica correspondente; por construgao, os
valores esperados no vacuo de quaisquer observaveis fisicos, sao nulos.

Conforme aponta Jaffe (JAFFE, 2005), o efeito Casimir pode,
em principio, ser obtido da formulacao perturbativa usual da eletro-
dinamica quantica, sem referéncia a energia do vacuo. Nesta abor-
dagem, os campos interagentes sao descritos na representacao de in-
teragao e, como consequéncia, o operador de evolugao temporal entre
estados assintéticos, isto é, operador de espalhamento, é dado em ter-
mos da série perturbativa de Dyson, a qual envolve operadores orde-
nados normalmente. Porém, embora a energia de ponto zero tenha
sido removida pelo ordenamento normal, contribui¢oes comparaveis a
esta ultima emergem em decorréncia de transi¢oes do tipo vacuo-véacuo.
Deste modo, na representacao de interacao, a energia do vacuo esta re-
lacionada com a soma de todos as processos desta natureza, embora,
pelo fato da eletrodinamica quéntica ser renormalizavel, estas contri-
buigoes possam ser eliminadas, ordem a ordem na série perturbativa,
pela introdugao de contra-termos na densidade lagrangiana original.

Uma teoria é renormalizavel quando, para um determinado pro-
cesso, as contribuigoes de ordens superiores na série perturbativa, as
chamadas corre¢des radiativas, levam a quantidades mensuraveis (segoes
de choque, taxas de decaimento, etc.), extraidas de amplitudes even-
tualmente divergentes, cujos “infinitos” podem ser reabsorvidos nos
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parametros livres da teoria original, como carga e massa, fixados pelo
experimento. Esta técnica é constituida por trés etapas. Primeira-
mente, regulariza-se as expressoes divergentes, alterando-as de modo
a tornd-las finitas e bem definidas matematicamente, preservando as
simetrias da teoria original. O segundo passo se origina do reconheci-
mento de que a interacao eletromagnética altera as propriedades das
particulas carregadas, por exemplo, a carga e a massa do elétron. Este
segundo passo, chamado de renormalizagao, consiste em relacionar as
propriedades das particulas fisicas com aquelas associadas aos quanta
dos campos livres e expressar as predigoes da teoria em termos dos
parametros fisicos mensuraveis. O terceiro passo consiste em remover
a regularizacao, recuperando a teoria original, livre das divergéncias.

Em 1936, Weisskopf lidou com somas e integrais divergentes sem
qualquer procedimento de regularizagao. Somente nos anos de 1940 a
“fisica das subtracoes” seria praticada de maneira consistente, a partir
dos trabalhos de Rayski (RAYSKI, 1948) e Pauli e Villars (PAULL VIL-
LARS, 1949), os primeiros a introduzir um esquema de regularizacao
invariante de gauge e de Lorentz para lidar com as divergéncias na
eletrodindmica quéantica. Vale mencionar, que até mesmo em textos
consagrados (BERESTETSKIL; LIFSHITZ; PITAEVSKII, 1982), ao apresen-
tarem a deducao a lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg, nao
se preocupam com a regularizagao de expressoes divergentes, antes de
manipuld-las, o que invalida sua demonstracao.

Esta dissertacao tem como principal objetivo elaborar um estudo
comparativo entre duas abordagens conceitualmente distintas da teoria
efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg. Inicialmente, a partir do respectivo
termo de quarta ordem na série perturbativa do operador de espalha-
mento na representacdo de interagao, identificamos a contribuicado a
baixas energias no espalhamento Halpern que leva a densidade lagran-
giana efetiva. Posteriormente, consideramos o hamiltoniano do campo
de Dirac sem ordenamento normal, isto é, levamos em conta sua energia
de ponto zero na presenga e na auséncia de um campo eletromagnético
suficientemente fraco, recuperando o resultado anterior.

No proximo capitulo, faremos uma breve descricao do procedi-
mento de quantizacao canonica e o utilizaremos na quantizagao dos
campos eletromagnético e de Dirac. Veremos o surgimento de energias
de ponto zero e como estas sao eliminadas pela introdugao do orde-
namento normal de operadores. Encerramos o capitulo com o calculo
do efeito Casimir, para a configuracao de placas paralelas, através da
variacao da energia de ponto zero devido a imposicao de condigoes de
contorno ao campo eletromagnético. Com tal propédsito, utilizaremos
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dois métodos de regularizagao que levarao ao mesmo resultado. Em par-
ticular, anteciparemos a regularizagao via a representacao integral da
funcao gama, a qual serd novamente empregada no capitulo 4, quando
deduziremos a lagrangiana efetiva de Fuler-Kockel-Heisenberg.

No capitulo 3, introduziremos a representacao de interacao da
mecanica quantica, til para a descri¢do de campos interagentes. Ob-
teremos uma série perturbativa para o operador espalhamento S e ve-
remos como este pode ser expandido numa série envolvendo produtos
normais de operadores. Por fim, o espalhamento féton-féton serd cal-
culado; ao final tomando o limite de baixas energias, estabeleceremos
a correspondéncia entre a contribui¢ao de quarta ordem e a densidade
lagrangiana de Euler-Kockel-Heisenberg.

No capitulo 4, introduziremos o conceito de acao efetiva para o
campo eletromagnético cldssico e a aproximagao de campo fraco. Nesta
aproximagao, a acao efetiva serd expressa em fungao da variagao da
energia de ponto zero do campo fermionico devido a presenca do campo
eletromagnético. Este constitui o ponto de partida para a derivacao
da densidade lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg, que serd
obtida empregando a regularizacao de Pauli-Villars-Rayski.

Por 1ultimo, no capitulo 4, apresentaremos as consideragoes finais
e perspectivas futuras.
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2 EFEITOS MACROSCOPICOS DO VACUO

Neste capitulo descreveremos brevemente a quantizacao canonica
e quantizaremos os campos eletromagnético e de Dirac segundo este
procedimento. Veremos como energias de ponto zero divergentes sur-
gem naturalmente e como estas sao eliminadas por intermédio do or-
denamento normal de operadores. Por fim, o célculo do efeito Casimir
utilizando-se a variagao da energia de ponto zero do campo eletro-
magnético, em decorréncia da imposicao de condigoes de contorno, é
apresentado.

2.1 QUANTIZACAO CANONICA

Chamamos de quantizacdo o método de construgdo da teoria
quantica de um sistema fisico a partir da sua correspondente teoria
classica. O procedimento que utilizaremos é chamado de quantizacao
candnica e consiste, grosso modo, das seguintes etapas:

1. Através da formulacdo hamiltoniana da mecénica, obtém-se a des-
cricao classica do sistema.

Classicamente, o estado de um sistema com n graus de liberdade
é espeficado pelas coordenadas generalizadas qi,...,q, e pelos
momentos conjugados p1, ..., Pn.

A evolugdo temporal do seu estado é descrita pelas equagoes de
Hamilton

dq; dp; o
E_{q“H}’ p = {p;, H}, i=1,...,n, (2.1)

onde H(q,p) é o hamiltoniano do sistema' e os parénteses de
Poisson para duas fungdes (varidveis dindmicas) f = f(q,p) e
g = g(q, p) sdo definidos por

_~~(0f dg 9f dg
{f’g}_z<8qi6pi_apiaqi>' (2.2)

i=1

1Por simplicidade assumiremos que o hamiltoniano nao depende explicitamente
do tempo.
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Em particular,

Para uma varidvel dindmica A = A(q,p,t), a evolucao temporal

é dada por

dA 0A
E_{A’H}+§' (2.4)

. O estado do sistema quéntico é especificado por um vetor ¥ em

um espaco de Hilbert 7.

. Para cada varidvel dinamica A, dada na teoria cldssica pela funcao

A(p, q,t), associa-se, na teoria quantica, um operador A = A(p, g, t)
que atua em 7.

. Postula-se que os operadores posicao ¢ e momento p satisfazem

as relaces candnicas de comutacio?

[, pj] = 1645, [, ;] = 0, [pi, p;] = 0. (2.5)

. A evolucdo temporal do estado ¥ é descrita pela equacao de

Schrodinger
ov -
— = HU 2.6
o =i, (26)
onde H é o operador hamiltoniano correspondente ao hamiltoni-

ano H classico do sistema.

Podemos também utilizar a representacao de Heisenberg, onde
a evolucao temporal reflete-se sobre os operadores, e nao no es-
tado do sistema. Nessa representagao, um operador A obedece a
equacao de Heisenberg

04
ot’

dA

— = —ilA, H] + (2.7)

e as relagoes candnica de comutagdo (2.5) sdo tomadas a tempos
iguais:

(G:(8), p5 ()] = idij,  [Gi(t), 4;(8)] = O, [pi(t), p;(1)] = 0. (2.8)

2 Adotaremos ao longo do texto o sistema de unidades naturais, em que h = ¢ = 1.
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Comparando (2.1), (2.3) e (2.4) com (2.7) e (2.8), vemos que a
quantizacao candnica equivale, formalmente, & substituicao:

{A, B} — —i|A,B]. (2.9)

No que seguird, aplicaremos a quantizagao candnica a sistemas
fisicos continuos, isto é, que possuem infinitos graus de liberdade. Estes
sistemas serao descritos por fungoes ¢ das coordenadas e do tempo, que
sao chamadas de campos.

De acordo com a metodologia descrita acima, partimos da for-
mulagao hamiltoniana para campos. Poderiamos pensar em obter di-
retamente do hamiltoniano classico as equagoes de movimento; entre-
tanto, esta formulagao possui a desvantagem das equagoes de Hamilton
nao serem manifestamente covariantes, o que torna dificil a elaboracao
de uma teoria relativistica (DIRAC, 2001).

Uma teoria relativistica pode ser obtida diretamente a partir da
formulagao lagrangiana da mecénica classica. Nesta formulagao, toda a
informacao sobre a dinamica do sistema esta contida no lagrangiano L=
Ik d3xL e as equacoes de movimento seguem de um principio variacional

que envolve a agao
S:/dtL:/d%c, (2.10)

onde £ é a densidade lagrangiana do sistema. Assim, como o deter-
minante jacobiano de uma transformacao de Lorentz prépria é igual a
unidade?, se a densidade lagrangiana £ for invariante de Lorentz, entdo
a agao também serd. Por conseguinte, as equagoes de movimento serao
covariantes.

Apés a formulacao lagrangiana do sistema ter sido construida,
podemos passar & formulacdo hamiltoniana de forma analoga ao que
é feito para um sistema de particulas. No que segue, adotaremos a
formulagao lagrangiana para campos.

Seja um sistema fisico especificado por um determinado nimero
de campos ¢,.(z), onde r = 1,..., N. Assumiremos que a dinimica
deste sistema possa ser obtida a partir de um principio variacional que
envolve uma densidade lagrangiana

3Por definicdo, as transformacdes de Lorentz séo transformacdes lineares que dei-
xam invariante a forma quadratica x,z#. Sendo linear, a transformagao é da forma

) 2 13 14
(1‘11‘271“3_3) — detA. As

O(zt,x?,x3,2%)
transformagoes de Lorentz préprias sdo, por defini¢cdo, as que possuem determinante
unitdrio.

¢ — z'* = AH, Y, cujo determinante jacobiano é
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L= L(}r,0,0r). (2.11)

Tal dependéncia assegura a localidade da teoria, pois a densidade la-
grangiana depende apenas do campo em uma vizinhanga do ponto x.
Além disso, tal dependéncia sera suficiente para os campos que estamos
interessados.

Definindo a agao S para uma regiao 2 do espago-tempo, tal que
os campos se anulam fora desta, por

S[¢17"'7¢N] = ‘/Qd4x£(¢1a'~'7¢N78u¢17"‘78p.¢]\7)7 (212)

as equacgoes de movimento sao obtidas pela extremizacao da acao S.
Matematicamente, este principio variacional expressa-se

0S

=0, r=1,...,N, 2.13
e (2.13)
onde a derivada funcional 0F /¢, para um funcional F[¢q,...,dn] é
definida implicitamente por

d oF

—F . = [d* : 2.14

de [¢1 + €01, 7¢)N + 6JN] o / z O—k(‘r) 6¢k(l‘) ( )

Calculando o lado direito de (2.14) para o funcional (2.12), temos
oL oL
t's | G0t o]
e=0 / Opy " O(Ouspr) "

o ey e A e

Pelo teorema da divergéncia, a segunda integral acima é

oL
d'z, — [ dta — .
J [ ©,8)° ] /a Gy = 210

onde assumimos que os campos o,(z) se anulam na fronteira 9Q da
regiao €.
Assim, de (2.14),

d—S[qﬁl +eo1,..., 0N + eon]
€

05 a{(aﬁ ] 8E:o, r=1,...,N, (2.17)

5oe(x) )| 0oy
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que constituem as equagoes de Euler-Lagrange para campos.

Para passarmos a formulagao hamiltoniana, além das coordena-
das generalizadas, precisamos dos momentos canonicamente conjugados
e do hamiltoniano.

O campo conjugado a ¢, é definido por

mo(w) = 05 = 9F
" B 6(6t¢7") a(b'r’

r=1,...,N. (2.18)

Supondo que possamos escrever ¢, em termos de 7., ou seja, que
a teoria é nao-singular, definimos a densidade hamiltoniana por

H(l‘) = WT(.ﬁ)(/.ﬁT(.T) - /:’(¢T? au¢r)a (2'19)

cuja integracao em todo o espago nos fornece o hamiltoniano do sistema

H :/dSX H(z) :/d3x [m(z)@(x) — L(éy, 0uty)| . (2.20)

A suposigao de nao-singularidade é essencial, pois a passagem a
formulagao hamiltoniana de teorias singulares é feita de maneira dife-
rente daquela que apresentaremos aqui, tendo dado origem ao estudo
de sistemas hamiltonianos na presenca de vinculos (GITMAN; TYUTIN,
1990; DIRAC, 1950).

Para duas varidveis dindmicas F = F(¢,7) e G = G(¢p, ), 08
parenteses de Poisson sao definidos por

(g [ OF 66 oF 4G
{}—’g}i/d [&br(:c)éﬂr(x) éwr(x)&br(x)]' (2.21)

Em particular, no caso em que F = ¢,.(t,x) e G = 74(t,y), temos

{(b’r (t7 X)’ ﬂ—S (t’ Y)} =

/dgx {5¢r(t,x) oms(t,y) 3 8 (t,x) oms(t,y)
0dq(t,x") omg(t,x")  Omg(t, %) 0¢pq(t,x’)

] . (222)

Escrevendo o campo ¢, como um funcional G[¢1, ..., ¢n] dos N cam-
pos,

or(t,x) = G, ..., dN] :/d3 X 8, 0(x — X' )by (t,x), (2.23)
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segue que

%G[qﬁl +€01,..., 6N +eon] =/d3 X 8pg 0(x — x')og(t,x'). (2.24)
e=0

Assim, de (2.14),
0 (t,x)

— L =,y 0(x — X). 2.2

5¢)q(t7 X/) / (X * ) ( 5)
De maneira analoga, obtemos

oms(t,y)

— 0 = g 0y — X 2.2

57Tq(t,X/) sq (y X ) ( 6)

e, como 0s campos e 0s respectivos campos conjugados sao indepen-
dentes, segue também

Sop(t,x) Oms(t,y)
ma(tx) 0 8o 220

Dessa forma,

(6 (t,%), 7a(t,y)} = / 03 Brq Baq 8(x — X )8y — %)
=05 0(x—y). (2.28)

Fazendo F = ¢,.(t,x), G = ¢s(t,y) e depois F = m.(t,x) e
G = m4(t,y) obtemos as generalizacoes de (2.3) para campos:

{¢T (ta X), Ts (tv Y)} = 6rs 5(X - Y), (2.29&)
{on(t, %), ¢5(t,y)} =0, (2.29b)
{Wr(tvx)v’frs(tv)’)} =0. (229(3)

Estes parenteses de Poisson sao o ponto de partida para a quan-
tizagao canonica de campos nao-singulares, sendo substituidos por co-
mutadores no caso de campos bosonicos e anticomutadores no caso de
campos fermionicos.

Para campos singulares, os parenteses de Poisson devem ser subs-
tituidos pelos chamados parénteses de Dirac e a quantizagao é feita
conforme o paragrafo acima.
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2.2 QUANTIZACAO DO CAMPO DE RADIACAO

Na presenga de uma densidade de carga p(t,x) e de uma den-
sidade de corrente j(t,x), os campos elétrico E e magnético B sao
descritos pelas equacoes de Maxwell*:

V-E=p, (2.30a)
OB
R (2.30D)
V-B=0, (2.30¢)
E
VXB:H%. (2.30d)

Das equagoes (2.30b) e (2.30c), assumiremos a existéncia dos
potenciais escalar ¢ = ¢(t,x) e vetor A = A(t,x) tais que
A
B(t,x) =V x A, E(t,x) = -V¢ — aa—t (2.31)

Estas equagoes nao determinam unicamente os potenciais ¢ e A,
pois as transformagcdes

¢—>¢’=¢+%, A—+A'=A-V{, (2.32)

onde f = f(t,x) é uma fungao de classe C?, deixam os campos E ¢ B
inalterados:

B =VxA=Vx(A-Vf)=VxA-Vx(Vf)=VxA=B,
oA’ af\ o

B =-V¢ - — :—V<¢>+at)—at(A—Vf)
_g_9Vh) _oVI) _
=E-—; 7+~ =E.

Estas transformagoes sao chamadas de transformacoes de gauge de se-
gunda espécie (MANDL; SHAW, 1984).

Podemos obter uma formulacao covariante da eletrodinamica
cldssica introduzindo o tensor de campo eletromagnético F'** e o seu
dual Fvv = %e’“’p"FpU:

4 Adotaremos o sistema de unidades Heaviside-Lorentz.
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0 - —-p* —p°
El 0 -B*® B2

P o=
E2 B3 0 _Bl )
E? -B? B! 0
(2.33)
0 —-B' -B? -B3
gw_ B0 B B

B? —-E3 0 El
B* E? -FE! 0

Em termos destes, as equacoes de Maxwell (2.30) escrevem-se
O, FM = j¥ e 9, F" =0, (2.34a)

onde j* = (p,j) é a quadridensidade de corrente.
A introdugdo do quadripotencial vetor A* = (¢, A), permite,
utilizando (2.31), escrevermos

Fr = grAY — YA+, (2.35)
que, substituindo em (2.34a), nos fornece

O = LetP79,(0,A5 — 0,A,) = $6"°70,0,Ay + 2"P70,0, A,
= 1€"P70,0,As + 5”17 0,0,A, =0, (2.36a)
O FM = 9, (0'A” — 0VAM) = DAY — 979, A = 5", (2.36b)

ou seja, em termos do quadripotencial A", a segunda equacao em
(2.34a) é identicamente satisfeita, enquanto que a primeira torna-se

OA" — 9"(9, AY) = j*. (2.37)

Nesta formulagdo covariante, as transformagoes de gauge (2.32)
adquirem a forma

At (x) — A" (z) = A*(z) + OMf (), (2.38)
e, entdo, da invariancia de (2.37) sob estas transformagoes,

0=D0A" — 919, A" — j'* = (A" + OHf) — 010, (AY + 9Vf) — j*
= OA* — 919, A — j* + D" f — o*Of = OA* — 919, AV — jH.



31

Para procedermos a quantizacao do campo eletromagnético, par-
timos da sua formulacao lagrangiana. Isto pode ser feito tratando cada
componente A* como um campo independente e introduzindo a densi-
dade lagrangiana®

1
L= FuF" —j, A", (2.39)

o que, pelas equagbes de Euler-Lagrange (2.17), leva as equagdes de
movimento (2.37).
De (2.18), os campos conjugados sao

Av
oo LB B ) -0
04, 4\ 04, 04, 2 94,
:_1 i(a)\A -9 A)\) FAV:—l (606#_506H)FA11
B aA# v v 2 A%y [ 220
= FHO, (2.40)

e entao, de (2.35),

Woz—a.ﬁsz:O, 7= =
6A0 aAz

o

= F0O=9A° — A", (2.41)

Como podemos ver, o campo conjugado 7° é nulo, tornando
impossivel expressarmos A em termos dos outros campos, ou seja,
estamos diante de uma teoria singular.

Para contornarmos esse problema, sem adentrarmos no forma-
lismo hamiltoniano com vinculos, podemos prosseguir de duas manei-
ras:

1. Fizando o gauge. As equagbes (2.37) podem ser escritas

—VZ2A° + %v A =p, (2.42a)
0
DA+V(8£+V.A> =] (2.42b)

5Como a densidade lagrangiana deve ser invariante de Lorentz para que as
equagoOes de movimento sejam covariantes, a densidade lagrangiana mais geral para
o campo eletromagnético é da forma

£ = a(0uA) (0" AY) + b(8Au) (DY AP) + e(B A) (0 A”) + d(AuAM) + e(juAP).

Aplicando as equagdes de Euler-Lagrange e comparando com (2.37), obtemos (2.39).
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Escolhendo o gauge de Coulomb, onde® V - A = 0, a solucio de

(2.42a) é
1 p(t,x)
A° = — [d’x =2 2.4
(3= 4 [ — (2.43)
e (2.42b) torna-se
.1 1 9p(t,x)
OA=j—- —V [d% — 2.44
J 47rv/ x x —x'| Ot (244)

Para o campo de radiagao, ou seja, o campo eletromagnético na
auséncia de fontes de carga e corrente, temos

A(t,x) =0, OA(t,x) = 0. (2.45)

Assim, no gauge de Coulomb o campo A° também é nulo,
permitindo a passagem para a formulacao hamiltoniana e a quan-
tizagao canodnica. Entretanto, estamos quebrando a covariancia
da teoria, que é um requisito para se investigar a renormalizabi-
lidade da mesma em nivel quantico (MANDL; SHAW, 1984).

2. Quantiza¢do Covariante. No lugar da densidade lagrangiana (2.39)
utilizamos

A

1 v . 1 L v
L= =7 FuF" = ju Al = 5(9,4")(0,A"), (2.46)

a qual fornece campos conjugados nao-nulos para A # 0:

oL
ﬂ'u = — = FILO — )\ 10 ao-AJ . 2.47
04, g ) (247)

Entretanto, as equacoes de movimento obtidas a partir da
densidade lagrangiana (2.46) nao séo as equagoes (2.37), como po-
demos constatar a partir das equagoes de Euler-Lagrange (2.17):

o[ 0c 1ot

90,4, oA,
_o [ 0 e 000AY) o yo] L 04p
_a”[ 200,407 M aa,an %A T 54,

6Aqui estamos cometendo um abuso de notacdo. Na verdade, impomos que
seja nulo o divergente do potencial vetor A’(¢,x) obtido pela transformacao (2.38).
Assim, (2.43) e (2.44) se referem a A0 e A’, respectivamente.
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1 9(0,A4) .
— —Z(fVSH = SRSV — po proo A° P SK
al/ 2 (6;)60' 6p 50’) >\g 8(81/14“) (60' ) + J 5p

=0y [—F"" — Xg"* 6161 (0, A7)] + j*
= —OA" + 0"(9,A") — XO*(8,A%) + j* = 0,

OA + (A — 1)0"(9,A%) = j. (2.48)

Porém, aplicando a quadridivergéncia na equagao acima e su-
)

pondo que a quadridensidade de corrente seja conservada (9,,j" =

0), ficamos com

9,0A" + (A — 1)O(0,A%) = 9,,5"
AL, A" =0, (2.49)

equagao que, junto com condigoes de contorno adequadas, pos-
sui solugao J, A" = 0 (ITZYKSON; ZUBER, 2005; GREINER; REI-
NHARDT, 1996). Logo, (2.48) fica

OA* = j#, (2.50)
que é a equagao (2.37) no gauge de Lorentz, ou seja, 9, A = 0.

Em suma, embora as equagoes (2.37) e (2.48) sejam dife-
rentes, a densidade lagrangiana (2.46), junto com condigbes de
contorno, leva as equacoes de Maxwell no gauge de Lorentz.

Temos entao uma formulagao lagrangiana covariante para
o campo de radiagao a partir da qual podemos, em principio, pro-
ceder a quantizagdo canoénica da teoria. Entretanto, a condicao
0, A" = 0, em termos de operadores, é incompativel com as
relagoes canonicas de comutagio, andlogas as equagoes (2.8), que
imporemos a A, e 7. Este problema pode ser resolvido utili-
zando o formalismo de Gupta-Bleuler (GUPTA, 1977).

2.2.1 Quantizacao no Gauge de Coulomb

Dado um quadripotencial A*(x), é possivel encontrarmos uma
transformacao de gauge (2.32) na qual V-A’ = 0. Para isso, é suficiente
que f satisfaca a equagao

Vif=V-A, (2.51)
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pois, neste caso,
V-A=V-(A-Vf)=V-A-V*f=0. (2.52)

A solugéo da equagao (2.51) é dada por

f(t,x) = /dSX’ G(x—x)V -A(t,x)

1 1
- _ d3 /
4 X |x — x'|

VAt X), (2.53)

onde G(x —x’) é a bem conhecida func¢ao de Green do operador lapla-
ciano, definida pela equacao
V3G (x —x') = §(x — X). (2.54)
Assim, o potencial vetor A’ procurado é

1

——V A(t,X). 2.
TV ALY (2.55)

Al(t,x) = A(t,x) + V/dgx'

Pelo teorema de Helmholtz (ROHRLICH, 2007), podemos escrever
AZ—VU—FVXWEAH-FAL, (256)

onde V-A; =0, VxA;=0e

1
U= |d% ——
/ X47r|x7x’|v

1 /
W = [ d’x' ————V xA(t,x). 2.
/d x prm— x A(t,x") (2.58)

’

A, X)), (2.57)

Pela decomposicao (2.56), segue que
A=AL+A=(A-A)+4
= {A + V/dg’x'mv/ At X))
- V/d?’x’mvl At x)
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onde os operadores de projecao Py e P| sao definidos por

1
(PL)ij = bi = 0i 3 95 (2.60)
1
(Py)ig = 0 5 05, (2.61)
e % é o operador laplaciano inverso, cuja atuacao em um campo ve-

torial V(x) é

1 [, 1
47 |x — x|

%V(X) :/dgle(X—XI)V(X/) =

V(x). (2.62)
Assim, comparando (2.59) com (2.55) vemos que
A'(t,x) = PLA(t,x) = A (t,x), (2.63)

ou seja, a escolha do gauge de Coulomb anula a parte longitudinal de
A(t,x), mantendo a sua parte transversal” A (¢,X), .

No que segue, ficard subentendido que estamos nos referindo ao
campo transverso e eliminaremos o simbolo “L1”.

Como ja discutido, as equacoes de movimento para o campo de
radiagao sdo dadas por (2.45) e, de acordo com (2.41),

mi(t,x) = —A'(t, x). (2.64)
A densidade hamiltoniana é obtida de (2.19), (2.45) e (2.64):
p 1
H=nlA, - L=—7Vr,+ 1(8NA,, — 0, A,)(0"AY — 9"AH)

1 ) o o
=mm g (0 A;0°A" + 0;A;0°A7 — 9;A,;07A")

1 1 . . ) .
= 571'71' + 5 (8114]6114] — 8]‘14181'143)
1 1 )
= 571"71' —+ 5(5“53',” — 5im6ﬂ)8lAm8iA7
1 1 1
= 571"71’ + ieijkelmkﬁlAmaiAJ = 5 [772 + (V X A)ﬂ . (265)

O hamiltoniano para o campo de radiacao é obtido pela inte-

7A | échamado de campo transverso porque a equacéo que o descreve, JA | = 0,
admite como solugdo a onda plana A | (t,x) = Age!K*~wt) ge k. A| = 0, para
que a condi¢do V - A | = 0 seja satisfeita. Portanto, A | é transverso a direcdo de
propagacao da onda.
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gracao da densidade hamiltoniana (2.65) em todo o espago,

/& +(V x A)?]. (2.66)

Além disso, de (2.29) e (2.64) os parenteses de Poisson sao

{A(t, Wj(t x')} = {A'(t,x), A (t,x')} = §76(x — x'),
{Al(t,x), A7 (t,x")} =0, (2.67)
{A'(t,x), A (t,x)} = 0.

A solugao geral da segunda equagao em (2.45) é dada em termos
da sua transformada de Fourier® (GREINER; REINHARDT, 1996),

k) [a,(k)e ™ + ai(k)e™™ ], (2.68)

/\/wak

onde wy = k° = [Kk| e o fator de normalizacao [2(27)3wy] /2 foi intro-
duzido por conveniéncia. Além disso, a forma de (2.68) garante que A
seja um campo vetorial real.

Os vetores de polarizagao €; e €5 sao escolhidos de modo a serem
reais, ortogonais entre si e a k, ou seja,

€-(k) - e5(k) =y, k-e.(k)=0, r,s=1,2, (2.69)

assegurando que V- A = 0.

Podemos discretizar os vetores de onda k considerando o poten-
cial vetor A(t,x) dentro de um volume V = L3 e impondo condigoes
de periodicidade:

A(t,z,y,2z) = A(t,x+ L,y,z) = A(t,z,y+ L, 2)
=A(t,z,y,z+ L). (2.70)

Assim, (2.68) torna-se (MANDL; SHAW, 1984)

x) = - 1 € a efikm a* eilm
A0 = 1Y el +arge] @)

8Em (2.68) kx denota um invariante no espago de Minkowski.
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onde k é da forma

2w

k= f(nl,ng,ng), ni, N, N3 EZ:{O,:l:l,:l:Q,...}. (2.72)

) Os coeficientes a,(k) e a*(k) sdo dados em termos de A(x) e
A(x) por

ar(k) = \/%Tk /d3x e-(k) - [ka(:c) + zA(x)} etk -
0t (k) = \/%Tk / Px € (k) - [ A (x) — iA ()]

Podemos agora quantizar o campo de radi¢ao. Efetuando a quan-
tizagdo candnica dos campos e seus conjugados, A(t,x) torna-se um
operador sujeito as seguintes relagoes de comutacao

(A7 (t,x), m(t,x)] = [4(t,x), A (t,x)] =6/ 6(x — %),  (2.74a)
[A7(t,x), A'(t,x)] =0, (2.74b)
[49(t, %), Al(t, x)] =0, (2.74¢)

obtidas realizando-se a substitui¢do (2.9) em (2.67). Entretanto, a
relagdo de comutagio (2.74a) é incompativel com a condicdo de trans-
versalidade V - A = 0:

0=[0,A'(t,x")] = [9;47 (t,%), A'(t,x')]

0; [Aj(t,x),Al(t,x’)] + [@Al(t,x/)]Aj(t,x) — [ajAj(t,x)]Al(t,x’)
i0;[67'6(x — x')] # 0. (2.75)

Esta inconsisténcia é sanada substituindo a relagao de comutagao (2.74a)
por (GREINER; REINHARDT, 1996)

[A7(t,x), Al(t,x)] = 67 (x — x'), (2.76)

onde a delta de Dirac transversa é definida por (COHEN-TANNOUDJI;
DUPONT-ROC; GRYNBERG, 2004)

duji(x —x') = (PL)jd(x —x), (2.77)
a qual, por construgao, possui divergéncia nula:

9;87 (x — x') = 0. (2.78)
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Além disso, para um campo vetorial V.=V + V|, temos
/ Px'VI(x') 6 (x - x') = V(). (2.79)

Assumiremos entdo que as relagoes de comutacao para o campo de
radiagao no gauge de Coulomb sao:

[A7(t,x), m(t,x')] = [A7(t,x), A(t,x)] = io) (x = %),  (2.80a)
[A7(t,x), A (t,x)] =0, (2.80b)
[A7(t,x), A'(t,x)] = 0. (2.80c)

As equagoes de movimento para A(t,x) e w(t,x) sdo obtidas a
partir da equagao de Heisenberg (2.7). Para encontré-las, faremos uso
dos seguintes comutadores:

[A'(t,x), (V' x A(t,x))] = '™ [A'(t,x), ] A™ (1, x)]
= &MY [A'(t,x), A™(t,x')] = 0. (2.81)

[ﬂ'i(t,x), (V' x A(t,x’))j] = ¢llm [ﬂ'i(t,x),ﬁl’Am(t,x’)]
=Ml (t,x), A" (t,x)]
= ima e (x — x'). (2.82)

Assim, de (2.7), (2.66), (2.80) e dos comutadores acima, temos

Al(t,x) = —i[A'(t,x), H|

7

_ ! / @ (A1 (), (r(t,x))?] + [A1(t, ), (7 x A(t,x))?] )

DO

= _%/d3xl{wj(t,x’)[Ai(t,x)ﬂrj(t,x’)] + [Ai(tvX)vﬁj(tvx/)]ﬂj(t’xl)}

= —/d?’x'df(x —x"\ml (t,x') = —7'(t, %), (2.83a)

T (t,x) = fi[wi(t,x),H}
=5 [ (70, (m(e, %)) + [0, (V' x A%

2
/d3x’{(v’ x A(t, %)) [ (t, %), (V' x A(t,x))]

1

2
+ [T (%), (V) x AL X))V (V) x Al X)) }
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:/d?’x’eﬂm(v/ x A(t,x')79]6T (x — x')

=— / dBx' MY (V! x At x))7 0T (x — )

:/d3x’ [V x (V' x At,x)] "7 (x — x)

= [V x (V x A(t,x))]" = [V(V - A(t,x)) — V2A(t,x)]'

— —[V?A(t,%)]', (2.83D)
onde usamos a identidade [4, BC| = B[A,C] +[A,B]C eque A = A |
em=m,.

Derivando (2.83a) em relagao ao tempo e substituindo (2.83b),

resulta
OA(t,x) =0, (2.84)

expressao formalmente idéntica & equagao para o campo cldssico (2.45).
Analogamente ao caso cldssico, a solugao geral de (2.84) é

2
X) = ! € a e~ 4 ol (k)et”
At %) g; T & W) [ar ()™ +al@)e™],  (285)

onde a, (k) e af (k) sdo agora operadores, dados por

a,(k) = \/Z:/Tk /dSX e (k)- {ka(x) + zA(x)} etk -
al (k) = JJ/Tk / &x €,(K) - [ka(x) - iA(x)]e*i’w.

De (2.80) e (2.86) obtemos as relagoes de comutacio entre a,.(k) e af (k):

. P N
SX/ ez(k£ k'z")

la,(k),al(kK)] = m/d?’x d

X {er(k) ~<ka(t,x) + iA(t,x))  es(K') ~(wk/A(t,x’) — A, x')) ]

= i51l (x—x/)

S / fedtx C el (K)el (') [AJ‘ (t,x), Al(t x')]
/rk O o2 r s ’ ) )
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i ()L () [ 400,30, 4.

1 ) = 7i61l (x—x') ] ,
= 761(“’k_“k’)ter(k) es(kK') (wi + wk/)/dsx e k=K x

2V o
= Okk’ € (k) *€g (k) =V
= (STS 6kk’7 (287&)
[a7 (k) (k/)} 2vm/d3x d3x’ 1 (kz+k'z")
X [er(k) -(ka(t,x) + iA(t,x))  es(K') -(wsz(t,x’) + iA(t,x'))}

= iﬁjlé(xfx')

{iwkd(k)ei (k) [Aj (t,x), Al(t, X/)}

. ro0
ez(kark z")

3 3
= 7Wka,/d xd’x v
+iwee (k) (K) [AJ’ (t,x), Al(t, x/)} }

= —i83l§(x—x")
d3 —i(k+k’)-x z(wk wk/)t k) - s k/ _ ,
o vl KT (1) - €I (w1~ )
=V_je
=0, ke (2.87b)

= —
—~
~
~—

[a

sal(k)] = af (k)al (k') — al(K')a] (k)

= [, (K)as(K) — ay(K)ar ()] = —[ar(K), a, ()] =0.  (2.87c)
Como vemos, a,(k) e al(k) possuem as mesmas relacdes de co-

mutagao que os operadores de levantamento e abaixamento do oscilador

harménico.

Podemos também escrever o operador hamiltoniano em funcgao
de a,(k) e al (k). Note que, de (2.85),

2
A . Wk —ikx ikx
:A(t,x):—z;;,/ﬁq(k)[ar(k)e Fe ol (k)e*]

2 . .
V x A(t,x) =1 k x €.(k)[a,(k)e ™" — al (k)et*™] .
A =2 2 v e |
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Assim,

T

> VI 1) e (K)

k., k’ r,s=1

)

X {ar(k)as(k/)e_i(k"‘k,)m — ap(k)al (k) ik=K)=
— af(K)a, (K)e' )7 1 af (k)af (K)e!+H)], (2.88)

enquanto que

1

(V x A)? Z 22: ”k“’k’ - [k x er(k)} : [k’ x es(k’)}
de riom
{ (k) —z(k+k ) _ ar(k)al(k/>e—i(k—k’)x
— at (k)ay (K)el=H)e ¢ (k)al(k’)ei(’”k/)w}. (2.89)
Portanto, de (2.66), (2.69) e utilizando
/V Px e K) X Z v (2.90)

segue que

I
=1
(]

£
i®~i~
N | —

(K)a, (k) + } (2.91)

que corresponde ao hamiltoniano de um sistema de osciladores harmoni-
cos independentes.

Em analogia ao método de operadores para o oscilador harmoni-
co, vamos definir o operador niimero por

NS N =Y ) Yl (299

k r=1 k r=1
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Este operador comuta com o hamiltoniano, isto é,

[H,N]=>" Y wi[Ne(k), No(q)] =0 (2.93)

Assim, o hamiltoniano e o operador nimero possuem o mesmo
conjunto de autovetores. Estes autovetores podem ser caracterizados
pelos autovalores n dos auto-estados de cada operador N,.(k), que cor-
respondem ao nimero de particulas (bdsons) no estado |n,r, k):

Ny (ki) |na,re, ke smg,re Kooy = gy, ra Ko ras ke ).

O numero total de particulas n no estado ’nl, ri, k... > é dado
por

N’nl,rl,kl;...> == ZNn(ki)‘nlarlvkl;--->

= (D ni)lmrkis ) = nlne (k). - (295)

%

Vamos agora mostrar que a atuacio dos operadores al.(k) e a, (k)
em um auto-estado de N leva a um outro auto-estado de N. Temos
que

Naf(K)|ny,r ks o) =Y al (kas, (k)af () [ng,r1,kas )
si kg
_ Z 5r515kk —|—a (k)asi(ki)}’nl,rl,kl;...>
51,k

—a ‘nl,rl,kl,.. >+aT(k)N\nrl(k1),...>
= (1+n)al(@)|n1,r, ki), (2.96)
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e

NaT(k)|n1,r1,k1; .. > = Z azi (ki)as, (ki)aT(k)|n1,r1, kq;.. >
si, ki

Z [ar(k)aii (ki) — Ors, Ok, | as, (ki) |n1, r1, k5.
si,k

= a,«(k)N|n1,r1,k1; .. > — ar(k)’nl,rl,kl; .. >
:(n—l)ar(k)|n1,r17k1;...>. (2.97)

Pelos resultados acima, vemos que a atuagao do operador a (k)
corresponde a acrescentar uma particula ao total de particulas do sis-
tema enquanto que a do a,(k) a diminuir em um esse ndmero. Dessa
forma, interpretaremos af(k) e a,(k), respectivamente, como opera-
dores de criacao e aniquilagao de fétons de momento k e polarizacao
e (k):

ali(ki)|n1,r17k1;...;ni,ri,ki;...> X
}nl,rl,kl;...;ni+17ri7ki;...>, (298&)
ari(ki)|n1,r17k1;...;ni,ri,ki;...> [0

}nl,rl,kl;...;ni—1,ri,ki;...>. (298b)
Supondo que os estados

‘nla-~'ania"'> = |n1,7"1,k1;...;ni77"i7ki;-.->,
\nl,...,ni+17...> = \nl,rl,kl;...;ni+17ri7ki;...>,

ny,..oong— 1,000 = ny,rn ke n — Ly ki)
estejam normalizados, temos que

ni—l—l:<n1,...,ni,...|Nri+1’n17...,ni7...>
= <n1,...,ni,... ’an(kl)alb(kl)‘nl,,n“>
=|CP{n1,....ni+1,...|n1,...oni+1,..0) = |C]2 (2.99)

Analogamente,

nl,...,ni,...>
= <n1,...,ni,... !ali(ki)an(ki”nl,...,ni,...>
=|D[*(n1,...,n; = 1,...|n1,...,n; = 1,...) = [D]*>.  (2.100)

ni=<n1,...,ni,...|Nm
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Assim, as equagoes (2.98) tornam-se

al (ki)|n1,ri,kas. o img, e ki) =
vn; +1 ’nl,m,kl;...;ni + 1,7‘i,ki;...>, (2.101a)

ar, (ki)|n1,ri,kes s ks ) =
\/n7|n1,7“1,k1;...;ni—1,ri,ki;...>. (2.101b)

Podemos agora definir o vdcuo |0), isto é, o estado que néo possui
particulas, por

a,(K)[0) =0, Vk e r=1,2. (2.102)

A partir do estado de vacuo, podemos construir estados contendo
f6tons de niimero, polarizagdes e momentos arbitrarios aplicando em |0)
operadores de criagao apropriados. Por exemplo, o estado normalizado
contendo um féton de momento k; e polarizagio ez(k;) e dois fétons
de momento ks e de polarizagio €;(ks) é dado por

11,2,k1;2, 1,ks) = —= a (k1) [a] (ka)]*|0). (2.103)

1
V2
De maneira geral

S TR

onde o fator de normalizacio ﬁ pode ser demonstrado por
indugdo (GREINER; REINHARDT, 1996).

Assumindo que o estado de vécuo esteja normalizado, (0[0) = 1,
de (2.91) obtemos o valor esperado da energia do vicuo do campo ele-

tromagnético quantizado, também chamada de energia de ponto zero:
(0| H|0) = Zwk 0af (k Zwk 0/0) = Zwk, (2.104)

que claramente ¢ infinita.

A ocorréncia de energias de ponto zero divergentes é uma ca-
racteristica inerente a teoria quantica de campos. Sua origem se deve
ao fato de que a quantizagao candnica nao estabelece um ordenamento
entre operadores que nao comutam entre si. Esta “constante” infinita é
desprezada argumentando-se que apenas diferencgas de energia possuem

[n1,r1,kisng, ma, Koy L) =
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significado fisico, ao contrario de valores absolutos da mesma. Assim,
o valor esperado da energia de um estado é determinado relativamente
ao valor esperado da energia do vacuo. Isto corresponde a deslocarmos
o zero da escala de energia de maneira que este coincida com a energia
do estado de vacuo.

Uma maneira de contornar esse problema ¢ introduzir o ordena-
mento normal de operadores para bdsons. Neste ordenamento normal,
é assumido que todos os operadores de criagao e aniquilacao de bdsons
(no nosso caso fétons) comutam entre si e que todos os operadores de
aniquilacao aparecem a direita dos operadores de criagao. Por exemplo,
o ordenamento normal dos operadores ag(kl)aJ{ (kz)a]; (k3)ai(kq) é

N [az(k1)a] (kz)a] (ks)ai(ka)] = af (kz)a] (k3)az(ki)ar (ka).

No caso do operador hamiltoniano, temos de (2.91) e (2.102)

(OIN(H)[0)

fzzwk (0| N [a (k)a, (k) + a,(k)al (k)]|0)

k r=1

LSS e 0ok (1) + el 100

k r=1

=> > w{0al (Ka,(k)[0) =0, (2.105)
k

r=1

ou seja, o ordenamento normal impoe que a energia de ponto zero seja
nula.

Até agora, discutimos a quantizagdo do campo eletromagnético
livre. Veremos na segao 2.4 que a imposicao de condigoes de contorno
altera a energia de ponto zero e que a diferenga entre essas energias (com
e sem condigoes de contorno) é finita. Tal quantidade finita levou H. B.
G. Casimir a prever que duas placas paralelas neutras e perfeitamente
condutoras, no vécuo, atrairiam-se (CASIMIR, 1948).

2.2.2 Quantizagao Covariante

Para j* = 0 e considerando A = 1, a densidade lagrangiana
(2.46) torna-se

1 v 1 L v
£ == _EF/'”’FIU‘ - 5((‘%14/ )(8,,14 )
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= _%8;#11/3“14” + %auAvﬁyA# - (8MA“)(8,,A”)

1
2
- *%@AyaﬂA" + %% [A,(9A") — A*(9,A”))]

1
753#14”3#/1”7 (2.106)

pois densidades lagrangianas que diferem por uma quadridivergéncia

levam as mesmas equagoes de movimento, desde que os campos e suas

derivadas se anulem na fronteira da regiao em que estao definidos.
Como vimos, os campos conjugados sao

A po
o= 95 _ _1100do) gy o NOAT) 5 ) | — _goan
oA, 2| oA, oA,
T (2.107)

e as equagbes de movimento (2.48) reduzem-se a
A" = 0. (2.108)

A solugéo geral desta equagdo é (GREINER; REINHARDT, 1996)

arw) = [ 5 00 o (0 + a2, (2100)
T) = \/WT:OET ar(k)e ay(k)e™™|, .

onde wy, = k° = |k| e, novamente, o fator [2(27)3wy] /2 foi introduzido
por conveniéncia.

Os quatro vetores de polarizagao ¥ correspondem ao fato de
que, para A*, existem quatro estados de polarizacdo independentes,
para cada k. Desta maneira, a quantizacao covariante introduz dois
estados de polarizagao nao-fisicos, além dos transversos que também
surgiram na quantizacao no gauge de Coulomb. A remocao desses es-
tados espurios serd feita mais adiante.

Os vetores de polarizacao podem ser escolhidos como

eh(k) =n* =(1,0,0,0), e#(k)=(0,e.(k)), r=1,2,3, (2.110)
onde g1 (k) e e2(k) sdo vetores normalizados, ortogonais a k, entre si e
a €3, definido por

(2.111)
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ou seja,

k'ET(k) =0, r=1,2 Er(k)'f‘:s(k) = dps, r,s=

1,2,3.
(2.112)

Dessa definicao, podemos mostrar que

er(k)es(k) = erp(k)el (k) = —¢; dys, r,s=0,1,2,3, (2.113a)

3
D Gretl)er (k) = —g, (2.113b)

r=0

OHdeCOZ—leC1=C2:<3:1.

Impondo condigoes de periodicidade andlogas as (2.70), podemos
discretizar os vetores de onda k que aparecem na expressao (2.109).
Neste caso, a solugdo geral de (2.121) torna-se (MANDL; SHAW, 1984)

Atx) =D \/—e"(k) la,(K)e ™ + aX(k)e™™], (2.114)

K r—0 2Vwk

onde k ¢é da forma
27

L (
Utilizando (2.113) e (2.114) temos que

k=— nl,ng,ng) ni,ng,ng € 2. (2.115)

an(k) = — 2Vw /dgxe“ K [ (@) + iy ()], (2.116)
ar(k) = — \/M / dBx " (K)C, [kau( ) — Aﬂ(x)}eﬂ’”. (2.116b)

A densidade hamiltoniana para o campo de radiagdo é obtida de
(2.19) e (2.106):

H=rlA, - L=—7"r, + %aﬂAyaﬂAV
“w 1 0 v 1 i AV 1 1 P AV
= =T+ SO0 A AY + SO AOA” = — o, + S0 AL0'A

Ly 1 Lo ai j
= =5 - 5(VAO) (VA®) + F(VA) - (VA), (2.117)
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cuja integragao em todo o espago fornece o hamiltoniano:

H=— /d3x 7, + (VAY) - (VAY) — (VAT) - (VA))] . (2.118)

Os parenteses de Poisson sdo obtidos de (2.29) e (2.107)
{Au(tv X)’ Wu(tv X/)} = 7{A”(t, X)v Au(ta X/)} = glﬂja(x - X/)v (2119&)
{A"(t,x), A" (t,x')} = 0, (2.119b)
{mt(t, x), (¢, X/)} = {Au(ta X), A” (t, X/)} =0. (2.119¢)
Podemos agora quantizar o campo eletromagnético. Utilizando

(2.9) e (2.119), postulamos que os campos A* e 7 obedecem as se-
guintes relagoes de comutacao

EN
PR3
®
3
R
=
e

N] = —[A¥(t,x), A" (t,x")] = ig"’d(x — x'), (2.120a)
[AF(t,x), AY (t,x")] = 0, (2.120b)
[AM(t,x), A (t,x")] = 0. (2.120c)

Além disso, da equagio de Heisenberg (2.7), obtemos as equagoes
de movimento para os campos

CAH(t,x) = 0, (2.121)
cuja solugao geral é (MANDL; SHAW, 1984)

AP(z) = APF 4 AF-

3 . 3. cn ,
_ Z Z Er (k) aT(k)e—ikm + Z Z r (k) a;[,(k)ezka:7 (2122)
k k

andloga & solucdo (2.114).
Da solugio acima e de (2.113), os operadores a,(k) e al (k) sdo
dados por

0 (k) = — \/2;71( / Pt ()G [y (@) + i, ()], (2.123)
1 m - A —ikx
o0 = ——i— / Pt (K [y (@) — iy (@)] 7, (2.1230)

e satisfazem as seguintes relagoes de comutagao:
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[ar(k),al(k’)} _ CTCS /d3 d3 ! 1 (kx—Fk'z")

V (wic wier ) /2
x {eﬁf(k) (ka#(t, x) + At %)) (1) (e A (8 X) — i (1, x'))]
——ig.5(x—x')

— —W/d3x d>x’ ei(’fﬂ”—k/ﬁ/){iwk [Au(t,x),A,,(t,X’)}

— i [A,,(t, x), A,(t, x/)} }e’;(k)e;’(k/)

=19, 0(x—x’)

Wk + Wk i(wi—wyes (kK )x

= —(rCs Ws (wie—wy )tﬁﬂ(k)Gsu(k/)/dSXG (k—k")
—
= =G G e (K)esp(K') Oxar =V s
N———

=—Crbrs

= <T6T86kk'7
[ar(k),as(k’)} = L/d?’x 3% ei(kw-‘rk’x’)
2V((Uk wk/)1/2

x {eﬁ(k) (ka#(t, x) +iA,(t, x)) e (K) (wk/Al,(t, x') +id, (¢, x’))]

:7ig}w5(x7x')

— W((/Ji‘fil)l/?/d?)x d3x/ ei(k‘w-‘rk/w/){iwk [Au(ﬂx),Au(t,X/)}

+iwe [Au(t, x), Au(t, x')} }e’;(k)els’(k/)

=19, 0(x—x’)

_ Wk T WK i(wktwg )t K K /d3 (k) x
CTCS 2V(wkwk/)1/2e 67,( )Es,u( ) X e
S————
=V
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Em sintese, temos

[ar(k), al(k’)] = G 0rsOkk/, (2.124a)
[a,(k), as(K')] =0, (2.124b)
[af (), al(K)] = 0. (2.124c)

e (2.69), temos que (, = 1 para r = 1,2,3 e, portanto, as
relagoes de comutagao (2.124) sdo idénticas as (2.87), ou seja, inter-
pretaremos a,. (k) e af (k) como operadores de aniquilacdo e criacio de
fétons, respectivamente. Entretanto, {, = —1 para r = 0 e assim,
aparentemente, ag(k) e ag(k) possuem papéis trocados, ou seja, ag(k)
seria o operador de criagao e azr) (k) o de aniquilacdo. Para evitar novas
dificuldades (MANDL; SHAW, 1984), ndo faremos esta troca, adotando
o procedimento de Gupta-Bleuler.

Na teoria de Gupta-Bleuer, os operadores a,(k) e a(k) para
r =0,1,2,3 sao interpretados como operadores de aniquilagao e criagao
de fétons, respectivamente.

O estado de vacuo é definido por

a,(k))|0) =0, vk, r=0,1,2,3, (2.125)
ou, equivalentemente,
AR (2)]0) =0, Yz, p=0,1,2,3. (2.126)

Os estados contendo um féton sao criados a partir do estado de
vacuo

1k, ) = al (k)[0), (2.127)

em que um féton transverso (r = 1,2), longitudinal (r = 3) ou escalar
(r = 0) com momento k estd presente.

Para justificar esta interpretacao, determinaremos o operador
hamiltoniano. De (2.118) e (2.122), obtemos

ZzwkCT ar ( )+a (k) (k)}
k r=0
3

3
=2 wntral Tk>+§zzwk<<r>2
k

r=0 k r=0
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3 1 3
= Zk: > et al(Kar (k) + 5 Zk: > wie (2.128)

O hamiltoniano acima também leva a uma energia de ponto zero
divergente,

(0]H0) = ZZwk, (2.129)

k =0

onde assumimos que o estado de vacuo esteja normalizado.

Esta energia de ponto zero é diferente daquela obtida na quan-
tizagao do gauge de Coulomb, pois a quantizacao covariante introduz
graus de liberdade além dos necessarios para a descricao do campo
eletromagnético. Desta forma, além dos fétons transversais, também
contribuem para a energia de ponto zero fétons longitudinais e esca-
lares, os quais nao possuem realidade fisica. A contribuicao destes
tdltimos pode ser removida pela introducdo de campos “fantasmas”?
de Fadeev-Popov que, por possuirem energia de ponto zero negativa,
levam & expressao (2.104) (HUGHES; ANBJORN, 1983). Neste sentido,
ambos os procedimentos de quantizagao sao equivalentes.

Para evitarmos o aparecimento da energia de ponto zero, intro-
duziremos o ordenamento normal de operadores da mesma forma que
fizemos na quantizagao no gauge de Coulomb. Desta forma, o hamilto-
niano (2.128) torna-se

3
H=>"% wc al(k)a, (k). (2.130)

k r=0

Embora o fator 5 = —1 tenha aparecido em (2.130), os auto-
valores de H sao positivos. Por exemplo, para o estado contendo um
féton temos

HiLker) = gl aon @)1

= w CL]L CLT a
Z aCsal C( 5) 5T<k)1+ T(k)as(q))|0)
= wiC2al (K)]0) = wi|1, k, 7), (2.131)

9Tais campos ficticios sido introduzidos na densidade lagrangiana, porém com-
parecem somente em estados intermedidrios, ndao estando associados a particulas
reais.
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ou seja, a energia é positiva para os trés tipos de fétons.
Um problema surge no célculo da normalizagao de estados con-
tendo fétons. Por exemplo, considerando o vdcuo normalizado, temos

(1L, 7|1k, ) = (0la, (k)al (k)|o) = (0][a,(k), af (k)] + a] (k)a, (k)|0)
= Cr<0|0> = Gp,

ou seja, a norma é negativa para fétons escalares, o que é inconsistente
com a mecanica quantica. Entretanto, f6tons escalares e longitudinais
nunca foram observados.

Até agora, nada nos garante que a condigao de Lorentz 9, A" = 0
seja valida. De fato, esta condigdo é incompativel com as relagoes
candnicas de comutagdo (2.120), pois, supondo que a primeira seja
valida, temos

= [0,4"(t,x), A (t,x")] = [00A°(t,x) + D; A" (t,x), A" (t,x')]
— [, A (¢, x")] + 0;[A'(t, x), A" (t,x)] = ig"’0(x — x") # 0,

0 que representa uma contradicao.
Na teoria de Gupta-Bleuler, a condicdo de Lorentz 0,A* = 0 é
substituida pela condigao mais fraca

9 AP (@)) = 0, (2.132)

que envolve somente operadores de aniquilagao.
Da condicao acima segue que

(Y10, A" (@)[) = ([0, A" ()[9) + ($10, A" (2)|v)) =0,  (2.133)

ou seja, a condicao de Lorentz e, como consequéncia, as equagoes de
Maxwell sao validas no limite classico.

Para entendermos melhor a condigdo (2.132), vamos expressa-la
no espaco de Fourier. Utilizando (2.122) e (2.69), temos

etk (K)ar(k)e ")

7““

a AIH-
|¢ zk: 0 2Vwk

ﬁ
w

(K07 (k) — k- e, (k)] a, (K)e™ ™ [)

k-k
k

I
1~

T |

—0 2Vwk

—1

2 Vwk

3

[K0a0(k) — ——az(k)]e~™*|p)

;
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= zk: \/QZ‘k/iwk [as(k) — ao(k)]e~**|y) =0, (2.134)

e, portanto,

las(k) — ao(k)][v) =0, vk. (2.135)

Obtemos entao um vinculo nas combinagoes lineares dos fétons esca-
lares e longitudinais, para cada valor de k, que podem estar presentes
em um determinado estado. Deste modo, os estados |¢) fisicamente
aceitaveis sdo aqueles que satisfazem (2.135).

O efeito da condigao (2.132) torna-se aparente quando calcula-
mos os valores esperados da energia para um estado arbitrario |¢):

(I H ) = (| ZZwkg (k)lv)

k r=0

WZZwka w\Zwk az(k — af(K)ao(k)]|¥).

k r=1
Agora, de (2.135) temos que (1/)|a;§(k) = <¢|a$(k), de modo que

(hlaf(k)az(k) — ab(K)ao(K)|¢) = (]af(K)as(k)|v) — (Plaf(k)ao(k)[e)
= (lal(k)ag(k)|¢) — (¥|af(k)ao(k)[) = (]ad(k)[az(k) — ao(k)] 1))
=0. (2.136)

Logo,

(W[Hp) = (Y] Zzwka K)[), (2.137)

k r=1
ou seja, somente os fétons transversos contribuem para o valor esperado
da energia, como consequéncia da condigao (2.132).

2.2.3 O Propagador do Féton

Nesta secao, obteremos o propagador do féton. Este resultado
serd importante no capitulo seguinte, em que trataremos os campos em
interacao.
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O propagador do féton é definido por
(O|T{ A" (z)A” (y)}0), (2.138)

onde T{A*(z)A"(y)} denota o produto ordenado temporalmente para
operadores bosonicos, dado por

Hx se 0 0
(A% (x)A U%{Aayg’%wig (2.139)
Definindo
0(z) = {(1) Zz z z 8 : (2.140)

podemos escrever (2.204) como

T{AM(2) A" (y)} =
0(z° — y°)A* (z) A” (y) + 0(y° — 2°) AV (y) AP (x).  (2.141)
Pelo fato de A**(2)]|0) =0 e (0]A*~ (x) = 0, segue da expressao
acima que
(O[T{A"(x) A" (y)}0)
(2" =y °)(0] A" (2) A" (y)|0) + O(y° —2°)(0] A” () A* (x)|0)
(" =y ) (0] A" (2) A"~ (y)|0) + O(y° —°) (0] A”* (y) A"~ (x)|0)
(a7 =) (0[[ A" (x), A"~ (y)]]0)
+0(y" =) (0[[A"" (y), A~ (2)]|0). (2.142)

(
0
0
0

Da expansdo (2.122) e das relagoes de comutacao (2.124), os
comutadores sao calculados:

@), a7 )] = 3 30 S o 49 ale e

=(r0rs0kq

3
1 .
_ m v —tk(z—y)
Ek E Voon el (k)er (k)¢ e . (2.143)

No limite em que V' — oo, podemos fazer >, — # Ik d3k e, usando
Kk
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(2.113b), segue que

_ghv 1 ,
AR AV~ — g i / 3k7 —ik(x—y)
= —g"iAT(z —y), (2.144)
onde
_ 1 )
At(z) = — /Bk— —ike 2.14
(z) 32y L (2.145)

Utilizando o resultado acima, temos

v+ n— _ —g"" 3 i —ik(y—z)
A7), A ()] = g [

_ghwv ik(z—y)
S— /d3ke = g™iA~(z —y), (2.146)

2(27)3 Wi
onde
A~ (z) = —At(—z) = m /di”kwik ek, (2.147)
Assim,
(O[[A"" (), A"~ ()]]0) = —g""iAT (z — y), (2.148a)
(O[A"F(y), A"~ (2)]]0) = g""iA™ (z — y). (2.148Db)

Substituindo os resultados acima em (2.142), encontramos que o
propagador do féton é dado por

(0|7 {A*(x) A" (y)}0)
= —g"if(a” —y°) AT (z —y) + g"if(y° — 2°) AT (z —y)
= —ig" (" — y") AT (x —y) = 0(y° — 2)A7 (z — y)]
= —ig" Ap(z —y) =D (z —y), (2.149)
onde Ap(z) = 0(2®)A* (x) — (—2") A~ (2).
Utilizando a representacao integral da funcgao 6,
oo it

1
o(t) = — lim x-S

. . )
2mi e—ot J_ oo A —ie

(2.150)
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podemos escrever Ap de uma maneira manifestamente covariante:

Ap(z) = 0(2") AT (2 )— 0(—a 0)A*(:ﬁ)
1 d3k 71kx 77)@ 7, T
= — AN — dA
2(2m)4 / Wk / / —ie ]
1 3k —L(wk A)z® zk~x ® i(we—N)z? ,—ik-x
=— / ak / d\ + / s
2(2m)* ) wk A —ie A —ig
_ 31 [ s —iraz® ik-x < —irz® ik-x
= 71 /% /dT ¢ € — + /dT £ ¢ -
2(2m)* ) wyk Wk — T — i€ wk + 7 — i€
1 [dk [ 1 1
e B X A ) 5
2(2m)4 / Wk / © © wi — kO —ie + wi + kO —ie
1 e—ikr
= d*k ——r 2.151
(27r)4/ k% +ie’ ( )
onde usamos k? = (k)2 —k2, ficando subentendido que devemos tomar

o limite € — 0. Portanto,
e—ik:c

D’ () = k2 +ie’

o

2.3 QUANTIZACAO DO CAMPO DE DIRAC

2.3.1 Representagao de Niumero para Férmions

Até agora lidamos com operadores a, e al. (r =1,2,.

zendo as relagoes de comutacao

[ar,ai] = Ops, lar,as] =0, [ai,al] =0,
e definimos os operadores
N,,:aIar7 r=1,2,....

(2.152)

..) satisfa-

(2.153)

(2.154)
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Da identidade [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, segue que

[N, a,] = [alar, as] = af[ar, as] + [af, as)a, = —br.as, (2.155)
Ar,

T
[erai] = [aiamaT] = a:[[

S

al] + [aia ai]ar = (;Tsai-

De (2.154) e (2.155), interpretamos a,, aj. e N, como operadores
de aniquilacdo, criagdo e numero, respectivamente. Além disso, N,
possui autovalores n, = 0,1,2,... e definimos o estado de védcuo |0)
por

a0y =0, V. (2.156)

A partir do vécuo |0), podemos construir estados contendo um
nimero arbitrdrio de fétons como superposicoes de estados da forma

(af,)™ (af,)" ...10).

E importante lembrar que as relagoes de comutagao (2.153) séo
decorréncia direta da quantizagdo canonica. Desta forma, a quan-
tizagao canonica nos leva diretamente a bdsons.

Uma maneira alternativa de derivarmos relagoes andlogas as (2.153),
consiste em empregarmos o anticomutador de dois operadores A e B,

definido por
[A,B]+ = AB + BA. (2.157)

Vamos supor que os operadores a,., aI (r=1,2,...), ao invés de

satisfazerem as relagbes de comutacao (2.153), satisfagam as relagoes
de anticomutagao

[ar,ally = by, [ar,as]+ =0, [al,al]ly = 0. (2.158)

Em particular, temos

a? = %[ar,ar]+ =0, (2.159)
(af)? = glal,all =0, (2.160)
Assim,
[Nryaly = lafar,a )y = aflar, a )4 — [af, a5]a, = =6,5as, (2.161)
[N, ally = [alar, al]y = al[a,, al]y — [af,al] ya, = 6,0l
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que sdo andlogas as relacdes (2.155). Desta maneira, a,, al e N,
também serao interpretados como operadores de aniquilacao, criacao
e numero.

De (2.158) e (2.159) segue que

N? =dla,ala, =al(1 - ala,)a, = ala, — (a])*(a,)? = N,, (2.162)

ou seja, N.(N, —1) = 0. Denotando por |n) um autoestado de N,
temos que

N, (N, — D)|n) = n.(n, — 1)|n) =0, (2.163)

logo, os autovalores de N, sao 0 ou 1, isto é, estamos lidando com a
estatistica de Fermi-Dirac.

O estado de vécuo |0) foi definido em (2.156), entéo o estado de
uma particula no estado r é

11,7) = al|0). (2.164)
O estado de duas particulas, com r # s, é dado por
11,751, 8) = alal|0) = —alal|0) = —[1,s;1,7), (2.165)

ou seja, este é anti-simétrico por troca de rétulos, como requerido para
férmions. No caso em que r = s,

12,7) = (al)?|0) =0, (2.166)

logo, duas particulas nao podem estar no mesmo estado quantico, como
imposto pelo principio de exclusao de Pauli.

2.3.2 Equacgao de Dirac

A equacéo de Dirac é a equacao relativistica que descreve férmions
de spin 1/2. Essa equacdo pode ser escrita como

zw = (a-p+ m)yY(x,t), (2.167)

onde ¥(x,t) é um spinor de dimensdo N, a = (ay,a2,a3) e B séo
matrizes hermitianas de dimensdo N que satisfazem (i,7 = 1,2, 3)

{aivaj} = 26ZJH7 {ahﬂ} = O7 Oé~2 = ﬁQ = ]Ia (2168)
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onde I e O s@o, respectivamente, a matriz identidade N x N e a matriz
nula N x N.

Multiplicando (2.167) por 3 pela esquerda e definindo v = 3,
~ = Bay, i = 1,2, 3, obtemos

781/1()

Dt my(x) =0, (2.169)

onde v* sao matrizes N X N que satisfazem as relagoes de anticomutacao
[, 7]+ = 2¢"", (Algebra de Clifford) (2.170)

e as condigdes de hermiticidade (7°)T = ~% e (y9)1 = —4J. Estas
ultimas podem ser combinadas na forma

(v")F = 709", p=01,2,3. (2.171)

Pode-se mostrar (ITZYKSON; ZUBER, 2005) que a menor dimensao
na qual existem matrizes que satisfazem (2.170), no R?, 6 N = 4. Assu-
miremos entao que em (2.169) ¥ (z) é uma func¢do de onda spinorial com
quatro componentes ¥, (z), a = 1,2,3, 4, que explicitamente escreve-se

4

u O0vs(
Z vy aiu — a(z) =0, a=1,23,4. (2.172)

Tomando o conjugado hermitiano da equacao (2.169), multipli-
cando por 7° pela direita e usando (2.170), obtemos a equagao de Dirac
adjunta

O o\ i =
ZW +my =0, (2.173)
onde o campo adjunto é definido por
(o) = ' (). (2.174)

As equagoes de Dirac (2.169) e (2.173) podem ser derivadas a
partir da densidade lagrangiana

L=z [wa,t - m}zp(x), (2.175)

e das equagdes de Euler-Lagrange para campos (2.17), tratando v (z)
e Yo (x) como campos independentes.
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Os campos conjugados a 1, € ¥, S0

4 4
00un) _ <
rle) = 5 = =12 P g 2 e

=1 Z PI 6T Ga = i Z Diona = W], (2.176a)
B,A=1
Falw) = 22—, (2.176b)
da

O hamiltoniano é obtido de (2.20), (2.175) e (2.176)
H= / d*x [mj) 7 — /:] - / &Px [ww} — i, + mw]
= [@xiutd - vt 1506~ 90,0 + mi]
jney
:/d3x1/3[ 0, + m] :/d?’xw [ = i, + m]
:/dSquT[,ia.ermg]z/;, (2.177)

Considerando uma regiao cubica de volume V', com condigoes de
fronteira periddicas, temos que, para cada momento p permitido pelas
condicoes de fronteira e energia positiva

=FE=+4+vm?+p?, (2.178)

a equacdo de Dirac (2.169) possui quatro solugdes de ondas planas
independentes

m ; m
VEp

v, (p)e”, r=1,2, (2.179)

onde os spinores u, e v, satisfazem as equacoes
(p —m)u,(p) =0, (p +m)v.(p) =0, r=1,2, (2.180)

obtidas substituindo (2.179) em (2.169) e fazendo p = p,y".
Devido as suas dependéncias temporais, as solu¢oes envolvendo
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u, € v, sao referidas como solugoes de energia positiva e negativa, res-
pectivamente.

As degenerescéncias das duas solugoes de energia positiva e ne-
gativa, para um dado momento p, resultam das possiveis orientagoes
de spin. Para a equacao de Dirac, somente as componentes de spin pa-
ralelas ou antiparalelas a p sao constantes de movimento e serao estes
autoestados de spin que serdo escolhidos para as solugoes (2.179).

O operador de spin “na direcao do movimento”, operador heli-
cidade, é dado por (MANDL; SHAW, 1984)

0y = ——, (2.181)

onde o = (623,0%1,0'2) e o = L[y*,4"]. Assim, escolhemos os

spinores em (2.179) tais que

oty (p) = (=) (p), opv.(p) = (=1)"v.(p). 7=1,2. (2.182)

A assimetria na indexagao dos spinores sera conveniente para
identificarmos as propriedades de particulas e antiparticulas.
Normalizando os spinores,

u (p)ur(p) = % (2.183a)
vl (p)vy(p) = % (2.183b)

pode-se mostrar que as seguintes relagoes de ortonormalidade sao sa-
tisfeitas (MANDL; SHAW, 1984)

&

P (2.184)

ul(p)vs(—p) = 0. (2.185)

As solugoes (2.179) formam um conjunto completo, de modo que
a solugao geral da equacao de Dirac (2.169) pode ser escrita como

Pa)=>"3"] V%p [0 ()t (D)e 7" + d(p)ur (P)e?*],  (2.186)

r=1 p
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enquanto que o campo conjugado 1! possui expansao

DT (z) 2 1 3 1/VE p)e’” +d.(p)v)(p)e P*]. (2.187)

Para obtermos o coeficiente ¢,(p), multiplicamos (2.186) por
/VE e’ , integramos em todo o espago e usamos (2.184):

i [ el

m . ’
=) | @x|c(p)ul(p)uy(p)e PP
e

+d; (p)uf(p’)vr(p)ei(’ﬁp/)x]

Z\/ﬁ [ )Ur(P)ép,p’

+ d(p)ul () (p )e“pwﬂmép,w']

2
- { -(p') ul (p')ur (p) +d;(p") ul (—p' v, (p') €2 P00
—_— —_———
= 67»5 Ep/ /m =0
Analogamente,

m

vr [l

ol (p')u, (p)e~ i PP

= Z N L— /d3x c
~ V\/EpEy
+ d;(p)ol (B ()77

m
N z;' Vo/Ep By ot

+ 7 (p)0] (0) 0, (9) V.

p)vl (D) )u, (p)e PorPo)moy s,

=> ];Z , [Cr(p’) vl (p")ur (p') e 2P0 4 dy (p') UI(—p/)vr(p/)}

/) =0 =drsEpr/m



63

Assim,

e (p) = v/ Vrgp /d?’xul(p)z/)(ac)eip””7 (2.188a)
d;(p) =, /Vrgp / dx v (p)(z)e P (2.188b)

Para quantizarmos o campo de Dirac, postularemos que os cam-
pos ¥(x) e 1T (x) satisfazem as relagdes de anticomutacio a tempos
iguais

[Wa(t,%), 9, X)], = dapd(x —X), (2.189a)
[Va(t, %), ¥s(t,x)], =0, (2.189b)
WL(@ X)ﬂ/),};(taxl)]_i_ =0, (21896)

que, como veremos, nos levard a uma representagao de nimero para
férmions.

Usando a identidade [A, BC] = [4, B];+C—BJA, C]4, as equagoes
de movimento para os campos ¥, (z) sdo dadas por

Yo (t,x) = —i[tha(t,x), H]
= fi/dgx’ [Va(t,x), —ipT(t,x V- V'ip(t, x") + mwT(t,x’)ﬁw(t,x’)]
=— Z /dgx’{ [wa(t,x),wg(t,x’)aﬁ,y . V’wy(t,x')]

By=1

+ im[Ya(t, %), ] (6, %) gy, (1,X)] |

4
== 3 [ a0, 0h X)) e T (1)

Byy=

=0a30(x—x")
— ot X )y - V' [Yalt,x), vy (X)),
=0
+im [ (t, %), ¥ (X)] |, Baatby (t,x)

=0a30(x—x')

— il (4,5 [t ), 0 (X)), ]

=0
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[@ary = Viby (8, %) + imBay )y (t, x')]
1

4
y=

=—i) (e-p+mB), o (tx), (2.190)

=1

que sdo andlogas as equagoes (2.167).
A solugéo geral de (2.190) é (MANDL; SHAW, 1984)

2
—ipx m T ipxT
1/VE p)u.(p)e” P + Eﬁ > ,/VEpdr(p)vr(p)e’
r= 1 o] r=1 p

=yt (z (2.191)

e o campo conjugado T é dado por

2y VE (p)o (p)e™" +ZZ\/ vE, P )
r= 1 P r=1 p

=it (2) + o (2 (2.192)

Analogamente a (2.188), os operadores c,, cl., d, e d}. sdo dados

\/; /d3xu e (2.193a)

dl p>@ [t @ pe (2.193b)
JV? [t @ p)er, (2.193¢)
:M [exui@e (2.193d)

Utilizando (2.193) e as relagdes de anticomutacdo (2.189), pode-
mos mostrar que os operadores c,, cl, d,. e d. satisfazem as seguintes
relagoes de anticomutagao

[Cr (p), Ci (pl)] + = Ors0pp [dr(p)= di (pl)] + = Ors0pp (2.194)

por
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'(p)v CZ (p/)] + = 0, [dT (p)7 ds (p/)} + = 0,
S(p/):l+ =0, [Cr(p)vdl(p/)}+ =0,
i), =0, (2.195)

que sdo justamente as relagoes de anticomutagao para férmions (2.158)
discutidas na se¢@o 2.3.1. Definindo os operadores

N,(p) = cl(p)er(p), N,(p) = di(p)d.(p), (2.196)

interpretaremos c,, cf, N, d,, di., N, como operadores de aniquilaco,
criacdo e nimero de dois tipos de férmions.
O estado de védcuo |0) é definido por

¢ (p)[0) =0, dr(p)|0) =0, Vp, r=1,2, (2.197)
ou, equivalentemente,
U (2)]0) =0, Y ()]0) =0, (2.198)

Utilizando o hamiltoniano (2.177), a equagao de movimento para
os campos (2.190), as solugbes de ondas planas (2.191) e (2.192) e as
relagdes de ortonormalidade (2.184), o operador hamiltoniano para o
campo de Dirac é dado por

H= /cz?’mpT —io -V +mply = /d?’xwaozp

= Z > / Px ,/ P)C” + d (p)o] (p)e "]

X [cs(p )ug( e

:r Szp:p,/dgx % ZZ {ci(P)cs(p')ui(p)us(p/)ei(p_p/)_qc

el (p)d ('Yl (0)0s (0) P — b () (0ol () (0P )7
+ d(p)cs (P vl (p)us(p' et P TP n]
:T;)m{ci(p)cé(p)w_d (i) 1)

=6,sEp/m =0,sEp/m
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r=1 p
=3 By [cl)er(p) + di(p)d, (p)] ZZ (2.199)

Como podemos perceber, o campo de Dirac quantizado também
possui energia de ponto zero divergente, pois assumindo que o vacuo
|0) esteja normalizado, temos que

(0]7]0) = ZZE[owc & (p)|0) + (01} (p)d, (p)[0) 1]

r=1 p

=— 22: > By (2.200)

r=1 p

Para eliminarmos esta divergéncia, assim como fizemos na quan-
tizagado do campo eletromagnético, vamos introduzir o ordenamento
normal de operadores. No caso de operadores fermionicos, escreve-
mos os operadores de criacao sempre a esquerda dos operadores de
amquﬂagao e assumimos que estes anticomutam. Por exemplo, para

el (p1) + e1(P1)][ch(P1) + c2(p1)] temos

N([el(p1) + er(P1)][ed(p1) + c2(p1)])
= N(c](p1)ch(p1) + c1(p1)ch(P1) + ¢} (P1)e2(p1) + c1(P1)e2(p1))
= cl(p1)ch(p1) — ch(P1)er(p1) + c] (P1)ca(p1) + e1(p1)ea(p1).-

Assim, incorporando o ordenamento normal ao operador hamil-
toniano (2.199), temos que

H:/d3XN(¢T[—ia~V+mﬂ]¢)

=32 BN (dPler(p) - (Pl (P)

_ZZE { (p) +dl(p)d, (p)}, (2.201)
r=1 p

o qual claramente possui energia de ponto zero nula.
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O operador de carga elétrica é dado por (MANDL; SHAW, 1984)

Q=4 / dx N (41 () ()

- qz Z/d3x Vv MN([CI(P)UI(p)eipx +d,(p)vi(p)e”*]

r,S=— 1 P, p
X [ea(0' )y (p')e 7% + dl (0o, (p)e '] )
.

=dq Z /dS V \/ﬁN(Ci(P)Cs(pl)uT(p)us(p’)ei(p—p’)x

T S,p,p
+ el (p)dl (p)ul (p)vs(p)e! )7 4 d, (p)df (' )v] (p)vs (p)e! P P)*
+ dy(p)es (b0 (p)us (p)e ™ #7)7)

rap Ep —_—— —_—
7 =6rsEp/m =6,sEp/m
2
=q) Y N(Ci(p)cr(p) + dr(p)dr(p))
r=1 p
2 —
=433 (V) - No(p)). (2:202)
r=1 p
Tomando g como a carga do elétron ¢ = —e < 0, temos

Q= —ei: > (Nr(p) - Nr(p))- (2.203)

r=1 p

Desta forma, interpretamos m como a massa dos férmions na
equacao de Dirac e associamos os operadores ¢ e d ao elétron e ao
positron, respectivamente.

2.3.3 O Propagador Fermionico

O propagador fermionico é definido por

(01T {va ()5 (1) }10), (2.204)
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onde o produto ordenado temporalmente para operadores fermionicos
é dado por

) se QCO 0
T{ta(2) (1)} = { o (W; p(y (> o (2.205)
Definindo
0(z) = {(1) Zz z Z 8 : (2.206)

podemos escrever (2.204) como

T{ta(x)Vs(y)} =
0(x° — y")a(2)hs(y) — 0(y° — 2°)s(y)valz).  (2.207)

Da expressio (2.192) e lembrando que ¥(z) = 9 (x)7°, temos

2
\/VE RO % B
r=1 p r=1p

=T (x (2.208)

onde 7 (p) = vl (p)y° e @l (p) = ul(p)y°, com as seguintes proprieda-
des (MANDL; SHAW, 1984):

ul(p)us(p) = —0!(p)vs(P) = &y, (2.209a)
al (p)vs(p) = 0L (P)us(p) =0, (2:209b)
; Uralrg = Y "‘2:;7“)@/37 (2.209¢)
Z;vmw _¥ _27::)“’3 . (2.200d)

Vamos agora calcular (2.204). Como o (2)[0) = 0, ¥*(z)[0) =
0, (0] (x) =0 e (0¢p—(x) = 0, de (2.207) temos

(O]T{pa()0p(y)}|0)
= 0(2° — ) (0ltpa ()P3(y)|0) — O(y° — 2°)(0]¢hs(y)tba(x)[0)
= 0(z” — y°) 0l ()05 ()]0) — O(y° — 2°)(0l44 (y)¢by, (x)]0)
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= (=" = y")(0l[vd (2), 5 (1)]+0)
= 0(y° = 2°)0l[¥5 (9), ¥a ()]4]0).  (2.210)

Das expansoes (2.192), (2.208) e das relagoes de comutagao (2.194),
temos

2 m e~ pr—ky)
). 03 = e CT w 7
Wt (@), 5 (9))+ 2_32; A [r<i>>(;$;(i<>]+ (D)5 (K)
=22 Vg tra(P)trg(p)e” 7Y, (2.211)

No limite em que V — oo, podemos fazer > — #]dsp e, usando
P

(2.209c¢), segue que

(62 005 ) = s [0 5 (p+mhpe e

L 3 L —ip(z—y) /3 1 —ip(z—y)
2<2w>3{/d"Ep Pos© " ]I

:i'ygﬁ a“e—ip(m—y)

1 5 1 .
— Pl 3 —ip(z—y)
2(27T)3(w O +m)ag /d P Epe

= (710, + m)as AT (z — 1), (2.212)
onde
At(z) = i /d3p L v, (2.213)
2(2m)3 E,
Analogamente,
4 (v) Z Z VE, Ura(P)Eea()e” (221

No limite em que V' — oo, podemos fazer > — # Jd®p e, usando
p
(2.209d), segue

(G5 () va @) = 5 (2;)3 / p b} (= m)as €750
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1 1 .
— T (M 35— eip(z—y)
2(27T)3(Z’7 Ou +m)ap /d p Epe

=i(v"0, + m)ap A™ (z — y), (2.215)

onde

A(@) = ~A*(-r) = 5 (2;)3 / &p b}p ¢, (2.216)
Assim,
(01l (@), ¥ W)]+10) = i(iv" 0 +m)ap AT (z — y) = iS75(x —y),
(Ol[vg (1), Y (2))410) = i(iv" 0 + m)ap A™ (z = y) = S 5(x —y),
as quais, substituidas em (2.210), fornecem
(01T {vha ()5 () §0) = i0(2° —y”) S {5 (x — y) — i0(y" —2°) S 5(x — y)
=1iSrap(T —y), (2.217)
onde
Sras(z) = 0(2°)S5(2) — 0(~=2°)S 5(x)
) =

= 02)(i7"0) + m)agA* (x) — 0(~2) (i7", + m)asA(2)
= (i7", + m)as [0 AF(2) — O(—a")A ()] (2.218)

Podemos escrever Sr,g em uma forma manifestamente covari-
ante. Analogamente a (2.151), temos

SPap(®) = (i7" 0 +m)as[0(2°) A (z) — 0(=2°) A7 (x)]

1 e*ipz
v o d4
(2m)4 ("0 +m) ﬁ/ P p? —m?2 +ic
1 4 —ipx (p—’_ m)aﬂ
= Gy [ (2:219)

onde fica subentendido que se deve tomar o limite € — 0 ao final dos
célculos.
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2.3.4 Interacao Eletromagnética e Invariancia de Gauge

Na mecanica classica, a fungao hamiltoniana que descreve uma
particula de massa m e carga g na presenca de um campo eletro-
magnético, caracterizado pelos potenciais ¢(t,x) e A(t,x), é

=t ( A)? +qo (2.220)
=5-(P—q qe. :

Pelo principio da correspondéncia, esta mesma hamiltoniana leva
a equagao de Schrodinger para uma particula carregada interagindo
com um campo eletromagnético

LOU(t,x) 1 .
1— = Hw(tax) = 7[(_Zv _qA)2 +Q¢]¢(tax) (2221)
ot 2m

Como podemos perceber, a equagao acima pode ser obtida a
partir da equagao de Schrodinger para uma particula livre através das
substituigoes

0 o . ,
— — — +igo(t,x), V — V —igA(t,x), (2.222)
ot ot
que é usualmente referida como substituicao minima.

Em termos do quadripotencial A*(z) = (¢, A), a substituicao
minima adquire a forma explicitamente covariante

Oy — Dy = 0, + igA,(x). (2.223)

No que segue, assumiremos que a substituigio (2.223) introduz
corretamente a interagao eletromagnética na equacao de Dirac. Desta

forma, considerando ¢ = —e < 0, a equagao de Dirac (2.169) torna-se
(iv* D, — m)Y(x) = i(y"0, — m)(x) + ey* Ay (x)Y(z) =0
(B — M) = —ex Ay (2)() (2:224)

e a densidade lagrangiana (2.175) fica

L= %(m)(i’y”Dﬂ —m)y(x) i
= Y(2) (i7" 0y — m)Y(x) + et (z)y Y (2) Ay ()
— Lo+ L1, (2.225)

onde Ly é a ja conhecida densidade lagrangiana do campo de Dirac
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livre,
Lo = Y(2) ("0, — m)y(z), (2.226)

e L é a densidade lagrangiana de interacao

L1 = ed(@)(0) A, (). (2.227)

Para descrevermos completamente a dinamica dos campos classicos,
devemos adicionar & (2.225) a densidade lagrangiana do campo de ra-
diac@o L;ad, que ji conhecemos da se¢do 2.2. De (2.39), temos

1
Lyag = _ZFWF“”' (2.228)

Assim, de (2.225) e (2.228) obtemos

) 1 -
Lqep = Y(ivy*0, — m) — iF’“’FW + ey A, (2.229)

Uma diferenca entre as densidades lagrangianas (2.225) e (2.228),
é que, frente a uma transformagao de gauge (2.38)

At (x) — AM(z) = AM(x) + 0"f (2),

a primeira é invariante

o = — PP, = — [0 (1) — A ()]0, AL () — 0,4, ()
= LAY 1) — 0 (A 4 PI0(AL + 0, f) — (A + D)
= 110" () — A (@)][0, A, (1) — 0, Ay ()]

= —iF””FW = Lrad, (2.230)

enquanto que a segunda nao:
L= L+ LT = (x)(iv"0, — m)Y(x) + ep(z)y" ¢ (x) A, (x)
= @(iwaﬂ —m)yY + 6’1/7)’}/“1/)(14” +0uf) =L+ e%waﬂf. (2.231)

A invariancia de gauge pode ser restabelecida impondo que, junto
com a transformacao dos potenciais eletromagnéticos, os campos de
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Dirac se transformem de acordo com as transformacdes de fase locais

U(z) — ¥ (2) = Y(2)e’ ),

() — P (z) = P(x)e ). (2.232)

Desta forma,

L= Lo+ L = ' (2)(iy" 0, — m)Y' (x) + e/ (z)y"9 (2) A, (x)
= e (iy"0, — m)pe' + epe” I e’ (A + O, f)
= Lo — ey O, f + L1 + ey 0, = Lo+ L1 = L. (2.233)

No que segue, assumiremos que a densidade lagrangiana (2.227)
descreve a a interagao correta da eletrodinamica quantica. Outros ter-
mos que sao invariantes de gauge e de Lorentz poderiam ser adicionados;
entretanto, tais termos sao geralmente excluidos pela condicao de re-
normalizibilidade da teoria (MANDL; SHAW, 1984). A interagao (2.227)
produz previsoes tedricas com excelente concordancia experimental.

2.4 EFEITO CASIMIR

Considere uma cavidade ctibica de volume L3 delimitada por
paredes perfeitamente condutoras. Dentro desta, considere uma placa
quadrada de lado L, perfeitamente condutora, que seja paralela e esteja
a uma distancia ajustavel em relagao a uma das faces da cavidade.

Seguindo de perto as referéncias (PLUNIEN; MULLER; GREINER,
1986; CASIMIR, 1948; ITZYKSON; ZUBER, 2005) calcularemos a dife-
renca entre as energias de ponto zero do campo eletromagnético cor-
respondentes as situagdes em que a placa movel estd a uma distancia
a < L de uma das paredes da cavidade e a uma distancia d > a, por
exemplo, d/2, conforme a figura 1.

Denotando por E(z) a energia de ponto zero na cavidade cuja
distancia entre a parede da caixa e a placa mével é x, a densidade de
energia de Casimir é definida, formalmente, por

. 1
Ec = LIEI;O ﬁ{ [E](G)-FEH(L—(I)] - [Ejjj(d)-l-Ejv(L—d)] }, (2.234)
onde, conforme (2.104), cada termo E(z) na expressao acima é dado
pela soma das fréquéncias de todos os modos possiveis dentro da res-
pectiva cavidade retangular.

Fazendo uso do resultado (A.28) obtido no apéndice A, o termo



74

Er| l?u Errr EIV

.................

a L—a d L—-d
Figura 1 — Placa mével em duas situacoes distintas.

E;(a) é dado por

1
Er(a) =3 > D(ky, ko, ks)\/ k3 + k3 + K2, (2.235)

k1,k2,k3

onde ky = =, ky = T e ky = T com [,m,n € Z* = {0,1,2,...}.
Além disso, o termo D(ky, ko, k3) estd relacionado com a degenerescéncia
das fréquencias, sendo definido por

1, se apenas um dos k1, ko, k3 for nulo
D(ky, ko, k3) =< 2, se ky, ks, ks forem nao nulos (2.236)

0, do contrario.

Como estamos interessados no limite em que L é muito grande,
podemos considerar k1 e ko como variaveis continuas. Dessa forma, os
somatérios em ky e ko de (2.235) sdo substituidos por integrais:

o0 L2
y ol / dky / dks. (2.237)
Y

Denotando k| = \/k? + k3 e d*k)| = dkidks, temos

L2 o0 o0 o)
E[(a) = Gy /dkl/dkg Z D(kl,k%k?,)\/k‘% + k% +’n,27r2/a2
ot o+ =0

o0 oo
o0

L2 2 2
2@ /dk1 /deT;)D(kl,k%kg)\/kl + k2 + n2n2/a?
—00 —00 -
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L? -
= 72(27r)2/d2k“ [\/k% + k3 + Z 2\/k% + k% + n27r2/a2}

(2L7r2) /dQ’f{ ’fHJrZ T 2/a2} (2.238)

onde, pelo fato de k; e ko serem varidveis continuas, a remocao do ponto
(0,0) do dominio do integrando nao altera o valor da integral acima.
De maneira andloga, denotando k = /k? + k3 + k2, encontra-

mos

L*(L—a) [ , >
Ei(L—a)= éﬂ?))/d k| /_Oodk:g k, (2.239)
L*d [ , o
2 _ [ee]
Erv(d) = W/d% [mdkgk. (2.241)

Assim, a diferenca entre as energias de ponto zero sdo dadas por

Ec(a) = {[E[(a) —|—E11(L — a)} — [E]]](d) + E[v(L — d)}}
L? 1 =
=—— [ d®k; < =k + k2 4+ n2n2/q?
(Qﬂ)z/ II{Q Il nz::l I /
+217T[(L—a)—d—(L—d)]/dk3k}

)2 /d k:||{ k+ZF /dk3 +l<:2}
_(LQ) /d k’ll{ k+z\/ﬁ /dn ”2772}7

onde fizemos a mudanca de varidvel ks = nz/a.
Passando para coordenadas polares, obtemos

n2772
Ec(a) 277 / /dnn{ /<;+Z

n=1
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00 2.2
- dn /<;2—|—n72T }

0 a

L? [ 1 > n2m2 o n2n?
_ - 2 _ 2
=3 | dn/@{Qm—i—; K2 + e /Odn K2 + e }

(2.242)

A expressao acima é divergente e, portanto, desprovida de sig-
nificado fisico. Para obtermos um resultado finito, faz-se necessério
regularizd-la. Adotaremos a regularizagdo por corte, que consiste em
introduzir no integrando de (2.242) uma fungao de corte f(k/k.) que
force a convergéncia da integracdo. Tal funcdo f deve ser suficiente-
mente diferencidvel, deve se anular de maneira suficientemente réapida
quando k — oo e, além disso, deve ser igual a 1 quando k. — oo, onde
k. é um vetor de onda de corte. Uma funcao deste tipo é, por exemplo,
e k/ke,

Este procedimento se justifica fisicamente, pois para ondas com
grandes k (consequentemente, pequenos comprimentos de onda) esta-
mos saindo do dominio de validade do eletromagnetismo classico, o que
torna irreal o confinamento de ondas eletromagnéticas no interior de
uma cavidade macroscépica. Assim, consideraremos k. da ordem do
inverso do tamanho atémico.

Regularizando (2.242) e fazendo u = a?k?/7? temos

o0
L? 1 > . N
Ec(a, k) = %/dm@{2ﬁf<;> + Z K2 + Tiff(; - )
0 ¢ n=1

n21r2
Joni ()
0

= L:;Q 7du {;x/ﬁf(ﬁf) + i \/u+n2f(’r‘/;jct7)
0 n=1

o

dn\/u+n2f<%/?) } (2.243)

Note que no limite k. — oo recuperamos (2.242).
Na expressao regularizada (2.243), a série é convergente e entao
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podemos trocar a ordem da integracao e do somatério. Assim,

Ec(a, k) = { /du\ff ”f Z/du\/U+n2f ﬂ\/u+n2>

/ dn/ du\/u+n2f(’T “+"2)}
- L;; { )+ ZF / an(n)}, (2.244)

n=1

onde definimos

F(n)z/oodu\/u+n2f(%kf“) =[ljdwﬁf(“aﬁ). (2.245)

0

Usando a férmula de Euler-MacLaurin(ARFKEN; WEBER, 2001),
a diferenca entre a série e a integral da expressao acima é

1 > > > 2 1
2F(O)+;F(n)—/0 dn F(n ZT Bo F271(0), (2.246)

k:l

onde B, sao os niumeros de Bernoulli definidos pela série

ey — Z B, (2.247)
Vamos agora calcular as derivadas de F'. Temos que

W — m dn? o 2T 4

FO = Fl(n) = —Vi? f( i ) S (I e
entao

FO = _op?f. (2.249a)
F® = _anf —2n?f0) . (2.249D)
) = —4f —8nf®) —2p2f@, (2.249c¢)

De um modo geral, para m > 3,
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Fm = 72{(m — D(m—=2) "3 4 2(m — 1)nfm=2 + n2f<m*1>},
(2.249d)

resultado que pode ser demonstrado por indugao:
para m = 3, de (2.249d), temos

PO = —2{(3-1)(3 - 279 + 2(3 - )ns =2 4 7@V}
= —4f — 8nfM) —2p?2 3,

que ¢é igual a (2.249c¢). Supondo que (2.249d) seja verdadeiro, temos
FOmtD) = —2{(m — 1) (m—2)f™D 4 2(m — 1) fm2)

+2(m — Dnfm= 4 op fm=b 4 n2f(m)}

= —2{[(m — 1)(m —2) + 2(m ~ D] 7 4+ 2mn 0 200}

= —2{[(m+ 1) = 1][(m + 1) — 2 low+0 -2

+2[(m+1) — UnflomtD=2 2 plom+)—1] } (2.250)

o que demonstra o resultado desejado.
Como podemos ver de (2.249), FM(0) = F®)(0) = 0 e, para

)

m >3

m—3
Fm©) = -2m - m-2) () 100, @)

Dessa forma, (2.246) torna-se

0)+ ) F(n)-— Ooan(n) =
2 /

2 (2k — 2)(2k — 3) [ —

aRc

2k—4
) FED0),

e (2.244) fica

?r2 31

Eola ko) = 55 " (2h)!

2k—4
- ) 1P (0).

ak,

oy Bok (2k — 2)(2k — 3)(
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Para removermos a regularizagao, vamos considerar o limite em
que k. — oo. Como podemos perceber, neste limite somente o termo
com k = 2 na expressao acima serd nao nulo. Assim, a expressao
resultante é independente de regularizagao sendo dada por

L2721 L3272
Ec(a) = GTIBUC(O) = T T0a8 (2.252)
onde f(0) = 1.

De (2.234), vemos que a densidade de energia de Casimir é

fo— lm L Bo— - (2.253)
“ T 150 27T 12063 '
e fornece a densidade de forga
déc w2 0.013 2
Fo—_ %o __ ™ _ 05 2.254
© da 240a* (au)t yn/em’, ( )

onde o sinal negativo indica que a forca é atrativa e a, ¢é a distancia
entre as placas medida em micrometros.

Este resultado foi obtido em 1948 por Casimir (CASIMIR, 1948)
e medido pela primeira vez em 1958 por Sparnaay (SPARNAAY, 1958).
Experimentos de alta precisao foram realizados em 1997 por Lamoreaux
(LAMOREAUX, 1997), em 1998 por Mohideen (MOHIDEEN; ROY, 1998)
e em 2002 por Bressi (BRESSI et al., 2002), confirmando o efeito.

Generalizagoes e modificagoes do efeito original foram realizadas.
Boyer (BOYER, 1968), calculando o efeito Casimir para uma esfera con-
dutora, obteve como resultado uma forca de expansao, ou seja, o carater
atrativo ou repulsivo da forga depende das condigoes de contorno. Uma
generalizacao do efeito consiste em considerar outros campos além do
eletromagnético, como por exemplo, os campos de Dirac e escalar.

Por ter sido derivado a partir da variagao da energia de ponto
zero, o efeito Casimir é apontado como uma evidéncia para a existéncia
destas energias. Entretanto, é importante frisar que o efeito Casimir
pode ser calculado sem referéncia a energia de ponto zero através da
teoria de fontes de Schwinger. Assim, a existéncia ou nao da energia
de ponto zero é uma questao em aberto.

Um outro método de regularizacao consiste no emprego da re-
presentacao integral da funcao gama

1 1 o0
= dnnde=An 2.255
AT T T(1+9) /0+ e (2.255)
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vélida para § > —1, que permite reescrever (2.238) como

5
E[(a,) = 2‘[;_2 dkl/deZD kl,kz,kg \//ﬂQ +k2+n2 2/(12
0 0
= /dkl/dkg Z \/k:2—|-k2+n27r2/a2
L2 ™ 2
_ d 5/246 ,—(an)°n 2.9
2P (1 51 ”n_z_oo” cmh 0

onde as integrais gaussianas em k e ks ja foram calculadas e definimos
a = w/a. Para recuperarmos a expressao original, devemos tomar o
limite 6 — 0. Isto sera feito no final dos calculos.

Definindo

f(n) = e~ (em’n, (2.257)

o somatério que aparece em (2.256) pode ser calculado utilizando no-
vamente a formula de Euler-Mclaurin, que leva a

Er(a) = (QL;)Q M{ 7d7l P20 {7dnf(n) - %f(n)

B o A n—00
" TlZ |:f/(n) n—o00 - f/(n) n~>0:| - %0 |:fm(n) n— 00 " fm(n) n~>0:|
+.. ] } (2.258)

onde f’(n) é a primeira derivada de (2.257) em relacdo a n, e assim
por diante. Calculando as derivadas e tomando os respectivos limites,
pode-se mostrar que a contribui¢cao dos termos nao nulos é dada por

Eq(a) = L f){/mr dnn‘:”*“ﬁ
T [(F(M(—QaQn)]

a2n?)~1/2+9

n— oo

L(3+9) 2
73 | 2

n—oo
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3 [T(1/246) , . 9
=720 | (i 2 (2.259)

n—oo
onde (2.255) foi utilizada.

De maneira a obtermos um resultado consistente com a teoria
original, devemos considerar o limite § — 0. Considerando & > 1,
o segundo termo entre chaves na expressao acima se anula no limite
n — 00, enquanto que os outros termos tornam-se independentes de n
quando o limite § — 0 é tomado, resultando em

aL2 e3¢} 3 L27T2
Ei(a) = _W/o a4 (2.260)

Assim,
Ec(a) = {[E[(a) + EH(L — a)] — [E]]](d) +E[v(L — d)]}
:—[a—l—(L—a)—d—(L—d)]Li)z/o dnn=3

4(2m
L2722 [ 1 1 1 1 }

T BT (L—a)® d® (L—d)3 (2:261)

Finalmente, de (2.234) re-obtemos a expressao (2.253)

1 2
—Bp=———.
7 T 72063

fo=lm
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3 CAMPOS INTERAGENTES

Neste capitulo, descreveremos campos interagentes na represen-
tagao de interagao. Obteremos uma série perturbativa para o operador
espalhamento S e veremos como este pode ser expandido numa série
envolvendo produtos normais de operadores. Por fim, o espalhamento
féton-féton serd calculado e a correspondéncia entre a contribuicao de
quarta ordem, no limite de baixas energias, com a densidade lagrangi-
ana de Euler-Kockel-Heisenberg sera restabelecida.

3.1 A REPRESENTACAO DE INTERACAO

Como ¢é bem conhecido, a mecanica quantica pode ser formulada
em varias representacoes que diferem na maneira em que a evolugdo
temporal de estados e operadores é tratada. Estas representacoes se
relacionam através de transformacoes unitarias que levam aos mesmos
valores esperados de observaveis.

Na representagao de Schrodinger, a evolugao temporal de um
estado |a, t)s é regida pela equagao

d
z$|a,t>s = Hg|a, t)s, (3.1)

onde Hg é o hamiltoniano do sistema nesta representacao. A equacdo
acima pode ser resolvida formalmente em termos do estado do sistema
em um instante ¢y por

|a7t>S = US(t7t0)|a7t0>Sv (32)

onde Ug é o operador de evolugao temporal.
Além da propriedade Us(t,t) = 1, o operador Uy é unitério,

Ul =Ust, (3.3)
é fechado na composicao

Us(ta,t1)Us(t1, to) = Us(ta, to) (3.4)
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e obedece a equagao

.0
ZaUs(t,to) = HSUS<t,t0). (35)

No caso em que Hg é independente do tempo, a equagdo (3.5) possui
como solugao

Us(t, to) = e Hsli=to), (3.6)

Para um observével Og, o seu valor esperado em um estado |« t)s
é dado por

(@, t|Osla, t)s = s{a, to|UI(t, to)OsUs(t, to)|a, to)s, (3.7)

ou seja, o valor esperado de Og no estado |, t)s é igual ao valor es-
perado do operador Ul (t,t0)OsUs(t,to) no estado |a,tg)s. Isto sugere
a representagao de Heisenberg, na qual a evolugao temporal reflete-se
nos operadores, e nao no estado do sistema.

Para passarmos da representagao de Schrodinger a de Heisen-
berg, vamos considerar que no instante 7 os estados e os operadores
sejam idénticos em ambas as representacoes; definindo

o)y = |a, thy = |a, T)n = UST(t,T)|Oé,t>S = |, T)q, (3.8a)
Oy (t) = Ul(t,7)OsUs(t, 7). (3.8b)

Desta forma, (3.7) expressa-se
s{a, t|Osle, t)s = u{a|Ou(t)|a)u. (3.9)

No caso em que Hy é independente do tempo, de (3.6) e (3.8b)
vemos que o operador hamiltoniano é o mesmo em ambas as repre-
sentagoes,

Hy(t) = Ul(t, ) HsUs(t,7) = st e~ Hs(=7) — g = H. (3.10)

Para obtermos a equagao que descreve a evolugao temporal de
um operador Oy (t), derivemos (3.8b) em relacdo a t, utilizando (3.5):

d 9, 0
aoH(t) = gUg(t,T)OSUS(t, T)+ UST(LT)EOSUS(LT)

0
+ UST(t, T)OsaUs(t T)
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QOSUS(t, T)

=iUl(t, T o

— iUl (t,7)OsHsUs(t, 7)
= iUl (t,7)HsUs(t, T)UL(t, 7)OsUs(t, 7) + Ul (t, 7)0,OsUs(t, 7)
— ZUST(t,T)O Us (¢, T)UST(t,T)HSUS(t, T)

H,O.Uq(t, T)—|—UST(t,7')

~—

= iy (1)O0u(t) + 5 O — i0u(t) (1)
= i(0ult), Hu(t)) + -0, (3.11)

No caso em que Og nao depende explicitamente do tempo, a equacdo
acima torna-se

L 0ult) = —i[On(t), Hu(1)]. (3.12)

Uma caracteristica importante entre as representacoes é a in-
variancia das relagoes de comutacao e anticomutacao, ou seja, a tran-
sicdo entre as representacoes ¢é feita por intermedio de uma trans-
formagao canonica. Por exemplo, supondo que [AS, BS} 4 = Cs, temos
que

[Au(t), Ba(t)]x = [U(t,7)AUs(t,7), Ul (t,7) BsUs(t, 7))+
Ul(t, 7)AsBsUs(t,7) £ Ul (t, 7) Bs AsUs(t, T)
T, 1) [AS, BS]iUS (t,7) = Ul(t,7)CsUs (t, )

Cu(t). (3.13)

E

Reciprocamente, supondo que [AH(t),BH(t)]i = Cy(?):

[As, Bsla = [Us(t, 1) Au()UL (¢, 7), Us(t, 7) Bu () US (£, 7)) 2
= Us(t,7) Au(t) Ba (U (¢, 7) % Us(t, 7) Bu(t) Au(t) U (¢, 7)
= Us(t,7) [Au(t), Bu(t)] LU (t,7) = Us(t, 7)Cu(t) UL (¢, 7)
= Cs. (3.14)
Anteriormente, quantizamos os campos eletromagnético e de Di-
rac livres utilizando a representagao de Heisenberg. Existe ainda uma
terceira representagao, chamada representagao de interagao, que sera

conveniente ao tratarmos campos interagentes.
Supondo que possamos separar o hamiltoniano do sistema em
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duas partes
Hs=H? + H, (3.15)

onde H?, assumido independente do tempo, é o hamiltoniano dos cam-
pos livres e H! o hamiltoniano de interagdo, a representacio de in-
teragao é obtida da representagao de Schrodinger através das trans-
formagoes unitarias

la, t);, = Ul (¢, 7)]a, t)s, (3.16a)
O.(t) = Ul (t, 7)0sUo(t, 7), (3.16b)

onde Uy obedece a equagao

0
i&Uo(t, ) = H2Uy(t, 7). (3.17)

Como HY{ é independente do tempo, a solugdo da equagdo acima
¢ um operador unitario andlogo a (3.6),

Uo(t, ) = e HHE (=), (3.18)

e entdo, de (3.16b), temos H? = H?. Além disso, em ¢ = 7 todas as
trés representacoes sao idénticas:

|Oé,t0>1 = |Oé,t0>H = \a,t0>s, (319)
Oy(7) = Ox(T1) = Os.
Vemos entao que a relagao entre as representagoes de interacao
e de Schrodinger é semelhante a relacao entre as representacoes de
Schrodinger e de Heisenberg, diferindo pelo fato da transformacao Uy
envolver somente a parte H? do hamiltoniano Hs.
Pela semelhanca entre (3.16b) e (3.17) com (3.8b) e (3.5), pode-
mos concluir que a equacgao de movimento para um operador O; é

S0u0) = —il0.(0), H), (3.20)

onde assumimos que Og nao depende explicitamente do tempo.
Derivando (3.16a) em relacao a t, usando (3.1) e (3.16b), obtemos
a equagao de Schrodinger para o estado |«,t); na representacao de
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interacao:
d 0 0
%laat% = &Ug(ta T>|a’t>s + Ug(t7 T>&|a7t>s

— iUJ(t, 7)HO|a, t)s — iUJ (8, 7) H o, t)
= iU (t, 7)HOU (t, 1)UL (8, )|, t)s — iU (8, 7)HU (, 7)U (£, 7) |, £
= iHC|a,t), — iH|o,t), = —iH]|a,t),

d
z%|o¢,t>1 = H]|a,t),. (3.21)

Assim, de (3.8a) e (3.21) vemos que os estados evoluem de acordo
com uma equacgao do tipo Schrodinger envolvendo somente o hamilto-
niano de interacdo H;, enquanto que os operadores evoluem de acordo
com uma equagao do tipo Heisenberg que envolve apenas o hamiltoni-
ano livre H?.

A equagao (3.21) também pode se resolvida em termos do estado
do sistema num instante ¢

|a7t>1 = Ul(t,t())‘a,t())“ (322)
onde U, obedece a equagao
10Uy (t,to) = HIU(t, to). (3.23)

Uma solugao para (3.23) pode ser obtida notando-se que, de (3.2)
e (3.16a),

|a’t>1 = U(J)r(th)‘O‘aﬂs = U(;r(tyT)Us(t7tO)|a7t0>s
— UL (t, 7)Us(t, to)Uo (to, 7) |, to)s;

comparando com (3.22), segue que
Uy(t, to) = US (t, ) Us(t, to)Uo (to, 7). (3.24)

A partir desta solugdo obtemos algumas propriedades de U;. De
(3.18) temos

Ui(to, to) = Ug(toaT)Us(to7to)Uo(to7T) = Ug(to,T)Uo(toaT) =1 (3.25)
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A composigao de operadores U; é fechada:

Uy(ta, t1)Ui(t1, to)
= Ul (ty, 7)Us(ta, t1)Uo (t1, T) UL (t1, 7)Us (t1, t0) Uo (to, )
= Ul (tg, 7)Us(ta, t1)e~Hotr=m) iHo(i=n)y (1) 1)Uy (to, )
= Ul (tg, 7)Us(t2, 1) Us(t1, to)Uo (to, )
= U{ (t2, )Us (t2, to) Us(to, T)
= Ui(tz, to). (3.26)

onde utilizamos (3.4). Tomando t; = tg na equagdo acima, segue que
Ui(to, t1)Ui(t1,t0) = Us(to, to) = I, ou seja:

U7t o) = Us(to, t). (3.27)
Além disso, U; é unitario:

Ul (t,to) = Ul (to, T)UI (t, t0)Uo(t,7) = U (to, YU (t, to)Uo(t, 7)
= Ul (to, )Us(to, )Uo(t, 7) = Us(to, t) = U (t,t0).  (3.28)
Outra caracteristica da transformacao que leva a representagao

de interagao é que as relagoes de comutacao e anticomutacao também
sdo preservadas. Supondo [AS,BS] 4 = Cs, segue que

[A;(t), B,(t)]+ = [U} (t, 7)AsUo(t, ), US (t,7) BsUp (t, 7))
(t,7)AsBsUp (t,7) + U (t, 7) Bs As U (t, 7)
(t,7)[As, Bs] LUo (t,7) = U (t,7)CsUq (t,7)

= Cy(t). (3.29)

T
0
1.
O

Reciprocamente, supondo que [Al(t), B, (t)}i = Ci(t):

[As, Bslx = [Uo(t, ) Ai(H)US (¢, 7), Us (t, 7) By (U (¢, 7))+
= Us(t, ") A(t) By U (, 7) + Un (t, 7) B (£) A() U] (8, 7)
= Uo(t, 7) [A(t), Bi(t)] LU (t,7) = Ug(t, 7)CL(t) U (L, 7)
=Cs. (3.30)

A relacao entre as representagoes de interacao e Heisenberg pode
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ser estabelecida utilizando-se (3.8a), (3.8b), (3.16a) e (3.16b),

|, )y = UL (¢, 7)Us (t, 7)|ev, ), (3.31a)
O\(t) = U{ (t, 1) Us(t, 7)ORUL (¢, T)Uo (¢, 7). (3.31b)

Estas transformacoes também preservam relagoes de comutagao
e anticomutagdo. De (3.14) e (3.29), supondo que [AH(t),BH(t)]i =
Cx(t), temos

[Ai(t), Bi(t)] . = Ci(1). (3.32)
Em particular, se Cy(t) for um c-ntimero c(t), entéo
[Al(t)7 Bl(t)]:t = C(t). (3‘33)

Reciprocamente, de (3.30) e (3.13), se [A][(t),BI(tﬂi = Ci(t) entdo
[Au(t), Bu(t)] . = Cult).

Na representacao de interacdo, os efeitos da interagdo se mani-
festam nos estados |, t);. Como estaremos interessados em processos
de espalhamento, serd conveniente trabalharmos com uma equagao in-
tegral, equivalente & equacao de evolucao temporal (3.23). Tal equagao,
que ja leva em conta a condigao de contorno (3.25), é

t
Uit 1) =1 — i / ity HY () Ui (t1, 1), (3.34)
to

cuja derivada em relagdo a t nos leva a (3.23).
A solucao desta equagao integral é dada por um série iterativa
que consiste em reinsercoes sucessivas do lado direito de (3.34):

t t t1
Ui(t, to) :]I—z'/ dty H] (t1) + (—z’)2/ dtl/ dto Hl (t1)H (t2)
to tg

to

t t1 tn—1
+...+(—i)"/ dtl/ dtg.../ dt, HI(t,)H] (t)... HL(t,)
to to 0

t
+

= i Unn(t, to), (3.35)
n=0
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onde os termos da série sao dados por:

UIO(tatO) = ]17
t
Untto) = i [ dtr 1] (1),
to
paran >2:
t t1 th—1
Um(t,to):(—i)"/ dtl/ dt2.../ dt, H (t))H! (t) ... H (t,,).
to to to

Como vemos, a série (3.35) é constituida por integrais multiplas
cujos integrandos sdo produtos do hamiltoniano de interacio, H/, to-
mados a tempos diferentes e em ordem decrescente, em instantes in-
termedidrios dentro do intervalo [t,¢p]. Um simplificacdo nessa série
ocorre se conseguirmos definir os mesmos limites de integracdo para
todas as integrais de (3.35). Isto pode ser obtido pela introdugao do
ordenamento temporal de operadores.

Considere o produto de n operadores Aj(t1), Aa(ta), ..., An(tn)
que podem ser bosonicos ou fermiénicos. Suponha que ¢;; > ¢;, > ... >
t;, onde os indices 41,2, . . ., in sd0 elementos do conjunto {1,2,...,n}.
O ordenamento temporal do operador A;(t1)Aa(t2)... An(ts) é defi-
nido por

T{A1(t1)Az(t2) ... Ap(tn)} = (—1)TAs, (ti, ) Aiy (tiy) .- A4 (L)), (3.36)

onde 1 é o nimero de trocas entre operadores fermionicos vizinhos para
levar Al(tl) . An(tn) em A'Ll (til )1412 (tlz) e Ain (tin)~
Uma definicao equivalente a (3.36) ¢é

T{A1(t1)As(ta) ... Ap(tn)}
= Z(_l)ne(t;ﬂl yeee 7tPn)AP1 (tpl )Apz (tpz) - Ap, (tpn)7 (337)

onde a soma é feita sobre todas as permutacoes dos indices p1,...,Dn
que sdo elementos de {1,2,...,n}, n é o nimero de trocas entre opera-
dores fermionicos vizinhos para levar A;(t1)... A, (t,) em

Ap, (tpl )AP2 (tpz) o Ap, (tpn) €

1, sex1>x9>...2 Tn,
axn):

. (3.38)
0, do contrario.

9(1’1,172,...
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Considere o n-ésimo termo (n > 2) da série (3.35). Pela definigdo
de (3.38) temos

tnfl
/ dt, H (ty) ... HL(t,)

to

U (t,to) = (—z’)"/ dty ...

to

t tn—1
= (—i)"/ dtl.../ dt, HI(t1) ... HE (t,)0(t1, . . 1)
to t

t
dt, HI(t1) ... HI (t,)0(t1, ... t,). (3.39)
0

to t

Na expressao acima, podemos fazer n! trocas envolvendo os indi-

cesty,ta, ..., t,. Assim, somando sobre todas as permutagoes possiveis,
temos:
Uln(t7 tO)
(_Z)n n ‘ ! I I
= n' Z(_]‘) dtpl et dtanI (tpl) ctt HI (tpn)g(tpl’ ot 7tpn)
. p to to
(_Z)n ‘ ¢ nrrl I
= dtr... | dty S (=0H (ty,) . H] (tp, )0(tp, - - tp,)
* to to P
(=9)" ! ! I I I
= t dty... ) dt, T{H; (t1)H; (t2) ... H; (tn)}. (3.40)
: 0 0

Substituindo o resultado acima em (3.35), obtemos

(z‘!)n/t:dtl.,./t:dt,LT{H{(tl)...H{(tn)}, (3.41)

n

o0
Uilt,to) =T+
n=1
expressao que pode ser escrita compactamente como

Ui(t, to) = Texp (-i /tdtlHII(tl)) . (3.42)

to

3.2 A MATRIZ S

Na teoria cldssica de campos, a interagao elétron-pésitron com
o campo eletromagnético é descrita pela densidade lagrangiana (2.229)

£:£D+£Rad+£1
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= D) (30— () — Ly edl@)y () A (a). (3.43)

Entretanto, como vimos na segao 2.2, a densidade lagrangiana do campo
de radiacao, Lg.q = f%F " F,., nao é adequada para se efetuar a quan-
tizagdo canodnica. Adotaremos entdo como Ly., a densidade lagrangi-
ana da quantizacdo covariante (2.106). Assim,

Loep =Lp + Lewa +Lr = Lo+ Ly, (3.44)

onde, ja adiantando o ordenamento normal,

Lo=N {w(m)(wau —m)e(a) — ;aﬂAyaﬂAu} , (3.450)

L; = Nlevp(2)y" () Au(2)] = Nlep() @)y ()] - (3.45b)

O hamiltoniano é dado por

H= / d*x [ ()¢, (x) — Lorp] = / dx |7 (2) ¢ (x) — Lo] — / dBx Ly
:/dngo +/d3XH[:H0+H]. (3.46)

A partir de agora, utilizaremos a representacao de interagao, que
leva as seguintes simplificagoes:

e Os operadores satisfazem equagdes do tipo Heisenberg que envol-
vem apenas H,

%O(t) = —i[O(t), Ho| ; (3.47)

e se L5 nao envolve derivadas, como no caso da densidade lagran-
giana (3.45b), os campos conjugados 7, aos campos interagentes
¢, sa0 0s mesmos campos conjugados aos campos livres, isto é

0L _ ok,

= = (3.48)

i

e as representagoes de interacao e de Heisenberg se relacionam pela
transformac@o (3.31a), a qual preserva relagbes de comutacao.
Desta forma os campos interagentes satisfazem as mesmas relagoes
de comutacao que os campos livres.

Assim, tudo o que obtivemos anteriormente para os campos li-
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vres, como as solugoes em ondas planas, representagao niimero e pro-
pagadores, permanece valido para os campos interagentes.

Esta representacao é também adequada para processos de espa-
lhamento. Tais processos sao descritos da seguinte maneira:

seja |¢(t)) o vetor de estado que nos limites ¢ - —oco e t — o0
é auto-estado de Hy, ou seja, vamos considerar que H; = 0 quando
t — —oo0 e t — co. Suponha que o estado

i) =, tim_p(6)) = f(—o0)), (3.49)
oo

seja conhecido, ou seja, que neste estado esteja especificado o ntimero
de elétrons, pdsitrons, fétons e os seus respectivos momentos, spins e
polarizacoes. A matriz S relaciona |¢(o0)) = tllg)lo [t(¢)) com |i) por

[9p(00)) = Sli) = Slip(—00)), (3.50)
ou seja, de (3.22),
S = U(—00,00). (3.51)

A interagao pode levar a diversos auto-estados finais |f) de Hy,
onde cada um especifica o nimero de particulas, os respectivos momen-
tos, etc. Como os auto-estados de Hy formam um conjunto completo,
podemos escrever

Z|f (fl(oo Z|f (F1S1) =D 1)Sp,  (352)
f

onde Sy; = (f|S|i) é a chamada de amplitude de probabilidade. Logo,
a probabilidade de que o sistema evolua para o estado |f) em t — oo é

|Spil* = [{£ISI)* = [{flw(00)) . (3.53)

Assumindo que [(c0)) esteja normalizado, podemos verificar a
conservagao da probabilidade

D185l =D (fl(00)) (flw(o0)) = Y (w(o0) f)(fle(o0))
! ! f

= (P(00)|9h(0)) = 1, (3.54)

que é um resultado mais geral que na mecanica quantica nao-relativisti-
ca, pois particulas podem ser criadas e destruidas.
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Vamos agora obter uma expressdo para a matriz S. De (3.51),

(3.41) e (3.46), obtemos a expansao de Dyson da matriz S:

S =U(—00,0)
:“Z ;l)n/o:odtl.../O;dtnT{Hj(h).-.Hz(tn)}

=I+) %/d‘*ml .../d‘*an{Hl(xl)...Hz(xn)h (3.55)

onde

Hilw) = Neb(@) A@)v(@)] (3.56)
3.2.1 O Teorema de Wick

Como vimos, a matriz S é o operador evolugao temporal U(—o0, o)
que “conecta” os estados assintéticos |i), conhecido, e [¢(c0)).

A interagdo pode levar a vérios estados finais |f) que sdo resul-
tados de processos de aniquilagao e criagao de particulas. Pelo fato da
matriz S envolver a densidade hamiltoniana de interacao H, que con-
siste do produto de operadores de criacao e aniquilagao de particulas,
a matriz S descreverd um numero substancial de processos distintos.
Desta forma, nem todos os termos da matriz S contribuem para uma
particular transigao i) — | f).

Dada uma transigao |i) — |f), os termos da matriz S que contri-
buem sao os que possuem operadores de aniquilacao a direita, para que
todas as particulas presentes em [i) sejam aniquiladas, e operadores de
criagdo & esquerda, para que as particulas presentes em |f) sejam cri-
adas. Pode ocorrer também que particulas ndo presentes em |f) sejam
criadas em |i) e depois aniquiladas em |f). Tais particulas sdo chamas
de virtuais e s estarao presentes em estados intermedidrios.

Uma simplificacdo nos cdlculos é obtida evitando-se a criagao e
aniquilacao de particulas virtuais. Isto pode ser feito através da ex-
pansao da matriz S em um somatério de produtos normais, pois estes
possuem todos os operadores de criagao a esquerda dos operadores de
aniquilagdo. Assim, cada produto normal corresponderd a uma parti-
cular transigao |i) — |f) que poderd, por exemplo, ser representada
por um diagrama de Feynman. Essa expansao em um somatorio de
produtos normais é conhecida como teorema de Wick.
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Antes de enunciarmos o teorema, vamos apresentar algumas de-
finigoes. Lidaremos com operadores, bosonicos ou fermionicos, que sao
da forma A = At + A~, onde At e A~ sao as partes do operador
responsaveis pela aniquilagao e criagao de particulas, respectivamente.

Dados dois operadores A e B, bosonicos ou fermionicos, e defi-
nindo

o — {1, se A e B sao fermionicos, (3.57)

1, do contrario,
temos
N(AB) = N[(A" + A™)(BT + B7)]
=N(ATBT + ATB~+ A" BT+ A™B")
=A"BT +e,sB AT+ A"BT + A" B~
—exBtTAT+ €6, B AT+ A" BT +¢,,B A™
=exp(BYAT + B AT + e, A BT+ B A7)
=exsN[(BT + B7)(AT + A7)] = exa N(BA). (3.58)
Da defini¢ao do ordenamento temporal (3.36), também segue que

T{A(z), B(z")} = exsT{B(2'), A(x)}. (3.59)

Vamos agora calcular T{A(z1), B(z2)}, para 29 # z9. Temos
dois casos.
Caso 1: suponha que 9 > 3. Entao

T{A(x1), B(12)} = A(x1)B(z2) = ATBT + ATB~ + A"Bt + A" B
Agora, note que
ATB™ =€,z B AT + ATB™ — €,z B At =€,z B AT +[AT, B4,

onde utiliza-se o anticomutador no caso em que A e B sdo fermionicos
e, em caso contrario, o comutador. Assim,

T{A(x1),B(x2)} = ATB" 4 e,s B"AT + A"BT + A~"B~ +[A",B 7]+
= N(A(z1)B(x2)) + [AT, B7]+.

Pelo fato de [AT, B™]+ ser um c-niimero, como vimos ao calcu-
larmos os propagadores dos campos de Dirac e de radiagao, podemos
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escrevé-lo de uma maneira conveniente:

[A*,B~]y = (0|[A*, B7]4|0) = (0|A* B~ + B~ A*|0) = (0|A* B~|0)
— (0|A*Bt + AYB~ + A" Bt + ATBT|0) = (0]ABJ0),

onde usamos o fato que AT|0) = BT|0) = 0. Assim,

T{A(x1), B(z2)} = N(A(21)B(z2)) + (0| A(x1)B(22)[0)
= N(A(21)B(a2)) + (0T {A(x1) B(x2)}[0).

Caso 2: suponha que z{ < z9. Entao

T{A(z1), B(z2)} = €anB(x2)A(z1)
=exp(BTAT+ BTAT + B AT+ B A7).

Como BTA~ =€,z A" BT + [B*, A7]+, temos

T{A(z1), B(x2)} = eAs(BT AT + €, A" BT+ B"AT + B A7)
+ean[BT, A7)
= €anlV(BA) + (0]ess BA|0)
= N(AB) + (0leas T{B(z2)A(21)}|0)
= N(AB) + (0|T{A(z1) B(x2)}|0).

Portanto, para 29 # 29, temos
) 1 23

T{A(21). B(x2)} = N(AB) + (0|T{A(x1)B(x2)}[0)
— N(AB) + N((0|T{A(x))B(x2)}[0)),  (3.60)

pois (0|T{A(x1)B(x2)}|0) é um escalar.

O valor esperado no vicuo do produto ordenado temporalmente
ocorrerd com muita frequéncia. Por esse motivo definiremos a contracao
de dois operadores A e B por

—
A(x1)B(x2) = A(x1) B(w2) = (0T{A(z1)B(x2)}|0). (3.61)
No capitulo anterior, estas contragoes foram obtidas a partir de

comutadores e anticomutadores dos campos livres. Como estamos uti-
lizando a representagao de interagao, estes comutadores e anticomuda-
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tores permanecem inalterados. Assim, de (2.149) e (2.219)

v . v ig#l/ 4 1 —ik(z—y)
At (z)A = 1D (x — y
(x)A"(y) = iDE (x — y) @) /d kk:Q P )

(3.62a)

d'p  (p+m)as
2m)4 p2 — m? +ie

Ya(@)5(0) = iSrasle —v) =1 [ : e—#a=1)_(3.62b)

As contragoes também podem aparecer dentro do argumento de
um ordenamento normal. Por exemplo,

N(ABCDEF ...JKLM ...):= (-1’ AKBCEL N(DF...JM...),
L L1 1 L

onde p é o numero de permutagoes entre operadores fermionicos vizi-
nhos para levar ABC ... em AKBC.... Este é um exemplo de um
ordenamento normal generalizado.

Em termos da notagao (3.61), podemos escrever (3.60) como

T{A(21), B(w2)} = N(AB) + N(AB). (3.63)

Este é o caso base para o teorema de Wick.
Para operadores A;(z1), Aa(x2), ..., An(xy), com z # 33? para
1 # j, o teorema de Wick afirma que

T{A1As... A} = N(A145... A,)
+ N(A1As. .. A)) + N(A14A2A5 ... Ay)+ ...+ N(A; ... A1 A,)
I | I 1

[—
+ N(A1AxA3Ay. .. Ay) + N(A1AsA3Ay . AR) + ...+
[ Tl o
+ N(A1A2As ... Ap34, 2A, 1A4A,)
(IR (I
+ soma sobre termos triplamente contraidos

+ soma sobre termos com mais contragoes. (3.64)

A demonstracao deste teorema é feita por indugdo matemaética
e pode ser encontrada em (GREINER; REINHARDT, 1996).

No caso da matriz S, pelo fato da densidade hamiltoniana de
interacao (3.56) ser dada em termos de um produto normal, o n-ésimo
termo da matriz S contém um produto misto da forma

T{H;(z1). .. Hi(zn)} = T{N(AB...)4, ... N(AB.. ).}, (3.65)
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e o teorema de Wick pode ser estendido para estes produtos mistos.
Em cada fator N(AB...),,, onde i = 1,...,n, substituimos
cada z; = (z¥,%;) por ¢; = (29 + €,%;) nos operadores de criacio e
¢ = (29 — €,%;) nos operadores de aniquilagdo, onde ¢ > 0. Desta
maneira, em cada fator N(AB...);, o ordenamento normal também

ordena temporalmente os operadores e podemos escrever

T{N(AB...)s,...N(AB...),, } =
lim T{(AB...)q, ... (AB...),},  (3.66)

onde o ordenamento temporal deve ser feito antes do limite ser tomado.

Expandindo o lado direito de (3.66) com o teorema de Wick,
vemos que as contragoes dentro de um mesmo grupo (AB...)¢, se anu-
lardo no limite € — 0. Assim, o teorema de Wick pode ser aplicado
omitindo-se as contragoes a tempos iguais (c.t.i.).

T{N(AB...),,...N(AB...),;, } =

T{(AB..)s, ...(AB..)s} . (3.67)

sem c.t.i.

Este resultado permite expandirmos a matriz S em um somatério
de produtos normais generalizados. Cada um destes produtos corres-
ponde a um processo definido, caracterizado por operadores nao con-
traidos que absorvem e criam as particulas presentes nos estados iniciais
e finais. As contragoes sao os propagadores de Feynman, que correspon-
dem as particulas virtuais que sao “criadas”’e “aniquiladas” nos estados
intermediarios.

3.3 ESPALHAMENTO FOTON-FOTON

O espalhamento féton-féton, ou Halpern, é um processo pre-
visto pela eletrodinamica quéntica, que tem origem nas interagoes nao-
lineares entre os campos eletromagnéticos devido a “flutuacoes” do
vacuo do campo de Dirac. Tal processo nao pode ser descrito pelo
eletromagnetismo classico, pois as equagoes que governam este tltimo
sao lineares e, desta forma, nao existe interagao entre os campos.

Os primeiros a calcularem este processo foram Karplus e Neu-
mann (KARPLUS; NEUMAN, 1950). Outras referéncias importantes séo
(COSTANTINT; TOLLIS; PISTONI, 1971) e (JAUCH; ROHRLICH, 1980).

Em ordem mais baixa da teoria da perturbacao, o espalhamento
féton-féton é descrito por uma parte do termo de quarta ordem da
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matriz S. Tal termo é da ordem de o2, tornando dificil a observacio
deste processo em laboratério, pois requer feixes de fétons com altas
energias e equipamentos de deteccao muito sensiveis.

e (3.55) e (3.56), o termo de quarta ordem da matriz S é dado
por

4 . 4
Sw:z/[V%TWWMmeMmNWMmNWMm]

(3.68)
Entretanto, estamos interessados em processos que envolvem somente
campos eletromagnéticos, ou seja, precisamos selecionar de S™) os ter-
mos que nao levarao a estados finais contendo férmions. Tais termos
possuem os operadores fermionicos contraidos quando expandimos o
ordenamento misto de (3.68) de acordo com o teorema de Wick, pois,
desta forma, férmions aparecerdo somente como estados intermedidrios.
Assim, segue pelo teorema de Wick que os termos em (3.68) que con-
tribuirao para o espalhamento féton-féton sao:

| I

y@/[p%{ Ao A () (P

+ N Ao (D)o (DA (A

N I e N
NI A ), (5 A) 0 (DA, (),

|_ _ '—_|_|_
N[ Ao (D AG)as (D AL, (04D, ]

| 1 | B
N[(A)a, (1{)441#)9;2 (D AY) 2 (wAz/rm]

oy
N AG) e, (D), (D)
KwAth@A ) (BAD).,

Azf):w]

Aﬁ)]
I
b

]
D)y (0 A0).
i

< g_

N"A w1 (DAY gy (D) gy (D AD) 0,
(DAY, (A gy (P AY)y (A, ]

Lo . 1|
NUwAw»wafkggAwuwaqu}- (3.69)
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A expressao acima pode ser simplificada através das seguintes
mudancgas de variaveis:

e 11 < x9 no segundo termo, 1 <> X2 € x3 <> T4 no terceiro,
T3 <> T4 no quarto, xy <> x4 no sexto e rs <> xr3 No oitavo;

® Iy < x3 no quinto termo e r9 — r3 — r4 —> T2 NO NONO.

Ficamos entao com

OV ) A ) )] - (3.70)

Dos termos restantes, o primeiro deles contribui para processos
que nao envolvem interagao entre fétons distintos, por exemplo, a auto-
energia do féton de segunda ordem. A eliminagao deste resulta em

s = / Hd495N 1{741 (@Algj)zz(zlﬁrﬂilb)mg(wz/r)u], (3.71)

o qual, escrevendo explicitamente os indices spinoriais, tensoriais, abrindo
o ordenamento normal e usando (3.62b), fica

ot 4 _ _ _ _
S(4) = 4/Hd4xiN[(1f)aAaﬁzlbﬁ)f€1 (dIJ’YA"/(S,%}t;)Iz ('llljéAeC'l{}C)Is (?UAnpz/le)ﬂu]
=1

64 4
T / H d4ﬂ?iSFpa (24 — 21)Sp,, (21 — 22)Spy. (22 — 3) Sk, (23 — 24)
=1

XV Vrs Ve Top NV [Au (1) Ay (22) Ax (23) Ao (24)]

et 4
- / [T %Nl (1) A, () Ax(25) Aq ()

XTr[y*Sp(x1 — 22)y" Sp(xe — Ig)’)/)\SF(I'g — x4)y° Sp(xg — x1)].
(3.72)

Por conveniéncia, vamos considerar S* no espaco dos momentos.
Assumindo

SF /d pSFaB y (3.73&)
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A (z) = ﬁ / Ak A, (k)e*, (3.73b)

e substituindo em (3.72), temos

W = _4(4€7r)32 / LT s N [A ) Au (kz) An (k) Ao (k)

x /H A piTe[y"SE(p1)V” S (p2)7 S (p3)77 SE (pa)]
=1

4
X/H d4mie*i(prp4+k1)'w1efi(pzfp1+k2)-w2e*i(PS*Perks)'ws

i=1
> e—i(m—ps-&-m)'%, (3.74)

onde Sr, ,(p) é obtido comparando-se (3.73a) com (3.62b):

Sk, (p) = m. (3.75)

As integrais em 1, T2, T3 € T4 s20, a menos de fatores numeéricos,
representacoes da delta de Dirac, ou seja

4
/ H d4x7; e—i(Pl —patki)-xy e—i(Pz—P1+7€2)'$2e—i(Ps—pz-‘r/%)'wse—i(P4—P3+/€4)'Z4
=1

= (2m)'%8(p1 — pa + k1)S(p2 — p1 + k2)8(p3s — p2 + k3)S(pa — p3 + ka)
= (2m)'58(pa — p1 + k2)6(p3 — p1 + ko + k3)d(pa — p1 + ko + ks + ky)
X 0(k1 + ko + k3 + kq). (3.76)

Substituindo o resultado acima em (3.74), realizando as inte-
gragoes em po, p3 € Py, e fazendo a mudanga de variavel p; — p, ficamos

com

4 4
@___° A
S 4(4W)16/j1;[1d kj 6(ky + ko + ks + ka)

¢ N[A, (k) Ay (k2) Ax (k3) Ag (B TH (ky ko, kg ka),  (3.77)
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onde!
T,UJJ)\O'(kl7 k27 k3a k4) ==

/ A PTE S (p)y Sp(p — ka)ySe(p — ka — K3} Se(p + k1), (3.78)

Ao invés de trabalharmos com T’ ¢ conveniente definirmos
o tensor

GHV}\J(kh k?; k3a k4) - TMV/\U(kh k?a k37 k4) + TMVU)\(klv k23 k47 k-?))
+ THN (ky, ks, ko, ey, (3.79)

que é chamado de tensor de polarizagao do vacuo de quarta ordem. Em
termos deste, podemos escrever (3.77) como

4 4
4) _ € 4
50— - /Hd iy 6(ky + ks + g + y)
< N[A, (kt) Ay (k3) Ax (ks) Ao ()] [Tﬂw(kl, ko, K, )

+ TUV)‘U(k17 k27 k,‘j, k4) + T”VAU(kly k27 k37 k4):|

et / .
= ————= | [[ @k 6(kx + ko + ks + ka)
124m)1e J 14

5 N[A, (k) Ay (k2) Ax (k3) Ag (k1) G2 (e, ko, s, k), (3.80)

onde realizamos as seguintes mudangas de varidveis e de indices ten-
soriais: k3 <> k4 € A <> 0 no segundo termo e ko <> k3 e v <+ A no
terceiro termo.

O motivo de termos optado pelo uso de G***7, é que este é com-
pletamente simétrico por troca simultanea de indices tensoriais jun-
tamente com os respectivos momentos. Em outras palavras, GH/A? &
simétrico por qualquer uma das 24 permutagoes dos pares (p, k1), (v, k2),
()\, kg) e (0’, k4)

A demonstracao deste fato nao é dificil, embora seja um pouco
trabalhosa. E suficiente mostrarmos a invaridncia de GHo por estas
6 permutagées: (,11/7]{31) < (Vv k2)’ (:U/7k1) < ()‘71{33)7 (M7kl) < (07 k4)7
(v, ka) & (N ks), (v, k2) <> (0,k4) e (A k3) <> (0,k4), pois as demais

IDevido & delta de Dirac, a expressdo (3.77) serd ndo-nula somente se k1 =
—ko — k3 — ka. Este fato foi usado em (3.78).
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simetrias seguem pelo uso destas. Por exemplo, GO (ky, ks, ki, k2) =
GHPAY (K, ks, kg, ko) = GPYoNky, ko, ky, k3) = GPYA (ky, ko, ks, k).

Destas 6 permutacoes, demonstraremos explicitamente a invari-
ancia de G°M pela troca (u, k1) > (v, ko), pois as demais seguem de
maneira aniloga. De (3.78) e (3.79), temos:

G (kg k1, ks, ka)
= TV“AU(]CQ, ]{jl, k3, k'4) + TV'U‘U)\(k'Q; kla k47 k3) + TVA#U(kQ) k3a k17 k4)

:/d4p Tr[y” Sk () Sp(p — ki) Sk (p — k1 — k3)v" Sr(p + k2)]
+ / dip Ty Sr(p)V"Sr(p — )y Se(p — ki — ka)y Se(p + k)]
+/d4p Te[v"Sr(p)Y*Sp(p — k3)v"Sr(p — k1 — k3)7 Sr(p + k2)]

- / d*p Te[y" S (—p)y” S (—p — k2" Sp (ks + ks — D) S (k1 — p)]
—ko—ky

+/d4p Tr[y"Sr(—p)v’ Sr(—p — k2)v Sk (ky + ks — p)y Sk (k1 — p)]
—ko—ks

+/d4p Te[v*Sp (ks — p)v Sk (—p)7" Sp(—p — k2 )77 Sk (k1 + ks — p)].
k3+ko—k3

Fazendo —p — p nas duas primeiras integrais e —p+ k3 — p na terceira,
segue que

GVMAU(kQ) kla k37 k4)
— [ @ Tl Se(o1Selo ~ ka)y”Se(p — ko — ki) Se(p + o)
+ [ @ Tl Se )y Seo — ka)y*Selp ~ ke — ko) Selp+ )
+ /d4p Tr[y* Sk (p)y Sk (p — ks)V" Sk (p — k2 — ks)y Sp(p + ki)
= GM (K, ky, ks, ky). (3.81)
Mostraremos agora que G***? é finito. De (3.78) temos

TMV)\U(klv k27 k3a k4)
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- / P S (0 S (p — ko) Sw(p — Kz — ks)y” Se(p + k1))

—/d4 Te[y" (p +m)y" (P — ko +m)IV (P — Ky — K3 +m)

= P G oo — F2)? — mE 4 ][ — ks — Fs)? — mZ + ]

o v (p + ki + m)]
[(p+ k)2 — m? +ie|’

(3.82)

Utilizando a parametrizagao de Feynman

1
aipaz .

1 T Tn—2

1

(n—D!fdzx, [dzx dx,_ ,
o/ 1/ > / 1[alfﬂn—1+az($n—2—9€n—1)+"'+an(1—$1)}"

o denominador de (3.82) pode ser escrito como
1 x Y
3! /d:z:/dy/dz{(p2 —m? 4ig)z + [(p— ko)? —m? + ie| (y — 2)
0 0 0

—4
+ [(p— k2 — k3)? —m? +ic|(x —y) + [(p+ k1)? —m2+is](1—m)}

1 x Yy
=31 de [ dy [ dz[(p+ K)*+a*] ", (3.83)
[«]"]
onde
K=k(1—-2x)—ka(x—2)—ks(z—y), (3.84a)

a?=-m?tict+a(l—a)ki+ (z—2)(1 -2+ 2)k3 + (z —y)
x (1—z+y)ki +2[(1 —2)(z — y)kiks + (1 — z)(z — 2)k1k2
+ (z —y)(1 — & + 2)kaks). (3.84b)

Substituindo (3.83) em (3.82) e fazendo a mudanca de varidvel p —
p— KJ

uuAa
VAo
T (k’l kg, kg, k’4 = 3'/d:1:/dy/dz/ 2 (],2 p, (385)
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onde

XA = / dpTelyt (p— K +mpy (p— K — by +m)y
X (p— K —ky— Fs+m)y(p— K + K, +m)). (3.86)

Analisando o integrando em (3.86), vemos que este serd um so-
matorio de termos do tipo

PayPay - - Po, TY[ ﬂz . "yﬂm]f(xvya Z, klv k27 k37 k4)7

onde n = 0,1,...,4, m =4,5...,8 e a funcao f varia de termo para
termo. Entretanto, fazendo a mudanca de varidvel p — —p temos, para
n impar,

/d4ppa1pa2 e Dan TP P2 AP (e, 2 ks Ko, K, Ry =
- / A*PParPas - - Pan TP Y2 AP F 2, y, 2, ke, Ko, kg, Ka), (3.87)

ou seja, os termos com n impar se anulam. Assim,

(4) (2)

X;Lu)\a _ X/,LV)\O’

+ X,ul/)\a

VAo ©)
+ Xt ,

(3.88)

onde X****™ indica a soma dos termos contendo o produto de n com-
ponentes de p.

A integral em p na expressao (3.85) é assintoticamente (p* >> a?)
da forma

qu)\a Xul/)\O'
[ e e~ S
(p? +a?)*
X[Ll/)\a'( ) + X;u/)\cr(z) + X,ul/)m
:/ p®

(0)

d*p.  (3.89)

Assim, por contagem de poténcias de p, podemos concluir que somente
. (4)
a integral envolvendo X#*A7

De (3.86) vemos que

é divergente.

v 0'(4) v o} oV
XHATT = Te [y g Py P p] = papspapsTr [V 7 7],
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e entao
) 2o DaPDADs
d4 -7 a VB A /d4 aPBPy
/ P r [V P Ty P 1 a2yt
= 57 (908975 + 9985 + Gasgsy) Tr [1* Y2 APy
2\2
4 (P )
X /d P2+t (3.90)

onde usamos a identidade
1
/ d*ppapspyps f(p°) = 57908976+ 0oy 955+ Gas957) / d*p (p*)*f(p°).

Vamos agora manipular um pouco a integral em (3.90). Podemos
escreve-la da seguinte maneira:

4 (p2)2 _ 4 (p2)2
/dp@%uﬂ4‘/dpwlwﬁ%

1 1
4 2\2 .
* /d R e e m2)4]’ (391
como
1 (p? + a? m?)dz

—4

(p* +a?)*  (p? +m2 —m2z—|—p —i—mz}5

(a® —m?)dz

—4 =
2+ a%z +m?(1 - 2)]

(3.92)

i
-

ficamos com

4 (P2)2 o 4 (p2)2
/dpwﬁuw4‘/dpwhwﬁ%

1
a2 — m2
—4/dz/d4p o ; = (3.93)
J [p? + a?z + m2(1 — z)]
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A segunda integral da express@o acima é convergente. De fato,

1
2 _ 2
—4/dz/d4p i = =
] [p? + a2z + m2(1 — 2)]

1

L T()I(1) a? —m? _ a?
2 _ 2
— 4ir / T (1= 2) dz = —im“In e (3.94)

Assim, a parte divergente de T””’\"(k‘l, ko, ks, kq) é dada por

1
ﬂ(gaﬁg’ws + 9a~9ps + gaégﬂ'y)

2\2
oV o p
X Tr (Y977 /d4p M- (3.95)

Por intermédio de (3.95) e das trocas de indices A <» 0 e v
A, podemos encontrar expressoes analogas para TH*(ky, ko, ky, k3) e
THAve (k1, ks, ko, ky). Estas expressoes diferem entre si somente pelos
indices das matrizes gama. Com isso, de (3.79) segue que o coeficiente
do termo divergente de GH*A7 ¢

1
F = 2 (9apgrs + 9ar 988 + 9asgpy) Tr 197777 7 797
+ 7YY PN + AP A (3.96)
Para calcularmos F', faremos uso das seguintes relagoes envol-
vendo as matrizes gama (MANDL; SHAW, 1984):

MY =29 I = 27900,
AYEYP =497, Pyt = 2(90 Py + TPy,
Tr (v*97) = 4¢°%,  Tr (v*9°779°) = 4(g*Pg"° — ¢*7g"° + g*° 7).

Entao,

* 9apgvs T [V Y VYT + 4y Py
+ Yy P Y177y
e L e L e o e i e e e e e e - i U 1 M
N s N—— - o N——— N
—2V —2v7 — 2V —292 —292 -2

=4Tr [y”fy”fyAfo’ + 7/*71’70,)/\ + ,.YM,YA,YV,.YO'}
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=16 (gpug)\a o gp,/\gl/a + guagll)\ + g;u/ga)\ o guogu)\ + gp,)\glla
4 gu)\gua _ gquAU + guo’gku)

=16(g"" 9" +g"g" + g"7g"); (3.97)
® Gar98sTr [P Y AP + Ay yP Ty Yy 0
R e O e (e Lo B ae el
= [P 167V T 1YY+ 1Y YN )
—— —— ——
=277y TyA =292y 7y =277y TyY
= =2 [V + Y+ A YTy
——— —_—— —_——
4gVG 491/)\ 49/\5
= —8[Tr(vy"9)g"" + Tr(y97)g"* + Tr(y/")g™7]
= =32(¢"9" +9"9"" +9"79"); (3.98)
® Gasgpy Tt [Py P17y + Py y Pyt y Yy
+ Py Py 47
= Tr ¥ “vs7 Y V7Y 4+ Y57 Y+ Y Y]
—— —— ——
_2,7)\ _2»\/0 _Q,YV
= —27Tr [v"757"7*777° +7"767"77 7 + 9479577177 |
72,YU,YA,YU *2’)/)")/‘7’)/“ 72,)/071/,})\

ATV Hn OV A

= 4Tr [Y'979" + 7"+ Ty
=16 (g"7g™ = 9" g + ¢" 9" + 9" g7 — 9" g + ¢ g
FgrTgrN _ ghr e g giAgov)
=16(g"" 9" + g"*g"" + g"7g"). (3.99)
Substituindo os resultados acima em (3.96), segue que F' = 0, ou

seja, as partes divergentes se anulam e G***? ¢ finito.
Além de finito, G***? obedece as seguintes relacdes

B G ne = k5Gune = k3G e = k{Guvre = 0, (3.100)

ou seja, o tensor G*¥A? ¢ um invariante de gauge.
A conexdo entre (3.100) e invaridncia de gauge é estabelecida
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pelo fato da matriz S ser invariante pelas transformacoes
A, (k) = Au(k) + kxR, (3.101)

onde x(k) é qualquer funcao escalar de k.
Quando aplicadas em (3.80), estas transformagoes levam a

P

S — A /Jl:[l d*kj 6(1 + ko + ks + ka) N{[A* (k1) + k' x(k1)]
X [A” (ko) + kg x (k) [ A (k3) + k3x(ks)[A? (ka) + kg x(ka)] }
X G'uy)\a(kl,kg,kg,]{4)7 (3102)

de onde podemos ver, calculando o produto dos termos entre colchetes,
que as relagoes (3.100) sdo condigoes suficientes para a invariancia de
S®.

Vamos agora mostrar explicitamente que k}'G ,uxo (K1, k2, k3, ka) =
0. De (3.78) e (3.79) temos

kiLG,uu)\d (kh k?; kBa k4)
:/d4 Tr[%1(;¢’+m)%(¢—%2+m)%(}ff—%2—%3+m)
P = m2 1 ie)(p — k)2 — m2 + ie][(p — ka — k3)? — m2 + ie]
Yo (P + Ky +m)]
[(p+ k1)? — m? + ig]

4 Tr[fy(p + m)vo (P — Ky + m)ve(p — ko — Ky +m)
+/d P2 —m2 ie)(p— ka)? —m2 + ie)[(p — kz — ka)2 —m?® + ic]
% 'YA(? =+ %1 + m)]

[(p+ k1)2 — m? + ic]

4 Tr[}él(erm)’y)\(p—}é3+m)%(p—}62 — 3 +m)
+/d P2 —m2 +ic(p— ks)? — m? + ic][(p — kz — k3)2 — m? + ie]
% ’Ya(p + kl + m):l

[(p+ k1)2 — m2 +ig]

(3.103)

Fazendo f; = (p+ F, —m+ic) — (p —m+ic), a expressao acima
pode ser escrita
k,liGuu)\o (kh k2; ]f3, k4)
:/f Te[(p + Ky —m+ie)(p+ m) v (p — K+ m)7
(

p? —m?2 +ie)(p — k2)? — m2 +ic][(p — k2 — k3)? — m? + ic]
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(P Fo — K3 +m)ve(p+ Ky + m)]
[(p+ k1) — m2 + ie]
B / 7 Tr[(p —m +ie)(p +m)y(p — Ko +m)n
(p?2 —m?2 +ie)(p — k2)? — m2 + ic][(p — k2 — k3)? — m?2 + ig]
« (p— Ky — Kz +m) (P +Fy + m)]
[(p+k1)% — m? + ic]
4 Tr[(p+ Ky —m+ie)n(p— Kk +m)vs
+/d (p2 —m2 4 ie)(p — k2)? — m2 + ic][(p — k2 — k4)? — m? + ig]
o (p— ko — Ky +m)n(p+ K4 +m)]
[(p+ k1)2 — m? + i€]
_ /d4 Tr[(p —m +ie)(p + )7 (p — Kz +m)76
(p2 —m2 +ie)(p — k2)? —m2 +ic][(p — ko — k4)? — m? + i€]
P Fo — Ky +m)n(p+ ky +m)]
[(p+ k1) —m? + ie]
/ iy Tr[(p+ky —m+ie)n(p— ks +m)y
p? —m? +ic)(p — k3)? —m? +ic][(p — ko — k3)? — m? + ic]
- k2 ks +m)yo(p+ ki +m)]
[(p+ k1)2 — m? + i€]
_ / ap Te[(p—m +ie)(p+ m)In (@ — ks +m)%
(p —m?2 +ie)(p — k3)2 — m? +ig][(p — ko — k3)? — m? + ig]
P Fo— Kz +m)ve(p+ Ky + m)]
[(p+ k1)? — m2 + ig] ’

(3.104)

a qual, pela invariancia ciclica do traco e da identidade? (p+m)(p -
m) = (p? —m?)L, pode ser reescrita como :

kY G oo (b, ko, ks, ka)
:/d4 [(p+ F1)2 = m? + ie] T [y, (p — by + m)7a
(p* —m? +ie)[(p — ka)* — m? +ic[(p — ky — k) — m? + ie]
B E s m)(p+m)]
[(p+ k1)? —m? + ig]
_/d4p (p* = m2 + i) Tr [, (p — Ky + m) 72
(72— m2 +ie)(p — ka)2 — m2 + ] [(p — ka — kg)2 — m? + ie]

(,’;Hm)(zzj m) = pp—m2I = Lpaps(v¥v? +7P7%) —m21 = (papsg®” —m?)I =
(p? —m?)L
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(? ko — ks"‘m)%r(]lﬂ‘%l —i—m)}
[(p+k1) —m2 + ig]
/d4 [(p+ Fk1)? —m? +ie] Tr[y, (p — Ky + m)70
—m?2+ie)(p — ka)?2 — m2 +ig][(p — ko — k4)? — m? + ig]
P k2 Fy 4+ m)a(p+m)]
[(p+ k1)?2 — m?2 + ig]
_ /d4p (p* = m?* +ie) Te [ (p — ks +m)o
(p2 —m2 4 ie)(p — k2)? — m2 + ic][(p — k2 — k4)? — m?2 + ig]
P BN+t m)]
[(p+ k1)? — m2 + ig]
/d4 [(p+ k1)? —m® +ie] Te[ya(p — k3 +m),
(p? —m? +ic)(p — k3)* —m? +ie][(p — k2 — k3)? — m? + ig]
Pty — ks £ m)(p o+ m)]
[(p+k1)? —m2+ze]
/d4 p —m —|—Z€)TI‘[’7A(p ks +m)v,
(p2 —m?2 4 ie)(p — k3)? — m2 + ie][(p — k2 — k3)? — m?2 + ie]
? ko — k3 +m)ve(p+ K +m)}
[(p+ k1)* = m? + ic]

(3.105)

Utilizando a propriedade (SCHWEBER, 2005)

Tr [y Sp(21)... 7" Sp(z,)] =
(=1)"Tr [SF(—xn)“/a" .- ~SF(_551)’YC“]7

segue que

kY G uvre (k1s ko, ks, ky)
_ / P [y (p — ko + )9 (P — Ko — ks +m) 70 (p + m)]
(p2 —m?2 +ie)(p — k2)2 — m?2 + ie][(p — ko — k3)2 — m? + i€]
—/d4p Tr[v (P — ko + m)na(p — Ko — K3 +m)7o(p + k1 +m)]
[(p— k2)2 —m2 +ig][(p — k2 — k3)2 — m?2 + ig]

_/d4 e[y (=p + m) (P + Ko + Ko + M) (—p + Ko +m)]
P2 —m2 e (p— k)2 —m? + ie][(p — ko — ka)? — m2 + ic]
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. Tr[y p by +m)a(=p + ko + Ky +m)vo(—p + k5 + m)]
+/dp [(p— F2)2 — m2 + i2][(p — ko — Foa)? — m2 + ic]

[(p + k:1) —m?2 + ig]

/ Tr [y (—p + ks + m)a (=P + m)76 (=P + Ky + K5 + m)]
(p? — m2 +ie)(p — k3)? —m? +ie][(p — k2 — k3)% — m? + i€]

+/d4pﬂ p+k3+mm —p— K1 +m)vo(—p + Ko + K3 +m)]

[(p—k3)2 —m?2 +ic][(p — ko — k3)? — m? + ig]

d4p

[(p n /€1) —mr 1 (3.106)

Fazendo as mudangas de variaveis: —p — —p + k3 na terceira integral,
—p—k1 — p—ko na quarta integral, —p+ks — p— k2 na quinta integral
e utilizando a relacao entre os momentos ki + ko + k3 + k4 = 0, vemos
que os termos da expressdo (3.106) se cancelam aos pares, ou seja,

kiLG,uVAa'(kla kZa k37 k4)
_ /d4 Tr[v, (p — ko + m)a(p — ko — K3 +m)y.(p +m)]
b (p?2 —m? +ie)[(p — k2)? — m2 +ig][(p — ko — k3)? — m? + i€]
_ /d4 Tr [y, (p — Ko+ m)nn(p — ko — s+ m)v6 (p+ K1 +m)]
P =k = mZ 4 [0 — ko — ka)? — m? +ie]
1
o+ k)T —m? 1]

:7%1
B /d4 Tr [ (—p + ks + m) i (—p ks + ks + K4 +m)70
P [(p— k3)? —m? +ic][(p — k2 — k3)? — m? + ig]
(—p+ Ky + ks +m)]
[(p—kg — k3 — kq)? — m? + ic]
—ky

=—Ky—k3
N / i T (@ — K+ m) (PR + By Am)ys (p + 2 + m)]
P 0+ k)2 — m2 + i [(p+hr + ka)2 — m2 + ie]

=—ko—k3

1
[(p — k2)? — m? + ic]
—/d4 Tr[%(}ﬁ_kz‘*‘m)%\(iﬁ_kz_k3+m)70(i”+m)]
T

p — ko — k3)? —m?2 4 ie][(p — k2)?2 — m? + ig](p? — m? + ie)

X
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4 Trhu(—}ﬁ + kg + m)%\(—p - k1 + m)'Yo(—}ﬁ + kz + kg + m)]
+/dp [(p — k3)? — m2 + ic][(p — k2 — k3)? — m? + i¢]
1
. [(p+ k1)? — m? + i€]

—0. (3.107)

A invaridncia de gauge e a simetria por permutagao dos pares
(, k1), (v, ka), (N, k3) e (0,ks) de G2 serdo muito importantes no
que seguira.

A maneira mais geral de escrevermos o tensor TH*A? (k1,ka, ks, ks) =
T’“’)“T(1234)7 levando em conta que k1 + ks + ks + k4 =0, é

T (1234) = Y af"" (1234) kL kY k) kS, +Zb (1234)g" k) kS

i,5,l,m

+Zb (1234) Mk;fkqu (1234)g" kY k)

+ Z b (1234)g" kKT + Z b7 (1234)g" k! k>
1,5 ,J
+ 3 b (1230) g KL KY + 11 (1234)g" g™
4,J
+ €21 (1234)g"g"7 4 ¢31(1234) g9, (3.108)

onde i,j,l,m=1,2¢ 3.
Fazendo A\ <> ¢ e k3 <> k4 na expressao acima, obtemos

THoN(1243) = Y ay " (1243) kL KSR K, + ) b (1243)g" kKT
4,4,l,m i,

+ Z b (1243)g" kY kS + Z b (1243) "7 kY k)
+ Z b, (1243)g" kLl kT + Z b, (1243)g" k! k>
+ Z by (1243) g™ Kl kY + 012(1243)gﬂ"gM

4,J
+ €22(1243)g"g"% 4 c32(1243)gHg">, (3.109)

onde i,j,l,m=1,2 e 4.
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Fazendo v <> A e kg <> k3 na expressao (3.108), obtemos

T (1324) = af"" (1324) kL K k) kg, + Z b (1324) " k) kS
1,5,L,m
- Z by (1324)g" kY kS + ng3 1324) g7 kY k)
i,
+ Z bifh(1324)g" KLk + ) b5 (1324)g" kL k)
%,
+ Z by (1324) g™ kI KY + C13(1324) 9" g™
4,

+ Ca3(1324)g"Ng"" + C33(1324)g"g"*, (3.110)

onde 7,j,l,m=1,2 e 3.

Para deixarmos os somatorios varrerem o mesmo conjunto de
nimeros, usaremos as seguintes relagoes derivadas de k1 +ko+ks+ks =
0:

S A T (3.111a)
kY = —kY — kY — kY, (3.111b)
k3 = —k} — k3 — k7, (3.111c)
k = —kS — kS — kS, (3.111d)

que permitem escrever (3.108), (3.109) e (3.110) como

T (1234) = Y AV (1234 kLR KNS, + Y BT (1234) g™ kN kS,
1,5,L,m l,m
j A1V 1.0 jl o 1.V
+ Z B (1234)g" kY kg, + > B (1234)g" kY k)
gl
+ ZB (1234)g" kL'kg, + > BE (1234)g" Kl By
i,l
+ Z Bg (1234) g™ kL'KY + C11(1234) g™
2%

+ C91(1234)g"g" + C31(1234) g ", (3.112a)

THoN(1243) = Y AY(1243) kLK kNG, + ZB (1243) g™k kS,

i.3,,m
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+ ZBg;n 1243)g" kY kg, + Y B35 (1243)g" kY k)
4.l

+ZB (1243)g" Kl'kg, + > Bih(1243)g" k' k)
7,1

+ ZB (1243)g™ kiKY + C12(1243) 9" g™

+ 022(1243)ng Y7 4 Cs(1243)g"7g"*, (3.112b)

TrA(1324) = Y A (1324) KL KYkNEG, + > BIE(1324)g" KMk,
i,7,l,m l,m
+ Z By (1324)g" kY ks, + Y Big(1324)g" kY Ry
7l
+ Z By (1324)g" kl'ky, + Y Bl (1324)g" k'K
,l
+ ZB (1324)g k'Y + C13(1324)g" g™

+ 023(1324)9#A Y7 1 (Cy3(1324)g"%g", (3.112¢)
onde
i=2,3,4, 1=1,2,4,
, (3.113)
j=1,34, m=1,2,3.

e (3.79) e utilizando (3.112a)-(3.112¢) temos

GMA7(1234) = Y AVIM(1234) kLK kNMKG, + ) B (1234) g k) kg,

i,5,l,m l,m

+Y BIM(1234)g" kY kS, + > BY(1234) 0" kY k)
Jj,m Jsl

+) By (1234)g" KLk, + > B (1234)g" kL' k)
i,m il

+ ) B (1234)g KRS + C1(1234) g9

+OZ(1234) PAGVT 4 C5(1234)g"%¢", (3.114)

onde i, j,1,m sdo dados por (3.113).

Desta forma, precisamos determinar 81 coeficientes A, 54 co-
eficientes B e 3 coeficientes C. Entretanto, pelo fato de G**? ser
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invariante de gauge e completamente simétrico por permutagao dos pa-
res (p, k1), (v, ka), (A, k3) e (o,ky), obteremos vérias relagoes entre os
seus coeficientes, de modo que GH***? serd expresso em termos de 5
coeficientes A.

Vamos mostrar inicialmente que os coeficientes B e C' sao uni-
camente determinados pelos coeficientes A. Para isso, utilizaremos o
fato de que, quando os coeficientes A s@ao nulos, também o serao os
coeficientes B e C'. Com efeito, seja

GMA7(1234) =Y BI™(1234)g" kM kS, + Y By (1234)g" kY kS,

l,m jm
+ Z B3 (1234)g" kY k] + Z Bi™(1234)g" kL kS,

+ZB 1234) g7 kF k7 +ZB (1234) g™ ki kY
1,
+Cl(123 )g" g™ + Co(1234)gHg"7

+ C3(1234)g"og" . (3.115)

Sendo invariante de gauge, (3.115) deve satisfazer as relagoes
(3.100). Cada uma destas relagoes, quando aplicadas em (3.115), for-
nece, apos abrirmos os somatdérios e agruparmos os termos semelhantes,
um somatorio de 49 termos cujos coeficientes sao combinacoes de coe-
ficientes B e C. Estes ultimos devem ser nulos para que o somatorio
seja igual a zero.

Assim, ficamos com um sistema linear homogéneo de 196 equagoes
(49 equagoes para cada condigao (3.100)) por 57 varidveis (54 coefici-
entes B e 3 coeficientes C), cuja solugao é a trivial, ou seja, todos os
coeficientes B e C' sdo nulos.

Vamos agora mostrar que os coeficientes B e C sao univocamente
determinados pelos coeficientes A. Sejam GF*A? e G'*A? tensores de
polarizagao do vacuo de quarta ordem que diferem somente pelos coe-
ficientes B e C, ou seja

GMA7(1234) = Y AVIM(1234) kLK k)KS, + Y B (1234) g k) kS,
i,5,L,m I,m
+ Z BI™(1234)g" kY kg, + > BY(1234)g" kY k)
.l
+ ZB (1234)g" k1 kS, + ZB (1234) g kF k7
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+3 " BY(1234) g KL'KY + C1(1234)9"g
4,J
+ C5(1234)g"7g"7 + C3(1234)g"7g"*, (3.116)
€
G (1234) =y ATM(1234)KERY KNS, + Y B (1234)9" kK,
i,7,l,m I,m
+Y B (1234)g" KV kS, + > BY(1234) g kY
Jjm gl
+ ) B™(1234)g" M EE kG, + Y BL(1234)g" KLY
,m il
+ 3B (1234)g LK + Cf (1234)g"g
1,J
+ C5(1234)g"*g¥7 + C4(1234)gH7g". (3.117)
Subtraindo (3.117) de (3.116) ficamos com

GHMA7(1234) — G2 (1234)
= [BI™(1234) — B}'"™(1234)] " kK3,

l,m

+) [BI™(1234) — BY™(1234)] 9" KV kS,

j,m

+> [B](1234) — BY' (1234)] 9" kY e
7l

+) [Bim(1234) — B,™(1234)] 9" kL' kS,
i,m

+ ) [BI(1234) — By (1234)] g" 'k}
.l

+) [B#(1234) — BV (1234)] g* k! kY
4,J

+ [C1(1234) — C}(1234) ] g"7g™7 + [C(1234) — C5(1234)] g*Yg"°
+ [C5(1234) — C4(1234)] 979" (3.118)

Agora, como G*A7 e G'MA7 gsatisfazem as relagdes (3.100), o ten-
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sor GHVAT — G/HYAT deve satisfazé-las também?® e, como ja mostramos,
isso implica que os termos entre colchetes em (3.118) sao nulos. Logo,

GHW\U — G/;u/)\a

Como ja comentado anteriormente, precisamos determinar 81 co-
eficientes A, 54 coeficientes B e 3 coeficientes C'. Explorando a simetria
de G**? por permutacio dos pares (i, k1), (v, ka2), (X, k3) e (o, k4), po-
demos escrevé-lo em termos de 6 A, 4 B e 1 C utilizando as seguintes

relagoes:

A2111(1234) — A4441(2341) — A3343(3412) — A2322(4123)

= AMI1(1432) = A%122(2143) = A%33(3214) = A*43(4321)  (3.119a)

— A3111(1324) — A3313(2413) — A2422(3142) — A4442(4231).

A2121(1234) = AY141(2341) = A%343(3412) = A2323(4123)

— A2112(1243) = A3113(2314) = A>*3(3421) = A%*42(4132) (3.119b)

= A1122(3149) = A%322(4213) = A% (2413) = A1111(1342).

A2123(1934) = A2142(1243) = A3312(1324) = A4421(1342)

_ 43413 _ 44341 _ 42113 — A2141

= A®M13(1423) = A%11(1432) = A?113(2134) = AZ141(2143)
AP112(2314) = A*1?1(2341) = A11(2413) = A®11(2431)  (3.119¢)

= A%21(3124) = AM12(3142) = A?321(3214) = A?*12(3241)
AY3(3412) = A3143(3421) = A®23(4123) = AP2(4132)
A*322(4213) = A3422(4231) = A?*13(4312) = A***3(4321).

A%311(1234) = A?411(1243) = A3121(1324) = A*112(1342)

__ 43141 __ A4113 __ A3122 _ p4122

= A%11(1423) = AM13(1432) = A%122(2134) = AM122(2143)
AP13(2314) = A?*41(2341) = A®13(2413) = A%441(2431)  (3.119d)

= AZ12(3124) = A%121(3142) = A3123(3214) = AM42(3241)
A3341(3412) _ A4413(3421) _ A2342(4123) _ A2423(4132)

_ A3423(4213) :A4342(4231) :A3342(4312) :A4423(4321).
3De fato, K [Gpuuro (1234) =G\ (1234)] = K Guae (1234)— kLG, (1234) =

0. Mostra-se que Gpxe — G:wAa

satisfaz as outras relacbes de maneira idéntica.



AZ43(1234) = A*321(2341) = A%412(1324).

AZ31(1234) = AM123(4321) = A*13(1243) = A®12(3124)

= A3112(4312) = A3421(2431).

Bi'(1234) = B?%(2134) = B (1324) = B33(2314)
= B?%(3124) = B33(3214) = B3*(3241) = B33(4312)

= B3'(1342) = B3*(2341) = B2?(3142) = Bg*(4321).

Bi?(1234) = B7'(1243) = B3'(1423) = B*(1324)
= B3%(4123) = B33(3124) = B3'(1432) = B3*(2431)

= Bi%(3241) = B2*(3142) = B3(4312) = B3*(4321).

BI3(1234) = B}'(1243) = B?(2143) = B(2134)

= B3'(1423) = B?(1324) = B3?(2314) = B3*(2413)
= B?'(3124) = B}'(3214) = B;?(4123) = B}3(4213)
= B3'(1432) = B*(1342) = B3?(2341) = B3*(2431)
= B2'(3142) = B2'(3241) = B3?(4132) = B3*(4231)
= B3'(3412) = B (3421) = B23(4312) = B2*(4321).

B{3(1234) = B3%(1324) = B}'(3124) = B3?(1342)
= B3'(3241) = B2'(3412).

C1(1234) = C5(1324) = C5(1342).

119

(3.119¢)

(3.119¢)

(3.120a)

(3.120b)

(3.120¢)

(3.120d)

(3.121)

Além destas igualdades com os argumentos trocados(por exem-
plo, como A2111(1234) = A%141(2341), segue que A?'11(2341) =
A%11(1234)), também seguem simetrias envolvendo alguns coeficientes

A, BeC:

AP13(1234) = A?M9(2134) = A*147(1243) = A*1%3(2143)

= A%113(3412) = A?113(3421) = A?143(4312) = A?M3(4321). (3.122a)
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A?341(1234) = A?341(2341) = A?341(3412) = AZ341(4123). (3.122b)
A?11(1234) = A?M11(1243). (3.122¢)
A%121(1234) = A%121(2143). (3.122d)
Bi'(1234) = By*(1243). (3.122¢)
Bi?(1234) = B{%(2143). (3.122f)
B?(1234) = B3(1243) = B{3(2134) = B{?(2143). (3.122g)
C1(1234) = C1(2134) = C1(1243) = C1(2143) = C1(3412)

= (1(3421) = C1(4312) = C(4321). (3.122h)

Utilizando (3.119)-(3.122) podemos escrever G***? sob a forma

GHA7(1234) = ) {éA2143(1234)k§‘kfk2k§ + T AP (1234) kb kY Ry kS
24 perm
+ 2APM(1234)KE kY kY kS + S AP (1234) kS kYRS K
+ AU (1234) KL kY kY kT + A?123(1234) kL kY ko kg
+ 2B11(1234)g" kY kS + 3 B1%(1234) g k' kS
+ B{3(1234)g" k kg + +B1*(1234) 9" k3 kS

+ £C1(1234) g™ A”}7 (3.123)

onde a soma sobre as permutagoes se refere as permutagoes simultaneas
dos indices tensoriais e dos respectivos momentos.

Como exemplo, vamos mostrar como os coeficientes C' podem
ser escritos em termos de permutagoes de C;. De (3.121) temos que

C1(1234)g" g™ + C2(1234)g"7g" + C3(1234)g"7g"> =
C1(1234)g" g™ + C1(1324)g""g"7 + C3(1342)g"g">.  (3.124)

Usando (3.122h), podemos escrever

C1(1234) "¢ = 1[C4(1234) + Cy (2134) + C1(1243) + C (2143)
+ C1(3412) + €4 (3421) 4 C1 (4312) + € (4321)] g™
=1 Ci(1234)9"g™. (3.125a)

8 perm
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C1(1324)g"g"7 = 1[C1(1324) + C1(2314) + C1(1423) + C1(2413)
+ C1(3142) + C1(3241) + C1(4132) + C1(4231)] g9
=5 Ci(1324)9"y"". (3.125b)

8 perm

C1(1342)g"%g vA [C1(1342) + 01(2341) + (C1(1432) + C1(2431)
+ C1(3124) + C1(3214) + C1(4123) + C (4213)] Hog VA
Z C1(1342)g"og" . (3.1250)

8 perm

Nas expressoes acima, cada somatorio é feito sobre as 8 per-
mutacoes que reproduzem os termos entre colchetes. Assim,

C1(1234)g""g™7 + Co(1234)g" "7 4 C3(1234)gHg"
=1 Ci(1234)9"g7 + 1Y Cr(1324)g"y7 + § ) C1(1342)g" %"

8 perm 8 perm 8 perm

=3 Ci(1234)9"9™ . (3.126)

24 perm

Explorando a invariancia de gauge de G***?, podemos obter
relagoes envolvendo os coeficientes A, B e C. Para isto, é suficiente
considerarmos a primeira das relagoes (3.100), o que implica em

A1 (1234) = — AZ311(1324), (3.127a)
A2341(1234) — A2341(4321), (3127b)

AP123(1234) (ks - k) + AP (2143) (ko - ka)
+ A2121(1234) (ky - ky) = 0,  (3.127¢)

AZ311(1234) (ky - ky) + A2 (2314) (ks - k)
+ AP (3124) (ks -ky) =0,  (3.127d)
(

(
BI?(1234) + A*123(2134) (ky - ko) + A3 (3124) (k- k3)
+ A?341(2431) (ko -kg) = 0,  (3.127e)
B3(1234) + A213(1234) (ky - ko) + A%123(4312)(ky - k3)
+ A?123(3412) (ky - ky) = 0,  (3.127f)
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Bi1(1234) + A1 (1234) (ko - k3) + A3 (1243) (kg - k)
+ AP (1234) (k1 - kp) =0,  (3.127g)

C1(1234) + By(1234) (k1 - k3) + By*(2134) (k2 - k3)
+ B3(1234) (ks - ks) = 0, (3.127h)

B1?(1234) + A?121(1243) (ky - ko) + A?311(1423) (ky - k)
— ABL(2134) (ko - k3) — AP (4213) (k3 -ks) = 0. (3.127i)

Utilizando as relagoes acima, podemos escrever (3.123) em termos de 5
coeficientes A:

le)\n(1234) — Z { A2143(1234) Mu)\o A2341(1234) 2N
24 perm 8 8

1 1
+7 -
2(k3-k4) 2(ks - ks)

A% (1234)g ””"}7 (3.128)

AR (1234) gk A 4 A?121(1234) gk

(’f2 k‘4)

onde
G = KERY YK — 2(ky - ko) gMV kY kS + (k- ko) (ks - ka) g™ g7, (3.129)
g = AL EY RIS + Ak - ka) gk KD — 8(ky - ka) g R kY

+ 2(k1 - ky) (ko - k3) g g™, (3.130)
G = (ks ka) KSRV kDK — (Ky - ko) (ks - k) g™V kDK

+ 2(k1 - ko) (k1 - ka)g" kPkS — (p-ko) (k1 -k3) (k1 - k) g g™

— 2(ky kg KE RV EYKS + (kv -k3) (ky -ka)g kY kY, (3.131)
gt = (ks ka) KSR RS RS — 2(kr - ka) KRG RY R kG

— (k1 ko) (ks -ka)g" kkg 4 2(ky - ko) (k1 - ka) g™k kS

— (1 - ko) (k1 - Ka) (k1 - 3) g g™ + (k1 - ko) (ko - k3) g™k Ky, (3.132)
ge = (ky - ka) [kéf kU kakS — kY RERTKS — (ki-ka)g" ko kg

+ (k1 -k3)g" kb kg 4 (ko -k3)g" ki kg — (ky -ko)g” kb kg

— (kg -k3)g" kY kS + (K1 - ko) (ky ~k4)g“’\k3”k‘2’} : (3.133)
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O tensor do campo eletromagnético F* () = OHAY (x)—0VAH (x),
adquire no espago dos momentos a forma

£ (k) = k" AY (k) — kY A" (k). (3.134)

Utilizando (3.129)-(3.133) podemos mostrar explicitamente, as seguin-
tes relagoes:

Fap (k1) 2% (k2) frs (k) £ (ka) =
494 A, (k1) Ay (ko) Ax (ks) Ay (ks),  (3.135a)

Fap (k) f77 (ko) frs (ks) £ (ka) =
g A (k1) A, (ko) Ax(k3) Ag (ks),  (3.135b)

Fap (k1) f2% (k) k] fys (k) 2 (ka) (k1 )e =
_QQQWAUAH(kl)Au(kz)AA(/f:g)Ag(/mL (3.135¢)

Fap (k) f7 (ka)k3 fr5(ka) F2€ (a) (k1) =
— 294" A, (k1) Ay (ko) Ax(k3) Ao (ka),  (3.135d)

kS fop(ka) F77 (K1) [fys (ko) £2(ks) — Frs(ks) £2(k2)] (k1)e
= 2617 A, (k1) Ay (ko) Ax(3) Ay (). (3.135¢)

Precisamos determinar os cinco coeficientes A que aparecem em
(3.128). De (3.79) e (3.112a)-(3.112c), vemos que os coeficientes A%'™ (1234)
sdo da forma AYI™(1234) = AV (1234) + AT (1243) + AT (1324).
Pelo fato dos tensores TH*7(1324) e TH¥°*(1243) serem obtidos de
THvA7(1234) pelas trocas (v, k2) <> (A, k3) e (A, k3) <> (0, ky), podemos
mostrar que

Analisando (3.85), (3.86) e (3.112a), para obtermos os coeficien-
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tes Aiﬂm podemos desprezar os termos p e m em (3.86), ficando com

X/;u//\a
THA (K, ko, ks, ky) ~ 3! [ dx [ dy [ d
(k1, ko, k3, ka) /x/y/z —|—a2

1
=3!dx [d dX"“’A"/id“
/x/ y/ (> a2t
0
1 x Y

31 / dz / dy / Ly XA 254 F(F)(I;)()
0

0 0
1 x Yy

-2
- Zm% / dz / dy / dz D(1234) X" (3.137)
0 0

0

onde

X/;w)\a :/d4p Tr [IYMAl'YVAQ'YAAg’YUAﬂ

=/d4pTr[7 YV PP YT Y T ALARAS A, (3.138a)
AM=K=k(—x)—k(z—2)—ks(z —y), (3.138b)
AN =K+ ky=k(l—2)+k(1—2+2)—ks(z—vy), (3.138c¢)
A=K + ko + k3
M=K —k =~k — ko(z — 2) — k3(z —v), (3.138e)
m 1€ 1 9
D(1234) = a4:{—1+mz+m[ (I—x)(k1)"+ (z—2)

X (1 =z +2)(k2)* + (z = y)(1 = x +y) (ka)* + 2(1 — z) (2 — y) (k1 - k3)

-2
+2(1 —z)(x — 2)(ky - k2) +2(x — y)(1 —x+z)(k2~k3)]} . (3.138f)
Os termos do tensor X'***? que produzem coeficientes Aij m s&o

Tr [’Y ’YO(’YV’Y’B’Y)\’Y ,7 ~ ]AlA%A3A4N4{ ua[ uﬁ( )\'ygaé +gA6970)
_i_gu'y (gﬁAg¢76 _ gﬁagké) +g (gﬁz\g'yn +gﬁn )\'y)]
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+gﬁ[g (9297° + g g7) — g™ (9" g7° + ¢"°g"7)

( 124 A'y gV'yg )] +gu7[ (gB/\gU6 _ gBUgA(s)
4 ga)\ (guﬁgoé +guégﬁo) _ g (guﬁg)\é +g”5gﬂ””
+gu6[ av (g,B)\gfyo +g,6’agA’y) +ga>\ (g g _ gu'ygﬂa)

+ 9% (9" g™ + ¢"7g") ] }AiA%AiAS‘

OCO'

= 4 { [(A)(A%)7 + (A2 AL J[(A°P (AD)7 + (A (%))
(A1 (A%)” + (A3 (A [(APM AL — (A (A2)7]

(A (AY) + (AP (AL (ADN A% + (A8 (A2)7]

+ [(A2)(8%)” = (ASP (A2 (AN AL — (A1) (A4)7]
 [(A)(A2)” = (AP (A4 T[(ADM AR + (A% (AY)7]

(A% (A1)” = (A (A0 (ADM A2 — (A2 (AN7] | (3.139)

Assim, abrindo os produtos acima, usando (3.137) e comparando
com (3.112a), obtemos

T Y
.2
A2 8:’; /d:z:/dy/dz (1—22)(2y —1)(z — 1)2D(1234), (3.140a)

1 x Y
A3 8im” / /dy/d (1 —2z)(y — 1)y(2z — 1)D(1234), (3.140b)
0 0

A2121 8im? /dm/dy/dz 1—23: Y2y —2z—1)(z— 1)z

D(1234)] (3.140c)
1 T y
A2 — sim” dz [(1-2y)(2z —2z—1)(z — 1)z
i ! o
D(1234) ] (3.140d)

A3311—8£2 do [dy [ dz [(2z — 1)(y — 1)(2y — 22 — 1)
= y [ dz|(2x Y y—2z—1)y
0 0 0
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x D(1234)], (3.140e)
A2311 A3121
8z7r 9
dx dy dz { [z* +y*(22 — 1) —y(z + 22> — 1)]
x (22 — 1)D(1234 )}, (3.140f)

1 T Yy
2411 8”2
AP = dz dy dz { [2* +2%(22 — 1) —2(22° + 2 — 1)]
0o 0
x (2y 1)D(1234)} (3.140g)
1 x Y
oars _ 8im? 2 2
Af =7 do [dy [ dz{[—2* + 2* (=1 + 2y) (-1 + 22)
0 0

—x(=1+2y) (L +y+ 2) (=1 +22) + y*(~1 + 42?)]
x D(1234)}, (3.140h)

1 y
2341 _8”72
AP — dr [dy [dz{[— 2+ 2® + 2y — 22%y — y* + 22y°
0

0o 0
+ (=1 +22)(—1 422 — 2y)yz + (=1 + 2z)(1 — 2z + 2y)2°]
x D(1234)}, (3.1401)
A?M?’ _ 322’22 dx xdy ydz {(m —y—1(z—-y)(z—-1)z
Lol
x D(1234)}, (3.140j)
A3412 — 32im d xdy dz {(y —D(x—z-—1)(z—2)y
[/
x D(1234)}, (3.140Kk)
(3.1401)

No limite em que os momentos k1, ko, k3 e k4 s80 muito menores
que m, a fungdo D(1234) pode ser aproximada & unidade. Neste limite,
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as integrais em (3.140) s@o facilmente calculadas e levam a

AL 42121 _ 42311 _ (3.141a)
4 im?
Q2143 _ 2T 3.141b
9ma’ ( )
14 im?
A2341 _ 22T 3.141
45 m4’ ( )

que, substituidas em (3.128), fornecem

G2 (1234)
4472

= 5o azsay + gV as20) 4 g (1423)|
14 i72
45 mt

Assim, de (3.80), (3.129) e (3.130), o termo da matriz S que
descreve o espalhamento féton-féton é

4 4
5(4) — € / d4k /d4l‘ e*i(k1+k2+k3+k4)x
4(4m)20 E i

x {9”;; [faza<1>f5a(2>f75(3)f‘”(4) + fas (1) FP(3) f£,5(2) 77 (4)

(9272 (1234) + gre P (1324) 4 77N (1423)] . (3.142)

Fhas I W B)] — pos [£as (D F27(2) £10(3) 5% ()

F hoa I Fs (W) + a4 3)] |

= —m / @' | Fus (@) F7° () F (2) 7 ()

— 1 Fup(@)F (@) Fys() P ()]
ia?
- / die [51%(a:)FBa(:,;)F,ﬂS (2)F% (z)
— 14F5(x) PP (x)Fm;(m)FM(m)]
2ia?

~ 15mt /d4$ (- B 4+ 7(B-B)?|. (3.143)

Poderiamos ter calculado outros processos, como o espalhamento
Delbriick ou campo externo por campo externo. O resultado seria
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idéntico ao obtido na expressao acima, uma vez que o calculo envolve
apenas propagadores fermionicos.
Definindo,

202

Lot = 51

[(E* —-B*?+7(E-B)?], (3.144)
o termo S4 pode ser escrito como
St =i / d*zLeog. (3.145)

A expressao (3.144) pode ser incorporada ao setor de Maxwell
da lagrangiana original. Se considerarmos sua contribuicdo desde a
primeira iteracao da série perturbativa para o operador evolugao na
representacao de Heisenberg, envolvendo o hamiltoniano modificado

H = Hqgp + Hes, (3.146)

onde H.g corresponde & densidade lagrangiana (3.144). Na repre-
sentacao de interagao, os estados evoluiriam de acordo com o novo
hamiltoniano

H' = Hypp + Hlg, (3.147)

o qual dé origem a diagramas de autointeracao descrevendo, por exem-
plo, o espalhamento de fétons.

Veremos na proxima secao que Lqg € a densidade lagrangiana efe-
tiva de Euler-Kockel-Heisenberg, que incorpora efeitos quanticos numa
lagrangiana cldssica, ou seja, o espalhamento féton-féton pode ser des-
crito classicamente atraves de Lqg, que modifica as equagoes de Maxwell
incorporando efeitos nao-lineares.
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4 LAGRANGIANA EFETIVA PARA A QED EM (3+1)
DIMENSOES

Neste capitulo, o conceito de acgao efetiva é introduzido e a partir
deste obteremos a lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg na
aproximagao de campos fracos. Durante este desenvolvimento, surgirao
quantidades mal definidas matematicamente que serao tratadas com a
regularizacao de Pauli-Villars.

4.1 ACAO EFETIVA

Conforme vimos na sec¢ao 3.3, a eletrodindmica quantica prevé
fendbmenos que nao sao previlegiados pelo eletromagnetismo classico.
Por serem lineares, as equagoes de Maxwell nao descrevem fenémenos
de interacao entre ondas eletromagnéticas, como é o caso do espalha-
mento féton-féton.

Contudo, este efeito estritamente quantico pode ser simulado no
ambito de uma teoria classica, modificando-se as equagoes de Maxwell.
Generalizagoes destas equagbes comegaram a ser propostas no inicio
do século XX, visando solucionar o problema da divergéncia da auto-
energia de uma particula pontual carregada (ROHRLICH, 2007).

Pelo fato das equacoes que descrevem os campos elétrico e magné-
tico poderem ser obtidas a partir de um principio variacional que en-
volve uma densidade lagrangiana L, generalizagoes das equacoes de
Maxwell podem ser obtidas pela modificacao de £, que deve satisfazer
alguns critérios:

e para que as equagoes sejam covariantes, £ deve ser invariante de
Lorentz;

e [ deve ser invariante de gauge;

e no limite de baixa intensidade dos campos, £ deve tender a den-
sidade lagrangiana que leva as equagbes de Maxwell, L,.q =
—iFH,,F“” = %(E2 - B?).

O campo eletromagnético possui somente os seguintes invariantes
de Lorentz e gauge

1 1 -
F = sFuw " = B? - E?, G=—1Fwt" =E-B, (41)
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onde F,, e Fr foram definidos em (2.33). Assim, £ pode depender
apenas de F e G.

Como exemplo de uma generalizagao das equagoes de Maxwell,
citamos a teoria de Born e Infeld (BORN; INFELD, 1934). Tentando
resolver o problema da auto-energia citado acima, em 1934 Born e
Infeld propuseram a seguinte densidade lagrangiana

2
= B B

em clara analogia com a lagrangiana relativistica de uma particula livre
L = m[l —V1-—vZ2 ]7 que reduz-se a expressao nao-relativistica L =
3mv? quando |v| < 1. No caso em que |[E| < Ej e |B| < Ey, se
expandirmos a raiz quadrada que aparece em (4.2) e considerarmos
apenas os termos de segunda ordem, recuperamos L;,q. Deste modo,
o termo FEj representa uma intensidade maxima para os campos.

Embora a proposta de Born e Infeld tenha levado a uma auto-
energia finita, outros problemas do eletromagnetismo classico, como a
auto-aceleracdo de particulas carregadas, ndo foram resolvidos (DIT-
TRICH; REUTER, 1985; ROHRLICH, 2007), levando ao abandono dessa
teoria.

De modo a determinarmos uma densidade lagrangiana efetiva
para o campo eletromagnético que descreva efeitos nao-lineares, defini-
remos a agao efetiva por (DITTRICH; REUTER, 1985)

Serr[A] = SO[A] + SW[A] = / d*xLeog (), (4.3)

onde S(© [A] é a agdo cldssica para as equagoes de Maxwell na auséncia
de fontes de carga e corrente

SOA] = / d* 2 Lya (), (4.4)

e SM[A] é a acdo que descreverd efeitos nao-lineares induzidos pelo
campo fermionico quantizado

SWA] = / A Lina (). (4.5)

Desta forma, as equagoes de movimento podem ser derivadas a partir
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do principio variacional (2.13)

‘;ief([g] == Af o / d*a' Log(z) = 0. (4.6)

Assumindo que a interagao entre o campo fermiénico e o campo
eletromagnético seja descrita pela densidade lagrangiana (2.227)

L1 = Ty A, = A, (4.7)
a corrente j* pode ser obtido da acdo Si[A, ¥, ¥] = [ d*zLi(z) por

051
54, (@)

= jr. (4.8)

Entretanto, nao estamos interessados numa teoria que envolva explici-
tamente o campo de Dirac . Ao invés disso, buscamos uma teoria que
simule efeitos quanticos em um nivel puramente cldssico. Sendo assim,
definiremos S (1)[A] de tal forma que ela produza o valor esperado de
J* no véacuo na presenga do campo A, isto é

sSM4] "
SAL(r) (0]5"(x)]0), (4.9)

junto com a condicéo de contorno de que S [A] = 0 quando F** = 0.
As novas equagdes de movimento sdo obtidas de (4.3), (4.6) e
(4.9)
0Ses[A]  6S°[A] | 6S'[A]
SAH(z)  JAn(z)  SAR(x)

OpFH () = (0[5" (2)]0) = 0, (4.10)

= 0, F" () — (0[5 (2)|0) = 0

onde usamos o fato de que a extremizagao de (4.4) leva as equagdes de
Maxwell na auséncia de fontes.

Contraindo ambos os lados de (4.9) com A, e integrando em
relagao a x, temos

(1)
s = [ d‘*wA#(x)‘w - - [, @) 0 @0

_ <o 0> _ —/dt (0] Hy[0)

[dta@ir@)
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:/dt (0| Hy|0) —/dt (0|H|0), (4.11)

onde Hy e H sao, respectivamente, o hamiltoniano livre e o total do
sistema.

No caso de um campo magnético uniforme e independente do
tempo, a energia do vacuo permanece constante, de modo que podemos
calcular os valores esperados dos hamiltonianos no estado assintético
do vacuo num passado remoto. Além disso, para campos suficiente-
mente fracos, o hamiltoniano H comuta com Hj e, nesta aproximacao,
o ultimo termo no lado direito de (4.11) pode ser identificado como
a energia do estado de vacuo do campo de Dirac livre. Consequente-
mente,

S = — [ dt (eo[A] — dt | d®x[eo — (e0)E=B=0]. (4.12)
/ ]

Utilizando (4.3), (4.4) e (4.12), podemos concluir que a densidade
lagrangiana efetiva é obtida adicionando-se a densidade lagrangiana do
campo eletromagnético livre L,,q4 0 termo

Ling = Leg — Lrad = — [€0 — (€0)E=B=0] - (4.13)

A expressao acima pode ser derivada heuristicamente seguindo a
ideia de Weisskopf (WEISSKOPF, 1936). Conforme vimos na se¢ao 2.3.2,
ao efetuarmos a quantizagao do campo de Dirac livre na representacao
de Heisenberg, o hamiltoniano adquire a forma (2.199)

H= 35 B [cdp)or (o) + 0 (0] + 0

r=1 p

onde ¢ é dada por

Z S Ey=-) ). (4.14)
r=1 p p,o
Os niveis de energia e%,_) estao associados aos modos de frequéncia
negativa das solugoes da equagao de Dirac e, quando somados, levam a
uma energia de ponto zero €y divergente. Esta ultima é eliminada do
hamiltoniano, afim de que os seus autovalores sejam finitos.
Entretanto, com o célculo do efeito Casimir na se¢ao 2.4, mostrou-
se que a energia de ponto zero é alterada quando impomos condicoes
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de contorno ao campo eletromagnético. Da mesma forma, os autova-
lores de energia do hamiltoniano na representacao de Heisenberg )
sofrerao alteragoes quando o vacuo fermionico estiver na presenca de
um campo eletromagnético externo. Estas variagoes sao finitas e im-
portantes do ponto de vista fisico, pois mudancas nas propriedades do
véacuo fermidnico alteram aquelas do sistema fisico e, em particular,
as equacoes do campo eletromagnético que, por sua vez, implicam em
modificagoes na densidade lagrangiana que o descreve.

Para derivarmos a densidade lagrangiana de Euler-Koeckel-Hei-
senberg assumiremos que:

1. os campos E e B variam lentamente no espaco e no tempo, de tal
forma que possam ser tratados como campos uniformes e cons-
tantes.

2. o campo E é suficientemente fraco para que nao haja produgao
de pares.

3. a lagrangiana efetiva pode depender apenas dos invariantes rela-
tivisticos (4.1).

A segunda condicao é satisfeita se

m2 mQCS
E — |=— 4.15
Bl< T (-5, (1.15)

pois, neste caso, a probabilidade de producao de pares é exponencial-
mente pequena (BERESTETSKII; LIFSHITZ; PITAEVSKII, 1982).

De agora em diante, adotaremos um referencial onde os campos
E e B sao paralelos, pois, neste referencial, a influéncia de B no movi-
mento da carga na direcao de E é eliminada. Desta maneira, a condigao
(4.15) garante a nao criagdo de pares no caso em que E e B sdo nao
nulos.

Referenciais no qual E e B sao paralelos existem em um ntmero
infinito. De fato, sob um boost de Lorentz com velocidade v, os campos
E e B se transformam do seguinte modo (JACKSON, 1962):

2

E =v(E+vxB)-— 11V(V-E)7

R (4.16)
r_ _ _ 7 .
B'=4y(B-vxE) ’Y+1v(v B).

1 . -
onde v = (1 —v?)72. Assim, se E e B sdo paralelos em um refe-
rencial K, entdo, para qualquer outro referencial K’ que se move com
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velocidade v, paralela a E e B, as equagoes (4.16) implicam que

2 2
E' xB = ['yE—,Y+1v(v~E)] X |:’YB_’7+1V(V.B)
2 7? 7°
=7 EXB—7+1(V-B)(EXV)—,Y+1(V~E)(V><B)
7\’
+ <7+1> (v -E)(v-B)(vxv)
=0, (4.17)

ou seja, os campos E’ e B’ sdo paralelos em K’. Portanto, precisamos
determinar apenas um destes referenciais que satisfazem a condigao
requerida.

ExB
|E x B|
impondo E' x B’ = 0, segue das equacdes (4.16) e da identidade vetorial
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Tomando v = temos v-E = 0e v-B = 0. Entao,

0=E' xB =7*(E+v xB)x (B-v xE)
=y {ExB—-(E-E)v+(E-v)E-(B-B)v+(B-v)B
—[(vxB)-E]v+[(vxB)-v|E}
=7 {ExB—(E-E)v—(B-B)v—[(vxB) -Elv}. (4.18)
Logo,

ExB - E*>v—B?v—[(vxB) -Elv=0. (4.19)
Rearranjando e usando a identidade vetorial a- (b x ¢) =b-(c x a) =
c-(a x b), temos

ExB=Ev+B*v+|[vxB) Ev=E*+B’v—[ExB) -v]v
= E?v + B*v — |E x Blov. (4.20)

Agora,
|E x Blvv = v*|E x B|# = v’E x B, (4.21)

e, substituindo este resultado em (4.20),
ExB=E*v+B’v—v’ExB

ExB v
1B = el (4.22)
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Assim, o boost procurado é aquele cuja velocidade v satisfaz a equacao
acima.

A lagrangiana efetiva serd obtida a partir do calculo da variacao
W’ da energia de ponto zero (4.14) devido & presenga do campo ele-
tromagnético. Antes disso, precisamos subtrair de (4.14) o valor médio
da energia potencial dos elétrons nos estados de energia negativa. Fi-
sicamente, esta subtracao faz com que a carga do vacuo seja nula por
definicao.

A energia de ponto zero na presenca do campo eletromagnético
é dada por

€0 = Z / Pl i%ﬁd%, (4.23)

p,o

onde wl([,;) sao as solugoes de frequéncia negativa da equagao de Dirac.
Estamos assumindo que a integracao se dé sobre um volume unitario e
que as fungoes de onda estao normalizadas neste volume. Desta forma,
€o € a energia por unidade de volume.

Como ja discutido, precisamos subtrair de €9 o valor médio da
energia potencial do elétron nos estados de energia negativa, Uy, que é
dado por

Z / U8 epyl,) de, (4.24)

onde ¢ é o potencial escalar associado ao campo elétrico E. Como
estamos considerando que o campo elétrico é uniforme, temos ¢(r) =
—E - r e, entao, (4.24) torna-se

- Z/wg;,)*eE eyl

p,o

~E. Z/¢ ery(dx

-E- Z/¢ *8H W dPa . (4.25)

Uo

A expressao acima pode convenientemente ser escrita em termos
de gp. Para isto, utilizaremos o seguinte resultado: seja H(A) uma
hamiltoniana dependente do parametro A\ e |1/Jn()\)> um autoestado
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normalizado de H(\). Temos que

[H(\) ,gn(,\) |¢n (\) > =0. (4.26)

Derivando a equagédo (4.26) em relagdo a A e projetando em <z/1n()\)|:

<z/1n(/\) Un (A )>

OH(X) Ban( )
O\

<wn<x> ) — a0 wn<x>> ~ o0,
entao
e, (\) B
=) s ) () =
<wn<x> o) wn<A>> v <¢n<A> [HO) — a0 ¢n<A>>.

O segundo termo do lado direito da equagao acima é nulo, pois sendo
o hamiltoniano hermitiano, (¢, (A)|H(X) = (¢n(A)|en(A). Logo,

Den(N)
0 a2

Aplicando (4.27) na equagdo (4.25), com o campo elétrico E no
papel do parametro A, e utilizando (4.14) obtemos

o a€pg— o (9 (_) - 850

p,o

OH(N)

Un (A )> (4.27)

Assim, o desvio total sofrido pela densidade de energia do vacuo devido
a presencga do campo eletromagnético é dado por

i (e _g. 90\ _ (. _g. %0
W' = (80 E OE €0 E OE E:B:O. (429)

A relagéo entre a densidade de energia (densidade hamiltoniana)
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e a densidade lagrangiana se da pela transformada de Legendre

= Z 525 > </> L, (4.30)

onde ¢; sao os campos que descrevem um sistema com infinitos graus
de liberdade. No caso do campo eletromagnético, este é descrito pelos
potenciais vetor A e escalar ¢ que se relacionam com E e B pelas
equagoes (2.31)

0A

entdo, de (4.30) e das equagdes acima, segue

8
_Z@a@ ~ %A %7)‘5
oL
—E. ai_c (4.31)

Assumindo Leg = Lradq + Lind, da expressio (4.31), temos

0Lt
W =E- OE — Lot
_ aErad aﬁind o /
=B L+ B L = Wk W, (432)
onde
afaind
"=E- — Lind- 4.
W S — Ling (4.33)

Comparando (4.33) com (4.29), concluimos que
Lina = —[e0 — (€0)E=0=B],

resultado idéntico ao obtido em (4.13).
4.1.1 Lagrangiana de Euler-Kockel-Heisenberg: Caso E=0

Nesta secao, derivaremos a lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-
Heisenberg, Linq, para o caso particular em que o campo elétrico é
nulo.
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Os niveis de energia negativa de um elétron com carga —|e| em

um campo magnético constante e uniforme B, = —B sao, de acordo
com (B.31),

=—/m2+ (2n+1—0)|e|B +p2, (4.34)
onde n = 0,1,2,... e 0 = £1. Desta forma, a energia de ponto zero

do vécuo é dada pela soma sobre todos os n, o e p,.

A soma sobre todas as componentes z dos momentos do elétron
em (4.34) pode ser calculada no limite do continuo. Para isto, considera-
se a correspondente densidade de estados de momento (B.55):

le| B dp-
2 2w

Portanto, a energia de ponto zero do vacuo pode ser escrita como

_50— e|B /dpzzzenapz

n=0oc=%1

(2

—00

B
el /dpz {\/m2 +p? +2Z Vm2 +2e |Bn+pz}. (4.35)

As integrais acima sao quadraticamente divergentes. No limite
de extrairmos um resultado finito e com significado fisico de Ling,
dado pela expressao (4.49), faz-se necessério adotar um procedimento
de subtracdo consistente, partindo-se de uma expressao bem definida
para a energia de ponto zero, em outras palavras, gy precisa ser re-
gularizado. Isto pode ser obtido pelo método de regularizacao de
Pauli-Villars-Rayski, que consiste na introdugao de massas reguladoras
ficticias que, por satisfazerem a certas condigoes adequadas, eliminam
as divergéncias da teoria original. Esta tltima é recuperada tomando-
se o limite em que as massas reguladoras vao ao infinito, ao final dos
célculos.

Inicialmente, precisamos analisar as condi¢oes que as massas au-
xiliares devem satisfazer para que as divergéncias sejam eliminadas.
Para tal, devemos analisar o grau de singularidade da funcao

D(m?) = /00 dp \/m? + p2. (4.36)

—0o0

Esta deve ser interpretada no sentido da sua continuacao analitica
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(KNOPP, 1996)

o0
Ds(m?) = lim dp (m? —|—p2)%_6, (4.37)

d—0 o

a qual pode ser diferenciada com relacdo ao pardmetro m? antes do
limite § — 0 ser tomado.

Da expansdo assintética da integral (4.36) para p? > m? (BO-
GOLIUBOV; SHIRKOV, 1980),

1m? 1m? mb
m2
:/dp Ip| (1 + 22) + (termos nao divergentes),  (4.38)
p

vemos que D(m?) possui divergéncias quadréticas e logarftmicas. De-
finindo a expressao regularizada

DE(m?) = Zcm(mf), (4.39)

onde N é o numero total de reguladores, ¢co = 1 e mg = m é a massa
do elétron, a expansao (4.39) fornece

N 2

ms

DR(mZ)N/dp|p|ZCi (1—|— B
i=0

) + (termos nao divergentes).

2p
(4.40)
Logo, as relagoes
N N
> =0, > emi=0 (4.41)
i=0 i=0

devem ser impostas a expressao regularizada de modo a eliminar as
divergéncias quadraticas e logaritmicas, respectivamente.

Ao invés de considerarmos a expressao regularizada ef! para a
energia de ponto zero (4.35), é conveniente lidarmos com a funcao

of(B) = Z ci®;(B), (4.42)



—le|B i -3- 2 2\—2-§
= 37z | dpe (i 4927 Z mj + 2lel B +p2)"F 0 .
) =
(4.43)

Utilizando a representagao integral da funcao gama (2.255), valida
para § > —1,

1 _ > 6 —An
AT T T 1 9) /0+ dnie

®,(B) pode ser escrito como

—le|B
®(B)= ————=5——
(B) = 2(2m)2T(2 + 9)
X /dpz /772+56 n(mi+p? d77+22/n%+567"(m$+2‘e|3n+pz)dn
J 5 n:lo
_ dn 2 8§ g—nm; 1+226 le[ Bnn dp. e "=
2 2 2F
) 0 n=1 0
= coth(|e| Bn) _ %(%)1/2
elByA -
SR, o ol Y

Duas integragoes em relacio a m? e tomando o limite § — 0
resultam em

—|elB [ dn e
—ei= g [ e icoth(le| Bn) + C©(B) + CV(B)m?2, (4.45)
0+

onde C' e CM s30 constantes que nao dependem de m? e j4 utilizamos

I3 = 4 Assim, a partir de (4.13) e das condigoes (4.41), a corregao
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regularizada para a densidade lagrangiana eletromagnética é

md_E e md— E 01507,_ EOzEB 0]

2

/md ool ) [y
il coth(|e|Bn —/ N——5=
0+ ? o+ lelBr?
N

+> e [COB) - (B ]+Zcz [cV(B) - cV(B)]

=0
= 87T2 Z Cz/ dn

Para B < m?, as contribui¢des individuais para a soma acima

_ |6|B

™) “i
i=0

\e|Bncoth(|e|Bn) —-1]. (4.46)

~ 2 ’ ~ . . .
sao da forma m}F (%), onde F' é uma funcao adimensional cuja ex-
(3

pansao em série nao contém um termo independente B divergente. Os
termos divergentes restantes, proporcionais a B2, podem ser eliminados
do somatdrio pela primeira condigao em (4.41). Para isto, é suficiente
introduzirmos duas massas auxiliares, M; e M, além de tomarmos
¢1 = co = —1/2. Esta escolha garante que a primeira condigdo em
(4.41) é satisfeita.

Se escolhermos M; e M reais, a segunda condi¢do em (4.41)
torna-se M? + M2 = 2m? e no limite |M;|, |Ma| — oo a massa deve
ser renormalizada e a contribuigao dos reguladores é

) ) 1 T [eMin  -Min
aliyg+ c2Llig = 62 /dn = + " [|e\Bncoth(|e|Bn) - 1]
0+

= lﬁlﬂ,‘,{M{l/dnen; [blcoth(bln) — 1] + M;l/dr]en%n [bQCOth(bz’ﬂ) — 1}},
0+ 0+

onde b; = |e|B/M?. Como tomaremos o limite |M;|, |Mz| — oo, man-
tendo apenas o primeiro termo da série de Laurent

2 SC4

~ 405, (4.47)

x
th(z) — 1= —
x coth(x) T
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segue

232 oo e "
ri £z = £ / dn — 4.48
C1hing + Cc2Linq 3(8’/T2) ot n n ) ( )

expressao independente das massas auxiliares e corresponde ao bem
conhecido contra-termo de renormalizacao de carga.
Finalmente, de (4.46)) e (4.48)) temos

4 oS} —n
Ling = ;n? /0+ dn 677—3 {—nb coth(nb) +1 — ;b2n2} , (4.49)
onde b = |e|B/m?.

Por outro lado, se considerarmos M; como um numero real e
Ms como imagindrio, entdo a segunda condigdo em (4.41) torna-se
M? — M2 = 2m? e no limite |M;|, |M5| — 0o a massa nio precisa
ser regularizada. A contribuigdo dos reguladores é

1 9 1 7 67M1277 6M2277
c1Lina + 2L = 162 /dﬁ 3 T [le| Brcoth(|e| Bn) — 1]
0+

— wlﬂ,z{Mf / dn 5= [brcoth(biy) — 1] + Mj / dn &5 [bacoth(ban) — 1]}

0+ 0+
232 00 h
=2 / iy S0, (4.50)
3167 Joy "

onde novamente utilizamos a expansdo (4.47). Esta expressao é inde-
pendente das massas auxiliares e corresponde a um contra-termo de
renormalizacao da carga mais um termo que corrige a susceptibilidade
magnética

4.1.2 Lagrangiana de Euler-Kockel-Heisenberg: Caso Geral

Seguindo a idéia de Weisskopf apresentada no final da secao 4.1,
derivaremos a lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg para o
caso em que, além do campo magnético B, existe um campo elétrico E.
Com este objetivo, adotaremos um referencial onde E e B sao paralelos.
Este referencial é obtido, como ja mencionado, por um boost de Lorentz
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que satisfaz a condigao (4.22),

ExB v

E24+ B2 1402

Primeiramente, notemos de (4.34) que a influéncia do campo
magnético B reflete-se na massa da particula através da relacao

m? — m? + le|B(2n + 1 — o). (4.51)

Diante disso, contruimos uma func¢ao @, similar a (4.43) e que,
por argumentos dimensionais, é escrita genericamente como

3250
(87%2)2

€|B F((m® + |e|B(2n + 1+ 0))/|e| B)
Z Z m?+ le|B(2n+ 1+ 0)

®(B,E) = —

. (4.52)
n=0oc=%1

onde F' é uma fungao desconhecida, que serd determinada através
da imposicao de vinculos estruturais da teoria, como invariancia re-
lativistica e argumentos dimensionais.

Usando b = |e|B/m? e manipulando (4.52) ficamos com

B F(1+b2n+1+0))/b)
(B, 8%222 1+b(2n+1+0)

=0o0=%1
S F(5—|—2n)+F(%—|—2(n+1))
S 8w A 142 1+2b(n+1)

b e 1 X F(i+2n) X F(L+2n+1))
_W{ZF<1))+Z 1b+2bn > 1:—2b(n+1) }

1=1 n=0
b 1 + 2n
:_w{;F<b)+QZ 1+2bn)}' (4.53)

Definindo a quantidade adimensional

_ JelE

- (4.54)

m
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e introduzindo-a em (4.53) através da identidade aa™! = 1, resulta

b i 1—|—2bnaab
‘I)(B’E):_w{nz ( )“Z 1+2bn/ )}

b | & F(14 2bn /a)
_ ) 4.55
LS #(2) e EEBI L sy
onde F' foi modificada funcionalmente,

F(a(a/b)a™t) = F(aa™). (4.56)

Na substituicao acima, « representa os demais argumentos de F'.

Até aqui, desconhecemos F. Para derivd-la, usaremos consi-
deracoOes de invariancia relativistica. Assim, exigiremos que ® seja uma
fungao dos invariantes (4.1), ou seja,

®(B,E) = f(B> - E* E-B). (4.57)
Note que, no caso em que B = 0, teremos
®(B,E) = f(-E?0) = ®(iE,0). (4.58)

Logo, pelo fato de que ®(B, 0) deve ser igual a (4.43), a funcio P(iE,0)
pode ser obtida de (4.44) fazendo B — iF,

-
D(iE) = — |Z‘;2 / dn e=™"" coth(|e|iEn)
- / dn e~/ cot(n). (4.59)
87

Assim, F' é encontrada comparando-se (4.59) com o limite ®(B — 0, E)
de (4.55).

A passagem ao limite B — 0 em (4.55) pode ser efetuada através
da mudanga de varidavel 2bn — x e da substituicao da soma sobre n
por uma integragao em dn = dx/2b,

. b e 1+21m/a)
@(B%O’E)_ii"%_&r?{z ()HZ 1+ 2bn }

< F((1
f0+hmfi2/ Mdﬁ
2b 1+$ 2b
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1 > F((1+2)/a)

x
Fazendo a substituicao

— 1, segue
1 > F(y)
P0,E)= ——2 Iy, 4.61
(0,F) = 52 //a , W (4.61)

Igualando (4.59) com (4.61) e derivando a expressao resultante
em relagdo a z = 1/a, obtemos

F(z)

= /0C>O dn e~ ncot(n). (4.62)
Agora, fazendo z = 1/a em (4.55),
b [ & F(1+2bn)z
‘I)(B’E):_&r?{z +22 1+2bn )}
:_1b{2§: (1+2bn)z)_F(z)}. (4.63)

(1+2bn)z z

Com o auxilio de (4.62), o termo com somatério em (4.63) pode
ser reescrito como

n=0

(1+ 2bn

- o —nz —2bnnz | _ = —nz 2

= e "ncot(n) |2 Z e = e "n COt(W)ma
0 n=0 0 B

onde identificamos o termo entre colchetes acima como sendo uma pro-
gressao geométrica. Logo, (4.63) torna-se

1 b [~ _ . 2
@(B,E):—ﬁg/o e~ "*n cot(n) [1_6_21)77_1}
_ ,ié/m e~ 5 cot(n) coth(bzn) (4.64)
- 8n2a ), K ! 77' .
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Lembrando que z = l = IT"L; e fazendo B ‘ 5 — 1), resulta, finalmente,

o0

®(B,E) = — e_m”z|e|Bncoth(\e|Bn)|e\E cot(le|E). (4.65)

82

Por um procedimento anédlogo ao caso E = 0, podemos mostrar
que a lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg é dada por

m' [ e Lo oy o
) d77 —bncoth(nb)ancotg(na) + 1 — §(b —a”)n” ¢,
0+

Ling =

onde b = |e|B/m? e a = |e|E/m?, um resultado derivado por Schwin-
ger (SCHWINGER, 1951) usando o método do tempo préprio de Fock
(FOCK, 1937). Além disso, expandindo o integrando acima e conside-
rando campos “fracos” obtemos (3.144).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nos capitulos anteriores, abordamos de duas maneiras distintas
a construgao da teoria efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg.

Apresentamos, no segundo capitulo, a quantizagdo candnica dos
campos eletromagnético e de Dirac livres. Vimos que energias de ponto
zero surgem pelo fato do processo de quantizagao nao estabelecer, uni-
vocamente, o ordenamento de operadores. Estas divergéncias foram
removidas pela imposi¢ao do ordenamento normal. Por fim, através
da variacao da energia de ponto zero eletromagnética, causada pela
imposigao de condigoes de contorno, calculamos o efeito Casimir para
placas paralelas.

De modo a descrevermos campos interagentes, introduzimos no
capitulo 2 a representacao de interagao. Vimos que o operador de es-
palhamento S é dado, nesta representacao, pela série perturbativa de
Dyson. Considerando o respectivo termo de quarta ordem desta série,
calculamos o espalhamento Halpern. Apds um célculo extenso, obtive-
mos, no limite de baixas energias, a correspondéncia entre tal contri-
buicao e a densidade lagrangiana efetiva de Euler-Kockel-Heisenberg.

No capitulo 3, rederivamos a lagrangiana efetiva a partir do
método de Weisskopf e da acao efetiva na aproximagao de campo fraco.
Ambos os métodos levaram ao cédlculo da variagdo da energia de ponto
zero que, por ser divergente, exigiu um procedimento de regularizacao
consistente.

Diante disso, vemos que a teoria efetiva de Euler-Kockel-Heisen-
berg pode ser obtida a partir da eletrodinamica quéntica perturbativa,
no limite de baixas energias. Esta tltima, além de ser uma teoria
fundamental, prescinde do conceito de energia de ponto zero.

Como perspectivas futuras, pretendemos estudar o efeito Casi-
mir no contexto da eletrodindmica quéntica perturbativa (JAFFE, 2005)
a baixas dimensoes bem como a temperatura finita, incluindo possiveis
extensoes renormalizdveis (BONNEAU; COSTA; TOMAZELLI, 2008). Ou-
tra linha de pesquisa bastante promissora é o estudo da estabilidade do
véacuo da eletrodinamica quantica na presenca de campos intensos e a
altas temperaturas (GAVRILOV; GITMAN; TOMAZELLI, 2008).
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A CAVIDADE RESSONANTE RETANGULAR

Considere uma caixa retangular de dimensoées L., L, e L, cujas
paredes sao constituidas de um material perfeitamente condutor. Tal
caixa forma uma cavidade ressonante retangular.

Por conveniéncia adotaremos o sistema de coordenadas represen-
tado na figura abaixo.

Lz ,l. ----------------- — Y

Figura 2 — Cavidade retangular.

Para encontrarmos as frequéncias de ressonancia, precisamos re-
solver as equagoes de Maxwell, na auséncia de fontes de cargas e cor-
rentes,

V-D=0, V-B =0,
Al
VxE:—a—B, VXH:a—D, (A1)
ot ot

sujeitas a condigoes de contorno adequadas.
Como é bem conhecido, as condi¢oes de contorno para os campos
E, D, B ¢ H na interface entre dois meios sdo (JACKSON, 1962):

(DQ—Dl) ‘N =0, (A2)
(B2 — Bl) ‘n = O, (A3)
nx (EQ — El) = 0, (A4)
n x (HQ — Hl) = K, (A5)

onde o e K sao0, respectivamente, as densidades de carga e de corrente
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superficiais na interface e n é o vetor normal & interface, cujo sentido
é do meio 1 para o meio 2.

Se considerarmos as paredes da caixa como meio 1 e o seu interior
(vdcuo) como meio 2, temos que E; = By = 0, pois no interior de
um condutor perfeito os campos elétrico e magnético sdo nulos. Além
disso, no meio 2 temos que Dy = Es e Hy = Bs. Desta forma, para
encontrarmos as frequéncias de ressonéancia, resolveremos as equagoes
de Maxwell (A.1) no védcuo com as condi¢oes de contorno de Dirichlet

B*=B-n=0,

(A.6)
El=nxE=0,
isto é, as componentes perpendicular e paralela as paredes da caixa,
respectivamente, dos campos magnético e elétrico sao nulas. Nao nos
preocuparemos com as demais condigoes de contorno, pois nao estamos
interessados em obter as densidades o e K que surgem na interface para
que os campos E e B sejam nulos no interior do condutor.

Como j4 discutido na segéo 2.2, as equagdes (A.1) no vicuo po-
dem ser escritas em termos dos potenciais ¢ e A que, no gauge de
Coulomb, obedecem as equagoes

¢ =0, OA(t,x) =0, (A7)
com os campos E e B dados por

0A
E=— B=VxA. A8
8t ) X ( )
Assumindo que A(t,x) = a(t)Aq(x), da segunda equagdo em

(A.7) temos

a(t) + w?a(t) =0, (A.9)
V2A(x) +w?Ay(x) =0, (A.10)
onde j4 adiantamos que a constante de separacdo de varidveis, —w?,

deve ser negativa como consequéncia das condigoes de contorno (A.6).
Além disso, utilizando (A.8) podemos ver que (A.6) se torna

(VX Ap) -n=0, (A.11a)
nx Ay = 0. (A.11b)
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A equacdo (A.9) possui solugao geral
a(t) = D™t + Dye ™!, (A.12)

onde D1, Dy € R.

A equagao de Helmholtz (A.10) pode ser resolvida por separagao
de varidveis. Assumindo que Ag;(x) = X;(2)Yi(y)Zi(z), com i =
1,2 e 3, segue de (A.10) que

X
Tt k2.X; =0, (A.13a)
d?Y;
" +k2,Y; =0, (A.13b)
d>Z;
ot k3,Z; =0, (A.13c)

onde as constantes de separacao de varidveis, —kfj comi,j=1,2¢e3,
devem ser negativas para que as condigdes de contorno (A.6) sejam
satisfeitas. Além disso, por consisténcia devemos ter

w? =k + k3, + k2, i=1,2,3. (A.14)

As equacgoes (A.13) possuem as seguintes solugoes gerais:

XZ(J)) = By, cos (kh‘x) + Bs; sin (k‘lil‘), (A15)
Y:(y) = Bs; cos (k2;y) + By, sin (k2;y), (A.16)
ZZ(Z) = B5i COS (k312:) + B6i sin (kgiz), (Al?)

de modo que Ag;(x) é dado por (i =1,2,3)

Aoi(x) = X;(2)Yi(y) Zi(2)
= [Bh' Ccos (khl‘) + Bs; sin (k‘hl‘)}[Bgﬂ Ccos (kgly) + By; sin (k‘gly)}
X [Bs,' cos (k‘giz) + Bg; sin (kgzz)] . (AIS)
Aplicando a condi¢ao de contorno (A.11b) em (A.18):

e na parede em z = 0, temos que n = (1,0,0) e entdo n x Ag =0
implica que AOQ(O, Y, Z) =0= A03(0, Y, Z) LOgO7 B12 = B13 = O,

e na parede em y = 0, temos que n = (0,1,0) e entdo n x Ag =0
implica que Agl(li, 07 Z) =0= Aog(l‘, 0, Z) LOgO7 B31 = B33 = O,

e na parede em z = 0, temos que n = (0,0,1) e entdo n x Ag =0
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implica que Ap1(z,y,0) = 0 = Aga(z,y,0). Logo, Bs; = Bsa = 0.
Assim,

Aol(X) = (] [BH CcOs (k‘lll‘) + Bsyq sin (k‘lll‘)} sin (k‘gly) sin (k’glz’),

A02 (X) = Cg SiIl (klgx) [332 COS (kggy) —+ B42 SiIl (kzgy)] SiIl (k32z),

Aps(x) = Cssin (kisx) sin (kasy) [353 cos (ks3z) + Bgs sin (kggz)] .
(A.19)

e Naparedeem z = L, temos quen = (—1,0,0) eentdonx Ay =
0 implica que Ap2(Ly,y,2) =0 = Aps(Ls,y, z). Logo, k12 = lLQ—
e ki3 = ZE%:, onde o, l3 € Z;

e Naparedeemy = L,, temos quen = (0,—1,0) eentdonx Ay =

0 implica que Agi(z, Ly, z) = 0 = Aos(z, Ly, 2). Logo, ko1 = ”21”

e kog = ”23” onde my,ms3 € Z;

e Naparede em z = L., temos que n = (0,0, —1) eentdonx Ay =
0 implica que Aor(2,y, L) = 0= Apz(x,y, L.). Logo, k3 = "7
e k3p = onde ny,ny € Z.

L ?

Dessa forma, (A.19) torna-se

A()l(X) = él [Bll COS (klll’) —+ B21 sin (klll’)] Sil’l (kgly) Sin (kglz),
Ap2(x) = Cy sin (kuac)[ng cos (ka2y) + Bas sin (kggy)]sin (ks22), (A.20)
A03 (X) = ég sin (klga'}) sin (kggy) [353 COS (k‘332) + B63 sin (k‘ggz)] .

Utilizando (A.20), pode-se mostrar diretamente que a outra con-
digdo de contorno, (A.11a), é automaticamente satisfeita.

Pelo fato de termos escolhido o gauge de Coulomb, devemos ter
V-A(t,x) = a(t)V - Ag(x) = 0. Como «(t), dado por (A.12), nunca
se anula, segue de (A.20) que Vx € [0, L] x [0, L,] x [0, L],

V . AO (X)
él [ — Bllkll sin (klll‘) + BQ1]€11 COS (knx)] sin (kgly) sin (k312)
C’ sin (k121') [ - B32k22 sin (kQQy) + B42k22 COS (k22y)] sin (ngZ

)
+ Cy sin (k13z) sin (kasy) [ Bsskss sin (kszz) + Bgskas cos (kszz }
0. (A.21)

Em particular,
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17T

L.) temos que ki1 = T onde l; € Z;

LZ) temos que koo = 27,
y

e parax = (7Lm, ;L L ) temos que k33 = %, onde nsg € Z.

Assim, (A.20) fica

Ap1(x) = Cy cos (k11z) sin (k21 y) sin (k31 2),
Ap2(x) = Cysin (k122) cos (kaoy) sin (ksa2z), (A.22)
A03 (X) Cg sin ( 13I) sin (k23y) COS (]{3332’),

de onde podemos ver que todos os k;; (i, = 1,2,3) sdo da forma

Iijﬂ'

L;’

kij =

Analisando (A.22), vemos que esta consiste no produto de fungoes
pares e impares. Desse modo, os I;; negativos nao produzem novas
auto-funcoes para o operador V2, pois, no maximo, alteram as cons-
tantes C1,Cy e C3. Assim, podemos restringir os I;; ao conjunto dos
inteiros nao-negativos sem perda de generalidade.

Outro ponto importante é que ainda nao garantimos que, para
(A.22), tenhamos V - Ay = 0. Para isso, consideraremos o caso parti-
cular k;1 = k;2 = k;3, que corresponde a considerarmos I;1 = I;5 = I;3

m (A.23). Neste caso, as equagdes (A.22) tornam-se

Ap1(x) = C1 cos (k1) sin (kay) sin (ksz),
Apa(x) = Cysin (kyz) cos (kay) sin (k3z), (A.24)
Aps(x) = Cssin (kyz) sin (koy) cos (k3z),

ki=—, ko=—, kng, l,m,n€Z+:{O,1,...}. (A25)
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Além disso, as amplitudes em (A.24) ndo podem ser independentes
entre si, pois, para que

V- Ao(X) = 7(01](31 + CQ]CQ + Cgkg) sin (kll’) sin (ka) sin (kgz)
=0, (A.26)

C1, Cy e C3 devem satisfazer a relacao

l m n
.k = =1 —+ —+— )= A2
C Cik1 + Coky + C3ks W(Lx + I, + Lz) 0, ( 7)

onde C = (01702703) ek = (kl,k‘g, kg)

No caso em que dois ou todos os [,m,n sao nulos, vemos de
(A.24) que Ay = 0. Logo, para niao obtermos a solugao trivial, no
maximo um dos [, m,n pode ser 0.

Se um dos I, m,n for nulo, entdo de (A.24) podemos notar que
apenas uma das componentes de Ay serd nao nula. Neste caso, o po-
tencial A define um modo com uma tunica polarizacao, correspon-
dendo ao modo elétrico transverso (TE). Por exemplo, se k3 = 0, te-
mos que Ag(x) = Cssin (k1) sin (key)z, k = kiX + k¥ e, de (A.8),
E(x) = Cssin (k12) sin (k2y)Zz. Logo, k- E = 0.

Se nenhum dos I, m, n for nulo, podemos encontrar vetores €1 (k),
ea(k), que correspondem a duas possiveis polarizagdes, tais que €7 (k) -
k =0 e ea(k) -k = 0. Assim, fazendo C = aey(k) + bea(k), onde
a,b € R, a condigao (A.27) é satisfeita.

Portanto, de (A.14) e (A.25) as fréquencias de ressonancia sao
dadas por

I\ ? mr\” nr 2
mn — T T T ) l7 ) Z+: 07172a"'7

(A.28)

sendo estas duplamente degeneradas quando [, m,n sao nao nulos e nao
degeneradas quando um dos [, m,n for nulo.
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B ELETRON EM UM CAMPO MAGNETICO

Neste apéndice obteremos a solucao da equagao de Dirac para
um elétron na presenga de um campo magnético uniforme.
Conforme visto na segao 2.3.2, a equagao de Dirac é dada por
0Y(x,t) .
i——— = (a-p+ Bm)(x,t),
ot
onde ¥(x,t) é um spinor de dimensdo N, a = (a3,a2,a3) e B séo
matrizes hermitianas de dimensdo N que satisfazem (7,5 = 1,2, 3)

{ai;aj}:25ijﬂv {ai7ﬁ}:O7 Oé,? :ﬁZ :]L

onde I e O sdo, respectivamente, a matriz identidade N x N e a matriz
nula N x N.

A equacgao que considera a interagao de uma particula carregada
com um campo eletromagnético classico, caracterizado pelos potenciais
vetor A(x,t) e escalar ¢(x,t), é obtida pela substitui¢ao minima. Esta
consiste na modificacdo da equacao de Dirac pelas substitui¢oes

i2 5% g, b b qA, (B.1)

onde ¢ é a carga da particula em interagao com o campo.
A substituicao minima fornece

0 .
(157 —0) wxt) =l (b~ a) + sl (. )
cujo rearranjo dos termos leva a equagao desejada

Dp(xt) _

T [a- (D —qA) +qo + Bm]P(x,t)

= Hyp(x,t). (B.2)

1

A solugdo da equagdo acima pode ser expressa em termos da
funcao de onda num instante tg, ¥(x,ty) = ¥(x), e do operador de
evolucao temporal

B, 1) = exp [ / t dt'%(t/)] b(0), (B.3)

to
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onde estamos assumindo que o hamiltoniano H seja dependente do
tempo e comuta a tempos diferentes, isto é, [H(t), H(t')] = 0, V¢, t' € R.

Para resolvermos a equagao (B.2), utilizaremos a representagao
quadridimensional de Dirac-Pauli para as matrizes «; (i = 1,2,3) e £:

Ioxo Oax2 Osxo o;
= s o; = 5 B4
b <O2><2 —Iax2 ' 0 O2x2 ( )
onde I é a matriz identidade 2 x 2, O é a matriz nula 2 X 2 e 0; sao as
matrizes de Pauli

O N (O B

Nesta representacao, 1(x) é um spinor com quatro componentes
que, por conveniéncia, serd expresso em termos de dois spinores com
duas componentes, ¢ e x, ou seja:

let>X§

_ | ex) | _ (@

o= | | = (2): ()
1[}4(t,X)

Utilizando (B.4) e (B.6) em (B.2), temos que
(¢ 9w 900
0 o) -am (D) rae(Z)em(y 9) (%)
i ") () o) ()

o (p—qA)X+ qug? + m<~,5> ’ (B.7)

>

=1
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ou seja,
.0 . . . . -
@§<p=0~(p—qA)x+q¢s0+m<p, (B.8)
.0 . . - .
Zax=0~(p—qA)<p+q¢x—mx- (B.9)

No caso particular de um campo magnético constante e uniforme
B = Bz, podemos utilizar o potencial vetor

1 1
A(t,x) = —i(r x B) = —i(yB, —xB,0), (B.10)
que possui divergéncia nula
1 1 B
AV A(t,X) = 7§V . (I‘ X B) = 7§ak€ijk’£iBj = 7561']%6]'38161'1‘
B
= —— €360k = 0. (B.11)

2

Este fato implica, conforme discutido na secao 2.2, que o potencial
escalar é nulo para esta escolha de A. Assim, (B.8) e (B.9) tornam-se

0 . . .
2§<ﬁ=0-(p—qA)x+m<p,

(B.12)
0 . R . .
Zax=a~(p—qA)<p—mx-

Pelo fato de A ser independente do tempo, (B.3) torna-se

b(x,t) = exp [—z‘ /t t dt’%(t')} P(x) = e M)y (x)

— 77[}(X)e*iﬁ(t*to)7 (B.13)

que substituindo em (B.12) leva a

s () - (:3)

Multiplicando (B.14) por (¢ + m) e usando (B.15), obtém-se a
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equagcao desacoplada

(e+m)(e—m)p=0-(p—qA)(e+m)x

(E-m’)p=0-(p—qA)o-(p—qA)ep. (B.16)

Da identidade (o - a)(o -b) = (a-b)laxa + io - (a X b) segue que
(2 = m*)p = { (b~ 4A) Loxa + i - [(b — &) x (b — 4A)| }
— [p*—ap-A-qA-D+*A-Alp
tio- [f)xf)—qf)xA—qAfo—qQAxA}ga
= [p*—ap-A—qA-p+q2A%¢
+i0'~[f)><f)qu)><quA><f)}<p (B.17)

Agora, utilizando uma funcao teste f de classe C? temos

3
« (p-A)f=p ;ZZa (Ajf) = i) [(0;A7) ] + A;(0;1)]
=1
3 3 ]
=Y (=i A+ > Aj(—idif) = (V- A)f + (A-D)f;
=1 =1
3 3
o [(pxD)f], = (— Zejklajak)f [ 2 (k10 0k + €510, 8/9)} f
k=1 J,k=1
3 3
= [ %Z(ema Ok + ekjlaka )] f [ %Z(Gﬂcla Ok — ejkla alc)‘| f
j.k=1 Jik=1
3 3
o [(BxA)f],=—i (Z ejk,ajAk) f==i> €udi(Arf)
j,k=1 J,k=1
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3
—i(V x A), Z €t A (— f
7,k=1
_i(B)lf - ( )l f (l =1,2 3)

Utilizando os resultados acima e (B.10) em (B.17) ficamos com
(€ —m?)p = [132—qV-A—QqA-erquQ}w—qG-BsO
N N ~ 2p2
= [B% + aBybs — wh,) + 5 (2* +9*) — 403 Ble. (B.18)

A matriz de Pauli o3 foi definida em (B.5) por

1 0
g3 = <0 _1> . (Blg)
Seus autovalores e autovetores sao, respectivamente, Ay = 1, Ay = —1,
U, = <(1)), Uy = (?) Além disso, uy e us formam um conjunto

v1
V2

(5;) = (é) + vy ((1)) . (B.20)

o= (0209) = 160 (p) + 0260 (7) = v10r + vt (B2)

completo, pois um spinor arbitrario v = >, onde vy, vo € C, pode

ser escrito como

Desta forma,

Substituindo (B.21) em (B.18) e usando ogu; = uy , o3us = —ua:
X)ug]
)+ L2 (2 4 y?) - qBos |1 (})ur + v (x)ua]
[p + aB(yp. — wpy) + T2 (2 + %) — qB} U1 (x)us
)+

4
°B? (2 2
T (@2 + ) + aB| da(x)uz,

(2 —m?) [hr(x)uy + o

(
[p + qB(ype — why
(

+[p* + By — i,

que leva as equacgoes
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(22 = m?)1 (x) = |07 + aBlybs — 2hy) + L2 (5 + ) — gB| v (x),
(2 — m?)a(x) = [132 +qB(yps — wpy) + T2 (2% + %) + qB} Pa(x).
Introduzindo a notagao
vi=ds,  da=d., op=1, o.=-1  (B22)
as equagoes acima sao escritas compactamente como
(€* —m*)¢ps(x)
= [B* + 4By — 2p,) + T (@® +y?) — qBos | e (x). (B.23)

O lado direito da equagado acima comuta com p,, sugerindo o
ansatz

/2 (X) - eipzzfi(xv y)’ (B24)
que substituindo em (B.23) leva a
(€% —m?)e?=* fu(z,y) =
~ “ R R 252 iz
[pi + P2+ p2 + qB(yps — ahy) + T2 (2 + y?) — qBai}e P2 fy (2, y).

Assim,

(62 = m® + qBoy — p?) fe(z,y) =
2102

4

[ﬁi F 524 aBlyps — apy) + LB (2 1 yﬂ f(e.y), (B.25)

que pode ser escrito compactamente como

Hfy(z,y) = Efs(z,y), (B.26)

q22

onde H = p2 + p2 + qB(yps — 2py) + T2 (2% +y?) e E =2 —m? +
qBoy —p?.
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Definindo os operadores

- 1 A . ¢B 1qB
= —p== \We =Py T 5T+ 5V |,

V2la|B 2

. (B.27)
al = ! —iPg — P —i—gac—quy
VelgB\ T T2 2 )Y
temos
. 1 . R qB iqB e R qB iqB
o~ _ Az _ _ i . A=
aa 2q|B (zpw Py + 5T+ y)( Wa =Py T 5T = ==Y
1 A qB . qB qB .
= W Py — WDy + 9 —— Dz + 9 pwy +Zpyp3: +py D) — Dyt
1qB . iqB qB . ¢*B? iqg>B? qB .
Ty P = Ty abe = by T = Ty S
iqB . ig*>B? ¢B?
9 YDy + 4 yr + 4 Y
1 R ¢*B? iqB .
= 3B By + By + aB(ybe — py) + == (@ +y*) + =~ [pr 7]
qB .
+ 7[py7y}
1 . QQBQ 2 2
=3B P2 + by + qB(ypa — zhy) + (@ +y) +aB], (B.28)
e a seguinte relagao de comutacao
o . 1 qB . . iqB . iqB R qB . .
[a,a) = [a,a’] = SqlB <2[pm7ﬂc] + 5 [Py yl = =2 b2l = <[y Byl
q

que é a mesma relagao de comutacao dos operadores de levantamento e
abaixamento do oscilador harmoénico dependendo da interpretagao de
@ e a' conforme g.

No caso em que ¢ = —|e|, onde |e| é a carga fundamental, defi-
nindo a = a' e af = @, segue [a,a’] = —[a,a] = |e|/|e| = 1. Assim, in-
terpretaremos a e af como operadores de abaixamento e levantamento,
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respectivamente.
De (B.26) e (B.28) segue que

da= 21
- 2le|lB 2
1
H = 2|e|B (aTa + 2) , (B.30)

cujo espectro de autovalores é E = 2[e|B (n+ 3), onde n = 0,1,...
Entao, segue de (B.26) que os niveis de energia de um elétron da pre-
senca de um campo magnético constante e uniforme sdo dados por

1
g2 —m? — |e|Boy — p? = 2|e|B (n + 2>

e=+yvm2+ (2n+1—0)le|B+p2, (B.31)
onden =0,1,2,... e 0 = +1.
A equagdo (B.23) pode ser expressa sob a forma
(2 = m? — el Bow )= (x) = [B? + [e| BL. + <52 (2% + ) s (),
a qual, escrita em coordenadas cilindricas através do ansatz
Y (x) = e™Mi0eiP=2y (p), (B.32)

leva a equacao

(62 —m? — |e|Boy)e™ ey (p)

[l 19 18 &
S| 9p2 pdp  p2062 022

2 10 m} °B> im0 i
_ { gyt R lelBl 'efpﬂ ™0y (p),

o o
_ Z|€|B% + |e\132 p2:| ezmleelpzzul(p)

ou seja,
i2 + 1d ml2 |e|232
dp*  pdp  p?
=— [62 —m? — |e|B(my 4+ o+) — p?|ui(p). (B.33)
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Fazendo a mudancga de coordenadas

B
=/ %p, (B.34)

temos
d? 1d m? 9
onde
A= 2 [52 —m? —|e|B(my +ox) fpﬂ (B.36)
B 2l .

A analise dos comportamentos assintéticos © — +o0o da equagao
(B.35) e, bem como em torno da origem, sugerem o ansatz

w(z) = 2mle="2G(z), (B.37)
que leva a seguinte equagao para G

d*G(y) lmy| + 1 dG(y) , A—2—2m|
-1
dy? * ( > dy - 4y ¢

(y) =0, (B.38)

onde a mudanca de varidvel y = 22 foi efetuada.
A equacdo (B.38) possui como solugdo os polinémios associados
de Laguerre

s

il =S D e )
G) = LW = i, Y (B39

juntamente com a condigao envolvendo os autovalores

1y Ldmf _

1 5 ny, (B.40)
onde n, =0,1,2....
De (B.36) e da condigao acima obtém-se
£ =+v/m2+ |e|B2n, + my + |my| + 1+ ox) + p2, (B.41)
resultado que concorda com (B.31) tomando-se 2n, + m; + |my| = 2n.

Para efetuarmos a contagem de estados de momento linear e an-
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gular, consideraremos a aproximagao semiclassica da equacao de Dirac.
Desconsiderando-se a contribuigao de projecao de spin o e a energia de
repouso do elétron, a expressdao (B.41) torna-se, na aproximagao nao-
relativistica,

le| B 2

e=——2n, + 14 |my| +m; +p3). (B.42)

2m
Além disso, a contagem serd efetuada em intervalos de variagao aprecidveis
dos respectivos ntimeros quanticos An, e Amy.

Impondo a condigao de periodicidade

wi(l’,yvz) :¢i($7y7Z+L)7 (B43)

segue de (B32) que
Anz =—A > (B 44)
Dz .

A variagao da energia em (B.42) s6 é significativa quando a quan-
tidade (2n, + 1 + |my| + my + p?) for grande. No caso em que m; < 0,
temos

le] 2
B o 4142, B.4
€ Qm( n. + 1+ p3) (B.45)

e entao n, deve ser grande. Entretanto, a medida em que n, cresce,
o numero de zeros do polindémio " ‘( ) também aumental, o que
significa que a densidade de probablhdade de localizar o elétron numa

vizinhanga de
2 2y
_ =, =L B.46
=\ e "\ 1B (B:40)

correspondente ao raio da Orbita classica, diminui. Devemos, desta
forma, tomar m; > n > 0.

LA expressdo assintética dos polindémios de Laguerre é dada por
Imy| 1 2
[mal, 2 ny 2 1 Imyl _ 3
Lyt (2?) = il Imz\Jr cos(2vnrz2 — = ( |my| —|— +0(n. 2 *).
2
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Neste caso,
il (DM () A ()
lmal ~ my — ek
n () kZ:Oml!(nT "B R 2 K(n, — R
—1 Ny ,
= 0%y (B.AT)

Portanto, a probabilidade
$2ml e—x2
(n1)?

possui um valor maximo nos pontos em que

P(p) = [+ (p, ¢, 2)* = [u(p)* = (1—a?),  (B.48)

dP

= —2x(1 - x2)2"“1x2m’e_x2f(x) =0, (B.49)
x

onde f(z) = 2n, + (22 — 1)(myz~=2 — 1) ou em x = 0, onde P nao é

diferencidavel. Como P nunca assume valores negativos e P é nula em

z=0eemz = +1, segue que estes pontos sdo de minimo. Além disso,

(B.49) anula-se nas raizes do polinémio

z* — (2n, +my +1)z% +my =0, (B.50)
que sao dadas por

1/2
2, +1+my) £ [2n, +14+my)% —4m
y == (2nr DS : ) J . (B.51)
ou seja, x = 0 ou z = +,/m;. Pelo fato de P(+,/m;) > 0, conclui-se
que os pontos x = +,/m; sao pontos de maximo.
Assim, a densidade de probabilidade de encontrar o elétron é
maxima na vizinhanca da orbita classica de raio

2ml 2Lz
LR T B.52
Pe =\ Tels ~ \ TelB (B.52)

onde associamos o autovalor m; do operador de momento angular L, ao
momento angular do elétron na o6rbita circular classica. Desta forma,

Aml :ALZ = @

A(p?) = le|BpeAlpe), (B.53)
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mas pelo fato de

1/2\"*AL, 1 AL, 1 Am
A(pc)_ ( ) = 5Pc = l

“2\eB) VLI 2L, T 27w
N%, (my ~ Amy > 1)
segue que
B
Amy = %p?. (B.54)

Portanto, do resultado acima e de (B.44) temos

_|elB 5 L _ lelB

le|B
AmAn, = 9 pc% Pz = (27T)2

(2m)?

L(mp2)Aps, =

c

VAp.,

e a densidade de estados encerrada pelo raio da érbita cldssica é

AmiAn,  le|B
Vv ~(2m)2

Ap.. (B.55)
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