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RESUMO

Equacbes que envolvem fungdes e suas derivadas sao ditas diferenciais.
Problemas decorrentes do movimento de fluidos, da velocidade de reacdes
quimicas, do fluxo de corrente elétrica em circuitos, da dissipacédo de calor em
objetos solidos, da propagacdo e deteccdo de ondas sismicas, bem como da
variacdo do tamanho de uma populagado, sao alguns exemplos da abrangéncia do
uso de equacdes diferenciais. Toda essa gama de utilizagao contribui para que elas
representem um ramo da matematica que grande numero de aplicagdes encontra
nas ciéncias fisicas. O aparecimento de tais equacgbes esta associado ao
desenvolvimento da ciéncia durante o século XVIII, em particular, ao
desenvolvimento da fisica e da astronomia. Desde entdo, encontrar métodos para a
obtencado da solugdo de uma equacgao diferencial tem sido um problema que vem
desafiando a comunidade cientifica, razdo pela qual os métodos atuais trazem a
contribuicdo de célebres colaboradores daquela época, como Laplace. Os métodos
de resolugdo podem ser numéricos ou analiticos, resultando, respectivamente, em
solugdes aproximadas ou solugdes exatas. O método da Transformada de Laplace
€ um procedimento analitico e vem se consolidando como uma importante
ferramenta para a resolugcéo de equacgdes diferenciais, em particular, das equacdes
lineares com coeficientes constantes e dos correspondentes problemas de valor
inicial.



1. INTRODUCAO

Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) e Equagdes Diferenciais Parciais
(EDP’s) descrevem o modo como certas grandezas variam com o tempo, tal como a
corrente em um circuito elétrico, a oscilagdo de uma membrana vibrante ou o fluxo
de calor através de um condutor isolado. Essas equacdes geralmente estéo
associadas as condic¢des iniciais que descrevem o estado do sistema no instante de
tempo inicial (SCHIFF, 1999), ou de maneira mais geral, as condigdes de contorno.

O método da Transformada de Laplace’ é uma importante ferramenta para a
resolucdo de equacdes diferenciais, em particular das EDO’s lineares com
coeficientes constantes e dos correspondentes problemas de valor inicial (PVI’s),
bem como dos sistemas de EDO’s, que sdo bastante frequentes nas areas das
engenharias. Da mesma forma, a Transformada de Laplace pode ser empregada
para a resolucao das EDP’s.

O procedimento para a obtencdo da solu¢do de um problema consiste,
basicamente, em trés passos (KREYSZIG, 2006) (figura 1):

Passo 1. Com o objetivo de diminuir o grau de dificuldade do problema e
simplifica-lo, a EDO dada é transformada em uma equagéo algébrica (equagao
subsidiaria);

Passo 2. A equacao subsidiaria é resolvida através de manipulagao algébrica;

Passo 3. A solugdo obtida, através de manipulagdo, é transformada
novamente, via operador inverso, para se obter a solugéo do problema.

PVI PA Resolver Solugao
Problema de ——={ Problema |——i= PA —- do
Valor Inicial Algébrico por algebra PVI

Figura 1 — Resolvendo um PVI por Transformada de Laplace - adaptada de Kreyszig (2006).

Nessas condigdes, resolver uma EDO é (além das transformacgdes) reduzi-la
a um problema algébrico. A primeira e terceira etapas sao facilitadas com o uso de
tabelas especificas de Transformadas de Laplace e a segunda etapa requer,
apenas, alguma capacidade de manipulag&o algébrica.

' Pierre-Simon Laplace nasceu em 23 de marco de 1749, na localidade de Beaumont-en-Auge, na
Normandia (Franga). Laplace publicou varias obras sobre mecanica, algebra, andlise e geometria;
entre elas: Les lois du systéme planetaire (1788), Exposition du systéeme du monde (1796), Traité de
meécanique céleste (1799-1825), Theéorie analytique des probabilités (1812) e Essai philosophique
des probabilités (1814). Aléem de ser um proeminente cientista, Laplace teve uma vida politica ativa, a
ponto de ter sido Ministro do Interior de Napoledo Bonaparte e nomeado Marqués e Par da Francga.
Laplace faleceu em 5 de margo de 1827, em Paris (GILLISPIE, 1997).



A operacgdo de transformacéo de um problema do calculo para a algebra é
chamada de “calculo operacional’. A Transformada de Laplace € um importante
método operacional para a engenharia. O método tem duas vantagens principais
sobre os demais procedimentos usuais — Método da variagcdo de parametros,
Funcao de Green, Reducdo de ordem, Equacéo de Euler e Método dos coeficientes
a determinar, entre outros:

A. A primeira é que os problemas s&o resolvidos mais diretamente. Os
problemas de valor inicial s&o resolvidos sem que seja necessario determinar-se,
inicialmente, uma solucédo geral. Adicionalmente, as EDQO’s ndo-homogéneas sao
resolvidas sem a necessidade de obterem-se as correspondentes EDO’s
homogéneas.

B. A segunda, e certamente mais importante vantagem, é devida ao uso da
funcdo unitaria (fungdo de Heaviside?) e do delta de Dirac®. Essas ferramentas
tornam esse método particularmente poderoso para problemas nos quais os dados
iniciais (forgas motrizes mecanicas ou elétricas) tém descontinuidades, representam
pequenos impulsos de grande amplitude, ou sao fungbes periddicas mais
elaboradas (ndo apenas senodides e cossenoides).

A literatura dispde de muitas publicagdes sobre o método da Transformada
de Laplace, dada a importancia e potencialidade do método. De maneira geral, a
disseminacédo dessas informagdes se da através da apresentacéo de definigbes,
propriedades e tabelas, além de exercicios praticos para a aplicagcdo desta
ferramenta.

O objetivo do presente trabalho é reunir exemplos de aplicagdes do método
da Transformada de Laplace em problemas fisicos, que sirvam de material didatico
para a consulta de estudantes de areas das ciéncias correlacionadas. De igual
forma, buscou-se compilar um numero consideravel de informagdes preliminares,
visando-se uma abordagem do método dentro de um tratamento matematico
uniforme e com certo rigor. Para tanto, o trabalho foi dividido em cinco capitulos.

No capitulo 2, apresentou-se a Transformada de Laplace, iniciando com um
breve historico da transformacéo integral, seguido da definicdo do operador de
Laplace, depois discorrendo sobre algumas propriedades elementares da
Transformada e, em seguida, introduzindo algumas func¢des especiais.

2 QOliver Heaviside nasceu em 18 de maio de 1850 em Londres (Inglaterra) e faleceu em 3 de
fevereiro de 1925 em Torquay. Heaviside foi um inovador engenheiro eletricista, que também fez
significativas contribuicdes a Teoria do Eletromagnetismo (NAHIN, 1987).

3 Paul Adrien Maurice Dirac nasceu em 8 de agosto de 1902 em Bristol (Inglaterra) e faleceu em 20
de outubro de 1984 em Tallahassee. Dirac foi matematico e fisico tedrico, dominio este da ciéncia
que lhe rendeu o Nobel em 1933 (FARMELO, 2009).



No capitulo 3, construiram-se tabelas bastante elaboradas de funcdes
especiais no dominio do tempo com suas correspondentes Transformadas de
Laplace.

No capitulo 4, reuniram-se exemplos classicos e bastante representativos de
problemas que envolvem a aplicagao do método da Transformada de Laplace.

Finalmente, no capitulo 5, apresentaram-se algumas consideragdes finais e
conclusoes.



2. TRANSFORMADA DE LAPLACE

2.1. Introducgao

O método da Transformada de Laplace é, resumidamente, caracterizado pela
aplicacédo de um operador de integragdo a uma funcéo f, geralmente, no dominio
temporal - f(t). Por meio desse procedimento, a funcéo f(t) € conduzida ao dominio
da frequéncia, onde as manipulagdes algébricas, normalmente, sdo mais simples.
Como as solugdes dos problemas propostos estdo no dominio temporal, faz-se
necessario retornar a ele através da utilizacdo do operador inverso da Transformada
de Laplace.

A apresentacdo do método, bem como as propriedades necessarias a sua
aplicacao, estdo contemplados no presente capitulo.

2.2. Resumo historico

Apesar de receber o nome de Transformada de Laplace, esse operador
carrega a contribuicdo de célebres colaboradores desde o século XVIII. Os proximos
paragrafos dessa seg¢ao foram dedicados a uma apresentacdo concisa sobre o
desenvolvimento dessa ferramenta durante esse periodo, segundo as contribuigbes
de Schiff (1999).

A data de surgimento da transformacgéao integral remonta a obra de Léonhard
Euler* (1763 e 1769), que considerava, essencialmente, a forma da Transformada
inversa de Laplace na resolugdo de EDO’s lineares de segunda ordem. O proprio
Laplace, em seu grande trabalho Théorie analytique des probabilités (1812),
creditou a Euler a introdugdo da transformacgéo integral.

Foi Spitzer (1878) quem associou o nome de Laplace a expresséo
b
y= I e™¢(s)ds
a

empregada por Euler. Nessa forma, ela é aplicada na equacgéo diferencial onde y
passa a ser a fungcéo desconhecida na variavel x.

No final do século XIX, a Transformada de Laplace foi estendida para sua
forma complexa por Poincaré e Pincherle, redescoberta por Petzval, e estendida a
duas variaveis por Picard, com outras investiga¢cdes conduzidas por Abel e muitos
outros.

4 Léonhard Paul Euler nasceu em 15 de abril de 1707, préximo a Basiléia (Suica), e faleceu em 18 de
setembro de 1783, em S&o Petersburgo (Russia). Euler foi matematico, astrdnomo, quimico,
engenheiro e fisico. O préprio Laplace dizia: Leia Euler, leia Euler. Ele é o mestre de todos nos
(DUNHAM, 1999).



A primeira aplicacdo da moderna Transformada de Laplace ocorreu no
trabalho de Bateman (1910), no qual se transformam equagdes decorrentes do
trabalho de Rutherford em decaimento radioativo

®__p
dt

por meio de

p(x)= [ eP(t)at.

0

e obtendo-se a equagéao transformada. Bernstein (1920) usou a expresséo

F(s)= I e (u)du,
0

chamando-a de transformacao de Laplace, em seu trabalho sobre a Funcéo Theta.

Um impulso a abordagem moderna foi dado por Doetsch, nas décadas de 20 e 30

(século XX); ele aplicou a Transformada de Laplace as equacdes diferenciais,

integrais e integro-diferenciais. Esse trabalho culminou em seu texto base de 1937,

Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation.

A histéria da Transformada de Laplace estaria incompleta, se néo fosse
citado o trabalho de Oliver Heaviside, que produziu (principalmente no contexto da
engenharia elétrica) um vasto trabalho do qual se deriva o “calculo operacional”.
Esse trabalho esta distribuido em trés volumes, Electromagnetic Theory (1894,
1899, 1912), e tem muitas semelhangas com o método da Transformada de
Laplace. Embora o calculo de Heaviside ndo tenha sido totalmente rigoroso, ele
buscou auxiliar os engenheiros eletricistas com uma técnica util para a resolugéo de
seus problemas. Pesquisas consideraveis tentaram tornar rigoroso o calculo de
Heaviside e conecta-lo a Transformada de Laplace. Um desses esforgos foi o de
Bromwich5, que, entre outros, descobriu a transformacgao inversa

1 7 ts
x(t)=5 - L_,-m e X (s)ds, (2.1)
onde ¥ € um numero real escolhido de forma que s = y esteja a direita de todas as
singularidades da funcao X(s).

2.3. Definicdo

A maioria dos problemas que possibilita a aplicagdo do operador de Laplace
esta no dominio do tempo, onde os valores da variavel sdo todos n&do negativos, ou

5 Thomas John L’Anson Bromwich nasceu em 8 de fevereiro de 1875, em Wolverhampton, e faleceu
(por suicidio) em 26 de agosto de 1929, em Nothampton (Inglaterra). Bromwich foi um dos mais
proeminentes matematicos ingleses.



seja, pertencem ao intervalo [0, +«). Consequentemente, as fungbes que possuem
Transformada de Laplace séo definidas nesse dominio.

Definicdo 2.1. Seja uma fungao f:[0,+ oo)—>R. A Transformada de Laplace de f,

denotada usualmente por S[f(t)] ou £(f), € uma fungéo F(s) definida por

F(s)= I e 'f (t)dt, (2.2)
0

desde que essa integral convirja. A variavel s € complexa e é dada por s = a + if,

onde «a,f<R.

Ou ainda, como a integral representada em (2.2) € impropria, pode-se
caracterizar a Transformada de Laplace de f como sendo uma fungao F(s) definida
pelo limite

F(s)=lim [ ef(t)at, (2.3)

T—0 J0

desde que esse limite exista e seja finito.

Algumas fun¢des ndo possuem as condigdes suficientes a convergéncia da
integral.

Exemplo 2.1. Considere-se a fungao f(t) = e’ . Pode-se observar que

lim | ee’dt =lim | e *dt =0 (SCHIFF, 1999).

T—>0 0 T—>00 0

Tal comportamento € de certa forma esperado, pois, em geral, é grande a
possibilidade de nado ser finito o resultado de uma integral que se estende até o
infinito. Para verificar a viabilidade da utilizagcdo do operador, existem critérios que
permitem observar se a integral converge ou ndo, os quais serdo apresentados a
seguir.

2.4. Convergéncia e existéncia

O integrando em (2.2) é o produto de f(t) por uma fungéo que declina a partir
de um s fixado, s > 0, ou seja, e caminha assintoticamente para zero quando t
tende ao infinito. Quando e é suficiente para fazer com que o integrando



corresponda a uma funcao exponencial com expoente negativo, entdo (2.2) deve
convergir.

Definigdo 2.2. Diz-se que f :[0,+ oo)—)]R € de ordem exponencial, se existem M e y,

com M > 0, tais que

‘f(t)‘sMe“, para todo t > 0. (2.4)

Considerando-se a desigualdade em (2.4), observa-se que

lime" " =0, para todo t 2 0,

t—>ow

somente se s>y. Neste caso, as fungdes de ordem exponencial admitem
Transformada de Laplace para s>y, sendo y denominada abscissa de
convergéncia.

Exemplo 2.2. A fungao f(t) = t" (n = 1) é de ordem exponencial, pois t" < nle, para
todo t > 0. (M = n! e a abscissa de convergéncia é 1).

A desigualdade t" < nle' provém da série de MacLaurin de e":

2 n n

e =1+t+—+..+—+...,logo — <e'.
2! n! n!

Exemplo 2.3. A fungdo f(t)= e’ ndo & de ordem exponencial, pois se existissem y

2yt

e M tais que e’ <Me”, para todo t > 0, existiria ¢ 7 <M, o que € um absurdo, pois

. 2_
lime"

t—oo

=400, para todo s fixado.

Como ja foi citado introdutoriamente, o operador de Laplace é aplicavel a
problemas em que f(f) ndo seja uma fungéo continua. Entretanto, admitir-se-a que
f(t) seja seccionalmente continua em cada intervalo finito em [0, +«).

Definicdo 2.3. Uma funcdo f(f) € seccionalmente continua em um intervalo
finito a < t < b, se f(t) é definida nesse intervalo e tal que o intervalo possa ser
subdividido em um numero finito de intervalos, em cada um dos quais f(t) € continua
e tem limites finitos quando t tende para qualquer ponto extremo do intervalo de
subdiviséo a partir do interior.



Reunidas as condigdes que garantem a existéncia das Transformadas de
Laplace de uma fungéo, quais sejam, ser de ordem exponencial e seccionalmente
continua, pode-se enuncia-las através do Teorema 2.1. As fun¢gdes que atendem a
tais condi¢des sao ditas satisfazerem as condi¢des de Dirichlet.

Teorema 2.1. Seja uma fungéo seccionalmente continua sobre qualquer intervalo
finito em t =2 0, satisfazendo a condi¢cdo (2.4), para todo t = 0, para algum y e M.
Entdo a Transformada de Laplace existe para todo s >y (KREYSZIG, 1986).

Observagcao: A condicdo da fungdo € mais forte que ser simplesmente
seccionalmente continua.

Demonstragdo: Da definicdo em (2.2), por f(t) ser continua em intervalos, e e f{t)
ser integravel sobre qualquer intervalo finito sobre o eixo ¢, tem-se

le[r(t)] = re—sff(t)dt

0

< r e ‘f(l‘)‘ at < r e SIMe”tdt =
0 0

M I el =M (s>y) (KREYSZIG, 1986). .
0 S—y

2.5. Linearidade

Uma das propriedades mais importantes do operador de Laplace é a
linearidade. Como ferramenta, ela ajuda a obter pares de transformadas sem a
utilizacao direta da equacao (2.2).

Teorema 2.2. Se £[f,(t)]| e £[f,(t)] s&o, respectivamente, as Transformadas de

Laplace de fi(t) e fx(t), entdo
Llafy(t)+afy (t) | = & £i(t) |+ [ K (1) ], (2.5)

com o4 e a» constantes.

Demonstragao: Segue, direto da definicao (2.2), que

2 (t) ety ()] = [ e [anfy(6)+ oy (1)t -



- J‘: e f, (t)dt +a, J‘: o 'f, (t)dt = a,2[ £, (1) ]+ €[ £, (1)]. .

2.6. Unicidade

O exemplo 2.4, a sequir, deve servir de motivacao para o Teorema 2.3.

1 t#k
Exemplo 2.4. Sejam f(t)=1e g(t)= {0 ti ,onde k={1, 2, 3}.

Para s > ae a > 0, obtém-se as Transformadas de Laplace de f(t) e g(t), F(s) e G(s)
respectivamente, como:

T] _1

0 S ,

2 3 T 1
eS’.1dt+J.eSt.1dt+Iim e 1dt = .

2 T—>®0 3 s

0 2 T —st
F(s)= [ e1at= [ e¥dt=lim e‘Stdt:IimL—e

0 0 72> Jo T—>®0 S

1

6(s)- |

0

e . 1dt + I
1
Observa-se que, apesar de f(t) e g(f) serem funcgbes distintas, elas tém a
mesma Transformada de Laplace. No entanto, pode-se observar que os pontos que
as diferenciam s&o aqueles nos quais g(t) é descontinua.

Teorema 2.3. Se f(f) e g(f) ttm a mesma Transformada de Laplace, entao f(t) = g(f)
nos pontos em que fe g séo continuas.

Este resultado, assumido sem demonstracdo, permitir-nos-a considerar a
existéncia do operador inverso.

Observagao: Note-se que, de fato, ndo se tem a unicidade da Transformada de
Laplace, logo néo se pode definir um operador inverso. No entanto, corrige-se esse
fato através das classes de equivaléncia de fungbes que s&o iguais quase sempre,
ou seja, fungbes que séo iguais a menos de um conjunto de medida nula. Assim,
pode-se definir o operador inverso, pois passou-se a ter a unicidade da
Transformada de Laplace sobre tais classes de equivaléncia.

2.7. Operador linear inverso

Uma vez encontrada a solugdo E[f(t)]:F(s) de um problema, faz-se

necessario retornar-se a solu¢do da equacao diferencial no dominio do tempo. O
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operador que realiza tal operacédo é a Transformada inversa de Laplace, denotada
por £'[F(s)] ou £ {E[f(t)]} de forma que f(t)=£"[F(s)|= 2‘1{£[f(t)]}.

Como duas fung¢des continuas que tém a mesma Transformada de Laplace
sdo iguais, entdo F(s) s6 tem uma transformada inversa continua para todo f. A
transformada inversa pode ser obtida com auxilio de tabelas, semelhantes as
apresentadas no capitulo 3, e pequenos artificios matematicos. A férmula de
Bromwich (2.1) permite obté-la de forma analitica, no entanto, para tal faz-se
necessario o uso de integragdo complexa, procedimento que n&o sera explorado no
presente trabalho.

O leitor interessado no uso da férmula de integragdo complexa pode buscar
informagcdes em MARSDEN e HOFFMAN (1999). De maneira geral, pode-se
representar o operador e seu inverso, respectivamente, como

L:f(t) F(s) L F(s)f(t)

g[f(t)]= f e *f(t)dt =F(s) £'[F(s)]= Zi » e“F(s)ds=f(t)

7l

O teorema a seguir garante a linearidade do operador inverso.

Teorema 2.4. Se F,(s)=2[f,(t)] e F,(s)=£[£(t)], entdo

S BF(s)+ BF(s)] = Bfi(t)+ B (1), (2.6)

sendo p; e [/ constantes.

Demonstragcao: Segue direto das definicbes do operador e do seu inverso e,
também, do Teorema 2.3 que

LY BF(s)+ BoFa(s)]= & “ e (B, ())dt+j e (B, (1))d }_
e [Bh(6)]+ [ By (6)]] = B (6)+ By (1). ;

Em Spiegel (1965), estdo disponiveis propriedades importantes da
Transformada inversa de Laplace, no entanto, nos limitaremos a apresentar

somente as propriedades relativas a £[f(t)].
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2.8. Propriedades da Transformada de Laplace

Com o que foi visto até entéo, ja seria possivel encontrar a Transformada de
Laplace de um numero consideravel de fungdes. Entretanto, com aplicacdo das
propriedades que se seguem, torna-se possivel estender essa ferramenta para a
obtencdo de um universo muito maior de transformadas.

Observacao: Nas propriedades abordadas daqui em diante, admitir-se-a que as
funcbes consideradas satisfazem as condigbes de Dirichlet.

2.8.1. Primeira propriedade de translagdao ou deslocamento

O teorema a seguir é conhecido como teorema do deslocamento em
frequéncia ou teorema da translacao na frequéncia.

Teorema 2.5. Sei}[f(t)] =F(s), entdo para toda constante «, tem-se:

gle“f(t)|=F(s-a). (2.7)

Demonstragao: Seja s >y, sendo y a abscissa de convergéncia de f, entdo

F(s_a)=j

0

o0

et (t)at = | ’

0

e~ (e“f(t))dt = £[ e“f(t)]. !

2.8.2. Segunda propriedade de translagao ou deslocamento

O préximo teorema esta associado ao deslocamento ou translagao no tempo.
Ele estabelece uma relacao entre a transformada de f(t) e a da sua translacao g(t),
ilustrada pela figura 2.

f(t) f(t-c) g(t)
/ﬂ'\ | |
| |
| 1
0 « N

0 Nt t 0 « Nt

Figura 2 — Funcéo g(t) onde f(t) = cos(t).

f(t—a) t>a

, entdo, para todo
0 t<a

Teorema 2.6. Se £[f(t)]|=F(s) e g(t):{

a >0, tem-se
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£[g(t)]=e*F(s) (SPIEGEL, 1965). (2.8)

Demonstragao: Seja s > y, sendo y a abscissa de convergéncia de f, entdo

2[g(t)]- [ e (0)dt+ J':e-sff(t—a)dtz [ t(t-a)ar.

0 a

Fazendo-se 7 =t -« , obtém-se

00

2[g(t)]- j e U (r)dr e [ et(r)ar=eF(s). .

0

Observagao: Note-se que g(t)=«(t—-a)f(t—a), sendo «(t—«a) a fungao de

Heaviside (a ser) definida em 2.9.1.

2.8.3. Propriedade da mudanga de escala

O teorema seguinte esta relacionado ao reescalonamento de uma fung¢ao no
tempo. Ele é também conhecido como teorema da similaridade.

Teorema 2.7. Seﬂ[f(t)] =F(s), entéo

(24

Q[f(at)]:lF(ij, @>0 (2.9)

Demonstragao: Seja s>y, sendo y a abscissa de convergéncia de f. Assumindo

t = af, pode-se escrever
0 0 o a Jo (04

o[ (at)]= [ ef(at)dt- res(;)f(f)ﬂz 1 re(‘ijrf(r)dr: lF(ij. .

2.8.4. Transformada de Laplace da derivada de primeira ordem

O teorema 2.8 também é conhecido como sendo da diferenciagao no tempo.

Teorema 2.8. Ses[f(t)] =F(s), entéo

g[f'(t)]=sF(s)-f(0) (2.10)
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se f(t) é continua para 0 <t < N e de ordem exponencial para t > N, enquanto f'(t)

€ seccionalmente continua para0 < t< N.

Demonstragao: Seja s > y, sendo y a abscissa de convergéncia de f. Por meio da

integrac&o por partes, onde u = ese dv= f'(t)dt , pode-se escrever

e[f(1)]= L “e ' (t)dt = lim J:esff'(t)dt ~ lim {e“f(t)

T—> T—>0

is I eStf(t)dt} -

5 o

_ Lim){e“f(r)—e“f(&) +s J:es’f(t)dt} ——7(0)+s jo "o f(t)dt = sF (s)~F(0").

Mas, como f é continua em t = 0, segue que f(0) = f(0"); consequentemente

g[f'(t)]=sF(s)-f(0) (SCHIFF, 1999). ¥

2.8.5. Transformada de Laplace da derivada de ordem n

Este teorema estende o resultado anterior para £[f” (t)] .

Teorema 2.9. Sejam f(t)e suas derivadas f'(t),f"(t),...f" " (t) fungdes continuas

para t =2 0, que satisfazem (2.4), para certos valores de y e M, e seja a derivada
f”(t) parcialmente continua sobre qualquer intervalo finito da faixa t = 0. Entéo, a

Transformada de Laplace de f” (t) existe quando s > y, e é dada por

el (t)]=8"F(s)-s""f(0)-s"f'(0)— ... =sf" ¥ (0)-s°F" 7 (0). (2.11)

Demonstragao: A partir do resultado anterior (teorema 2.8), pode-se escrever
e[ ()] =2 {[F7 (6) [} =s2 [ (1) [ £ (0) = s {[F" () ||~ 7"V (0) =
=s{s2[ 7 (6)]- "2 () -7 (0) = s2£[ 1" (1) |- s (0) " (0).

Continuando o processo até que se trabalhem as derivadas de menor ordem:

e[ (t)]=s"2{e[f(t)]'}- ... —sf"? (0)- "7 (0) =

=" {sg[f'(t)]-F'(0)} ... —sF"? (0)-F"" (0) =
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=s""e[f'(t)]-s"?f'(0)— ... -sf"? (0) - "7 (0) =
=s""(sF(s)-f(0))-s"?f'(0)— ... —sf"?(0)- "7 (0) =

=s"F(s)—s""f(0)-s"2f'(0)~ ... —sf" @ (0) - " (0). ]
2.8.6. Derivada da Transformada de Laplace (multiplicagdo por t")

O teorema 2.10 também é conhecido como sendo da diferenciacdo em
frequéncia.

Teorema 2.10. Ses[f(t)] =F(s), entdo

g[-tf(t)]=F'(s). (2.12)

Demonstragao: Deve-se assumir que € possivel derivar sob o sinal de integracao:

F(s)= ra—as[e“f(t)]dt - f(—t)esff(t)dt _e[-t7(1)]. :

0

Repetindo-se a operagao, obtém-se
e[ f(t)]=F"(s), (2.13)

e de maneira mais geral

e[t f(t)]=(-1)"F"(s)=(-1) o e[f(t)]. (2.14)

2.8.7. Transformada de Laplace da integral

O resultado que segue é conhecido como teorema da integracédo no dominio
do tempo.

Teorema 2.11. Seﬁ:[f(t)] =F(s), entdo

2{ J:f(u)du}: Fls) (2.15)

S
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t
Demonstragao: De g(t)= j f(u)du, obtém-se g'(t)=f(t) e g(0)=0. Assim
0

glg'(t)]=£[f(t)].logo s&[g(t)]-g(0)=F(s) e s£[g(t)|=F(s). Portanto

F(s) F(s)

ofg(t)]="" es“;f(u)du} = .

2.8.8. Integral da Transformada de Laplace (divisao por t)

O teorema 2.12 também ¢é conhecido como sendo da integragdo em
frequéncia.

Teorema 2.12. Se £[ f(t) | =F(s), entao

(t)

S{T}: fF(u)du, (s>7) (2.16)

desde que lim —= exista.

t—0*

f(t)
t

Demonstragao: Decorre da definicdo e da possibilidade de inversdo da ordem de
integracéo, que

LwF(u)du= fH:eutf(t)art}zlu= J':“ (¢ )du}dt_f f(t “ utdu}dt_

_ J‘:f(t){ﬁ}dt_‘[) {f(tt)}dt_ {f(tt)} (KREYSZIG, 1986). =

t

2.8.9. Funcgodes periddicas

As fungdes periddicas constituem uma classe de aplicagbes que aparece com
frequéncia como forga externa em sistemas mecanicos ou elétricos.

Definigao 2.4. Uma fungéo f: R — R é periddica de periodo T> 0 se f(t+T)=f(t)
para todo t. O menor periodo positivo € chamado de periodo fundamental.
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Teorema 2.13. Se f é uma fungdo continua por partes, de ordem exponencial e
periddica de periodo T, entdo a Transformada de Laplace de f existe paras>0e é
dada por

;
F(s)=— J'esff(t)dt, (s>7) (SPIEGEL e WREDE, 2002).  (2.17)

Demonstracao: Vem da definicdo que

F(s) = re-sff(t)dtz J.Te‘s’f(t)dtJr re‘s‘f(t)dt.

0 0 T

Fazendo a mudanca de variavel z =t —T , na ultima integral, obtém-se

[[et(t)dt= [ e Dt(rT)dr = [ e=F(r)dr=eTF(s)
0

T 0

pela periodicidade de f. Portanto,

F(s)= [ e*r(t)at+e T (s).

0

logo,

F(s)=-— J‘Te‘“f(t)dt (SCHIFF, 1999). .

0

Exemplo 2.5: Considere-se o problema de obter a Transformada de Laplace da
fungéo de onda dente de serra,

f(t):é se 0<t<a e f(t+a)=f(t), paratodo t >0,

ilustrada pela figura 3.

f(t)
| //
0- ' ' f Vs
o 3

0 a 2 4o t
Figura 3 — Funcéo onda dente de serra - adaptada de Spiegel (1965).

Neste caso, T = «. Usando-se (2.17), obtém-se

1 a t 1 “
F(s :—I e‘s’_dt:—j e S'tdt.
() 1-e* Jb a a(']—e"“s) 0

Por meio de integracéo por partes, onde u =t e dv =e *dt, obtém-se
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logo,

2.8.10. Convolugao

A convolugao € uma operacao que permite relacionar algumas fun¢dées com a
transformada inversa do produto das suas transformacoes.

Definigdo 2.5. Sejam f e g fungdes continuas por partes. A convolugao das fungdes
fe g é denotada e definida para t = 0 por

(Frg)(t)= Itf(r)g(t—r)dr (SILVA, 2005). (2.18)

Propriedades da convolugao. Com a aplicagdo da definicdo, podem-se mostrar
algumas propriedades decorrentes da convolugdo. Fazendo-se a mudanca de
variavel x =t -7 em (2.18), obtém-se

(F+g)( J-ft X)g(x)(-ax)= [ F(t-x)g(x)ax = [ F(t-)g(r)dr=(g+F)(t).

que é a propriedade comutativa. Da mesma forma:

1. (F*(9+9,))(t)=(F*g,)(t)+(F*g,)(t) (propriedade distributiva)
2. ((Fxg)=v)(t)=(f*(g*v))(t) (propriedade associativa)
3. (f=0)(t)=(0*f)(t)=0 (propriedade do elemento neutro)

Teorema 2.14. Se f e g séo fungdes continuas por partes e de ordem exponencial,
entdo a transformada da convolugéo (f*g)(t) existe para s >y e é dada por

g[(F+g)(t)]=£[f(t)]e[g(t)]=F(s (SILVA, 2005). (2.19)

Equivalentemente,
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£'[F(s)G(s)]=(F*g)(t). (2.20)

Demonstragao: Vem da definicdo que

2[(Frg)(t)]= J':e““:f(r)g(t—r)dr}dt: fﬂesff(f)g(t_f)dfdt.

Essa integragéo ocorre no plano tz, representado pela figura 4.

-
T

Figura 4 — Regi&o de integragao - Plano tr.

Logo,

f*g j I e *f(z)g(t- r)drdtzjmf(r) jweStg(t—r)dtdr.

0 T

Fazendo a mudanca de variavel u=t-r7:

2[(Fg)(t)]= J.:f(z') Jjes(u”)g(u)dudrz |

0

00

ef(r)dz f e g (u)du =

=¢[f(t)]e[g(t)]=F(s)G(s) (SILVA, 2005). g

2.9. Algumas fung¢oes especiais

As funcdes que seguem contribuem para que a Transformada de Laplace
seja a mais importante ferramenta para o tratamento de problemas fisicos.

29.1. A func¢ao degrau unitario

Em problemas fisicos é muito comum encontrar fungdes que representem
dualidades, como a presenga ou a auséncia de uma forca motriz, elétrica ou
mecanica. A funcao definida a seguir, ajuda a descrever matematicamente essa
situacao (figura 5).

Definigdo 2.6. Define-se a fungdo degrau unitario, também chamada de fungéo
unitaria de Heaviside ou fungéo escal&o unitario, por
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a(t—a)={0 t<a >0 (2.21)

1 t>a’

Observagdo: Também é comum usar as notagdes «, (t) e H,(t).

o
Q- -

Figura 5 — Funcéo degrau unitario.

Da mesma forma, se f & uma fung¢ao definida para t = 0, entéo

0 l<a

a(t—a)f(t)=aa(t)f(t)z{f(t) o (2.22)

conforme ilustra a figura 6.

Figura 6 — «(t — )f(t) onde f(t) = cos({).

A translacdo de uma fungéo f, definida para t 2 0, em « unidades para a
direita, também pode ser obtida com o auxilio da funcdo degrau unitario, basta
tomar

o(t) = a(t—a)f(t—a)=a, (1) (t—a) - {f(t?a) Y o

procedimento semelhante ao apresentado em 2.8.2 e ilustrado pela figura 2. Por
esse motivo, € comum encontrar na literatura o Teorema 2.6 redigido como segue.

Teorema 2.15 (segunda versdo do Teorema 2.6). Se a Transformada de Laplace
F(s) existe para todo s > « = 0 e se f#é uma constante real positiva, entdo

gla(t-p)f(t-p)|=e"F(s). (2.24)

Como esse resultado ja foi apresentado, o Teorema 2.15 nado sera
demonstrado.
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Observagao: Decorre diretamente da definicdo em (2.2) que

© —at

_ e

ofw,(t)]- re‘“aa(t)dtz re-stdm re‘s’1dt:—1e‘s’ (SPIEGEL,

0 0 a S

S
1965).

2.9.2. O delta de Dirac

Circuitos elétricos ou sistemas mecanicos estdo sujeito a acdo de forgas
impulsivas, ou seja, forcas que agem em um curto espago de tempo e possuem
grandes amplitudes.

A fungao &, (t —a) descrita por

5 (t-a)- 1/(2¢) a—-c<t<a+e
¢ - 0 t<a—-cout>a+¢

pode servir de modelo matematico para tais forgas, ilustradas pela figura 7.

(2.25)

S (t-a)
12¢

I

1
ol ————— —
Q- ————=

N

+z t

o
Q

Figura 7 — Grafico de ot —a).

Adicionalmente, observa-se que
j 5.(t-a)dt=1, Ve >0. (2.26)
0

Essa idéia levou alguns engenheiros e fisicos a pensarem uma “fungao” limite
denotada por &(t-«), que fosse aproximada por &, (t —«) quando ¢ — 0.

Definigdo 2.7. Define-se o delta de Dirac como

5(t—a)=|im5g(t—a). (2.27)

-0
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Nao existe aplicacdo que satisfaca as duas propriedades que caracterizam o

delta de Dirac, 5(t-a)=0 set# ae j 5(t-a)dt=1set= g, logo ele ndo é uma

0
funcao.

Uma propriedade adicional do delta de Dirac € que para qualquer funcéo
continua g(f) e para qualquer « = 0 vale

I:5(t—a)g(t)dt - g(a). (2.28)

Observagao: A integral de (2.28), é por vezes, chamada de propriedade da
filtragem da “fun¢éo” delta. O &(t — ) atua como um filtro, selecionando entre todos

os valores possiveis o0 seu valor no ponto t = o (BUTKOV, 1978). Assim,

<5(l‘ —a),(p(t)> =p(a).

Em particular

(5(t=0),0(t))=(5(t).0(t)) = (0), p e C" (0,0).

Dessa forma

2':5(1‘—05):' = IoweSt5(t—a)dt —e

Particularmente

e[s(t)]= r e 5 (t)dt = e

0

29.3. A fungaogama

Muitas fungdes importantes no dominio das ciéncias aplicadas sao definidas
através de integrais improprias. A fungcdo gama é um dos exemplos mais
importantes.

Definigdo 2.8. Se n > 0, define-se a fungdo gama por

r(n)= L ue iy (2.29)

Seguem algumas propriedades da fungédo gama.
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1. r(n+1)=nr'(n), n>0

Assim comoI'(1) =1, tem-seI'(2) =1, T'(3) = 2!, T'(4) = 3! e, de um modo mais
geral, I'(n+1) = n!, se n & inteiro positivo. Por essa razédo a fungao é algumas
vezes chamada fungéo fatorial (SPIEGEL, 1965).

N
—
/TN
o=
I
By

2
r(p)r(1-p)=—2—, 0<p<1
3. (P)T(1-P)= (77) p
4. I'(n+1) ~v2znn"e™
Aqui ~ significa “aproximadamente igual a para n grande” (SPIEGEL, 1965).
5. S(t”):@,sen>-1,s>0.
S

Demonstragao:

g(tm)= J‘ Te it

0

Fazendo-se st = u, supondo s > 0, obtém-se

0 S S S

1
Corolario: S(t Zj = \/% s>0.

Demonstragao: Vem da propriedade 6, que

g(tn) = J'“’eu(ﬂj u__1 J.:euundu=Sl1F(n+1),n>-1, ner. =

g(tn) = L+t oso,

S

Para n= —1 vem
2

o) 2

Usando-se a propriedade 2, obtém-se
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Observagao: A funcgao f(t):t_E nao satisfaz as condigdes descritas em 2.4

(Condicbes de Dirichlet), porém a sua transformada existe.
Suponha-se que lim f(t) nao € limitado, entao existe S[f(t)] se:
t—>0"
i) f(t) é seccionalmente continua em qualquer intervalo a <t < b, onde a > 0;

i) tlirr?)t”f(t) =0, para alguma constante n, tal que 0 < n < 1;

iii) f(t) é de ordem exponencial y para t > t;, {, >0.

Continuar-se-a elencando algumas fungdes especiais adicionais, a titulo de
completamento da tabela de Transformadas de Laplace.

29.4. A funcao beta

Definigao 2.9. Define-se a fungéo beta por
1

B(m.n)= [ x""(1-x)""dx, (2.30)

0

que é convergente param>0en>0.

A fungao beta é uma fungao estreitamente relacionada com a fungdo gama. A
equacgao que estabelece as relagbes entre as funcdes beta e gama (SPIEGEL e
WREDE, 2002) &

(2.31)
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Ent&o, pelo teorema da convolugéo, temos
e[f(t)]=2c(t™") (™).

Pela propriedade 6 em 2.9.3, vem que

Assim,

gmen-1 r'(m)r(n)

=F(m)1“(n)r(m+n)= I'(m+n) e

Fazendo t = 1, obtém-se o resultado requerido

B(m.m) = [ x™(1-x)"dx. .

0

2.9.5. Funcgoes de Bessel

As fungdes de Bessel sdo as solu¢des candnicas da equagao
t2y"(t)+ty"(t)+(*-n*)y(t)=0. (2.32)

Tais solugdes podem ser obtidas por meio da aplicagdo do método de
Frobenius®, ao se substituir uma série da forma

o0

y(t)=D cat™ . (cs #0),

n=0

com coeficientes indeterminados e suas derivadas, na equacgao diferencial (2.32)
(KREYSZIG, 2006).

Definigdo 2.10. Define-se a fungéo de Bessel de ordem n por

) L S P ¢ _
T (n+1)| 2(2n+2) 24(2n+2)(2n+4) |

(2.33)

® O método de Frobenius & um procedimento para resolver equagdes diferenciais lineares com
coeficientes variaveis (KREYSZIG, 2006).
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Na sequéncia, seguem algumas propriedades importantes da funcdo de
Bessel (SPIEGEL, 1965).

1. J,(t)=(-1)"J,(t), senéinteiro positivo

2 Ja0)= 200, ()4, (0

3. %[f”Jn (t)] =t"J,,(t); sen=0,tem-se J,'(t)=—J,(t)
4 ) iJn ()u"

E conveniente definir J, (it)=i"1,(t), onde I,(t) é chamada de fungo de
Bessel modificada, de ordem n (SPIEGEL, 1965).

29.6. A funcao erro

A funcéo erro foi criada para poder calcular a integral da curva de distribuicdo
normal. Ela também é chamada de funcéo erro de Gauss.

Definigdo 2.11. Define-se a fungéo erro por

erf(t) =% J.Ote”zdu. (2.34)

2.9.7. A funcao erro complementar

A fungéo erro complementar esta definida a partir da fungéo erro.

Definigdao 2.12. Define-se a fungéo erro complementar por

erfc(t) =1-erf(t) =1 —% Lte‘“zdu. (2.35)

Sabendo-se que I e du= % obtém-se
0

erfc(t) :% re‘“zdu. (2.36)
T Jt



26

2.9.8. A integral exponencial

Definigao 2.13. Define-se a integral exponencial por

Ei(t) = f e; du. (2.37)

2.9.9. As integrais seno e cosseno

Definigdo 2.14. Definem-se as integrais seno e cosseno, respectivamente, por

Si(t) = J‘;%(u)du (2.38)
Ci(t) = f%(”)du. (2.39)

2.9.10. As integrais seno e cosseno de Fresnel

Definicdo 2.15. Definem-se as integrais seno e cosseno de Fresnel,
respectivamente, por

S(t)= Itsen(uz)du (2.40)

0

t

C(t) = I cos(u?)du . (2.41)

0

2.9.11. Funcgoes nulas

Definigdo 2.16. Se %(t) é uma funcgéo de t tal que, para todo t > 0
_[ 7 (u)du=0 (2.42)
0

chamamos %(t) de fungzo nula.
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Observagao: Basta que a funcédo seja nula a menos de um conjunto finito de
pontos. Em outras palavras, uma tal funcdo n&o precisa ser nula, para todo

te[0,+oo), basta apenas que seja nula a partir de um conjunto enumeravel de
pontos.

0, te[0,+)\N

Exemplo 2.6: %(t):{1 .
y S
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3. TABELAS DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Existem diversos métodos para determinar Transformadas de Laplace
(SPIEGEL, 1965): método direto (uso direto da definicdo); método das séries
(quando ftem expansao em séries de poténcias); método das equacdes diferenciais
(que envolve encontrar uma equacgao diferencial satisfeita por f); diferenciagcdo em
relacdo a um parametro (usando a regra de Leibniz) e o uso de tabelas (que sao
decorrentes das propriedades e/ou da utilizagdo da definigéo).

No capitulo 4 serdo apresentadas algumas aplicagcbes do operador de
Laplace. Na medida do possivel, a determinagéo das transformadas ocorrera por
conta da utilizagao de tabelas. Para tanto, buscou-se reunir no presente capitulo um
numero consideravel de fungdes no dominio do tempo e suas correspondentes
Transformadas de Laplace.

A tabela 1 trata de propriedades gerais, registrando, entre outras, aquelas
apresentadas na sessao 2.8.

Tabela 1 — Tabela de propriedades gerais de Transformadas de Laplace
(SPIEGEL, 1965).

f(t) F(s)
af, (t)+ pf, (t) aF,(s)+ BF,(s) (3.1)
af (at) F(gj (3.2)
e“f(t) F(s-a) (3.3)
w(t—a)= {f (t;“) : ZZ e F(s) (3.4)
F(t) sF(s)-f(0) (35)
f"(t) s*F (s)-sf(0)-f'(0) (3.6)
F7) () s"F(s)-s""f(0)-s"2f'(0)~...-f"(0) | (3.7)
—tf(t) F'(s) (3.8)
2 (t) Fr(s) (3.9)
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(—1)"t"f (t) F (s) (3.10)
J'tf(u)du F(s) (3.11)
0 S
j J:f(u)du”:j :) (u)du Fs(f) (3.12)
J:f(u)g(t u)du F(s)G(s) (3.13)
@ J‘ "F(u)du (3.14)
F(t)=F(t+T) 1_;_8T LTeS”F(u)du (3.15)
g F(Vs)
\/, .[ f i (3.16)
J‘(:OJo(zJﬁ)f(u)du %FG) (3.17)
2 L wu_;Jn(Z\/E )f(u)du S,L FG) (3.18)
” F(s+1j
L Jo (2\fu(t-u))f (u)du s (3.19)
s?+1
(t) mfu 3ezzF( )d (3.20)
= t"f(u) y F(Ins)
.Lr(u+1)d - (3.21)
G
n Q(s
Z g.((zl;)) e™ P(s) = polinbmio de grau menor que n (3.22)

Qs)=(s— ) (s— ) ...

onde &y, o, ..., a, Sao todos distintos.

(s—an)
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A tabela 2 registra Transformadas de Laplace especiais. Nesse caso, 0s
resultados apresentados sao decorrentes da aplicagao direta de (2.2) a ().

Tabela 2 — Tabela de Transformadas de Laplace especiais (SPIEGEL, 1965).

f(t) F(s)
1 % (3.23)
1
t = (3.24)
tn—1 | 1
o= 0l=1 & n=123.. (3.25)
tn—'l 1
) o >0 (3.26)
at 1
e p— (3.27)
tn—1eat 1
(n_1)!, 0!=1 (s—a —~ n=123,.. (3.28)
tn—1eat 1
() (s—ay n>0 (3.29)
5(t-a) e (3.30)
sen(at 1
0([ ) 210 (3.31)
s
cos(at) T (3.32)
e’'sen(at) 1
. - pfrat (3.33)
s-p
e’ Cos(at) (S _ ﬂ)z e (3.34)
senh(at 1
% ey (3.35)
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cosh(at) & faz (3.36)
e’'senh(at) 1
e R
e’ cosh(at) % (3.38)
eft _ gt 1
= (s-a)s-p) 7P| B39
IBe,Bt _aeat S
T (s-e)is-p) “7F | 040
1
sen(at)-atcos(at) T (3.41)
20[3 (S +a )
tsen(at) S
a () (3.42)
sen(at)+atcos(at) % (3.43)
o (s* +a?)
t s
cos(at)—%sen(at) (2 +a2)2 (344)

A tabela 3, apresentada no Apéndice, resgata adicionalmente um numero
consideravel de Transformadas de Laplace especiais, dando continuidade a tabela
2.
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4. APLICAGOES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.1. Introducgao

Uma EDO linear de ordem n € uma equacéao da forma

8, (Y (0)+a,. ()Y 1)+ +a,(Oy (+a(0)y (=) @1

onde as fungdes g(t) e ax(t) (k =0, 1, 2, ..., n) séo fungdes conhecidas, sendo an(f)
ndo identicamente nula e todas as fun¢des dependem unicamente da variavel t. A
fungdo incognita desconhecida é y(t). Definir métodos para encontrar y(f) € um
problema que vem desafiando a humanidade desde muito tempo. Particularmente,
as transformacdes integrais vém sendo investigadas desde o século XVIII (vide 2.2).
Nessa linha, o método da Transformada de Laplace vem se consolidando como
uma importante ferramenta para a resolucéo de equacgdes diferenciais, em particular
aquelas com coeficientes constantes e os correspondentes PVI's. Na presente
secao, serdo apresentados varios resultados de aplicagdo da Transformada de
Laplace, com especial interesse para aqueles associados a problemas de natureza
fisica. Adicionalmente, serdo mostrados dois exemplos de aplicagdo da
Transformada de Laplace na resolugédo de problemas de valores no contorno.

4.2. Equacgoées diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes

Uma EDO linear de ordem n com coeficientes constantes € uma equacéo da
forma

ay"" (t)+a, " (t)+..+ay (t)+ay(t)=g(t) *2)

onde os coeficientes a; (i = 0, 1, ..., n - 1) s&0 numeros reais quaisquer e a, € um
real ndo nulo. Quando g(f) € uma funcgéo identicamente nula, ou seja, g(tf) = 0 para
todo t, a EDO é dita homogénea; caso contrario, ela € dita ndo homogénea.

4.21. EDO linear homogénea de ordem 1

Uma EDO linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes
€ uma restricdo da equacgéo (4.1), onde n = 1 e a; € um numero real ndo nulo.
Adicionalmente, g(t) = 0 e ap € um real qualquer. Logo, pode-se representa-la por
meio de

ay'(t)+ay(t)=0, (4.3)
com condi¢ao inicial

y(O):yO:C.



33

Buscar uma funcgao y(f) que satisfaca (4.3), por meio da Transformada de
Laplace, € um procedimento bastante simples. Aplicando-se esse operador a ambos
os lados da igualdade, obtém-se

glay'(t)+ay(t)]=£[0].
Aplicando-se a propriedade da linearidade (2.5), vem
acly'(t)]+aely(1)]-=0,
que resulta, por meio de (3.5) e (3.23), em
a,[sY(s)-y(0)]+aY(s)=0.
Evidenciando-se Y(s), pode-se escrever

ay
Y(s)=—0
(s) a,s +a,

Como o coeficiente a4 é diferente de 0, segue que

Aplicando-se a transformada inversa, com uso de (3.27), obtém-se a y(f)
procurada

_a,

y(t)=Ce * . (4.4)

4.2.2. EDO linear homogénea de ordem 2

Uma EDO homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes € uma
restricdo da equacgédo (4.1), onde n = 2 e a, € um numero real ndo nulo.
Adicionalmente, g(f) = 0 e ap e a; sdo numeros reais quaisquer. Logo, pode-se
representa-la por meio de

ay (t)+ay'(t)+ay(t)=0, (4.5)
com condicdes iniciais
Y(O) =Yo
y'(O) =Y

Resolver uma equacgéo desse tipo, através da Transformada de Laplace,
consiste, inicialmente, da aplicagdo do operador a ambos os lados da igualdade

S[azy" (t)+a1y'(t)+a0y(t)] =£[0].



34

Usando-se a propriedade da linearidade (2.5), obtém-se
a,2|y (t)]+ac[y'(t)]+ac]y(t)]=0.
Utilizando-se os resultados de (3.5), (3.6) e (3.23), vem
a, [SZY(S) ~sy(0)- y'(O)] +a,[sY(s)-y(0)]+aY(s)=0.
Evidenciando-se Y(s), pode-se escrever

Y (s)- a,sy, +a,y, +a.\y,
a,s’+as+a,

Como a; é diferente de 0, segue que

a
SYotVit+t— Yo
a,

Y(s)= —=2 (4.6)
s+ s+ 0
a2 aZ

Desenvolvendo-se o completamento do quadrado do denominador de (4.6),
obtém-se

2 2
S Y T N ) | T I
2a, 2a, a, a,
2 2
ST QP T P T U
2a, 2a, 2a, a,
2 2
s 2| o) | B “ 2
2a, 2a, a,

Pela diferenca de dois quadrados, segue que

2 2
a a a a a a a a
PG i B R S ) Y| Y O | S O N U | Y I )
a, a, 2a, 2a, a, 2a, 2a, a,

eo|oa A A ||g (B, |8 _al]]
2a, \4a, a, 2a, \4a} a,

Assim, ap0és ter-se fatorado o denominador de (4.6), obtém-se
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a
Yot Vit _ Yo
a,

a1 a12 a0 a1 a12 aO
S—| -5 |lls—| s+, 52
2a, \4a,” a, 2a, \4a, a,
a a’ a
Fazendo-se a =—— e = |————2 pode-se reescrever Y(s) como
2

2a, 4a,” a,

Y(s)=

SYo TV +Z1Yo
Y(S)z[s—w—m][s—(mﬂ)]

Agora se faz necessario trabalhar trés situagbes distintas, associadas ao

2 2 2

. a a a a a a

valor do radicando em S, caso 1:—— >, caso 2:—=-2 ecaso 3: —— <.
4a?  a 4a? a 4a? a

2 2 2 2 2 2

(4.7)

- . . . a a

Caso 1. Nessa condicdo, a equacdo polinomial em s, s*+—s+-2=0, tem duas
aZ a2

raizes reais e distintas (¢ — p) e (o + p). Assim, reescrevendo-se (4.7)

convenientemente, vem

Y(s)=y - {y +iy} 1
O[S—(O(—,B):H:S—(Ot-l-ﬂ)] " a,”" [s—(a—ﬂ)][s—(a+ﬂ)]
Aplicando-se a transformada inversa, (3.39) e (3.40), obtém-se
e At _ glap)t { a } (a+pB)e“ " —(a—p)e
arp)-@p) " & (arh)(ap)

que pode ser reescrita como

Y(t)ZYO(

Y1+YO|::1+(0‘+ﬂ)} Y1+YO{:1+(a_ﬂ)}
(a+p)t (a-p)

y(t)= éﬂ el 4 éﬁ e\,
C, C,

Quando ndo vem acompanhado das condigdes iniciais, a solu¢do de um
problema associada ao caso 1 é

y(t)=Ce“ " +Ce . (4.8)

No entanto, dados os valores de y (0) e y'(O), pode-se obter os valores de

C1 e C, diretamente, sem a necessidade de calcular as derivadas de (4.8) e resolver
0s eventuais sistemas de equacgdes associados.
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- a a . o
Caso 2. Nessa condi¢do, s> +—s+—2=0 tem duas raizes reais iguais a. Logo,
aZ aZ

pode-se escrever (4.7) como

a a
sy0+y1+a—1yO syo—ocyo+ozyo+y1+a—1yO
y(s): 2 = 2 =
2

+
2 2
(S — a) (S - a)
Que reescrito de maneira conveniente resulta em

Y(s)zyo(sj—a)+|:y1 vy, (mz_lﬂ(sja)z |

Aplicando-se os resultados apresentados em (3.27) e (3.28), obtém-se a
funcao y(t) procurada

y(t) :Xgeat +|:y1 +Y, [a+§ﬂte‘”.

C 2

G

Assim, como no caso anterior, sem as condi¢des iniciais, a solugdo associada
ao problema no caso 2 € dada por

y(t)=Ce“ +C,te”. (4.9)

Da mesma forma, dados os valores de y (0) e y'(O), pode-se obter os

valores de C4 e C, diretamente.

Caso 3. Nessa condigéo, (a — fi) e (o + pi) séo as raizes complexas distintas de

a a . “ ,
s?+1s+—=2=0. Assim, a equacdo (4.7) pode ser reescrita como

a, a,

a a
Yot Vit _ Yo Yot Vit _ Vo
8, 8, —

A P )| E 2 ) R ey

a a
syo+y1+671y0 syo—ayo+ayo+y1+jyo
2 2

- (Sz—a2)+ﬂ2 - (82—a2)+ﬂ2
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Y(s)=|y,+y (a-ﬁ-i] 1 +y S-a .
1 0 a, (82—a2)+,32 0(82—a2)+ﬂ2

Aplicando-se a transformada inversa, (3.33) e (3.34), obtém-se

Y(t) = l:y1 +Yo [a "’?)}%‘F YOeatCOS(ﬂt) =

a
+ +
YitYo (0{ azJ e‘”sen(ﬂt)

- ; 5 +%zge“’cos(ﬂt).

G

Como nos casos anteriores, sem as condi¢des iniciais, a solugdo associada
ao problema no caso 3 € dada por

y(t)=Ce“sen(pt)+C,e“cos(ft). (4.10)

4.2.3. EDO linear homogénea de ordem superior

O procedimento aplicado as EDO de primeira e segunda ordem pode ser
estendido para a obtencao de solugdes de equagdes de ordens superiores, ou seja,
onde n = 3. Na sequéncia sera apresentada a resolugdo de um problema sugerido
em Tang (2007), onde se pretende buscar a solu¢ao geral da equacéo diferencial

y" (t)+8y"(t)+16=0 (4.11)

com as condigdes iniciais

Aplicando-se a Transformada de Laplace, (3.6) e (3.7), resulta que

s'Y (s)-s°y(0)-s’y'(0)-sy"(0) - y"(0)+8[ s*Y(s)-sy(0)-y'(0) | +16Y(s) =0

Y(s)(s*+8s*+16)=s’y, +s*y, +s|8y,+y, |[+8y. +y
0 1 0 2 1 3
—— —— \ ] —_——

3 2
cs®+c,s°+c.s+cC s s s
Y(s)= ! 2 3 4 =¢c +C, ~+C, ~+C,

(% +4) (4] C(s2+4) (s+4)  (SP+4)
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Por meio dos resultados (3.41), (3.42), (3.43) e (3.44), que caracterizam a
aplicacao da transformacao inversa, obtém-se

+

y(t)=c,[cos(2t) - tsen(2t) ] +c, {sen(Zt) N tcos(2t) }r ‘. tsen(2t)

2 4

16 8

0, {sen(Zt) B tcos(2t)]

y(t)=

cos(2t)+ (% + f—éj sen(2t)+ [%2 — %j tcos(2t)+ (2—3 -c, ] tsen(2t).

-— - -
B C D

C‘l
-
A

4.2.4. EDO linear nao homogénea de ordem 1

No circuito RL, representado pela figura 8, um indutor de H henrys esta
disposto em série com um resistor de R ohm e com uma fonte de alimentacao
senoidal, cuja forma de onda é descrita pela equacao e(tf) = Vsen(at). Considere-se
o problema de obter a corrente para qualquer instante de tempo, i(f), sabendo que a
mesma € nula no instante inicial.

emG) 0 EL

Figura 8 — Circuito RL.

Pela segunda Lei de Kirchhoff (Lei das Tensdes ou Lei das Malhas), a soma
algébrica da diferenga de potencial elétrico (d.d.p.) em um circuito fechado é nula,
logo,

e(t)=vg(t)+v (1), (4.12)

onde vg(t) € a queda de tensao no resistor R e v,(f) &€ a queda de tens&o no indutor
L.

A queda de tensdo no resistor R € diretamente proporcional a corrente que
circula pelo mesmo, entao

vR(t):Ri(t). (4.13)
Por outro lado, para qualquer instante de tempo, a queda de tensdao num

indutor & proporcional a razdo da variagao da corrente com relagdo ao tempo,

_ i)
vi(t)=L=_~. (4.14)
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Assim, de (4.13) e (4.14) em (4.12), vem

que pode ser reescrita ainda como

Ri(t)+L ) av(wl.

at a

Aplicando-se a Transformada de Laplace termo a termo, (3.5) e (3.31),
obtém-se

RI(s)+L[sl(s)+i(0)]=aV 7 :az .

Como i(0) =0e L #0, segue que

R avV 1
—I(s)+sl(s)=— .
C1(s)+sl(s) =T —
Consequentemente,
"4 1 1
(s)=""75 ,
L (S ta )(S+Rj
L
que, decompondo-se em fragdes parciais, pode ser reescrita como
aV A Bs C
l(s): L Sz+a2+sz+a2+ ’
S+—
de onde se obtém
2 2
A= zRLzz = 2L226CZ 2L22
R* +a‘L R* +a“L R* +a‘L

Portanto,

Aplicando-se a transformada inversa e os resultados da tabela 2, (3.27),

(3.31) e (3.32), obtém-se a fungao i(t), que representa a corrente do circuito para um
instante de tempo qualquer,

i(t):#\;zf{gsen(atﬁL{eTt —cos(at)}}. (4.15)
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A figura 9 permite fazer uma comparagdo entre a forma de onda obtida a
partir da solugcao (4.15), com uso de software de computacédo algébrica — Derive
(TEXAS INSTRUMENTS INCORPORATED, 2003), e as curvas resultantes da
simulacéo do circuito com o uso de software especifico para a area da Engenharia
Elétrica — Orcad (CADENCE, 2010). Para tanto, foram usados os seguintes valores:
a=1207r, V=10V, R=10Qe L =10 mH.

104 A .\ n - 107 ~ ~
[ [ f [ ’\ ."J/ \ .lllll \ [ \'. / \\' /\ \
z | . - . [ [ < ,fr \ [ f ."f \ [ [ 1EW
= | [ [ f \ Fo
% \ | |E@® = f/ —\L || / \ [ [ _\.i r!l R
k= gl_- e N ! J 3 I _l.- v v 0" S #\‘__/.H.\\_ ),J/ #\\_J/’ #\_,.-1/ “,"‘-»._.fr
£ | o 3 R R VT i)
E. |I II | %' ! | |II | | I.' | Ir- |II |
< I'. | I,' £ "‘ i |II { \ |,' Vo \ I|I| \ |;|'
\ \ < ll\ / \ / \ ,"f II ’lll / L/
/ \ \ Vo
ol J | 10, \ \/ \ \ v v
0 Tempo [s] 0.1 Tempo(s] '
(a) (b)

Figura 9 — Formas de onda da fonte de alimentagéo e(t) e da corrente i(f) do circuito RL, obtidas a
partir do Derive (a) e do Orcad (b), para =120z, V=10V, R=10Q e L =10 mH.

4.2.5. EDO linear nao homogénea de ordem 2

Considere o circuito RLC da figura 10 e uma bateria que forneca E Volts. No
instante inicial a corrente i(f) € nula e o capacitor esta descarregado.
Adicionalmente, nesse instante a chave S; é fechada e a chave S; permanece
aberta. Num instante t=a a chave S; é aberta e a chave S, é fechada,
caracterizando E = 0 V. Considere-se o problema de caracterizar i(t).

51 L
T

Figura 10 — Circuito RLC.

Nessas condi¢des, a alimentacéo do circuito pode ser representada por meio
de

E-Ea(t-a), (4.16)

em que a funcao x(t—a) € uma fungao degrau unitaria (fungdo de truncamento a

esquerda), conforme pode ser observado na figura 11.
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E
E
0 t
Eeu(t-a)
E+----- —
|
|
0 173 t
£ E-Eu(t-o)
|
l
0 74 t

Figura 11 — Representacao da alimentacao do circuito RLC da figura 10.

Aplicando-se a segunda Lei de Kirchhoff ao circuito, obtém-se

V (t)+ve(t)+ve(t)=E-Ea(t-a). (4.17)
Sabe-se que
vo (t) :? (4.18)
e que
q(t) = jti(r)dr. (4.19)

Assim, por meio de (4.13), (4.14), (4.18) e (4.19), pode-se reescrever a
expressao (4.17) como

di(t) ... 17" -
L7+Rl(t)+5 Ol(r)dr—E—Ea(t—a).

Observadas as propriedades da linearidade no uso da Transformada de
Laplace, obtém-se

Li{%(tt)}tl?ﬁ[i(t)]+%£[J‘Oti(r)dr} ~Eg(1)-Ec[a(t-a)].

Assim, de (3.4), (3.5), (3.11) e (3.23), vem que

L[sl(s)—i(O)]+Rl(s)+%:§—Eeas ,

e uma vez que a corrente inicial € nula, i(0) = 0, tem-se que

Lsl(s)+RI(s)+ lgz) _E( _Se_as) .
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Como L # 0, pode-se multiplicar ambos os lados da igualdade por % 0 que

resulta em
1 E s
szl(s)+—sl(s)+El(s):I(1 e )
ou ainda,
(s)=o
AL
L LC

Fatorando-se o denominador, obtém-se

I(s)=

E 1-e*

L R [R2 1 R [RZ 1
S—| i m s S| ~5 75~
2L V4,5 LC 2L \V4L° LC
R R* 1 n
Fazendo-se y =-_— e B =,|— ——=, pode-se reescrevé-la como
2L 41 LC

E 1 1 e
'(S)L{[s—v—ml[s—(wﬂ)] [s—w—m][s—(w)]} (420

Agora se faz necessario investigar os trés diferentes possiveis casos: caso 1,
superamortecido’, onde ﬂ2 > 0; caso 2, criticamente amortecido, onde ,6’2 =0 e caso
3, sub-amortecido, onde 42 < 0.

Caso 1. Através do método das fragcbes parciais, pode-se reescrever (4.20) como

: : R
E 23 23 2 2

I(s)== _

s 0B s p s B) s (reh)

_E 1 B 1 e 1 B 1
2L |s—(r+B) s—(r-p) s—(r+p) s—(r-p)
Aplicando-se a transformada inversa, (3.4) e (3.27), obtém-se que

i(l‘) - %{e(wﬂ)t _elr At _ “(t _ a)|:e(7+ﬂ)(t—a) . e(y—ﬂ)(t—a):|} .

" A nomenclatura (superamortecido, criticamente amortecido e sub-amortecido) esta baseada em
(AKISHINO e FERNANDES, 2006).
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Como e(7+ﬁ)(tia) _ e(yiﬂ)(tia) — e(7+ﬂ)teia(7+ﬁ) (77ﬂ)t —a

— el e -h)  seque que

i[e(”’j)t—e(”’)t}, t<a
. 2L
it)=1 . (4.21)
_E g Brt | 4 gmalr+B) | _ qr-B)t| 4 _ g-alr-5)
ZﬁL{ey [1 eV ] e’ [1 eV ]} t>a
Caso 2. Para =0, pode-se escrever a equagéo (4.20) como
)51_5{; 1 ]
L(s=7) Ll(s=»)  (s=2)
Usando-se (3.4) e (3.28), obtém-se
. E a
/(t)=z{tey’—a(t—a)[(t—a)ey(t i
Entretanto, como (t —a)ey(”“) =te”'e ™ —ae’'e ™, segue-se que
Eeytt t<a
i(t)= L (4.22)

Caso 3. Para freal, pode-se reescrever (4.20) como

/(S)E{ 1 gas }E 1 gus
L|[s=(r-ip)|[s—(r+iB)] L(s—y)+p

/(3)5! LIRS }
Li(s=r)+p (s=7) +5

Usando a transformacao inversa, (3.4) e (3.33), obtém-se

i(t)= %{eﬂsen(ﬁt) —a(t- a)[ey("“)sen(ﬁ(t - a))]; .
Agora, como
e’"“sen| B(t—a)]=e"e"“sen(pt - fa)=
=e"'e 7| sen(Bt)cos(Ba)-cos(pt)sen(pa)].

segue-se que
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| ﬁe“sen(ﬂt), t<a
it)=1 . . (4.23)
ﬁe” {[1 —e cos(ﬂa)] sen(pt)+ e‘”‘sen(ﬂa)cos(ﬂt)}, t>a

Na figura 12, obtida com uso do Derive, pode-se observar o comportamento
da corrente i(t) do circuito RLC (fig. 10) para cada um dos casos investigados. Para
tanto, usaram-se os resultados de (4.21), (4.22) e (4.23) onde a=2s, E=100V,
R=10Q,L =500 mH e C =40 mF (Caso 1) — 20 mF (Caso 2) — 2 mF (Caso 3). A

figura 13 é o resultado da simulagdo do referido circuito, no Orcad, para as
condi¢des aqui especificadas.

9
[\
\\“I \
8 | \\.\
I 1\ \ _i(t)-Caso 1
\ \/
” \ {__~i(t)-Caso2
3 \ \\\’"'/\
< ||\ .
§ 0 l \ T A ] _
£ \.l' ! [V o
£ /T S
< Ti(t)-Caso 3 ’ }/f /,/
3 [/
/
/ /’f
-6+ U/ ,/f
"\//
_90 05 1,0 15 20 25 30 35 4,0
Tempo [s]

Figura 12 — Formas de onda da corrente i(t) do circuito RLC (fig. 10), obtidas por meio de (4.21),
(4.22), (4.23) e do uso do Derive, para «=2s, E=100V,R=10Q e L =500 mH e C =40 mF (Caso
1) — 20 mF (Caso 2) — 2 mF (Caso 3).

_i{t)-Caso 1

——i(t)-Caso 2

Vo 1 /\/‘ e

T i(t)-Caso 3

Amplitude [A]
(=]

0 0.4 08 12 1.6 20 24 28 32 36 40
Tempo [s]

Figura 13 — Formas de onda da corrente i(f) do circuito RLC (fig. 10), obtidas do Orcad, para =2 s,
E=100V,R=10Qe L =500 mHe C=40 mF (Caso 1) — 20 mF (Caso 2) — 2 mF (Caso 3).
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Observacao: Nota-se que a Transformada de Laplace possibilita lidar com dados
iniciais fracos, ou seja, descontinuos, como no caso da funcdo de Heaviside, o que
traria (algumas) dificuldades com os outros métodos aplicados a resolugcéo de
EDO’s.

4.2.6. EDO linear nao homogénea de ordem superior

Assim como no caso das homogéneas, a Transformada de Laplace pode ser
empregada para resolver EDO ndo homogéneas de ordem superior. O problema
que segue € adaptado de Spiegel (1965), onde s&o apresentados outros resultados
associados a aplicagao a vigas.

O objetivo consiste em encontrar a deflexdo resultante da atuacdo de uma
carga concentrada Py, que age verticalmente para baixo no ponto médio de uma
viga que tem suas extremidades engastadas em x = 0 e x = &, conforme a figura 14.

!

A\

Yy
Figura 14 — Viga bi-engastada - adaptada de Spiegel (1965).

De acordo com o sistema de coordenadas mostrado na figura 14, sao validas
as equacdes diferenciais que seguem (SALVADORI e SCHWARTZ apud BUTKOV,
1978):

d?y(x) 1
a — - =——m(x 4.24
) dx? El (x) 4.24)
em que y(x) é a deflexdo da viga no ponto x e m(x) € o momento de flexao.
dm(x)
b =t(x), 4.25
) I (x) (4.25)
onde f(x) é a for¢a de cisalhamento.
dt(x)
C =—q(x), 4.26
) o =a(x) (4.26)
onde q(x) € a carga por unidade de comprimento no ponto x.
Das relagbes (4.24), (4.25) e (4.26) segue que
d4
g4 ~q(x). (4.27)

dx*
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Como a carga esta concentrada no ponto médio, podemos representa-la por
a(x)-Ral 15

onde ¢ é o delta de Dirac, descrito em 2.9.2. Adicionalmente, estando a viga bi-
engastada, pode-se considerar as seguintes condigbes de contorno

Aplicando-se a Transformada de Laplace, (3.7) e (3.30), a equacao (4.27),
obtém-se

S4y(s)_S3y(0)_SZyI(O)_SyH(O)_ym(O):_e 2
Como y(0)=0e y'(0)=0, segue-se que

a
_s¥
2

Y(s)_y2+ﬁ+&e

s s* El s*

Aplicando-se a transformada inversa, (3.4) e (3.25), vem que

3
y(x):ﬁxzjtﬁx3+i x-Z 1 alx-2|,
2 6 6E/ 2 2

ou ainda,
ﬁx%rﬁx:*, 0<x<Z
2 6
y(x)z ; , (4.28)
Voo Yayo, Bo [y a2y,
2 6 6E/ 2 2

Sabendo que y(a) =0 e y'(a) =0, pode-se obter os valores de y, e y3, basta

para tanto que se apliquem as condi¢cdes de contorno em « ao segundo membro de
(4.28) e a sua derivada no ponto x = a. Do que resulta o seguinte sistema de
equacdes:
3
Vs a® P,

+23 0% 0 =
Vot TR
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Resolvendo-se o sistema, obtém-se

ZPO 1R

8 El Ys 2 El

Consequentemente, a deflexdo apresentada em (4.28) pode ser reescrita

Y

como

iixz—i&ﬁ, 0<x<&
16 E/ 12 El 2

y(X): i& 2_iPOX3 PO( a]3

X —_
16 El 12 El 6E/

2

(24
—< X<

2

Observagao: De maneira geral, a deflexdo resultante da atuacdo de uma carga
concentrada Py, que age verticalmente para baixo em um ponto xo de uma viga que
tem suas extremidades engastadas em x = 0 e x = ¢, pode ser dada por (SPIEGEL,
1965)

Px* (- %)
[ Bxpa — (2%, + @) x|, 0<Xx<X,
(X)= 6Ela
P2 (a—x,) Py (x-x,)
< SEID 2 [3x0a—(2x0+a)x]+°GT°, X, <X<a

4.3. Obtencao de uma fungao transferéncia

A funcéao de transferéncia de um sistema linear invariante no tempo € definida
como sendo a razao da Transformada de Laplace da resposta do sistema pela
Transformada de Laplace da excitagdo do sistema, considerando-se nulas todas as
condigbes iniciais (OGATA, 1982).

Considere-se o problema de obter a fungdo de transferéncia do sistema
representado pelo circuito RLC da figura 15, com as caracteristicas adicionais de

que i(0)=0 e v,(0)=0.

3 Y —

—C oy lf)

=
——
—
_—
|

e O
Figura 15 — Circuito RLC.

A aplicagédo da segunda Lei de Kirchhoff ao circuito representado pela figura
15 pode ser traduzida por
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Vi (t)=v, (t)+ve(t)+vc(t). (4.29)

Por meio dos resultados apresentados em (4.13) e (4.14), pode-se reescrever
a equacao (4.29) como

v,.(t):L%(;‘)+Ri(z‘)+vC (t). (4.30)

Derivando-se as equagdes (4.18) e (4.19) em funcao do tempo, obtém-se

dve (t) _dq(t)

C (4.31)
dt dt
e
dq(t) |
TN i(t). 4.32
it (4.32)
Consequentemente, de (4.31) e (4.32) vem
dvg(t) |
C—S2=i(t). 4.33
eV (4.33)
Com a aplicacao da equacéo (4.33) em (4.13), pode-se escrever
dv, (t
Vo (t) = RC%(). (4.34)

A equacéo (4.35) é obtida derivando a equacgao (4.33) em fung¢édo do tempo

d?v, (t) di(t)

- _ 4.35
dt? at (4.39)
Aplicando-se (4.35) em (4.14), vem
d’v, (t
v, (t)=LC ;:2( ). (4.36)

Por conseqUéncia, dos resultados obtidos em (4.34) e (4.36), pode-se
reescrever a equacao (4.30) como

d’v, (t dv, (t
VCZ( )+RC VC( )
dt dt

Agora, aplicando-se a Transformada de Laplace, (3.5) e (3.6), obtém-se que

Vi (s)=LC[s*V;(s)-sv,(0)-v'c (0) ]+ RC[sV (s)-v'c (0) ]+ V; (s)

v,(t)=LC +ve (t). (4.37)

V,(s) =V, (s)(s°LC +SRC +1)=sLCv, (0)~LCv', (0)+ RCv (0),  (4.38)

I

e uma vez que a corrente inicial € nula, segue de (4.33) que
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VC(O)zdeEjtiO):i(é)):O’

0 que, associado a condigéo inicial v, (O) =0, faz com que (4.38) resulte em

V,(s) =V, (s)(s’LC+SRC +1).

1

A tensdo sobre o capacitor C, v (t), é igual a vo(f), logo, V,(s)=V,(s)
Assim,

V,(s)=V,(s)(s’LC+SRC +1).

Seja agora H(s) = , a funcao de transferéncia do sistema representado

pela figura 15. Portanto,
1

1 LC
H S)= =
() S’LC+sRC+1 . R 1
L LC

Através das raizes da equagdo polinomial LCs* +RCs +1 = 0, torna-se
possivel a identificagdo dos polos do sistema.

4.4. Aplicacao a convolugao de fungoes

Considere-se o problema de obter a resposta g(f) do sistema - tensao v(f),
representado pela figura 16, ao pulso f(t), ilustrado pela figura 17, sabendo-se que

a tensdo no capacitor € inicialmente nula - v¢(0) = 0.

A =500 &2
A
i)
vitt) C=1mF = (i)
o o

Figura 16 — Circuito RC.
f(t)

T —x

|
I
|
1] o
0 15 t
Figura 17 — Pulso f{(f).

Inicialmente, deve-se obter a fungéo de transferéncia H(s) do sistema.
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Por meio da aplicacéo da segunda Lei de Kirchhoff, obtém-se
Vi () =ve(t)+vs(t). (4.39)

Com a utilizacédo do resultado (4.34), obtido em 4.3, pode-se reescrever a
equacao (4.39) como

v,(t)=RC dvét(t) v (1),

Aplicando-se a transformacao de Laplace e (3.5), vem que
Vi(5) = RC[ Ve () ~vo (0)]+ Ve (5).
E, como v¢(0) = 0, segue que
V.(s)=RCsV,(s)+V,(s).
A tensdo sobre o capacitor C, v (t), é igual a vo(f), logo, V,(s)=V,(s)
Assim,
V.(s)=V,(s)(1+RCs)

Seja a fungéo de transferéncia dada, no dominio de s, por

V
0-ie)
logo
1 1 1
H(s):1+SRC :Rcs—(—1j (4.40)
RC

Como sao dados os valores de R e C na figura 16, entdo a equacao (4.40)
pode ser reescrita como

B 2
s+2°

H(s) (4.41)
A funcéo pulso f(t) pode ser representada por meio de
F(t)=1-a(t-1),

onde a(t —a) € uma fung¢ao degrau unitario (ver procedimento ilustrado em 4.2.5).

A Transformada de Laplace de f(t) é

Agora, como consequéncia do Teorema 2.4,
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S[F(s)H(s)]=(F+h) () =g (1)

Consequentemente,

o= S o e )

Utilizando-se o método das Fragbes Parciais,

2 A B

s(s+2) s s+2’

obtém-se A=1e B=-1, logo

g(t):g{%_slz_eS(g_slzﬂzy{%_#-z)_e{g_ﬁﬂ'

Com o auxilio de (3.23), (3.27) e do Teorema 15, obtém-se
g(t)=1-e* —«(t —1)[1—e‘2(t‘1)]

que pode ser representada, para t pertencente ao intervalo [0, +), por

g(t)—vom—{

1-e?, 0<t<1

4.42

e*(e’-1), t>1 (+42)
A figura 18 ilustra a forma de onda da tenséo v,(t), resultante da simulagao

(com uso do Orcad) do circuito da figura 16, excitado pela fungao f(t) da figura 17. A

figura 19, por outro lado, ilustra o resultado da aplicacao de (4.42), com uso do
Derive.

g(t)

Amplitude [V]

4]

[+] 05 10 15 25 30 35 4.0

20
Tempo [s]

Figura 18 — Formas de onda da tensao v,(t) do circuito RC (fig. 16), obtidas por meio do Orcad.
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g(t)

Amplitude [V]

0 1 2 3 4
Tempo [s]

Figura 19 — Formas de onda da tensao v,(t) do circuito RC (fig. 16), obtidas por meio do Derive.

Como em outros casos ja apresentados, as figuras 18 e 19 permitem
estabelecer um comparativo entre a simulagdo do circuito e os resultados da
aplicacéo da Transformada de Laplace. No caso da convolugdo de fungdes, torna-
se interessante, também, estabelecer um comparativo entre o método exibido e o
procedimento grafico — dominio do tempo.

A convolugédo de dois sinais no dominio do tempo consiste em girar
convenientemente (espelhar em relacdo ao eixo das ordenadas) um deles e
multiplica-lo ponto a ponto pelo segundo sinal, com a respectiva integracdo do
produto assim obtido.

O primeiro passo é girar a fungdo da figura 17 em relacdo ao eixo das
ordenadas, obtendo-se f(-1), onde A € uma variavel muda - figura 20(a). Em
seguida, desloca-se f(-1) em t unidades, obtendo-se f(t - 1) - figura 20(b).

f(-2) fit-1)
| | |
| | |
| | |
-1 0 A £ Po A
(a) (b)

Figura 20 — Funcgdes f(-1) (a) e f(t- ) (b).

Deve-se conhecer a fungao resposta do sistema h(f), que nesse caso, pode
ser obtida por meio da aplicagao da transformada inversa em (4.41). Procedimento
que resulta em

h(t)=2e, (4.43)

com forma de onda ilustrada pela figura 21(a). A fungao h na variavel 4, h(1), néo se
sobrepde a fungao f(-1), conforme se pode observar na figura 21(b), a seguir.
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2V 2V
h(t) h{4)

]
(a) (b}
Figura 21 — Funcao h(t) (a) e fungdes h(1) e f(-1) (b).

2% 2%
h(2) h(2) ies
flt—2) fit—2)

1y - 1 WA
[ | [
| | | |
[ | [ |

(a) (b)

Figura 22 — Fungbes h(1) e f(t- A) para0 <t<1 (a)e parat>1 (b).

Na figura 22, as regides sombreadas representam as areas abaixo da curva
do grafico de h(A)f(t - 1), que corresponde ao valor da convolugéo em t.

Para 0 < t < 1, as fungdes f(t - 1) e h(1) se sobrepdem de 0 a t, como esta
representado na figura 22(a). Consequentemente,

24

g(t)= r(1)(2e”)d1 :2J:e“ di-= 2[— >

0

tj:—e2’+e0 =1-e7%.
0

Para t > 1, as fungbes f(t - 1) e h(1) se sobrepdem de t— 1 a t, como ilustra a
figura 22(b). Portanto,

—24

2

t
t-1

t t
g(t)= I (1(2¢#)da=2| e*di= 2[— ° ] ——e el e (e? 1),
t-1 t-1
Como se pode observar, o resultado € o mesmo apresentado em (4.42). Para
sinais continuos, a vantagem de um procedimento sobre outro repousa,
fundamentalmente, sobre o quao complicado pode se tornar o produto das

transformadas F(s)H(s).

4.5. EDO lineares simultaneas

A Transformada de Laplace também pode ser usada para resolver duas ou
mais equacgdes diferenciais simultaneas. Na sequéncia sera exibido um exemplo
apresentado em Spiegel (1965).
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Considere-se o problema de determinar as correntes nos varios ramos do
circuito da figura 23, a seguir, dado que as mesmas sao inicialmente nulas.

30 ¢ ﬂﬂv
D | A
1t
106 2H
Ef=— R =
[P P
208 4 H
E S C

Figura 23 — Malha elétrica - adaptada de Spiegel (1965).

A segunda lei de Kirchhoff afirma que a soma das quedas de tens&o ao longo
de um lago fechado é zero. Percorrendo os lagos no sentido horario, serado
consideradas positivas as quedas de tensdo que estiverem nesse sentido. Uma
elevacdo de tenséo sera considerada como a negativa de uma queda de tensao.

Seja i(t) a corrente elétrica em EDAB. Essa corrente se divide, no
entroncamento B, em i(t) e ix(f). Pela primeira lei de Kirchhoff, i(t) = ii(t) + ix(t).

Aplicando-se a segunda lei aos lagcos BCFEB e ABEDA, considerando-se 0s
resultados de (4.13) e (4.14), obtém-se, respectivamente, as equacgdes

4Cﬂ2—m+20i2(t)—10i1(t)—2m1—m=0 e (4.44)
di, (t) . ,
2= +10i,(t)+30[ i, (t)+i,(t)]-110=0. (4.45)
Manipulando-se (4.44) e (4.45), obtém-se o sistema de equacdes
5i, )+ 21 101, (1) - 2% () _g
dt at 4.46
diy (t) (4.49)
20i, (t)+#+15i2 (t)=55
sujeitas as condic¢des i1(0) = i»(0) =0
Tomando-se a Transformada de Laplace do sistema (4.46), vem
+[ sl,(s)~i,(0)]-101,(s)-2[ sl,(s)-i,(0)]=0 e
20/,(s)+[1,(s)~i,(0) | +151,(s) = >
Ou ainda,
(s+5)l,(s)=2(s+5)l,(s) e (4.47)

(s+20)(5)+ 151, (s) =2 (4.48)
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De (4.47) vem que /1(S) = 2/5(s), de modo que a segunda equagéo conduz a

55 55 1 2 1 1
(25+55)L,(s) s O 2(5) s(2s+55) s 2s+55 s S_(_55j

2

Invertendo-se — resultados de (3.23) e (3.27), obtém-se

_55,

i (t)=1-e 2, (4.49)
i () =20, (t)=2-26 7" e (4.50)
i(6)= i, (£)+i, (1) = 3—3¢ 2" (4.51)

A figura 24(a) ilustra as formas de onda resultantes da simulagdo do circuito
da figura 23, com uso do Orcad, e a figura 24(b) mostra o resultado da aplicacao
das equacgbes obtidas por meio da Transformada de Laplace.

3

3

i(t)
< 21 L2
O [
3 E i(t)
= =
£
<< 14 E 1
i»(t)
0
% 01 02 03 04 05 0 0,1 02 03 04 05
Tempo [s] Tempo [s]
(@) (b)

Figura 24 — Formas de onda das correntes do circuito da figura 23, obtidas a partir do Orcad (a) e da
aplicacéo das equagdes (4.49), (4.50) e (4.51) no Derive (b).

4.6. Equacgoées diferenciais parciais

Muitos sdo os problemas das ciéncias fisicas que, quando formulados
matematicamente, conduzem a equagdes diferenciais parciais (EDP’s) envolvendo
uma ou mais fungdes incégnitas, associadas as condi¢cdes de contorno. O problema
de encontrar solugbes das equagdes que satisfagcam as condi¢cdes de contorno &
chamado problema de valor de contorno (SPIEGEL, 1965). A Transformada de

Laplace também pode ser empregada para resolver problemas de valores de
contorno.

Os exemplos que seguem sao elaborados a partir de Spiegel (1965), onde
sdo apresentados diversos outros resultados de problemas de conducao de calor e
corda vibrante, além de vibracdo de vigas e linhas de transmissdo. Em alguns
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daqueles casos, o procedimento requer 0 uso de outras técnicas, como a aplicagéao
da Transformada de Fourier, o que ocorre em problemas definidos em toda a reta.

4.6.1. Conducao de calor

Considere-se o0 problema de obter a temperatura u(x, t), para t > 0, num
sélido limitado pelas faces planas infinitas x = 0 e x = 1, sabendo que sdo nulas as
temperaturas em x = 0 e x = 1, para todo t, enquanto u(x, 0) = 3sen(2zx) representa
a temperatura inicial em toda parte de 0 < x < 1 e que k = 1 é a constante de difusdo
do material do sélido.

A equacéo da condugao de calor nesse soélido é dada por

ou(x,t) o’u(xt)
ot oax®
Pelo fato das temperaturas serem nulas em x = 0 e x = 1, pode-se
estabelecer as condigdes de contorno u(0, {)=0e u(1,f)=0onde 0 < x<1,t>0.

Adicionalmente, u(x, 0) = 3sen(2zx). Assim, temos o problema misto, problema de
valor de fronteira e problema de valor inicial;

(4.52)

au(x,t)_azu(x,t)
ot ox?

u(0,t)=u(1t)=0,t>0

u(x,0)=3sen(2x),0<x <1

=0,0<x<1t>0

Seja u(x,t)=¢g" [U(x,s)]. Aplicando-se a Transformada de Laplace em

(4.52), vem que

ot ox?
(a) (b)

Resolvendo-se o termo (a) de (4.53) (SPIEGEL, 1965):

S{M} - resf ) g i (st ) g

61‘ 0 6t oo Jo 61‘

S{M} - S{M} (4.53)

T—>0

~ lim {e“u(x,t)

“is J'T es’u(x,t)dt} =
0 0

=s '[:es’u(x,t)dt —u(x,0)=sU(x,s)-u(x,0).
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Resolvendo-se o termo (b) de (4.53) (SCHIFF, 1999):

2 - 2 2 w 2
o TR [ U gy O [ gt = ZILES)
oX 0 oX ox~ Jo oX

Assim, dos resultados de (a) e (b) em (4.53), vem

o*U(x,s)
sU(x,s)—u(x,O)—T
ou ainda,
2
% -sU(x,s)=-3sen(2zx)

que também pode ser representada por meio de
U"(x,s)-sU(x,s)=-3sen(2zx) (4.54)

A solucado da EDO linear completa de segunda ordem a coeficientes
constantes (4.54), na variavel x, para s fixado, obtida pelo Método de Descartes,
Método dos Coeficientes a Determinar, € dada por

s

X+ cze‘ﬁx

+%sen(2;rx). (4.55)

U(x,s)=ce .

Tomando-se a transformacdo de Laplace das condi¢cdes de contorno que
envolvem f, obtém-se

elu(0t)]=U(0,5)=0 (4.56)
e
glu(it)]=U(1s)=0. (4.57)
De (4.56) em (4.55), vem
c,+¢,=0. (4.58)
De (4.57) em (4.55), resulta
c1eJ§X + cze’& =0. (4.59)

Resolvendo o sistema formado por (4.58) e (4.59) vem ¢4 = ¢, = 0. Logo,

U(x,s)=

-~ ~sen(27x). (4.60)
+4r

Por fim, tomando-se a transformada inversa em (4.60), obtém-se a solugao
u(x,t) procurada,

u(x.t)= 3e‘4”2tsen(27zx) .
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4.6.2. Corda Vibrante

Uma corda infinitamente longa, com uma extremidade em x=0, esta
inicialmente em repouso sobre o eixo dos x. A extremidade x =0 é submetida a um

deslocamento transversal dado por Aosen(a)t), t >0 (figura 25).
v

—
Apsen(at) \
i 4 /—\ -

f
Yix S~ X

Figura 25 — Corda vibrante infinitamente longa - adaptada de Spiegel (1965).

Considere-se o problema de encontrar o deslocamento y(x,t)de um ponto x

qualquer da corda em um tempo t qualquer.

Sendo y(x,t) o deslocamento transversal da corda em um ponto x qualquer

de um instante de tempo t qualquer, entdo o problema de valor no contorno é

o’y (xt) 8%y (xt)

T =a > x>0,t>0, (4.61)
ot oX

y(x,0)=y,(x,0)=0, (4.62)

y(0.t)=Agsen(at), |y (x.t) <M, (4.63)

onde a ultima condicao especifica que o deslocamento € limitado.

Seja Y(x,s)zs[y(x,t)]. Aplicando-se a Transformada de Laplace em
(4.61), vem que
282Y(x,s).

e (4.64)

s*Y(x,s)-sy(x,0)-y,(x0)=«

Considerando-se as condi¢cdes de contorno de (4.62), pode-se reescrever
(4.64) como

0%Y (x,s)
2Y ) = 2 )
s?Y(x,s)=«a P
ou
o’Y (x,s) s?
S ()0,

ou ainda,
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2

Y"(x,s)—%Y(x,s):O. (4.65)

Tomando-se a Transformada de Laplace da condicdo de contorno que
envolve t, (4.63), obtém-se
Ao

H
s? + w?

(4.66)

Y(0,t)

adicionalmente, Y(x,s) é limitado.

A solugdo geral da EDO linear homogénea de 22 ordem a coeficientes
constantes (4.65), na variavel x, para s fixado, que pode ser obtida a partir do caso 1
de 4.2.2, é dada por

Y(xs)=Ce* +Ce « .

Devido a condigao da limitagéo, deve-se ter C, =0. Assim,

Y(x,s)=C,e « . (4.67)
2
Segue de (4.66), que C, = ZAOCUZ . Entao,
S +w
Y(xs)= 29 g, (4.68)

s% + o?
Por fim, tomando-se a transformada inversa em (4.68), obtém-se a solugao
y(x,t) procurada,

iAo oft-3]) t_

0, t<—
a

Isso significa que um ponto x da corda permanece em repouso até o tempo

t=% Dai por diante ele efetua um movimento idéntico ao da extremidade em
(24

x =0, mas retardado pela quantidade 1. A constante « é a velocidade com a qual
(94

a onda viaja.
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5. CONCLUSAO

A literatura é de fato bastante rica em se tratando do tema Transformada de
Laplace, o que torna dificil a inovagcdo em termos de apresentacédo de resultados.
Optou-se por ter-se um contato inicial com o método dentro de uma mesma
abordagem munida com algum rigor teérico. Por outro lado, compilaram-se tabelas
bastante completas de Transformadas de Laplace, o que, certamente, tornara o
trabalho uma boa fonte de consulta. Procurou-se, ainda, executar os exemplos de
maneira bastante genérica, usando-se, sempre que possivel, recursos de simulacao
(em particular de engenharia elétrica) e de computacéo algébrica para a verificagcao
dos resultados obtidos.

O estudo do método aqui realizado é limitado ao conjunto dos numeros reais.
Tal estudo poderia ser entendido ao conjunto dos numeros complexos com a
aplicacéo de integragéo de funcdes a valores complexos, em particular, do Teorema
dos Residuos para o calculo da Transformada inversa de Laplace.

Segundo se pode constatar em Spiegel (1965), a Transformada de Laplace
pode ser usada para resolver algumas equagdes diferenciais ordinarias com
coeficientes variaveis. Uma equacgao particular para a qual o método se mostra util &
aquela em que seus termos com coeficientes variaveis tém a forma

t,y"(t),
cuja transformada é dada por

ety (1) =(-1)" —dmiﬁ @]

A literatura mostra também que o operador de Laplace é util para resolver
Equacdes integro-diferenciais. Adicionalmente, pode ser utilizado em alguns
problemas de valores de contorno, onde sua aplicagao “quebra” derivadas, ou seja,
transforma equacdes diferenciais parciais em equacgdes diferenciais ordinarias, que,
via de regra, sao soluveis com muito menos esforco.

Todavia, toda a investigacdo que corroborou com a execucao deste trabalho,
permitiu confirmar que, efetivamente, a grande utilidade da Transformada de
Laplace esta em resolver EDQO’s lineares com coeficientes constantes, ou sistemas
dessas equacgdes, e seus correspondentes problemas de valor inicial. Certamente, o
poder conferido a esse método esta associado ao uso de algumas outras entidades,
como a funcédo de Heaviside e a “funcéo generalizada” delta de Dirac. Como foi
mostrado em diversos exercicios, essas ferramentas sao cruciais em problemas em
que os dados iniciais tém descontinuidades, representam pequenos impulsos de
grande amplitude, ou sao fung¢des periddicas mais elaboradas.
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Tabela 3 — Tabela de Transformadas de Laplace adicionais (SPIEGEL, 1965).

s?-a?
tcos(at) (2 +a2)2 (1)
atcosh(at)-senh(at) 1
24a° (s*~ “2)2 (2)
tsenh(at) >
P (Sz . )2 (3)
2
senh(at)+atcosh(at) . S = (4)
2a (S —¢ )
cosh(at)+a—tsenh(at) = 2 ()
2 (s*=e?)
s*+a’
tcosh(at) (s? _az)z 6)
1
(3—aztz)sen(at)+3atcos(at) ; 3 7)
- (s +a)
tsen(at) - at® cos(at) >
8a’ (5% +a®) o
(1+a2t2)sen(at)—atcos(at) s’
2 2\3 (9)
83 (s*+a?)
2 s’
3tsen(at)+ at’ cos(at) — (10)
™ (s*+a?)
S4

(3 — a?t? )sen (at)+5atcos(at)
8a

(11)




64

(8 — a?t? )cos(at) —Tatsen(at)

35

3 (82 e )3 (12)
t* sen(at) L‘“Z (13)
2a (82 +a2)
2 s®—3a’s
t—cos(at) 3 (14)
2 (82 +a2)
#3 s* —6a%s? +a*
Ecos(at) (sz g )4 (15)
t* sen(at) 33_—0‘234 (16)
24« (82 +a2)
(3+aztz)senh(at)—3atcosh(at) 1
Gl
at® cosh(at)—tsenh(at) s
8a° (s* ‘“2)3 1o
atcosh(at)+ (a2t2 —1)senh(at) s’ _ (19)
85° (Sz —052)
3tsenh(at)+ at®cosh(at) s’ _ (20)
8a (Sz —052)
(3+aztz)senh(at)+5atcosh(at) s _ 21)
8o (Sz —052)
(8+aztz)cosh(at)+7atsenh(at) s’ _ (22)
8 (s%-a)
t* senh(at) 3s’ +a’
B — (Sz _az)3 (23)
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£2 s® +3a’s
7cosh(at) E _a2)3 (24)
£3 s*+6a%s®+at
ECOSh(at) (82 ¥ )4 (25)
t* senh(at s +a’s
24O{( ) () (26)
at
2 _Sat 1
36 2( BSen(ﬁatj—cos(\E;t}re 2 } PERp (27)
a
> 3at
—( os(\/gzat}r 33en( ?;atJ—eZ} Sajas (28)
(94
at 2
_{e_”’t +2e?2 COS(\/iatJ] 38 = (29)
s’ +a
S
2 [ 3a 1
:a [e 2 —cos(\/gatJ—\/gsen(\/gzatD S (30)
= dat s
Z—a(ﬁsen(\/;at]—cos[\/gzat}re 2 ] PR (31)
1M -2 J3at s®
5( ‘+2e 2 cos( 5 ]] pERp. (32)
4;3 (sen(at)cosh(at)-cos(at)senh(at)) e +14a4 (33)
sen(at)senh(at) s
27 s +4a* (54
1 s’
Z(sen(at)cosh(at)+cos(at)senh(at)) p (35)
3
cos(at)cosh(at) s (36)
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%(senh(at)—sen(at)) o (37)
1 S
— (cosh(at)-cos(at)) - (38)
1 s’
z(senh(at)+sen(at)) e (39)
%(cosh(at)+cos(at)) s“ia“ (40)
et _ gt 1
25— Vo N A
erfat 1
Ja SVsS+a«a “2)
e“erfyat L
gl Toa (43)
at 1 2t L
o[ f-- poerto ) — (44)
1
Jo (at) . (45)
1
ly (at) s2 — g2 (46)
a"J, (at) (Vs?+a” ] . (47)
Js? + o
a'l, (at) (s-s-a?) . (48)
Js? —a?
Jo(aft(t+25)) eﬂ(l s 2) (49)
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J (oh/t2 —ﬂz) t>p e M (50)
0 t<p s’ +a’
tJ, (at) 1 3 (51)
o (32 + a2)5
S
tJ, (at 3 52
O(a ) (82 +0(2)2 ( )
82
J,(at)—atd, (at 3 53
0 ( ) 1 ( ) (32 + 0(2 )2 ( )
th (at) — (54)
z (=)
S
tly (at) (s _az)g (55)
32
Iy (at)—atl,(at) (32 L )3 (56)
1T e
f(t)=n, n<t<n+1 n=012,... S(es—’l) 3(1—9_3) (97)
ver também (119)
[t]
k -8
f(t)=2r L -_° (58)
k=1 s(es—r) s(1—re‘s)
onde [f] = maior inteiro < t
e’ —1 _ 1-e°
f(t)=r", n<t<n+1 n=012,.. S(es—f) 3(1—“973) (99)
ver também (121)
cos(2\/a ) e% (60)
Jnt Js
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y = constante de Euler =
0,5772156...

sen(zx/a) o
 Jm ; 61)
N E
(i]z % (2\/5) e’ n>—1 (62)
« Sn+1
@ s
e 4 o
(63)
Jat Js
a -Z
4t _a\/g
2t e (64)
rf L 1_e—a«/§
) (N? j . (65)
a5
el -4 e
’ C(zﬁ ] : (66)
—as
Aptra) e e
e el’fc('H\/?Jr zﬁ] \/E(\/§+ﬂ) (67)
1 0 -2
Tota Ly e a2 S - (68)
e -e" S+a
t '”( < ﬂj (69)
(82 + az)
Ci(at) In R 70)
25
(s+a)
Ei(at) In a -
s
_(y+|n(s))
In(t) s 72)
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2(cos(at)—cos(pt)) s? +a?
|
t n s2+ 2 (73)
7 (r+ In(s))’
|n2 (t) 6 S (74)
y = constante de Euler =
0,5772156...
—(In(t+
(n(t+7) s (75)
»= constante de Euler = 0,5772156... S
(In(t + ))2 —ﬂ—z 2
7 6 In®s (76)
S
y = constante de Euler = 0,5772156...
I'(n+1)-T(n+1)In(s)
t" In(t) Sn+1 n>-1 (77)
sen(af) tg”’ (ﬁ] (78)
t S
tg”'| <
Si(at) I s (79)
S
g 2Vt e% o
= 80
Jrt 7 erfc(\/; (80)
20{ 22 822
ﬁe et erfc( (81)
a
erf(a) e (82)
S
1 e“%rfc(JoTs) (83)
7Z'(t + 0!) \/g
1 asS H
T e“°Ei(as) (84)
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é(cos(as)(%—Si(as)j—sen(as)Ci(as)j (85)
sen(as)(%—Si(as)j+cos(as)Ci(as) (86)
cos(as)(;[—Si(as)j—sen(as)Ci(as) (87)

s
sen(as)(z—Si(as)j+cos(as)Ci(as) (88)
S
(%—Si(as)j +C (as) (89)
0 (90)
1 (91)
e (92)
e*tZS (93)
S
nx nrt senh(sx)

e soohie) | O

2n-1)zx (2n—1)xt senh(sx)

jsen[ 2a ] scosh(sa) (95)

nax )\ (nat cosh(sx) 96

a j [ a j ssenh(sa) (%)

(2n-1)zx (2n—1)xt cosh(sx)
cos 2a scosh(sa) ®7)

nrx nt senh(sx) (98)

sen| — P DTN,

o j ( a j s*senh(sa)
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8o (1) (2n-1)zx (2n-1)xt senh(sx)
x+?; (2n -1y’ sen( 2a JCOS[ 2a s? cosh(sa) (99)
£ 2a ( 1)" cos(nﬁx) 1—cos(n—”tj —COSh(SX) (100)
20 1’ n? a a s*senh(sa)
8o~ (-1) (2n-1)zx (2n-1)xt cosh(sx)
t+7; (2n-1)° COS( 2a Jsen[ 2a s? cosh(sa) (101)
(P+x*-a®) 16a2< (1) (2n-1)7zx (2n—1)ﬂt] COSh(SX)
2 B ,,Z:(Zn—1)3 COS[ 2a ]COS[ 2a s cosh(Sa) (102)
s o T —a
Z ne sen( " j senh(a\/g) (103)
AT At (20 -A)2x Cosh(xﬁ)
?nﬂ (-1 (2n-1)e cos(—za ] cosh(a\/g) (104)
25, o E (20 -A)ax senh(xs
;M (_1) e sen[ 2a ] \/ECOSh(a\/E) (105)
1 2 it X cosh(x\/g)
2. cos[ ; j Fosonn(ads] | 1%
x 2 (-1 [nﬂx] senh(x\/g)
« ”nz; n © e ssenh(a\/g) (107)
4 (1)) A ((on-A)ax cosh(x+/s)
1+;;—2n_1e cos(—za —Scosh<a ) (108)
20t () sen(mj ) (109)
a x4 n a szsenh(a\/g)
(x —a? 1602 (zn_1)2”21 ((2n—1)7zx) cosh(x\/g)
Z (2n- 1 €08 2a s? cosh(a\/g) (110)
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12
= (4
w € JO(an JO(IX\/E)
1-2) — (111)
& 2, (4) 4y (ias)
onde A4, Ay, ... s&0 raizes positivas de Jy(4)=0.
12
,07'721 ﬂ’n
1.2 5 AN " (05 Xj Jo (iX\/E)
(-« )+t+2az ' — L (112)
4 n=1 ﬂ‘nJ1 (Z’n) S JO (Ia\/g)
onde A4, Ay, ... s80 raizes positivas de Jy(4)=0.
f(t)
1
1 as
0- Y Y Y _tgh (_J 1 1 3
0 20 4o 6o t as’ 2 (113)
Figura 26 — Funcao onda triangular - adaptada de Spiegel
(1965).
f(t)
1‘—| - =
0 ) I I I et 1 as
24 ,2& ,36{ ,4& _tgh - (1 14)
—14 —— — S 2
Figura 27 — Funcdo onda quadrada - adaptada de Spiegel
(1965).
f(t)
1
o as
0+ 1 1 Y 2.2 2 COtQh[?) (115)
0 o 2a 3a t as +r
Figura 28 — Fungéo onda senoidal retificada - adaptada de
Spiegel (1965).
f(t)
1
/\ / = (116)
0- . . . . 202, 2\(4_ a-as 116
0 o 20 3¢ 4o t (a®s® +7%)(1-e)
Figura 29 — Fung&o onda senoidal semi-retificada - adaptada
de Spiegel (1965).
f(t)
1
L’/,ra””’?”’,r»”/”? | 1 e
0+ . e - (117)
o 3 dex

0 M 2 t
Figura 30 — Fungéo onda dente de serra - adaptada de Spiegel
(1965).
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1 ———————

: : -as _ A—ES 1 18
ol | | e (1-e) (118)
0 a ate t s
Figura 31 — Funcéo pulso - adaptada de Spiegel (1965).
f(t)
3_ 1
2- —_— 1
! -as
I s(1-e) (119)
0 . . . :
0 a 2a 3a 4o ver também (57)
Figura 32 — Fungéao escalonada - adaptada de Spiegel (1965).
fity=n? n<st<n+1,n=0,1,2, ..
f(t) .
4 —_—
3 | e +e”
I 2 120
1 —_ 3(1 - e’s) (120)
0- . . . ;
0 1 2 3 4 t
Figura 33 — Fungé&o escalonada |l - adaptada de Spiegel
(1965).
fity=r", nst<n+1, n=0,1,2, ...
f(t) |
F Pr— 1 _ e—s
1 ' s(1-re) (121)
0 . . . ;
0 1 2 3 4 t ver também (59)
Figura 34 — Fungéao escalonada lll - adaptada de Spiegel
(1965).
sen| Zt| O<t<a
f(t)= a
0 t>a
f(t) ﬂ.a(»l_’_e—as)
1 e (122)
0(282 + 7[2
0 .
0 o t

Figura 35 — Fungéo pulso senoidal - adaptada de Spiegel
(1965).
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