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“E muito melhor arriscar coisas grandiosas,
alcancar triunfos e glérias, mesmo espondo-
se a derrota, do que formar fila com os
pobres de espirito que nem gozam muito e
nem sofrem muito, porque vivem nessa
penumbra cinzenta que nem conhece vitéria
e nem derrota”

(Theodore Roosevelt)
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Resumo

Com esse trabalho € possivel observar, como obter-se estimativas para os
valores de uma funcdo em pontos nédo tabulados, quando sao fornecidos os dados
experimentais que geralmente formam um sistema inconsistente. A razao provavel
de esse sistema ser inconsistente e nenhuma funcdo se ajustar precisamente aos
dados, € a presenca de erros, ocasionados por falhas de observacbes ou por
equipamentos com defeitos. Resolveremos sistemas inconsistente utilizando o
Método dos Minimos Quadrados (MMQ), e que também tal método nos permite
resolver problemas de ajuste de curvas, ou seja, “ajustar” a melhor curva polinomial
de aproximacado, quando o erro envolvido for a soma dos quadrados das diferencas

entre os valores de y na curva de aproximacao e os valores de y dados. Assim o

Método dos Minimos Quadrados é o procedimento mais adequado para determinar

melhores aproximacdes e fazer ajuste de curvas.

Palavras-chaves: Sistema Inconsistente, Método dos Minimos Quadrados,
Melhores Aproximacdes, Ajuste de Curvas
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Introducao

Responder as perguntas, “Como a partir de um conjunto de pontos dados
num plano cartesiano, encontrar uma funcdo que passe, ou mais se aproxime
desses pontos?”, ou ainda “Como encontrar uma solugdo aproximada para um
sistema incompativel, ja que nado existe solucdo?”, foi o que motivou-me a
desenvolver o trabalho sobre Ajuste de Curvas por Minimos Quadrados.

Em 1809, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicou um artigo demonstrando
que a melhor maneira de determinar um parametro desconhecido de uma equacao
de condicbes € minimizando a soma dos quadrados dos residuos, sendo
posteriormente denominado de Minimos Quadrados por Adrien-Marie Legendre
(1752-1833). Em abril de 1810, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) apresenta a

generaliza¢do a problemas com varios parametros desconhecidos.

No capitulo 1 trataremos da fundamentacéao teorica, falaremos sobre Espacos
e Subespacos Vetoriais e suas propriedades, Espaco-solucdo de um Sistema
Linear, Base e Dimensdo de um espaco vetorial e entdo, Produto Interno, onde
trataremos de distancia entre vetores, Bases Ortogonais e Ortonormais e finalmente
falaremos sobre o Processo de Gram-Schmidt que é um método para encontrar uma

base ortonormal a partir de uma base qualquer de um espaco vetorial.

No capitulo 2, poderemos observar que Projecdo Ortogonal, € parte
importante do trabalho, pois quando tratamos de encontrar a solu¢gdo de um sistema

Ax=b, por Minimos Quadrados, estamos procurando um vetor |Ax-b| que seja

ortogonal a b. Abordaremos Complemento Ortogonal e também verificaremos a

relacdo fundamental entre o espaco-nulo e o espago-linha de uma matriz.

Capitulo 3, trataremos nesse capitulo de sistemas incompativeis e como
projecdes ortogonais podem ser usadas para resolver problemas de aproximacoes.
Temos por objetivo encontrar solucdo desses sistemas utilizando o Método dos
Minimos Quadrados, de modo que, a diferenca entre a solugdo por minimos
quadrados e a solugdo “exata” do sistema seja a menor possivel.
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No capitulo 4, mostraremos como fazer ajuste de curvas a um conjunto de
pontos discretos no plano cartesiano utilizando o método dos Minimos Quadrados. A
aproximacdo por minimos quadrados consiste em, dados um “tipo de funcédo” e um
conjunto de pontos, encontrar entre estas funcdes, a que melhor se aproxima do
conjunto de pontos. Apos ter utilizado esse método para fazer o ajuste dos pontos a
um polinbmio de grau um, podemos generalizar esse método para encontrar

polindbmios de grau n= 2, e ainda para sistemas néo lineares.
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1. ESPACOS VETORIAIS E PRODUTO INTERNO

Abordaremos nesse capitulo definicbes sobre espaco vetorial, subespaco
vetorial, base e dimensdo, por ser necessario para um bom entendimento do
trabalho. Contudo estaremos interessados em formalizar os conceitos de produto
interno e a partir dessa formalizacéo definir as no¢cdes de comprimento, distancia e

de angulos em espaco vetoriais. Com iSSO teremos processos para que possamos

medir num espaco vetorial, da mesma forma pela qual se mede no plano R?.

1.1- Espacos Vetoriais

Seja um conjunto V, ndo-vazio, sobre o qual estdo definidas as operacbes
adicdo e multiplicagéo por escalar, isto é:
Uu,vIV,u+vlV

Ua UR,OullV,qullV

O conjunto V com essas duas operagfes é chamado de espaco vetorial real
(ou espaco vetorial sobre R ) se forem verificados os seguintes axiomas:
Para diferenciar do numero real zero (0) utilizaremos o simbolo (0) para o vetor nulo.
A) Em relagéo a adicao:
A1) (u+v)+w=u+(v+w),0u,v,wV (associatividade)
Az) u+v=v+u,0u,vOV , (comutatividade)
As) DoV;0OullV,u+o=ullV, (existéncia de vetor nulo)

A;) OudV,{-u)OV;u+ (-u) =0, (existéncia de vetor oposto)

M) Em relacéo a multiplicacéo por escalar:

M1) (af)u=a(pfu), (associatividade)

M) (a+ B)u=au+ Lu, (distributiva a esquerda por um vetor)
Ms3) a(u+v) =au+av, (distributiva a esquerda por um escalar)

M,) lu =u, (existéncia de elemento neutro)
Para Ou,vOV e Oa,BOR.
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Exemplo 1.1: O conjunto V =R?={(x y)/ x yOR} é um espaco vetorial com
as operacoes de adicdo e multiplicacdo por um numero real assim definidas:
(X, Y) + (X, ¥,) =(X +X,,y, +Y,) € a(xy)=(ax,ay). Essas sé&o as operacdes usuais
de adicdo e multiplicacédo por escalar.

Para verificarmos o0s oito axiomas de espaco vetorial, consideremos

u=(x,Y,), V=(X,,Y,) € W=(X,,Y,). Tem-se:

A1) (U+V) +W=((%, Y1) + (X, Y2)) + (%5 )
(%, Y1 +Y,)) + (X, Ys)
=(( %) + %5, (Y1 +Y,) +Ys)
= (4 + (% %), Y1 (Y, +3))
= (X Y1) + (% + %5, Y, +Y3))
= (%, Y1) + (%, Vo) + (%5, ¥3))

=u+(v+w)

A2) UtV =(X, Y1) + (X +Ys)
= (X %, ¥+ Y,)
= (% X, Y, tYy)
= (%0 Y2) + (%0, Y1)

=v+u

Az) Do=(0,0)0R? OuOR?;u+0= (x,Y, )+ (0,0
=(x,+0y, +0)
= (%, Y1)

=u

Ay) Ou= (Xp yl)DRZ,E(—u) = (_X11_ Y1)DR2; u+(-u)= (X11y1)+ (_Xl’_ yl)

=(% =X, Y1~ Y1)
=(0,0)=o0



M1) aB(u) =aB (%, Ys)
= ((aB)x.(aB)y;)
=(a(px).a(By)
=a(fx. )
=a(pu)

Mz) (a +B)u=(a+B)(%.Y)
=((a+B)x,(a+B)y1)
= (ax, + Bx.ay, + By,)
= (ax,,ay,) + (B, By)
=a(x, Y1)+ B(x. )
=au+ fu

Ms) a(u+v) =a((x, Y1) +(X;:Y;))
=a(X +%, Y tY,)
=(a(x +x).a(y, +Y,))
=(ax +ax,,ay, +ay,)
= (ax, ay,) +(ax,,ay,)
=a (X, Y1) ta(x,,y,)

=autav

My) u=1(x,,Y;)
= (% 1y,)
= (X, V1)

=u
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Exemplo 1.2: Os conjuntos R®R*..R" sdo espagos vetoriais com as

operacbes de adicdo e de multiplicacdo por escalar usuais. A verificacdo dos

conjuntos acima citados é de forma analoga ao que foi feita para o R?.
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1.2- Subespacos Vetoriais

Definicdo 1.2.1: Dado um espacgo vetorial V , um subconjunto W, ndo vazio
sera um subespaco vetorial de V se:
i) Para quaisquer u e vOW tivermos u+vOW .

i) Para quaisquer a OR ,u0W tivermos auOW..

Podemos fazer trés observagoes:

a) As condicdes da definicdo acima garantem que ao operarmos em W (soma
e multiplicagdo por escalar), ndo obteremos um vetor fora de W. Isto € suficiente
para afirmar que W é ele proprio um espaco vetorial, pois assim as operacdes ficam

bem definidas e, além disso, ndo precisamos verificar as propriedades de i) a viii)

de espaco vetorial, por que elas séo validas em V que contém W.

b) Qualquer subespaco W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo
(por causa da condicédo ii) quando a =0).

c) Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespacos (que sao
chamados de subespacos triviais), o conjunto formado apenas pelo vetor nulo e o
proprio espaco vetorial.

As vezes, é necessario detectar, dentro de um espaco vetorial V,
subconjuntos W que sejam eles proprios espacos vetoriais “menores”. Tais

conjuntos serdo chamados de subespacos de V . Isto acontece, por exemplo, em

V =R?, o plano, onde W é uma reta deste plano, que passa pela origem.

L+

Figura 1: W é um subespaco vetorial de R?.
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Veja que a reta W, funciona sozinha como espaco vetorial, pois, ao
somarmos dois vetores de W e se multiplicarmos um vetor em W por um numero, 0
vetor resultante ainda estara em W. Isto €, o subconjunto W ¢é “fechado” em relacéo
a soma de vetores e multiplicacdo deste por um escalar. Estas sdo as condi¢des

exigidas para que um subconjunto W de um espaco vetorial V seja um subespaco.

Exemplo 1.2.1: Sejam V =R? e S={(x y) OR?*/ y=2x% ou S={(x2X); xOR},
isto €, S é o conjunto dos vetores do plano que tém a segunda componente igual ao

dobro da primeira.

Temos que S# ¢, pois (00)0S.

Verificaremos agora as condicdes i) e ii).

Consideremos u=(x,2x)0S e v=(x,,2%,)0S.

) utv=(X,2%) +(X,,2%,) = (X +X,,2% +2X,) = (X, +X,,2(%, +X,)0S, pois a
segunda componente de u+v € igual ao dobro da primeira.

i) au=a(x,2x) = (ax,2ax) = (ax;,2(ax,)) 0 S, pois a segunda componente é
igual ao dobro da primeira.

Portanto Sé um subespaco de R?.

Exemplo 1.2.2: V =R® e W OV, um plano passando pela origem.

y

¥

: y
/

Figura 2: V =R*® e W OV é um subespaco.

Podemos observar geometricamente a validade de i) e ii). Temos que se

Wnao passasse pela origem, ndo seria um subespaco (pois pela condicao ii)
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qualquer subespaco precisa necessariamente conter o vetor nulo, no caso de a =0)
e ainda, os Unicos subespacos do R® sfo a origem, as retas e planos que passam
pela origem, e o préprio R®.

Assim podemos ter a falsa impressio de que o espaco vetorial R*> é um
subespago de R®, contudo R? ndo € nem mesmo um subconjunto de R®. (Os

vetores do R® tém todos trés componentes enquanto os vetores do R? tém apenas

duas).

O conjunto W ={(x y,0);x, yOR} & um subconjunto do R*que se “parece” e
“age” como o R?, apesar de ser diferente do R*. W é um subespaco do R?, pois o
vetor nulo estda em W e também é fechado em relacdo a soma de vetores e a
multiplicacdo por escalar, porque estas operacdes em vetores de W, sempre
produzem vetores cujas terceiras componentes sao iguais a zero (e, assim,

pertencem a W). Portanto W é um subespaco de R®.

/
L y

NV

Figura 3: Um plano como subespaco do R3.

Se Ax=b é um sistema de equacdes lineares, entdo cada vetor x que
satisfaz esta equacdo é chamado um vetor-solucdo do sistema. O teorema a seguir
mostra que os vetores solucdo de um sistema linear homogéneo formam um espaco
vetorial. Chamamos o conjunto de todas as solucdes deste sistema de espaco-

solugéo.

Teorema 1.2.2: Se Ax=0 é um sistema linear homogéneo de m equacdes
em n incognitas, entdo o conjunto dos vetores-solucdo € um subespaco vetorial de

R".
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Demonstracdo: Consideremos W o conjunto dos vetores-solugdo de Ax=0.

Temos que em W existe pelo menos um vetor nulo (0) por se tratar de um sistema

linear homogéneo. Para mostrar que W é um subespaco vetorial de R", precisamos
mostrar que W é fechado na adicdo e na multiplicacdo por escalar, para isso
consideremos x e X[OW, vetores-solucdo e k[OR um escalar qualquer.
De fato:
i) Se Ax=0 e AX'=0, entdo, A(X+X')=Ax+ AX=0+0=0.
i) Temos que, A(kx) =k(Ax) =k0=0.
Desse modo como x e XOW e kOR um escalar qualgquer, mostramos que
W é fechado na adi¢do e na multiplicagdo por escalar e portanto W € um subespaco
vetorial de R".
|
Exemplo 1.2.3: Considere o sistema linear com trés equacdes e trés
Xx-2y+3z=0
incognitas {2x-4y+6z=0, temos que 0 conjunto solucdo do sistema € um
3x-6y+9z=0
subespagco de R?, veja:

1 -2 3|x 0
Transformando num sistema matricial temos, |2 -4 6|/ y|=|0/(, onde:
3 -6 9|/z| |0

2L+, - L,
1 -2 3Putk-b 1 -2 3
2 -4 6 ~ 10 0 O|=>x-2y+3z=0 ou x=2y-3z, isto &, a solucao
3 -6 9 0 0 O

do sistema é a equacdo de um plano que passa pela origem com vetor normal

n= (-2 3). Segue do teorema 1.2.2 que o conjunto solucdo do sistema se trata de
um subespagco vetorial de R®.
Temos que em um sistema homogéneo de trés incognitas as solugdes

formam subespacos vetoriais de R®. Geometricamente isto significa que cada

espaco-solucdo deve ser uma reta que passa pela origem, um plano que passa pela

origem, somente a origem ou todo o R?.
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Definicdo 1.2.3: Sejam os vetores v,,V,,.,v, do espacgo vetorial V e os
escalares a,a,,...,a,. Qualquer vetor vV da forma v=ayv, +a,v, +...+a,v, € uma

combinacao linear dos vetores v,,V, ,...,V,.

Seja V um espagco vetorial. Consideremos um  subconjunto
A={v,v,,..,v,} OV, AZ¢.

O conjunto S de todos os vetores de V que sdo combinacdes lineares dos
vetores de A é um subespaco vetorial de V .

Entdo podemos escrever u=aVv,+ay,+..+aVv, e v=bv, +byv,+..+byv,,
como sendo dois vetores de S, assim:

u+v=(ay, +ay, +...+ayv,) + (by, +byv, +...+b,v,)

u+tv=(a +b)v, +(a, +b,)v, +...+(a, +b,)v, S e

au = (aa))v, +(aa,)v, +...+(aa,)v, S

Assim, podemos concluir que S € um subespaco vetorial de V. De fato, o
subespaco S é:

S={vOV/v=ayVv,+ay,+..+ayV,, a,a,..,a, JR}.

O subespago S diz-se gerado pelos vetores v,,v,,..,v,, ou gerado pelo

conjunto A, e representado por:
S=[v,V,,..,V,] ou S=G(A).

Os vetores v,,V,,..,V, sdo chamados geradores do subespago S, enquanto

A é o conjunto gerador de S. Para o caso particular de A somente conter o vetor

nulo, define-se [Al ={ 9 .

Exemplo 1.2.4: Os vetores i = (1,0) e j=(0,1) geram o espaco vetorial R?,
pois qualquer (x,y)JR? é combinacéo linearde i e j.

(xy)=xi+y] =x@10)+y (01 = (x,00+ (0,y) =(xy)
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1.3- Base de um espaco vetorial

Definicdo 1.3.1: Se S={v,v,,...,v,} € um conjunto n&o-vazios de vetores,
entdo a equacao vetorial aVv, +av, +...+av, =0, tem pelo menos uma solucdo a
saber, a =0, a,=0,...,8,=0. Se esta € a unica solugcdo, entdo o conjunto de

vetores é linearmente independente. Se existem outras solucdes, entdo S é um

conjunto linearmente dependente.

Definicao 1.3.2: Um conjunto B={v,,..,v,} OV €& uma base do espago
vetorial V se:

i) B é Linearmente Independente (LI);

i) B gera V.

Exemplo 1.3.1: B={(11),(-10)} é base doRR?.

De fato:

i) Bé Ll pois a(Ll) +b(-11) = (0,0) implica em{aa_O ,assim a=b=0.

i) B gera R?, pois para todo (x,y)OR?, tem-se:

_b_
(xy)=al)+b(-10) = {aa_yx’ donde a=y e b=y-x, o que implica em

(xy)=y@D)+(y-x)(-10).
1.4- Dimenséo de um Espaco Vetorial

Definicdo 1.4.1: A Dimensdo de um espaco vetorial de dimenséo finita V é

definida como o numero de vetores de uma base de V e denotada por dim(V) . Além

disso, definimos o espaco vetorial nulo como tendo dimenséao zero.

Assim se V possui uma base com n vetores, entdo V tem dimensédo n e

anota-se dimV =n.

Exemplo 1.4.1: Seja W ={(x Y, 2 OR*/2x—-3y+4z = 0}um subespaco vetorial

de V =R?, vamos encontrar uma base e determinar a sua dimensao.



21

Para encontrar a base, vamos encontrar um conjunto gerador de W e verificar
seelLl.

De fato;

2X-3y+4z=0= = X+ & = y:§x+gz, assim podemos escrever W
2 4
como W ={(x §x+§z, 2 OR%}

_iy 2 4 3
W ={(x 3><,0)+(0,3Z,Z)DR }

_ 2 4 3
W ={x0 2,0)+ 20,2 DIE’)

2 4
W =[(1,=,0)+ (0~ ,))]=B
[ 3 )+ ( : )]
Logo B é o conjunto gerador para S. Falta verificar se B é L I.
a(1,§,0)+ (o,%1 1 (0,0,0

a=0
2 4 . .
=< —a+—a=0 = a=b=0, como o sistema tem solucdo unica é L I.
b=0
Portanto B é base para W e ainda como a base possui dois vetores, isso implica

que dimW = 2.
1.5- Produto Interno

Definicdo 1.5.1: Um produto interno num espacgo vetorial V, € uma funcdo

que, a cada par de vetores u e v em V associa um nuamero real <u,v> de tal
maneira que 0s seguintes axiomas sao satisfeitos por quaisquer vetores u,v e w de

V e qualquer escalar a .

i) <u,v>=<v,u>0u,vJV (axioma de simetria)
i) <u+v,w>=<u,w>+<v,w>0u,v,wJV (axioma de aditividade)
i) <au,v>=a<u,v>OalOR e u,vlJV (axioma de homogeneidade)

iv) <v,v>>0e <v,v>=0= v=0 (axioma de positividade)
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Um espaco vetorial real com produto interno é chamado espaco com produto

interno real.
Obs.: O produto interno euclidiano para o R" deve ser entendido como

produto interno usual para o espaco R".

Exemplo 1.5.1: O produto escalar usual de vetores do espaco R® para

V=(X,X%,%) € W=(Y,,Y,,Y;) € <V,W>=Xy, +X,Y, +X;¥;. De modo analogo, define-

se 0 que chamamaos de produto interno usual para o espaco R".
De fato:

Dados v=(X,,X, »..,X;) € W=(Y,, Y, .0 Y,) = <VWS= XY, + XY, ..+ XY,

Exemplo 1.5.2: Sejam V=P,, p=a,x*+ax+a, € q=h,x*+bx+b, vetores
quaisquer de P,. A férmula < p,q>=a,b, +ab, +a,b, define um produto interno em
P,. Por exemplo, se:

p=2x*-6x+7 e q=3x*+3x+5, entdo, < p,q>=23-63+75=23

Podemos notar que < p,q>=a,b, +ab,, ndo define sobre V, um produto
interno, pois existem polindmios pUV tais que <p,p>=0 sem que p=0. Por

exemplo, se p=0x*+0x+5. Isso acarreta uma falha no axioma iv.

O produto interno euclidiano é o mais importante dos produtos internos,
contudo existem outros produtos internos relevantes como o Produto interno

euclidiano ponderado. Mais precisamente, se w,,W,,..,W,, S80 numeros reais

W,
positivos, que designaremos por pesos e se U= (X, X, ,..,X,) € V=(¥;,¥, ,..,Y,) Sao
vetores do R", entdo:

<UV =W XY, FW XY, ot WX Y
define um produto interno no R", denominado de Produto interno euclidiano
ponderado com pesos W,,W, ,...,W, .

Para entendermos melhor uma maneira pela qual pode surgir um produto

euclidiano ponderado, suponha que um experimento fisico possa produzir qualquer

um de n valores numéricos Xx,X,,...,X, € que m repeticbes do experimento
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fornecem esses valores com varias frequéncias, ou seja, que x, ocorre f, vezes, X,
ocorre f, vezes e assim por diante. Como ha um total de m repetigcbes do
experimento, temos f + f,+...+f =m.

Assim a média aritmética dos valores observados (x) é;

- _fx+fx++fx 1
= L= —(fx +fx,+..+f
X f1+ f2+___+ fn m( 1X1 2X2 an)

Se escrevermos f =(f,f,,...f), X=(X,%X,..X,) € W=W,=..=W -1

n ’

m
entdo a férmula da média aritmética pode ser escrita como o produto interno

ponderado;

x=<f,x>=w,fx +w,f,x, +...+w,f X,

Exemplo 1.5.3: Sejam u=(x,X,) € v=(y,,Y,) vetores do R*. O produto
interno euclidiano ponderado <u,v>=3xy, +2X,Y,, satisfaz os quatro axiomas de
produto interno.

De fato:

) <U,V>=<(X,X%,),(V1,Y,) >=3XY; +2X,Y, = 2X,Y, +3X Y, =<V,u>

i) Se w=(z,z,), entdo,

SUHV, W< (%, %) + (¥, ¥5), (2, 2,) >

=3}t V)2 +2(X% +Y,).2
=3x%2, +3Y,2 +2X,2, + 2Y,7,

= 3%,z +2%,2,) + (3Y,z +2Y,2,)
=<u,wW>+<XW>

iif) Seja a OR, ent&o:

<au,v>=<a(x,%,), (Y, Y,) >
=3(a%,) Y, +2(a%,) Y,
=a(3xYy,) + a(2x,Y,)
=a(3x.Y, +2X,Y,)

=a<uv>
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iv) <v,v>=3y,y, +2y,y, =3y +2yZ, assim <v,v>>0 para qualquer vOOR? e
também, <v,v>=3y7+2y. =0 se, e somente se y, =y, =0 o que vai implicar em
V=0, 0 que satisfaz o axioma iv.

Vamos formalizar agora a hogcdo de comprimento e distancia em espacos com

produto interno

Definicdo 1.5.2: Se V € um espaco com produto interno, entdo a norma (ou

comprimento) de um vetor vV ¢ denotada por || e é definida por

M| =<vv >
A distancia entre dois vetores u e v é denotada por d(u,v) e é definida por
) =fu-]
Se |V[=1, isto &, <v,v >*2=1, v é chamado de vetor unitario. Dizemos nesse

caso que v esta normalizado.

Observe que todo vetor ndo nulo vV pode ser normalizado, basta
o 1 . v
multiplicar v por —| assim teremos um vetor u tal que u=—

M M

exemplo, V=R® e <,> produto interno usual, entdo se Vv=(x,X,,X;)0R?,

M =y/<Vv,v>=4/x’ +x; +x5 que é o comprimento do vetor v. Assim para v= (1,2-1)

teremos o vetor normalizado

Consideremos por

Exemplo 1.5.4: De maneira andloga podemos estender para o R". Considere

U=(X,% %) € Vv=(Y,Y,..Y, dois vetores do R" com produto interno

euclidiano.O comprimento do vetor u sera:

Jlu| =<u,u >y2:\/x12 +X2 4.+ e

d(U,Y) =[u -] =< (U=V).u =) 2= 04 = Y + (% = )2+t (%, - V)2
Exemplo 1.5.5: E importante salientar que norma e distancia dependem do

produto interno que se estd sendo usado. Se o produto interno for mudado, entédo o
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comprimento e a distancia também mudam. Vejamos para o caso de u=(34) e

v=(2,-1) do R* com o produto interno euclidiano nés temos:
Ju|=v3*+4? =425=5 ¢
d(u,v) =+/(3-2)% + (4+1)? =/1+25=1/26

Agora, se mudarmos para o produto interno euclidiano ponderado

<u,v>=3xy, +2X,Y,, entdo teremos:

|u|=<u,u>"=333+ 244 =+27+32=+59 e

d(uv) =|u-v| =< (u-v),(u-v) >?=< 15).0.5) >?=/311+ 255 =/3+50=+/53.

Se V é um espago com produto interno, entdo o conjunto dos pontos de V

que satisfazem |u| =1 é chamado de esfera unitaria, ou entdo, circulo unitario de V .

No R? e R® estes s&o os pontos que distam uma unidade da origem.

Exemplo 1.5.6: a) Vejamos como é o esbog¢o grafico de um circulo unitario

num sistema de coordenadas xy em R?, usando o produto interno euclidiano
SUV2>=XY XY,

Se u=(xy) entdo, |u|=<u,u >y2:1/x2+y2, de modo que a equacdo do
circulo unitario é x*+y*=1 = x*+y®’=1. Como é de se esperar o gréafico
desta equacéo é um circulo de raio 1 centrado na origem (figura 4).

&
Y

Null=1

- ..
N "

Figura 4: O circulo unitario com a norma euclidiana ||u|| =X+ y2 .
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b) Agora se mudarmos para o produto interno euclidiano ponderado

X X
<u,v>= 1y1+ 2Y2

0 esboco do circulo unitario no sistema de coordenadas xy em
2 A
R* sera:

2 2
Se u=(x,y) entdo ||u|| =<u,u >h = %+y7 =1, elevando ao quadrado os dois

2 2
membros da equacgédo temos, XE+y7=1. O grafico desta equacdo € uma elipse

mostrada na figura 5.

L J

//__2 full="1
N |

2
: . o X
Figura 5: O circulo Unitario com norma ||u|| = 3 +y7 .

Teorema 1.5.3: Se u, v e w sao vetores em um espaco com produto interno
real e a é um escalar qualquer entdo sao validas as seguintes propriedades:

a) <0,v>=<v,0>=0

b) <u,v+w>=<u,v>+<u,w>

C) <u,av>=a<u,v>

d) <u-v,w>=<u,w>-<v,w>

e) <u,v-w>=<u,v>-<u,w>

Demonstracéo:

iii)
a) <0,v>=<0v,v>=0<v,v>=0, como <v,0>=<0yv> entdo <u,0>=0
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i) ii) i)
b) <u,v+tw>=<v+wu>=<v,u>+<w,u>=<u,v>+<u,w>

i) iii) i)
C) <u,av>=<av,u>=a<v,u>=g<u,v>

i)
d)<u-v,w>=<u+(-Vv),w>=<u,w>+<(-V),w>=<u,w>-<V,w>

e) <u,v-w>=<u,v+(-w) >=<u,v>+<u,(-w) >=<u,v>-<u,w>
|
Teorema 1.5.4: Seja Vum espaco vetorial com produto interno. Para

quaisquer v, w em V e aR.

i) [M|=0 e |[V|=0 se, e somente se, v=o0.
i) flav] =|al M
iii) [<v,w><|v||w| (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

iv) |\v+w| <|v|+|w| (desigualdade triangular)

Demonstracéo:

i) Por definicdo temos |v|=0. Por outro lado,

||V||=O - <V,V>}/2=O~=> ((<v,v>)y2)2= (0f = <vy>=0- v=o0.

i) |av] = J<av.av> = Ja? <v,v> =Va? J<v,v> =|a| M.

iii) Sejam v e w em V com v#0. (Para v=0 vale a igualdade
[<viw>| =]V [w|=0).
De fato, || =y/<v,v> = M’ =<v,v>, assim por definicéo para qualquer a OR
temos |av+w|=0, ou seja;
Jav+w|* =< (av+w),(av +w) >
=<V,V>a?+2<v,w>a+<w,w>2=0

Temos entdo um trinbmio do 2° grau que deve ser positivo para qualquer valor

de a. Como o coeficiente <v,v> de a® é sempre positivo (v#0), o discriminante

A deve ser negativo: A= (2<v,w>)?-4<v,v><w,w><0.
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Isso significa que,
a<vw>t A " <0
= a<vuw>® <A o

= <vw>? <M

= Ws ”V"z”""”2

E portanto, |<v,w> <|v||w||, que é o que queriamos provar.

. 2
iv) ||v+w1| SSVHW,VHWS =<V, V> + <V, WS>+ < W,V >+ < W,W>

=M+l + 2 <vow> <M + "+ 2] ] = (] +{wh?

Logo, ||v+V\,1|2 < (M +|w)? que extraindo a raiz quadrada da ambos os lados

podemos concluir que |v+w| < |v|+|w|.
|
A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos da a possibilidade de definir angulos
entre dois vetores em um espaco vetorial V, munido de um produto interno
arbitrario. Suponha v e w sao vetores ndo nulos do espaco vetorial V. Se
dividirmos ambos os lados da férmula <v,w>2s||v||2||w||2 por ||v||2||vv||2 (observamos

que a desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser escrita sob a forma de

<v,w>’< ||\/||2||V\,1|2) Assim:

<v,w>2<||\/||2||V\:1|2 _oSvw>t L <vw> PR AL
N v R VE A IV M

Ocorre que s&g é o angulo cuja medida em radianos varia de 0, &ntado cosd

<1l -

toma qualquer valor entrel e 1, inclusive os extremos, uma Unica vez.

Figura 6: Se 0< < 7 entdo, cosflI[-1]].
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> ) ..
<1, existe um unico

. e <V,W

Seguindo esse raciocinio temos que por —-1<—'—r
M

angulo 6 tal que:

_<v,w>

- M

Dessa maneira definimos 6 como sendo o angulo entre v e w.

cos?d e 0<f<rmr

Exemplo 1.5.7 : Tomando o produto interno euclidiano em R® os vetores

v=(12,3) e w= (321), vamos calcular o angulo 6 entre eles.

De fato:

[M=v12+22+3 =415, |w|=v3?+2?+3? =415 e <v,w>=13+22+31=10 assim,

cos?

_svw>_ 10 _10_2 que implica, 6?=arccos§ 4819,

- MWl V15415 15" 3

Com excecdo do R* e R?, ha pouca necessidade de se calcular angulos
entre dois vetores, Contudo € de suma importancia, verificar se dois angulos séo

ortogonais entre si, ou seja, se 0 angulo formado por eles é 8 =77/2.

Consideremos v e wlV dois vetores ndao nulos e ¢ o angulo entre eles,
~ <v,w> -
entdo COS@:WZO, se e somente se, <v,w>=0. ISsO sugere a proxima
definicao.

Definicdo 1.5.3: Dois vetores v e w de um espaco vetorial com produto

interno sdo chamados ortogonais se <v,w>=0, e é representado por v w.

Utilizando a definicdo acima podemos provar que o Teorema de Pitagoras é

véalido para qualquer espaco com produto interno.

Teorema 1.5.6: Se v e w s&o vetores ortogonais em um espago com produto

interno, entao:

v+ =" +
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Demonstracéo:
A ortogonalidade de v e w implica em <v,w>=0, assim:
2
Iv+w|" =<v+w,v+w>

=SV, VS>+H<SV,W> +< W,V >+ <w,w>
=M +2<v.w>+w"

=" +

Exemplo 1.5.8: Seja V =R? um espaco vetorial euclidiano em relacédo ao
produto interno <(x;,VY,),(X,,Y,) >= XX, +2X,Y,. Em relagdo a esse produto interno
os vetores v=(-32) e w= (4,3) sao ortogonais, pois:

<V,W>=< (- 32),(43) >=-34+ 223=-12+12=0

Ju
4

|

—

—
(W
(%]
e
Ln -

Figura 7: v w.

Exemplo 1.5.9: Sejam V =M, as matrizes quadradas de ordem 2 reais e 0

produto interno dado pela expresséo:

a blle f
<L ng h}>—ae+2bf+3cg+dh

2 3 1 4
Vamos calcular o angulo entre as matrizes [1 2} e { 1 O}’ segundo este

produto interno. Entéo:

2 371 4
, =21+ 234+ 31 (-1 +(-20=2+24-3+0=23
1 -2[[-1 0
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:\/<{2 3 }{2 _32}> :\/2.2+ 232 + 312 +(_2)2 :m :\/2_9

o

<{2 3M1 4}>
1 -2[|-1 0
=28 . 2 :>9:arccos—23 0446°

HZ 3HH1 j‘ J296 6429 6+/29

-1 0f|-1 -0

:\/<{1 4“1 D J11+24% +3,(-1)? +0? =[1+32+3=4/36=6

cosd =

1.6- Bases Ortonormais

Definicdo 1.6.1: Uma base B={v,,v,,...,v,} de um espaco vetorial euclidiano

V é ortonormal se B é ortogonal e todos 0s seus vetores sao unitarios, isto é:

Exemplo 1.6.1: Em relacdo ao produto interno usual o conjunto
B ={(1,0),(0,1)} é uma base ortonormal do R?, pois:
<v,V, >=< (1,0),(01) >=10+01=0

M =]@0] =< 10),00)>"2=V2* +0% =1=1
Mol =[ @] =< ©,0 >">=0? +1* =V1=1
E V5 2 5)
xemplo 1.6.2: Seja o conjunto B={(*2,,(~=* 3}, podemos verifcar
que também € uma base ortonormal em relagéo ao produto interno euclidiano, pois:

V52 245 _ V52 2J5__ 35 43

<V,V, >=< —,— =+ —=—+——=0
(3 3)( )>= 3333 9 9

<(\/T‘:’ i) %-W —+—-*/1 1
235 Bl [45 ey

/= (— —)

-2 5
||V2||_( 3’ 3)
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Exemplo 1.6.3: De maneira analoga ao exemplo 1.6.2, no espaco euclidiano
R® o conjunto B= {(1,0,0),(01,0),(0,01)} é ortonormal. Vejamos por exemplo a
norma de | (L0,0)|=< (10,0) S2= 2+ +0? =1=1 e o produto  interno
< (1,0,0),(010) >=10+ 01+ 00=0.

Em geral, para todo n=2 o conjuntoB= {(10...0),(0%...0),...,(0,0,...1)} €

ortonormal no espaco euclidiano R". A verificacdo € analoga ao exemplo 1.6.2.

Ja vimos que se |v|=1, isto é, <v,v >%=1, v é chamado de vetor unitario.

Dizemos nesse caso que Vv esta normalizado. E ainda que todo vetor ndo nulo vV

pode ser normalizado, basta multiplicar v por ||v|| assim teremos um vetor u tal que

Vv
u= M .
Assim, uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal,

normalizando cada vetor.
Exemplo 1.6.4: Seja a base ortogonal B={v,v,,v,}, onde v, =(1,-1,3),

v, =(2,2,0) e v, =(—1,1,§) em relacdo ao produto interno euclidiano. Normalizando

cada vetor, teremos:
V. (@-13)  _(@1-13_, 1

Y N e TR N

_ Vs _ (2,2,0) (220) 2 2

Tl VZere0 B BB

0)

(11) (11)

3 2
) J( i Oy ﬁ TETETS
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Agora verificaremos se B ={u,u,uj}, onde U1=(\/1—1'_\/11—1’\/3T1)'

u :(i 2 O)eu 3 ), € uma base ortonormal.
RN RN R J_z J22' r
De fato:
i) Verificacao da ortogonalidade entre os vetores.
<u1u>:<(1 1 3),2_20)>: 1 2 1_2+_3(
e i1 Ji'Jir'yeye T V11 s V1 84 1i
:i—i-{-O:
J88 /88
<u,u, >=< ( 1 3 3 3 2 1 3 1 3+ 3 2
T VR TRV T AN 2V W e i

3 3 .6 _
J242 J242 242

<Uu,,U, >—<( )( 3 2 _2_3+_2_3+0_2
* \/_\/é J_zJ_zJ_z Jev22V8l 22 V2
6 _
= ﬁ+56+0—0

i) Verificando se os vetores séo unitarios.

B 1 1 1 9 .
] =<, > \/(ﬂ )t s

g =< uyyu, >72 J(I) +(f) +(0)? -\/— §+0=J1=1

=<0 \/ J_z) +(J_2 J_z) 22 "2 22

Portanto B ={u, u, u} é uma base ortonormal.
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Exemplo 1.6.5: Vamos construir a partir do vetor v, =(1,2,-1) uma base

ortogonal do R® relativamente ao produto interno usual e obter, a partir dela uma
base ortonormal.
De fato;
Seja B={v,,v,,v;} abase ortogonal a ser determinada.
Seja v, =(X,y,2z), temos que v, deve ser ortogonal a v, =(1,2,—-1), entdo,
<v,V, >=0,
=<@L2-1,kyz)P=(
= X+2y-z=0
= X=-2y+z
Assim existem infinitos vetores ortogonais a v, da forma (-2y+z,y,z)/y,zOR.
Fazendo y=0 e z=1 obtemos o vetor v, =(1,0,1) que é ortogonal a v, , pois
<v,V, >=0.
Ainda necessitamos de mais um vetor para obtermos uma base ortogonal.

Seja v, = (a,b,c) de maneira que v, Ov, e v, Ov,, isto é;

<V,,Vv, >=0
<V,,V, >=0

<(a,b,c), (1,2~ 1>= (
{ <(a,b,c),(1,0,1)>= 0

a+2b-c=0
a+c=0
—a=-b=-c
Portanto os vetores ortogonais a v, e v, sédo da forma (-c,c,c)/cUR.

Fazendo c =1 obtemos o vetor v, =(-1,1,1), logo:

B={(1,2,-1),(1,0,1),¢ 1,1,1) é uma base ortogonal do R*® em relacdo ao vetor

Agora normalizando cada vetor de B={(1,2,-1),(1,0,1),€ 1,1,1), obteremos

uma base ortonormal B ={u,,u,,u,}
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Lo @2m) @y . axy _ 1 2 3
Vol w2t c2- @2 P21y VE'VE V6

y= Ve - (1,0,) _ 1,0,2) _ @o? =(—10_])
Ml oJ@oy <@won.@ot JE+o+r V22

LoV o (F111) €1,1,1) 111y, 1 1 l

TRl I <ciin 11k YD EE BB V3

Assim B ={u,,u,,u,} é uma base ortonormal.

Obs.: Esse exemplo tem infinitas solucdes, apresentamos apenas uma delas.
No proximo tépico sera inserido o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt,
que serve para encontrar uma base ortonormal a partir de qualquer base, sendo ela

ortogonal ou n&o.
1.7- Processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Temos que a partir de uma base qualquer de um espacgo vetorial, podemos
encontrar uma base ortonormal. Para facilitar o entendimento vamos utilizar esse

processo para encontrar uma base ortonormal a partir de uma base S ={v,,v,}. Mais
adiante vamos generalizar essa ortogonalizacdo para uma base S ={v,,v,,..,V.}.

Considere v, =v,, precisamos encontrar a partir de v, um novo vetor v,
ortogonal a v,, ou seja, <v,,v, >=0.

Para isso tomamos v, =v, —cv,, com cOR tal que <v,,v, >=0, substituindo
V, por v, —cv, temos:

<V, —cv,V, >=0

= <V,,V, >-<cv,V, >=0

= <V,,V, >—Cc<V,,V, >=0

= <V,,V, >=Cc<V,,V, >

_ Vv >

=cC ——
<V,V, >
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Figura 8: Processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.

: - : - N : <V,,V, >
Assim temos que Vv, =V, e V, =V, —cv, 0 que implicaem v, =v,-—2"1—v .
<V1’V1

Observe que v, foi obtido de v,, subtraindo deste a projecéo do vetor v, na

L : <V,,V, >
direcdo de v;, cy,=—2"1"v e que Vv, e v, sd0 vetores ortogonais ndo nulos.
<v,v, >

v
Podemos entdo normaliza-los u, —H =—2_ obtendo uma base ortonormal
wH M

B'={u,,u,}.

Exemplo 1.7.1: Seja £=1{(42),(22)}, uma base do R*. Vamos obter a partir
de [ uma base ortonormal em relacdo ao produto interno usual.
Sejamv,=(42) ev,=(22).
v, =V, = (4,2)
V, =V, —CV,

Como ja vimos anteriormente a condicdo de que v, seja ortogonal a v, vai

o <V,,V, >
implicar em ¢=—2"1— e portanto;

<,V >
- <V, V> < (22,42)> 3 8+4
Vo =V, — WW— (22) - 4.2).42)> 42=022 (4 2)

- 22)-2.42)= 1_2 § _24
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Normalizando estes vetores temos,

_v_ (42 42 (42 _ 4 2,
S| l@2) < @2,42 5% Va2 22 V20'V20

2 4 2 4 2 4
U - - U

v _2 4 _2 A% 2\, A
] H( g <Cget Jehed

2 4 2 4
:(_glg):(_g!g) (_ 2 4)

0 V2 V20V

25 5

Entdo, 8 ={u,,u,} é uma base ortonormal.

Como j& haviamos visto o processo de ortogonalizacdo de dois vetores pode

ser generalizado para uma base S={v,V,...,v,} . Tomemos como no caso anterior

<V,,V, >

, entdo v, é ortogonal a v,. Queremos
<v,V, >

V,=V, € V,=V,-cvy, onde c=

encontrar agora um vetor v, que seja ortogonal ao mesmo tempo a Vv, e Vv,, como
no caso anterior, vamos estabelecer que v, =v,—-mv, —kv, e determinar os valores
de m e k de modo que <v,Vv,>=0 e <v,,V, >=0. Desenvolvendo essas duas

condicbes temos;

<V,V, >=0 = <v,—-mv, —kv,,v, >=0 = <V,,V, >-m<V,,V, >-k<v,V, >=0

) oo oo <V,,V, >
Assim como <V,,v, >=0 temos, <V,,v, >=0 se, e somente se k=—3"1—,
<V1'Vl >
oo <V, V, >
Da mesma forma <v,,v, >=0, se e somente se, m=—=2"2",
<V,,V, >
: <V, > o <V,V >
E, portanto v, =v, ——— 2~ NV, —— .
<V2’V2 <V,V, >

Observe que v, é obtido de v, subtraindo-se duas projegdes sobre v, e v,.
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Procedendo de maneira analoga, obtemos os vetores v, ,...,V,, .
Assim a partir de uma base S={v,v,,..,v,} de um espaco vetorial V,

construimos a base ortogonal {v, ,...,v,} dada por;

v, =V,
. <V, > .
v, =V, ——2 21y
<,V >
. <V, V, > . <V,V. >
V=V, —2 2y, -—¥ Ly
<V,,V, 2 <vp,Vv;, >
‘ <V..V_.> . <V V.. > <V_,V > .
v, =y, —— 0y -2y -y
<Vn—1'Vn—l> <Vn—2'Vn—2 > <V1'Vl>

Este procedimento € conhecido como processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt.

Sendo assim se precisarmos construir uma base ortonormal, sera preciso

apenas fazer a normalizagdo dos vetores v,, ou seja, tomando u, =—-, obtemos a

Vi
v

base {u, ,...,u } de vetores ortonormais.
Exemplo 1.7.2: Seja 8= {(111),(0,21),(0,01)} uma base do R®. Vamos obter
a partir de S uma base ortonormal em relacdo ao produto interno usual.

De fato;
Sejam v, = (111, v, = (021 e v, = (0,01

v, =v, = (1))
SV > _< (021,111 >
vV, =V, <Vi,Vi > Vi (O’ 211) < (l].,l),(lll) > (:Llnl)
= 021-2%2*1 11y = 029- 1011 = (-110)

1+1+1

<V, V, > V. — <V,,V, > v

V, =V : .
3 3 ' ' 2 ' ' 1
<V,,V, > <v,v, >



< (0,01),(-110) > < (001),@1Y >

= (0,01 - (=110 - (111
00 c110,c10> T T aa ary > ¢

_ _0+0+0 _0+0+1

= (001 14140 (=110 171 (ll)

= 00 -0(-110) - (419

_ At 112

= 00D=G33 05753

Agora falta-nos apenas normalizar os vetores

Vo 110) . @) _ @1y 111,
M < 111,11 >% \/1+1+1 J3 333
_ VY, _ (-11,0) _ (-110) _(-110) _ 1

,0
HV H <(-110),(- ZL:LO)>}/2 J1+1+0 J2 [ "2 )

1 12 1 12 1 12
LY 3733 B U
3 ' 1 12 1 12
2 =59 (2, -2, 5> 1,1.4 6
3 33" 3 33 9 9 9 9
(1l 12
S ST
£ NN

E portanto S ={u,,u,,u,} é uma base ortonormal.

39
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2. Projecao Ortogonal

Neste capitulo mostraremos a importancia de projecéo ortogonal, pois permite
encontrar um vetor que tem a menor distancia de um vetor considerado, critério que
servird de base para o Método dos Minimos Quadrados que abordaremos no
capitulo 3. Projecdo ortogonal também é utlizada para construcdo de bases

ortogonais e ortonormais de espac¢os com produto interno.

2.1- Complemento Ortogonal

Seja V um espaco vetorial euclidiano e W um subespaco vetorial de V. Um
vetor udV é dito ortogonal a W se é ortogonal a cada vetor de W, e o conjunto de
todos os vetores de V que sdo ortogonais a W € chamado de complemento
ortogonal de W e representado por W".

Assim;

W ={u0V/ <y v>=0,0vOW}

Exemplo 2.1: Considere V um plano passando pela origem do R*com o
produto interno euclidiano, entdo, todos os vetores ortogonais a V , formam areta T
passando pela origem, que é o conjunto dos vetores ortogonais a V. Sendo assim

podemos dizer que um é complemento ortogonal do outro.

F Y
T

Figura 9: Areta T é o conjunto dos vetores ortogonais a V
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Teorema 2.1.1: Seja V um espaco vetorial euclidiano e W um subespaco

vetorial de V , de dimenséo finita entdo:
i) W” & um subespaco de V .
ii) O Gnico vetor comum a W"” e Wé {g .

i) O complemento ortogonal de W"” é W, ou seja (W")” =W.

Demonstracéo:

i) W é um subespaco de V.
Temos que <o,w>=0 para cada vetor wOW , assim verificamos que W" contém
pelo menos o vetor nulo. De fato, seja u e vOW", para qualquer wOW pela
definicio de complemento ortogonal <uw>=0 e <v,w>=0 entédo

ii)
<u,W>+<v,w>=<u+v,w>=0 0 que implica em u+vOW". Considere kOR, u e

i)
vOW", temos que <ku,v>=k<u,v>=k0=00W". Assim mostramos que, a soma

de dois vetores de W" ¢ ortogonal a cada vetor de W e que a multiplicacido de um

vetor em W" por um escalar é ortogonal a cada vetor de W. Portanto W" & um

subespaco de V.
. iv)
i) Se W#{d para qualquer vO(W nW") entdo, <v,w>=0=v=0 0 que

mostra que WnW" ={g .

i) Temos que se wOW e ulOW", entdo <u,w>=0, assim wOW")".
Portanto, W 0O (W")". Seja um vetor v tal que v=w+u onde wOW e uOW", dessa

maneira temos que w € ortogonal a u, assim

0=<u,v>=<u,(wW+u)>=<u,w>+<u,u>=0+<u,u>=<u,u>
ou seja <u,u>=0 o que implica que u=o0, entdo v=w, logo vOW e portanto segue

que (W”)” OW.E assim concluimos que (W”)” =W.
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Exemplo 2.2: Seja V=R?® com o produto interno usual e
W ={(0, 0,2)/z0OR}. Entdo: W"={(xy,0)/x yOR}, Vejamos como é sua

representacdo geometrica.

Figura 10: Rep. Geométricade W™ ={(% y;0)/ x, yOR}.

Exemplo 2.3: Seja o produto interno usual no R* e o subespaco de dimenséo
2, W = [(1,1,0,-1),(,— 2,1,0)], vamos determinar W" e uma base ortonormal de W".
Um vetor v=(x,y,zt)OW" se:

{: (Ezjf))(f}(;;(l))) Z::C()) = {xf;;:; zg z tz::);;i/x entdo a solucao do
sistemasera t=x+y e z=2y-Xx. Isso implica que,

W ={(x y,2y-xx+y)}/ x yOR

Assim uma base de W" sera, B={(1,0,- 11),(01,21)} pois,
< (11,0,- 1,(1,0,-11) >=1+0+0-1=0, < (1,1,0,- 1),(01,21) >=0+1+0-1=0

<(@,- 210),00-1)>=1+0-1+0=0e < (- 210),(0121) >=0-2+2+0=0

Aplicaremos agora o processo de Gram-Schmidt a base B para encontrar a base

ortonormal B ={u,,u,}.

Consideremos v, =v, =(1,0,- 1,1)e v, =(0,1,2,1

SSVeMZ s 0,2, ~ 00200 1D,

. ,0- 1,1
<V,V, > <(@,0,-11),(1,0r L1

V, =V,
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_2+
1+1+

= (0121) - 11 .@,0,-11) = (0,12,1)+%-(l0,—l1)=( 1,

wlo
wlN
N

Wk

Agora falta-nos apenas normalizar os vetores

v, (1,0-1,1) _ (1,0-11) @16, 11, 1 1 }

=_-_ = = = _'O,—_,_
TN <wo-1n.@o- 11yh Nl V3 NERNEE

1.54 1,54 1.54
7’117 1 A 71117 ’ A llT o,
Vo _ (3 3 3) — (3 3 3) - e3 3 3):

1 3 5 4

I GRGGWGEL

E, portanto B  ={u,,u,} € uma base ortonormal de W" .

2.2- Espaco-Linha, Espaco-Coluna e Espago-Nulo

O teorema 2.2.3, fornece uma relacdo fundamental entre o espaco-nulo e o
espaco-linha de uma matriz. Antes, vamos definir o que € espaco-nulo, espaco-linha
e espaco-coluna.

Temos que os trés espacos citados acima sdo espacos vetoriais importantes

associados a matrizes.

Definicdo 2.2.1: Para uma matriz mxn

a; Qp - &, = (8,8, 08)
A= 8:21 3:22 a:z” , 0s vetores :r2=(a21,a?2,...,a2n) em R" formados pelas
aml am2 amn r.m = (anllanz ""7amn)

linhas de A, sdo chamados os vetores linhas de A e os vetores ¢, = (a;,8,,.-,8y) s
C, = (85,8 v @) - C, = (8,8, »-8y) » €M R™ formados pelas colunas de A séo

chamados de vetores coluna de A.
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Definicdo 2.2.2: Se A é uma matriz de ordem mxn, entdo o subespaco de
R" gerado pelos vetores-linha de A é chamado espaco-linha de A e o subespaco
de R™ gerado pelos vetores-coluna de A é chamado de espaco-coluna de A. O
espaco-solucao do sistema homogéneo Ax=0 que é um subespaco do R" é

chamado de espaco-nulo de A.

2x+y-z=5
Exemplo 2.2.1: Considere Ax=b, o0 seguinte sistema linear < x-2y+3z=-6,
3X+z=2
mostraremos que b esta no espaco-coluna de A e que b pode ser expresso como
combinacdo linear dos vetores-coluna de A.
De fato, escrevendo o sistema na forma de expressédo matricial temos;
2 1 -1||x 5
1 -2 3||ly[=|-6
3 0 1|z 2
Onde, a solucdo do sistema € x=1, y=2 e z=-1, como o sistema &
consistente, b esta no espaco coluna de A e ainda o sistema linear Ax=b pode ser
escrito como uma combinacao linear deste vetor solucéo;
2 1 -1 5
1(+21-2|-| 3 |=|-6
3 0 1 2

Teorema 2.2.3: Se A € uma matriz de ordem mxn, entao;
i) 0 espaco-nulo de A e o espaco-linha de A sdo complementos ortogonais

em R" com relagdo ao produto interno euclidiano.

i) O espaco-nulo de A" e o espaco-coluna de A sdo complementos

ortogonais em R™ com relacdo ao produto interno euclidiano.

Veremos através do exemplo a seguir, a idéia da demonstracdo deste
teorema. NOs queremos mostrar que o complemento ortogonal do espaco-linha de
A é o espaco-nulo de A. Para fazer isso, n0s precisamos mostrar que se um vetor

v pertence ao espaco-nulo, entdo v é ortogonal a cada vetor do espaco-linha.
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2x-3y-z=0
Exemplo 2.2.2: Consideremos o sistema linear, 1 4x—-y+z=0, Mostraremos
-5y-3z=0
gue o espago-nulo de A e o espaco-linha de A sdo complementos ortogonais em

R" com relacéo ao produto interno euclidiano.

Transformando o sistema numa expressdo matricial e usando o método de
Gauss para resolvé-lo temos;
2 -3 -1]| x 0
4 -1 1|lyl=|0
0 -5 -3||z 0

2L-L, - L, L-Ls- Ly

2 -3 -1|0 2 -3 -1 2-3-
4 -1 1|0 ~0-5-3 0-5- , assim;
0 -5 -3|0 0 -5-3 0O 0 O
{2x—3y—z=0 z:—§y:> 2x—3y+§y=0
-5y-3z=0 3 3

6Xx-9y+5y=0

6Xx—-4y=0

x:Zy

3

Desse modo a solucéo do sistema sera {(% Vi Vs —gy)/ yOR}

De fato;

Seja r,=(2,-3-1), r,=(4,-11) e r,=(0,-5-3) o espago-linha de A e
2 5 n
{(gy, Y, —éy)/ yOR} o espaco-nulo de A, entdo;
2 5
< r AN ] l__ >: O
1(3yy sw
5

4 5
Zy-3y+2y=0
JY T3V

0=0
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2 5
<r2.(§y,y,-§y)>=0

<(-1D.€ y oy = C

8 5
—v—-vy——v=0
3y y 3y
0=0

2 5
<r3,(§y,y,—§y)>=0

<(0,-5~- 3),(§y Y ,—gy)>= C
-5y+5y=0
0=0

Portanto o espaco-nulo e o espago-linha sdo complementos ortogonais.
2.3- Projecdes Ortogonais

E relativamente facil visualizar geometricamente que no R? ou R?*, com o
produto interno euclidiano, que se W é uma reta ou um plano que passa pela origem
entdo cada vetor u do espago pode ser escrito como uma soma u=Ww, +w, onde
w,OW e w, OW",

Para o caso de W ser uma reta.

1lﬂlr1

Figura 11: U=W, +W, onde W, W e w, OW".

Para o caso de W ser um plano



a7

u We

/ W
3

(0] W1

Figura 12: U=W, +W, onde W, W e w, OW".

Teorema 2.3.1: Se W € um subespaco de um espaco vetorial V de

dimensao finita com produto interno, entdo cada vetor u de V pode ser expresso

precisamente de uma Unica maneira como u=w, +w,, de onde w, OW e w, OW".

Demonstracéo:
Temos por hipotese que W é um subespaco vetorial de V, assim pelo
processo de Gram-Schmidt existe uma base ortonormal {v,,v, ,...,v,} para W.
De fato, precisamos mostrar que u=w, +w, com w, W e w, OW", e é Unico
para qualquer ulVv .
Dado ullV, tomando w, =<u,v, >V;+<U,V, >V, +..+<U,V, >V, € W, =Uu-W,.
Entdo w, +w,=w, +(u-w,)=u=u=w,+w,, agora falta mostrar que w, W e
w, OW". Contudo temos que w, OW , pois é combinagdo linear da base de W. Para
mostrarmos que w, OW", basta verificarmos que <w,,w>=0, para qualquer wOW .
Temos que w pode ser escrito como combinacdo linear de W, assim
w=kyv, +k,v, +...+ kv, elembrando também que w, =u-w,, logo;
<W,,W>=<U—W,W>=<U,W>—<W,W> (1)
De <u,w>, temos <u,w>=<u,kv, +k,v, +...+k v, >
=<ukyv, >+<ukyyv, >+.+<ukyv, >
=k <uyv, >+k, <u,v, >+..+k <uyv, >
e ainda <w,w>=<w,,kV, >+<w,kv, >+ .+<w,kv >

=<Ww,V, >K+<w,V, >k, +..+ <w,Vv, >K,

=k <w, v >k, <w, v, > K <wg, v, >
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temos que w, =u-Ww,, assim,
<SW,W>=<U-W,,V, > K+<Uu-W,,V, >k, +..+<u-w,,Vv, >k,
=(<uv, > —<w,, Vv, D)k +(<u,v, >—-<w,,V, S)K, +...+(<u,v, >—<w,,Vv, >k
onde <w,,v, >=0, para todo i =1,2,3,...n entao,
<w,w>=kK <u,v, >+K, <u,v, >+..+k, <u,v, >, 0 que podemos concluir que
<u,w>=<w,w> e assim por (1) temos que <w,,w>=0, que € 0 que queriamos
provar.

Para provar a unicidade u=w, +w, com w, OW e w, OW", vamos supor que
podemos escrever u=w, +w, onde w, JW e w, OW", entdo;

u-u =(Wi+W'2)_(W1+W2)

0= (Wl —w) + (Wz —W,)

Wl_W:I'.:W'Z_WZ (2)

Como w, e w, sdo ortogonais a W, sua diferenca também é ortogonal a W,
pois OwOW temos, <Ww,w, =W, >=<W,w, >-<w,w, >=0-0=0.

Contudo, w, e w, também pertencem a W, pois w, —w, estd em W, pela
igualdade (2), assim podemos concluir que w, —w, € ortogonal a si mesmo, ou
seja, <W, —W,, W, —w, >=0.

Isso quer dizer que w,-w, =0 o que implica que w, =w, e ainda por (2)

w, =w,. Portanto u pode ser expresso de uma Unica maneira.

Temos que w, JW é a projecdo de u em W que € denotado por proj,u. O
vetor w, é chamado de componente de u ortogonal a W que é denotado por
proj,,-u.

Assim, podemos escrever a formula do teorema 2.3.1 da seguinte forma:

U=w +w, = W, =u-Ww, = proj -u=u- proj,u = u= proj,u+(u- proj,u)
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U

o

0 projw u

U - projw u

Figura 13: U =W, +W, pode ser escrito como U = proj,,u+ (u— proj,u).

Teorema 2.3.2: Seja Wum subespaco de dimensao finita de um espaco
vetorial V , com o produto interno.

i) Se {v,V,,..,v,} € uma base ortonormal de W e u um vetor qualquer de V ,

entao;

proj,u=<u,v, >v,+ <u,v, >V, +..+<u,v, >V,

ii) Se {v,,v, ,...,v,} € uma base ortogonal de W e u € um vetor qualquer de V ,
entao;

_<uy, > <u,v, > <u,v, >
prOJW - 2 V]_ + 2 2 ...+—2 n
| v [V
Demonstracéao

i) Consideremos ulV e também V =W+W", entdo podemos escrever
u=v+Vv, onde vOW e vOW". Por definicdo de projecdo ortogonal de u sobre W
temos proj,u=v. Como vOW, v pode ser escrito como combinagdo linear da base
ortonormal de W, {v,,V,,...,v,} , assim proj,u=a\V, +ay, +...+a\V,.

Para mostrarmos quem sao os coeficientes a devemos verificar que
<u,v, >=a . Para isso considere u=aV +a\V,+..+av +bv., +..+b v onde,
AV /SR VAR VAP VA é uma base ortonormal de V. Ent&o,
<uV >=<ayv, +taV, +..+tav, +thyv,,, +..+b\Vv, v >

=8 SV, >, SV, > bt 8, SV, Y > D <V Y > el <Y >
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Por hipdtese temos que {v,v,,...,v.} é uma base ortonormal para W, logo os
produtos internos serdo 0 ou 1, assim, <v;,v, >=1e <v,v,>=0 parai# j, de 1 até

n.

Para produtos internos de n até m sera 0, pois € o produto interno de um
vetor de W com outro vetor no seu complemento ortogonal W". Assim de
proj,u=ayv, +a\y, +..+av, temos, proj,u=<u,v, >Vv,+<u,Vv,>V,+.+<u\V, >V,

gue € o0 que queriamos provar.

ii) Temos por hipétese que {v,,v,,...,v.} € uma base ortogonal de W e u um

vetor de V. Podemos encontrar uma base ortonormal a partir de uma base

ortogonal normalizando cada um de seus vetores, assim LLL € uma
Ml el vl

base ortonormal. Utilizando a parte i) desse mesmo teorema, temos;

proj,,u =< u,i >y o u,L > V2 4 hc u,L > ¢ ainda pela parte c) do
Ml ol el e Ml v

teorema 1.5.3 o lado direito da igualdade pode ser reescrito como,

proj,u =<u,v, > i.i+ <u,v, > i.i +.4<uy, > i.i , assim,
ol [l Vel v Vel v
: <uv, > <uv, > <u,v, > . ’
proj,,u = >Vt —V, +...+——2—V,_, que é 0 que queriamos provar.
[ V.| Vil
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3- Problemas dos Minimos Quadrados

Trataremos nesse capitulo de sistemas incompativeis e como projecdes
ortogonais podem ser usadas para resolver problemas de aproximacbes. Tais
sistemas podem ter sua origem em algum experimento fisico/cientifico onde por,
talvez, na coleta dos dados ou ainda por erros de arredondamentos produz um
sistema sem solug¢des. Temos por objetivo encontrar solucdo(des) desses sistemas
utilizando o Método dos Minimos Quadrados, de modo que, a diferenca entre a
solugcdo por minimos quadrados e a solucdo “exata” do sistema seja a menor

possivel.
3.1- Projecdes ortogonais vistas como aproximagoes

Tendo em vista que a menor distancia entre um ponto P a uma reta r ou a

um plano a é uma reta perpendicular a reta r ou ao plano a passando por P,

consideremos um ponto P no espaco R® e W um plano pela origem, entdo

baixando uma perpendicular de P a W, obtemos o ponto Q de W mais préximo de

P . Escrevendo u=OP, a distancia entre P e W ¢ dada por u = |u - proj,ul

e P

U-projuwli

0 Projwl o w

Figura 14: Q é o ponto de W mais proximo de P .

Isso quer dizer que para qualquer vetor wCOW, onde w= proj,u, € a menor

distancia entre P e W, ou seja, minimiza ||lu-wj|.
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P
U-w
u U-projw U
W s | ’/‘b
- »
O projwu W

Figura 15: ||u —V\:ﬂ é minimizado por W= proj,u.

Exemplo 3.1.1: Seja W um subespaco do R® com base ortonormal {w,,w,},

onde w, = (2 1 2)ew
3" 3 3 ? f f

encontrar a projecao ortogonal de v= (213) sobre W e o vetor u que é ortogonal a

) e o produto interno usual em R?®, vamos

todo vetorem W.
Temos que pelo teorema 2.3.2 i),

W= proj,V=<v,w, >Ww,+<V,W, > W,

=< @133~ 3.75) > (35 m *< CLI(H 0> (5.0 1)
(§—§—2)(3—§—§)+(% j%)(ji j§>
e

11119 12 1
213 - (==, 2)=(=,=
uvw(l)(ssa)(ss 6)

Assim podemos observar que a distancia de v ao plano W é dado pelo
comprimento do vetor u=v-w, ou seja, |v- proj,ul.

Entdo a distancia entre v e o plano W sera dado por:

. 12 1,12 1 ¥ |1 4 1 |1
= proht =< (5376 (6378 3679 36 12
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3.2- Teorema da melhor aproximagao

Teorema 3.2.1: Seja Wum subespaco de dimenséo finita de um espaco vetorial V ,

com produto interno euclidiano, se u € um vetor de V, entdo proj,u é a melhor
aproximacéo de u em W, no seguinte sentido:

lu= projyu| <|u-w|, para cada vetor wOW diferente de proj,u.

Demonstracéo:
Seja w um vetor qualquer de W, entao,
u-—w=(u- proj,u) +(proj,u—w).
Como w e proj,u estdo em W, pro,u-w esta em W e u-proj,u é

ortogonal a W. Sendo assim proj,,u—w e u- proj,,u sédo ortogonais, logo
Ju=wl? = (<u-wu-w>")?
=< (u- proj,u) +(proj,,u—w),(u- proj,u) + (proj,u—w) >
=|u= proj,u|® +|proj,u-w’
Se w# proj,u entdo || proqu—W”2 é positivo e
Ju=i® >Ju=projuf’  Ju=vf >~ proj,ul.
Assim, segue que proj,u € o vetor em W que minimiza ||u—w1|2 e portanto,

Ju=w-

No exemplo 3.1.1, u- proj,u :(%l,%,%) € o vetor em W mais proximo de

v=(213).

Os sistemas incompativeis aparecem em varias situacbfes e devemos
encontrar um meétodo de lidar com eles. Sistemas incompativeis de equacdes
lineares também s&o importantes em aplicacbes fisicas. E comum que em alguns
experimentos fisicos leve um sistema Ax =b, (que na teoria deveria ser consistente),

a uma inconsisténcia, e a causa poderia ser, por exemplo, erros na coleta dos dados



54

ou ainda equipamentos com defeitos, etc. Entdo a solugdo seria encontrar um x que

faca com que Ax fique tdo préximo da solucdo b quanto possivel, ou seja, no
sentido que minimiza o valor de |Ax-bj em relag&o ao produto interno euclidiano. A
quantidade |Ax-b| pode ser vista como uma medida do “erro” que resulta por

considerar x uma solugcéo aproximada de Ax=Db.

Podemos pensar em Ax como uma aproximacdo de b. Se o sistema for

consistente, e x é uma solugéo do sistema entéo |Ax-b| =0, o que implica em dizer

que o erro é zero.
3.3- Problemas dos minimos quadrados

Dado um sistema Ax=b de m equac¢les e n varidveis, encontre se possivel,

um vetor x que minimiza |Ax-b| em relagdo ao produto interno euclidiano de R™.

Um tal vetor é chamado uma solucédo de minimos quadrados de Ax=Db.

Vamos considerar e=Ax—-b como sendo o vetor erro resultado da
aproximacao do vetor x do sistema Ax=Db. Sendo e=(e,e, ,e,) e considerando a
equagdo e=Ax-b temos, e= Ax-b = |¢|=|Ax-bj|, assim desenvolvendo apenas

o primeiro membro encontramos a origem do termo minimos quadrados.

lef =< 0>

o=yl +el +...+ef

o =€ +&f +..+€]

Uma das caracteristicas de um problema de minimos quadrados € que,
independentemente do vetor x selecionado, o vetor Ax pertence ao espaco-coluna
de A. Para cada matriz coluna x de tamanho nx1, o produto Ax €& uma
combinacao linear dos vetores coluna de A. Assim como x varia sobre R", o vetor
Ax varia sobre todas possiveis combinacgdes lineares do vetor-coluna de A, ou seja,
0 vetor Ax varia sobre todo espago-coluna W.

Geometricamente, resolver um problema de minimos quadrados significa

encontrar um vetor x de R" tal que Axé o vetor em W mais préximo de b.
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Pelo teorema 3.2.1, o vetor em W que mais se aproxima de b é a projecao
ortogonal de b em W. Assim para um vetor x ser uma solucdo de minimos
quadrados de Ax =b, este vetor deve satisfazer

AX = proj,,b.

Veja a figura 16, proj,b € o vetor que mais se aproxima de b. (E importante

lembrar que se b estda em W, entdo b é da forma Ax para algum x, etal x é a

solucdo de minimos quadrados).

b

A
S/ Acpiob”

W=Espaco-Coluna de A

Figura 16: b esta mais proximo de AX = projWb do que de AX para outro X qualquer.

3.4- Solucao de Minimos Quadrados

Uma maneira de encontrar a solu¢gdes de minimos quadrados seria encontrar

o vetor proj,b e posteriormente resolver a equagdo Ax= proj,b, no entanto ha

outra maneira mais pratica de resolver utilizando alguns resultados ja descritos.

Pelo teorema 2.3.1 e figura 13 do capitulo 2, temos que b— Ax=b- proj,b, é

ortogonal a W. Como W é o espaco coluna de A e b—- Ax é ortogonal a W, pelo
teorema 2.2.3, b— Ax esta no espaco-nulo de A'T. Desse modo uma solucdo de
minimos quadrados de Ax=b deve satisfazer,
AT(b-AX)=0 = A'Ax=A"b

Esse sistema € denominado de sistema normal associado a Ax=b e as
equacdes que o compdem sdo chamadas de equagOes normais associadas a
Ax=b.

Sendo assim, o problema de encontrar uma solu¢cdo de minimos quadrados
foi reduzido a encontrar uma solugao exata do sistema normal associado.

Com base no que acabamos de ver podemos enunciar o proximo teorema.
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Teorema 3.4.1: Para qualquer sistema linear Ax=b, o sistema normal
associado A'Ax=A"b é consistente e todas as solu¢bes do sistema normal s&o
solugdes de minimos quadrados de Ax=b. Além disso, se Wé um espaco-coluna
de A e x é qualquer solu¢cdo de minimos quadrados de Ax=b, entdo a projecao

ortogonal de b em W é proj, b= Ax

Demonstragéo

O sistema normal A" Ax= A'b é consistente, pois é satisfeito por uma solugéo
de minimos quadrados de Ax=b, como visto anteriormente. Fica facil verificar que,
se Wé um espaco-coluna de A e x é qualquer solu¢cdo de minimos quadrados de

Ax=b, entéo a projegéo ortogonal de b em W é proj, b= Ax, veja a figura 16.

3.5- Resolucéo de Sistemas Lineares Inconsistente p  or Minimos Quadrados

Os exemplos a seguir sdo de sistemas inconsistentes e serdo resolvidos

utilizando o processo descrito no teorema 3.4.1.

Exemplo 3.5.1: Vamos determinar a solu¢cdo de minimos quadrados do

X+2y=5
sistema linear Ax=b dado por {2x-y=-3 e encontrar a projecdo ortogonal de b
2x-3y=4
no espaco-coluna de A.
De fato;
1 2 5
A=12 -1|eb=|-3
2 -3 4

Verifica-se que os vetores-colunas de A sdo L I, logo existira apenas uma Unica

solucéo de minimos quadrados. Entéo,

1 2
12 2 9 -6
A A= 2 -1|=
2 -1 - 5 _3 -6 14
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5
12 2 7
Ab= -3|=
2 -1 - 1
4
E, portanto, o sistema normal A’ Ax= A"b, neste caso &,

{—96 14} m ] m

Resolvendo esse sistema obtemos a solu¢do de minimos quadrados

104 51
= ey=
162 162

X

Pelo teorema 3.3.1 temos que proj,b= Ax, ou seja, a projecdo de b no espago-

coluna A sera dado por;

206/162
. 104/162
proj,b=Ax=|2 -1 =|157/162
51/162
2 -3 46/162

Exemplo 3.5.2: Utilizar o método dos minimos quadrados para resolver o
x+y-3z=1

sistema Ax=b dado por { 5+2y+z=2 de modo que o “vetor erro” seja minimo,
I9x+3y+5z=5

apos calcularemos o vetor erro, isto é, e=|Ax—-b].

Transformando o sistema numa expressdo matricial e usando o método de

Gauss para resolvé-lo temos,

1 1 -3|«x 1

5 2 1jy|=|2

19 3 5] z] |5

101 —3URE (11 -3 [3PRR (11 -3 |3

52 1|2 ~/0 3 -163 ~/0 3 -16|3|, o que implica em
19 3 5|5 0 6 -32/4 00 0 |2

um sistema incompativel, entdo vamos encontrar uma solucdo de minimos

quadrados para o sistema. Sendo assim;
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1
Seja A=|5 2 1 | e b=|2]|,vamos calcular ATA
9 3 5 5
1 5 9|1 1 - 1+25+81 1+10+27 -3+5+45
ATA=| 1 2 3||5 2 1 |=|1+10+27 1+4+9 -3+2+15|=
-3 1 5/(|9 3 5 -3+5+45 -3+2+15 9+1+25
107 38 47
= 38 14 14
47 14 35

=| 1+4+15 |=| 20

1 5 9|1 1+10+45 56
32
5|5 -3+2+25 24

Assim o sistema normal A" Ax= A"b, sera

107 38 47][x] [56
38 14 14||y|=
47 14 35||z| |24

Resolvendo esse sistema pelo método de Gauss

470, -107L; - Ly

107 38 47|56+~ 107 38 47 | 56
38 14 1420 ~ 0 -54 288|-12 ~
47 14 3524 0 288 -1536 64

288L,+54L, - Ly

107 38 47|56
~| 0 -54 -33-12

0 0 0|0
Assim,
—-54y-33z=-12
54y =12-33z
_12-33z

Y

Entdo para z=0 teremos
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107x—-38y +47z =56

-54y-33z2=-12 2
107x+ 38— =56
54y =12 9
_12 e 107x = 56— L2
54 9
428
y = — X =
9 963
4
X=—
9

Isso implica que a solucdo do sistema utilizando o método dos minimos quadrados

. 4 2
e, X=—y=—e z=0
9 9

Pelo teorema 3.3.1 temos que proj,b= Ax, ou seja, a projegdo de b no espago-
coluna A sera dado por;

1 1 -3|[49 4/9+2/9+0 2/3
proj,b=Ax=|5 2 1 ||2/9|=|20/9+49+0|=| §3
9 3 5(|0 36/9+6/9+0| |14/3

2/3
O vetor Ax=| 83| é a melhor aproximacédo de b, vamos calcular o erro
14/3
fazendo,
2 814 2 814 y\/lz 2, , 1, |2
AX_ =< v ) 2!5 ’ v )~ 215 > 2= - +(—= +(—— =.l=
[ax=tl=<((5.5,3)- €29 J( G5:5) - 128 )>2= (- + () +(-3)" =3
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4- Ajustes de Curvas por Minimos Quadrados

No capitulo anterior vimos que em determinadas situacées nos deparamos
com sistemas inconsistentes e que através do método dos minimos quadrados
podemos encontrar a melhor aproximagado possivel de modo que diferenca entre a
solucdo por minimos quadrados e a solucdo “exata” do sistema seja a menor
possivel.

Um fato que atrai pesquisadores aplicados das mais diversas areas é a
possibilidade de obter uma funcéo real que passe nos pontos ou pelo menos passe

proximo dos pontos dados. Geralmente, medimos o valor de y para um valor de X
dados, entdo, marcamos no plano cartesiano os pontos (x,y). Com base no grafico
resultante tentamos encontrar uma relacdo entre as variaveis x e y que pode
entdo, ser utilizada para prever novos valores de y para determinados valores de x.

A aproximacdo por minimos quadrados consiste em, dados um “tipo de
funcdo” e um conjunto de pontos, encontrar entre estas funcdes, a que melhor se

aproxima do conjunto de pontos.

4.1- A reta ajustada por minimos quadrados

Vamos considerar a seguinte situacao.

Exemplo 4.1.1: Em determinada marca de um sabonete liquido, a quantidade
de hidratante presente no produto é controlada pela quantidade de perfume utilizado
no processo por litro. Recolhidas algumas amostras e feita a analise foi construida a

seguinte tabela.

Perfume (gramas porlitro) (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9

Hidratante (gramas por litro) | 45|55 |57 /6,6 | 7,0 | 8,5 | 8,7

Os pontos dessa tabela estdo marcados no plano cartesiano, figura 17.
Vamos supor que a quantidade de perfume em relacdo a quantidade de

hidratante seja dada por uma equacéo linear, ou seja, por uma funcdo do primeiro
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grau cujo grafico € uma linha reta. Mas se fizéssemos novamente 0s experimentos,
valores ligeiramente diferentes de hidratante seriam encontrados para a mesma
quantidade de perfume, pois todas as medidas estdo sujeitas a erros experimentais.
Dessa maneira 0s pontos marcados no plano ndo pertencem exatamente a reta.
Vamos usar o método de minimos quadrados para encontrar a reta que melhor se
ajuste aos dados coletados nos experimentos. Essa reta € chamada de reta de

minimos quadrados.

Hidratante

(g/1) T -

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Perfume (q/)

Figura 17: Relacéo de hidratante em relagéo a perfume.

Vamos supor que sejam dados n pontos (X,VY,),(%,Y,),-(X,¥,) com no
minimo dois dos x distintos. Queremos encontrar uma reta de minimos quadrados
y =bx+h,, que melhor se ajuste aos pontos dados.

Se o0s pontos (x,y;)com i=12,...,n estiverem exatamente sobre a reta de
minimos quadrados, teriamos, y, =bx +b,.

Contudo em alguns destes pontos podem néo pertencer exatamente a reta,

entéo;

Yy, =bx +b,+g,comi=12..n
Onde g é o desvio vertical do ponto (x,y,) areta de minimos quadrados. Na figura
18 mostramos quatro pontos de dados (x,Y;), (%, V,),(Xs, ¥5),(X,,Y,) € seus desvios

correspondentes e,e,,e,,e, da reta de minimos quadrados.



(X3, Vs)

i (%=, Vi)

>

X

Figura 18: Pontos dados e seus desvios correspondentes em relacao

a reta de minimos quadrados

Se fizermos
A x 1 €
1
b=l 2| ac|® .,X:{Q}ee: &,
: : b,
Ya X 1 &,

entdo podemos escrever as equacdes como uma Unica equagao matricial

b=Ax+e
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Temos que, geralmente o sistema linear Ax=b € inconsistente, entdo vamos

encontrar uma aproximacdo por minimos quadrados utilizando o teorema 3.4.1

(ATAx=ATh).

De fato;

. [34586 789
ATA=
1111111

_[280 42
42 7

© 00 N o 0o b~ W

e e el i i )




45
55

5,7
3456 7 89 290,7
66| =

A'b= =
1111111 455

70
1,7
85

E, portanto, o sistema normal A’ Ax= A"b, neste caso &
280 42| b | [2907
42 7 ||b,| | 455
Resolvendo esse sistema utilizando o método de Gauss temos.

280 42| 29071%*~% 280 42 | 2907
42 7| 455 0 -196| -5306

~196b, = -5306 280, + 42.2,7071= 2907
b, = 513_&6 28, =17630
b, = 27071 b =06296

Entao x= =
b, 2, 7071

Portanto, uma equacdo para a reta de minimos quadrados
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é

y=0,6296x+2,7071, onde x € a quantidade de perfume e y € a quantidade de

hidratante.
Veja como ficou a reta de minimos quadrados na figura a seguir.



Hidratante 10

(9)

3T~ "Reta de minimos
| quadrados

} t
5 6

} }
7 8

}
10

Perfume (g/)

Figura 19: Reta de minimos quadrados.
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Vamos agora calcular o vetor erro comparando as duas tabelas, os valores

tabelados originais e os valores tabelados “ajustados”, apds ter encontrado a fungéo

da reta de minimos quadrados.

Perfume (gramas porlitro) (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9

Hidratante (gramas por litro) | 4,5|5,5|5,7(6,6 | 7,0 | 8,5| 8,7

Perfume (gramas | 3 4 5 6 7 8 9

por litro)

Hidratante 4,5959 | 5,5225 | 5,8551 | 6,4847 | 7,1143 | 7,7439 | 8,3735
(gramas por litro)

Assim, |Ax—bl =|d| =(e +&2 +&? + & + & +&? +€)? onde

e’ = (45-4,5959% = 0,0091
e = (55-5,2255° = 0,7535
e’ = (57 -5855)% =0,0240
e’ = (66-6,4847%=0,0132
e = (70-71143? =0,0130
e = (85-7,4939%>=05716

e = (87-83739" = 01066entz0,
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|le| = (0,0091+ 0,7535+ 0,0240+ 0,0132+ 0,0130+ 0,5716+ 010662 11,2210

4.2- O polinémio ajustado pelos minimos quadrados

Dependendo dos dados fornecidos é preciso encontrar um polinémio de grau
predefinido que melhor se ajuste aos pontos. O método apresentado para a
obtencdo da reta de minimos quadrados pode ser generalizado para encontrar

polindmios de grau n= 2.
Considere que sejam dados n pontos (Xx,Y;),(X,Y,),....(X,,Y,). Queremos
encontrar um modelo matematico do tipo
y=ax"+a X""+.+ax+a,+e, msn-1

gue melhor se ajuste a esses dados.

Fazendo,
Y, oo % 1 o e
y XX X % 1 e &
b= f ,A="2 72 S22 o= ! |ee= :
A X X X % 1 :10 e,

podemos escrever as n equacdes na forma de equacédo matricial b= Ax +e.
De maneira analoga a obtencdo da reta por minimos quadrados, uma solucéo

para o sistema normal A'Ax=A"b, € uma aproximacdo por minimos quadrados
para Ax=Db. Com esta solucdo garantiremos que |¢| =||Ax~b| é minimo.

Para encontrarmos o] polinbmio de minimos guadrados
y=a x"+a X" +..+ax+a,, que melhor se ajuste aos  dados

(X, Y1), (%, Y)seeo(X,, Y,) , Onde m<n-1 e pelo menos m+1 dos x sd&o distintos, € o

seguinte:
n 2 |
Y, XX %
y X Xt e X %, 1 s
Forme b= :2 . A=|"2 2 o2 T x=| e em seguida
: : 3 : : 8
yn m m-1 . 2 1
XX XX 4 |

resolva o sistema normal A"Ax= A"b pelo método de Gauss.
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Exemplo 4.2.1: considerando a tabela abaixo vamos determinar a equacgao
gue melhor se ajusta aos dados.

X -10|-0,75 /-0,6 |-05 |-0,3 |00 |0,2|0,4 |05 0,7 |10
y 20 | 1158|045 04 |05 |00 |0,2|06 |0O512 |1,2 |2,05

Primeiramente vamos inserir os pontos dados no plano cartesiano para

observar o comportamento de seu “tragado”.

N
8]
T

[ ]

1

[=]
T

y y y y y y y y y y
t t t t t t t t t t
—-1.0 —08 —0.6 —04 -0z oz o4 o6 o8 1.0

—02+

Figura 20: Grafico de dispersao dos valores tabelados.

O gréfico de dispersdo nos sugere uma aproximacdo a um polinémio do

segundo grau, ou seja, devemos aproximar a um polindmio do tipo y=a,x* +ax+a,.

Obs.: Se utilizarmos um polinbmio de grau maior que 2, € provavel que
encontrariamos uma curva que “melhor” se ajustaria, mas dependendo da aplicacéo
desejada ndo compensa trabalhar com um polinbmio de grau maior que 2, pois as
contas seriam muito maiores.

Assim, utilizando o procedimento citado anteriormente temos;



1 -1 1] [ 20
05675 — 075 1 1153
036 -06 1 045
025 -05 1 04
009 -03 1 a, 05
A=| 00 00 1|x=[a|b=| 00
004 02 1 2 02
016 04 1 06
025 05 1 0512
049 07 1 12
1 11 | 205

Vamos calcular, ATA=

1 -1 1]

05675 — 075 1

036 -06 1

025 -05 1

1 05675 036 025 009 00 004 016 025 049 1| 009 -03 1
=|-1 -075 -06 -05 -03 00 02 04 05 07 1| 00 00 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1f 004 02 1
016 04 1

025 05 1

049 07 1

1 11

2,85205625 —-0,253625 4,2075
ATA=|-0,253625 42075 -035
4,2075 - 035 11

Vamos calcular também A'b=
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F 20
1153
045
04

1 05675 036 025 009 00 004 016 025 049 1| 05

=-1 -0/5 -06 -05 -03 00 02 04 O0O5 O7 1| 00

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1} 02

06

0512
12

205

58313
= A'b=|-0,05875
9065

E, portanto o sistema normal A’ Ax= A"b, neste caso &

285205625 -0,253625 4,2075|[a,| [ 58313
-0253625 42075 -035||a |=|-21087
4,2075 - 035 11 ||a, 9065

Para efeito de diminuir os célculos utilizaremos apenas 4 casas decimais.

Resolvendo esse sistema utilizando o método de Gauss temos.

420750, - 285201, - Ly

28520 -0,2536 4,207% 58313 | 0253~ 28620L; -1,
-0,2536 42075 - 035 -0,0587 -
42075 -035 11 | 9065

- 00688L,+119354L 5 L,

28520 -0,2536 4,2075 | 58313
~ 0 -119354 -0,0688 | -13114 ~
0 —-0,0688 -136689| —13181
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28520 -0,2536 4,2075 58313
~ O -119354 -0,0688| -13114

0 0  -1631390 -156418
Logo;
~16313908, = 156418 ~119354, = -13114+ (-0,0688).0,0958
_ 156418 _ -13179
1631390 %~ 119354
a, =0,0963 a, = 01078

282508, - 0,2536a, + 4,2075%, = 58313
2,825, — 0028+ 0,4030= 58313
_ 54563
%~ 58563
a, =19138

Assim,

19138
Ax=| 01078
0,0963

Portanto obtemos o modelo do polinbmio do 2° grau

y =19138* + 0,078 + 0,0963
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Observe como € o comportamento da curva ajustada por minimos quadrados

aos pontos dados.

12 —00 —06 -043 032 06 09 12

iy e

Figura 21: Fungdo do 2° grau ajustado por minimos quadrados.
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Em determinados momentos € apropriado supor que os dados estejam

relacionados exponencialmente, isso requer que a fungdo de aproximacao seja do

tipo y=be™, com a e bOR.

Geralmente o método utilizado quando suspeita-se que os dados estejam

relacionados exponencialmente € “linearizar” a fungéo y =be*, assim,

y = he®

Iny =Inbe™
Iny=Inb+Ine*
Iny=Inb+axlne

Iny=Inb+ax

Em seguida deve-se ajustar a imagem da funcdo, y, para cada x dado, ou

seja, deve-se ajustar a tabela para a nova funcdo linear obtida. No entanto a

aproximacgdo obtida dessa maneira ndo é a aproximagdo por minimos quadrados

para os dados iniciais. Essa aproximacao, em alguns casos, difere da aproximacao

por minimos quadrados do problema original.

Exemplo 4.2.2: Consideremos a tabela a seguir.

X

2 -1

2

3

4

f(x)

10| 8

3,5

2,1

1

0,5

0,3

0,2

Vamos construir o grafico de dispersao e verificar qual € a “funcdo que melhor se

ajusta” aos dados.

Figura 22:

Graéfico de dispersdo dos dados.
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Temos que pela posicdo dos pontos no grafico a “funcdo que melhor se
ajusta” é uma funcdo exponencial do tipo y=be® que nado € linear, assim temos
que “linearizar” a fungéo e apods aplicar os mesmos procedimentos ja vistos.

De fato y=be®™ ¢é equivalente a Iny=Inb-ax, considere

Iny = g(x) = a, —a,x agora vamos ajustar os dados iniciais para a nova fungao linear.

X -2 -1 0 1 2 3|4 5 6
Iny|230|208|138|125|0,74/0/-0,69|-1,20 | -1,60

Vamos encontrar uma aproximacao por minimos quadrados utilizando o

teorema 3.4.1 (A"Ax=A"b).

De fato,
(-2 1] [ 230 |
-1 1 208
0 1 138
1 1 125
al
A= 2 1| X :{ } eb=| 074
a2
3 1 0
4 1 - 069
5 1 -120
| 6 1] | —160 |

Vamos calcular AT A

-2 1
-1 1
0 1
41 1
T -2 -1 012 3 456 96 18
A A= 2 1|=
1 1 1111111 18 9
13 1
4 1
5 1
_61_
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230
208
138

125

-2 -1012 3 456 - 2231
A'b= 074 |= 23
1 1 1111111 0 453

- 069
-120
- 160,

E, portanto, o sistema normal A" Ax= A'b, neste caso é

o sl

Resolvendo esse sistema utilizando o método de Gauss temos.

96 18| - 22041 [96 18 | -2231
Ls 9 ‘ 453 } { 0 -540 ‘ —83116}
- 5400, = -8316 96a, + 18154 = —2204
a, :@ a, = — 4976
540 96
a, =154 a, =-052

Entretanto, g(x) =Iny=Inb-ax = g(x)=a,—a;x 0 que implica em
Inb=a, = Inb=154 = b=e"" = b=466

a=-a, > a=-(-052 = a=0p2

Entdo a funcéo procurada é g(x) = 466e %>,

Veja como ficou a curva que representa a fungdo g(x) = 466e > acima no

plano cartesiano.



-1+

Figura 23: Fungdo exponencial ajustado por Minimos Quadrados.

73



74

Consideracoes Finais

Nesse trabalho mostramos como encontrar solucdes aproximadas para
sistemas lineares inconsistentes através do Meétodo dos Minimos Quadrados,
utilizando projecbes ortogonais para uma melhor aproximagdo. O problema de
encontrar uma solucdo de minimos quadrados foi reduzido a encontrar uma solucéo
exata do sistema normal associado A'Ax=A'b. Este sistema normal associado €
consistente para qualquer sistema linear e todas as solu¢gdes do sistema normal sé&o
solucdes de minimos quadrados de Ax=Db.

Observamos que em algumas situacdes € preciso encontrar uma curva que
“melhor se ajuste” aos dados tabulados para se fazer uma estimativa para os valores
de uma fungdo em pontos néo tabulados. E a abordagem mais acertada é encontrar
a melhor “curva” de aproximagdo resolvendo o sistema normal associado
A" Ax= A"b, mesmo que ela nio coincida precisamente com os dados em nenhum

ponto.
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