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Ondas de Choque

Trabalho acadêmico de graduação apresentado
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é fazer um breve estudo sobre o método das

caracteŕısticas para resolução de equações diferenciais parciais de 1a ordem e, de modo

particular, na resolução da equação diferencial parcial não-linear de Burger.

No primeiro caṕıtulo, introduziremos alguns conceitos que serão important́ıssimos ao

longo do nosso estudo de EDP’s, tais como: a definição de função de n variáveis, algumas

notações sobre conjuntos numéricos e derivadas parciais e os conceitos de linearidade,

superposição e condições iniciais e de contorno.

No segundo caṕıtulo, estudaremos, brevemente, um método de resolução de equações

diferenciais ordinárias de 1a ordem. Esse método é aplicado para as equações diferenciais

exatas. No caso da EDO não ser exata, veremos que é posśıvel transformá-la em uma

EDO exata, através da multiplicação por um fator integrante.

No terceiro caṕıtulo, estudaremos o problema de Cauchy (P.V.I) para as equações

lineares da forma a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y), cujo valor inicial pode ser dado por

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I. Provaremos, sob determinadas condições, que problemas desse

tipo têm uma única solução de classe C1 numa vizinhança da curva γ em Ω. Ainda nesse

caṕıtulo, procuraremos a solução geral de alguns tipos de EDP’s de 1a ordem.

No quarto caṕıtulo, veremos que há propagação de singularidades através das curvas

caracteŕısticas, quando há uma descontinuidade na função f dada.

E, por fim, estudaremos as ondas de choque: veremos que EDP’s não-lineares de 1a

ordem do tipo Burger não apresentam solução única, pois há interseção de caracteŕısticas

planas. Então, devemos proceder escolhendo uma solução que tenha significado f́ısico

(uma solução que satisfaça a condição de entropia, ou seja, uma solução em que a veloci-

dade das part́ıculas, antes da onda de choque, seja maior que a velocidade depois da onda

de choque).
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Caṕıtulo 1

Definições preliminares

Neste caṕıtulo introduziremos alguns conceitos básicos que serão importantes ao longo

de nosso estudo. Daremos aqui a definição de equação diferencial e mostraremos os tipos

principais de equações diferenciais que podem ocorrer.

Definição 1.1. De modo geral, uma equação diferencial é uma equação envolvendo uma

função e suas derivadas, cuja incógnita é uma função.

Existem dois tipos principais de Equações Diferenciais.

1. Equação Diferencial Ordinária (EDO): Quando a função envolvida é de uma variável;

2. Equação Diferencial Parcial (EDP): Quando a função envolvida depende de várias

variáveis.

Vejamos alguns exemplos de equações diferenciais:

Exemplo 1.2. dy

dx
= 3x− 1 (EDO).

Exemplo 1.3. xdy − ydx = 0 (EDO).

Exemplo 1.4. ∂u
∂t

− ∂2u
∂x2 = 2, u = u(t, x) (EDP - equação do calor).

1.1 Definições Básicas

Introduziremos algumas notações e terminologia, conforme seguem:

• N = {n ∈ Z;n ≥ 1} - conjunto dos números naturais;
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• Z = conjunto dos números inteiros;

• Z+ = {n ∈ Z;n ≥ 0} - conjunto dos números inteiros não negativos;

• C = conjunto dos números complexos;

• Rn = espaço euclidiano de dimensão n, onde {n ∈ Z;n ≥ 1} (Observação: R1 = R).

Seja Ω ⊆ Rn, um aberto, e u: Ω → Rn, (x, y, z, t, ...) 7→ u(x, y, z, t, ...) uma função de

várias variáveis. Existem várias notações para as derivadas parciais de u. Por exemplo,

a derivada parcial de u em relação à variável x, que é a primeira variável, poderá ser

denotada por:
∂u

∂x
, ux, ∂xu ou D1u.

Analogamente, denotaremos as derivadas de segunda ordem por

∂2u

∂x2
, uxx, ∂

2
xu ou D

2
1u.

No caso de derivação em relação a variável x e depois em relação a y, denotaremos por

∂2u

∂y∂x
, uxy, ∂y∂xu ou D2D1u.

Em geral, uma equação diferencial ordinária (EDO), envolvendo uma função y= f(x),

é uma equação da forma

F (x, f(x), f
′

(x), f
′′

(x), ..., fn(x)) = 0,

sendo F (x, y0, y1, ..., yn) alguma função.

Uma equação a derivadas parciais ou equação diferencial parcial (EDP) é uma equação

envolvendo duas ou mais variáveis independentes (x1, ..., xn) e derivadas parciais de uma

função u = u(x1, ..., xn). De maneira mais precisa, uma EDP com n variáveis indepen-

dentes (x1, ..., xn) é uma equação da forma

F (x1, ..., xn, u,
∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xn
,
∂2u

∂x2
1

, ...,
∂2u

∂x2
n

, ...,
∂2u

∂x1∂xn
, ...,

∂ku

∂xkn
) = 0 (1.1)

onde x = (x1, ..., xn) ∈ Ω, Ω ⊆ Rn, é um aberto, F é uma função dada e u = u(x) é a

função que queremos determinar.

A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de maior ordem que aparece na

equação. A ordem da equação (1.1) é k se F, como função de alguma das derivadas de

ordem k, é não constante.

Uma EDP é dita linear se é de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas

parciais que aparecem na equação; caso contrário a EDP é dita não linear.
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A forma geral de uma EDP linear de primeira ordem é

n∑

j=1

aj(x)Dju+ b(x)u + c(x) = 0, (1.2)

onde algum dos coeficientes aj não é identicamente nulo.

No caso de duas variáveis independentes, ~x = (x1, x2) = (x, y), Ω ⊆ R2, a equação

(1.2) pode ser reescrita como:

A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u+D(x, y) = 0. (1.3)

Uma EDP linear é dita homogênea se o termo que não contém a variável dependente é

identicamente nulo. Por exemplo, a equação (1.3) é homogênea se, e somente se, D(x,y)=0.

Observação: u=0 é sempre solução de qualquer EDP linear homogênea.

A parte principal de uma EDP é a parte da equação que contém as derivadas de maior

ordem que, em muitos casos, determina as propriedades das soluções. Por exemplo, a

parte principal da equação (1.3) é

A(x, y)ux +B(x, y)uy. (1.4)

As equações não lineares que tem parte principal linear são chamadas de equações

semi-lineares.

Por exemplo, uma EDP de primeira ordem, semi-linear com 3 variáveis independentes

(x,y e z) é da forma

A(x, y, z)
∂u

∂x
+B(x, y, z)

∂u

∂y
+ C(x, y, z)

∂u

∂z
= F (x, y, z, u).

Vejamos alguns exemplos de EDP’s:

Exemplo 1.5. xux − yuy = sen(xy) é uma EDP não homogênea de 1a ordem.

Exemplo 1.6. A equação de Burger, com viscosidade ∂tu+ u∂xu = v∂2
xu, onde v é

constante, é semi-linear, mas de segunda ordem .

1.2 Linearidade e Superposição

As considerações que faremos a seguir são válidas para equações diferenciais parciais

(EDP’s) linerares de qualquer ordem mas, para fixar as idéias, vamos considerar uma

EDP de primeira ordem com n variáveis independentes x1, x2, ..., xn.

Seja x = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n.

Consideremos a equação

n∑

j=1

aj(x)Dju+ b(x)u + c(x) = 0, (1.5)
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ou seja, existe j, 1 ≤ j ≤ n, tal que aj 6= 0

Podemos reescrever a equação (1.5) na forma

Lu = f (1.6)

onde f(x) = -c(x) e

Lu(x) =
n∑

j=1

aj(x)Dju+ b(x)u. (1.7)

A cada função u diferenciável corresponde única função Lu; dessa maneira definimos

um operador ou transformação L.

De forma mais precisa: Seja Ω um subconjunto aberto de R
n e aj e b, 1 ≤ j ≤ n, são

cont́ınuas em Ω e tomam valores reais.

Podemos definir:
L : C1(Ω) → C(Ω)

u 7→ Lu.
, (1.8)

onde Lu é dado pela fórmula (1.7); C1(Ω) é o conjunto das funções u : Ω → R,

continuamente diferenciáveis; C(Ω) é o conjunto das funções u : Ω → R, cont́ınuas.

A função L está definida entre espaço de funções, isto é, L leva uma função u (deter-

minadas propriedades) em outra Lu.

O operador L é um exemplo de um operador diferencial parcial.

O fato da equação (1.5) ser linear implica que o operador definido por (1.7) e um

operador linear, ou seja: L(0)= 0 (L leva a função identicamente nula nela mesmo) e

L(u+ αv) = Lu+ αLv, ∀u, v ∈ D(L) e ∀α ∈ R. (1.9)

L(u) = 0, é a equacão homogênea associada a equacão (1.2) (1.10)

Usando a linearidade de L e indução podemos verificar que qualquer combinação linear

de soluções da equação (1.10) é também solução de (1.10), isto é: se u1, ..., um satisfazem

(1.10) e α1,...,αm ∈ R então

u =

m∑

j=1

αjuj (1.11)

é também solução de (1.10). Em outras palavras, L é um operador linear definido num

espaço vetorial V de funções (V = C1(Ω)) e as soluções de u ∈ V da equação (1.10),

formam um subespaço vetorial de V. Esse resultado é conhecido como prinćıpio da super-

posição (na sua forma finita).

O espaço de soluções de EDP’s lineares homogêneas, equação (1.10), pode ter dimensão

infinita. Além disso existem EDP´s lineares de 1a ordem que não tem solução.
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Exemplo 1.7. Procuraremos soluções clássicas da equação linear homogênea

uxy = 0, (1.12)

para qualquer (x, y) ∈ R
2 e u ∈ C2(R2).

Queremos encontrar uma solução clássica u = u(x,y). Seja o operador L, dado por

L : C2(R2) → C(R2)

u 7→ (Lu)(x, y) = uxy(x, y)

Integrando (1.12) em relação a y, ou seja, fixando a variável x, obtemos:
∫

(uxy)dy = 0,

então

ux(x, y) = F (x), (1.13)

onde F(x) é uma função em C1(R), arbitrária.

Fixando agora a variável y e integrando (1.13) em relação a x, obtemos:
∫

(ux(x, y))dx =
∫

(F (x)), então

u(x, y) = f(x) + g(y), (1.14)

onde f é uma primitiva de F em C2(R) e g é uma função arbitrária em C2(R).

Como F é arbitrária, então f e g são funções arbitrárias em C2(R).

Queremos soluções u ∈ C2(R2). Como todas as funções da forma (1.14), com f e g ∈
C2(R), são soluções da equação (1.12), conclúımos que o espaço das soluções clássicas de

(1.12) é precisamente o conjunto

u ∈ C2(R2) : {u(x, y) = f(x) + g(y), (x, y) ∈ R
2}, f e g ∈ C2(R).

Portanto, o espaço das soluções tem dimensão infinita.

1.3 Prinćıpio da Superposição

Proposição 1.8. Seja L um operador diferencial parcial linear de 1a ordem cujos co-

eficientes estão definidos num aberto Ω ⊆ R
n. Suponha que (um)+∞

m=1 é um conjunto

de funções de classe C1 em Ω satisfazendo a EDP linear homogênea (1.10). Então, se

(αm)+∞

m=1 é uma sequência de escalares tal que a série

u(x) =
∞∑

m=1

αmum(x) (1.15)

é convergente e diferenciável termo a termo em Ω, u satisfaz Lu = 0.

Demonstração: Não demonstrado (ver [7]).

6



1.4 Condições de Contorno e Iniciais

Estamos procurando as soluções que estão definidas num aberto Ω ⊆ Rn.

É natural substituir os extremos do intervalo (caso n=1) pela fronteira (ou bordo) ∂Ω

da região Ω. Quando impomos condições sobre o valor da solução e de suas derivadas no

bordo da região (condições de contorno) temos um problema de valores de contorno ou,

simplesmente, problema de contorno.

Condições Iniciais: Em EDP’s temos mais de uma variável independente. É natural

fixar uma delas e impor o valor da solução e de suas derivadas parciais em relação à variável

fixa como função das outras variáveis (por exemplo u(x, 0) = f(x) e ut(x, 0) = g(x), f e g

sendo funções dadas).

Observe que se n=2, com variáveis x e t, isso significa impor o valor da solução e de

suas derivadas normais ao longo da curva t=0; analogamente, no caso n=3, com variáveis

x, y e t, fixar t=0 significa olhar a solução (e suas derivadas normais, se for o caso) ao

longo da superf́ıcie t=0.

Podemos generalizar o conceito de condições iniciais impondo o valor da solução e de

suas derivadas normais ao longo de uma curva (se n=2) ou superf́ıcie (se n=3) inicial. O

problema correspondente é um problema de Cauchy ou valor inicial.

Quando temos uma EDP com condições iniciais e condições de contorno temos um

problema misto.

Exemplo 1.9. O problema

{
uy = 0 em R2

u(x, p(x)) = f(x), x ∈ R

onde p, f ∈ C1(R) são funções dadas, é um problema de Cauchy. Como a EDP e de 1a

ordem, basta impor o valor da solução na curva inicial y=p(x) no plano (tem solução

clássica).

Exemplo 1.10. O problema

{
uy = 0 em R2

u(0, y) = f(y), y ∈ R

é também um problema de Cauchy envolvendo uma EDP linear de 1a ordem. A curva

inicial é o eixo dos y. Ao contrário do exemplo anterior não tem solução (se f não é

constante) ou tem uma infinidade de soluções (se f é constante)

Veremos, porque isso acontece e quando existe solução única para o problema de

Cauchy envolvendo EDP’s lineares de 1a ordem em duas variáveis independentes.
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Caṕıtulo 2

Equações Diferenciais Ordinárias de

Primeira Ordem

Desejamos aqui, de forma breve, fazer um estudo do método de resolução para

Equações Diferenciais Ordinárias (EDO’s) de 1a ordem e 1o grau. Este método con-

siste em verificar se uma determinada EDO é uma equação diferencial exata e aplicar,

então, o método de resolução; caso a EDO não seja exata, a transformaremos em uma

equação diferencial exata, através da multiplicação por um fator integrante, de modo que

seja posśıvel a aplicação do método de resolução para as EDO’s exatas.

Mostraremos, também, que é posśıvel transformar uma EDO linear completa de 1a

ordem em uma equação diferencial exata, através de um fator integrante, possibilitando,

assim, a resolução da EDO pelo mesmo método.

Antes, porém, veremos, atráves do Teorema que enunciaremos abaixo, que existe

solução única para problemas de Cauchy envolvendo EDO’s de 1a ordem.

2.1 Existência e Unicidade de Soluções

Teorema 2.1. (Teorema de Peano) Seja f : D → R, D domínio de R2, uma função.

Considere o PVI: {
y

′

= f(x, y)

y(x0) = y0

(2.1)

com (x0, t0) ∈ D.

Se f(x, y) e ∂f

∂x
(x, y) são cont́ınuas em D, então (2.1) possui uma única solução definida

em algum intervalo I contendo x0.
Demonstração: Não demonstrado (Ver [5]).

Observação: Podemos substituir as hipóteses acima por f(x,y) cont́ınua em D e
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Lipschitziana em D relativamente à segunda variável, isto é, que existe K > 0 tal que

|f(x, y0) − f(x, y1)| ≤ K|y0 − y1|,

para todo (x, y0), (x, y1) ∈ D.

2.2 Equações Diferenciais Ordinárias Exatas

Definição 2.2. Uma equação diferencial ordinária da forma

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (2.2)

é denominada exata quando existe uma função u(x,y), de classe C1 em R, cuja diferencial

total é dada por:

du = M(x, y)dx+N(x, y)dy, em R

onde R é o retângulo R = {(x, y) ∈ R2, a < x < b e c < y < d}, ou seja, ∂u
∂x

= M(x, y) e
∂u
∂y

= N(x, y).

Fazendo uma aplicação do teorema que apresentaremos abaixo, podemos checar se

uma EDO do tipo (2.2) é exata ou não, bem como calcular a função u, que é a solução

de (2.2) a menos de uma constante (acrescida de uma constante).

Teorema 2.3. A equação (2.2), onde M e N são funções de classe C1(R) com derivadas

cont́ınuas é uma EDO exata se, e somente se, ocorrer a relação

∂M

∂y
=
∂N

∂x
, em R. (2.3)

Assim, a relação (2.3) é condição necessária e suficiente para que a equação (2.2) seja

uma EDO exata.

Demonstração:

1. A condição é necessária

Mostraremos que se Mdx + Ndy = 0 é diferencial total, então

∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Por hipótese, o primeiro membro de (2.2), Mdx + Ndy, é diferencial total, então

existe u(x,y), tal que

du = Mdx+Ndy. (2.4)
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Por outro lado, u = u(x,y) é solução de (2.2), então a diferencial de u pode ser

escrita como:

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy. (2.5)

Ou seja,
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
= Mdx+Ndy. (2.6)

Comparando (2.6), obtemos:

M =
∂u

∂x
(2.7)

e

N =
∂u

∂y
. (2.8)

Derivando (2.7) em relação a y e (2.8) em relação a x, temos respectivamente

∂M

∂y
=

∂2u

∂x∂y
e

∂N

∂x
=

∂2u

∂y∂x
.

Se u ∈ C2, isto é , ∂2u
∂x∂y

e ∂2u
∂y∂x

são cont́ınuas em R.

Logo, pelo teorema de Schwartz,

∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Assim, a condição (2.3) é necessária para que o primeiro membro de (2.2) seja a

diferencial total de u(x,y).

2. A condição é suficiente

Mostraremos que vale a volta, ou seja, se (2.3) é verificada então o primeiro membro

de (2.2) é diferencial total de u(x,y).

Podemos achar u, solução de (2.2), integrando (2.7):

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ φ(y), onde φ(y) é uma funcão arbitrária de y. (2.9)

Derivando (2.9) em relação a y, obtemos: N = ∂u
∂y

=
∫

∂M
∂y
dx+ φ

′

(y).

Ou seja, φ
′

(y) = N −
∫

∂M
∂y
dx, que resulta em φ(y) =

∫
(N −

∫
∂M
∂y
dx)dy.

Como u(x,y) = constante, temos, finalmente:

∫
M(x, y)dx+

∫
(N −

∫
∂M

∂y
dx)dy = K,

que é a solução geral de uma equação diferencial exata.
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2.3 Equações Diferenciais Ordinárias Não Exatas

É comum nos depararmos com equações diferenciais do tipo (2.2) que não são equações

diferenciais exatas, ou seja, tais que ∂M
∂y

6= ∂N
∂x
.

No entanto, é posśıvel mostrar-se que há uma infinidade de funções λ(x, y), para as

quais a EDO λ.(Mdx+Ndy) = 0, se torna uma equação diferencial ordinária exata, onde

λ denomina-se fator integrante da equação (2.2).

Essa função λ, quando considerada como dependendo de uma única variável, pode ser

obtida da seguinte maneira:

λ(y) = e
∫
ψ(y)dy, onde ψ(y) =

1

M
(
∂N

∂x
− ∂M

∂y
)

ou

λ(x) = e
∫
ψ(x)dx, onde ψ(x) =

1

N
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x
).

2.4 Equações Diferenciais Ordinárias Lineares Com-

pletas

Vamos estudar agora um caso particular de EDO’s da forma (forma normal):

dy

dx
+ P (x)y = Q(x), x ∈ I, (2.10)

onde P(x) e Q(x) são funções que dependem apenas da variável x e estão definidas em

um intervalo aberto I ⊂ R.

Uma outra maneira, mais geral, de se escrever a equação (2.10), é através da forma

a0(x)y
′

+ a1(x)y = b(x), x ∈ I, (2.11)

onde a0(x), a1(x) e b(x) são funções apenas de x, definidas em I. Quando a0(x) 6= 0, para

todo x ∈ I, (2.11) pode ser reduzida à forma normal (2.10).

Podemos, ainda, reescrever (2.10) na forma

y
′

= f(x, y), (2.12)

com f(x, y) = −P (x)y +Q(x), em D = {(x, y) ∈ R2, x ∈ I}.

Definição 2.4. Uma equação diferencial ordinária é dita linear completa se é da forma

dy

dx
+ Py = Q, (2.13)

onde P e Q são funções de x ou constantes. Ela é dita linear homogênea ou incompleta,

quando Q=0
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A equação (2.13) pode ser reescrita como

(Py −Q)dx+ dy = 0, (2.14)

que é uma equação do tipo M(x,y)dx + N(x,y)dx = 0.

Vimos, anteriormente, que uma equação do tipo (2.14) pode ser classificada como

equação diferencial ordinária exata ou não exata, e apresentamos um método para o

cálculo da função u(x,y), que dá a solução da EDO, nesses casos.

Caso a equação (2.14) não seja uma EDO exata, um fator de integração que a torna

exata é dado por,

λ(x) = e
∫
Pdx.

Assim, a EDO e
∫
Pdx[(Py−Q)dx+dy] = 0 é exata e o método utilizado anteriormente

pode ser aplicado.
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Caṕıtulo 3

O Problema de Cauchy

Neste caṕıtulo vamos estudar o problema de de Cauchy (P.V.I) para EDP’s de 1a

ordem da forma

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y). (3.1)

Para isto, seja γ uma curva plana inicial. Parametrizando-a por (σ(t), ρ(t)), t ∈ I,

onde I é um intervalo aberto, podemos escrever o problema na forma

{
a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y),

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I.
(3.2)

Consideremos as seguintes hipóteses adicionais:

(i) a curva inicial γ é uma curva suave, ou seja, as funções σ e ρ são continuamente

diferenciáveis em I e σ
′

(t)2 + ρ
′

(t)2 6= 0, qualquer que seja t ∈ I;

(ii) f ∈ C1(I);

(iii) a, b, c ∈ C1(Ω) e as funções a, b não se anulam ao mesmo tempo em Ω, onde Ω ⊆ R2

é um aberto contendo γ.

Para resolver o problema (3.2) precisamos, primeiramente, achar as curvas carac-

teŕısticas planas da equação (3.1) (essas são curvas ao longo das quais a EDP pode ser

escrita como uma derivada total).

As curvas caracteŕısticas planas da equação (3.1) são curvas suaves que admitem a

parametrização (α(s), β(s)) satisfazendo

{
α

′

(s) = a(α(s), β(s))

β
′

(s) = b(α(s), β(s)).
(3.3)

Para obter uma solução única para o sistema de EDO’s acima, precisamos de um par

de condições iniciais. Como a, b ∈ C1(Ω), dado (x0, y0) ∈ Ω, existe uma única solução
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(α(s), β(s)) de (3.3) para s numa vizinhança de s0 tal que

α(s0) = x0, β(s0) = y0. (3.4)

A existência e a unicidade de solução do problema (3.2) depende de como as curvas

caracteŕısticas intersectam a curva inicial γ.

Mostraremos, através do Teorema abaixo, que o problema (3.2) tem solução única

numa vizinhança de γ (coberta por caracteŕısticas planas).

Teorema 3.1. Sejam Ω ⊆ R
2 aberto, I ⊆ R intervalo aberto, γ uma curva suave em Ω

parametrizada por (σ(t), ρ(t)), t ∈ I, f ∈ C1(I) e a, b, c ∈ C1(Ω). Suponha que a(x, y)2 +

b(x, y)2 6= 0, ∀(x, y) ∈ Ω, e

∣∣∣∣∣
a(σ(t), ρ(t)) b(σ(t), ρ(t))

σ
′

(t) ρ
′

(t)

∣∣∣∣∣ 6= 0, ∀t ∈ I.

Então, o problema (3.2) tem uma única solução de classe C1 numa vizinhança da curva

γ em Ω. Essa solução é dada por

u(x0, y0) = f(t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds

Observação: A solução no ponto (x0, y0) = (x(s0, t0), y(s0, t0)) é obtida integrando-se a

EDP ao longo da caracteŕıstica que passa por (x0, y0), de s=0 até s = s0.

Demonstração: Consideraremos que as curvas caracteŕısticas não são tangentes a curva

inicial Ω. Então, o vetor tangente (σ
′

(t), ρ
′

(t)) e o vetor (a(α(s), β(s)), b(α(s), β(s))) não

são paralelos (ou seja, não são linearmente dependentes).

Com esta hipótese, para cada t ∈ I, existe uma única curva caracteŕıstica plana

passando pelo ponto (σ(t), ρ(t)), que é a solução de (3.5) e (3.6):

{
α

′

(s) = a(α(s), β(s))

β
′

(s) = b(α(s), β(s))
(3.5)

{
α(s0) = σ(t), β(s0) = ρ(t), t ∈ I (3.6)

numa vizinhança de s0 (tomar s0 = 0 para simplificar).

Além disso, (σ(t), ρ(t)) é o único ponto da curva caracteŕıstica que intersecta a curva

inicial γ. Do contrário, haveria um ponto sob a curva caracteŕıstica cujo vetor tangente

seria paralelo a (σ
′

(t), ρ
′

(t)), contradizendo a hipótese. Desse modo, podemos cobrir a

vizinhança de γ através de curvas caracteŕısitcas contidas em Ω, e que intersectam γ num

único ponto.
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Isso permite fazer a mudança de varável (x, y) 7→ (s, t). Agora, para cada t ∈ I,

denotamos a curva caracteŕıstica que passa por (σ(t), ρ(t)) por (x,y) = (x(s, t), y(s, t)).

Fazendo isso, podemos reescrever (3.5) e(3.6) da seguinte maneira:




xs(s, t) = a(x(s, t), y(s, t))

ys(s, t) = b(x(s, t), y(s, t))

x(0, t) = σ(t), y(0, t) = ρ(t), t ∈ I.

Agora note que:

0 6= det

(
a(σ(t), ρ(t)) b(σ(t), ρ(t))

σ
′

(t) ρ
′

(t)

)
= det

(
xs(0, t) ys(0, t)

xt(0, t) yt(0, t)

)
,

para todo t ∈ I. Então, por continuidade,

det

(
xs ys

xt yt

)
6= 0.

Logo, a transformação (s, t) 7→ (x(s, t), y(s, t)) é localmente injetora. Podemos, então,

fazer a mudança de variável (x, y) 7→ (s(x, y), t(x, y)) e considerar a mudança v(s,t) =

u(x,y).

Dáı, tem-se:
∂v

∂s
(s, t) =

∂u

∂x

∂x

∂s
+
∂u

∂y

∂y

∂s
= aux + buy = c(x, y)

A condição inicial para v é:

v(0, t) = u(x(0, t), y(0, t)) = u(σ(t), ρ(t)) = f(t), ∀t ∈ I.

Então v deve ser solução do problema de Cauchy (P.V.I)

{
∂v
∂s

(s, t) = c(x(s, t), y(s, t))

v(0, t) = f(t), ∀t ∈ I.

Este é um problema de valor inicial para uma EDO de 1a ordem, para cada t fixo,

cuja solução é obtida integrando de s=0 a s, que resulta em:

v(s0, t0) = v(0, t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds

ou

v(s0, t0) = f(t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds.

Para voltar para u(x,y), dado (x0, y0), nessa vizinhança de γ, seja (s0, t0) tal que

s0 = s(x0, y0) e t0 = t(x0, y0), isto é,

{
x0 = x(s0, t0),

y0 = y(s0, t0),
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Então

u(x0, y0) = f(t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds. (3.7)

Se u é solução de (3.2) então u satisfaz (3.7). Como (3.7) é solução de (3.2), está

demonstrado que (3.2) tem solução única.

Vimos que (3.7) é solução de problema do tipo (3.2).

Veremos agora como encontrar a solução geral de uma EDP linear de 1a ordem com

coeficientes constantes, que pode ser escrita como

avx + bvy + cv = d, (3.8)

onde a, b, c, d ∈ R e a2 + b2 6= 0.

O método para encontrar a solução geral de (3.8) é, de certa forma, semelhante ao

método para encontrar a solução única de (3.2).

Devemos procurar uma mudança de variável que coloque a equação (3.8) numa forma

mais simples: seja s=s(x,y), t=t(x,y) tal que t é constante ao longo das curvas carac-

teŕısticas planas.

As caracteŕısticas planas satisfazem, neste caso:

x
′

(s) = a, então x(s) = as + c1 (3.9)

y
′

(s) = b, então y(s) = bs + c2 (3.10)

Por (3.9) temos:

s =
x− c1
a

. (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.10) temos: y = b(x−c1
a

)+c2. Então: ay = bx−bc1+c2 e, dáı:

ay − bx = k1. Conclúımos que as curvas caracteŕısticas planas são as retas ay − bx = k1,

sendo k1 constante.

As retas ortogonais a essas são as retas by + ax = k2, sendo k2 constante.

Tomando t constante ao longo das retas caracteŕısticas e s constante ao longo das retas

ortogonais, obtemos {
s = ax+ by

t = −bx+ ay
(3.12)

Com a mudança de variável (3.12), a equação (3.8) fica

(a2 + b2)ws + cw = d (3.13)

Para cada t fixo, a equação (3.13) é uma EDO de 1a ordem com fator integrante

(
1

a2 + b2
)
( cs

a2+b2
)

(3.14)
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Multiplicando (3.13) por (3.14) tornamos a EDO exata e obtemos

∂

∂s
[w( cs

a2 + b2
)] =

d

a2 + b2

cs

a2+b2

Portanto, se c 6= 0, a solução geral de (3.13) é

w(s, t) =
d

c
+ f(t)( −cs

a2 + b2
)

e a solução geral de (3.8) é

v(x, y) =
d

c
+ f(−bx− ay)( −c

a2 + b2
(ax+ by))

no caso de c=0, a solução geral de (3.13) é

w(s, t) =
d

a2 + b2
s + f(t)

e a solução geral de (3.8) é v(x, y) = d
a2+b2

(ax + by) + f(−bx + ay), onde f ∈ C1(R) é

arbitrária.

A idéia acima também pode ser utilizada no caso dos coeficientes de (3.8) não serem

constantes.

Assim, as curvas caracteŕısticas planas satisfazem

{
x

′

(s) = a(x(s), y(s))

y
′

(s) = b(x(s), y(s)),

e portanto são soluções da EDO de 1a ordem

a(x, y)dy − b(x, y)dx = 0 (3.15)

Se as soluções da EDO (3.14) forem da forma t(x,y)=k, onde k é uma constante

arbitrária. É natural tomar t como uma das nossas novas variáveis. Há uma certa

liberdade na escolha da variável s, bastando garantir que o jacobiano

det

(
sx sy

tx ty

)
=
∂(s, t)

∂(x, y)
6= 0, em Ω.

Observe que se ty 6= 0 em Ω (respectivamente, tx 6= 0 em Ω), podemos tomar s=x

(respectivamente, s=y).

17



Caṕıtulo 4

EDP’s de 1a ordem

Neste caṕıtulo estudaremos, principalmente, o método das caracteŕısticas para re-

solução de EDP’s de 1a ordem do tipo Burger. Antes, porém, discutiremos as singulari-

dades que se propagam ao longo das caracteŕısticas planas.

4.1 Propagação de Singularidades

Consideremos novamente o seguinte problema de Cauchy (P.V.I)
{
a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y)

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I,
(4.1)

onde I é um conjunto aberto; γ(t) = (σ(t), ρ(t)) é uma curva inicial suave; a, b e c são

funções que pertencem a C1(Ω), Ω ⊆ R2, é aberto com γ ⊆ Ω e f : I → R é uma função

dada.

O problema (4.1) tem uma única solução clássica, numa vizinhança de γ, se f ∈ C1(I)

e se γ não é tangente as curvas caracteŕısticas planas Ct.

A solução no ponto (x0, y0) = (x(s0, t0), y(s0, t0)) é obtida integrando-se a equação ao

longo da caracteŕıstica Ct0 , de s=0 a s = s0, onde em s=0, temos

(σ(t0), ρ(t0)) = (x(0, t0), y(0, t0)) ∈ γ ∩ Ct0 .

Portanto, a solução em (x0, y0) depende apenas do dado inicial em (σ(t0), ρ(t0)) ∈ γ

e, por essa razão, (σ(t0), ρ(t0)) é chamado de domı́nio de dependência de (x0, y0).

A região de influência, γ̃ ⊂ γ, é o conjunto dos pontos por onde passam as carac-

teŕısticas planas que intersectam γ̃.

Se f /∈ C1(I), mantendo a hipótese sobre γ, então não teremos uma solução clássica,

isto é, u /∈ C1(Ω).
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Se f( ou f
′

) tem uma descontinuidade em t0, então u, ou alguma de suas derivadas,

terá descontinuidades ao longo da caracteŕıstica que passa por (σ(t0), ρ(t0)). Portanto as

singularidades são propagadas ao longo das caracteŕısitcas.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.1. Consideremos o problema de Cauchy

{
−yux + xuy = 4xy

u(x, 0) = f(x), x ≥ 0

onde,

f(x) =

{
x2 se 0≤x≤ 1

1 se x > 1

Solução: Seja a curva inicial γ: y=0 (o eixo ~0x). As curvas caracteŕısticas são descritas

por: −ydy − xdx = 0. Dáı, −y2

2
− x2

2
= k e, portanto, x2 + y2 = K.

Assim, as curvas caracteŕısticas C são circunferências centradas na origem, parametrizadas

por:

C :

{
x(r, θ) = rcosθ

y(r, θ) = rsenθ,

que resulta em r2 = x2 + y2, isto é, r =
√
x2 + y2.

Assim, ao longo das circunferências, usando coordenadas polares, a EDP fica

d

dθ
[u(rcosθ, rsenθ)] = 4r2(senθ)(cosθ).

Dáı, v(r, θ) =

∫ θ(x,y)

0

(4r2senθ.cosθ)dθ + u(r, θ).

Integrando o lado direito da igualdade acima obtemos: v(r, θ) = [2r2sen2θ]
θ(x,y)
0 +

f(r) = 2r2sen2θ − 2r2sen20 + f(r).

Então, v(r, θ) = 2r2sen2θ + f(r).

E, finalmente, u(x, y) = 2y2 + f(
√
x2 + y2), para (x, y) ∈ R2 − (0, 0).

Como
√
x2 + y2 não é diferenciável na origem, então a diferenciabilidade de u vai

depender de f.

Suponha que

{
x2 + y2 ≤ 1, então

√
x2 + y2 ≤ 1 e f(

√
x2 + y2) = (

√
x2 + y2)2 = x2 + y2,

x2 + y2 > 1, então
√
x2 + y2 > 1 e f(

√
x2 + y2) = 1

Assim, u(x,y) = {
3y2 + x2, para x2 + y2 ≤ 1

2y2 + 1, para x2 + y2 > 1
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e, portanto, u ∈ C(R2). Mas u /∈ C1(R2), pois u não é diferenciável na circunferência

x2 + y2 = 1. u satisfaz a equação diferencial parcial no interior da caracteŕıstica C1(0) e

no exterior da caracteŕıstica C1(0), onde C1(0) é a caracteŕıstica plana passando por (1,0)

e γ ∩ C1(0) .

Exemplo 4.2. Consideremos agora o problema de Cauchy

{
ux + buy = 0

u(0, y) = 1
y

y 6= 0, onde b é constante

Solução: Seja a curva inicial γ: x = 0 (o eixo ~0y, mas y 6= 0). As curvas caracteŕısticas

são descritas por: Ct : 1dy − bdx = 0, então y − bx = c. Dáı temos y = bx + c, onde c é

constante.

Tomando t(x, y) = y − bx. Como tx = −b e ty = 1, então podemos tomar s = x.

Assim, C :

{
x = s

y = t+ bs,

então v(s, t) = u(x(s, t), y(s, t)), t=k em C. Derivando em relação a s (t fixo), obtemos:
dv
ds

= uxxs + urys = ux.1 + uy.b

∫ s

0

(
dv

ds
)ds =

∫ s

0

0ds, então v(s, t) = v(0, t)

v(0, t) = u(x(0, t), y(0, t)) = u(0, t) =
1

t

Assim, v(s, t) = 1
t
, então u(x, y) = 1

y−bx
, y 6= bx, (x, y) ∈ R2 é solução do problema no

sentido que u satisfaz a EDP fora da reta y=bx .

A situação no caso não linear, tanto no que se refere à propagação de singularidades

quanto ao comportamento da solução, é bastante diferente.

4.2 Equação de Burger

Vejamos as EDP’s não lineares de 1a ordem da forma

ut + (f(u))x = 0, t > 0, x ∈ R, f ∈ C2. (4.2)

A equação (4.2) pode ser reescrita na forma

ut + b(u)ux = 0, (4.3)

onde

b(u) = f
′

(u). (4.4)
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As equações do tipo (4.2) aparecem no estudo de fenômenos ondulatórios (sem efeitos

dissipativos) não lineares, como, por exemplo, em dinâmica dos gases e são derivadas de

leis de conservação integrais da forma

(
d

dt

∫

G

udx =

∫

∂G

fηds), (4.5)

onde G é uma região do espaço, u mede a densidade da entidade f́ısica em discussão, f

descreve o fluxo e η é a normal exterior ao bordo ∂G de G. A equação (4.5) diz que a

taxa da variação de quantidade total de entidade f́ısica contida numa região G é igual ao

fluxo atravessando o bordo de G.

No caso unidimensional, G é um intervalo e a equação (4.5) fica

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = f(a, t, u(a, t)) − f(b, t, u(b, t)). (4.6)

Observe que derivando debaixo do sinal de integral, dividindo por (b-a) e fazendo [a,b]

tender a um ponto, obtemos a equação ut + fx = 0 que coincide com a equação (4.2) se

f = f(u).

Concluimos que (4.6) é a solução com sentido f́ısico.

Vejamos alguns exemplos de sistemas da forma (4.2):

Exemplo 4.3. As equações de dinâmica de gases para um gás inv́ıscido, um gás não

condutor de calor em coordenadas Lagrangianas, podem ser escritas na forma:

υt + ux = 0 (conservacão de massa)

ut + px = 0 (conservacão de momento) (4.7)

Et + (up)x = 0 (conservacão de energia)

onde υ é o volume espećıfico; υ = 1
ρ

e ρ é a densidade; u é a velocidade e E é a energia

espećıfica; E = e + u2

2
, sendo e a energia interna. A pressão p é uma função dada de e e

υ, que depende do gás particular em consideração; esta relação é geralmente chamada de

equação do estado.

Exemplo 4.4. Em coordenadas Eurelianas, as equações acima tomam a forma

ρt + (ρu)x = 0 (conservacão de massa),

(ρu)t + (ρu2 + p)x = 0 (conservacão de momento), (4.8)

[ρ(
u2

2
+ e)] + [ρu(

1

2
u2 + i)]x = 0 (conservacão de energia).

Aqui i = p

ρ
é a entalpia espećıfica, e a equação de estado é uma função dada e = e(v, s),

onde s é a entropia espećıfica. A pressão p é obtida da fórmula p = ev. A mudança das

coordenadas é dada por (h, τ) 7→ (x, t), onde t = τ e h =
∫ x(h,τ)
−∞

ρ(s, τ)ds; essa mudança

leva (4.8) em (4.7), se colocarmos x = h, t = τ em (4.7). Escolhendo ρ, u e s como

variáveis dependentes, podemos facilmente reduzir (4.8) em (4.2).

21



Exemplo 4.5. (O p-sistema). As equações escritas em coordenadas Lagrangianas são

υt + ux = 0, ut + p(υ)x = 0. (4.9)

Quando p(υ) = kυ−γ(γ ≥ 1 e k > 0 são constantes), as equações (4.9) são um modelo

para dinâmica de gases isentrópicos (= entropia constante). Essas equações estão rela-

cionadas a certas equações de segunda ordem. Assim, diferenciando a primeira equação

em relação a t e a segunda em relação a x resulta

υtt + p(υ)xx = 0.

Por outro lado, em regiões simplesmente conexas, a primeira equação em (4.9) implica

na existência de uma função φ tal que υ = φx, e u = φ. A segunda equação então se

torna

φtt + p(φx)x = φtt + p
′

(φx)φxx = 0.

Se p
′

< 0, esta é uma equação de onda não-linear, onde a velocidade de propagação,
√
−p′

, depende de φx. Esse tipo de equação tem sido intensivamente estudada numerica-

mente.

É natural considerar o problema de valor inicial para (4.2), isto é, para encontrar a

solução de (4.2) definida para t > 0 cujo dado inicial é dado por

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

no tempo t = 0. Se a função u0 é suave, então é fácil construir uma solução local única,

isto é, uma solução definida somente para 0 < t < T . Essa limitação é real, e não

devida a técnicas usadas para construir a solução. Ou melhor, é uma consequência da

não linearidade das equações, isto é, da dependência de f em relação a u.

As curvas caracteŕısticas planas da equação (4.3) são as curvas no plano xt satisfazendo

adt - bdx=0. Dáı b(u)dt - dx=0 e, portanto,

dx

dt
= b(u), (4.10)

onde u = u(x(t), t). Ao longo destas curvas u é constante, pois

d

dt
(u(x(t), t)) = ux

dx

dt
+ ut = ux.b(u) + ut = 0.

Logo, as curvas definidas por (4.10) são retas. A prinćıpio não podemos determiná-las,

pois desconhecemos o valor de u ao longo da curva. Porém, podemos usá-las para achar

a solução do problema (4.2) satisfazendo uma determinada condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (4.11)
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A idéia é semelhante ao caso linear, ou seja, construiremos a solução utilizando as

caracteŕısticas planas que intersectam a curva inicial plana t=0. Dado x0 ∈ R, u é

constante e u= u0(x0) ao longo da reta passando pelo ponto (x0, 0) e satisfazendo (4.7),

isto é,

u = u0(x0), (4.12)

ao longo da reta

x = b(u0(x0))t+ x0. (4.13)

As retas (4.13) são chamadas de caracteŕısticas planas do problema (4.3),(4.11). Com

essas retas e com a condição (4.11) determinamos a solução do problema (4.3),(4.11) numa

faixa de t ∈ (0, T ), mas as caracteŕısticas planas podem se intersectar, o que nao acontecia

no caso linear.

Exemplo 4.6. Consideremos o problema de Cauchy

{
ut + uux = 0

u(x, 0) = u0(x),

onde

u0(x) =





1 se x < 0

1 − x se 0 ≤ x ≤ 1

0 se x > 1

Observação: Esta é a equação de Burger sem viscosidade e é da forma (4.2) com f(u)

= u2

2
.

A curva inicial é γ: t=0. Como b(u0(x0)) = u0(x0), então as caracteŕısticas planas são

definidas por:

x =






t+ x0 se x0 < 0

(1 − x0)t+ x0 se 0 ≤ x0 ≤ 1

x0 se x0 > 1

Como u = u0(x0), ao longo das caracteŕısticas planas, então:

• Se x < t < 1, então x = t+ x0 para algum x0 < 0 e, portanto, u = u0(x0) = 1;

• Se t < x < 1, então x = (1 − x0)t+ x0 para algum x0 ∈ [0, 1], logo

u = u0(x0) = 1 − x0 = 1 − x−t
1−t

= 1−t−x+t
1−t

;

• Se t < 1 < x, então u = u0(x) = 0.
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Figura 4.1: Caracteŕısticas planas referentes ao problema enunciado no exemplo (4.6).

Portanto, a solução deste problema, definida para 0 ≤ t < 1 é:

u(x, t) =





1 se x < t < 1
1−x
1−t

se t ≤ x < 1

0 se t < 1 ≤ x

A função u acima não é uma solução clássica pois u /∈ C1(R × (0, 1)): as derivadas

parciais não estão definidas nas retas caracteŕısticas que passam por (0,0) e (1,0), isto

é, ao longo dos segmentos de reta: (t, t) : 0 ≤ t < 1 e (1, t) : 0 ≤ t < 1, uma vez que a

condição inicial não é diferenciável em x=0 e x=1 e essas caracteŕısticas que passam por

esses pontos, ao longo das quais as singularidades se propagam.

Observe que u ∈ C(R× [0, 1]) e satisfaz este problema, fora desses segmentos de reta .

Exemplo 4.7. Consideremos agora a equação de Burger com outra condição inicial

{
ut + uux = 0

u(x, 0) = u0(x),

onde

u0(x) =

{
0 se x < 0

1 se x > 0

A curva inicial é γ: t=0. Como b(u0(x0)) = u0(x0), então as caracteŕısticas planas são

definidas por:

x =

{
x0 se x0 < 0

t+ x0 se x0 > 0

Como u = u0(x0), ao longo das caracteŕısticas planas, então:
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Figura 4.2: Caracteŕısticas planas referentes ao problema enunciado neste exemplo.

• Se x0 < 0 e t ≥ 0, então x = x0 para algum x0 < 0 e, portanto, u = u0(x0) = 0;

• Se x0 > t ≥ 0, então x = t+ x0 para algum x0 > 0, logo u = u0(x0) = 1;

• Se t ≥ x0 ≥ 0 então u = x
t
.

Portanto, a solução deste problema é:

u(x, t) =






0 se x < 0, t ≥ 0
x
t

se 0 ≤ x ≤ t, t 6= 0

1 se x > t ≥ 0

Observação: u ∈ C(R × [0,∞) \ (0, 0)) e é solução de deste problema, isto é, satisfaz

o problema para t > 0 fora das caracteŕısticas passando pela origem e satisfaz a condição

inicial.

Percebemos através deste exemplo que é posśıvel ter uma solução cont́ınua para t >

0, embora a condição inicial (t=0) seja descont́ınua: portanto a descontinuidade não e

propagada (pelas caracteŕısticas planas), apenas as derivadas parciais são descont́ınuas

ao longo das caracteŕısticas planas passando pela origem. Tal fenômeno é puramente não

linear .

4.3 Ondas de Choque

Considere o problema do exemplo (4.6), podemos perceber que não é posśıvel achar

a solução global, isto é, definida para t > 0, que seja cont́ınua no ponto (1,1), uma vez

que u=1, na região x < t < 1 e u=0, na região t < 1 ≤ x; além disso, mesmo admitindo

soluções descont́ınuas, não sabeŕıamos como determinar a solução na região 1 < x < t,

uma vez que cada ponto nessa região está em exatamente três caracteŕısticas planas.
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Outra observação posśıvel de ser feita é que se x1 < x2, as caracteŕısticas planas

passando por (x1, 0) e (x2, 0) são dadas, respectivamente, por

{
l1 : x = b(u0(x1))t+ x1

l2 : x = b(u0(x2))t+ x2

logo l1 e l2 tem um ponto P em comum se e, somente, se b(u0(x1)) > b(u0(x2)).

Nesse caso, se u0(x1) 6= u0(x2), uma solução global é necessariamente descont́ınua em

P = (x0, t0) pois, t → t−0 ao longo de l1, u → u0(x1), enquanto que u → u0(x2) quando

t → t−0 ao longo de l2; dizemos então que uma onda é formada em t = t0. Procuraremos

funções u, descont́ınuas ao longo de uma curva x = g(t), t ≥ 0, mas que satisfaçam a

EDP fora dessa curva.

Para achar a solução global do problema enunciado no exemplo (4.6) é necessário

aceitar soluções descont́ınuas, e descobrir, analisando o problema f́ısico como definir a

solução na região 1 < x < t.

Vamos procurar uma solução u = u(x, t) para as equações do tipo (4.2) satisfazendo

(4.11), e que não está definida ao longo de uma curva suave x = g(t), t ≥ t0, onde t0 > 0

é o menor valor de t para o qual há interseção de caracteŕısticas (o exemplo (4.6) é deste

tipo). Vamos supor que u dá um ”salto”ao longo de x = g(t), t > 0, que t0 ≤ t < T

e vamos tomar a < b, de modo que a porção de curva x = g(t) para t0 ≤ t < T esteja

contida na faixa a < x < b, no plano xt.

A condição abaixo é chamada de condição de salto:

s[u] = [f ],

onde s = g
′

(t), [u] = ud(g(t), t)− ue(g(t), t) é o salto que u dá ao cruzar a curva x = g(t),

ud = solução de u à direita da curva x = g(t), ue = solução de u à esquerda da curva

x = g(t), [f ] = f(ud(g(t), t)) − f(ue(g(t), t)) e lembrando que f
′

(u) = b(u).

Exemplo 4.8. Vamos aplicar essas idéias para achar a solução geral do problema en-

volvido no exemplo (4.6).

Como u = 1 para x < t < 1 e u=0 para x > max{1, t}, é natural buscar uma solução

com ue = 1 e ud = 0 para t > 1 logo: [u] = 0−1 = −1; [f ] = f(0)−f(1) = 02

2
− 12

2
= −1

2
,

pois g(t) = t
2

+ c (i).

A descontinuidade começa no ponto (1,1), então: 1 = 1
2

+ c. Logo, c = 1
2
. (ii)

Substituindo (ii) em (i), obtemos: g(t) = t+1
2

. Como g(t) = x temos x = t+1
2

e

portanto, 2x = t+ 1.

Logo, a curva suave x = g(t), t ≥ 1, deve ser a semi-reta 2x = t+ 1, t ≥ 1 e a solução

global desejada, levando também em consideração a solução já encontrada no exemplo

(4.6), é
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u(x, t) =





1 se x < t < 1 ou x < 1+t
2

com t ≥ 1
1−x
1−t

se t ≤ x < 1

0 se t < 1 ≤ x ou x > 1+t
2

≥ 1

O gráfico abaixo, no plano xt, mostra as descontinuidades de u: u é descont́ınua ao

longo da semi-reta 2x = t + 1, t ≥ 1 e as derivadas de 1a ordem são descont́ınuas (além

da semi-reta acima) nos segmentos de reta x = t, 0 ≤ t ≤ 1 e x = 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Figura 4.3: Solução global do problema enunciado no exemplo (4.6)

Estendendo o conceito da solução, tornamos posśıvel resolver problemas de Cauchy do

tipo (4.2), satisfazendo (4.11) que não tem soluções globais. Ao mesmo tempo, existe o

perigo de termos aumentado demais a classe de posśıveis soluções, perdendo a unicidade.

Percebemos essa perda da unicidade no exemplo (4.7):

As caracteŕısticas planas não se intersectam e existe solução clássica para t > 0, mas

que não está determinada na região 0 ≤ x ≤ t. Usando a idéia do exemplo (4.1) vemos

que a função

u1(x, t) =

{
0 se x < t

2

1 se x > t
2

satisfaz a condição de salto e é solução do problema enunciado no exemplo (4.7), no

sentido que satisfaz a EDP para t > 0 fora da reta x = t
2

e satisfaz a condição inicial. Por

outro lado, a função

u2(x, t) =





0 se x < 0, t ≥ 0
x
t

se 0 ≤ x ≤ t, t 6= 0

1 se x > t ≥ 0

é cont́ınua em R × [0,∞) \ (0, 0) (logo, em particular, satisfaz a condição de salto
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[u] = [f ] = 0 e satisfaz a EDP para t > 0 fora das caracteŕısticas passando pela

origem).

Apenas uma dessas funções têm significado f́ısico. A solução u1, no exemplo acima

pode ser descartada, pelo seguinte condiçãode entropia.

4.4 Condição de Entropia

Condição 1: Dado (x, t), com t > t0, fora da curva de descontinuidade, existe uma

caracteŕıstica plana passando por (x,t) que é intersectada pela curva de descontinuidade

num instante t1 > t.

Observando a figura (4.2), que mostra as caracteŕısticas do problema enunciado no

exemplo (4.7), é evidente que não existe nenhuma curva na região 0 < x < t que satisfaça

a (Condição 1), logo a solução global que procuramos para o problema enunciado no

exemplo (4.7) tem que ser cont́ınua.

A Condição de Entropia dada na Condição (1) pode ser reformulada, em termos da

velocidade de propagação da onda, da seguinte forma.

Condição 2: Dados (x1, t), (x2, t) e uma curva de choque x = g(t), com

x1 < g(t) < x2 e t > t0, tem-se que:

b(ue(x1, t)) > g
′

(t) > b(ud(x2, t)). (4.14)

Observação: A Condição (2) é mais forte que a Condição (1), isto é, sempre que a

Condição (2) acontece então a Condição (1) se verifica.
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Conclusão

A elaboração deste trabalho possibilitou a realização de um estudo a respeito das

equações diferenciais parciais (EDP’s) de 1a ordem em duas variáveis independentes, cujo

objetivo principal era fazer um breve estudo do método das caracteŕısticas para a resolução

de EDP’s de 1a ordem e, de modo particular, fazer um estudo do método de resolução da

equação diferencial parcial não-linear de Burger.

Através deste trabalho, foi posśıvel perceber a importância de se fazer um estudo a

respeito das EDP’s, pois esta área tem apresentado um significativo avanço nas recentes

pesquisas. Sabemos, também, que as EDP’s constituem uma área muito importante entre

outras áreas da própria matemática como, também, em áreas afins, principalmente, em

aplicações da F́ısica-Matemática e da Engenharia.

Este trabalho tem a sua continuação natural no próprio campo das EDO’s do Rn, no

caso de equações vetoriais, no caso de sistemas de EDO’s e em espaços métricos mais

gerais que o Rn. A sua continuação pode se dar, também, no estudo das aplicações das

EDO’s na resolução de diversas EDP’s.

Para continuação do estudo aqui desenvolvido e para um estudo mais avançado das

EDO’s, recomendamos as referências [7,8,9 e 10].

Por tudo isso, consideramos muito proveitoso a realização deste trabalho, além do que,

praticamente todos assuntos abordados eram desconhecidos.

Finalmente, esperamos que este trabalho possa ser útil a outras pessoas como um

material de estudo e/ou consulta.
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