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2. Introducdo.

O estudo de Equacbes Diferenciais comeca com a criacdo do Célculo Diferencial e
Integral no século XVII, e é guiado, inicialmente por suas aplicacbes a mecanica das
particulas. Nestas aplicacdes, 0 uso das leis da fisica, como as trés de Newton da Dindmica
e a lei da gravitacdo universal, possibilita obter equacdes diferenciais ordinarias que
representam o fendmeno em estudo. O sucesso em tratar estes problemas utilizando o
Calculo Diferencial foi um enorme estimulo aos fisicos e matematicos do século XVIII em
procurar modelos para a Mecénica do Continuo e de outros ramos da Fisica (Termologia,
por exemplo) que expressem os fendmenos em termos de Equacdes Diferenciais. Entretanto
as equacOes resultantes, sendo equacgdes diferenciais parciais, trazem sérias dificuldades
matematicas em suas resolucdes. As trés equacdes basicas que ja aparecem nos estudos
matematicos do século XVIII sdo as seguintes: no problema das vibragcfes transversais de

uma corda, a posicdo u(x,t) no ponto x da corda, num instante t, deve satisfazer a equacgéo

das ondas

u, =cu

tt XX 1

no problema da conducdo do calor em uma barra, a temperatura u(x,t) no ponto x da barra
no instante t, deve satisfazer a equacao do calor
u, = ku,,.

No problema do equilibrio de uma membrana sob a a¢do de certas forcas, obtém-se

uma certa funcéo u(x,y) que deve satisfazer a equacao de Laplace
Uy +U, =0
em uma regido do plano x,y.

Para estes problemas e obtencdo de solucBes satisfazendo, além da equacdo
diferencial, a certas condicdes iniciais ou condi¢des de fronteira é uma tarefa dificil. E este
€ 0 objetivo central deste trabalho, com o foco nos mais elementares materiais por
particulares escolhas que os problemas possam considerar. Em outras palavras, um
problema de controlabilidade pode ser formulado de varias maneiras. Consideremos
sistemas de evolucdo (podendo ser descritos em termos de Equacdes Diferenciais Parciais
ou Ordinarias). Estaremos interessados no momento em que a trajetéria do sistema é

alterada por algum controle (o lado direito do sistema, problemas de valores iniciais,



condigcdes de fronteira, de contorno, etc.). Estes, contidos em um intervalo de tempo

te(0,T), e nos estados iniciais e finais nés temos como encontrar um controle onde as

solucBes particulares dos estados iniciais t=0 e finais t=T poderdo ser combinacdes
lineares para a solucdo geral de uma Equacdo Diferencial Parcial. Este € um problema
classico sobre a Teoria do Controle, onde hd uma vasta literatura sobre o tdpico.

Quando comecamos a trabalhar com problemas de controlabilidade, devemos ter
bem clara a distingdo entre sistemas de dimens&o finita, caracterizadas pelas EquagOes
Diferenciais Ordinarias (E.D.O.), e sistemas de dimens@es infinitas, descritos pelas
Equacdes Diferenciais Parciais (E.D.P.). Esta diferenca pode ser importante na préatica, em
sistemas de dimensdo finita e infinita, que por sua vez podem conter diferentes
propriedades sobre um ponto de vista de um dado controle tedrico.

Muitos dos problemas das notas sdo relatados para EDO. Entretanto, comecaremos
com um capitulo introdutério onde poderemos apresentar alguns dos problemas basicos e
ferramentas para a teoria de controle de sistemas de dimens&o finita. Como veremos, no
contexto de dimensdo finita um sistema é controlavel se e somente se as condicOes
algébricas de Kalman com o nimero de linhas ndo nulas sdo satisfeitas. De acordo com
isto, quando um sistema € controlavel em alguns pontos ele é também controlavel durante
todo o intervalo de tempo. Mas isto ndo é pura verdade nos contextos de Equacbes
Diferenciais Parciais. Em particular, na equacdo da onda (um modelo de propagacdo com
velocidade finita) e nas propriedades de controlabilidade, para que sejam verdadeiras, o
controle sobre o tempo necessita ser grande, pois os efeitos do controle reagem em
qualquer lugar. Como veremos, quando um sistema é controlavel, o controle pode ser
obtido pela minimizacdo de uma funcéo quadratica definida dentro da classe das solugdes
gerais do sistema adjunto. Introduziremos alguns problemas de interior e controle de
contorno das constantes lineares, que sdo os coeficientes da equacao da onda.

O método de resolucdo destes problemas é conhecido como o0 método de Fourier, 0
qual consiste em duas etapas. Na primeira, utiliza-se separacdo de variaveis para obter
problemas de autovalor, para equacdes diferenciais ordinarias, estreitamente relacionados
com as equagdes diferenciais parciais em estudo. Nesta etapa, obtém-se uma familia de
solugdes da equacédo diferencial parcial que satisfazem a uma parte das condigdes de

fronteira. A idéia basica a seguir € utiliza-las para compor a solu¢do do problema como



uma série cujos termos sdo produtos dessas solugdes por coeficientes adequadamente
escolhidos; esta é a segunda etapa, que requer a chamada analise de Fourier. Geralmente, a
resolucdo das equacOes diferenciais parciais apresenta-se como um problema muito mais
dificil do que a resolucédo das equacdes diferenciais ordinarias e, a ndo ser para certos tipos
especiais de equagdes diferencias parciais lineares, nenhum método geral de resolucéo é
viavel. Portanto, vamos nos concentrar na resolucdo de tipos particulares de equagoes
lineares. Isto ndo é, de fato, uma restricdo tao séria, ja que as equacles diferenciais lineares
parciais ttm uma grande variedade de importantes aplicacdes em muitos ramos da fisica,
quimica e da engenharia. Para compreender a ocorréncia das equacOes diferenciais parciais
na descricdo matematica dos fendmenos da natureza, notemos que muitos eventos e
processos fisicos sdo descritos por funcbes de duas ou mais (usualmente quatro) variaveis

independentes — por exemplo uma, duas ou trés varidveis de espago: X,ye z, e uma

varidvel de tempo t. Consequentemente, qualquer relagdo entre uma tal funcéo

[u(x,y,z,t), digamos] e suas derivadas em relacdo a qualquer uma das variaveis

independentes levard uma equacdo diferencial parcial. Uma grande parte dos estudos das
equacOes diferenciais parciais tem sido dirigida para uma compreensdo de uma classe de
equacbes conhecidas usualmente como as equacOes diferenciais parciais da fisica-
matematica. O campo da fisica-matematica neste contexto deve ser interpretado no sentido
mais amplo — isto é, como a descri¢do dos fendmenos da natureza em termos matematicos.
Incluidas nesta classe de equagfes, portanto, estdo ndo s6 as equacOes importantes da
moderna fisica tedrica (tais como as equacbes de Schrodinger e de Dirac da teoria
guéntica), mas também as que sdo importantes para 0 matematico aplicado e o engenheiro
(por exemplo, a equacdo da difuséo ou conducdo do calor, as equagdes do fluxo do fluido
viscoso, e muitas outras). Evidentemente, é quase impossivel, nesta época de interligacéo
de diferentes ramos da ciéncia e da tecnologia, falar-se de equac6es particulares, que sdo de
pequena importancia para tipos particulares de cientistas. De qualquer modo, a mesma
equacao surge, com freqliéncia, numa variedade de diferentes situacdes fisicas. Entretanto é
tdo extraordinario quanto oportuno que uma grande parte das equagdes na fisica-
matematica seja constituida de equagdes ndo sé lineares como também de segunda ordem.
Mas isto ndo quer dizer que ndo aparegam outros tipos de equagdes. Por exemplo, a

equacdo de Dirac da teoria quéntica é linear, mas de primeira ordem, enquanto que as



equacOes da relatividade geral que descrevem o campo gravitacional sdo de segunda ordem,
mas ndo-lineares. Da mesma forma, uma equacgéo de importancia na elasticidade (a equacao
bi-harmonica) é linear, mas de quarta ordem. A dificuldade da resolucdo de uma equacao
linear, além de depender da ordem da equacdo, depende fortemente do nimero de variaveis
independentes envolvidas; em conseqiiéncia ilustramos, em muitos casos, um método
particular de resolucdo, tomando inicialmente como exemplos as equacOes diferenciais
parciais em duas variaveis independentes. Estas equacdes sdo, num certo sentido, de um
grau de dificuldade matematica intermediario entre as equacdes diferencias ordinarias, de
um lado, e as equagOes diferenciais parciais em trés ou mais varidveis independentes, de

outro.



3. Equacdes Diferenciais:

Uma equacao do tipo
F(ty@®,y'®,...y" () =0 (3.1)

onde y=y(t)é a funcdo procurada, é chamada de equacdo diferencial de ordem n. Assim
sendo, a ordem de uma equacdo diferencial é a ordem da derivada mais alta da funcgéo
incognita que aparece no problema. A funcdo y=¢(t) que transforma a equagéo (1) numa
identidade, é chamada de solugdo de equacdo diferencial, enquanto que o grafico de ¢(t) é
chamado de curva integral. A solucdo representada implicitamente por ¢(t,y)=0 é
chamada usualmente de uma integral de (3.1).

Uma equacdo linear chama-se homogénea se cada termo contém a variavel

dependente ou uma de suas derivadas. Por exemplo, a equacdo de Laplace em duas

dimensdes (isto €, duas variaveis independentes)
Viu =0,

onde V? é o operador bidimensional de Laplace [ definido nas coordenadas cartesianas

2 2

retangulares (x,y) por V2 :%+%], é homogénea. Enquanto a equacdo bidimensional
X

de Poisson
Viu=f(xY)

onde f(x,y) € qualquer fungdo dada (ndo nula), é dita ndo-homogénea. Agora, no caso de
equacOes diferenciais ordinarias lineares homogéneas, ja se sabe que uma combinagédo
linear de duas ou mais soluc@es é também uma solugdo. Um resultado semelhante aplica-se

as equagOes diferenciais parciais, e se Uu,,U,,...,u,, sdo n solugBes diferentes de uma

1Yny

equacdo diferencial parcial linear homogénea em algum dominio dado, entdo



U=CU, +CU, +...+CU,

é também uma solugdo no mesmo dominio, onde os coeficientes c,,c,,...,C, SA0 constantes

arbitrérias. Este resultado domina-se Principio da Superposicdo, e tem um papel
importante no método de resolucdo conhecido como a separacao de varidveis. Estenda-se
ao caso de familias infinitas.

Chegamos agora a uma das mais importantes diferencas entre as solucBes de
equacdes diferenciais parciais e equacdes diferenciais ordinarias. Isto por que, enquanto a
solucdo geral de uma equacdo diferencial ordinaria contém constantes arbitrarias de
integracdo, a solucdo geral de uma equacdo diferencial parcial linear contém funcdes
arbitrarias. Consideremos, para ilustrar esta ponto, o problema da formacgédo das equacdes

diferenciais parciais a partir das funcdes dadas. Por exemplo, se

u=yf(x),

onde f(x) é uma funcdo arbitraria de x, entdo, diferenciando em relacdo a y, temos

ou
— = f(X
Y (x)
Substituindo f(x), temos
ya_u =u
oy

que é uma equacdo diferencial parcial de primeira ordem, cuja solugdo geral é dada por
u=yf(x). O ponto significativo aqui é que a solucdo de yZ—u=u, tal como é dada por
y

u = yf (x), contém uma funcdo arbitraria.

10



DEFINICAO: Uma  funcéo y(t) definida  implicitamente  pela  equagédo

#(,y,c,C,,..,C,) =0, que conttm n constantes arbitrarias e é solu¢do da equacdo
diferencial F(t, y(t), y'(t),... y™ (t) =0, é chamada solucdo geral da equacdo na regido
onde é dada. Atribuindo valores as constantes c,,c,,..,C,, obtemos uma solugéo

particular da equacao.

O valor da funcéo que permite eliminar a constante é chamado de condicdo. As
condigdes sdo classificadas conforme o ponto em que séo dadas, assim se a equacdo
diferencial estiver definida para t €[a,b] e a condicdo for dada em termos de a, teremos
uma condicdo inicial. Caso a condi¢do seja dada em um ponto t=a, ela é chamada de
condicdo de contorno. O nimero de condicBes necessarias para a completa eliminacdo das

constantes é igual & ordem da equagé&o.

11



3.1. Equacdes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem.

Dada uma equacdo diferencial de primeira ordem, y'(t) = f (t, y(t)) a situacdo mais
simples que pode ocorrer em termos da funcdo f é quando f ndo depende de y. Temos

entéo% = g(t) . Segue entédo que

¥t = [gtdt+c

pelo segundo teorema fundamental do calculo. E usual chamar _[g(t)dt de primitiva da

funcdo y. A funcdo y dada desta forma € a solucdo geral da equacéo diferencial. Observe

. « « « du
ainda que se u for uma outra solugdo da equacgédo, entdo como P g(t) segue que

u(t) = J.g (t)dt+c, e podemos obter u(t) a partir de y(t) bastando fazer c, =c.

DEFINICAO: A equagéo diferencial

dy _
a4t 2y =b(®)

onde f(t,y)=-a(t)y+b(t) é chamada de linear de primeira ordem.

Os dados do problema séo as fungdes a(t) e b(t). & natural esperarmos que a(t) e b(t)
comparecam em integrais no processo de resolucdo da equacao. Assim sendo, vamos exigir
que elas sejam fungdes continuas de t.

O problema que se coloca agora €, dada uma equacéo diferencial linear de 12 ordem,
como determinar uma solucdo gral para ela. Para tanto vamos desenvolver trés metodos de

solugéo.

12



3.2. Métodos para Resolucéo.

1° Método de Solucéo
Este método é chamado de separacgdo de variaveis.

Exemplo:
Vamos supor que y(t) =u(t)-v(t) onde as fungdes u e v sdo também desconhecidas.

Substituindo na equacéo linear de primeira ordem, teremos

du dv
—vVv+u—+a(t)u-v=D>b(t) logo,
™ ™ () (t) log

du dv
V|:E + a(t)u} +u pTy =Db(t)

Se escolhermos a funcéo u de forma que ela satisfaca a equacao

du

pm +a(tju=0
entéo,
u% =b(t)
e
dv_b(®)
dt  u(t)

Mas a equacgdo acima tem um segundo membro que sO depende de t e assim, € do tipo

anterior. Entdo,

13



v(t) = I%ducl

e a solucdo da equacdo dada sendo y(t) = u(t)-v(t) dara

y(t) :u(t)[j%duclJ

Resta-nos entdo o problema de resolver a equagao

du
—+a(tu=0
™ ®)

chamada de equacdo homogénea associada a equacdo linear de primeira ordem dada que,
por isso, € chamada de equacdo ndo-homogénea ou completa.

Podemos reescrever a equacao homogénea como

Mas sabemos que

du
d dt
—Inju(t) = —
dtn|u()| u

onde por Inju(t)| entende-se como logaritmo natural de |u(t)| . Segue ent&o que
d
— Inju(t) = —a(t
pm u(®) (t)

14



Mas esta equacdo tem um segundo membro que s6 depende de t sendo portanto do tipo
anterior, onde f so dependia de t.

Assim sendo,

Injuct)| = - ja(t)dt +C,
e ju®) =exp€ [adt+c,

= expc, Pxo¢ [actyt

Chamando c,a exponencial de c, e usando o fato de que a funcéo exponencial € sempre

positiva , temos
C, = ‘u(t) -exp q a(t)dth lg(t)

onde definimos a funcéo g(t) como sendo u(t) -exp qa(t)dt; Fica assim estabelecido que a

funcdo g tem modulo constante. Por outro lado, a funcdo g € o produto da funcdo u, que é
derivavel, pois € solucdo da equacdo diferencial homogénea por uma fungdo exponencial.
Segue, entdo que a funcdo g é continua. Vamos supor por absurdo que a fungdo g ndo seja

constante. Existiria antdo dois valores de t, t, e t,, tais que g(t,) =-c, e g(t,) =c,. Com
g e continua, segue que deve assumir todos os valores entre —c, e c,, existindo portanto
um valor de t, digamos t*, tal que g(t*)=0. Mas isto ndo € possivel, pois |g(t)| =C,.

Assim sendo, podemos assumir que g(t) =c,, e
u(t) =c, -exp( j.a(t)dt;

Logo,

15



y(t) =c, exp¢ J‘a(t)th I b(t) dt+01]

=exp ( Ia(t)dt: J'%dt +cexp ( J.a(t)dt:

onde c=c,C,. N&o aparece constante no primeiro termo pois a expressdo de u envolve a

constante c, .

Vamos definir a funcdo w(t) como sendo

O

w(t) = | !

Segue entdo que
y(t) = u(t)w(t) +u(t)

Observemos ainda que
S Howo F S w +un

= —a(t)u(t)w(t) +b(t)

Logo, a funcdo u-w e solugdo particular da equacéo linear. Além disso, podemos ver que a
solucéo geral da equacdo linear € a soma da solugédo geral da equacdo homogénea com uma
solucdo particular da equagdo ndo-homogénea. Este resultado € caracteristico das equagdes

lineares em geral.

2° Método de Solugéo

16



Vamos considerar a fungéo
h(t) = y(t)exp (j at)dt
Entéo,

% B % 1€xXp qa(t)dt} a(t)y(t)exp q a(t)dt:

_ dy(t)
= exp qa(t)dtI m +a(t)y(t)}

= expQa(t)dt b

Usamos o fato de que

d dF
— PXpF(t) + —-expF(t
o PPFO - epF©
q -
— fa(t)dt =af(t
& fawet =2
Segue entédo que

% I(t) exp q a(t)dt} b(t) exp q a(t)dt:

17



Mas a equacdo linear acima € linear e com um segundo membro funcdo somente de t, j&

resolvida anteriormente. Entdo,
y®expQatydt = [ot)expQaydt dt +c

Resolvendo em relagéo a y teremos a solucéo geral da equacéo linear.

Observemos ainda que o fator equ' a(t)dt_é chamado de fator integrante, pois se

multiplicarmos ambos os membros da equacédo diferencial por ele é possivel entdo integra-
la.

Conforme ja observado, a solucédo geral de uma equacdo linear pode ser encontrada
somando a solucdo geral da equacdo homogénea uma solucdo particular da equacédo
completa.

Vejamos um método para encontrar uma solucdo particular que, acoplado com
qualquer método que dé a solucdo geral da equacdo homogénea nos permita encontrar a

solucdo geral da equacdo linear.

3° Método de Solucédo

Resolveremos a equagdo diferencial y'(t) =-y(t)+t®. Em primeiro lugar,

consideremos a equacdo homogénea

du__
dt
cujaasolucdo é u(t)=ce™.
Consideremos agora
w(t) = y(t)e™

18



onde tomamos a soluca da equacdo homogénea e em vez de uma constante, consideremos

uma funcdo de t, a qual devemos determinar. Substituindo w(t) na equagéo dada, teremos

y'(et —yte" =—ye +°
Segue entéo que

A7) _ oy
dt

e portanto
y(©) = [tedt
Integrando por partes, teremos

y(t) =t -3 [t’e'dt

y(t) =t —3t%e" +6 fte'dt

y(t) =t -3t + 6te' — 6 [e'dt
y(t) =t’e' —3t%" +6te' —6e' +c,

A solucdo geral y(t) da equacdo dada é tal que

y(t) =u(t) + w(t)
yt) =ce™ +t* -3t +6t-6+c,e™
y(t)=ce™ +t*-3t* +6t—6

onde fizemos c=c, +¢C,.

Este método de encontrar solucdo particular da equacdo completa é chamado de

método da variacdo das constantes.
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3.3 Equacdes Diferenciais de Sequnda Ordem com Coeficientes Constantes.

As equac0es diferenciais de segunda ordem séo equacdes do tipo

y" (1) = £t y(0),y'®)

Por exemplo,

y"(t) =tcos(y) + ht)”

é uma equacdo de segunda ordem. Por solugdo da equacdo entendemos uma funcdo que
satisfaca a equac&o. Assim, por exemplo, a fungdo y(t) =e* é uma solugdo da equagio

diferencial y"(t) = 4y(t) pois y'(t) =2e* e y"(t) = 4e*.

Consideremos a equagéo diferencial

y'(t)=0,

Vamos supor que te llb: Aplicando —se duas vezes o0 segundo teorema fundamental do

calculo, temos

y(t) =cit+c,

Vemos que neste caso a solucdo geral depende de duas constantes arbitrarias.
Freqlientemente é necessario resolver a equacdo de segunda ordem sujeita a duas
condicgdes. No caso de serem dadas as condigbes y(a) e y'(a), teremos um problema de
valor inicial. Caso tenhamos uma condi¢do em a e outra em b, teremos um problema de
contorno.

E um problema bastante dificil resolver uma equacdo diferencial qualquer de

segunda ordem. Mesmo o caso linear, isto é, a equacdo

20



y" () +a®y'(t) +b(t)y(t) = c(t)

escapa ao contexto deste trabalho. Assim, poderemos estudar tdo somente o0 caso

ay" (t) +by'(t) +cy(t) = g(t)

isto &, uma equac&o linear a coeficientes constantes.
Existe uma propriedade que é caracteristica das equagdes lineares que daremos a

sequir:

TEOREMA:

Se as fungdes vy, (t) e vy, (t) forem solucdes da equagdo homogénea

ay"(t)+by'(t)+cy(t)=0

entdo a funcéo

Y (t) =Gy, (t) +CY, (t)

onde c, e ¢, sdo constantes reais arbitrarias, é também solugdo da equacéo.

Prova

Como as funcgdes vy, (t) e vy, (t) séo solugdes, entdo

aylu(t) + byll(t) +Cy,; (t) =0
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ay," (t)+by,"(t) +cy,(t)=0
Multiplicando a primeira equacdo por c,, asegunda por c, e somando, obtemos
aby,"®+cy,"O b by ©+c,y, ) +chy,® +cy, ) =0
ou seja
ay"(t)+bY'(t)+cY(t)=0

Vejamos agora em que condigdes podemos considerar a solugédo Y (t) =c,y,(t)+c,Y,(t)
como sendo a solucédo geral da equacdo homogénea, isto é, se Y *(t) for uma outra solucéo
da equacédo homogeénea, entdo podemos escolher c, e c, de tal maneira que Y (t) =Y *(t).

Vamos dar um teorema cuja demonstragéo foge do contexto deste trabalho.

TEOREMA:

Se y, (t) e y,(t) forem solucBes da equacdo homogénea

ay"(t)+by'(t)+cy(t)=0

no intervalo o <t < 8, com

Y1 (t) Y, I (t) - ylI (t) Y, (t)

diferente de zero neste intervalo, entdo a fungao

Y (t) =GY, (t) +CY, (t)
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é a solucdo geral da equacdo homogénea.

DEFINICAO:

A expressdo y, (1)y," () -y, ' () y,(t) ou

yi(®) Yy, ()
y,'(®) y,'(®)

é chamada de wronskiano das fungdes y, e y, e € indicado por

W) =w k.. y, @
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3.4 Equacdes Homogéneas.

Passemos agora a estudar um método de resolucéo para equacdo homogénea
ay"(t)+by'(t)+cy(t) =0

Se encontrarmos duas solugdes cujo wronskiano seja diferente de zero, teremos

entdo a solugdo geral. Observando a equacgdo, vemos que os termos ay''(t), by'(t) e
cy(t) devem ter soma nula. Para que isto ocorra, as fungbes y'’(z), y’(t) e y(t) devem ter o
mesmo “aspecto”, ou seja, ndo podemos pensar que Yy(t) seja, por exemplo, um polindmio,

pois neste caso os termos ay''(t), by'(t) e cy(t) seriam polindmios com graus diferentes

cuja soma seria ndo-nula. No entanto, a tentativa de y(t) =e*, A sendo um parametro a ser
determinado, é valida, pois tornaria o primeiro membro da equacdo uma combinacéo linear

da fungéo exponencial e”. Substituindo na equagdo homogénea y(t) por e*, teremos
ai?e” +bjie” +ce” = @4 +bi+ce” =0

Como a funcéo exponencial é diferente de zero, e” é solucdo da equagdo homogénea se e

somente se A for uma solucéo da equacgéo
ail’ +bi+c=0

chamada equacéo caracteristica da equacdo dada. As raizes desta equacao sdo

_ —b++/b*—4ac ol _ —b-+b*-4ac
= , = _

4 2a 2a

Conforme > —4ac _seja positivo, nulo ou negativo, respectivamente, duas raizes

reais distintas, uma raiz dupla ou um par de nimeros complexos conjugados.
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1° caso

Seja b* —4ac > 0. Temos entdo duas raizes reais distintas 1, e 1, e portanto duas

solugbes e e e™ tais que

At g/t

- | e
w et =
' At ot
et A,e”

Como W I*l‘ e’ _# 0 segue entdo que a solugéo geral é dada por
Y(t) =ce™ +c,e™
onde c, e ¢, sdo constantes arbitrarias.

2° caso

Seja b* —4ac=0. Teremos entdo uma Unica raiz dupla A, e portanto s6 uma
solucdo e™ =y, (t).

Consideremos
Y, (1) =y, (t)-v(t)

Substituindo y, na equagdo homogénea reescrita na forma

y' 0+ y )+ Sy =0
a a

como

Yo' (1) = 2" (Ov() -y, (OV' (D)
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Yo" (1) =y, " (OV() + 2y, (OV' (O + y, (V' (D)

teremos

VDY ®)+ 27 O3 0+ RO+ 2 B OO+ 1 OVO Sy, v -
- yl(t)v"(o+v'(t)[2y1'(t)+§m(t)}v(t)[yl“(t)+§y;(t)+§yl<t)} -

Y OV ) +V (t)[zy;(t) 4 g Y, (t)}

pois y,(t) é solugdo da equacdo. Segue que Y, (t) é solucdo da equacdo dada se v(t) for

solucdo da equacéo diferencial
n 1 1 b
y V() +v (t)[zyl +g y1j| =0

Vamos fazer agora V'(t) =u(t) e portanto v''(t) =u'(t). Lembrando-se que y,(t) =e™,

entédo
Aty a Do
e u'(t) +u(t)] 24,e +ge =0

que é uma equacdo linear em u(t)e de primeira ordem. Observe ainda que, do fato de
conhecermos uma solugéo vy, (t) conseguimos reduzir a ordem da equacéo diferencial. Por
esta razdo, este método € chamado de método da reducédo da ordem. Retomando a Ultima

equacdo, dividida por e*", teremos
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u'(t) + U(Zyl +EJ =0
a

Segue entéo que

2/11+Ejt

u(t) = ke ( 2
Como queremos somente uma solucgdo, vamos fazer k = 1, logo

_by by
a a

e dv e

t) = =
"= ¢ ot T v

Integrando e fazendo a constante de integracéo igual a zero, teremos

_b,

e a
v(t) = dt
I y; (t)
Portanto,
_b,
Vo) = v (t) = dt
’ SOV

Observemos que W I/l(t), yz(t): é diferente de zero, pois se fosse nulo, y, seria um

. . . t x .
multiplo de y, o que acarretaria v(t) constante, pois v(t) = 1//2 ((t; , mas entao % =0, porém
1
b ,
ﬂ: e :e—(271+£jt
dt  yi(t)
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que é certamente diferente de zero.

30 caso

Se b® —4ac <0 entdo teremos as raizes complexas

/11_—b+i\/4ac—b2 6l _ —b-iv4ac-b?
- 2a 2 2a

Se, como anteriormente, Y (t) = c,e™ +c,e™, Y(t) seria complexo e precisariamos
de duas raizes reais. Isto pode ser contornado da seguinte forma: seja y(t) = u(t)+ iv(t) uma

solucdo da equacdo homogénea com valores complexos. Entéo,

alf' @ +iv'@) +b @ +iv(t) +ch)+ivt) =0
ou seja

hu @) +bu' ) +cu(t) +i hv'(t) +bv'(t) +cv(t) =0

Isto significa que o nimero complexo da primeira equagdo € nulo. Mas se um

namero complexo é zero, sdo nulas suas partes real e imaginaria, conseqlientemente

au"(t) +bu'(t)+cu(t)=0

av'(t)+bv'(t)+cv(t)=0

Assim sendo, cada solucdo complexa da equacdo homogénea da origem a duas solugdes

At

reais. Consideremos entéo a solucdo complexa e™ . Vamos definir
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vJdac - b?

2a

0=

Entdo,

b
1t . -
e 2 fosat +isenax

b b
-t i
=e 2 costt+ie 2 sené

E, portanto teremos as solugdes reais:

b b
y,(t)=e 2 cos&k e y,(t)=e 2 sen&

Vamos definir ¢ = —23 e calcular W I”‘ cost,e” senét_
a ;

W I(”‘ cosat,e” senék = e” cosat e” sené
pe” costk —” sen@t  ge” sené + ™ cosék

Entao,

W §* cos@t,e” senét = ge?* cosksen ek + 6> cos’ ok — ge®* cosksen ek + 6> sen’ &t
= e €os” &k +sen” &k _

= G

vJdac —b?

Lembrando que 6 = —a >0 e que a exponencial ndo se anula, segue que
a
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W §* cosa,e” senet =0

Assim sendo, a solucdo geral neste caso é

b b
Y (t)=ce * cosék+c,e @ sentk

Podemos pensar que a solu¢do complexa e dard origem a mais duas solugdes

reais, entretanto

_by

/lt:e 2a .e

o’ -iax

b
-t
=e 2 Jos€@ Yisen€ &
_b, _b,
=e 2 cosék —ie 22 sen&t

b b
i -—t -—t
ou seja e %@ cosét =y, (t) e —e 2@ sentk = -y, (t), portanto temos novamente as mesmas

solucdes.
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4. Controle e estabilizacdo de sistemas de dimensdo finita.

Este capitulo serd destinado para o estudo de algumas propriedades basicas sobre
controlabilidade e estabilizacdo de sistemas de dimenséo finita.

Nas duas primeiras secOes, trabalharemos com os casos lineares. No primeiro,
mostraremos a propriedade do controle exato que pode ser caracterizado pelas condicdes
algébricas de Kalman [1] (nimero de linhas ndo nulas do sistema = posto da matriz). No
segundo, um sistema adjunto simétrico é considerado. Na auséncia do controle, o sistema é
conservativo e gera um grupo de isometrias. Isto mostrara que o sistema podera
seguramente ser estavel uniformemente exponencial se bem escolhido termos dissipativos
associados a ele. Este € um caso particular da bem conhecida propriedade de equivaléncia
entre controlabilidade e estabilizacdo de sistemas de dimensao finita.

4.1 Controle de Sistemas lineares de dimensao finita.

Sejam n,me N* e T > 0. Vamos considerar o seguinte sistema de dimens&o finita:

{x'(t) = AX(t) +Bu(t), te(0,T), (4.1.1)

x(0) = X,

No sistema (4.1.1), A é a matriz real n x n, B é a matriz real n x m e x,um vetor em

R". Afungdo x: T ——R" representa o estado e u: T ——R™ o controle. Temos

as funcgdes vetoriais de componentes n e m respectivamente dependentes exclusivamente do
tempo t. Obviamente, na pratica m<n. A parte mais importante é, com certeza, o controle

do sistema por um numero minimo m de controles.

Dada uma condicdo inicial x, € R" e uma fungdo vetorial uel® 0,T;R™ , o

sistema (4.1.1) tem uma Unica solugdo xe HW,T;R”: caracterizada pela forma da

variagao das constantes:
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t
X(t)=e"x, + [e* Bu(s)ds, Vte 0T (4.1.2)
0

DEFINICAO 1.1

O sistema (4.1.1) é exatamente controlavel no tempo T > 0 se dadas as condicdes inicial e

final x,,x, € R" existe ue L*@,T;R" / que é solucdo de (4.1.1) satisfazendo

X(T) =x,.

De acordo com a definicdo, o processo de controle consiste em direcionar uma

solugdo x de (4.1.1) do estado inicial x, para o estado final x,, no tempo T de acordo com

acao que o controle u age sobre o sistema.

Lembrando que m é o nimero de controles determinados pelo sistema, enquanto n é
0 nimero de componentes do estado a ser controlado. Como mencionamos anteriormente,
em aplicacGes isto € muito dificil de determinar o nimero de controles m necessarios para

que seja possivel. Mas isto pode acabar afetando as propriedades de controle do sistema.

Como veremos, alguns sistemas com um grande nimero de componentes n pode ser
controlavel por apenas um controle. (isto € m = 1). Mas para que este seja verdade, o
mecanismo do controle, isto € a matriz B (vetor coluna quando m=1), precisa ser
escolhida de uma forma estratégica dependendo da matriz A. As condicbes de Kalman,
sobre 0 numero de linhas ndo nulas do sistema, nos fornecerdo posteriormente uma simples
caracterizagdo da controlabilidade permitindo uma escolha apropriada da matriz de
controle B.

[lustraremos isto com dois exemplos. No primeiro a controlabilidade ndo é valida
porque uma das componentes do sistema ndo dependente do controle. No segundo, uma das

duas componentes sera controlada por meio de um controle escalar.

Exemplo 1: Considere o caso:
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10 1
29 o[} w2z

Entdo o sistema x'= Ax+ Bu

. X,'=X +U
Pode ser escrito como ¢
X,'= X,

X '=X +U

Ou equivalentemente )
t
X, = X,€

onde x, = €;,x; sdo dados iniciais.

Este sistema ndo é controlavel desde que o controle u ndo atua na segunda

componente x, do estado o qual é completamente determinado pelo dado inicial x;. Assim,

0 sistema ndo é controlavel.

Pelo menos é possivel controlar a primeira componente X, do estado.

Consequientemente, o sistema é parcialmente controlavel.

Exemplo 2: Nem todos os sistemas com duas componentes e um controle escalar

(1:2,m=1: podem servir como exemplo. Isto pode ser verificado analisando-se o

controle do oscilador harménico

X"+X = U, (4.1.4)

como podemos escrever o0 sistema de outro modo
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As matrizes A e B agora séo respectivamente

SETLEH

Novamente, temos disposto um controle apenas em u para demais componente x e y do
sistema. Mas, diferente do Exemplo 1, agora o controle aparece na segunda equacao onde
as componentes estdo presentes. Entretanto, ndo podemos concluir imediatamente se o
sistema é ou ndo controlavel. De fato ele €. Para isto, foram arbitrados alguns dados iniciais

e finais, €,,y, e €.y, respectivamente, o que facilita a construgio de uma fungio

regular z = z(t), tal como

{2(0) =Xy, Z(T) =X, (4.1.5)

ZI(O) = Yo: Z'(T) =Y,

De fato, aqui existem infinitas maneiras de construir tais funcdes. Uma delas, por
exemplo, mostrando uma funcéo cubica z polinomial. Podemos entdo definir u=2z"+z
como sendo o controle desde que a solucdo x da equacédo (4.1.4) com os controles e dados

iniciais €,,y,  coincidam com z, isto é, x = z, e ainda sejam satisfeitos os controles em

(4.1.5).
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Esta construcdo provém do exemplo de um sistema de duas componentes € = 2:

que é controlavel por um controle apenas (m = 1). Mais do isto, este exemplo mostra que o
controle u ndo é Unico. De fato existem infinitos modos de controlar e diferentes trajetorias
de controles de acordo com os controles requisitados. Na pratica, escolher o controle é uma
otimizacdo (em algum senso para ser mais preciso) é uma importante ferramenta que

discutiremos mais tarde.
Se nds definirmos os estados dos controles
REC, X, = XT)eR":x solucio de (1) com u e 2 (),Tjh . (4.16)
o controle exato é equivalente para a fato que R, x, > R", paraalgum x, € R".

Observacdo 1.1

Na definicéo sobre exato controle sobre algum dado inicial x, é necessario que seja
dirigida para algum dado final x,. Pelo menos, na interpretagcdo de sistemas lineares, com

ou sem alguma generalidade, nds podemos supor que x, =0. De fato, se x, #0 podemos

ter
'=Ay, te T
{y o teQT. (4.1.7)
y(T) = Xy
voltando o tempo e definindo o novo estado z = X —y como verificamos
Z'=Az+Bu
{ (4.1.8)
2(0) = x, = y(0)
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Notamos que x(T) =X, se e somente se z(T)=0. Ainda, levando a solugdo x do
sistema (4.1.1) de x, para Xx,, € equivalente a solucdo z de (4.1.8) do valor inicial

z, = X, — Y(0) para zero.

A observagdo nos da motivos para a definig&o:

DEFINICAO 1.2

O sistema (4.1.1) é dito como controlabilidade nula no tempo T > 0 se dado algum

valor inicial x, € R" entdo existe u e L*©,T, Rm:tal que x(T)=0
Controlabilidade nula vale se e somente se 0 € R€,,T _para qualquer x, € R".

Por outro lado, a Observacdo 1.1 mostra que controlabilidade exata e
controlabilidade nula sdo propriedades equivalentes no caso de sistemas lineares com
dimensdo finita. Mas isto ndo é necessariamente o0 caso de sistemas ndo-lineares. Pelo
momento, esta equacdo é um bom exemplo para saber se os sistemas de controlabilidade

nula ndo sdo exatamente controlaveis.
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4.2 Propriedade da Observabilidade.

A propriedade do controle exato é fechada para qualquer sistema correspondente
homogéneo. Nesse capitulo vamos introduzir esta nogcdo e mostraremos esta relacdo com a

propriedade do controle exato.

Seja A* a matriz adjunta de A, isto é, a matriz com a propriedade de que
<Ax, y> :<x, A* y> para todo x,y e R". Consideramos o sistema adjunto homogéneo de

(4.1.1):

{_ p'=A*p, te QT (4.2.1)

o(T)=o;

De acordo com a observacdo, para algum ¢T € R", (4.2.1) pode ser salvo no tempo
e tem uma Unica solucdo @ € C” Q,T :R”: (o espaco das funcBes analiticas definidas em

b.T ecomvaloresem R".

Antes de tudo, vamos deduzir uma condigdo equivalente para a propriedade do

controle inicial.

Lemal.l

Uma condicdo inicial x, € R" para (4.1.1) é dirigido para zero no tempo T pelo uso

do controleu € L* @, T _se e somente se
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[ (u,B*p)dt +(x,,0(0)) =0 (4.2.2)

para qualquer ¢(T) € R", sendo a correspondente solucdo de (4.2.1).

Prova: Seja ¢, arbitrarioem R" e ¢ a correspondente solucéo de (4.2.1). Multiplicando

(4.1.1) por ¢ e (4.2.1) por x, temos que

(X,0) = (A% 0)+(Bu,@); —(x¢)=(A*p,X).

Entdo

—(x.¢)=(Bu,p)

como, apos integrando no tempo, temos que

T

(XT)00 )~ (40,00} = [(Buplelt = [(u,B* e (423

0 0

Obtemos entdo x(t) =0 se e somente se (4.2.2) é verificado para qualquer ¢; € R".

E facil de ver que (4.2.2) é de fato condi¢Bes otimizadas para pontos criticos da

funcdo quadratica J : R" ——R",
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~

17
J &, /ZE I|B*¢|2dt+<xo’¢(0)>
0

onde ¢ é a solugéo do sistema adjunto (4.2.1) com valor inicial ¢, notempot=T.

Mais precisamente temos o0 seguinte resultado:

Lema 1.2 Suponha que J tenha um minimo a e R" e seja ¢ asolucdo do sistema adjunto

(4.2.1) com os dados iniciais E Entdo

u=B*

S

é um controle do sistema (4.1.1) com dados iniciais X, .

Prova: Se ¢; € um ponto onde J assume o seu valor minimo, entdo

16 +hoy 236,

lim, , =0, Vo, eR".

h

Isto é equivalente a

TI<B*3),B*¢>dt+<xo,¢(0)>:o, Yo €R"
0

(4.2.4)

39



como vimos no Lema 1.1, esta implicito que u = B*¢ é um controle para (4.1.1).

Observagao 1.2
O Lema 1.2 nos d& um método variacional para obter um controle sobre 0 minimo
de uma funcédo J. Esta ndo é a Unica possibilidade funcional para se conseguir o controle.

Modificando ele convencionalmente, outros tipos de controle (pelo momento apenas bang-

bang) podem ser obtidos. Lembrando que o controle que encontramos para a forma B* ¢,
¢ esta sendo uma solucéo para o problema homogéneo adjunto (4.2.1). No entanto, estas

sdo funcgdes analiticas sobre o tempo.

A nocao a seguir sera fundamental para o controle de problemas.

DEFINICAO 1.3

O sistema (4.2.1) é dito como observavel no tempo T > 0 se existir um ¢ > 0 tal que

)
[IB* o[ dt > clp(0)", (4.2.5)
0

paratodo ¢, € R", ¢ esta sendo a correspondente solucdo de (4.2.1).

A desigualdade (4.2.5) chamaremos de observacdo ou observagdo da
desigualdade. Ele é a garantia de que a solucdo do problema adjunto para t = 0 €

unicamente determinado por B*¢(t) para 0<t <T . Em outras palavras, as informacdes

contidas neste termo caracterizam completamente a solugéo de (4.2.1).
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Observagéo 1.3

A observacdo da desigualdade (4.2.5) € equivalente ao seguinte: entdo existe ¢ > 0
tal que

T

j|B*¢)|2dt > clp;

0

|2

, (4.2.6)

paratodo ¢, € R", ¢ esta sendo a solucéo para (4.2.1).
De fato, as seguintes equivaléncias para o fato de conseguirmos associar para todo
¢; € R" o vetor ¢(0) e R", é uma transformacéo linear em R" com alguma inversa. N6s

iremos usar as formas (4.2.5) ou (4.2.6) das observacdes das desigualdades dependendo da

necessidade que o problema particular precisara.

A seguinte observacdo ¢ muito importante no contexto de espacos de dimensdo
finita.

Proposicéo 1.1
A desigualdade (4.2.5) é equivalente ao seguinte principio da continuidade unica:
B*p(t)=0, Vte pT =¢, =0 (4.2.7)

Prova: Uma das implicagOes seguidas imediatamente de (4.2.6). Para a outra, vamos definir

a semi-normaem R"

1
T 2
ol =| f=of e

0

Claramente, | : |* ¢ anormaem R" se e somente se (4.2.7) é valido.
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Desde todas as normas em R" sdo equivalentes, a que temos em (4.2.7) é

equivalente a (4.2.6). A prova termina tendo o acontecimento da prévia Observacdo 2.3
Observagéo 1.4

Vamos pegar as observacdes (4.2.5) e (4.2.7) que ndo serdo de longe propriedades
equivalentes em espacos de dimensdo infinita. Eles nos daréo razéo para diferentes nogdes
de controle (exato e aproximado, respectivamente) Esta relacdo serd demonstrada na

préxima secao.

A importancia da observacdo da desigualdade estd no fato de que implica no
controle exato de (4.1.1). Por este caminho, a propriedade da controlabilidade é reduzida ao
estudo de uma inequacdo para o sistema homogéneo (4.2.1) que, como na concepcao
anterior, € um problema simples. Vamos analisar agora a relacdo entre a controlabilidade e

a propriedade da observabilidade.
Teorema 1.1

O sistema (4.1.1) € controlavel exatamente no tempo T se e somente se (4.2.1) é

observavel no tempo T.

Prova: Vamos provar primeiro que a observacdo implica no controle. De acordo com o

Lema 1.2, a propriedade do controle exato no tempo T existe se para algum x, € R", J tem

um minimo. Observamos que J é continuo. Conseqlientemente, a existéncia de um minimo

é equivalente a
im, . J¢; = (4.2.8)

A coeréncia da propriedade (4.2.8) é uma consequéncia da propriedade da

observabilidade no tempo T. De fato, de (4.2.5) obtemos que
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10 = “|or[ = (%,000))

O lado direito tende ao infinito quando || >0 e J satisfaz (4.2.8).

Reciprocamente suponhamos que o sistema (4.1.1) é exatamente controlavel no tempo T.

Se (4.2.1) ndo é observavel no tempo T, entfo existe uma seqiiéncia €y 41 € R" tal que

¥ |=1 paratodo k>1e
T 2
lim, .. [|B*p[ dt=0 (4.2.9)
0

Isto quer dizer que existe uma subseqiiéncia de €} ;ﬂ, denotada de mesmo modo,
que converge para ¢; € R" e |(/)T| =1. Ainda, se ¢ ¢é uma solucéo de (4.2.1) com o valor

inicial ¢; , de (4.2.9) segue que

.
[B*g dt=0 (4.2.10)

0

Como (4.1.1) é controlavel, o Lema 1.1 nos da que, para algum valor inicial

X, € R", entdo existe u e L @, T _tal que

TI<U' B* ¢, )dt =—(X,,¢,(0)), Vk=1 (4.2.11)

Tomando o limite em (4.2.11) e tomando o fato de (4.2.10), nés obtemos que
<X,,¢(0)>=0. Desde que X, seja arbitrario em R", temos que ¢(0)=0 e,
conseqlientemente, ¢, = 0. Isto é uma contradi¢do com o fato de que |¢T| =1.

A prova do teorema esta completa.
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Observagéo 1.5

Uma conseqliéncia do Teorema 1.1 consiste no fato de que ele reduz a prova do

controle exato para o estudo da observacédo da desigualdade.
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4.3 Condicdes de controle de Kalman.

O que veremos é um cléssico resultado para R. E. Kalman e nos d& uma completa
resposta para o problema de controle exato de sistema linear de dimenséo finita. Ele mostra,
em particular, que o tempo do controle é irrelevante.

Teorema 1.2

O sistema (4.1.1) é exatamente controlavel em algum tempo T se e somente se

posto = ndmero de linhas no nulas do sistema | B, AB,..,A"™'B]=n  (4.3.1)

Conseqlientemente, se o sistema é controlavel em algum tempo T >0 entdo ele é

controlavel em qualquer tempo.
Observacéo 1.6

Por agora nés simplesmente diremos que @, B: é controlavel se (4.3.1) existir. As

matrizes IB AB,.., A"'B serdo chamadas de matrizes de controle.

Exemplos: No Exemplo 1 da sec¢do 1.1 nos tinhamos

10 1
A:(O J, B:(Oj (4.3.2)

Portanto

B.AB { [1 1j (4.3.3)

0 0
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com o namero de linhas ndo nulas igual a um (posto = 1). Pelo Teorema 1.2 segue que 0

sistema considerado ndo é controlavel. Entretanto, no Exemplo 2,

0 1 0
A:[_1 0], B{lj (4.3.4)

e consequientemente temos a matriz formada pelas colunas

B.AB { ((1) (1)] (4.3.5)

com o nimero de linhas ndo nulas igual a dois € =2 . Portanto o sistema é controlavel,

conforme temos acabado de observar.

Prova do Teorema 1.2:

"=" Suponhamos que a o nimero de linhas ndo nulas de IS,AB,..., A"'B <n. Entdo as
matrizes de controle IS,AB,..., A"'B sdo linearmente dependentes e existe um vetor

veR", v=0 tal que
v* B, AB,..A™B =0,
onde os coeficientes das combinacdes lineares sdo as componentes do vetor v. Desde que
v* b, AB,., A"'B = }*B,v*AB,., v*A"B
V¥*B=V*AB=..=v*A"'B=0

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton deduzimos que existem constantes c,,c,,..., C, tal que
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A" =c, A" +..+c,l eentdo v*A"B =0 também. De fato, ele mostra que v*A*B =0

para todo k € N e conseqilentemente v*e”' B =0 para todo t também. Mas, pela formula

da variagao das constantes, a solucdo x de (4.1.1) satisfaz

t
X(t) =e™x, + [e"* Bu(s)ds (4.3.6)
0

Entdo

(v, x(T)) = (v,e""x, )+ TJ‘<v " Bu(s))ds = (v,e""x, ),

0

onde <, > ¢ denotado como o produto interno na base candnica em R". Ainda,

(v,x(T)) = <v,eAT x0> . Isto mostra que a projecdo da solugio x no tempo T sobre o vetor v é

independente do valor de controle u. E mais, o sistema néo é controlavel.

Observagéo 1.7

Para provar a propriedade da observacdo para os valores <v, x>, nos temos apenas

que provar que para algum vetor v temos que v |3 AB,..., A”‘lB:: 0. Este, se 0 nimero de
linhas ndo nulas da matriz IB AB,..., A”‘lB: é n —k, temos que x (T) é um subespaco de R"

com o numero de linhas ndo nulas do sistema (posto) igual a n—k.

"<""Supomos agora que o numero de linhas ndo nulas do sistema é ¢ AB,..,A"'B _=n.

De acordo com o Teorema 1.1 é suficiente mostrar que o sistema (4.2.1) é observavel. Pela
Proposicdo 1.1, (4.2.5) existe se e somente se (4.2.7) é verificado. Ainda, o Teorema é

A*C -t

provado se (4.2.7) existe. Para B*p=0 e ¢(t)=e ., segue que B*e* ' Hp =0

paratodo 0 <t <T. Aplicando a derivada para estas fungdes em t = T obtemos que

B* h*Fp, =0, vk >0.
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~
Mas, tendo que o numero de linhas ndo nulas € ‘S*,B*A*,..., B*€@*7" =n entfo

¢@; =0. Ainda, (4.2.7) é verificado e a prova do Teorema 1.2 agora € completa.
Observacgéo 1.8

A controlabilidade dos pares @, B ¢ aberta e densa. Portanto,

o Se A,B: é controlavel entdo existe &> 0 suficientemente pequeno tal que para
0 RO 0 0 A x 2 A
algum €°,B° com ‘A —A‘<g, ‘B —B‘<g € entdo controlavel. Isto é

conseqiiéncia do fato de que o determinante da matriz depende continuamente das

suas entradas.

e Por outro lado, se @, B: ndo é controlavel, para algum & >0, existe um @°, BO/
com |A-A’| <&, [B-B% <& tal que €°,B°_¢ controlavel. Isto é conseqiéncia
de que o determinante da matriz n x n depende analiticamente de suas entradas e

ndo pode estar em R™"

A seguinte desigualdade mostra que a norma do controle é proporcional a distancia

entre e""x, (o estado onde o sistema fica livre pela abstinéncia do controle, isto é, com

u=0) e o objetivo x,.
Proposicéo 1.2

Suponha agora que o par @, B: é controlavel no tempo T > 0 e seja u o controle
obtido através da minimizacdo do funcional J. Entdo existe uma constante C >0,

dependendo de T, tal que a seguinte inequacao existe

u 2 PR C‘eAT X, — xl‘ (4.3.7)
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para qualquer valor inicial x, e final X,.

Prova: Vamos primeiro provar (4.3.7) para o caso particular x, =0. Seja u o controle de

(4.1.1) obtido pela minimizacéo da funcédo J. De (4.2.2) segue que
2 ! -2 —
||u|||_2 0T~ _ﬂB*(/" dt = _<X0!¢(0)>-
0

Se w € solucdo de

w'(t) = Aw(t)
wQ =x, , paraalgumte QT _ (4.3.8)

temos que

w(t)=e""x, e

d
—{(w,p)=0

paratodo ¢, € R", ¢ éacorrespondente solugdo de (4.2.1).

Em particular, pegando ¢, = ¢, , 0 minimo de J, temos que
<Xo-m> = <Wo’m> = <W(T)’(0_T> = <eATX01E>
Portanto, obtemos que

-~ 00) (e} 5l o
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Por outro lado, temos que

=l grsmMleer

Portanto, o controle u é verificado

Ju

-< c‘eAT xo‘. (4.3.9)

o1

Se x, #0, a Observagdo 1.1 implica que o controle de u varia da solugéo de X,

para X, coincidindo com a solugdo de quando x,—y(0) vai para zero, onde y verifica

(4.1.7). Usando (4.3.9), obtemos que

Jull s g v< cle™ &, - y(0) [=cle™x, - x,|

e (4.3.7) é provado.
Observacgéo 1.9
Equacdes escalares lineares de qualquer ordem provém de exemplos de sistemas de

grandes arbitrarias dimensfes que sdo controlaveis com apenas um controle. Entdo, o

sistema é de ordem k
xCrax<r ra_x=u

é controlavel. Isto pode ser facilmente obtido pela observacdo de que se tém k valores
iniciais e finais onde se podem sempre encontrar a trajetoria z (no fato de um infinito
numero) tendo ele em qualquer intervalo de tempo. Este argumento foi usado no Exemplo 2

para o caso k = 2.
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4.4 Controle Bang-bang.

VVamos considerar o caso particular

BeM (4.4.1)

nx1?

isto 6, m = 1, com apenas um controle u: p,T _— R¢é vélido. A ordem para se conseguir

controle bang-bang, é considerar convenientemente a fungdo quadrética:

T

Jop (’o}%|:I|B*(P|dt:| +<Xo'¢’(0)> (4.4.2)

0

onde ¢ ¢ a solucdo do sistema adjunto (4.2.1) com valor inicial ¢; .

Notemos que B*e M, . e temos que B*¢(t): |),T :—> R é uma funcao escalar. Isto

Ixn
€ interessante para notarmos que J,, difere de J no termo quadratico. Entdo, em J temos a
norma L QT : de B*¢ enquanto aqui vamos considerar anorma L' @, T :

O mesmo argumento usado para provar o Teorema 1.2 mostra que J,, é continuo e

derivéavel. Isto mostra que J,, possui um minimo em algum ponto ¢, € R".

Por outro lado, é facil ver que

Ilm h—0

o>

[Tﬂf +hg|dtj —U|f|dtj = (4.4.3)

=2 [|f[dt [sgn € (t) (t)dt

A funcido sinal (“sgn”) ¢ definida como uma funcdo de véarios valores conforme a

seguinte lei
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1, s>0
sgn(s) =4-1, s<0
f1+1, s=0

Observamos que o limite previsto aqui ndo é ambiguo na definicdo de sgn(f(t))
desde que os intervalo dos pontos t € I),T : onde f = 0 é assumido que seja zero, e isto ndo
afeta o valor da integral.

A identidade (4.4.3) pode ser aplicado no termo quadratico da funcdo J,, desde

que, pegando algum ¢ que seja solu¢do do sistema adjunto (4.2.1), isto é uma fungéo

analitica e entdo, B*¢ muda de sinal finitas vezes no intervalo P, T _exceto onde ¢, =0.
Tendo em vista isto, a equacdo associada de Euler-Lagrange com os pontos criticos da

fungéo J,, é a seguinte:
T . T o~
ﬂB*go\dt [san€@*p B>y (®)dt+(x,,0(0)) =0
0 0

para todo ¢, € R, onde ¢ € uma solucéo do sistema adjunto (4.2.1) com o valor inicial

Py -

T =~ p—
Consequentemente, o controle que procuramos é u = ﬂB*¢‘dtsgne*¢)/ onde ¢ é
0

uma solucéo de (4.2.1) com valor inicial E .

Notemos que o controle u é da forma bang-bang. Ou seja, u assume apenas dois

.
valores + ﬂB*ng ‘dt. O controle leva de um valor para outro finitas vezes quando a funcéo
0

B *» muda de sinal.

Observacéo 1.10

Outros tipos de controle podem ser obtidos considerando funcdes da forma
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2

~ 1" o P
Jpc%;=§(ﬂs*@ mj (10
0

com 1< p <oo. Os correspondentes controles sdo

)

u=[ﬁs*;fm] Bl e
0

onde ¢ éa solucgéo de (4.2.1) com o valor inicial Z ,0minimode J,.

Isto pode ser mostrado que, como por exemplo, o controle obtido pela minimizagéo

do funcional no limite quando p — 1, nos fornece um controle bang-bang.

A seguinte propriedade nos dara uma importante caracterizacdo dos controles que

temos estudado.
Proposicéo 1.3

O controle u, = B*¢ obtido pela minimizagdo do funcional J tem norma minima

L@, T para todos os controles possiveis. Analogamente, o controle
T — =~

u, = ﬂB*qD‘dtsgné*qol obtido pela minimizacdo da funcdo J,, tem norma minima
0

L” (),T: para todos 0s controles possiveis.

Prova: Seja u um controle arbitréario de (4.1.1). Entdo (4.2.2) é verificado por u e u, para

algum ¢, . Tomando go_T = ¢; (0 minimo de J) em (4.2.2) obtemos que
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Zj<u,3*a,>dt:_<xo,q;(0)>,

”U”i O-T::(SKU B> > :_<X0’§7’(0)>-

Entao,

T
”u”i (),T:: _[<u B> > tS"u”LZ(),T:HB*¢H :”u”LZo,TjHUZHL o7
0

e a primeira parte da prova estd completa.

Para a segunda parte da prova, um argumento similar sera usado. Ou seja, tomemos

novamente um u controle arbitrario de (4.1.1). Entdo (4.2.2) é verificado por u e u_ por

algum ¢, . Tomando (p_T =@; (0 minimo de J,, ) em (4.2.2) obtemos que

[B~ gt ={x,.00),

2
) i’oQ,sz [tﬂB*&‘dt] =-I:[B*(_Mjoodt=_<X0’é(o)>
0 0

Entao,

Ju..

“oT :”uoo L*0T_

T _ T .
i“O,T::(_)[B*ngd - L’“O,TjaﬂB*go‘dt:”u

e assim concluimos a prova.
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4.5 Estabilizacdo de Sistemas Lineares de Dimensdo Finita.

Nesta se¢do assumiremos que A é uma matriz adjunta simétrica, isto é, A*=-A.
Neste caso, (Ax,x)=0

Consideremos o sistema

X'= Ax+ Bu
{ (4.5.1)

X(0) = x,
Observacdo 1.11

O oscilador harmonico, mx*+kx=0, fornece um simples exemplo de um sistema

com estas propriedades. Este, estudaremos com mais detalhes até o fim desta se¢éo.

Quando u=0 a energia da solucdo de (4.5.1) é conservada (sistema

conservativo). Ou seja, pela multiplicacdo de (4.5.1) por x, se u =0, teremos

(%, x") =(x AX)+0

d
— =0 45.2
Entao,

X€]=x,|, vt=0. (45.3)
O problema da estabilizagdo pode ser formulado da seguinte maneira. Suponha que
o par @, B: seja controlavel. Temos que procurar a matriz L que é solucdo do sistema

(4.5.1) com o controle feedback.
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u(t) = Lx(t) (4.5.4)

tem um decaimento uniformemente exponencial, tal que entdo existe ¢ >0 e @ >0 tal

que

Ixq]<ce™

Xo| (4.5.5)

para qualquer solucdo.

Notemos que, de acordo com a equacdo (4.5.4), o controle u é obtido no tempo real
do estado de x.

Em outras palavras, estamos procurando matrizes L tais que sejam solucbes do

sistema

X'= Ax+ BLX

(4.5.6)
X'= A+BL x=Dx

Tendo assim uma taxa de decaimento uniformemente exponencial.
Observe que ndo podemos esperar mais de (4.5.5). Ou seja, as solucdes de (4.5.6)

podem n&o satisfazer x(}O no tempo finito T. Ou seja, se este for o caso, pela
unicidade das solucdes de (4.5.6) com o estado final 0 em t = T, poderia ser que x, =0.

Por outro lado, qualquer que seja L, a matriz D formada pelos auto-valores 4; com

correspondentes auto-vetores e; e R". A solugdo x(:z e“ej de (4.5.6) mostra que o

caimento das solucgdes ndo pode ser mais rapido que a exponencial.
Teorema 1.3

Se A é uma matriz adjunta simétrica e o par @, B: é controlavel, entdo L=-B*

estabiliza o sistema, isto €é, a solucdo de
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(4.5.7)

X'= AX—BB*X
X(0) = X,

tem um decaimento uniformemente exponencial (4.5.5).

Prova: Com L =-B* nos obtemos que
1d 2 2
Sdt X(t) ©=—(BB*x(t), x(t)) =—|B*x(t)|” <0

Entdo, a norma da solucdo decresce no tempo.

Mais ainda,
.
()" =[x(0)" =-2[[B*x"dt. (4.5.8)
0

Para provar o decaimento uniformemente exponencial é suficiente mostrar que

existe T>0 e c > 0 tais que
! 2
xOT <cjB*x"dt (4.5.9)
0
para qualquer solucdo x de (4.5.7). Ou seja, de (4.5.8) e (4.5.9) podemos obter que
2
x(T)* =[x(O)|" < —E|x(0)|2 (4.5.10)

e consequentemente

X(T)* < 7x(0)|° (4.5.11)
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com
2
y=1-<<1. (4.5.12)
C

Entéo,
IX(KT)| < 7*[%o|" =™ ¥[x,|", WkeN (4.5.13)

Agora, tomando qualquer t >0, escrevemos na forma t =kT +&,com 6 <[0,T) e

k € N, portanto obtemos que

X)) <[x(kT)" <eK|x,|* =

“ne] L s ine]
e In'VI[T]eIWIT|x0|2 < 1e77t|x0|2.

Portanto obtemos o decaimento do resultado (4.5.5) com
T

oL ,_In¢l (4.5.14)
y

Para provar (4.5.9), decompomos a solugéo x de (4.5.7) como x=¢@+Yy com ¢ ey

solugdes dos seguintes sistemas:

— A
{Z(O) fx (4.5.15)
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(4.5.16)

{y': Ay—-BB*x
y(0)=0

Observamos que, desde que A seja adjunta simétrica, (4.5.15) é exatamente o
sistema adjunto (4.2.1) exceto pelo fato de que o valor inicial tomado foi t = 0.
Como vimos na prova do Teorema 1.2, o par €,B  esta sendo controlavel, a

seguinte observacdo da desigualdade é valida para o sistema (4.5.15):

2 ! 2

%, <C [|B*g[ dt. (4.5.17)
0
Desde que ¢ = x— Yy nos deduzimos que
2 ! 2 ! 2
%] sZC{ﬂB*x|dt+ﬂB*y|m}
0 0

Por outro lado, mostraremos que a solucdo y de (4.5.16) satisfaz:

2

L8|y =~(B*xB*y)<[B*x{BHy < ' +[B[B*x"
Pela desigualdade de Gronwall’s deduzimos que

) §|B*|2;[et‘s|B*x|2dss|B*|2eT ;[|B*x|2dt (45.18)
e conseqlientemente

T 2 T T
[IB*y| dt<|B* [ly/"dt<T[B|"e” [|B*x"dt.
0 0 0
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Finalmente, obtemos que
T T T
I%|* <2C I|B*x|2dt+C|B’14eTT I|B*x|2dt <C' J-|B*x|2dt
0 0 0

e a prova do Teorema 1.3 esta completa.
Exemplo: Consideremos o oscilador harménico amortecido:

mx"+Rx+ kx'= 0, (4.5.19)

onde m, k e R sdo constantes positivas.

Note que (4.5.19) pode ser escrito equivalentemente na forma
mx"+Rx = —kx

com indicios de que foi aplicado uma forca que atua sobre o oscilador, proporcional a
velocidade do ponto de massa e de sinal oposto.

Veremos que as solucbes desta equagdo tém a propriedade do decaimento
exponencial. Ou seja, € suficiente para lembrarmos que as duas raizes caracteristicas tém

partes reais negativas. Isto &,

k+vk? —4mR

2m

mr’2+R+kr=0<r+=—

E entdo

60



- sek? <4mR

Vamos provar o decaimento exponencial da solucdo de (4.5.19) usando o Teorema

1.3
Primeiro devemos escrever (4.5.19) na forma de (4.5.7). Assim

X]
X=[m_.|
—X
R

a equacdo conservativa mx"+kx=0 corresponde ao sistema:

o [F
X'= AX, com A= m
\/ﬁ
~/= 0
m

Note que A é uma matriz adjunta simétrica. Por outro lado, se escolhermos

B 0 0
Lo VK
obtemos que
00
BB* =
ol

e 0 sistema
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X'= AX — BB* X (4.5.20)

é equivalente a (4.5.19).
Agora, veremos que o par @, B: é controlavel desde que o posto (nimero de linhas
nédo nulas) da matriz |3 AB formada pelas colunas de B e AB seja 2.

Segue que a solugéo de (4.5.19) tem a propriedade do decaimento exponencial.

Se @, B: é controlavel, temos que provar a propriedade da estabilizagdo uniforme

do sistema (4.5.1) com a hipotese de que A é adjunta simétrica. Entretanto, esta propriedade

é valida se A é uma matriz arbitraria. Mais precisamente temos:
Teorema 1.4

Se @, B: é controlavel entdo ela é estabilizavel. Ou seja, é possivel de prescrever
alguns ndmeros complexos 4,,4,,.., 4, como os autovalores da matriz A + BL por uma

escolha apropriada da matriz L tal que o caimento da reta pode ser arbitrariamente rapido.
Na formulacdo do Teorema usamos o termo classico de sistema lago fechado
(closed loop) para referirmos ao sistema cujo controle é dado na forma feedback.
A prova do Teorema 1.4 é obtida reduzindo o sistema (4.5.1) até a forma canénica

de controle.
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5. Conclusao.

Tratando-se a respeito de diferentes formas de controle sobre sistemas de Equacdes
Diferenciais Ordinarias, encontramos uma vasta bibliografia a respeito do mesmo. O
objetivo destas notas € o de apresentar uma breve explanacéo sobre as formas de controle e
estabilizacdo, direcionando a solucdo do sistema de forma mais apurada.

Existem varios exemplos de fenbmenos fisicos cuja anélise e a formalizacdo pode
ser representada através de Equacdes Diferenciaveis Ordinarias. E evidente que muitos
problemas podem ndo ser tdo facies de se resolver, mas com o auxilio de determinados
tipos de controles utilizados podemos direcionar as solucdes.

Na busca destes controles, que podem ndo ser dados no problema, vimos que €
possivel determina-los tendo apenas as matrizes de controle, obtidas pela prépria descricdo
do sistema. Ainda, caso usassemos outras formas de minimizacdo do funcional J, diferentes
formas de controle seriam obtidas.

As Condi¢des de Kalman [1] nos garantem que o tempo € irrelevante. Condigdes
estas que sdo afirmadas pelo posto (nimero de linhas ndo nulas do sistema) da matriz
formada pelas matrizes colunas dos controles. Este fato acerca do tempo tem grande
utilidade na busca de solugdes para 0 nosso tipo de problema.

E claro que, para que este trabalho pudesse ser construido, fez-se necessario um
conhecimento sobre Equagdes Diferenciais Ordinérias. Inserido neste temos 0s seus tipos,
métodos de solucdes, grau, linearidade, estudo este que se abrange para muitos outros
ramos do universo de problemas a respeito do objeto em questéo.

Chegamos ao término deste com o balanco de que foi valido o conhecimento
adquirido, com a certeza do tamanho que o estudo nos fornece acerca do tema.

[ 1]E. Zuazua, CONTROLABILIDAD EXACTA Y ESTABILIZACION LA ECUACION DE ONDAS 63
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