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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a existéncia e regularidade de solugoes de equagoes
diferenciais uniformemente elipticas de segunda ordem em H!. Para compreender o espago
das possiveis solugdes, expomos a teoria dos espacos L, e de Sobolev WP* bem como
alguns resultados de operadores em espacos de Hilbert usados durante o estudo de tais
equacoes.
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Introducao

Equagoes diferenciais parciais aparecem em todos os campos da ciéncia em que ha ne-
cessidade de modelagem de fenomenos naturais. Conseqiientemente, o desejo de entender

as solucoes dessas equacoes sempre foi de enorme importancia na matematica.

Equacoes diferenciais com dados suaves nao possuem geralmente solucoes suaves. Por-
tanto é essencial criar algum tipo de nocao de solucao mais geral e entender seu compor-
tamento. Ha uma grande quantidade de ramos dentro dessa teoria utilizando variadas
técnicas. Neste trabalho generalizamos as solugoes das equacoes diferencias parciais li-
neares uniformemente elipticas ao espaco de Sobolev H*. Com isto, ganhamos muitas
propriedade nos espagos das possiveis solugoes, mas perdemos nogoes intuitivas sobre as
solugoes, como suas regularidades. Porém, impondo algumas condicoes adicionais sobre
o operador, isto é , impondo algumas hipdteses de regularidade sobre os coeficientes dos
operadores, é de se esperar que estas influenciem nas suas solucoes. Deduzir estas in-
fluéncias nao é uma tarefa facil. Por isto, nos restringimos apenas aos operadores de

segunda ordem para estudar a regularidade de suas solucoes.

No capitulo 1, desenvolvemos a teoria de operadores necessaria para tratarmos equacoes
diferenciais parciais como operadores; no capitulo 2 expomos os conceitos sobre os espagos
L, e de Sobolev WP* essenciais para trabalharmos com solugdes generalizadas; no capitulo
3 mostramos o teorema da particao da unidade, ferramenta importante na obtencao de
regularidade das solugoes de uma equacao diferencial parcial; e finalmente no capitulo 4
demonstramos a existéncia e regularidade de solugoes generalizadas das equacgoes diferen-

ciais parciais uniformemente elipticas de segunda ordem.



1 FEspacos Normados e
Operadores Lineares

1.1 Espacos Normados

Defini¢ao 1.1.1. Um espago normado X é um espago vetorial (sobre o corpo R ou C )

com uma fungao || - || : X — R satisfazendo as sequintes condigoes:

1 |z]| >0 VzreX
2. |z =0=2=0
3. o x| =|a|-|z|| VeeXeVaeC(ouR )

4o eyl <zl + llyll Vo, yeX

A fungao || - || € chamada norma em X.
Um espago normado é um espaco métrico com a métrica d(z,y) = ||z — y||. Usando
a desigualdade |||z]| — ||y||| < ||z — y|| vemos que || - || é uma funcao continua.

Definicao 1.1.2. Um espaco de Banach é um espaco normado completo, isto é, toda

sequéncia de Cauchy, nesse espaco, € convergente.

Defini¢ao 1.1.3. Duas normas ||-||1 e ||-||2 em um espago vetorial X sdo ditas equivalentes

se existem constantes C,c > 0 tais que ¢ - ||z|jy < ||z]s < C - |jz|y Ve e X.

1.2 Operadores Lineares Limitados

Definigao 1.2.1. Sejam X e Y espagos normados sobre o mesmo corpo (R ou C ) e

T : X — Y um operador linear. O operador T € dito limitado se existe ¢ € R tal que
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Vo € X temos [|T(z)|| < c- ||zl

Seja

1T = 17 ()]l

Note que [[T(z)[| < |7 - |||

Lema 1.2.2. Seja T um operador limitado. Entao:

T(x
1. |IT||= sup I )H.
zeX,||z|=1 [|]]

2. ||T|| satisfaz as propriedades de norma.

T T
Demonstragao. 1. Por definigao, temos que ||T'|| = sup 7@ _ sup || (I)H =
reX,x#0 ||ZC|| reX,x#0 ||fL’||
x
sup || T(—)ll = sup || T(x)]].
cexazo |7 2€X,||z]=1

2. As condigoes |[T|| >0, |[T||=0=T=0e ||a-T| = |a| - ||T]| sdo 6bvias. Vamos
mostrar que [|T 4+ H|| < ||T|| + | H||. De fato

sup  [(T+ H)(z)[| = sup |T(x)+ H(x)| < sup ([|T(2)] + [[H(z)]]) =
2€X, |z =1 peX, |z =1 2eX, |lz]|=1
sup  ||T(x)|]|+ sup ||H(z)||. Logo, o lema é vélido.
zeX,||z||=1 zeX,||z||=1
[

Proposicao 1.2.3. Sejam X, Y espacos normados e T' : X — Y um operador linear.

Entao:

1. T € continuo <— T ¢ limitado.

2. T ¢é continuo em um ponto <= T ¢ continuo.

Demonstracao. Se T'= 0 entao a prova é trivial. Vamos assumir que 7 nao é o operador

nulo.

1. Suponha que T seja limitado. Como T nao é o operador nulo, temos que ||T'|| > 0.

Seja xg € X. Seja € > 0. Seja § = ﬁ e z € X tal que ||z — x| < 0. Entao
IT(z) = T(xo)| = IT(x = @)l < [T} - [le = wol| < [[T]}-6 = €. LogoT é

continuo em zy. Como xzy é arbitrario, temos que T é continuo. Agora suponha
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que T seja continuo em xj. Seja € > 0. Logo existe 6° > 0 tal que se x € X e

|z — xo|| < 6°, entdo ||T'(z) — T(xo)|| < €. Sejam 0 < 6 < 0°, y € X tal que

y # 0 e seja z = xp + ol y. Logo ||z — x| = Hm -y|| = 6 < ¢6°. Portanto
) )

€ > [ T(z) = T(xo)l| = I1T(z — @)l = HT(M y)ll = i IT(y)ll. Logo [T(y)]| <

llyl| - g . Escolhendo ¢ = %, obtemos que | T(y)|| < |ly|| - ¢ Yy € X, e portanto T" é

um operador limitado.

2. Suponha que T seja continuo, entao 1" é continuo em um ponto. Agora suponha que
T seja continuo em um ponto. Vimos na demonstracao do item 1 que 7" é limitado,

e portanto, pelo item 1, T é continuo.

O]
Corolario 1.2.4. Seja T : X +— Y um operador limitado. Entao:
1. Se x, = x em X temos T(x,) — T(z) em Y.
2. O nicleo de T ( N(T') := {x € X tal que T'(z) = 0} ) € fechado em relagao a X.
Demonstra¢ao. 1. Se x,, — x entdo ||T(z,) —T(z)|| = ||T(x, —2)|| < c||lzn—2z| — 0

quando n — oo. Portanto T'(z,) — T'(x).

2. Seja (y)neny € N(T) tal que z,, — x em X. Por 1 temos que T'(z) = T(lim z,) =
lim T'(z,) = lim 0 =0. Logo = € N(T).

n—o0

]

Proposicao 1.2.5. Sejam T : Y +— Z e H : X — Y operadores lineares limitados. Entao
ToH:Xw— Z éum operador linear limitado e |T o H|| < ||T] - || H]|.

Demonstra¢ao. Obviamente T o H é linear. Além disso, ||T o H(x)|| < ||T| - || H(x)| <

ToH(x
I V- ol Logo T < ) e € %, ] £ 0. Portanto |0 H] =
70 H)l
sup < I -
zeX,z#0 |

Definicao 1.2.6. Um funcional é um operador cujo contradominio é R.

Definigao 1.2.7. Seja X um espago vetorial real (ou complexo). Seja X0 :={f: X — R
(ou C) tal que f é linear }. O conjunto X° é chamado de espago dual algébrico de X. O

conjunto (X°)? é chamado de sequndo dual algébrico.
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XY ¢ um espago vetorial Real (ou Complexo) com as operagoes (f+g)(z) := f(z)+g(z)
e (a- f)(x) = a- f(x).
Definigao 1.2.8. Seja B(X,Y) :={f : X — Y tal que f € linear e limitado}.

Observe que X e Y devem estar sobre o mesmo corpo. O conjunto B(X,Y) é um

espago vetorial com as operagoes (f + g)(x) := f(z) + g(x) e (a- f)(z) == a - f(x).

Pelo Lema 1.2.2, temos que ||T|| é uma norma em B(XY).

Proposicao 1.2.9. Seja Y um espago de Banach e X um espago normado. Entao B(X,Y)

€ um espaco de Banach.

Demonstracao. Pelo que ja vimos, temos que B(X, Y) é um espago normado. Seja ((77,))nen
uma sequéncia de Cauchy em B(XY). Seja ¢ > 0. Logo existe ng € N tal que se
m,n > ng entdo |1, — T,,|| < e. Sejax € X e m,n > ng. Entao ||T,(x) — Tn(2)|| <
\Tn — Tl - |lz]] < €-]|z]]. Logo (Th(x))nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em Y. Como
Y é completo, existe um y = y(z) € Y tal que T,,(z) — y(x) quando n — oo. Seja
T :X — Y onde T(x) = lim T,,(z) = y(x). Observe que 1" estd bem definida. Va-
mos mostrar que T € IB%(X?\?;O De fato T'(z) + a - T'(y) = lm (T, (z) + a - Th(y)) =
lim T,(x +a-y) =T(x+«a-y), pois T,, ¢ um operador linearq?r;.loitado. Logo T é linear.
%;;Ondo que || - || é continua e fazendo m — oo em ||T),(x) — T, (z)|| < ||z|| - € , obtemos
T (z) =T (x)| <|z|]|-€ VxeXeVn>ng LogoT,—T élimitado com n > ny. Como
T, é limitado, obtemos ||T'(z)|| < ||Tn(2)|| + ||Tn(z) — T'(x)|| < é-||z||. Logo T ¢é limitado.
Portanto T € B(X,Y). Como [|T,,(z) — T(z)| < ||z|| - € Vz € X e Vn > ng, temos que
T, — T|| <esen >ng. Entao T' = lim T,,.

[
Definigao 1.2.10. Seja X := {f : X — R (ou C) tal que f € linear e limitado }. O

conjunto X € chamado de espaco dual topoldgico de X.

Como (R, |- ||) é um espago de Banach, temos que (X', || - [|x) é um espaco de Banach

se (X,] - ||x) é um espago normado.

1.3 Espacos com Produto Interno

Definicao 1.3.1. Um espaco com um produto interno € um espaco vetorial X, real ou

complexo, com uma fungao (,) : X x X — C( ou R) tal que:
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Lo(a+y.2) = (@,2) + (y,2) Vapz€X

2. (a-y,z)=a-(y,z2) Vy,z€XeVaecC (ouR)

3. (y,2) =(2,9) Vy,z€X

A

(yy) >0 WyeX

S

() =0=y =0
(,) € chamado de produto interno em X.

Temos que (x,ay) = a- (z,y), e ||z|| = v/{x,z) é uma norma em X. Esta norma é

dita norma induzida pelo produto interno.

Definigao 1.3.2. Um espago vetorial X com produto interno (-,-) € um espaco de Hilbert

se (X, || -||) € um espago de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Lema 1.3.3. Seja X um espago com produto interno. Entdo vale:

Lo lz+yl?+ e =yl =2 (|lz)|* + [|lyl|*) (identidade do paralelogramo)

2. |

—~

)| < x| - ||yl (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

3. 5 () + (y,2) = % Al +yll* = llz = ylI*)

DN | —

Demonstragdo. 1. ||z +y|> + lz — 9> = (x+y,z +y) + (x —y,z —y) = (x,2) +
(@) + (v, 2) + (W) + (2,2) — (z,9) — (v 2) + (yy) =2 (2] + [lyl*)-

2. Se y = 0 entao ¢é trivial, pois (x,0) = 0. Suponha y # 0. Entdao 0 < ||z — a - y||* =

(o= ap—asy) = (n.0) — @ o) o lna) —a- (). Seiaa = L0,
B 2 RIS (C) | Y 2l
logo 0 < (r.2) — YL — a2~ S Portaato [(2.9)] < o - ]
33 (el e —9l?) = 3 (ot w24 9) — (v z =) = 5 - (o9 + {y.2).

]

1.4 Complemento Ortogonal

Defini¢ao 1.4.1. Dizemos que x € ortogonal a y, e denotamos por x Ly, se (x,y) = 0.
Se A C X e B C X, dizemos que A € ortogonal a B, e denotamos por A 1 B, se
(r,y) =0 V€A eVyeB.
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Definigao 1.4.2. Seja X um espago normado. Seja ) #M C X e x € X. A distdncia de
x a M € definida por § = inf ||z —y].
yeM

Definigao 1.4.3. Um segmento ligando x,y € X é o conjunto {z € X tal que z =
a-z+(1—a)-y,ondeaceRed<a<l}

M C X € dito convexo se Vx , y € X o segmento ligando x e y estda contido em M.

Temos que todo subespaco é convexo e que a intersecao de conjuntos convexos ¢ um

conjunto convexo.

Proposicao 1.4.4. Seja X um espaco com produto interno e ) #= M C X, M convezo e

completo. Entao Vx € X existe unico y € M tal que § = Zlgl&[ |z —z|| = ||z — y]|.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro a existéncia de tal y. Como § = inl\f/‘ﬂ |z — =,
zZe

entdao existe (y,)neny € M tal que 6, — d e, = ||x — yu|. Seja v, = y, — x. Logo

|vn]] = 0n. Como M é convexo, temos que 5 (Yn + Ym) € M. Logo ||v, + v =

2. H% - (Yn + Ym) — x|| > 2.6. Pela identidade do paralelogramo, obtemos ||y, — ym||* =
[ —vmlI* = = llvn vl +2: (lvall*+ [lvmI*) < =(2:8)*+2:((8a)*+(dm)*). Como &, — 9,
temos que y,, ¢ uma sequéncia de Cauchy em M. Desde que M é completo, existe y € M tal
que y, — y. Comoy € M, temos que ||[z—y|| > §. Também ||[z—y|| < ||[x—ynl|+|lyn—yll =
On + llyn — y|| — 6 quando n — oco. Portanto ||z — y|| = 6. Resta mostrar a unicidade.

Sejam y, yo € M tais que ||z — y|| = ||z — yo|| = 6. Pela identidade do paralelogramo,

I I* =

= ||%—50— (yo— )" =2 (ly — 2l + lyo — =[I*) — lly — = + (yo — )
2. (6% 4 6%) — 2% ||§ (y — o) — x||*. Como M é convexo, entdo 3 (y +yo) € M. Logo

temos [y — yo

1
”5 (y +yo) — x|| > 4. Portanto ||y — yo||* <0, e entao yo = y.

O

Lema 1.4.5. Seja X um espago com produto interno e ) #Y C X um subespago completo.
Seja x € X. Entao existe unico y € Y tal que § = inlgﬂﬂm —wl| = [z —yl. Além disso
we

z:=x —y € ortogonal a Y.

Demonstracao. Pelo teorema anterior existe unico y € Y tal que § = ||z — y||. Entao
devemos mostrar apenas que z L Y. Suponha que isto nao vale, isto é, que z nao é
ortogonal a Y. Entdo existe y; # 0 € Y tal que (z,1;) # 0. Temos que ||z — a - y1||* =
(z—a-y,z—a-y)=(z,2) —a-(z,y1) —a-[{y1,2) —@-(y1,y1)] Va € C. Escolhendo

<Z7y1> |<Z>y1>|2 _ 2 |<Z>y1>|2
(y1,91)

(i, 01) (Y1, 1)
que ||z —a- -y <6. Mas ||z —a- -y =z —(y+a-y1)| > 6 pois Y é um subespago

a= , temos que ||z —a -y ||* = ||2]|* — . Portanto temos
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vetorial e y + a - y; € Y. Portanto temos que ||z —a-y1]| >0 e ||z —a -y <6, 0 que é

uma contradi¢cao. Logo z L Y.
O

Definicao 1.4.6. Um espaco vetorial X é dito ser soma direta de Y, Z, onde Y, Z sao
subespacos de X, e escrevemos X =Y D7, se Vo € X existe unica representacdo v = y+z
ondey € Y e z € Z. Quando X é um espago de Hilbert, dizemos que Y+ = {x € X tal

que x L Y} € o complemento ortogonal a Y.

Vé-se que Y+ é um subespaco de X.

Proposicao 1.4.7. Seja H um espaco de Hilbert e Y um subespaco fechado. Entao
H=Y®Y".

Demonstra¢ao. Como H é completo e Y é fechado, temos que Y é completo. Seja x € X.
Pelo lema 1.4.5 existe y € Y tal que z :== 2 —y € Y. Logo v = y+ 2z onde y € Y
ez € Yt Suponhaquer =y+z=1y +z ondey, y1 €Yez 2 €Y Entdo,
y—1y1 =2 —2€YNY!L ={0}. Portanto y =y, e 2 = 2.

1.5 Teorema da Representacao de Riesz

Teorema 1.5.1 (Representagao de Riesz). Todo funcional linear limitado sobre um espago
de Hilbert H pode ser representado em termos de produto interno, isto €, existe z € H

tal que f(z) = (x,z), onde z depende de f, e € unicamente determinado. Além disso,

z[l = NI £1I-

Demonstracao. Se f =0 o teorema é trivial. Suponha f nao identicamente nulo. Entao
N(f) # H e pela proposigao 1.4.7 H = N(f) & N(f)*. Portanto N(f)* # {0}. Seja
0#£2 € N(f)t,z€eHev:= f(x) 2 — f(20) 2. Entdo f(v) =0. Logo v € N(f) e

portanto 0 = (v, z9) = f(x).(20, 20) — f(20).(z, 20). Entao temos que f(z) = %ﬁ;z(ﬁ

f<(20) —> obtemos f(z) = (r,z) Va € H. Agora, suponha que f(z) =
205 20

x,z) = (x,7) Vz € H. Entao, escolhendo = = z — 21, obtemos que ||z — z[|> = 0. Logo
g

Escolhendo z =

z = z;. Falta mostrar que ||z|]| = ||f||. Observe que ||z||* = (z,2) = f(z) < ||fIl - |l=]-
Como z # 0, pois supomos f # 0, temos que ||z]| < ||f||. Mas pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz [f(z)| = [(z, 2)| < [lz]| - [[z]|, portanto || f]| = sup (2, 2)| <[]
z||=1
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1.6 Formas Bilineares e o Teorema de Lax-Milgram

Teorema 1.6.1 (Lax-Milgram'). Seja H um espago de Hilbert e h : H x H +— C uma

forma sesquilinear limitada, isto €,

1. h(x,y) € um funcional linear de x se y € fixo, e h(x,y) é um funcional antilinear de

Yy se x € fixo.

2. h é limitado, isto é, existe uma constante « tal que Vr,y € H, |h(z,y)| < a-||lz||-||y||-

Suponha também que h é coerciva, isto €, existe uma constante 3 positiva tal que Vy € H,

1h(y, )| = B+ yll*.

Entao cada funcional linear limitado f sobre H € da forma f(x) = h(x,xq), onde xq

é um elemento de H unicamente determinado.

Demonstracdo. Seja y € H. Seja h : H — C tal que h(z) = h(z,y). Vemos claramente
que h é um funcional linear limitado. Pelo teorema da representacao de Riesz existe
tnico w = w(y) € H tal que h(z,y) = (z,w) Vo € H. Seja g : H — H tal que
g(y) = w, onde este é o w dado acima. Observe que esta fungao estd bem definida.
Observe também que h(z, z) = (z,g(z)) Vx,z € H. Vamos mostrar que g é um operador
linear limitado. De fato, sejam o € C e z,z € H. Entao (r,g(a-x+2)) = h(r,a-x+2) =
a - h(r,x) + h(r,z) = a- (rgx) + (rg(z) = (ra-g(x)+g(z)) VYr € H. Logo
gla-x+2) = a-g(x) + g(z). Portanto g é linear. Como h é limitado, existe a € R
tal que [|g(z)[]* = (g(x),g(x)) = h(g(x),2) < a - ||z[| - [g(z)]| Vz € H. Portanto g é
limitada. Agora vamos mostrar que g é bijetora. De fato, por Cauchy-Schwarz, temos que
0 < Bllzl* < Mw,x) = (,9(x)) < |lg(@)| - [[z]|. Portanto §llz|| < [|lg(x)|. Logo N(g) =0
e consequentemente g ¢ injetora. Para mostrar que g ¢é sobrejetora, primeiro devemos
mostrar que R(g) (isto é, a imagem de g) é fechado em H. Seja (g(x,,))neny uma sequéncia
em R(g) tal que g(x,) — s € H quando n — oo . Como H é completo, (g(z,))nen é uma
sequéncia de Cauchy. Como S|z, — Tl < |g(xn — zm)|| = lg(xn) — g(zn)|| < € paran
e m grandes, temos que (z,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em H. Logo, existe k € H

tal que x, — k quando n — oo. Lembrando que g é um funcional linear limitado,

Lax, P.D., Milgram, A., Parabolic Equations Contributions to the Theory of Partial Differential
Equations. Annals of Math. Studies, 33. Princeton University Press, Princeton, 1954.
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temos que ¢g(k) = ¢g(lim z,) = lim g(z,) = s. Logo, s € R(g). Concluimos que
R(g) é fechado. Port;;tog H = Iég(z;))o@ R(g)*. Agora suponha que exista z € H tal
que z ¢ R(g). Entdo w = a + b cujo a € R(g), b € R(9)* e b # 0. Mas, como
B+ ||b||* < h(b,b) = (b, g(b)) = 0, temos que b = 0, o que é uma contradi¢io. Com isso,
concluimos que H = R(g) e, consequentemente, g é bijetora. Por outro lado, usando
novamente o teorema da representacao de Riesz temos que existe unico w € H tal que
f(z) = (z2,w) Vz € H. Seja @ € H tal que g(a) = w. Entao temos que h(z,a) =
(z,g9(0)) = (z,w) = f(z) Vz € H. Portanto a existéncia esta garantida. Agora suponha
que existam w, w € H tais que f(z) = h(z,w) = h(z,w) Vz € H. Logo, para z = @ — W

temos que B||w — w||* < h(w — w,w — w) = 0. Isso prova que w = .
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2 FEspacos Ly e Espacos de
Sobolev

2.1 Espacgos L,

Defini¢ao 2.1.1. Seja Q@ C R um conjunto mensurdvel a Lebesque. Denotamos por L(§2)

a classe de todas as fungoes mensurdveis f : ) +— R tais que / |f(z)|dx < oc.
Q

Definigao 2.1.2. Duas fungoes em L(2) sao ditas equivalentes, se elas sao iguais a menos
de um conjunto de medida nula (ie, se sao iguais quase sempre). A classe de equivaléncia
de f em L(S) pela igualdade quase sempre serd denotada por [f]. O espago de Lebesque

L1(Q2) consiste de todas as classes de equivaléncia em L(S).

Temos que Li(2) é um espago vetorial real com as operagoes « - [f] = [a - f] e
1+ 19l == [f + 9.
Proposicao 2.1.3. A funcao ||[f]||L, := / |f(x)|dx € uma norma em Lq(£2).
Q

Demonstragao. Note que ||[f]||; estd bem definida. De fato se f, g € [f] , entdo f =
g quase sempre. Portanto [ |f(z)|dx = [ |g(x)|dz, e |[flllz, = |lglllz,- Também
Q Q

I[f1llzr = 0. Se ||[f]l|z, = 0 entao / |f(z)|dx = 0, o que implica f = 0 quase sempre, e
Q
entao [f] = [0]. As propriedades [|a-[f]l[z, = [l [[[f]llz, e [ILfT+glllz, < [ILf]l[, +lgllz,

sao facilmente verificadas usando a lineariedade da integral.
O

Definicao 2.1.4. Seja 1 < p < oco. Definimos L,(2) como o conjunto das classes de
equivaléncia (pela igualdade quase sempre) das fungoes mensurdveis f : Q +— R tais que
/ f(2)Pdz < oo,

Q

Provaremos que L,(£2) é um espago vetorial normado, com a norma dada por ||[f]||z, :=

([ 1r@Pas)
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De agora em diante vamos escrever f para nos referirmos a [f].

Proposigao 2.1.5 (Desigualdade de Holder). Sejam f € L, , g € L, tais que p > 1 e
stg=1 Entio f-g€Liellf-gle, <Iflz, - l9l,-

Demonstragao. Se |||z, = 0 ou ||g||z, = 0 a proposigao é ébvia. Suponha que || f|z, # 0
e [lgllz, # 0. Sejam a € (0,1) e h(t) = a -t —t* para t > 0. Usando h'(t), vemos que
h(t) > h(1)set # 1. Logo a—1 < a-t—t* ¥t > 0, e portanto t* < a-t—a+1. Escolhendo
t= % com a,b>0,b+#0, «a =—, com p e g como na hipotese e multiplicando ambos os
lados por b, obtemos av b < %a—i—éb. Sejam A = a%, B = b, Logo A-B < %-Ap—i—éBq

para A, B > 0. Agora escolha A = i e B = ﬂ
£ 1z, lgllz,

1 1
integrando obtemos i : 91 < / —_ (ﬂ)l’ +/ Z. (ﬂ)q
_ allflle, lallz, = Jap “llfle, ad lglle,
Com isso, obtemos |[f - gl[z, < [[fz, - [lgllz,-

. Substituindo na equagao e

1 1
= - 4-=1
poq

]

Dois numeros positivos p e ¢ satisfazendo a igualdade % + 5 = 1 sao chamados de

indices conjugados. Neste caso, note que vale (p — 1) - ¢ = p.

1 1
A desigualdade A- B < — - AP + — - BY para A, B > 0, é chamada desigualdade de
p q

1 b
Young. Selecionando a-b = ((p-€)» -a)-((—)l), obtemos A-B < eA’+C(e)-BY Ve > 0,
p-e)?
b ¢ '. Esta tltima é chamada de desigualdade de Young com .

cujo C(e) =€
Proposicao 2.1.6 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz). Se f, g € Lo, entdo

fogelse / F(@).g(@)ldz < |1z, - Nl

Demonstragao. Escolha p = ¢ = 2 na proposi¢ao anterior. O]

Proposigao 2.1.7 (Desigualdade de Minkowski). Se f, h € L, ep > 1, entdo f+h € L,
ellf +hll, < [Ifllz, + Ilz,-

Demonstracao. Para o caso p = 1, o teorema ja foi visto. Seja p > 1. Como / |f(x) +
Q

h(@)Pdz < 2 / F(@)? + [h(z)]Pdz < 00, temos que f + h € L,. Também |f + b7 =
|f+h| ]f+h|p_1Q§ \fI-|f+h|P~L+]|h|-|f +h[P~L. Seja q o indice conjugado de p. Como
(|f + h[P~1)? = |f + h|P, entdo temos que |f + k[P~ € L,. Pela desigualdade de Holder
temos que |f|-|f+h[P"t € Ly e /Q \fI-1f+h[P de < || f|l2, - (Hf—l—hHLp)%.Analogamente,
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temos que. | [hJ-|f-+hp"'do < [l (1f +hll,)%. Logo (17 +hll,)” = [ 17 +hPds <
Q Q
(HfHLp—i—HhHLP)-(Hf—i—hHLp)g. Se || f+h/z, = 0 a desigualdade desejada ¢ trivial. Suponha

Bl )P
|f+nh]z, # 0. Entao M < (IIfllz, +1~llz,). Observando quep—8 = 1, temos
(F+hll,)e q

1+ Alle, < [[fllz, + 15z,

]

Com a desigualdade de Minkowski, temos que L,, ¢ um espaco vetorial normado sobre

R.

Pode-se provar as seguintes versoes discretas das desigualdades de Holder e Minkowski

( veja (KREYSZIG,1978)):

n

(> Jaimil?)r < Zw Zm qez|xz+yz| )o < Zw Zw%

i=1 = =1 =1
para x;,y; € Req mdlce ConJugado de p.

2 b2
Usando que 0 < (a — b)2, obtemos a - b < % + 5 Esta desigualdade é chamada
) b
desigualdade de Cauchy. Selecionando a-b = ((2-€)2 - a) - (——), obtemos a - b <

PIGE
b2
€-a®+ 1 Ve > 0, que é chamada de desigualdade de Cauchy com e.
€

2.2 Completude de L,

Teorema 2.2.1 (Riesz-Fischer). Se 1 < p < oo, entdo L,(S2) € um espago de Banach.

Demonstracao. Resta provar que L,(€2) é completo. Seja (fn)nen uma sequéncia de
Cauchy em L, e ¢ > 0. Entao existe ng € N tal que se m,n > ng temos | f, —

fmllL, < €. Logo existe uma Subsequéncia (gr)ken de (fu)nen tal que ||grt1 — gillL, <

27% Vk € N. Seja g(x) = |g1(x)] + Zlng — gr(x)]. Pelo lema de Fatou, te-

3=

mos ([ lolda)> = ([ (lnta)] + ngﬂ - au@)Pde)s < timint{( [ (lgi(o)] +
Q o Q

Z|gk+1(x) — gk(a:)\)pdx)i}. Agora, usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

/ gzt < |gl||Lp+hmmf{Z l911(2) = gh(@) 1, < s, + lim it {5, 274} =

lgrllz, + 1. Logo llgllz, < llgillz, + 1. Portanto g(z) = |gi(z)| + Z\gm — gi(2)]
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converge quase sempre em ). Seja f(z) = lim g,(z) = ¢1(x) + ng+1 — gr(z).
Vamos redefinir f por zero no conjunto de medida nula em (2, CU_JO g( ) = oco. Note

que f(x) é uma fungdo real bem definida. De fato, se g(x) < oo para x € (), temos

que gx(x) é uma seqiiéncia de Cauchy em R, e portanto f(z) < co. Também, temos que
o0

9:(0)] = |3 g1 ()i ()] < Z 971(2) —g(2)| < 9(x) em Qe portanto pelo teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que /Q |fIPdz = khﬂrgo /Q lgr(z)|Pdz < oo.
Logo f € L,. Além disso, temos |f(z) — gi(x)? < (|f(x)] + |gr(2)])? < (g(z) + g(x))? =
(2-g(x))? em Q. Novamente pelo teorema da convergéncia dominada de Lesbegue, temos

m /Q|f(x) — gx(2)|Pde = /leggo |f(z) — gi(2z)Pdx = /Qde = 0. Logo g — f em L,,.
Portanto temos que uma subseqiiéncia da seqﬁéneia ( fr)nen de Cauchy converge para f.
Mas, [|fn = fllz, < Ifo = g6llz, +llgx — fllz, < 5 - 5 = ¢ para n e k grandes. Portanto

fr — f em Ly, o que demonstra que L, é completo.

Vemos que Ly(€2) é um espago de Hilbert com o produto interno (f,h) := / f(x)
Q
h(z)dz.

2.3 Espaco L

Definicao 2.3.1. Uma funcgao f : Q — R € dita ser essencialmente limitada se existe
K € R tal que |f(z)| < K quase sempre em §2. O infimo de tais K é chamado de supremo
essencial de |f| e é denotado por supessqcqlf(x)|. Seja Loo(2) a classe de equivaléncia
pela igualdade quase sempre das funcoes f : Q) — R mensurdveis e essencialmente limi-

tadas.

Seja [ fl| oo = supessyeal f(2)]-

Vemos que Ly (€2) é um espaco vetorial real normado com a norma || f|| zec-

Teorema 2.3.2. O espaco Lo(£2) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em L., (€2) e € > 0. Seja K, C Q
tal que f, é limitada em Q/K, e K, tem medida nula. Entao temos que K := |J K,
também tem medida nula (pois uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida

nula). Logo (f,)nen é uma sequéncia de fungdes limitadas em /K. Como f, — fin € Lo,
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existem N, ,, C € com medida nula tais que |f,(x)— fi ()| < | fo—fmllr. Y2 € Q/Nyp.
Entdo N := |J K,,,, também terda medida nula, e conseqiientemente M := N |J K terd
medida nula. Portanto temos que (f,)nen € uma seqiiéncia de fungoes limitadas em Q /M
e |fu(@) = f(@)| < |\ fo = fulloe, Yx € Q/M. Logo (fn)nen restrita a /M é uma

sequéncia de Cauchy em R. Portanto existe f(z) tal que f,(z) — f(z) uniformemente

em Q/]\4 € f =0em M. Logo SUpGSSerLf(x) - fm(x)| = SupessmEQ/M“C(x) - fm(x)| <€

para m grande. Com isto, concluimos que L., (£2) é completo.

Observe que a desigiialdade de Minkowski vale para p = co.

Vamos mostrar que a desigualdade de Holder vale para p = 1 e ¢ = oo. De fato

/ f - glde = / fl- lglde < / 1low - lgldz = 1]l - / gldz = Iflzlgllza, se
fe€Lyege L.

Proposicao 2.3.3. Suponha que vol(Q2) := / ldr <o el <r<s<oo. Sefel,
Q

entao f € Ly e [|f]lz, < (vol(€2)) . Se [ € Lo, entdo Im || f[|z, = ||f]lL.-
p—o0

Finalmente, se existe k € R tal que Vp € [1,00) temos que f € Ly, e | fllr, <k, entdo

f€ Lo e|fllrw <k

1_1
r s

Demonstracao. Se r = s entao a primeira afirmacao é ébvia. Seja r < s. Entao, pela
desigualdade de Holder, || f(x) |5, = 11+ f(2)l5, < £, - 1]}, " Entdo ||f(x)], <
| f (@)L, - (volQ)%_i. Logo a primeira afirmagao é vélida para o caso geral. Se f € L,

obtemos limsup ||f||z, < ||fllz... Por outro lado, Ve > 0 existe A C Q com medida

n

positiva tal que |f(z)] > (|flle — ¢) Vz € A. TLogo /Q () Pz > /A f(2)Pdz >

1
/(HfHLoo —)Pdr = (|| fllz.c —€)"-vol(A). Logo [[f[|z, = vol(A)r - ([ fllL.. —€) Ve>0.
A
Logo liminf || f||z, > ||fllz... Portanto temos lim | f||., = ||fl/z... Logo a segunda
n Pp—00

afirmacao estd demonstrada. Agora suponha que existe £ € R tal que V. p € [1,00)
temos | f||z, < k. Suponha que f ¢ L, ou que | f|z., > k. Entdo existem k; > k e
A C Q com medida positiva tais que |f(x)| > k; Vo € A. Analogamente ao argumento

acima, temos que liminf, ||f||z, > k1 > k, o que contradiz a hipdtese.
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2.4 Funcoes Localmente Integraveis

Definicao 2.4.1. Dizemos que um conjunto A estd compactamente contido em 2, e

denotamos por A CC Q, se A C Q e A é compacto como subconjunto do R™.

Definicao 2.4.2. Dizemos que uma funcao f : Q +— R tem suporte compacto em §) se

suppf :={x € Q; f(x) # 0} CC Q. O conjunto suppf € chamado de suporte de f. Sejam
CP(Q) :={f : Q+ R tal que f tem suporte compacto em 2 e € derivdvel até a ordem
p, com p-ésimas derivadas continuas } e CP(Q) == {f : @ — R tal que f € limitada e
derivdvel até a ordem p, com as derivadas continuas e limitadas }.

Definicao 2.4.3. Seja1 < p < oo. Seja L*(Q) = {f : @ — R tal que f € L,(A) VAcCC
Q, A mensurdvel }. O conjunto L'*¢(Q) é chamado de conjunto das funcdes localmente

integrdveis.

Assim como L;(), temos que L!°°() é um espaco vetorial real.
Note que L,(€2) C L(Q).

Proposigao 2.4.4. Se 1 < p < oo, temos que L,(Q) C LP¢(Q)

Demonstragdao. Seja f € L,(2) e K CC Q, K mensuravel. Vé-se que |/ f|, k) <
/1], Seja

X(I):{l se zeK

0 se ze€Q/K

x(x) é chamada de fungao caracteristica do conjunto K. Entao , pela desigualdade de

.. 1
Holder [1f(@) a0 = 1F@) - X@) a0 < 1yt - Izt < 1 lzyien - vol () < oc,

1,1
com - + = = 1.
p+q

]

Note que se f € LY(Q) e g € C>(Q), entdao f-g € f € L1(Q). Para tal, temos que g
é limitada, e portanto / f(z) - g(x)de = f(z)-g(x)dx < C - f(z)dx < oo.

Q suppg suppg

Teorema 2.4.5 (Dubois-Reymond). Se f € LY(Q) e /Qf(x).g(x)d:z: =0, Vg € C(Q),

entao f =0 quase sempre em ().

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em (ADAMS,1975) e (BRE-
71S,1983).
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2.5 Derivada Fraca

Defini¢ao 2.5.1. Seja a = (aq, ..., ) € N* um multi-indice. Definimos |a| == a; +

w+a, e Df(z) = o°lf

a7~ Definimos também o! = ail...,a,! e se B € outro
Ox{'...0xon

« a!
multi-indece tal que B < a, isto € B; < a; Vi € {1,...,n}, entao =
Hoeond <5) A (o)

com a+ [ :=(ag + B, ..o, an + Bn).

Convencionamos que se |a| = 0, entdo D*f = f.

Definigao 2.5.2. Sejam Q C R™ um aberto , o € R™ um multi-indice e f, g € L¥¢(Q).

Dizemos que g € a a-ésima derivada fraca de f em €2, e escrevemos
Df =g se [ 1) Dods = (<171 [ gla)-ola)dn vola) € (@)
Q

Se f for derivavel no sentido classico em €2, entao f é derivavel no sentido fraco.
Com efeito, para f € C1() e ¢ € C°(Q), usando integragao por partes, obtemos
/ o - = [ r@o@Vit@as - [ f@on@is = = [ @) (@ds. com

(Vl( ), . Va(z)) o vetor normal unitario exterior a 0f2. Aplicando repetidas

vezes este método, temos que se f é de classe C*(Q) e o um multi-indece tal que |a| < k,
entio [ f(a) Doa)ds = (-1 [ (o) o(a)d, ¥6(x) € C2(©).
Q Q

Lema 2.5.3 (Unicidade da derivada fraca). Uma a-ésima derivada fraca € inica, a menos

de um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Sejam f,h,g € L1°¢(Q) tais que D*f = g e D*f = h no sentido fraco.

Entéo (—1)l! / h(z) - ¢pdx = (—1) /g(x) -pdr Vo € C°(Q), e portanto [, (g(x) —
Q Q

h(z)) - ¢pdx, Yo € C(2). Entao pelo teorema 2.4.5, temos que h = g quase sempre em

Q.

Exemplo 2.5.4. Paran =1, Q = (0,2), u e v dadas por:

r se O<x<l1
u(zx) =
1 se 1<zx<?2

1 se O<ax<1
0 se 1<zx<?2
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! . ~ 7 - ’ . 7z .
Mostra-se que v = v no sentido fraco, mas u nao € derivdvel no sentido cldassico em

0,2).

Exemplo 2.5.5. Paran =1, Q = (0,2) e u dada por:

{x se O<z<l1
u(z) =

2 se 1l<x<?2
Mostra-se que ndo existe v € L¥°¢((0,2)) tal que v’ = v no sentido fraco.

A demonstracao desses dois exemplos encontra-se em (Evans,1998).

2.6 Espacos de Sobolev

Definigao 2.6.1. Sejam 1 < p < 0o e k € N. Entio W*P(Q) = {f : Q—R; f €
LE¢(Q) e Va multi-indice tal que |a] < k, Df existe e D*f € L,(Q)}. O conjunto
WHkP(Q) € chamado de espago de Sobolev. Se p =2, definimos H*(Q) := Wk2(Q).

Observamos que em W*P(Q) duas funcdes que sio iguais quase sempre sao conside-
radas como uma mesma fungao em WHP(Q), isto ¢, os elementos de W*P(Q) sdo classes

de equivaléncia de fungbes, assim como em LP(€2).

Proposicao 2.6.2 (Propriedades da derivada fraca). Sejam k € N, 1 < p < o0, f,g €

WHkP(Q) e a um multi-indice tal que |o| < k. Entdo:

1. D*f € Wk=lelp(Q) e D¥(DPf) = DB(Df), V3 multi-indice tal que ||+ |3| < k.
2. VAXER temos - f +g € WFP(Q) e DA(\- f+g) = \- Df + D?%.

3. Se U C Q, U aberto, entio f € WkP(U).

4. Se (€ CX(Q), entdo ¢+ f € WF(Q) e D(f-() =) (O‘) DP¢- D Pf (férmula
BLa

de Leibniz).
Demonstracdo. 1. Seja ¢ € C°(Q2). Entao temos que D¢ € C°(£2), V3 multi-indice.
Se |8] < k—lal, entdo / D f(x)- D gda = (—1)l. / f(z)-D*(DPg)dx = (—1)°.
Q Q

/ f(x) D gdz = (—1)lrHlerdl. / D f(x) - gda = (~1)7- / D f(x) - ¢d.
Q Q Q
Logo, DPD° f existe e D’D*f = DS+ f. Logo, D*f € Wk~lalr(Q),
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/D“)\ f+g) ¢de = (—1)ll. /(/\-f+g) Ddx = X - (—=1)ll. /f D%¢pdx +

(=1l / g-D%dx = /(A -Df + D%) - pdx Yo € C;°(12). Pelo teorema 2.4.5
Q Q
temos A\ - D*f + D%g = D*(\- f + g) quase sempre.

3. Seja U C Q, aberto. Logo D*f € L,(2) C /f - D%pdr = (— )'al
/ g(z) - pdr V¢ € C(U). Portanto, f € WhP(U).
U

4. Vamos usar indugio sobre |a|. Sejam ¢,¢ € C>°(Q). Entao ¢ - f € Li*¢(Q). Seja
ol = 1. Batio | ¢-f-Ddz = [ f-D"(C-0)=-0-D°Gde = (<1)° [ (D"p)-c:
Q Q

pdx— /f ¢-D*Cdx = (—1)l. /(Daf)-c‘aﬁ—i—f-qb-DaCda: pois |a] = 1. Observe que

(D°f)- G+ f-D*C € Ly(©). Togo D(f-0) = (D)-C+f- D" = Ty @) 23

D> Pf. Sejal < k. Suponha que a férmula de Leibniz vale para |w| < [ e toda fungao

¢ € C(Q). Seja v um multi-indice tal que |a| = [+ 1. Escolha multi-indices [ e

taisquea =fB+vyel|fl =1 |y =1 Logo/C-f-Do‘qbda::/C-f-DﬁDV(bdx:
Q

. /Z( ) (D¢ - DP=7f) - DV¢dx = (—1)1PHhl. /;( )DV (D¢ -

o<pg

DO f)-pda = (1)l /Z

o<p

/;( ) (D7*7¢-DO0 f)-da+(—1)- /Z

o<p

5
D¢ DB—(o— "’f -pdx—+(— \al
[z () e 5

o<pg
1yl s 6. DO Y b+ (— 1)1 - B\ (pec. pe-opy.
() /QZ(U_V)(DCD £)-odz +(-1) L;(U)wcz) )

o[ (Yoo )-()-()

Logo temos o desejado. Para verificar a tltima afirmacgao, basta notar que se v; = 0

entao ( b ) + (ﬁl> = <&i> + (ai> =2 <ai) , esey; = 1 entao ( b ) +
0 — i 0; 0; 0; o; o —
O-6)(0)-0)
Ti oi — 1 ai o

Teorema 2.6.3 (Espaco de Sobolev como espago de fungoes). Seja k € N, 1 < p < oo.

( ) (D7D [+ D7C- D7 ) = (~1)\°!-
( ) (D7¢-D* f)-¢du = (=1)l-

( ) (D7¢-D*7 f)-pdx =

]



2.6 Espacos de Sobolev 27

Entdo, W*?(Q) é um espago de Banach com a norma dada por

1
(OO IID*fIE)» se 1<p<oa
|| <k

> D fllre,  se p=o0

la|<k

1f e =

Demonstragdo. Pela proposicao 2.6.2, item 2, sabemos que W*P(Q) é um espaco vetorial

real. Vamos mostrar que || f|/y»» é uma norma. De fato, seja f,g € W*P(Q) e XA € R.
~ 0% 1 « 1
Se 1 < p < oo, entdo [A- fllwee = (X IIDN- fIlF,)7 = (AP > ID*fIlE,)7 =
|| <k o<k
1
A+ || fllwes. Claro que || fllwes > 0. Se || fllwrs = 0 entdo (Y [[D*f|[} )» = 0. Tomando
lal <k
la| = 0, obtemos que || f||z, = 0, o que resulta em f = 0 quase sempre em 2. Usando
a desigualdade de Minkowski, obtemos que ||f + g|lwrr = (Z | D*(f + 9)”12,,)”% <
la| <k
1 N 1 o 1
O UD* Dy +ID“ D2, )7 < (O IDIE)F+ (D I1D%(g = [[fllwes +
o] <k la| <k o <k
llgllwre. Portanto, W*P(Q) é um espaco vetorial normado. Resta mostrar que W#?((2)

’U»—A

é completo. Seja (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em W*P(Q) e € > 0. Entao, existe
I € N tal que | f, — fsllwes < € se 7,5 > 1. Logo, temos que |D%f, — D%f,||,, <
| fr — fsllwre < €ser,s > 1 e portanto (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em L,(€2).
Como L,(€2) é completo, existem h, € L,(2) tais que D*f,, — h, na norma de L,(€2).
Em particular, tomando |a| = 0, temos que f, — h na norma L,(€2). Agora vamos

mostrar que h € W*P(Q) e que D*h = h,. De fato, seja ¢ € C>(£2). Entao /h(x) .
Q

DY¢(x)dr = lim [ f.(x) - D*¢(x)dx = lim (—1)1° . /DO‘ (z)dx = (1) .
n—oo 0 7’L—>OO
/ha(:c) - p(x)dr Vo(x) € C°(Q). Logo D*f = h,. Entdao D*f, — D*h na norma
Q
de L,(Q2), V|a| < k, a muiti-indice, de onde conclui-se que f,, — h em W*P(Q). O caso

p = oo ¢é andlogo.

Temos que H*(Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

(o) = Y [ D°f@)- D g(ats

la|<k

Definigao 2.6.4. Seja WFP(Q) o fecho de C°(Q) em WHP(Q). Seja HE(Q) = Wk2(Q).
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Portanto, f € WFP(Q) se, e somente se existe (f,)neny C C°() tal que f, — f na
norma de W*P((Q).

Observe que WF?(Q) também é um espago de Banach e H*(Q) um espaco de Hilbert

com a norma induzida de W*?(Q) e denotada por || - [|,x» € || - || zx respectivamente.

Definicao 2.6.5. Dizemos que uma funcdio f € Wfoi(Q) se f € Wkp(U), YU aberto tal
que U CC Q). Escrevemos f, — f em WEO’Z(Q) se fo— f em WEP(U), YU aberto tal que
U cC Q. Também denotamos W,72(Q) por HE, ().

Teorema 2.6.6. Seja H*(Q) o dual topolégico de HX(Q). Se u € H™ ), entdo
existem fo, ..., fn € La() tais que u(f) = /fof + ZfiDaifd:U, Vf e HXQ), com
Q i=1
=(0,0,...0,1,0,...0), isto € a; = e;.

Demonstragdo. Como H!(Q) é um espago de Hilbert, pelo teorema da representagao
de Riesz, existe tnico h € HX(Q) tal que u(f) = (f,h) Vf € HXQ), isto é u(f) =
o Z|a\§1 Dh - D*fdx, Vf € H}(Q). Escolhendo fo = h e f; = D*h, obtemos u(f) =

/Qfof + Z f[iD¥ fdx,Vf € H:(Q).
=1

Definindo ||V f(2)|z, := Z | fo: I
IfIIZ,)7-

7,)7+ podemos escrever || fllwir = ([Vf(2)[7, +

Proposigao 2.6.7. Seja C R™. Considerando a sequinte norma em WHP(Q):

) ZHDafHLp se 1<p< oo
A = ] i

max||D fllo. se p=o0
|| <k

Temos que HfHWkp e || fllwes sdo normas equivalentes em WEP(Q).

~ k, , ’ ,
Demonstragio. A prova de que || f||"""" é uma norma em W*? é andloga a prova de

que || f|[wrs é uma norma em WP, Se 1 < p < oo, entdo || f|""" = Z \D“fllz, =
la|<k
1 1 N 1
(2 1D lle,)?)" < (2 max D7 fle,)»)" < €+ (3 (1D flls,)7)" = C - || lwes,

181<k
lal<k la|<k la|<k

1 1
para algum C > 0. Também || fllwer = (32 ID°FI,)7 < (3 (max 1D 1,5 < e

lof <k o<k =
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Z 1D flz, = || fIV* para algum ¢ > 0. Portanto || f||""" e || f|l#» sd0 equivalentes.
la|<k
O caso p = 0o ¢é similar.

]

Definigao 2.6.8. Sejam ©Q C R", aberto e f € LE¢(Q). Seja U cC Q ek € R tal
ke.) —

que 0 < |k| < dist(U,00). Definimos DFf(z) = fla+ 6];) f(x); Ve € U, Vi e

{1,2,...,n}. A fungdo DFf é chamada de quociente de diferencas de u. Definimos ainda

DFf(x) := (D1 f(2), ... Dy f(2))-
Lema 2.6.9. Sejam Q0 C R", aberto e f € L¥¢(Q). Seja U CC Q e k € R tal que
0 < |k| < dist(U,09). Seja g € C*(U). Entao:

1. D¥(f - g)(x) = f(x) - Dig(x) + DI f(x) - g(x + key).
/D )dx——/gf(x)~Di g(x)dx.
fo(z + kei) — fg(x)

Demonstracao. Para a primeira afirmacao, temos: Dk fo(x) = i =

fo(x + kei) — fg(x) + f(@)g(x + kei) — f(x)g(x + kei)  fz)(g(z + kei) — g(x))

k k
oo+ Relte ke = I _ 0y Dhg(a) + DEF(2) - oo+ e,
Para a segunda parte, observe que: /D’-“f( / fle+ kel f(z) .
Q
otk f(2) B f( f@)
dx—/ (x)dx / —/UH%Z ’ g(x—ke;)dx — /
( )dz. Seja x € Q/(U+kez), entao temos que x — ke; € Q/U, e portanto g(z — ke;) =
Logo / @) - g(x — ke;)dx = M g(x — ke;)dx. Entao, / DFf( g(m)dw =
U+ke; k
Qﬂk) g(x—kei)dx—/[]f(;) /f —g(x—ke;) dx:—/gf(x)
D;*g(z)d.
[

Proposicao 2.6.10 (Quociente de diferencas e derivada fraca). Seja @ C R", aberto.
Entao:

1. Sel<p<ooefeW(Q). Entao, para cada U CC Q e 0 < |k| < dist(0Q,U)
temos que D} f € Ly(U) e | Df fll1,w) < lfaill L,

2.8el1<p<oo,UcCcQ, felL,U), Dif € L,(U) e existe uma constante C tal
1
que | D} f|lr,@) < C VO < |k| < dzst(@Q U). Entao, f., existe, f,, € L,(U) e
[ fallzp0y < C-
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O resultado anterior continua véalido para i € {1,2,...n — 1} se tomarmos ) =

B°(0,1) N{z, >0} e U = B°(0, 3) N {z, > 0}.

A demonstracao da proposigao acima pode ser encontrada em (EVANS;1998) e (RE-
NARDY,1992).

Definicao 2.6.11. Seja @ C R™. Dizemos que 05 € de classe C* se Vxy € 0N, emiste
r>0evy: R = R, v de classe C*, tal que, reorientando e renomeando 0s eizos
coordenados, se necessdario, temos Q N B(xg,r) = {x = (21,...x,) € B(xg,7); x, >
V(@1 ot 1)}, Temos que O é de classe C™ se O € de classe C* Vk € N, e 99 ¢

analitica se v € analitica.

Sejam 0N de classe C', 2y € 9Q e r e v como na definigdo. Sejam ®(zy,...z,) =
(1, e p1, Ty — Y(T1, o Zn1)) € V(Y1, - Yn) = (Y1, -Yn-1,Yn + YY1, ... Yn—1)). Observe
que ()t = ®. Vé-se também que detJ () = detJ(®) = 1.

Seja 0N de classe C'. Entao existe uma medida de superficie induzida sobre 02
do R""!. Definimos L,(9Q) como a classe de fungoes f : 9Q — R mensurdveis que na
poténcia p sao integraveis.

Seja CP(Q) := {f € CP(Q) tal que V|a| < p, D*f é uniformemente continua em sub-

conjuntos limitados de 2 }. Se f € CP(12), entdo D*f pode ser estendida continuamente

para €, V|a| < p.
Teorema 2.6.12 (trago em WP). Seja Q C R", limitado e OQ de classe C'. FEntao
existe um operador linear limitado T : WHP(Q) — L£,(09Q) tal que

1. T(f) = flao se f € WP(Q)NC(Q)

2. Existe k = k(p,2) tal que ||T(f)||Lp(8Q) <k-|[fllwie VfE€ Whp(Q).

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em (EVANS;1998).
A fungao T'(f) é chamada trago de f na 0f.
Teorema 2.6.13 (trago zero em W1P). Seja Q C R", limitado e OQ de classe C'. Seja

f e WhP(Q). Entio f € W}P(Q) se e somente se T(f)(z) =0 ¢.s. na 99.

Se f € WIP(Q), entao existe (f,)nen C C tal que (fy)neny — f nanorma de W1P(Q).
Pelo teorema do traco, temos que T'(f,) =0 Vn € N. Como T é um operador linear

limitado, temos que T'(f) = lim T'(f,) = 0.

A demonstrac¢do completa do teorema acima pode ser encontrada em (EVANS;1998).
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3 Particoes da Unidade

Lema 3.0.14. Dado Q2 C R"™, Q aberto, existe uma sequéncia de conjuntos compactos

(K;)ien em R™ tais que K; C int(K;, 1), Vi €N, e U K, = Q.
i=1
Demonstragio. Seja K; = {x € R";B°(z,1) C Q} N {z € R"|z| < i}. Temos que
K; é limitado. Vamos mostrar que K; é fechado. Observe que {z € R";|z| < i} é
fechado. Seja zop € R"/{z € R*; B°(z,1) C Q}. Logo existe y € B°(zo,1)/Q. Seja
6 = 1 —d(wo,y) e z € B°(x0,6). Entdo d(y,z) < d(y, o) + d(xo,2) < %, e portanto
B°(x0,6) C R"/{x € R"; B°(z,1) C Q}. Entdao R"/{z € R"; B°(x,1) C Q} é aberto e
{z € R"; B°(x, %) C Q} é fechado. Entao K; é compacto. Observe que U K; C Q. Sejam
i=1
z€Q,n>0ei €N tais que B(z,n) C Q e max{i,|z||} <. Entao B°(, %) CQe

[ee]
||| < o, e portanto z € K;,. Concluimos que U K; = Q. Falta mostrar K; C int(K;,1).

i=1
Sejam z € K;, k = min{3, Z(Z%l)} ey € B°(x, k). Entao [ly|| < |lz]|+& < ||z]|+5 <i+1.
Seja z € B°(y, 77), entdo d(z,2) < d(y,x) +d(y,z) < k+ 77 < ﬁ + 05 =1

Logo z € B°(z,§) C Q. Portanto B°(y, #7) C Q. Logo B°(x,k) C K1, e portanto
r €int(K;11) VreK;.

]

Lema 3.0.15. Dado {Q;}ic; uma cole¢ao de subconjuntos abertos do R™ e UQz = Q.
icl
Entao existe uma sequéncia de bolas abertas (Us)ieny do R™ tais que:

o0

1. U U, = Q.
=1

2. Vj €N, existe | € I tal que U; C €.

3. Para cada compacto K C Q, temos K NU; = (), exceto para uma quantidade finita
de v € N.
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Demonstragao. Seja (K;)ien a sequéncia do lema 3.0.14 para Q. Seja Ko = 0 e M; =
K1 /int(K;), Vi € N. Note que M; N K;_y = (), pois K; 1 C int(K;). Vamos mostrar

que UMl = Q. Sejax € Q) = UKZ" Logo existe o menor i, tal que z € K;,. Entao
i=1 =1

x € M;,—1 pois x ¢ K;,—1, (pela minimalidade de iy). Logo © C U M;. A outra inclusao

=1
é trivial. Seja x € M;, entao existe [ € I tal que z € Q. Como € e R"/K; 1 sdo

abertos e x ¢ K;_1, existe 6 > 0 tal que B°(x,0) C ; e B°(x,0) N K;—; = (. Note que
cada M; = K;11 N (R"/int(K;)) é compacto. Note também que {B°(x,d(x));x € M;} é
uma cobertura para M;. Portanto existe uma subcobertura finita, isto é, existe F; C M;,

finito, tal que M; C U B°(z,0(x)). Seja F = U2, Fi, que é enumeravel. Portanto
TEF;
{B°(z,0(x));x € F} é uma colecao enumeravel de bolas abertas que cobre §). Vamos

denotar estas bolas por (U;);ey. Como vimos, Vj € N, existe | € I tal que Uj C .

temos também que UUi = (). Resta mostrar o item 3, Seja K C ), K compacto.
i=1
Logo existe m € N tal que K C K,,, pois (int(K;));eny é uma cobertura para K, e
p

como K ¢ compacto, existem i, .., 7, tais que K C U int(K;;) C K&E‘E( {i
=0 <j<p

B°(z,0(z)) N K,, C B°(x,6(x)) N K;—1 = 0 para € M, e i > m. Portanto K NU; = 0,

exceto para uma quantidade finita de i € N.

3 Note que
J

O
Lema 3.0.16. Seja y € R™ e § > 0. entdo existe uma funcio v € C®(R™) tal que

P(x) >0, Vo € B°(y,0) e v(x) =0, Vo ¢ B°(y,0).

Demonstracao. Seja g : R — R dada por:

0 se t<0
g(t) = -1 , .
et caso contrario

Temos que g(t) >0set>0ege C°R).

Seja ¥(x) = g(1 — ”:”5—21’”2) Como || - [|? : R® — R é uma fungao de classe C™ (pois
¢ uma funcdo polinomial), temos que ¢ (z) € C*(R™). Note que se x € B°(y,§), entao
Y(z) > 0esex ¢ B°(y,0) entdo 1p(z) = 0.

O

Teorema 3.0.17. Sejam {$}1e; uma colegao de conjuntos abertos do R™ e Q) = UQZ‘

lel
Entao existe uma sequéncia {¢;}52, de fungoes com as sequintes propriedades:
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1. cada ¢; € C°(R™) e anula-se fora de um subconjunto compacto de €, para algum
l=1(i)el

2. Para cada subconjunto compacto K de ), ¢; = 0 sobre K para todos os j € N,

exceto para uma quantidade finita.

3. Para cada j € N, 0 < ¢;(z) <1 ‘v’xER”eZqﬁi(x):l Vo € Q.

Demonstragao. Seja (U;)2, a sequéncia de bolas abertas do lema 3.0.15. Para cada Uj,

seja 1;(z) dado pelo lema 3.0.16. Logo ¢;(z) > 0, Vz € U; e ¢;(x) = 0, Vo ¢ U,. Seja

K C € um compacto, pelo lema 3.0.15 apenas uma quantidade finita de U; tem intercesao

nao vazia com K. Portanto sz ) estd bem definida e é de classe C*(R").

Além disso, ¥ (z) > 0 se z € . Seja

Yi(z)
bi() = () se x €€
0 se X ¢Q

Temos que (¢;)$°, tem as propriedades desejadas.

O conjunto {¢;}°; denomina-se partigao de Q subordinado a cobertura {2 }e;.

Corolario 3.0.18. Sejam K C R", K compacto, e U C R", U aberto e limitado tal
que K C U. Entio existe ¢ € CP(R™) tal que ¢ = 1 sobre K, ¢ = 0 sobre R"/U e
0<¢(zr) <1 VaxeR™

Demonstragao. Considere a cobertura de R™ consistindo de {U,R"/K}, e a partigao de

R™ subordinado a esta cobertura. Logo, pelo teorema 3.0.17, existe {¢;}5°, C COO(]R”)
que anula-se fora de um subconjunto compacto de U ou R"/K, 0 < ¢;(z) < 1, Z oi(z) =

1 Vo € R" Vj € N, e para cada subconjunto compacto M, ¢; = 0 sobre M exceto
por uma quantidade finita de j € N. Portanto ¢; = 0 em K ou ¢; = 0 em R"/U. Seja
o= ¢;talquep=0em K e¢p=> ¢ tal que ¢ =0 em R"/U. Logo ¢ é a funcio

desejada.

]

A fungao ¢ assim constituida é denominada um funcao de corte com relacao ao

conjunto compacto K.
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Corolario 3.0.19. Sejam U,V C R", abertos, tais que V CC U. FEntao, existe uma

funcao de corte ¢ tal que:

1 se eV
o(z) = , 0<o <1
0 se zeR"/U

Demonstracdo. Tome K :=V e aplique o corolario 3.0.18.

[]

Tomando U,V, Q C R", abertos, tais que V CC U CC {2, e aplicando o corolario

3.0.19, vemos que a o conjunto C§°(£2) estd bem servido de funcoes de corte.
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4 FEquacoes Lineares FElipticas

4.1 Operadores Elipticos

Seja (1 C R", Q) aberto e limitado. Consideremos o seguinte operador diferencial

parcial linear de ordem I:

L(z,D) =) aa(z)- D*(")

o<l

cujos coeficientes a,(x) sdo fungoes reais definida em €2 e € N” multi-indice. A parte

principal de L é o operador formado apenas pelas derivadas de ordem [, isto é:

Lo(z,D) =) aa(z) - D(")

laf=l

Associado a L, consideremos o seguinte polinomio homogéneo em £ = (1, ..., &,) € R™ de

grau [:

Lo(z,€) = ) aa(x) - €

laf=l

Definicao 4.1.1. Dizemos que L € eliptico em xy € Q se L°(xo,§) # 0, V€ € R /{0}.

Lema 4.1.2. Se um operador diferencial parcial L de ordem [ € eliptico em xog € 2, n > 1,

entdo | € par (1 =2-k) e & L°(xo,§&) assume apenas um sinal para £ # 0.

Demonstragao. Por definigao, temos que & — L°(zg, &) é continuo e assume 0 para £ = 0.
Suponha que existam &; e & tais que L°(xg,&1) < 0 e L°(x, &) > 0. Considere uma curva
continua T ligando & a & que nao passe pela origem. Pela continuidade, L°(xy, T) passa
pela origem, o que é uma contradigao. Segue que L°(zg,€) e Lo(xg, —&) = (—=1)!- L°(z¢, §)

devem ter o mesmo sinal, o que mostra que [ é par.
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Em vista deste resultado, iremos usar a seguinte definicao restrita de operador eliptico.

Definicao 4.1.3. Seja Q) C R”, Q) aberto e limitado. Dizemos que um operador diferencial
parcial L(x, D) = Z ao(x) - D*(+) € eliptico em §) se:

lal<2k

(D)% ) aa(r)-£* >0, Vo € Q, V¢ € R"/{0}

|a|=2-k

Dizemos que L é uniformemente eliptico em () se existe § > 0 tal que:

(D ) aa(w) - €5 > 0)*F, VE R, Y € Q

|a|=2-k
Temos que todo operador uniformemente eliptico é um operador eliptico.

Os operadores lineares negativo do Laplaciano ( —A = —0,,4; — ... — Oy, z,,, Ordem 2)

e biharménico (A2, ordem 4) sao uniformemente elipticos com 6 = 1.

Definigao 4.1.4. ! Dizemos que um operador diferencial parcial linear complexo L (isto
é, 0s an(x) assumem valores complero) é fortemente eliptico em § se eziste uma fung¢do

v : Qi C tal que Re(v(x) - L°(x,€)) > 0, V¢ € R*/{0}, Vz € Q.

L € fortemente uniformemente eliptico em ) se existem v : Q2 +— C e 8 > 0 tais que

Re(y(x) - L°(x,€)) > 0[¢]', V€ € R™, Vo € Q.

L ¢é propriamente eliptico em Q se | for par (I = 2-k) e se o polinomio em t,
Lo(x, & +t-pn), para cada v € Q e para cada par de vetores & pu € R"™ linearmente
independentes, tiver k raizes com parte imagindria positiva e k raizes com parte imagindria

negativa.

Note que todo operador real eliptico é fortemente eliptico e que todo operador real

uniformemente eliptico é fortemente uniformemente eliptico. Basta escolher v = (—1)*.
n
Um operador de segunda ordem no espaco n dimensional da forma L = Z i,j ()00, +
ij=1

Z bi(x)0,, +c(x) é uniformemente eliptico em (2 se existe 6 > 0 tal que €7 A(x)-€ > 0[€)?,

i=1
V¢ € R". Aqui A(z) é uma matrix n,n com componentes —a;;(z).

10O interesse nos operadores fortemente elipticos provém do fato que foi para eles que primeiro se
estabeleceu uma teoria geral do problema de Dirichlet, a chamada teoria de Garding. Posteriormente,
provou-se que o problema de Dirichlet é bem posto na classe mais geral dos operadores propriamente
elipticos. Essa classe é também adequada para o tratamento de outros problemas de fronteira.
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Para a discussao de existéncia e regularidade de EDP, é conveniente colocar os ope-

radores numa forma para o qual seja mais conveniente a integragao por partes.

Definicao 4.1.5. Dizemos que um operador L estd na forma divergente se existem fungoes

Uy = 2= R tais que

L, D)= (=1)°D (a5, (x)D"(-))

0<|ol,|v[<k

Um operador na forma divergente é eliptico se e somente se Z %, () - &7 >0,
lol,lvI=k
Vo € Q, V¢ € R*/{0}, e é uniformemente eliptico se e somente se existe § > 0 tal que

N Cagy(r) € >0 |6, Vo € Q, VE RN

|o],lv|=k
Se os coeficientes a, de um operador linear forem suficientemente suaves, entao po-

demos colocar o operador na forma divergente (veja (RENARDY,1992)).

Definicao 4.1.6. Sejam Q C R™, Q aberto e limitado, com fronteira I';, L um operador
diferencial parcial linear e f uma funcao real. O problema de Dirichlet é a sequinte EDP

com condi¢ao de contorno:

Lu=f em

u=0emD

Daqui em diante vamos considerar apenas os operadores uniformemente elipticos na

forma divergente.

Definigao 4.1.7. Sejam Q C R™, Q aberto e limitado, com fronteira T', e f € Cy(Q).
Uma fungdo u € CFF(Q) N C2F1(Q) ¢ dita uma solugdo cldssica para o problema de

Dirichlet se:

Lz, Dyu(x) = Y (=1)7D%(ag,(2)D u(z)) = f(x) em Q

0<|ol,|v[<k

D=0 em T, para |o] <k —1

Uma das mais importantes idéias da analise moderna ¢ de que se quisermos garantir
a existéncia de solugao de um problema, é conveniente procura-la em um espago maior

apropriado.
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Definigao 4.1.8. Sejam Q C R™, Q aberto e limitado, com fronteira T', e f € Ly(Q).
Uma fungio v € H**(Q) N H(’)“(Q) € dita uma solucao forte para o problema de Dirichlet

Se

L(z, D)u(x) = Z (=)' D% (a6 (x) DVu(x)) = flz) em Q.

0<|ol,|vI<k

Se u é uma solucao forte, entao Vo(x) € C5°(£2), temos que:

/Q F(2)d(z)de = / L(z, D)u(z)d(x)dz = / S (1) D (g () D)) )l =

20<|o] lyI<k

/Q > (ton(x)Du(x))D7($(x))da.

0<|ol,lvI<k

Por densidade, temos que

/Qf(a:)v(as)das:/Q Z (G~ (z)DVu(z)) D% (v(z))dr ¥ v(z) € HE(Q)

0<|ol,|vI<k

Defini¢ao 4.1.9. A forma bilinear B|-,-| associada a um operador linear eliptico diver-

gente é:

B, ] = / S on(@)DY()D()da

0<lo],lvI<k

Definigao 4.1.10. Sejam Q2 C R™, Q aberto e limitado, com fronteira T', e f € H *(Q).

Uma fungdo u € HE(Q) € dita uma solugdo fraca para o problema de Dirichlet se
Blu,v] = f(v) Yve HE Q)
Se k =1, isto é, se o operador é de segunda ordem, temos que a solucao fraca para

f € Ly(Q) é dada por Blu,v] = / fvdz, Yv € HY(Q).
Q

Daqui em diante consideraremos apenas operadores lineares uniformemente elipticos

na forma divergente de segunda ordem e f € Ly(12).

Observe que se u ¢ uma solucao fraca para o problema de Dirichlet e I' € C*, entao

pelo teorema 2.6.13 temos 7'(u) = 0.

Neste caso, podemos também estabelecer o seguinte problema:

Lu= fem ()

u=gem]I
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Dizemos que u € H'(2) é uma solugio fraca se Blu,v] = (f,0)r,y Yv € Hy(Q) e
T(u) = g. Neste caso, seja w € H?*(Q) tal que T(w) = g e U solugao fraca da EDP
Lu=f—Lwem Qeu=0emII. Entao u := w4+ w é a solucao do nosso problema

original.

Como a EDP
Lu= f em ()

nao impoe restrigoes em I, dizemos que u € H'(2) é solugao desta se
Blu,v] = (f,v)1,@), Yv€ H ().

4.2 Existéncia de Solucoes

Para o operador diferencial uniformemente eliptico de segunda ordem na forma diver-

gente:

L:—Z(aZJ —i—Zb )0, + ().

Assumiremos que a; j,b;, ¢ € Loo(€2), V0 < 4,5 < n. Também assumiremos que a funcao
f € Ly(f2) no problema de Dirichlet. Portanto as integrais anteriores estao bem definidas
para v € H}(Q) e u € H'(Q).

Teorema 4.2.1 (Estimativa para a energia). Eristem A\,w >0 e~y >0, tais que:

1 |Blu,v]] < A flulluy) - vl Vv € Hg(Q).

2. w- HuH ) < Blu,u] + - ull7,q Yu€ Hy(®).

Demonstragdo. Seu,v € H} (), entao |Blu,v]| = ‘/ Z Qg jUg, Ve; + Z biuz, v + coudzx

7.] 1 ’L 1
/ Z |ai ;[ ug, ng‘+2‘b ||z, [|v]+]cl[v]uldz < Z ”awHLoo/ |Ua, Ux;H‘Z”b [
1,j=1 1,7=1
/ kg ]+ el . / olfulde < 3 fa o / |Vu||Vv|+Z||b||Lw / Vo] + el -
3,7=1

/|v||u\da:<>\ (/\VuHVvH—/|Vqu]+/|vHu]dx> com A, —max{z laisllo. |

7,7=1
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n
Z 10il| o el 2o, p- Agora usando a desigualdade de Hoélder, obtemos |Blu,v]| < A, -
i=1
IVulle, IVollz, + [IVullllollz, + llullz.llvllz,) < A~ (lullggllollmg) com A >0, pois os
coeficientes do operador L associado a B nao sao todos iguais a zero quase sempre, pela

condicao de elipticidade. Portanto 1 esta provado.

Vamos provar 2. Usando a condicao de elipticidade uniforme, obtemos que existe § > 0

tal que 0|Vu|* < Z i jUg; Uy, Vo € §). Portanto 0/ |Vul?dr < / Z i, Uy U, T =
Q Q-

1,j=1 1,j=1

/ Z bitly, U + cu’dx
Q=1

/|Vu||u|+||c||Loo-/ u*dz. Usando a desigualdade de Cauchy com e, obtemosﬁ/ |Vul*dz
Q Q Q
- 1
< Blu,u+Y y|bi||Lw-(e-/ |Vu|2+—/u2>+||c||,;oo~/ w2dz. Bscolha € > 0 tal que
i—1 Q 4-€Jo Q

- 0 0 —
> Il < 5 Logo [ [VuPde < Bluu + 3+ [ [VuP+F [ el [ oo
2 Q 2 Q Q Q

=1

Blu, u) —/ Zbiuxiu—i—chd:p < Blu,u]+
€ =1

< Blu,u]+ ) |Ibillz.. -
i=1

n
16:] £
1

de k = =
onae 1e

— 7
k=k+|cl. + 5 Escolhendo v =k >0 e w = £ > 0, obtemos o resultado.

0
Portanto 3 / Vul? + |u|*dr < Blu,u] + k - /uzdx onde
Q 0

]

No caso L = —A, pode-se verificar que o teorema acima vale para v = 0. De fato,
pode-se provar que vale vy =0se L = — Z (aij(7)0s,)e; + c(x) com ¢ > 0 em 2. Para

ij=1

maiores detalhes, veja (EVANS,;1998).

Teorema 4.2.2 (Primeiro teorema de existéncia para solucoes fracas). Fziste v > 0 tal

que se p >y e f € Ly(2) entdo o problema de Dirichlet

Lu+pu=f em 2

u=0emTl
tem unica solucdo fraca.

Demonstracao. Sejam 7 e w como no teorema anterior. Sejam p > v e L, :== L+ pu, que é
um operador diferencial parcial uniformemente eliptico. Além disso w-[|ul|gz < Blu, u]+7-
[ul|7, < Bulu, u]. Pelo teorema anterior, existe a > 0, tal que |By[u, v]| < allul| g [|v]| g

Logo B satisfaz as hipéteses do teorema de Lax-Milgram.
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Seja f : H(Q) — R dado por f(v) = (f,v)z,. Claro que f é um funcional linear.
Também |f(v)] = [(f,v)1,| = |/fvdx| < /|f||v|d:v. Aplicando a desigualdade de
0 Q

Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, obtemos |f(v)| < || f|lz,|lv|lz,. Portanto f é limitado.
Logo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe tnico u € H(Q) tal que B,[u,v] = f(v) =

(f,v)L,, Yv € H}(Q). Portanto, u é a tinica solugao fraca do problema de Dirichlet.

[]

Pela observacao anterior, ficou provado a existéncia e unicidade de solucoes fracas
n

para operadores do tipo L = — Z (@i jOp,)z; + ¢ com ¢ > 0, em particular o negativo do
ij=1
Laplaciano.

Usando teoria de operadores compactos, pode-se obter o seguinte teorema ( veja
(EVANS,1998) e (RENARDY,1992) ):

Teorema 4.2.3 (Segundo teorema de existéncia para solugoes fracas). Precisamente uma

das sequintes afirmagoes ocorre:

1. Para cada f € Ly(QY), existe tinica solugao fraca u do problema

Lu=f em

u=0emT.

2. Existe uma solugao fraca u nao identicamente nula do problema homogéneo

Lu=0em\

u=0emT.

A dicotomia acima é chamada de alternativa de Fredholm.

A teoria de existéncia acima é estendida de modo andlogo para solugoes complexas,

com as seguintes definigoes:

Yu,v € HY(), u e v assumindo valores complexos, (u,v)r, = /u.ﬂ , (u, vy =
Q

/ VuV7v + uvdz e Blu,v| := / Z i Uz, Uy, + Z ;. Uy, U + cuvdz.
Q Q]

i,j=1 i=1
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4.3 Regularidade no Interior

Teorema 4.3.1 (Regularidade H? no interior). Suponha a;; € C*(Q) N Loo(R2), biyc €
Lo(Q) e f € Ly(Q). Seja u € HY(Q) uma solugio fraca da EDP eliptica de sequnda

ordem na forma divergente
Lu=f em Q)
Entio uw € H?,,(Q) e para cada aberto U CC S, temos

[ull 2wy < C - (1 lla) + [l o)
cujo C = C(Q, L,U).

Demonstracao. Sejam U aberto, tal que U CC €2 e V aberto tal que U CC V CC (.

Seja ¢ uma funcao de corte, isto é, uma fungao de classe C>(£2) que satisfaz:

(=lemU,(=0emR"/V

0<¢<1

Como u € H*(2) é uma solugao fraca das EDP, temos Blu,v] = (f,v)1,, Vv € H}(Q)
e, portanto Z / Ui jUg, Vg, AT = /fudm onde f = f — Zblux — cu. Vamos estender
Q Q

ij=1 i=1
u a todo R” tal que u(z) = 0 se x ¢ 2. O mesmo seja feito para os a; j(x). Sejam h € R

tal que 0 < |h| < dist(V,00) e k € {1,...,n}. Escolha
vi=—D;"((*Dju)

;—21 (C(z — heg)[u(z) — u(z — hey)] — C(z)[u(z + hey) — u(x)]), e as funcdes
((z — hey,) e {(x) anulam-se proximo a 99, temos que v € H} ().

Como v =

Sejam

n
A= E /ai,juxivmjd:c
Q

ij=1

B .= /Q?vdx

Vamos primeiro fazer uma estimativa para A. De fato, pelo lema 2.6.9 temos:
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A= Z/amu%v%dx— Z/amu% "(¢2Dy u))e;dr =

2,j=1 7,7=1

Z / ai jug, (— Dy (¢ D), ) )de = Z/ Dl (a; jus,)) (¢ D), da

4,j=1 3,j=1

EZ/ZJm% (D), + (Dlas a2 D) do =

i,j=1

> [ oty (Dl (Dl )6+ (Db JPE2G,, + (Dl (D, )6+

2,7=1

(Dl}clai,j)uxi (DZU’)2CC$] }de‘,

onde w"(z) = w(x + hey).

Sejam

Ay = Z/ al',(Dpug, ) (Dpug, ) Cdx

3,7=1

Ay = Z/ a; 5 Dkurz)<DkU)2<C&:J (Dkaw)uwz(Dkuxj)C +(Dkalj)uwl(Dku)2CCac dx

7,7=1

Logo A = A1 + A,. Da condigao de elipticidade uniforme, temos que existe # > 0 tal que
Z Gia; j(7) - & > 0-[€]}, Vo € Q, V€ € R™. Escolha & = Dju,,. Logo,

1,0=1

n

Z(Dk“%)( i@ x))(Dyug,;) > 6 - | DpVul>.
ij=1
Portanto
A= Z/ a;;(Dyug,)(Dyug, )¢ >€/C | DIV ul?.

i,j=1

Utilizando as hipéteses de regularidade dos coeficientes a;; e da funcao de corte,

obtemos:
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Dyu|2€|Co, |+ | Dyai | |us,

Dl}cluzj \CzﬂDZai,jH%i

DZu!2C|ij |dx

n
A<y / lal' || Dl

ij=1

< Z/Q\CLZJ-HDZVUHDZ@LIQCK%\+IDZai,jHVUHDZVUIC“r!DZai,jHVUHDZU\ZC\%!dx

ij=1

g@(Z/\DZVUHDQu\H\VuHDZVqu+|Vuy|D,’;u\gdx>
ij=1"4

Temos que C pode ser escolhido de forma a nao depender de h. De fato, como

i hey) — a;
a;j € CHQ) N Ly(2), temos que DZ(aiyj)(x) = ai(z + 6;;) 6i4 (%)

Utilizando a desigualdade de Cauchy com ¢, observando que supp(¢) C V e escolhendo

é limitado em V.

€ = — obtemos
c4

4] <C (Z | 1Dk ulDtulc + [Vul|Divulc + |Vu|\D’,zu\da:)
ij=1"V

6 = 9 ==
< / §<2|D;;wy? + O(|Vul? + | Diuf?)dx = / 5<°2|D,’;VU|2 +/ C(|Vul® + | Djul?)dx
1% Q 1%
Pela proposicao 2.6.10, temos que || Djul|r,v) < [Vl £y0)-
Logo
0 oo, 2 T 2
|Ao| < [ =C°|DpVul*+ E | |Vul|dx.
Q2 Q
Portanto
0 —
A=A+ Ay > A —|Ay| > / §g2yngu\2 - E/ |Vul*dz.
Q Q

Agora vamos fazer uma estimativa para B. De fato,como b;, ¢ € L. (£2), segue que

/ (f — zn:blux — cu) vdx
Q i=1

|B| =

< / <|f| 3l

i=1

+ ICIIUI> vldz <
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c / (m DI

Escolha W C R™ tal que V.CC W CC , e supp(((z)) e supp(¢(x — hey)) estejam

+ \u|> olds < C [ (14 Vul + Jul)oldo
Q

contidas em W.
Pela proposigao 2.6.10 , temos que ||v|| 1wy < |V(C2 D) || 1,0

Logo

Lk = [ 1k < [ 1v@ptol < [ (vpptap + [ (@904
2 [ (V6 DLull¢3(V D)

Aplicando a desigualdade de Cauchy, obtemos

Jre<e([iventp [ie@pior) =c ([ ivente+ [ 1ot

<o( [+ [ euontor).

pois ¢ € C=(V).

Portanto,

2 h 2 2 h 2 al 2 2 h 2
/Qm gc(/v(pm +/V¢kavu|>go</vauy +/V¢kavu|).

Usando a desigualdade de Cauchy com €, a desigualdade anterior e escolhendo e

apropriado, obtemos
4 2| Hhor, |2 2 2 2
|B| < 1 C|\DpNVul*+ C | (f* 4+ u + |Vul?).
Q Q

Como A = B, temos que A < |B|. Dessa desigualdade, da estimaiva para |B|, e da

cota inferior para A, obtemos que:

0 —
5 [ DIV <T [ (7 4?4 Vup),
Q Q
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Como ¢ =1 em U, obtemos:

6

—/ |DIVu|? < 6/(f2 +u? + [Vul?)
2 Ju Q

para k € {1,...,n}, h # 0 e |h| suficientemente pequeno.

Pela proposicao 2.6.10 obtemos

Uy, € Hl(U), Vie{l,2,..,n} e/ Z(umzj)Q < C/(f2_|_u2+ |Vu|2)
U Q

ij=1
Como U CC € é arbitrario, temos que u,, € H},.(Q), Vi € {1,2,...,n}.

Logo,
ue H: (Q).

Também

N

%
§C’(/f2+u2+|Vu|2dm—|—/u2—|—|Vu|2> <
Q U

(/U| z:(ugwj)2 +u? + |Vu|2>

3,j=1

C(/QfQ—FUQ—F(VU)Q)% gc(/QfQ)éJrC(/QuM(Vu)?)%

Logo
[ull 2wy < Cllull @) + [1f]lLo(@) com €= C(Q,U, L).
Como U CcC V CC €, um argumento analogo mostra que
ull g2y < Clullmy + 1 flL.0)-
Seja & uma funcao de corte tal que:

E=1lem V e supp(§) C Q2

0<¢<1

Seja
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v:=Eu e Hy(Q)

Temos que
A= Z / ai,juxi((SQu)xj)da: = Z / aiyjuxi§2uxjdx + Z / aiyjuxiufijdx = A + A,
ij=17% ij=17% ij=17%
Também
A > 6/ €?|Vu|*dx pela condicdo de elipticidade,
Q
e

|Ag| < C’/ ¢\ Vul|luldz < e/ E|Vul* + ¢ / u? pela desigualdade de Cauchy com e.
Q Q € Ja

Escolhendo € = %

, obtemos A > 5/ §2|Vu]2 - C/ u?.
Q Q

Também

LMSLMMW+CLWMWW+5A€MS

C C
/|fy2+|u|2+/eg2|vu|2+—|u|2+D/u2go/ |f|2+|u\2+—/g2|vu|2
Q Q de Q Q 4 Jq

para e conveniente.

Como A < |B|, obtemos

9/8WW§O/@M¢%
2 Q Q
Portanto,

ull vy < CU o) + 1wl o)

Logo,

lull 22wy < CU[f o) + l1ullza@)-
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Como u € H? (), temos que Lu = f quase sempre em . De fato Blu,v] = (f,v),
Vo € H}(2). Em particular, escolha v € C>°(£2). Entao,

[ -y

1,j=1

/ai,juxivxjdac+2/biumivdac—t—/cuudq;:
@ i1 /9 Q

/ - Z (@i jUa, )z, v + Z biug,v + cuvdx
Q i1

ij=1

Pelo lema de Dubois-Reymond, temos que

— Z (@i jUa;)z; + Z bitly, + cu = f

ij=1 i1

quase sempre em §2.

Teorema 4.3.2 (Regularidade de maior ordem no interior). Sejam m € N, e Q C R,
aberto e limitado. Suponha a; j,b;,c € C™ T (Q) N L(Q) e f € H™(Q). Sejau € HY(Q)

uma solucao fraca da EDP eliptica de sequnda ordem na forma divergente
Lu=f em()
Entdo, u € HPT*(Q) e para cada aberto U CC §) temos

ull gmr2 @y < O fllame) + [[ullzo@))
com C =C(Q,U,L,m).

Demonstrac¢ao. Vamos aplicar indugao sobre m.
O caso m = 0 retorna ao teorema anterior.

Suponha que o teorema seja valido para algum m — 1 e para todo aberto e limitado

Supomos entao que a; j, b, ¢ € C™HQ), f € H™(Q) e que u € H'(Q) é uma solugao
fraca da EDP Lu = f em €.

Pela hipétese de indugdo, temos que u € H}*t(Q) e para cada aberto U CC ) temos

ul| v @y < O fllam-—1@) + lullLo@)-
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Sejam U CC Q, U CC V CC Q e o um multi-indice tal que |a| =

Considere

veCx(V)

V= (—1)'0“D°‘ﬁ € H&(Q)
Entao

B[“? U} = <f7 U>L2

Com isto, obtemos

/Za”ux (D, +Zbux DI DT + cu(— 1)|°‘D°‘_—/f 1)l pog

2,j=1
Logo
/Z (D*(a; jus,))(Us;) +Z (D*(biug,))T + (D%cu)v /(Do‘f)
i,j=1 Q
Portanto

/ZZ( ) (D*Pa;;)(D ug,) (Vs +ZZ< ) (D*Bb,) (D uy, Yo+

1,j=1 <« i=1 <«

Conseqlientemente

/Z a;.j)(D%uy,) (T, +Zb Uy, U + ¢(Du)T /Q(Daf)@

2,7=1

_Z Z <> (D*Pa; ;) (D u,,) (Va;) Z Z <> (D“7b;)(D%u,, v

1,j=1 B<a,a#0 i=1 B<a,a#0
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- > (a) (D*e) (D u)o /Do‘f v+z >, () (D*Pai ;) (D uz,))s, 0

BLa,a#p p 1,j=1 f<a,a#p

_Z Z () (D“Pb;) (D u,, o — Z (;) (D" Pc)(DPu)w.

i=1 B<a,a#p B<a,a#B
Sejam
=D H+> > (a> ((D*Pa; ;) (D ug,))a; —
1,J=1 p<a,a#8 ﬁ
Z > ( ) (D Pb)(Duy,) — > (“) (D Be)(D%u) € LA(V)
i=1 p<a,a#B g<aazs \D
(§]

@ =D e H'(V)

Temos Bu,v] = (f,v), Vo € C=(V).

Por densidade, obtemos
Bla,v] = (f,v), Yv € H (V).

Logo, & é uma solucdo fraca da EDP Lu = f em V.

Temos também

[f 1|0y = 1(DYF) + Z > < ) (D Pa; ;) (DPug,))a, +

1,7=1 B<a,a#s

> 2 (g) (D7) (Dug) + ) (;) (D* ) (D) Loy <

i=1 B<o,a#0 BLa,a#3

1D Fllzavy + Cllullamsr o)) < ID* fllzowy + CUf Lm0 + [[ull o) <
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C fllzm@) + llullzo))

Pelo teorema anterior temos que u € HZ,.(Q2) e
Il 2@y < CUF 2oy + 1Tl o)
Logo
u € HIH(Q)

Além disso,

ll 2wy < CUF Loy + T zaevy) < CUS ami) + 1Tl Loy + ulla@) <

CULA N mm@) + lullza@) + el ameny) < CUFllam@) + [[ullo@) + 1 Fllm-1@) + llullLa@)

< C(fllam@ + vl @)

Logo
| D%u|| g2y < C(| fllamie)y + [|ullzo@)) Vo multi-index, tal que |a| = m.
Portanto
[ull oy < CULfEm @) + lulla@)
O

Se tivermos a; ;, b;, ¢ € C°(Q)NLy(Q) , f € C®(Q)NL(Q) e u € H () uma solugao
fraca da EDP Lu = f em , pode-se mostrar que u € C*(Q2) ( veja (EVANS,1998)).
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4.4 Regularidade na Fronteira

Teorema 4.4.1 (Regularidade H? na fronteira). Suponha a;; € C1(Q) N Loo(Q), b, c €
Lo(Q), f € La(Q) e € C?. Seja u € HY(Q) uma solugdo fraca da EDP eliptica de

sequnda ordem na forma divergente

Lu=f em )

u=0emT
Entio, u € H*(Q) e
[ull @) < C - (1 fll o) + llullzo@)
cujo C' = C(Q, L).
Demonstragao. Comecamos com o particular
Q=DB°(0,1)NR"

cujo R} = {(z1,...,z,) € R"; 2, > 0}.

Sejam
U:=B°0,3) "R} e V=50, 3).
Seja ¢ uma funcao de corte tal que
¢(=1em B°(0,3)
(=0em R"/V
0<¢<1

Observe que ( =1 em U e ( anula-se perto da parte curva de I'.
Temos que

> / W U Viy = / fo

ij=1"% &

para
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f=7f- ibzux —cu
i=1

Vamos estender u e a; ; a R™ por zero.

Defina

n
A= E /amuxivzj
Q

ij=1
B = / fv
Q
Para k € {1,..,n—1} e h € R tal que 0 < |h| < 3, seja
v = —D;"((*Diu).

-1
Como v = T (C(z — hew)[u(x) — u(z — hey)] — () [u(z + hey) — u(z)]), as funcdes
((z — heg) e ((z) anulam-se préximo a parte curva de df) e a fungao trago 7" anula u(x),

u(x — hey) e u(x + hey) no conjunto {z,, = 0} N T, temos que v € H ().

Como na demonstracao do teorema 4.3.1, obtemos que existe # > 0 tal que
4 2| Hhor, |2 2
A>— | °|DpVu|* = C [ |Vul
2 Ja Q
0
|B| < —/gQ\DigvuP + C/(\Vu\2 +u*+ f?)
4 Jo Q
Portanto, para k € {1,...,n — 1} e |h| suficientemente pequeno, temos
[ 1Dtvup < [ Dk < [ (74 a4 Vap)
U Q Q

Pela observagao apés a proposigao 2.6.10, temos u,, € H'(U) para k € {1,....,n — 1}

e
S Mta sy < CU oy + lullz @)
ij=1,i+j<2n
Também pela observacao apods o teorema 4.3.1, temos que Lu = f quase sempre em
Q.

Portanto
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f:—i:a”uxlw Zbuxl—l—cu— Za”uzx] Zbux+cu

t,5=1 ,j=1

n

com b; = b; — Z(aivj)xf‘

J=1

Logo

n n
pnUpyz, = —f — E Qi Uz, + E biug, + cu

i,j=1,i+j<2n i1

Pela elipticidade uniforme, e escolhendo § = e, = (0,...,0, 1), existe § > 0 tal que
an,n(x) Z 9, Vl’ € Q

Logo, para quase todo x € 2, temos
n
ij=1,i+j<2n

Com isto, u € H*(U) e

ull 2y < C - (1l L2 + 1wl mr(e)

Definindo W := B°(0, %) NR?%, de modo andlogo obtemos

ull 2wy < C - (Lf oy + 1wl owy)
Como na demonstracao do teorema 4.3.1, obtemos que |ullgiwy < C - (|| fllza) +

ull o))

Portanto

lull 2wy < €~ (I Fllzo@) + lullLa@)

Para Q = B°(y,, s) N R’ a prova do resultado é idéntica.
Vamos ao caso geral:
Sejam Q C R",  aberto e limitado, com fronteira I' € C? e z, € T.

Reorientando e reordenando os eixos, se necessario, temos que existem r > 0 e
v R Ry € C?(R™Y) tais que B°(0,7) N Q = {(z1,....2n) € B(o,7); T, >
’Y(xla s xn—l)}-
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Sejam

y=o(x) = (21, ...tp1, 2y — Y(x1, ... p_1))

t=U(y) = (Y1, -Yn-1,Yn + YY1, - Yn-1))

Tome s > 0 pequeno suficiente para €2 := B(®(x0),8) N {(Y1, -y yn) € R";y, >0} C
O(QNB°(x,,7)) e seja U := B(0, {1, s yn) € Ry, > 0} e t(y) :=u(¥(y)), y € Q.

Temos que & € HY(Q) e T(4) =0 em TN {(y1, ..., y) € Ry, = 0}.
Seja

n n
Li = — g (G 1y, )y, + E by, + ¢u com
k=1 k=1

n

ey = ) ans(V()) 25 (T(y) @, (Y(y)),

r,s=1

n

b= 35, (U(y)@E (T(y)),

e = c(¥(y)),
f=fu(y))

Vamos mostrar que u ¢ uma solucao da EDP Li = f em ).

De fato, se o € H}(Q) e B[ , ] éa forma bilinear associada a L, entao
n n ~
Bla, 0] = / > gty by, + Y by, © + Cid.
Qpi=1 k=1

Seja v(z) = 0(P(z)), entdo v(y) = v(V(y)).
Logo
Bli, o] =YY" / g 0, Vi 0p W dy + > ) / b, U, vdy + / cuvdy
ij=1k,l=1"% i k1 VS £
Como J® = (J¥)~!, entdao obtemos

n n n
A Ly — Epl i gl — ..
g am\I/yk\Ilyl = E g aTiS(I)mTCI)xS\Ika\I/yl = a;;

k=1 kl=1rs=1

S b =" b8 W =1
k=1

k=1 r=1
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Como |J®| = 1, fazendo a mudanca de varidvel, obtemos

Bla, 9] = /(Z a”uxzvx]—i-Zburlijcuv) dx = Blu, ]:/fvdq,':[f@dy
Q Q )

7,7=1

Logo
:/f@dy, Vo € HL(Q).
Q

Logo u é uma solucao fraca da EDP Li = f em ).

Vamos mostrar que L ¢ uniformemente eliptico em Q). De fato se Yy € Qe ¢ e R,

entao:
Z dkl Skgl Z Z ars q)];r@frsfkél = Z ar,S(\I/(y))nrns Z 9|77|2
k=1 r,s=1k,l=1 r,s=1

para n = £J(P), isto é n, = ZCID
Como (J®) - (JV) = I, temos £ = n(JV) e entao existe C' > 0 tal que [£] < Cln].

Logo existe >0 tal que

Z ara(y)Ec& > 01€17, Yy € Q, VE e R™.

k=1

Portanto L é um operador uniformemente eliptico. Temos que ax; € Cl(Q), pois P,
U e C*(R™1).

Aplicando o caso particular, obtemos que u € H 2(U ) e
]l g2y < CUf M ) + 1l )
Logo, obtemos v € H*(U) e
[ull 2wy < CUf Lo + [lullLy(e) para U = ¥(€)

Como I' é compacto, podemos cobri-lo com conjuntos finitos da forma U, 6 = \IJ(UIO)
tal que z, € I' tal que ||ull g2y < C(1fllza@) + ullLa@)-
Com esta estimativa, mais o teorema 4.3.1 para a estimativa no interior de {2, obtemos

que u € H*(Q) e

[ullz2@) < CUIf Lo + llull o)), com € = C(Q, L).
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]

Pode-se provar, usando inducao e o teorema anterior, que se a; ;,b; e ¢ € C™H Q) N
Lo(Q), f € H"(Q), T € C™™ e u € H}(Q) uma solugao fraca da EDP eliptica de

segunda ordem na forma divergente

Lu= fem ()

u=0emII.
Entao, u € H™2(Q), e
[ull zrm+2i) < C - ([ fllam @) + [[ullLy(9)

com C' = C(, L,m).

Se a; j, b, fec € C®(Q)NLy(Q) el € C®, entdo u € C=() (veja (EVANS,1998)).
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Apéndice

Integral de Lebesgue

As demonstragoes das seguintes afirmacoes e proposicoes podem ser encontradas em
(ODEN,1996), (BARTLE,1966) e (MEDEIROS,2003).

Definigao 4.0.2. Seja X um conjunto. Dizemos que ) # S C P(X) € uma o-dlgebra se:

1. Ae S=X/AeS.

2. {Atienc S=JAi€s.

ieN
Prova-se facilmente que a intersecao de o-algebras é uma o-algebra. Com isto dado

K C P(X) definimos S(K') como a menor o-algebra contendo K.

A menor o-algebra contendo todos os abertos e fechados do R™ é chamada de o-dlgebra
de Borel e denotada por B(R"). Os conjuntos de B(R") sdao chamados de conjuntos de
Borel.

Defini¢ao 4.0.3. Seja S uma o-dlgebra. Dizemos que p: S — [0,00] é uma medida em

S se:
1. p(x) # oo para algum x € S.

2. ,u(UEz):Z,u(EZ) seEB,eSeE,NE; =0,Vi,jeNei#j.
i=1 i=1

Uma tripla (X, S, 1) é chamada espago de medida.

Sejam k € Ne ¢} = {¢, = [5F, ”Etl)xx[g—z, ”g}fl); (v1,...,v) € Z"} uma particao do
R”. Dado © C R™ aberto, definimos a partigao de €2, e denotamos por (*(§2), como a
familia de todos os cubos ¢, € (}' tais que o fecho esteja contido em €2, isto é () =
{¢, € ¢ ¢, C Q). Definimos a medida de € como () := kh—>I£l<> 2%#(,?(9), cujo #¢(§2)
denota o nimero de cubos em ('(€2). Pode-se mostrar que este limite sempre existe e é

finito se €2 é limitado. Dado E C R™ arbitrario, definimos a medida externa de E como
p*(E) = inf{m(Q);Q aberto e £ C Q}.
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Proposicao 4.0.4. Os sequintes conjuntos sao idénticos e formam uma o-dlgebra:

1. {E CRY inf w(G — E) = 0}.

ECG, G aberto

2. {E C R% inf w(E — F)=0}.

FCE, F fechado

3. {E CR";

Y

w(G —F) =0}

inf
FCECG, G aberto e F fechado

Esta familia definida acima é chamada de familia de conjuntos mensuraveis a Lebesgue
e é denotada por L(R") e p* restitro a este conjunto é uma medida, a de medida de

Lebesgue p. Pode-se provar que L(R") = S(B(R") U{E C R"; u*(E) = 0}).
Definigdo 4.0.5. Dizemos que f : E C R" — R := RU {oco} U {—oc} € uma funcdo
mensurdvel se:

1. E € um conjunto mensurdvel em R™.

2. {(z,y) e EQR;y < f(x)} € um conjunto mensurdvel em R™*1.

Proposicao 4.0.6. As sequintes propriedades valem:

1. Se f: E C R" — R ¢ uma funcdo mensurdvel e G C E é um conjunto mensurdvel,

entao f restrita a G é uma fungdo mensurdvel.

2. Se {fi + E — R}ien € uma familia de fun¢oes mensurdveis, entGo limsup f;,
liminf f;, sup f; e inf f; sao mensurdveis. Em particular, se lim f; existe, entdo

lim f; € mensurdvel.

3. Se f: ECR"— R ¢ continua e E aberto, entio f é mensurdvel.

Uma propriedade P(x), € E é dita ser valida quase sempre (q.s.) em E se P

falha apenas em um subconjunto de medida zero (nula), isto é P(z) vale, Vx € E — A e

u(A) =0.

Proposicao 4.0.7. Sejam f; : E C R* — R, i = 1,2 tais que fi = f» quase sempre em

E. Se fi € mensurdvel, entao fo também serd.

Definigdo 4.0.8. Sejam f : E C R" — R ndo negativa, mensurdvel e S(f) := {(x,y) €
ExzR;0 <y < f(x)}. A medida de S(f) ird ser chamada de integral de Lebesque de f
sobre E e serd denotada por/ f(x)dx == p(S(f)).

E
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Se f: E CR" — R ¢ mensurdvel, qualquer, entio definimos a integral de Lebesque

de f sobre E, e denotamos por | f(x)dx, como o nimero real extendido / fH(x)dr —
E E

[~ (x)dx, caso pelo menos uma das parcelas seja finita, cujo f(x) = max{f(x),0} e

B
f~(z) = max{—f(x),0}. Neste caso dizemos que f é integrdvel.

Proposicao 4.0.9. Sejam f,g: E C R" — R integrdveis. Entdo:

~

. Sem(E) =0 entdo / f(z)dx = 0.
E

2. Se {E;}ien € uma familia de subconjuntos mensurdveis de E tal que E; N E; = ()

para i # j entdo flz)dx = Z/ f(z)dz se o lado esquerdo ezistir.
U Ei i=1 7 Bi

3. Se f = g quase sempre em E entdo / f(z)dz = / g(x)dx.
E E
4. f<gqs em E entao / f(x)dx < / g(x)dz.
E E

5. SeleR entdo/(f—i—)\-g)dx:/f(:c)dx+)\~/g(x)dx se o lado direito e f+g
E E B

existirem.

‘ /E F(a)dz

7. Se f>0 e/f(x)dx:O entao f =0 ¢q.s. em E.
E

R

< Jplf(@)ldz.

Lema 4.0.10 (lema de Fatou). Seja {f; : E C R" — R},cy uma sucessio de fungées ndo

negativas e integrdveis, entdo [ liminf f;(x)dx < lim inf/ fi(z)dz.
E E

Teorema 4.0.11 (Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue). Seja {f; : E C
R™ + R}ien uma sucessdo de fungées integrdveis que converge q.s. para f. Se ewistir
uma fungdo integrdvel g - E C R™ — R tal que |f;| < g q.s em E, ¥i € N, entdo f serd

integrdvel e / f(z)dx = lim/ fi(z)dz.
B E

Teorema 4.0.12 (Teorema da mudanca de varidvel). Sejam G, E C R™ dois abertos e
h : G — E uma bijecio de classe C*. Seja f : E C R* — R uma funcdo integrdvel.
Entdo/f(:v)d:v:/(hOf)(:v)|Jh(x)|d:v.

E a



61

Conclusoes

Estudou-se, nesse trabalho, operadores lineares, espagos L, e de Sobolev WP*  partigoes
da unidade, e aplicacoes dessa ferramentas as equacoes diferenciais parciais. Fica evidente
que, no estudo das equacoes diferenciais, necessita-se de varios ramos da matematica para
montar as teorias, em especial da analise funcional, que enfoca a analise dos espagos de
funcoes. Apesar de ser uma area antiga de pesquisa matematica, as equacoes diferenciais
vem, ainda, incorporando e inspirando muitas das técnicas mais modernas desenvolvidas
muitas areas da matematica. Portanto, outras ferramentas mais sofisticadas, como, por
exemplo, teoria das distribuicoes, podem ser usadas na teoria das equacoes diferenciais

parciais.
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