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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a existência e regularidade de soluções de equações
diferenciais uniformemente eĺıpticas de segunda ordem em H1

o . Para compreender o espaço
das posśıveis soluções, expomos a teoria dos espaços Lp e de Sobolev W p,k, bem como
alguns resultados de operadores em espaços de Hilbert usados durante o estudo de tais
equações.
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Introdução

Equações diferenciais parciais aparecem em todos os campos da ciência em que há ne-

cessidade de modelagem de fenômenos naturais. Conseqüentemente, o desejo de entender

as soluções dessas equações sempre foi de enorme importância na matemática.

Equações diferenciais com dados suaves não possuem geralmente soluções suaves. Por-

tanto é essencial criar algum tipo de noção de solução mais geral e entender seu compor-

tamento. Há uma grande quantidade de ramos dentro dessa teoria utilizando variadas

técnicas. Neste trabalho generalizamos as soluções das equações diferencias parciais li-

neares uniformemente eĺıpticas ao espaço de Sobolev Hk
o . Com isto, ganhamos muitas

propriedade nos espaços das posśıveis soluções, mas perdemos noções intuitivas sobre as

soluções, como suas regularidades. Porém, impondo algumas condições adicionais sobre

o operador, isto é , impondo algumas hipóteses de regularidade sobre os coeficientes dos

operadores, é de se esperar que estas influenciem nas suas soluções. Deduzir estas in-

fluências não é uma tarefa fácil. Por isto, nos restringimos apenas aos operadores de

segunda ordem para estudar a regularidade de suas soluções.

No caṕıtulo 1, desenvolvemos a teoria de operadores necessária para tratarmos equações

diferenciais parciais como operadores; no caṕıtulo 2 expomos os conceitos sobre os espaços

Lp e de SobolevW p,k, essenciais para trabalharmos com soluções generalizadas; no caṕıtulo

3 mostramos o teorema da partição da unidade, ferramenta importante na obtenção de

regularidade das soluções de uma equação diferencial parcial; e finalmente no caṕıtulo 4

demonstramos a existência e regularidade de soluções generalizadas das equações diferen-

ciais parciais uniformemente eĺıpticas de segunda ordem.
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1 Espaços Normados e
Operadores Lineares

1.1 Espaços Normados

Definição 1.1.1. Um espaço normado X é um espaço vetorial (sobre o corpo R ou C )

com uma função ‖ · ‖ : X 7→ R satisfazendo as seguintes condições:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X

2. ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0

3. ‖α · x‖ = |α| · ‖x‖ ∀x ∈ X e ∀α ∈ C( ou R )

4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X

A função ‖ · ‖ é chamada norma em X.

Um espaço normado é um espaço métrico com a métrica d(x, y) = ‖x − y‖. Usando

a desigualdade |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ vemos que ‖ · ‖ é uma função cont́ınua.

Definição 1.1.2. Um espaço de Banach é um espaço normado completo, isto é, toda

sequência de Cauchy, nesse espaço, é convergente.

Definição 1.1.3. Duas normas ‖·‖1 e ‖·‖2 em um espaço vetorial X são ditas equivalentes

se existem constantes C, c > 0 tais que c · ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C · ‖x‖1 ∀x ∈ X.

1.2 Operadores Lineares Limitados

Definição 1.2.1. Sejam X e Y espaços normados sobre o mesmo corpo (R ou C ) e

T : X 7→ Y um operador linear. O operador T é dito limitado se existe c ∈ R tal que
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∀x ∈ X temos ‖T (x)‖ ≤ c · ‖x‖.

Seja

‖T‖ =


0 se X = {0}

sup
x∈X,x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

se X 6= {0}

Note que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x‖.

Lema 1.2.2. Seja T um operador limitado. Então:

1. ‖T‖ = sup
x∈X,‖x‖=1

‖T (x)‖
‖x‖

.

2. ‖T‖ satisfaz as propriedades de norma.

Demonstração. 1. Por definição, temos que ‖T‖ = sup
x∈X,x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

= sup
x∈X,x 6=0

‖T (x)

‖x‖
‖ =

sup
x∈X,x 6=0

‖T (
x

‖x‖
)‖ = sup

x∈X,‖x‖=1

‖T (x)‖.

2. As condições ‖T‖ ≥ 0, ‖T‖ = 0 =⇒ T ≡ 0 e ‖α · T‖ = |α| · ‖T‖ são óbvias. Vamos

mostrar que ‖T +H‖ ≤ ‖T‖+ ‖H‖. De fato

sup
x∈X,‖x‖=1

‖(T + H)(x)‖ = sup
x∈X,‖x‖=1

‖T (x) + H(x)‖ ≤ sup
x∈X,‖x‖=1

(‖T (x)‖ + ‖H(x)‖) =

sup
x∈X,‖x‖=1

‖T (x)‖+ sup
x∈X,‖x‖=1

‖H(x)‖. Logo, o lema é válido.

Proposição 1.2.3. Sejam X, Y espaços normados e T : X 7→ Y um operador linear.

Então:

1. T é cont́ınuo ⇐⇒ T é limitado.

2. T é cont́ınuo em um ponto ⇐⇒ T é cont́ınuo.

Demonstração. Se T ≡ 0 então a prova é trivial. Vamos assumir que T não é o operador

nulo.

1. Suponha que T seja limitado. Como T não é o operador nulo, temos que ‖T‖ > 0.

Seja x0 ∈ X. Seja ε > 0. Seja δ =
ε

‖T‖
e x ∈ X tal que ‖x − x0‖ < δ. Então

‖T (x) − T (x0)‖ = ‖T (x − x0)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x − x0‖ < ‖T‖ · δ = ε . Logo T é

cont́ınuo em x0. Como x0 é arbitrário, temos que T é cont́ınuo. Agora suponha
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que T seja cont́ınuo em x0. Seja ε > 0. Logo existe δo > 0 tal que se x ∈ X e

‖x − x0‖ < δo , então ‖T (x) − T (x0)‖ < ε . Sejam 0 < δ < δo, y ∈ X tal que

y 6= 0 e seja z = x0 +
δ

‖y‖
· y. Logo ‖z − x0‖ = ‖ δ

‖y‖
· y‖ = δ < δo. Portanto

ε > ‖T (z)− T (x0)‖ = ‖T (z − x0)‖ = ‖T (
δ

‖y‖
· y)‖ =

δ

‖y‖
· ‖T (y)‖. Logo ‖T (y)‖ <

‖y‖ · ε
δ

. Escolhendo c =
ε

δ
, obtemos que ‖T (y)‖ ≤ ‖y‖ · c ∀y ∈ X, e portanto T é

um operador limitado.

2. Suponha que T seja cont́ınuo, então T é cont́ınuo em um ponto. Agora suponha que

T seja cont́ınuo em um ponto. Vimos na demonstração do item 1 que T é limitado,

e portanto, pelo item 1, T é cont́ınuo.

Corolário 1.2.4. Seja T : X 7→ Y um operador limitado. Então:

1. Se xn → x em X temos T (xn)→ T (x) em Y.

2. O núcleo de T ( N(T ) := {x ∈ X tal que T (x) = 0} ) é fechado em relação a X.

Demonstração. 1. Se xn → x então ‖T (xn)−T (x)‖ = ‖T (xn−x)‖ ≤ c ·‖xn−x‖ −→ 0

quando n→∞. Portanto T (xn)→ T (x).

2. Seja (xn)n∈N ⊂ N(T ) tal que xn → x em X. Por 1 temos que T (x) = T ( lim
n→∞

xn) =

lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

0 = 0. Logo x ∈ N(T ).

Proposição 1.2.5. Sejam T : Y 7→ Z e H : X 7→ Y operadores lineares limitados. Então

T ◦H : X 7→ Z é um operador linear limitado e ‖T ◦H‖ ≤ ‖T‖ · ‖H‖.

Demonstração. Obviamente T ◦ H é linear. Além disso, ‖T ◦ H(x)‖ ≤ ‖T‖ · ‖H(x)‖ ≤

‖T‖ · ‖H‖ · ‖x‖. Logo
‖T ◦H(x)‖
‖x‖

≤ ‖T‖ · ‖H‖ ∀x ∈ X, ‖x‖ 6= 0. Portanto ‖T ◦H‖ =

sup
x∈X,x 6=0

‖T ◦H(x)‖
‖x‖

≤ ‖T‖ · ‖H‖.

Definição 1.2.6. Um funcional é um operador cujo contradomı́nio é R.

Definição 1.2.7. Seja X um espaço vetorial real (ou complexo). Seja X0 := {f : X 7→ R
(ou C) tal que f é linear }. O conjunto X0 é chamado de espaço dual algébrico de X. O

conjunto (X0)0 é chamado de segundo dual algébrico.
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X0 é um espaço vetorial Real (ou Complexo) com as operações (f+g)(x) := f(x)+g(x)

e (α · f)(x) := α · f(x).

Definição 1.2.8. Seja B(X,Y) := {f : X 7→ Y tal que f é linear e limitado}.

Observe que X e Y devem estar sobre o mesmo corpo. O conjunto B(X,Y) é um

espaço vetorial com as operações (f + g)(x) := f(x) + g(x) e (α · f)(x) := α · f(x).

Pelo Lema 1.2.2, temos que ‖T‖ é uma norma em B(X,Y).

Proposição 1.2.9. Seja Y um espaço de Banach e X um espaço normado. Então B(X,Y)

é um espaço de Banach.

Demonstração. Pelo que já vimos, temos que B(X,Y) é um espaço normado. Seja ((Tn))n∈N

uma sequência de Cauchy em B(X,Y). Seja ε > 0. Logo existe n0 ∈ N tal que se

m,n ≥ n0 então ‖Tn − Tm‖ < ε. Seja x ∈ X e m,n ≥ n0. Então ‖Tn(x) − Tm(x)‖ <
‖Tn − Tm‖ · ‖x‖ < ε · ‖x‖. Logo (Tn(x))n∈N é uma sequência de Cauchy em Y. Como

Y é completo, existe um y = y(x) ∈ Y tal que Tn(x) → y(x) quando n → ∞. Seja

T : X 7→ Y onde T (x) = lim
n→∞

Tn(x) = y(x). Observe que T está bem definida. Va-

mos mostrar que T ∈ B(X,Y). De fato T (x) + α · T (y) = lim
n→∞

(Tn(x) + α · Tn(y)) =

lim
n→∞

Tn(x+ α · y) = T (x+ α · y), pois Tn é um operador linear limitado. Logo T é linear.

Usando que ‖ · ‖ é cont́ınua e fazendo m → ∞ em ‖Tn(x) − Tm(x)‖ < ‖x‖ · ε , obtemos

‖Tn(x)− T (x)‖ ≤ ‖x‖ · ε ∀x ∈ X e ∀n ≥ n0. Logo Tn− T é limitado com n > n0. Como

Tn é limitado, obtemos ‖T (x)‖ ≤ ‖Tn(x)‖+ ‖Tn(x)−T (x)‖ ≤ ĉ · ‖x‖. Logo T é limitado.

Portanto T ∈ B(X,Y). Como ‖Tn(x) − T (x)‖ < ‖x‖ · ε ∀x ∈ X e ∀n ≥ n0, temos que

‖Tn − T‖ ≤ ε se n > n0. Então T = lim
n→∞

Tn.

Definição 1.2.10. Seja X′ := {f : X 7→ R (ou C) tal que f é linear e limitado }. O

conjunto X′ é chamado de espaço dual topológico de X.

Como (R, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, temos que (X′ , ‖ · ‖X′ ) é um espaço de Banach

se (X, ‖ · ‖X) é um espaço normado.

1.3 Espaços com Produto Interno

Definição 1.3.1. Um espaço com um produto interno é um espaço vetorial X, real ou

complexo, com uma função 〈, 〉 : X× X −→ C( ou R) tal que:
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1. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ∀x, y, z ∈ X

2. 〈α · y, z〉 = α · 〈y, z〉 ∀y, z ∈ X e ∀α ∈ C (ou R)

3. 〈y, z〉 = 〈z, y〉 ∀y, z ∈ X

4. 〈y, y〉 ≥ 0 ∀y ∈ X

5. 〈y, y〉 = 0 =⇒ y = 0

〈, 〉 é chamado de produto interno em X.

Temos que 〈x, αy〉 = α · 〈x, y〉, e ‖x‖ =
√
〈x, x〉 é uma norma em X. Esta norma é

dita norma induzida pelo produto interno.

Definição 1.3.2. Um espaço vetorial X com produto interno 〈·, ·〉 é um espaço de Hilbert

se (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Lema 1.3.3. Seja X um espaço com produto interno. Então vale:

1. ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 · (‖x‖2 + ‖y‖2) (identidade do paralelogramo)

2. |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

3.
1

2
· (〈x, y〉+ 〈y, x〉) =

1

4
· (‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)

Demonstração. 1. ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 〈x + y, x + y〉 + 〈x − y, x − y〉 = 〈x, x〉 +

〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, x〉 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = 2 · (‖x‖2 + ‖y‖2).

2. Se y = 0 então é trivial, pois 〈x, 0〉 = 0. Suponha y 6= 0. Então 0 ≤ ‖x− α · y‖2 =

〈x − α · y, x − α · y〉 = 〈x, x〉 − α · 〈x, y〉 − α · [〈y, x〉 − α · 〈y, y〉]. Seja α =
〈y, x〉
〈y, y〉

,

logo 0 ≤ 〈x, x〉 − 〈x, y〉 · 〈y, x〉
〈y, y〉

= ‖x‖2 − |〈x, y〉|
2

‖y‖2
. Portanto |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

3.
1

4
· (‖x+ y‖2−‖x− y‖2) =

1

4
· (〈x+ y, x+ y〉 − 〈x− y, x− y〉) =

1

2
· (〈x, y〉+ 〈y, x〉).

1.4 Complemento Ortogonal

Definição 1.4.1. Dizemos que x é ortogonal a y, e denotamos por x ⊥ y, se 〈x, y〉 = 0.

Se A ⊆ X e B ⊆ X, dizemos que A é ortogonal a B, e denotamos por A ⊥ B, se

〈x, y〉 = 0 ∀x ∈ A e ∀y ∈ B.
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Definição 1.4.2. Seja X um espaço normado. Seja ∅ 6= M ⊆ X e x ∈ X. A distância de

x à M é definida por δ = inf
y∈M
‖x− y‖.

Definição 1.4.3. Um segmento ligando x,y ∈ X é o conjunto {z ∈ X tal que z =

α · x+ (1− α) · y , onde α ∈ R e 0 ≤ α ≤ 1}
M ⊆ X é dito convexo se ∀x , y ∈ X o segmento ligando x e y está contido em M.

Temos que todo subespaço é convexo e que a interseção de conjuntos convexos é um

conjunto convexo.

Proposição 1.4.4. Seja X um espaço com produto interno e ∅ 6= M ⊆ X, M convexo e

completo. Então ∀x ∈ X existe único y ∈M tal que δ = inf
z∈M
‖x− z‖ = ‖x− y‖.

Demonstração. Vamos mostrar primeiro a existência de tal y. Como δ = inf
z∈M
‖x − z‖,

então existe (yn)n∈N ⊂ M tal que δn → δ e δn = ‖x − yn‖. Seja vn = yn − x. Logo

‖vn‖ = δn. Como M é convexo, temos que
1

2
· (yn + ym) ∈ M. Logo ‖vn + vm‖ =

2 · ‖1

2
· (yn + ym) − x‖ ≥ 2.δ. Pela identidade do paralelogramo, obtemos ‖yn − ym‖2 =

‖vn−vm‖2 = −‖vn+vm‖2+2·(‖vn‖2+‖vm‖2) ≤ −(2·δ)2+2·((δn)2+(δm)2). Como δn → δ,

temos que yn é uma sequência de Cauchy em M. Desde que M é completo, existe y ∈M tal

que yn → y. Como y ∈M, temos que ‖x−y‖ ≥ δ. Também ‖x−y‖ ≤ ‖x−yn‖+‖yn−y‖ =

δn + ‖yn − y‖ → δ quando n → ∞. Portanto ‖x − y‖ = δ. Resta mostrar a unicidade.

Sejam y, y0 ∈ M tais que ‖x − y‖ = ‖x − y0‖ = δ. Pela identidade do paralelogramo,

temos ‖y− y0‖2 = ‖y− x− (y0− x)‖2 = 2 · (‖y− x‖2 + ‖y0− x‖2)−‖y− x+ (y0− x)‖2 =

2 · (δ2 + δ2)− 22 · ‖1

2
· (y − y0)− x‖2. Como M é convexo, então

1

2
· (y + y0) ∈ M. Logo

‖1

2
· (y + y0)− x‖ ≥ δ. Portanto ‖y − y0‖2 ≤ 0, e então y0 = y.

Lema 1.4.5. Seja X um espaço com produto interno e ∅ 6= Y ⊆ X um subespaço completo.

Seja x ∈ X. Então existe único y ∈ Y tal que δ = inf
w∈M
‖x − w‖ = ‖x − y‖. Além disso

z := x− y é ortogonal a Y.

Demonstração. Pelo teorema anterior existe único y ∈ Y tal que δ = ‖x − y‖. Então

devemos mostrar apenas que z ⊥ Y. Suponha que isto não vale, isto é, que z não é

ortogonal a Y. Então existe y1 6= 0 ∈ Y tal que 〈z, y1〉 6= 0. Temos que ‖z − α · y1‖2 =

〈z−α · y1, z−α · y1〉 = 〈z, z〉 −α · 〈z, y1〉 −α · [〈y1, z〉 −α · 〈y1, y1〉] ∀α ∈ C. Escolhendo

α =
〈z, y1〉
〈y1, y1〉

, temos que ‖z−α · y1‖2 = ‖z‖2− |〈z, y1〉|2

〈y1, y1〉
= δ2− |〈z, y1〉|2

〈y1, y1〉
. Portanto temos

que ‖z − α · y1‖ < δ. Mas ‖z − α · y1‖ = ‖x − (y + α · y1)‖ ≥ δ pois Y é um subespaço
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vetorial e y + α · y1 ∈ Y. Portanto temos que ‖z − α · y1‖ ≥ δ e ‖z − α · y1‖ < δ, o que é

uma contradição. Logo z ⊥ Y.

Definição 1.4.6. Um espaço vetorial X é dito ser soma direta de Y, Z, onde Y, Z são

subespaços de X, e escrevemos X = Y⊕Z, se ∀x ∈ X existe única representação x = y+z

onde y ∈ Y e z ∈ Z. Quando X é um espaço de Hilbert, dizemos que Y⊥ = {x ∈ X tal

que x ⊥ Y} é o complemento ortogonal a Y.

Vê-se que Y⊥ é um subespaço de X.

Proposição 1.4.7. Seja H um espaço de Hilbert e Y um subespaço fechado. Então

H = Y⊕ Y⊥.

Demonstração. Como H é completo e Y é fechado, temos que Y é completo. Seja x ∈ X.

Pelo lema 1.4.5 existe y ∈ Y tal que z := x − y ∈ Y⊥. Logo x = y + z onde y ∈ Y
e z ∈ Y⊥. Suponha que x = y + z = y1 + z1 onde y, y1 ∈ Y e z, z1 ∈ Y⊥. Então,

y − y1 = z1 − z ∈ Y ∩ Y⊥ = {0}. Portanto y = y1 e z = z1.

1.5 Teorema da Representação de Riesz

Teorema 1.5.1 (Representação de Riesz). Todo funcional linear limitado sobre um espaço

de Hilbert H pode ser representado em termos de produto interno, isto é, existe z ∈ H
tal que f(x) = 〈x, z〉, onde z depende de f , e é unicamente determinado. Além disso,

‖z‖ = ‖f‖.

Demonstração. Se f ≡ 0 o teorema é trivial. Suponha f não identicamente nulo. Então

N(f) 6= H e pela proposição 1.4.7 H = N(f) ⊕ N(f)⊥. Portanto N(f)⊥ 6= {0}. Seja

0 6= z0 ∈ N(f)⊥ , x ∈ H e v := f(x) · z0 − f(z0) · x. Então f(v) = 0. Logo v ∈ N(f) e

portanto 0 = 〈v, z0〉 = f(x).〈z0, z0〉−f(z0).〈x, z0〉. Então temos que f(x) =
f(z0) · 〈x, z0〉
〈z0, z0〉

.

Escolhendo z =
f(z0) · z0

〈z0, z0〉
, obtemos f(x) = 〈x, z〉 ∀x ∈ H. Agora, suponha que f(x) =

〈x, z〉 = 〈x, z1〉 ∀x ∈ H. Então, escolhendo x = z− z1, obtemos que ‖z− z1‖2 = 0. Logo

z = z1. Falta mostrar que ‖z‖ = ‖f‖. Observe que ‖z‖2 = 〈z, z〉 = f(z) ≤ ‖f‖ · ‖z‖.
Como z 6= 0, pois supomos f 6= 0, temos que ‖z‖ ≤ ‖f‖. Mas pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz |f(x)| = |〈x, z〉| ≤ ‖x‖ · ‖z‖, portanto ‖f‖ = sup
‖x‖=1

|〈x, z〉| ≤ ‖z‖.
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1.6 Formas Bilineares e o Teorema de Lax-Milgram

Teorema 1.6.1 (Lax-Milgram1). Seja H um espaço de Hilbert e h : H × H 7→ C uma

forma sesquilinear limitada, isto é,

1. h(x, y) é um funcional linear de x se y é fixo, e h(x, y) é um funcional antilinear de

y se x é fixo.

2. h é limitado, isto é, existe uma constante α tal que ∀x, y ∈ H, |h(x, y)| ≤ α·‖x‖·‖y‖.

Suponha também que h é coerciva, isto é, existe uma constante β positiva tal que ∀y ∈ H,

|h(y, y)| ≥ β · ‖y‖2.

Então cada funcional linear limitado f sobre H é da forma f(x) = h(x, x0), onde x0

é um elemento de H unicamente determinado.

Demonstração. Seja y ∈ H. Seja h̃ : H 7→ C tal que h̃(x) = h(x, y). Vemos claramente

que h̃ é um funcional linear limitado. Pelo teorema da representação de Riesz existe

único w = w(y) ∈ H tal que h(x, y) = 〈x,w〉 ∀x ∈ H. Seja g : H 7→ H tal que

g(y) = w, onde este é o w dado acima. Observe que esta função está bem definida.

Observe também que h(x, z) = 〈x, g(z)〉 ∀x,z ∈ H. Vamos mostrar que g é um operador

linear limitado. De fato, sejam α ∈ C e x,z ∈ H. Então 〈r, g(α ·x+ z)〉 = h(r, α ·x+ z) =

α · h(r, x) + h(r, z) = α · 〈r, g(x)〉 + 〈r, g(z)〉 = 〈r, α · g(x) + g(z)〉 ∀r ∈ H. Logo

g(α · x + z) = α · g(x) + g(z). Portanto g é linear. Como h é limitado, existe α ∈ R
tal que ‖g(x)‖2 = 〈g(x), g(x)〉 = h(g(x), x) ≤ α · ‖x‖ · ‖g(x)‖ ∀x ∈ H. Portanto g é

limitada. Agora vamos mostrar que g é bijetora. De fato, por Cauchy-Schwarz, temos que

0 ≤ β‖x‖2 ≤ h(x, x) = 〈x, g(x)〉 ≤ ‖g(x)‖ · ‖x‖. Portanto β‖x‖ ≤ ‖g(x)‖. Logo N(g) = 0

e consequentemente g é injetora. Para mostrar que g é sobrejetora, primeiro devemos

mostrar que R(g) (isto é, a imagem de g) é fechado em H. Seja (g(xn))n∈N uma sequência

em R(g) tal que g(xn)→ s ∈ H quando n→∞ . Como H é completo, (g(xn))n∈N é uma

sequência de Cauchy. Como β‖xn − xm‖ ≤ ‖g(xn − xm)‖ = ‖g(xn)− g(xm)‖ ≤ ε para n

e m grandes, temos que (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy em H. Logo, existe k ∈ H
tal que xn → k quando n → ∞. Lembrando que g é um funcional linear limitado,

1Lax, P.D., Milgram, A., Parabolic Equations Contributions to the Theory of Partial Differential
Equations. Annals of Math. Studies, 33. Princeton University Press, Princeton, 1954.
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temos que g(k) = g( lim
n→∞

xn) = lim
x→∞

g(xn) = s. Logo, s ∈ R(g). Concluimos que

R(g) é fechado. Portanto H = R(g) ⊕ R(g)⊥. Agora suponha que exista x ∈ H tal

que x /∈ R(g). Então w = a + b cujo a ∈ R(g), b ∈ R(g)⊥ e b 6= 0. Mas, como

β · ‖b‖2 ≤ h(b, b) = 〈b, g(b)〉 = 0, temos que b = 0, o que é uma contradição. Com isso,

concluimos que H = R(g) e, consequentemente, g é bijetora. Por outro lado, usando

novamente o teorema da representação de Riesz temos que existe único w̃ ∈ H tal que

f(z) = 〈z, w̃〉 ∀z ∈ H. Seja ũ ∈ H tal que g(ũ) = w̃. Então temos que h(z, ũ) =

〈z, g(ũ)〉 = 〈z, w̃〉 = f(z) ∀z ∈ H. Portanto a existência está garantida. Agora suponha

que existam w̃, ŵ ∈ H tais que f(z) = h(z, w̃) = h(z, ŵ) ∀z ∈ H. Logo, para z = w̃− ŵ
temos que β‖w̃ − ŵ‖2 ≤ h(w̃ − ŵ, w̃ − ŵ) = 0. Isso prova que w̃ = ŵ.
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2 Espaços Lp e Espaços de
Sobolev

2.1 Espaços Lp

Definição 2.1.1. Seja Ω ⊆ R um conjunto mensurável à Lebesgue. Denotamos por L(Ω)

a classe de todas as funções mensuráveis f : Ω 7→ R tais que

∫
Ω

|f(x)|dx <∞.

Definição 2.1.2. Duas funções em L(Ω) são ditas equivalentes, se elas são iguais a menos

de um conjunto de medida nula (ie, se são iguais quase sempre). A classe de equivalência

de f em L(Ω) pela igualdade quase sempre será denotada por [f ]. O espaço de Lebesgue

L1(Ω) consiste de todas as classes de equivalência em L(Ω).

Temos que L1(Ω) é um espaço vetorial real com as operações α · [f ] := [α · f ] e

[f ] + [g] := [f + g].

Proposição 2.1.3. A função ‖[f ]‖L1 :=

∫
Ω

|f(x)|dx é uma norma em L1(Ω).

Demonstração. Note que ‖[f ]‖1 está bem definida. De fato se f , g ∈ [f ] , então f =

g quase sempre. Portanto

∫
Ω

|f(x)|dx =

∫
Ω

|g(x)|dx, e ‖[f ]‖L1 = ‖[g]‖L1 . Também

‖[f ]‖L1 ≥ 0. Se ‖[f ]‖L1 = 0 então

∫
Ω

|f(x)|dx = 0, o que implica f = 0 quase sempre, e

então [f ] = [0]. As propriedades ‖α ·[f ]‖L1 = |α|·‖[f ]‖L1 e ‖[f ]+[g]‖L1 ≤ ‖[f ]‖L1 +‖[g]‖L1

são facilmente verificadas usando a lineariedade da integral.

Definição 2.1.4. Seja 1 < p < ∞. Definimos Lp(Ω) como o conjunto das classes de

equivalência (pela igualdade quase sempre) das funções mensuráveis f : Ω 7→ R tais que∫
Ω

|f(x)|pdx <∞.

Provaremos que Lp(Ω) é um espaço vetorial normado, com a norma dada por ‖[f ]‖Lp :=

(

∫
Ω

|f(x)|pdx)
1
p .



2.1 Espaços Lp 19

De agora em diante vamos escrever f para nos referirmos a [f ].

Proposição 2.1.5 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp , g ∈ Lq tais que p > 1 e
1
p

+ 1
q

= 1. Então f · g ∈ L1 e ‖f · g‖L1 ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lq .

Demonstração. Se ‖f‖Lp = 0 ou ‖g‖Lq = 0 a proposição é óbvia. Suponha que ‖f‖Lp 6= 0

e ‖g‖Lq 6= 0. Sejam α ∈ (0, 1) e h(t) = α · t − tα para t ≥ 0. Usando h
′
(t), vemos que

h(t) > h(1) se t 6= 1. Logo α−1 ≤ α·t−tα ∀t ≥ 0, e portanto tα ≤ α·t−α+1. Escolhendo

t =
a

b
com a,b ≥ 0, b 6= 0, α =

1

p
, com p e q como na hipótese e multiplicando ambos os

lados por b, obtemos a
1
p ·b

1
q ≤ 1

p
·a+

1

q
·b. Sejam A = a

1
p , B = b

1
q . Logo A·B ≤ 1

p
·Ap+1

q
·Bq

para A, B ≥ 0. Agora escolha A =
|f |
‖f‖Lp

e B =
|g|
‖g‖Lq

. Substituindo na equação e

integrando obtemos

∫
Ω

|f |
‖f‖Lp

· |g|
‖g‖Lq

≤
∫

Ω

1

p
· ( |f |
‖f‖Lp

)p +

∫
Ω

1

q
· ( |g|
‖g‖Lq

)q =
1

p
+

1

q
= 1.

Com isso, obtemos ‖f · g‖L1 ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lq .

Dois números positivos p e q satisfazendo a igualdade 1
p

+ 1
q

= 1 são chamados de

ı́ndices conjugados. Neste caso, note que vale (p− 1) · q = p.

A desigualdade A · B ≤ 1

p
· Ap +

1

q
· Bq para A, B ≥ 0, é chamada desigualdade de

Young. Selecionando a·b = ((p·ε)
1
p ·a)·( b

(p · ε)
1
p

), obtemos A·B ≤ εAp+C(ε)·Bq ∀ε > 0,

cujo C(ε) = ε−
q
p · q−1. Esta última é chamada de desigualdade de Young com ε.

Proposição 2.1.6 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz). Se f , g ∈ L2, então

f · g ∈ L1 e

∫
Ω

|f(x).g(x)|dx ≤ ‖f‖L2 · ‖g‖L2.

Demonstração. Escolha p = q = 2 na proposição anterior.

Proposição 2.1.7 (Desigualdade de Minkowski). Se f , h ∈ Lp e p ≥ 1, então f +h ∈ Lp
e ‖f + h‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖h‖Lp.

Demonstração. Para o caso p = 1, o teorema já foi visto. Seja p > 1. Como

∫
Ω

|f(x) +

h(x)|pdx ≤ 2p ·
∫

Ω

|f(x)|p + |h(x)|pdx < ∞, temos que f + h ∈ Lp. Também |f + h|p =

|f +h| · |f +h|p−1 ≤ |f | · |f +h|p−1 + |h| · |f +h|p−1. Seja q o ı́ndice conjugado de p. Como

(|f + h|p−1)q = |f + h|p, então temos que |f + h|p−1 ∈ Lq. Pela desigualdade de Hölder

temos que |f | · |f +h|p−1 ∈ L1 e

∫
Ω

|f | · |f +h|p−1dx ≤ ‖f‖Lp · (‖f +h‖Lp)
p
q .Analogamente,
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temos que

∫
Ω

|h| · |f+h|p−1dx ≤ ‖h‖Lp ·(‖f+h‖Lp)
p
q . Logo (‖f+h‖Lp)p =

∫
Ω

|f+h|pdx ≤

(‖f‖Lp +‖h‖Lp)·(‖f+h‖Lp)
p
q . Se ‖f+h‖Lp = 0 a desigualdade desejada é trivial. Suponha

‖f+h‖Lp 6= 0. Então
(‖f + h‖Lp)p

(‖f + h‖Lp)
p
q

≤ (‖f‖Lp +‖h‖Lp). Observando que p− p
q

= 1, temos

‖f + h‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖h‖Lp .

Com a desigualdade de Minkowski, temos que Lp é um espaço vetorial normado sobre

R.

Pode-se provar as seguintes versões discretas das desigualdades de Hölder e Minkowski

( veja (KREYSZIG,1978)):

(
n∑
i=1

|xi ·yi|p)
1
p ≤ (

n∑
i=1

|xi|p)
1
p ·(

n∑
i=1

|yi|q)
1
q , e (

n∑
i=1

|xi+yi|p)
1
p ≤ (

n∑
i=1

|xi|p)
1
p +(

n∑
i=1

|yi|p)
1
p

para xi, yi ∈ R e q ı́ndice conjugado de p.

Usando que 0 ≤ (a − b)2, obtemos a · b ≤ a2

2
+
b2

2
. Esta desigualdade é chamada

desigualdade de Cauchy. Selecionando a · b = ((2 · ε)
1
2 · a) · ( b

(2 · ε) 1
2

), obtemos a · b ≤

ε · a2 +
b2

4 · ε
∀ε > 0, que é chamada de desigualdade de Cauchy com ε.

2.2 Completude de Lp

Teorema 2.2.1 (Riesz-Fischer). Se 1 ≤ p <∞, então Lp(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Resta provar que Lp(Ω) é completo. Seja (fn)n∈N uma sequência de

Cauchy em Lp e ε > 0. Então existe n0 ∈ N tal que se m,n ≥ n0 temos ‖fn −
fm‖Lp < ε. Logo existe uma subsequência (gk)k∈N de (fn)n∈N tal que ‖gk+1 − gk‖Lp <

2−k ∀k ∈ N. Seja g(x) = |g1(x)| +
∞∑
k=1

|gk+1(x) − gk(x)|. Pelo lema de Fatou, te-

mos (

∫
Ω

|g|pdx)
1
p = (

∫
Ω

(|g1(x)| +
∞∑
k=1

|gk+1(x) − gk(x)|)pdx)
1
p ≤ lim inf

n→∞
{(
∫

Ω

(|g1(x)| +

n∑
k=1

|gk+1(x) − gk(x)|)pdx)
1
p}. Agora, usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

(

∫
Ω

|g|pdx)
1
p ≤ ‖g1‖Lp + lim inf

n
{

n∑
k=1

‖gk+1(x)− gk(x)‖Lp ≤ ‖g1‖Lp + lim infn{
∑n

k=1 2−k} =

‖g1‖Lp + 1. Logo ‖g‖Lp ≤ ‖g1‖Lp + 1. Portanto g(x) = |g1(x)| +
∞∑
k=1

|gk+1(x) − gk(x)|
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converge quase sempre em Ω. Seja f(x) = lim
n→∞

gn(x) = g1(x) +
∞∑
k=1

gk+1(x) − gk(x).

Vamos redefinir f por zero no conjunto de medida nula em Ω, cujo g(x) = ∞. Note

que f(x) é uma função real bem definida. De fato, se g(x) < ∞ para x ∈ Ω, temos

que gk(x) é uma seqüência de Cauchy em R, e portanto f(x) <∞. Também, temos que

|gk(x)| = |
∞∑
j=k

gj+1(x)−gj(x)| ≤
∞∑
j=k

|gj+1(x)−gj(x)| ≤ g(x) em Ω e portanto pelo teorema

da convergência dominada de Lebesgue, temos que

∫
Ω

|f |pdx = lim
k→∞

∫
Ω

|gk(x)|pdx < ∞.

Logo f ∈ Lp. Além disso, temos |f(x)− gk(x)|p ≤ (|f(x)| + |gk(x)|)p ≤ (g(x) + g(x))p =

(2 · g(x))p em Ω. Novamente pelo teorema da convergência dominada de Lesbegue, temos

lim
k→∞

∫
Ω

|f(x)− gk(x)|pdx =

∫
Ω

lim
k→∞
|f(x)− gk(x)|pdx =

∫
Ω

0dx = 0. Logo gk → f em Lp.

Portanto temos que uma subseqüência da seqüência (fn)n∈N de Cauchy converge para f .

Mas, ‖fn − f‖Lp ≤ ‖fn − gk‖Lp + ‖gk − f‖Lp ≤
ε

2
+
ε

2
= ε para n e k grandes. Portanto

fk → f em Lp, o que demonstra que Lp é completo.

Vemos que L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno 〈f, h〉 :=

∫
Ω

f(x) ·

h(x)dx.

2.3 Espaço L∞

Definição 2.3.1. Uma função f : Ω 7→ R é dita ser essencialmente limitada se existe

K ∈ R tal que |f(x)| ≤ K quase sempre em Ω. O ı́nfimo de tais K é chamado de supremo

essencial de |f | e é denotado por supessx∈Ω|f(x)|. Seja L∞(Ω) a classe de equivalência

pela igualdade quase sempre das funções f : Ω 7→ R mensuráveis e essencialmente limi-

tadas.

Seja ‖f‖L∞ := supessx∈Ω|f(x)|.

Vemos que L∞(Ω) é um espaço vetorial real normado com a norma ‖f‖L∞.

Teorema 2.3.2. O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em L∞(Ω) e ε > 0. Seja Kn ⊂ Ω

tal que fn é limitada em Ω/Kn e Kn tem medida nula. Então temos que K :=
⋃
Kn

também tem medida nula (pois união enumerável de conjuntos de medida nula tem medida

nula). Logo (fn)n∈N é uma sequência de funções limitadas em Ω/K. Como fn−fm ∈ L∞,
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existemNn,m ⊂ Ω com medida nula tais que |fn(x)−fm(x)| ≤ ‖fn−fm‖L∞ ∀x ∈ Ω/Nn,m.

Então N :=
⋃
Kn,m também terá medida nula, e conseqüentemente M := N

⋃
K terá

medida nula. Portanto temos que (fn)n∈N é uma seqüência de funções limitadas em Ω/M

e |fn(x) − fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖L∞ ∀x ∈ Ω/M . Logo (fn)n∈N restrita a Ω/M é uma

sequência de Cauchy em R. Portanto existe f(x) tal que fn(x) → f(x) uniformemente

em Ω/M e f ≡ 0 em M . Logo supessx∈Ω|f(x)− fm(x)| = supessx∈Ω/M |f(x)− fm(x)| < ε

para m grande. Com isto, concluimos que L∞(Ω) é completo.

Observe que a desigüaldade de Minkowski vale para p =∞.

Vamos mostrar que a desigualdade de Hölder vale para p = 1 e q = ∞. De fato∫
Ω

|f · g|dx =

∫
Ω

|f | · |g|dx ≤
∫

Ω

‖f‖L∞ · |g|dx = ‖f‖L∞ ·
∫

Ω

|g|dx = ‖f‖L∞‖g‖L1 , se

f ∈ L∞ e g ∈ L1.

Proposição 2.3.3. Suponha que vol(Ω) :=

∫
Ω

1dx < ∞ e 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞. Se f ∈ Ls

então f ∈ Lr e ‖f‖Lr ≤ (vol(Ω))
1
r
− 1

s · ‖f‖Ls. Se f ∈ L∞, então lim
p→∞
‖f‖Lp = ‖f‖L∞.

Finalmente, se existe k ∈ R tal que ∀p ∈ [1,∞) temos que f ∈ Lp e ‖f‖Lp ≤ k, então

f ∈ L∞ e ‖f‖L∞ ≤ k.

Demonstração. Se r = s então a primeira afirmação é óbvia. Seja r < s. Então, pela

desigualdade de Hölder, ‖f(x)‖rLr
= ‖1 · f(x)‖rLr

≤ ‖f(x)‖rLs
· ‖1‖1− r

s
L1

. Então ‖f(x)‖Lr ≤
‖f(x)‖Ls · (volΩ)

1
r
− 1

s . Logo a primeira afirmação é válida para o caso geral. Se f ∈ L∞,

obtemos lim sup
n
‖f‖Ln ≤ ‖f‖L∞ . Por outro lado, ∀ε > 0 existe A ⊂ Ω com medida

positiva tal que |f(x)| ≥ (‖f‖L∞ − ε) ∀x ∈ A. Logo

∫
Ω

|f(x)|pdx ≥
∫
A

|f(x)|pdx ≥∫
A

(‖f‖L∞ − ε)pdx = (‖f‖L∞ − ε)p · vol(A). Logo ‖f‖Lp ≥ vol(A)
1
p · (‖f‖L∞ − ε) ∀ε > 0.

Logo lim inf
n
‖f‖Ln ≥ ‖f‖L∞ . Portanto temos lim

p→∞
‖f‖Lp = ‖f‖L∞ . Logo a segunda

afirmação está demonstrada. Agora suponha que existe k ∈ R tal que ∀ p ∈ [1,∞)

temos ‖f‖Lp ≤ k. Suponha que f /∈ L∞ ou que ‖f‖L∞ > k. Então existem k1 > k e

A ⊂ Ω com medida positiva tais que |f(x)| ≥ k1 ∀x ∈ A. Analogamente ao argumento

acima, temos que lim infn ‖f‖Ln ≥ k1 > k, o que contradiz a hipótese.
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2.4 Funções Localmente Integráveis

Definição 2.4.1. Dizemos que um conjunto A está compactamente contido em Ω, e

denotamos por A ⊂⊂ Ω, se A ⊂ Ω e A é compacto como subconjunto do Rn.

Definição 2.4.2. Dizemos que uma função f : Ω 7→ R tem suporte compacto em Ω se

suppf := {x ∈ Ω; f(x) 6= 0} ⊂⊂ Ω. O conjunto suppf é chamado de suporte de f . Sejam

Cp
o (Ω) := {f : Ω 7→ R tal que f tem suporte compacto em Ω e é derivável até a ordem

p, com p-ésimas derivadas cont́ınuas } e Cp
b (Ω) := {f : Ω 7→ R tal que f é limitada e

derivável até a ordem p, com as derivadas cont́ınuas e limitadas }.

Definição 2.4.3. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Seja Llocp (Ω) = {f : Ω 7→ R tal que f ∈ Lp(A) ∀A ⊂⊂
Ω, A mensurável }. O conjunto Lloc1 (Ω) é chamado de conjunto das funções localmente

integráveis.

Assim como L1(Ω), temos que Lloc1 (Ω) é um espaço vetorial real.

Note que Lp(Ω) ⊂ Llocp (Ω).

Proposição 2.4.4. Se 1 ≤ p ≤ ∞, temos que Lp(Ω) ⊂ Lloc1 (Ω)

Demonstração. Seja f ∈ Lp(Ω) e K ⊂⊂ Ω, K mensurável. Vê-se que ‖f‖Lp(K) ≤
‖f‖Lp(Ω). Seja

χ(x) =

{
1 se x ∈ K
0 se x ∈ Ω/K

χ(x) é chamada de função caracteŕıstica do conjunto K. Então , pela desigualdade de

Hölder ‖f(x)‖L1(K) = ‖f(x) ·χ(x)‖L1(K) ≤ ‖f‖Lp(K) · ‖χ‖Lq(K) ≤ ‖f‖Lp(Ω) · vol(K)
1
q <∞,

com 1
p

+ 1
q

= 1.

Note que se f ∈ Lloc1 (Ω) e g ∈ C∞o (Ω), então f · g ∈ f ∈ L1(Ω). Para tal, temos que g

é limitada, e portanto

∫
Ω

f(x) · g(x)dx =

∫
suppg

f(x) · g(x)dx ≤ C ·
∫
suppg

f(x)dx <∞.

Teorema 2.4.5 (Dubois-Reymond). Se f ∈ Lloc1 (Ω) e

∫
Ω

f(x).g(x)dx = 0, ∀g ∈ C∞o (Ω),

então f = 0 quase sempre em Ω.

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada em (ADAMS,1975) e (BRE-

ZIS,1983).
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2.5 Derivada Fraca

Definição 2.5.1. Seja α = (α1, ..., αn) ∈ Nn um multi-́ındice. Definimos |α| := α1 +

... + αn e Dαf(x) :=
∂|α|f

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

. Definimos também α! := α1!..., αn! e se β é outro

multi-́ındece tal que β ≤ α, isto é βi ≤ αi ∀i ∈ {1, ..., n}, então

(
α

β

)
:=

α!

β! · (α− β)!
,

com α + β := (α1 + β1, ..., αn + βn).

Convencionamos que se |α| = 0, então Dαf = f .

Definição 2.5.2. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto , α ∈ Rn um multi-́ınd́ıce e f, g ∈ LLoc1 (Ω).

Dizemos que g é a α-ésima derivada fraca de f em Ω, e escrevemos

Dαf = g se

∫
Ω

f(x) ·Dαφdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

g(x) · φ(x)dx ∀φ(x) ∈ C∞o (Ω).

Se f for derivável no sentido clássico em Ω, então f é derivável no sentido fraco.

Com efeito, para f ∈ C1(Ω) e φ ∈ C∞o (Ω), usando integração por partes, obtemos∫
Ω

fxi
(x)φ(x)dx =

∫
∂Ω

f(x)φ(x)Vi(x)dS −
∫

Ω

f(x)φxi
(x)dx = −

∫
Ω

f(x)φxi
(x)dx, com

V (x) = (V1(x), ..., Vn(x)) o vetor normal unitário exterior a ∂Ω. Aplicando repetidas

vezes este método, temos que se f é de classe Ck(Ω) e α um multi-́ındece tal que |α| ≤ k,

então

∫
Ω

f(x) ·Dαφ(x)dx = (−1)|α| ·
∫

Ω

g(x) · φ(x)dx, ∀φ(x) ∈ C∞o (Ω).

Lema 2.5.3 (Unicidade da derivada fraca). Uma α-ésima derivada fraca é única, a menos

de um conjunto de medida nula.

Demonstração. Sejam f, h, g ∈ LLoc1 (Ω) tais que Dαf = g e Dαf = h no sentido fraco.

Então (−1)|α| ·
∫

Ω

h(x) · φdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

g(x) · φdx ∀φ ∈ C∞o (Ω), e portanto
∫

Ω
(g(x)−

h(x)) · φdx, ∀φ ∈ C∞o (Ω). Então pelo teorema 2.4.5, temos que h = g quase sempre em

Ω.

Exemplo 2.5.4. Para n = 1, Ω = (0, 2), u e v dadas por:

u(x) =

{
x se 0 < x ≤ 1

1 se 1 < x < 2

v(x) =

{
1 se 0 < x ≤ 1

0 se 1 < x < 2
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Mostra-se que u
′

= v no sentido fraco, mas u não é derivável no sentido clássico em

(0, 2).

Exemplo 2.5.5. Para n = 1, Ω = (0, 2) e u dada por:

u(x) =

{
x se 0 < x ≤ 1

2 se 1 < x < 2

Mostra-se que não existe v ∈ LLoc1 ((0, 2)) tal que u
′
= v no sentido fraco.

A demonstração desses dois exemplos encontra-se em (Evans,1998).

2.6 Espaços de Sobolev

Definição 2.6.1. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e k ∈ N. Então W k,p(Ω) := {f : Ω 7→ R; f ∈
LLoc1 (Ω) e ∀α multi-́ındice tal que |α| ≤ k, Dαf existe e Dαf ∈ Lp(Ω)}. O conjunto

W k,p(Ω) é chamado de espaço de Sobolev. Se p = 2, definimos Hk(Ω) := W k,2(Ω).

Observamos que em W k,p(Ω) duas funções que são iguais quase sempre são conside-

radas como uma mesma função em W k,p(Ω), isto é, os elementos de W k,p(Ω) são classes

de equivalência de funções, assim como em Lp(Ω).

Proposição 2.6.2 (Propriedades da derivada fraca). Sejam k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈
W k,p(Ω) e α um multi-́ındice tal que |α| ≤ k. Então:

1. Dαf ∈ W k−|α|,p(Ω) e Dα(Dβf) = Dβ(Dαf), ∀β multi-́ındice tal que |α|+ |β| ≤ k.

2. ∀λ ∈ R temos λ · f + g ∈ W k,p(Ω) e Dα(λ · f + g) = λ ·Dαf +Dαg.

3. Se U ⊂ Ω, U aberto, então f ∈ W k,p(U).

4. Se ζ ∈ C∞o (Ω), então ζ · f ∈ W k,p(Ω) e Dα(f · ζ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβζ ·Dα−βf (fórmula

de Leibniz).

Demonstração. 1. Seja φ ∈ C∞o (Ω). Então temos que Dβφ ∈ C∞o (Ω), ∀β multi-́ındice.

Se |β| ≤ k−|α|, então

∫
Ω

Dαf(x) ·Dβφdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

f(x) ·Dα(Dβφ)dx = (−1)|α| ·∫
Ω

f(x) ·Dβ+αφdx = (−1)|α|+|α+β| ·
∫

Ω

Dβ+αf(x) ·φdx = (−1)|β| ·
∫

Ω

Dβ+αf(x) ·φdx.

Logo, DβDαf existe e DβDαf = Dβ+αf . Logo, Dαf ∈ W k−|α|,p(Ω).
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2.

∫
Ω

Dα(λ · f + g) · φdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

(λ · f + g) ·Dαφdx = λ · (−1)|α| ·
∫

Ω

f ·Dαφdx+

(−1)|α| ·
∫

Ω

g ·Dαφdx =

∫
Ω

(λ ·Dαf +Dαg) · φdx ∀φ ∈ C∞o (Ω). Pelo teorema 2.4.5

temos λ ·Dαf +Dαg = Dα(λ · f + g) quase sempre.

3. Seja U ⊂ Ω, aberto. Logo Dαf ∈ Lp(Ω) ⊂ Lp(U) e

∫
U

f(x) · Dαφdx = (−1)|α| ·∫
U

g(x) · φdx ∀φ ∈ C∞o (U). Portanto, f ∈ W k,p(U).

4. Vamos usar indução sobre |α|. Sejam ζ, φ ∈ C∞o (Ω). Então ζ · f ∈ LLoc1 (Ω). Seja

|α| = 1. Então

∫
Ω

ζ ·f ·Dαφdx =

∫
Ω

f ·Dα(ζ ·φ)−f ·φ·Dαζdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

(Dαf)·ζ ·

φdx−
∫

Ω

f ·φ·Dαζdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

(Dαf)·ζ ·φ+f ·φ·Dαζdx pois |α| = 1. Observe que

(Dαf) ·ζ+f ·Dαζ ∈ Lp(Ω). Logo Dα(f ·ζ) = (Dαf) ·ζ+f ·Dαζ =
∑

β≤α

(
α

β

)
Dβζ ·

Dα−βf . Seja l < k. Suponha que a fórmula de Leibniz vale para |ω| ≤ l e toda função

ζ ∈ C∞o (Ω). Seja α um multi-́ındice tal que |α| = l+ 1. Escolha multi-́ındices β e γ

tais que α = β + γ e |β| = l, |γ| = 1. Logo

∫
Ω

ζ · f ·Dαφdx =

∫
Ω

ζ · f ·DβDγφdx =

(−1)|β| ·
∫

Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dσζ · Dβ−σf) · Dγφdx = (−1)|β|+|γ| ·

∫
Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
Dγ(Dσζ ·

Dβ−σf)·φdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dγ+σζ ·Dβ−σf+Dσζ ·Dβ−σ+γf)·φdx = (−1)|α| ·

∫
Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dγ+σζ ·Dβ−σf)·φdx+(−1)|α|·

∫
Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dσζ ·Dα−σf)·φdx = (−1)|α|·

∫
Ω

∑
σ≤β+γ

(
β

σ − γ

)
(Dσζ ·Dβ−(σ−γ)f)·φdx+(−1)|α|·

∫
Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dσζ ·Dα−σf)·φdx =

(−1)|α| ·
∫

Ω

∑
σ≤α

(
β

σ − γ

)
(Dσζ ·Dα−σf) · φdx+ (−1)|α| ·

∫
Ω

∑
σ≤β

(
β

σ

)
(Dσζ ·Dα−σf) ·

φdx = (−1)|α| ·
∫

Ω

∑
σ≤α

(
α

σ

)
(Dσζ) · (Dα−σf) · φdx, pois

(
β

σ − γ

)
+

(
β

σ

)
=

(
α

σ

)
.

Logo temos o desejado. Para verificar a última afirmação, basta notar que se γi = 0

então

(
βi

σi − γi

)
+

(
βi

σi

)
=

(
αi

σi

)
+

(
αi

σi

)
= 2 ·

(
αi

σi

)
, e se γi = 1 então

(
βi

σi − γi

)
+(

βi

σi

)
=

(
αi − 1

σi − 1

)
+

(
αi − 1

σi

)
=

(
αi

σi

)
.

Teorema 2.6.3 (Espaço de Sobolev como espaço de funções). Seja k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞.
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Então, W k,p(Ω) é um espaço de Banach com a norma dada por

‖f‖Wk,p :=


(
∑
|α|≤k

‖Dαf‖pLp
)

1
p se 1 ≤ p <∞∑

|α|≤k

‖Dαf‖L∞ se p =∞

Demonstração. Pela proposição 2.6.2, item 2, sabemos que W k,p(Ω) é um espaço vetorial

real. Vamos mostrar que ‖f‖Wk,p é uma norma. De fato, seja f, g ∈ W k,p(Ω) e λ ∈ R.

Se 1 ≤ p < ∞, então ‖λ · f‖Wk,p = (
∑
|α|≤k

‖Dαλ · f‖pLp
)

1
p = (|λ|p ·

∑
|α|≤k

‖Dαf‖pLp
)

1
p =

λ ·‖f‖Wk,p . Claro que ‖f‖Wk,p ≥ 0. Se ‖f‖Wk,p = 0 então (
∑
|α|≤k

‖Dαf‖pLp
)

1
p = 0. Tomando

|α| = 0, obtemos que ‖f‖Lp = 0, o que resulta em f = 0 quase sempre em Ω. Usando

a desigualdade de Minkowski, obtemos que ‖f + g‖Wk,p = (
∑
|α|≤k

‖Dα(f + g)‖pLp
)‖

1
p ≤

(
∑
|α|≤k

(‖Dα(f)‖Lp + ‖Dα(g)‖Lp)p)
1
p ≤ (

∑
|α|≤k

‖Dα(f)‖pLp
)

1
p + (

∑
|α|≤k

‖Dα(g)‖pLp
)

1
p = ‖f‖Wk,p +

‖g‖Wk,p . Portanto, W k,p(Ω) é um espaço vetorial normado. Resta mostrar que W k,p(Ω)

é completo. Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em W k,p(Ω) e ε > 0. Então, existe

l ∈ N tal que ‖fr − fs‖Wk,p < ε se r, s ≥ l. Logo, temos que ‖Dαfr − Dαfs‖Lp ≤
‖fr − fs‖Wk,p < ε se r, s ≥ l e portanto (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em Lp(Ω).

Como Lp(Ω) é completo, existem hα ∈ Lp(Ω) tais que Dαfn → hα na norma de Lp(Ω).

Em particular, tomando |α| = 0, temos que fn → h na norma Lp(Ω). Agora vamos

mostrar que h ∈ W k,p(Ω) e que Dαh = hα. De fato, seja φ ∈ C∞o (Ω). Então

∫
Ω

h(x) ·

Dαφ(x)dx = lim
n→∞

∫
Ω

fn(x) · Dαφ(x)dx = lim
n→∞

(−1)|α| ·
∫

Ω

Dαfn(x) · φ(x)dx = (−1)|α| ·∫
Ω

hα(x) · φ(x)dx ∀φ(x) ∈ C∞o (Ω). Logo Dαf = hα. Então Dαfn → Dαh na norma

de Lp(Ω), ∀|α| ≤ k, α muiti-́ındice, de onde conclui-se que fn → h em W k,p(Ω). O caso

p =∞ é análogo.

Temos que Hk(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

〈f(x), g(x)〉 =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαf(x) ·Dαg(x)dx

.

Definição 2.6.4. Seja W k,p
o (Ω) o fecho de C∞o (Ω) em W k,p(Ω). Seja Hk

o (Ω) = W k,2
o (Ω).
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Portanto, f ∈ W k,p
o (Ω) se, e somente se existe (fn)n∈N ⊂ C∞o (Ω) tal que fn → f na

norma de W k,p(Ω).

Observe que W k,p
o (Ω) também é um espaço de Banach e Hk

o (Ω) um espaço de Hilbert

com a norma induzida de W k,p(Ω) e denotada por ‖ · ‖Wk,p
o

e ‖ · ‖Hk
o

respectivamente.

Definição 2.6.5. Dizemos que uma função f ∈ W k,p
Loc(Ω) se f ∈ W k,p(U), ∀U aberto tal

que U ⊂⊂ Ω. Escrevemos fn → f em W k,p
Loc(Ω) se fn → f em W k,p(U), ∀U aberto tal que

U ⊂⊂ Ω. Também denotamos W k,2
Loc(Ω) por Hk

Loc(Ω).

Teorema 2.6.6. Seja H−k(Ω) o dual topológico de Hk
o (Ω). Se u ∈ H−1(Ω), então

existem f0, ..., fn ∈ L2(Ω) tais que u(f) =

∫
Ω

f0f +
n∑
i=1

fiD
αifdx, ∀f ∈ H1

o (Ω), com

αi = (0, 0, ...0, 1, 0, ...0), isto é αi = ei.

Demonstração. Como H1
o (Ω) é um espaço de Hilbert, pelo teorema da representação

de Riesz, existe único h ∈ H1
o (Ω) tal que u(f) = 〈f, h〉 ∀f ∈ H1

o (Ω), isto é u(f) =∫
Ω

∑
|α|≤1D

αh · Dαfdx, ∀f ∈ H1
o (Ω). Escolhendo f0 = h e fi = Dαih, obtemos u(f) =∫

Ω

f0f +
n∑
i=1

fiD
αifdx, ∀f ∈ H1

o (Ω).

Definindo ‖∇f(x)‖Lp := (
n∑
i=1

‖fxi
‖pLp

)
1
p , podemos escrever ‖f‖W 1,p = (‖∇f(x)‖pLp

+

‖f‖pLp
)

1
p .

Proposição 2.6.7. Seja ⊂ Rn. Considerando a seguinte norma em W k,p(Ω):

‖f‖Wk,p

:=


∑
|α|≤k

‖Dαf‖Lp se 1 ≤ p <∞

max
|α|≤k
‖Dαf‖L∞ se p =∞

Temos que ‖f‖Wk,p
e ‖f‖Wk,p são normas equivalentes em W k,p(Ω).

Demonstração. A prova de que ‖f‖Wk,p
é uma norma em W k,p é análoga a prova de

que ‖f‖Wk,p é uma norma em W k,p. Se 1 ≤ p < ∞, então ‖f‖Wk,p

=
∑
|α|≤k

‖Dαf‖Lp =

((
∑
|α|≤k

‖Dαf‖Lp)
1
p )p ≤ ((

∑
|α|≤k

max
|β|≤k
‖Dβf‖Lp)

1
p )p ≤ C · (

∑
|α|≤k

(‖Dαf‖Lp)
1
p )p = C · ‖f‖Wk,p ,

para algum C > 0. Também ‖f‖Wk,p = (
∑
|α|≤k

‖Dαf‖pLp
)

1
p ≤ (

∑
|α|≤k

(max
|β|≤k
‖Dβf‖Lp)p)

1
p ≤ c ·



2.6 Espaços de Sobolev 29

∑
|α|≤k

‖Dαf‖Lp = c·‖f‖Wk,p

para algum c > 0. Portanto ‖f‖Wk,p
e ‖f‖Wk,p são equivalentes.

O caso p =∞ é similar.

Definição 2.6.8. Sejam Ω ⊂ Rn, aberto e f ∈ LLoc1 (Ω). Seja U ⊂⊂ Ω e k ∈ R tal

que 0 < |k| < dist(U, ∂Ω). Definimos Dk
i f(x) =

f(x+ kei)− f(x)

k
, ∀x ∈ U , ∀i ∈

{1, 2, ..., n}. A função Dk
i f é chamada de quociente de diferenças de u. Definimos ainda

Dkf(x) := (Dk
1f(x), ..., Dk

nf(x)).

Lema 2.6.9. Sejam Ω ⊂ Rn, aberto e f ∈ LLoc1 (Ω). Seja U ⊂⊂ Ω e k ∈ R tal que

0 < |k| < dist(U, ∂Ω). Seja g ∈ C∞o (U). Então:

1. Dk
i (f · g)(x) = f(x) ·Dk

i g(x) +Dk
i f(x) · g(x+ kei).

2.

∫
Ω

Dk
i f(x) · g(x)dx = −

∫
Ω

f(x) ·D−ki g(x)dx.

Demonstração. Para a primeira afirmação, temos: Dk
i fg(x) =

fg(x+ kei)− fg(x)

k
=

fg(x+ kei)− fg(x) + f(x)g(x+ kei)− f(x)g(x+ kei)

k
=
f(x)(g(x+ kei)− g(x))

k

+
g(x+ kei)(f(x+ kei)− f(x))

k
= f(x) ·Dk

i g(x) +Dk
i f(x) · g(x+ kei).

Para a segunda parte, observe que:

∫
Ω

Dk
i f(x) · g(x)dx =

∫
U

f(x+ kei)− f(x)

k
·

g(x)dx =

∫
U

f(x+ kei)

k
·g(x)dx−

∫
U

f(x)

k
·g(x)dx =

∫
U+kei

f(x)

k
·g(x−kei)dx−

∫
U

f(x)

k
·

g(x)dx. Seja x ∈ Ω/(U + kei), então temos que x− kei ∈ Ω/U , e portanto g(x− kei) = 0.

Logo

∫
U+kei

f(x)

k
· g(x − kei)dx =

∫
Ω

f(x)

k
· g(x − kei)dx. Então,

∫
Ω

Dk
i f(x) · g(x)dx =∫

Ω

f(x)

k
·g(x−kei)dx−

∫
U

f(x)

k
·g(x)dx = −

∫
U

f(x)

k
· (g(x)−g(x−kei))dx = −

∫
Ω

f(x) ·

D−ki g(x)dx.

Proposição 2.6.10 (Quociente de diferenças e derivada fraca). Seja Ω ⊂ Rn, aberto.

Então:

1. Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ W 1,p(Ω). Então, para cada U ⊂⊂ Ω e 0 < |k| < dist(∂Ω, U)

temos que Dk
i f ∈ Lp(U) e ‖Dk

i f‖Lp(U) ≤ ‖fxi‖Lp(Ω).

2. Se 1 < p ≤ ∞, U ⊂⊂ Ω, f ∈ Lp(U), Dk
i f ∈ Lp(U) e existe uma constante C tal

que ‖Dk
i f‖Lp(U) ≤ C ∀0 < |k| < 1

2
dist(∂Ω, U). Então, fxi

existe, fxi
∈ Lp(U) e

‖fxi
‖Lp(U) ≤ C.
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O resultado anterior continua válido para i ∈ {1, 2, ..., n − 1} se tomarmos Ω =

Bo(0, 1) ∩ {xn > 0} e U = Bo(0, 1
2
) ∩ {xn > 0}.

A demonstração da proposição acima pode ser encontrada em (EVANS,1998) e (RE-

NARDY,1992).

Definição 2.6.11. Seja Ω ⊂ Rn. Dizemos que ∂Ω é de classe Ck se ∀x0 ∈ ∂Ω, existe

r > 0 e γ : Rn−1 7→ R, γ de classe Ck, tal que, reorientando e renomeando os eixos

coordenados, se necessário, temos Ω ∩ B(x0, r) = {x = (x1, ...xn) ∈ B(x0, r); xn >

γ(x1, ...xn−1)}. Temos que ∂Ω é de classe C∞ se ∂Ω é de classe Ck ∀k ∈ N, e ∂Ω é

anaĺıtica se γ é anaĺıtica.

Sejam ∂Ω de classe C1, x0 ∈ ∂Ω e r e γ como na definição. Sejam Φ(x1, ...xn) :=

(x1, ...xn−1, xn − γ(x1, ...xn−1)) e ψ(y1, ...yn) := (y1, ...yn−1, yn + γ(y1, ...yn−1)). Observe

que (ψ)−1 = Φ. Vê-se também que detJ(ψ) = detJ(Φ) = 1.

Seja ∂Ω de classe C1. Então existe uma medida de superf́ıcie induzida sobre ∂Ω

do Rn−1. Definimos Lp(∂Ω) como a classe de funções f : ∂Ω 7→ R mensuráveis que na

potência p são integráveis.

Seja Cp(Ω) := {f ∈ Cp(Ω) tal que ∀|α| ≤ p, Dαf é uniformemente cont́ınua em sub-

conjuntos limitados de Ω }. Se f ∈ Cp(Ω), então Dαf pode ser estendida continuamente

para Ω, ∀|α| ≤ p.

Teorema 2.6.12 (traço em W 1,p). Seja Ω ⊂ Rn, limitado e ∂Ω de classe C1. Então

existe um operador linear limitado T : W 1,p(Ω) 7→  Lp(∂Ω) tal que

1. T (f) = f |∂Ω se f ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω)

2. Existe k = k(p,Ω) tal que ‖T (f)‖Lp(∂Ω) ≤ k · ‖f‖W 1,p(Ω) ∀f ∈ W 1,p(Ω).

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada em (EVANS,1998).

A função T (f) é chamada traço de f na ∂Ω.

Teorema 2.6.13 (traço zero em W 1,p). Seja Ω ⊂ Rn, limitado e ∂Ω de classe C1. Seja

f ∈ W 1,p(Ω). Então f ∈ W 1,p
o (Ω) se e somente se T (f)(x) = 0 q.s. na ∂Ω.

Se f ∈ W 1,p
o (Ω), então existe (fn)n∈N ⊂ C∞o tal que (fn)n∈N → f na norma de W 1,p

o (Ω).

Pelo teorema do traço, temos que T (fn) = 0 ∀n ∈ N. Como T é um operador linear

limitado, temos que T (f) = lim
n→∞

T (fn) = 0.

A demonstração completa do teorema acima pode ser encontrada em (EVANS,1998).
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3 Partições da Unidade

Lema 3.0.14. Dado Ω ⊂ Rn, Ω aberto, existe uma sequência de conjuntos compactos

(Ki)i∈N em Rn tais que Ki ⊂ int(Ki+1), ∀i ∈ N, e
∞⋃
i=1

Ki = Ω.

Demonstração. Seja Ki = {x ∈ Rn;Bo(x, 1
i
) ⊂ Ω} ∩ {x ∈ Rn; |x| ≤ i}. Temos que

Ki é limitado. Vamos mostrar que Ki é fechado. Observe que {x ∈ Rn; |x| ≤ i} é

fechado. Seja x0 ∈ Rn/{x ∈ Rn;Bo(x, 1
i
) ⊂ Ω}. Logo existe y ∈ Bo(x0,

1
i
)/Ω. Seja

δ = 1
i
− d(x0, y) e z ∈ Bo(x0, δ). Então d(y, z) ≤ d(y, x0) + d(x0, z) <

1
i
, e portanto

Bo(x0, δ) ⊂ Rn/{x ∈ Rn;Bo(x, 1
i
) ⊂ Ω}. Então Rn/{x ∈ Rn;Bo(x, 1

i
) ⊂ Ω} é aberto e

{x ∈ Rn;Bo(x, 1
i
) ⊂ Ω} é fechado. Então Ki é compacto. Observe que

∞⋃
i=1

Ki ⊂ Ω. Sejam

x ∈ Ω, n > 0 e i0 ∈ N tais que Bo(x, n) ⊂ Ω e max{ 1
n
, ‖x‖} < i0. Então Bo(x, 1

i0
) ⊂ Ω e

‖x‖ < i0, e portanto x ∈ Ki0 . Concluimos que
∞⋃
i=1

Ki = Ω. Falta mostrar Ki ⊂ int(Ki+1).

Sejam x ∈ Ki, k = min{1
2
, 1
i·(i+1)

} e y ∈ Bo(x, k). Então ‖y‖ < ‖x‖+ k ≤ ‖x‖+ 1
2
< i+ 1.

Seja z ∈ Bo(y, 1
i+1

), então d(x, z) ≤ d(y, x) + d(y, z) < k + 1
i+1
≤ 1

i·(i+1)
+ 1

i+1
= 1

i
.

Logo z ∈ Bo(x, 1
i
) ⊂ Ω. Portanto Bo(y, 1

i+1
) ⊂ Ω. Logo Bo(x, k) ⊂ Ki+1, e portanto

x ∈ int(Ki+1) ∀x ∈ Ki.

Lema 3.0.15. Dado {Ωi}i∈I uma coleção de subconjuntos abertos do Rn e
⋃
i∈I

Ωi = Ω.

Então existe uma sequência de bolas abertas (Ui)i∈N do Rn tais que:

1.
∞⋃
i=1

Ui = Ω.

2. ∀j ∈ N, existe l ∈ I tal que U j ⊂ Ωl.

3. Para cada compacto K ⊂ Ω, temos K ∩ Ui = ∅, exceto para uma quantidade finita

de i ∈ N.
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Demonstração. Seja (Ki)i∈N a sequência do lema 3.0.14 para Ω. Seja K0 = ∅ e Mi =

Ki+1/int(Ki), ∀i ∈ N. Note que Mi ∩ Ki−1 = ∅, pois Ki−1 ⊂ int(Ki). Vamos mostrar

que
∞⋃
i=1

Mi = Ω. Seja x ∈ Ω =
∞⋃
i=1

Ki. Logo existe o menor i0 tal que x ∈ Ki0 . Então

x ∈Mi0−1 pois x /∈ Ki0−1, (pela minimalidade de i0). Logo Ω ⊂
∞⋃
i=1

Mi. A outra inclusão

é trivial. Seja x ∈ Mi, então existe l ∈ I tal que x ∈ Ωl. Como Ωl e Rn/Ki−1 são

abertos e x /∈ Ki−1, existe δ > 0 tal que Bo(x, δ) ⊂ Ωl e Bo(x, δ) ∩Ki−1 = ∅. Note que

cada Mi = Ki+1 ∩ (Rn/int(Ki)) é compacto. Note também que {Bo(x, δ(x));x ∈ Mi} é

uma cobertura para Mi. Portanto existe uma subcobertura finita, isto é, existe Fi ⊂Mi,

finito, tal que Mi ⊂
⋃
x∈Fi

Bo(x, δ(x)). Seja F =
⋃∞
i=0 Fi, que é enumerável. Portanto

{Bo(x, δ(x));x ∈ F} é uma coleção enumerável de bolas abertas que cobre Ω. Vamos

denotar estas bolas por (Ui)i∈N. Como vimos, ∀j ∈ N, existe l ∈ I tal que U j ⊂ Ωl.

temos também que
∞⋃
i=1

Ui = Ω. Resta mostrar o item 3, Seja K ⊂ Ω, K compacto.

Logo existe m ∈ N tal que K ⊂ Km, pois (int(Ki))i∈N é uma cobertura para K, e

como K é compacto, existem i0, .., ip tais que K ⊂
p⋃
j=0

int(Kij ) ⊂ Kmax
0≤j≤p

{ij}. Note que

Bo(x, δ(x)) ∩Km ⊂ Bo(x, δ(x)) ∩Ki−1 = ∅ para x ∈ Mi e i > m. Portanto K ∩ Ui = ∅,
exceto para uma quantidade finita de i ∈ N.

Lema 3.0.16. Seja y ∈ Rn e δ > 0. então existe uma função ψ ∈ C∞(Rn) tal que

ψ(x) > 0, ∀x ∈ Bo(y, δ) e ψ(x) = 0, ∀x /∈ Bo(y, δ).

Demonstração. Seja g : R 7→ R dada por:

g(t) =

{
0 se t≤ 0

e
−1
t caso contrário

Temos que g(t) > 0 se t > 0 e g ∈ C∞(R).

Seja ψ(x) = g(1 − ‖x−y‖
2

δ2
). Como ‖ · ‖2 : Rn 7→ R é uma função de classe C∞ (pois

é uma função polinomial), temos que ψ(x) ∈ C∞(Rn). Note que se x ∈ Bo(y, δ), então

ψ(x) > 0 e se x /∈ Bo(y, δ) então ψ(x) = 0.

Teorema 3.0.17. Sejam {Ωl}l∈I uma coleção de conjuntos abertos do Rn e Ω =
⋃
l∈I

Ωl.

Então existe uma sequência {φi}∞i=1 de funções com as seguintes propriedades:
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1. cada φi ∈ C∞(Rn) e anula-se fora de um subconjunto compacto de Ωl, para algum

l = l(i) ∈ I.

2. Para cada subconjunto compacto K de Ω, φj ≡ 0 sobre K para todos os j ∈ N,

exceto para uma quantidade finita.

3. Para cada j ∈ N, 0 ≤ φj(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rn e
∞∑
i=1

φi(x) = 1 ∀x ∈ Ω.

Demonstração. Seja (Ui)
∞
i=1 a sequência de bolas abertas do lema 3.0.15. Para cada Ui,

seja ψi(x) dado pelo lema 3.0.16. Logo ψi(x) > 0, ∀x ∈ Ui e ψi(x) = 0, ∀x /∈ Ui. Seja

K ⊂ Ω um compacto, pelo lema 3.0.15 apenas uma quantidade finita de Ui tem intercesão

não vazia com K. Portanto ψ(x) =
∞∑
i=1

ψi(x) está bem definida e é de classe C∞(Rn).

Além disso, ψ(x) > 0 se x ∈ Ω. Seja

φi(x) =


ψi(x)

ψ(x)
se x ∈ Ω

0 se x /∈ Ω

Temos que (φi)
∞
i=1 tem as propriedades desejadas.

O conjunto {φi}∞i=1 denomina-se partição de Ω subordinado a cobertura {Ωl}l∈I .

Corolário 3.0.18. Sejam K ⊂ Rn, K compacto, e U ⊂ Rn, U aberto e limitado tal

que K ⊂ U . Então existe φ ∈ C∞o (Rn) tal que φ ≡ 1 sobre K, φ ≡ 0 sobre Rn/U e

0 ≤ φ(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rn.

Demonstração. Considere a cobertura de Rn consistindo de {U,Rn/K}, e a partição de

Rn subordinado a esta cobertura. Logo, pelo teorema 3.0.17, existe {φi}∞i=1 ⊂ C∞(Rn)

que anula-se fora de um subconjunto compacto de U ou Rn/K, 0 ≤ φj(x) ≤ 1,
∞∑
i=1

φi(x) =

1 ∀x ∈ Rn ∀j ∈ N, e para cada subconjunto compacto M , φj ≡ 0 sobre M , exceto

por uma quantidade finita de j ∈ N. Portanto φj ≡ 0 em K ou φj ≡ 0 em Rn/U . Seja

φ =
∑
φi tal que φ ≡ 0 em K e φ =

∑
φi tal que φ ≡ 0 em Rn/U . Logo φ é a função

desejada.

A função φ assim constitúıda é denominada um função de corte com relação ao

conjunto compacto K.
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Corolário 3.0.19. Sejam U ,V ⊂ Rn, abertos, tais que V ⊂⊂ U . Então, existe uma

função de corte φ tal que:

φ(x) =

{
1 se x ∈ V
0 se x ∈ Rn/U

, 0 ≤ φ ≤ 1

Demonstração. Tome K := V e aplique o corolário 3.0.18.

Tomando U ,V , Ω ⊂ Rn, abertos, tais que V ⊂⊂ U ⊂⊂ Ω, e aplicando o corolário

3.0.19, vemos que a o conjunto C∞0 (Ω) está bem servido de funções de corte.
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4 Equações Lineares Eĺıpticas

4.1 Operadores Eĺıpticos

Seja Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado. Consideremos o seguinte operador diferencial

parcial linear de ordem l:

L(x,D) =
∑
|α|≤l

aα(x) ·Dα(·)

cujos coeficientes aα(x) são funções reais definida em Ω e α ∈ Nn multi-́ındice. A parte

principal de L é o operador formado apenas pelas derivadas de ordem l, isto é:

Lo(x,D) =
∑
|α|=l

aα(x) ·Dα(·)

Associado a L, consideremos o seguinte polinômio homogêneo em ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn de

grau l:

Lo(x, ξ) =
∑
|α|=l

aα(x) · ξα

Definição 4.1.1. Dizemos que L é eĺıptico em x0 ∈ Ω se Lo(x0, ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ Rn/{0}.

Lema 4.1.2. Se um operador diferencial parcial L de ordem l é eĺıptico em x0 ∈ Ω, n > 1,

então l é par (l = 2 · k) e ξ 7→ Lo(x0, ξ) assume apenas um sinal para ξ 6= 0.

Demonstração. Por definição, temos que ξ 7→ Lo(x0, ξ) é cont́ınuo e assume 0 para ξ = 0.

Suponha que existam ξ1 e ξ2 tais que Lo(x0, ξ1) < 0 e Lo(x0, ξ2) > 0. Considere uma curva

cont́ınua Υ ligando ξ1 a ξ2 que não passe pela origem. Pela continuidade, Lo(x0,Υ) passa

pela origem, o que é uma contradição. Segue que Lo(x0, ξ) e Lo(x0,−ξ) = (−1)l ·Lo(x0, ξ)

devem ter o mesmo sinal, o que mostra que l é par.
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Em vista deste resultado, iremos usar a seguinte definição restrita de operador eĺıptico.

Definição 4.1.3. Seja Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado. Dizemos que um operador diferencial

parcial L(x,D) =
∑
|α|≤2·k

aα(x) ·Dα(·) é eĺıptico em Ω se:

(−1)k ·
∑
|α|=2·k

aα(x) · ξα > 0, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn/{0}

Dizemos que L é uniformemente eĺıptico em Ω se existe θ > 0 tal que:

(−1)k ·
∑
|α|=2·k

aα(x) · ξα ≥ θ|ξ|2·k, ∀ξ ∈ Rn, ∀x ∈ Ω

Temos que todo operador uniformemente eĺıptico é um operador eĺıptico.

Os operadores lineares negativo do Laplaciano ( −∆ = −∂x1x1 − ...− ∂xnxn , ordem 2)

e biharmônico (∆2, ordem 4) são uniformemente eĺıpticos com θ = 1.

Definição 4.1.4. 1 Dizemos que um operador diferencial parcial linear complexo L (isto

é, os aα(x) assumem valores complexo) é fortemente eĺıptico em Ω se existe uma função

γ : Ω 7→ C tal que Re(γ(x) · Lo(x, ξ)) > 0, ∀ξ ∈ Rn/{0}, ∀x ∈ Ω.

L é fortemente uniformemente eĺıptico em Ω se existem γ : Ω 7→ C e θ > 0 tais que

Re(γ(x) · Lo(x, ξ)) ≥ θ|ξ|l, ∀ξ ∈ Rn, ∀x ∈ Ω.

L é propriamente eĺıptico em Ω se l for par (l = 2 · k) e se o polinômio em t,

Lo(x, ξ + t · µ), para cada x ∈ Ω e para cada par de vetores ξ, µ ∈ Rn linearmente

independentes, tiver k ráızes com parte imaginária positiva e k ráızes com parte imaginária

negativa.

Note que todo operador real eĺıptico é fortemente eĺıptico e que todo operador real

uniformemente eĺıptico é fortemente uniformemente eĺıptico. Basta escolher γ = (−1)k.

Um operador de segunda ordem no espaço n dimensional da forma L =
n∑

i,j=1

ai,j(x)∂xixj
+

n∑
i=1

bi(x)∂xi
+c(x) é uniformemente eĺıptico em Ω se existe θ > 0 tal que ξT ·A(x)·ξ ≥ θ|ξ|2,

∀ξ ∈ Rn. Aqui A(x) é uma matrix nxn com componentes −aij(x).

1O interesse nos operadores fortemente eĺıpticos provêm do fato que foi para eles que primeiro se
estabeleceu uma teoria geral do problema de Dirichlet, a chamada teoria de Garding. Posteriormente,
provou-se que o problema de Dirichlet é bem posto na classe mais geral dos operadores propriamente
eĺıpticos. Essa classe é também adequada para o tratamento de outros problemas de fronteira.
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Para a discussão de existência e regularidade de EDP, é conveniente colocar os ope-

radores numa forma para o qual seja mais conveniente a integração por partes.

Definição 4.1.5. Dizemos que um operador L está na forma divergente se existem funções

aσ,γ : Ω 7→ R tais que

L(x,D) =
∑

0≤|σ|,|γ|≤k

(−1)|σ|Dσ(aσ,γ(x)Dγ(·))

Um operador na forma divergente é eĺıptico se e somente se
∑
|σ|,|γ|=k

ξσaσ,γ(x) · ξγ > 0,

∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn/{0}, e é uniformemente eĺıptico se e somente se existe θ > 0 tal que∑
|σ|,|γ|=k

ξσaσ,γ(x) · ξγ ≥ θ · |ξ|2·k, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn.

Se os coeficientes aα de um operador linear forem suficientemente suaves, então po-

demos colocar o operador na forma divergente (veja (RENARDY,1992)).

Definição 4.1.6. Sejam Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado, com fronteira Γ, L um operador

diferencial parcial linear e f uma função real. O problema de Dirichlet é a seguinte EDP

com condição de contorno:

Lu = f em Ω

u = 0 em Γ

Daqui em diante vamos considerar apenas os operadores uniformemente eĺıpticos na

forma divergente.

Definição 4.1.7. Sejam Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado, com fronteira Γ, e f ∈ Cb(Ω).

Uma função u ∈ C2·k
b (Ω) ∩ C2·k−1

b (Ω) é dita uma solução clássica para o problema de

Dirichlet se:

L(x,D)u(x) =
∑

0≤|σ|,|γ|≤k

(−1)σDσ(aσ,γ(x)Dγu(x)) = f(x) em Ω

Dαu = 0 em Γ, para |α| ≤ k − 1

Uma das mais importantes idéias da análise moderna é de que se quisermos garantir

a existência de solução de um problema, é conveniente procurá-la em um espaço maior

apropriado.
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Definição 4.1.8. Sejam Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado, com fronteira Γ, e f ∈ L2(Ω).

Uma função u ∈ H2·k(Ω) ∩Hk
0 (Ω) é dita uma solução forte para o problema de Dirichlet

se

L(x,D)u(x) =
∑

0≤|σ|,|γ|≤k

(−1)|σ|Dσ(aσ,γ(x)Dγu(x)) = f(x) em Ω.

Se u é uma solução forte, então ∀φ(x) ∈ C∞o (Ω), temos que:∫
Ω

f(x)φ(x)dx =

∫
Ω

L(x,D)u(x)φ(x)dx =

∫
Ω

∑
0≤|σ|,|γ|≤k

(−1)σDσ(aσ,γ(x)Dγu(x))φ(x)dx =∫
Ω

∑
0≤|σ|,|γ|≤k

(aσ,γ(x)Dγu(x))Dσ(φ(x))dx.

Por densidade, temos que∫
Ω

f(x)v(x)dx =

∫
Ω

∑
0≤|σ|,|γ|≤k

(aσ,γ(x)Dγu(x))Dσ(v(x))dx ∀ v(x) ∈ Hk
0 (Ω)

Definição 4.1.9. A forma bilinear B[·, ·] associada a um operador linear eĺıptico diver-

gente é:

B[·, ·] :=

∫
Ω

∑
0≤|σ|,|γ|≤k

aσ,γ(x)Dγ(·)Dσ(·)dx

Definição 4.1.10. Sejam Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado, com fronteira Γ, e f ∈ H−k(Ω).

Uma função u ∈ Hk
0 (Ω) é dita uma solução fraca para o problema de Dirichlet se

B[u, v] = f(v) ∀v ∈ Hk
0 (Ω)

Se k = 1, isto é, se o operador é de segunda ordem, temos que a solução fraca para

f ∈ L2(Ω) é dada por B[u, v] =

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Daqui em diante consideraremos apenas operadores lineares uniformemente eĺıpticos

na forma divergente de segunda ordem e f ∈ L2(Ω).

Observe que se u é uma solução fraca para o problema de Dirichlet e Γ ∈ C1, então

pelo teorema 2.6.13 temos T (u) = 0.

Neste caso, podemos também estabelecer o seguinte problema:

Lu = f em Ω

u = g em Γ
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Dizemos que u ∈ H1(Ω) é uma solução fraca se B[u, v] = 〈f, v〉L2(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω) e

T (u) = g. Neste caso, seja w ∈ H2(Ω) tal que T (w) = g e u solução fraca da EDP

Lu = f − Lw em Ω e u = 0 em Γ. Então u := u + w é a solução do nosso problema

original.

Como a EDP

Lu = f em Ω

não impõe restrições em Γ, dizemos que u ∈ H1(Ω) é solução desta se

B[u, v] = 〈f, v〉L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

4.2 Existência de Soluções

Para o operador diferencial uniformemente eĺıptico de segunda ordem na forma diver-

gente:

L = −
n∑

i,j=1

(ai,j(x)∂xi
)xj

+
n∑
i=1

bi(x)∂xi
+ c(x).

Assumiremos que ai,j, bi, c ∈ L∞(Ω), ∀0 ≤ i, j ≤ n. Também assumiremos que a função

f ∈ L2(Ω) no problema de Dirichlet. Portanto as integrais anteriores estão bem definidas

para v ∈ H1
0 (Ω) e u ∈ H1(Ω).

Teorema 4.2.1 (Estimativa para a energia). Existem λ, ω > 0 e γ ≥ 0 , tais que:

1. |B[u, v]| ≤ λ · ‖u‖H1
0 (Ω) · ‖v‖H1

0 (Ω) ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

2. ω · ‖u‖2
H1

0 (Ω)
≤ B[u, u] + γ · ‖u‖2

L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Se u, v ∈ H1
0 (Ω), então |B[u, v]| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

n∑
i,j=1

ai,juxi
vxj

+
n∑
i=1

biuxi
v + cvudx

∣∣∣∣∣
≤
∫

Ω

n∑
i,j=1

|ai,j||uxi
||vxj
|+

n∑
i=1

|bi||uxi
||v|+|c||v||u|dx ≤

n∑
i,j=1

‖ai,j‖L∞
∫

Ω

|uxi
||vxj
|+

n∑
i=1

‖bi‖L∞·∫
Ω

|uxi
||v|+‖c‖L∞

∫
Ω

|v||u|dx ≤
n∑

i,j=1

‖ai,j‖L∞
∫

Ω

|∇u||∇v|+
n∑
i=1

‖bi‖L∞
∫

Ω

|∇u||v|+‖c‖L∞ ·∫
Ω

|v||u|dx ≤ λo·
(∫

Ω

|∇u||∇v|+
∫

Ω

|∇u||v|+
∫

Ω

|v||u|dx
)

com λo = max

{
n∑

i,j=1

‖ai,j‖L∞ ,
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n∑
i=1

‖bi‖L∞ , ‖c‖L∞

}
. Agora usando a desigualdade de Hölder, obtemos |B[u, v]| ≤ λo ·

(‖∇u‖L2‖∇v‖L2 + ‖∇u‖L2‖v‖L2 + ‖u‖L2‖v‖L2) ≤ λ · (‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
) com λ > 0, pois os

coeficientes do operador L associado a B não são todos iguais a zero quase sempre, pela

condição de elipticidade. Portanto 1 está provado.

Vamos provar 2. Usando a condição de elipticidade uniforme, obtemos que existe θ > 0

tal que θ|∇u|2 ≤
n∑

i,j=1

ai,juxi
uxj

∀x ∈ Ω. Portanto θ

∫
Ω

|∇u|2dx ≤
∫

Ω

n∑
i,j=1

ai,juxi
uxj

dx =

B[u, u]−
∫

Ω

n∑
i=1

biuxi
u+ cu2dx ≤ B[u, u]+

∣∣∣∣∣
∫

Ω

n∑
i=1

biuxi
u+ cu2dx

∣∣∣∣∣ ≤ B[u, u]+
n∑
i=1

‖bi‖L∞ ·∫
Ω

|∇u||u|+‖c‖L∞·
∫

Ω

u2dx. Usando a desigualdade de Cauchy com ε, obtemos θ

∫
Ω

|∇u|2dx

≤ B[u, u]+
n∑
i=1

‖bi‖L∞ ·
(
ε ·
∫

Ω

|∇u|2 +
1

4 · ε

∫
Ω

u2

)
+‖c‖L∞ ·

∫
Ω

u2dx. Escolha ε > 0 tal que

ε ·
n∑
i=1

‖bi‖L∞ <
θ

2
. Logo θ

∫
Ω

|∇u|2dx ≤ B[u, u] +
θ

2
·
∫

Ω

|∇u|2 + k

∫
Ω

u2 + ‖c‖L∞ ·
∫

Ω

u2dx

onde k =

n∑
i=1

‖bi‖L∞

4ε
. Portanto

θ

2
·
∫

Ω

|∇u|2 + |u|2dx ≤ B[u, u] + k ·
∫

Ω

u2dx onde

k = k + ‖c‖L∞ +
θ

2
. Escolhendo γ = k ≥ 0 e ω = θ

2
> 0, obtemos o resultado.

No caso L = −∆, pode-se verificar que o teorema acima vale para γ = 0. De fato,

pode-se provar que vale γ = 0 se L = −
n∑

i,j=1

(ai,j(x)∂xi
)xj

+ c(x) com c ≥ 0 em Ω. Para

maiores detalhes, veja (EVANS,1998).

Teorema 4.2.2 (Primeiro teorema de existência para soluções fracas). Existe γ ≥ 0 tal

que se µ ≥ γ e f ∈ L2(Ω) então o problema de Dirichlet

Lu+ µu = f em Ω

u = 0 em Γ

tem única solução fraca.

Demonstração. Sejam γ e ω como no teorema anterior. Sejam µ ≥ γ e Lµ := L+µ, que é

um operador diferencial parcial uniformemente eĺıptico. Além disso ω·‖u‖H1
0
≤ B[u, u]+γ·

‖u‖2
L2
≤ Bµ[u, u]. Pelo teorema anterior, existe α > 0, tal que |Bµ[u, v]| ≤ α‖u‖H1

0
‖v‖H1

0
.

Logo B satisfaz as hipóteses do teorema de Lax-Milgram.
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Seja f : H1
0 (Ω) 7→ R dado por f(v) = 〈f, v〉L2 . Claro que f é um funcional linear.

Também |f(v)| = |〈f, v〉L2| = |
∫

Ω

fvdx| ≤
∫

Ω

|f ||v|dx. Aplicando a desigualdade de

Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, obtemos |f(v)| ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 . Portanto f é limitado.

Logo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe único u ∈ H1
0 (Ω) tal que Bµ[u, v] = f(v) =

〈f, v〉L2 , ∀v ∈ H1
0 (Ω). Portanto, u é a única solução fraca do problema de Dirichlet.

Pela observação anterior, ficou provado a existência e unicidade de soluções fracas

para operadores do tipo L = −
n∑

i,j=1

(ai,j∂xi
)xj

+ c com c ≥ 0, em particular o negativo do

Laplaciano.

Usando teoria de operadores compactos, pode-se obter o seguinte teorema ( veja

(EVANS,1998) e (RENARDY,1992) ):

Teorema 4.2.3 (Segundo teorema de existência para soluções fracas). Precisamente uma

das seguintes afirmações ocorre:

1. Para cada f ∈ L2(Ω), existe única solução fraca u do problema

Lu = f em Ω

u = 0 em Γ.

2. Existe uma solução fraca u não identicamente nula do problema homogêneo

Lu = 0 em Ω

u = 0 em Γ.

A dicotomia acima é chamada de alternativa de Fredholm.

A teoria de existência acima é estendida de modo análogo para soluções complexas,

com as seguintes definições:

∀u, v ∈ H1(Ω), u e v assumindo valores complexos, 〈u, v〉L2 :=

∫
Ω

u.v , 〈u, v〉H1 :=∫
Ω

∇u∇v + uvdx e B[u, v] :=

∫
Ω

n∑
i,j=1

ai,juxi
vxj

+
n∑
i=1

ai,juxi
v + cuvdx.
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4.3 Regularidade no Interior

Teorema 4.3.1 (Regularidade H2 no interior). Suponha ai,j ∈ C1(Ω) ∩ L∞(Ω), bi, c ∈
L∞(Ω) e f ∈ L2(Ω). Seja u ∈ H1(Ω) uma solução fraca da EDP eĺıptica de segunda

ordem na forma divergente

Lu = f em Ω

Então u ∈ H2
Loc(Ω) e para cada aberto U ⊂⊂ Ω, temos

‖u‖H2(U) ≤ C · (‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

cujo C = C(Ω, L, U).

Demonstração. Sejam U aberto, tal que U ⊂⊂ Ω e V aberto tal que U ⊂⊂ V ⊂⊂ Ω.

Seja ζ uma função de corte, isto é, uma função de classe C∞(Ω) que satisfaz:

ζ ≡ 1 em U , ζ ≡ 0 em Rn/V

0 ≤ ζ ≤ 1

Como u ∈ H1(Ω) é uma solução fraca das EDP, temos B[u, v] = 〈f, v〉L2 , ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e, portanto
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj
dx =

∫
Ω

fvdx onde f = f −
n∑
i=1

biuxi
− cu. Vamos estender

u a todo Rn tal que u(x) = 0 se x /∈ Ω. O mesmo seja feito para os ai,j(x). Sejam h ∈ R
tal que 0 < |h| < dist(V, ∂Ω) e k ∈ {1, ..., n}. Escolha

v := −D−hk (ζ2Dh
ku)

Como v =
−1

h2

(
ζ2(x− hek)[u(x)− u(x− hek)]− ζ2(x)[u(x+ hek)− u(x)]

)
, e as funções

ζ(x− hek) e ζ(x) anulam-se próximo a ∂Ω, temos que v ∈ H1
0 (Ω).

Sejam

A :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj
dx

B :=

∫
Ω

fvdx

Vamos primeiro fazer uma estimativa para A. De fato, pelo lema 2.6.9 temos:
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A =
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj
dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
(−D−hk (ζ2Dh

ku))xj
dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
(−D−hk ((ζ2Dh

ku)xj
))dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω

(Dh
k(ai,juxi

))(ζ2Dh
ku)xj

dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ahi,j(D
h
kuxi

)(ζ2Dh
ku)xj

+ (Dh
kai,j)uxi

(ζ2Dh
ku)xj

dx =

n∑
i,j=1

∫
Ω

{ahi,j(Dh
kuxi

)(Dh
kuxj

)ζ2 + ahi,j(D
h
kuxi

)(Dh
ku)2ζζxj

+ (Dh
kai,j)uxi

(Dh
kuxj

)ζ2+

(Dh
kai,j)uxi

(Dh
ku)2ζζxj

}dx,

onde wh(x) = w(x+ hek).

Sejam

A1 :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

ahi,j(D
h
kuxi

)(Dh
kuxj

)ζ2dx

A2 :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

ahi,j(D
h
kuxi

)(Dh
ku)2ζζxj

+ (Dh
kai,j)uxi

(Dh
kuxj

)ζ2 + (Dh
kai,j)uxi

(Dh
ku)2ζζxj

dx

Logo A = A1 +A2. Da condição de elipticidade uniforme, temos que existe θ > 0 tal que∑
i,i=1

ξiai,j(x) · ξj > θ · |ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn. Escolha ξi = Dh
kuxi

. Logo,

n∑
i,j=1

(Dh
kuxi

)(ahi,j(x))(Dh
kuxj

) > θ · |Dh
k∇u|2.

Portanto

A1 :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

ahi,j(D
h
kuxi

)(Dh
kuxj

)ζ2 ≥ θ

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2.

Utilizando as hipóteses de regularidade dos coeficientes ai,j e da função de corte,

obtemos:
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|A2| ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|ahi,j||Dh
kuxi
||Dh

ku|2ζ|ζxj
|+|Dh

kai,j||uxi
||Dh

kuxj
|ζ2+|Dh

kai,j||uxi
||Dh

ku|2ζ|ζxj
|dx

≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|ahi,j||Dh
k∇u||Dh

ku|2ζ|ζxj
|+ |Dh

kai,j||∇u||Dh
k∇u|ζ2 + |Dh

kai,j||∇u||Dh
ku|2ζ|ζxj

|dx

≤ C

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

|Dh
k∇u||Dh

ku|ζ + |∇u||Dh
k∇u|ζ + |∇u||Dh

ku|ζdx

)

Temos que C pode ser escolhido de forma a não depender de h. De fato, como

ai,j ∈ C1(Ω) ∩ L∞(Ω), temos que Dh
k(ai,j)(x) :=

ai,j(x+ hek)− ai,j(x)

h
é limitado em V .

Utilizando a desigualdade de Cauchy com ε, observando que supp(ζ) ⊂ V e escolhendo

ε =
θ

C4
obtemos

|A2| ≤ C

(
n∑

i,j=1

∫
V

|Dh
k∇u||Dh

ku|ζ + |∇u||Dh
k∇u|ζ + |∇u||Dh

ku|dx

)

≤
∫
V

θ

2
ζ2|Dh

k∇u|2 + C(|∇u|2 + |Dh
ku|2)dx =

∫
Ω

θ

2
ζ2|Dh

k∇u|2 +

∫
V

C(|∇u|2 + |Dh
ku|2)dx

Pela proposição 2.6.10, temos que ‖Dh
ku‖L2(V ) ≤ ‖∇u‖L2(Ω).

Logo

|A2| ≤
∫

Ω

θ

2
ζ2|Dh

k∇u|2 + E

∫
Ω

|∇u|2dx.

Portanto

A = A1 + A2 ≥ A1 − |A2| ≥
∫

Ω

θ

2
ζ2|Dh

k∇u|2 − E
∫

Ω

|∇u|2dx.

Agora vamos fazer uma estimativa para B. De fato,como bi, c ∈ L∞(Ω), segue que

|B| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

(
f −

n∑
i=1

biuxi
− cu

)
vdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

(
|f |+

n∑
i=1

|bi||uxi
|+ |c||u|

)
|v|dx ≤
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C

∫
Ω

(
|f |+

n∑
i=1

|uxi
|+ |u|

)
|v|dx ≤ C

∫
Ω

(|f |+ |∇u|+ |u|)|v|dx

Escolha W ⊂ Rn tal que V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω, e supp(ζ(x)) e supp(ζ(x − hek)) estejam

contidas em W .

Pela proposição 2.6.10 , temos que ‖v‖L2(W ) ≤ ‖∇(ζ2Dh
ku)‖L2(Ω).

Logo

∫
Ω

|v|2 =

∫
W

|v|2 ≤
∫

Ω

|∇(ζ2Dh
ku)|2 ≤

∫
Ω

|(∇(ζ2))Dh
ku|2 +

∫
Ω

|ζ2∇(Dh
ku)|2+

2

∫
Ω

|(∇ζ2)Dh
ku||ζ2(∇Dh

ku)|

Aplicando a desigualdade de Cauchy, obtemos

∫
Ω

|v|2 ≤ C

(∫
Ω

|(∇ζ2)Dh
ku|2 +

∫
Ω

|ζ2(∇Dh
ku)|2

)
= C

(∫
V

|(∇ζ2)Dh
ku|2 +

∫
V

|ζ2(∇Dh
ku)|2

)

≤ C

(∫
V

(Dh
ku)2 +

∫
V

ζ2|(∇Dh
ku)|2

)
,

pois ζ ∈ C∞o (V ).

Portanto,∫
Ω

|v|2 ≤ C

(∫
V

(Dh
ku)2 +

∫
V

ζ2|Dh
k∇u|2

)
≤ C

(∫
Ω

|∇u|2 +

∫
V

ζ2|Dh
k∇u|2

)
.

Usando a desigualdade de Cauchy com ε, a desigualdade anterior e escolhendo ε

apropriado, obtemos

|B| ≤ θ

4

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2 + C

∫
Ω

(f 2 + u2 + |∇u|2).

Como A = B, temos que A ≤ |B|. Dessa desigualdade, da estimaiva para |B|, e da

cota inferior para A, obtemos que:

θ

2

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2 ≤ C

∫
Ω

(f 2 + u2 + |∇u|2).
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Como ζ ≡ 1 em U , obtemos:

θ

2

∫
U

|Dh
k∇u|2 ≤ C

∫
Ω

(f 2 + u2 + |∇u|2)

para k ∈ {1, ..., n}, h 6= 0 e |h| suficientemente pequeno.

Pela proposição 2.6.10 obtemos

uxi
∈ H1(U), ∀i ∈ {1, 2, ..., n} e

∫
U

n∑
i,j=1

(uxixj
)2 ≤ C

∫
Ω

(f 2 + u2 + |∇u|2)

Como U ⊂⊂ Ω é arbitrário, temos que uxi
∈ H1

Loc(Ω), ∀i ∈ {1, 2, ..., n}.

Logo,

u ∈ H2
Loc(Ω).

Também

(∫
U

|
n∑

i,j=1

(uxixj
)2 + u2 + |∇u|2

) 1
2

≤ C

(∫
Ω

f 2 + u2 + |∇u|2dx+

∫
U

u2 + |∇u|2
) 1

2

≤

C

(∫
Ω

f 2 + u2 + (∇u)2

) 1
2

≤ C

(∫
Ω

f 2

) 1
2

+ C

(∫
Ω

u2 + (∇u)2

) 1
2

Logo

‖u‖H2(U) ≤ C(‖u‖H1(Ω) + ‖f‖L2(Ω)) com C = C(Ω, U, L).

Como U ⊂⊂ V ⊂⊂ Ω, um argumento análogo mostra que

‖u‖H2(U) ≤ C(‖u‖H1(V ) + ‖f‖L2(V )).

Seja ξ uma função de corte tal que:

ξ ≡ 1 em V e supp(ξ) ⊂ Ω

0 ≤ ξ ≤ 1

Seja



4.3 Regularidade no Interior 47

v := ξ2u ∈ H1
0 (Ω)

Temos que

A =
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
((ξ2u)xj

)dx =
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
ξ2uxj

dx+
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
uξ2

xj
dx := A1 + A2

Também

A1 ≥ C

∫
Ω

ξ2|∇u|2dx pela condição de elipticidade,

e

|A2| ≤ C

∫
Ω

ξ|∇u||u|dx ≤ ε

∫
Ω

ξ2|∇u|2 +
C

ε

∫
Ω

u2 pela desigualdade de Cauchy com ε.

Escolhendo ε =
C

2
, obtemos A ≥ C

∫
Ω

ξ2|∇u|2 − C
∫

Ω

u2.

Também

|B| ≤
∫

Ω

|f ||u|ξ2 + C

∫
Ω

|∇u||u|ξ2 + C

∫
Ω

ξ2u2 ≤

∫
Ω

|f |2 + |u|2 +

∫
Ω

εξ2|∇u|2 +
C

4ε
|u|2 +D

∫
Ω

u2 ≤ C

∫
Ω

|f |2 + |u|2 +
C

4

∫
Ω

ξ2|∇u|2

para ε conveniente.

Como A ≤ |B|, obtemos

C

2

∫
Ω

ξ2|∇u|2 ≤ C

∫
Ω

(u2 + f 2)

Portanto,

‖u‖H1(V ) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Logo,

‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).
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Como u ∈ H2
Loc(Ω), temos que Lu = f quase sempre em Ω. De fato B[u, v] = 〈f, v〉,

∀v ∈ H1
0 (Ω). Em particular, escolha v ∈ C∞o (Ω). Então,

∫
Ω

fvdx =
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj
dx+

n∑
i,1

∫
Ω

biuxi
vdx+

∫
Ω

cuvdx =

∫
Ω

−
n∑

i,j=1

(ai,juxi
)xj
v +

n∑
i,1

biuxi
v + cuvdx

.

Pelo lema de Dubois-Reymond, temos que

−
n∑

i,j=1

(ai,juxi
)xj

+
n∑
i,1

biuxi
+ cu = f

quase sempre em Ω.

Teorema 4.3.2 (Regularidade de maior ordem no interior). Sejam m ∈ N, e Ω ⊂ Rn,

aberto e limitado. Suponha ai,j, bi, c ∈ Cm+1(Ω) ∩ L∞(Ω) e f ∈ Hm(Ω). Seja u ∈ H1(Ω)

uma solução fraca da EDP eĺıptica de segunda ordem na forma divergente

Lu = f em Ω

Então, u ∈ Hm+2
Loc (Ω) e para cada aberto U ⊂⊂ Ω temos

‖u‖Hm+2(U) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

com C = C(Ω, U, L,m).

Demonstração. Vamos aplicar indução sobre m.

O caso m = 0 retorna ao teorema anterior.

Suponha que o teorema seja válido para algum m − 1 e para todo aberto e limitado

Ω.

Supomos então que ai,j, bi, c ∈ Cm+1(Ω), f ∈ Hm(Ω) e que u ∈ H1(Ω) é uma solução

fraca da EDP Lu = f em Ω.

Pela hipótese de indução, temos que u ∈ Hm+1
Loc (Ω) e para cada aberto U ⊂⊂ Ω temos

‖u‖Hm+1(U) ≤ C(‖f‖Hm−1(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).
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Sejam U ⊂⊂ Ω, U ⊂⊂ V ⊂⊂ Ω e α um multi-́ındice tal que |α| = m.

Considere

v ∈ C∞o (V )

v = (−1)|α|Dαv ∈ H1
0 (Ω)

Então

B[u, v] = 〈f, v〉L2

Com isto, obtemos

∫
Ω

n∑
i,j=1

ai,juxi
(−1)|α|(Dαvxj

) +
n∑
i=1

biuxi
(−1)|α|Dαv + cu(−1)|α|Dαv =

∫
Ω

f(−1)|α|Dαv

Logo

∫
Ω

n∑
i,j=1

(Dα(ai,juxi
))(vxj

) +
n∑
i=1

(Dα(biuxi
))v + (Dαcu)v =

∫
Ω

(Dαf)v

Portanto

∫
Ω

n∑
i,j=1

∑
β≤α

(
α

β

)
(Dα−βai,j)(D

βuxi
)(vxj

) +
n∑
i=1

∑
β≤α

(
α

β

)
(Dα−βbi)(D

βuxi
)v+

∑
β≤α

(
α

β

)
(Dα−βc)(Dβu)v =

∫
Ω

(Dαf)v.

Conseqüentemente

∫
Ω

n∑
i,j=1

(ai,j)(D
αuxi

)(vxj
) +

n∑
i=1

bi(D
αuxi

)v + c(Dαu)v =

∫
Ω

(Dαf)v

−
n∑

i,j=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βai,j)(D

βuxi
)(vxj

)−
n∑
i=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βbi)(D

βuxi
)v
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−
∑

β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βc)(Dβu)v =

∫
Ω

(Dαf)v +
n∑

i,j=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
((Dα−βai,j)(D

βuxi
))xj

v

−
n∑
i=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βbi)(D

βuxi
)v −

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βc)(Dβu)v.

Sejam

f = (Dαf) +
n∑

i,j=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
((Dα−βai,j)(D

βuxi
))xj
−

n∑
i=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βbi)(D

βuxi
)−

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βc)(Dβu) ∈ L2(V )

e

u = Dαu ∈ H1(V )

Temos B[u, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ C∞o (V ).

Por densidade, obtemos

B[u, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ H1
0 (V ).

Logo, u é uma solução fraca da EDP Lu = f em V .

Temos também

‖f‖L2(V ) = ‖(Dαf) +
n∑

i,j=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
((Dα−βai,j)(D

βuxi
))xj

+

n∑
i=1

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βbi)(D

βuxi
) +

∑
β≤α,α 6=β

(
α

β

)
(Dα−βc)(Dβu)‖L2(V ) ≤

‖Dαf‖L2(V ) + C(‖u‖Hm+1(V )) ≤ ‖Dαf‖L2(U) + C(‖f‖Hm−1(Ω) + ‖u‖L2(Ω)) ≤
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C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

Pelo teorema anterior temos que u ∈ H2
Loc(Ω) e

‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(V ) + ‖u‖L2(V ))

Logo

u ∈ Hm+2
Loc (Ω)

Além disso,

‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(V ) + ‖u‖L2(V )) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(V ) + ‖u‖L2(Ω)) ≤

C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω) + ‖u‖Hm(V )) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω) + ‖f‖Hm−1(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Logo

‖Dαu‖H2(U) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)) ∀α multi-index, tal que |α| = m.

Portanto

‖u‖Hm+2(U) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

Se tivermos ai,j, bi, c ∈ C∞(Ω)∩L∞(Ω) , f ∈ C∞(Ω)∩L2(Ω) e u ∈ H1(Ω) uma solução

fraca da EDP Lu = f em Ω, pode-se mostrar que u ∈ C∞(Ω) ( veja (EVANS,1998)).
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4.4 Regularidade na Fronteira

Teorema 4.4.1 (Regularidade H2 na fronteira). Suponha ai,j ∈ C1(Ω) ∩ L∞(Ω), bi, c ∈
L∞(Ω), f ∈ L2(Ω) e Γ ∈ C2. Seja u ∈ H1

0 (Ω) uma solução fraca da EDP eĺıptica de

segunda ordem na forma divergente

Lu = f em Ω

u = 0 em Γ

Então, u ∈ H2(Ω) e

‖u‖H2(Ω) ≤ C · (‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

cujo C = C(Ω, L).

Demonstração. Começamos com o particular

Ω = Bo(0, 1) ∩ Rn
+

cujo Rn
+ := {(x1, ..., xn) ∈ Rn;xn > 0}.

Sejam

U := Bo(0, 1
2
) ∩ Rn

+ e V = Bo(0, 2
3
).

Seja ζ uma função de corte tal que

ζ = 1 em Bo(0, 1
2
)

ζ = 0 em Rn/V

0 ≤ ζ ≤ 1

Observe que ζ = 1 em U e ζ anula-se perto da parte curva de Γ.

Temos que

n∑
i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj

=

∫
Ω

f́v

para
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f́ = f −
n∑
i=1

biuxi
− cu

Vamos estender u e ai,j a Rn por zero.

Defina

A :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

ai,juxi
vxj

B :=

∫
Ω

f́v

Para k ∈ {1, ..., n− 1} e h ∈ R tal que 0 < |h| < 1
2
, seja

v = −D−hk (ζ2Dh
ku).

Como v =
−1

h2

(
ζ2(x− hek)[u(x)− u(x− hek)]− ζ2(x)[u(x+ hek)− u(x)]

)
, as funções

ζ(x− hek) e ζ(x) anulam-se próximo a parte curva de ∂Ω e a função traço T anula u(x),

u(x− hek) e u(x+ hek) no conjunto {xn = 0} ∩ Γ, temos que v ∈ H1
0 (Ω).

Como na demonstração do teorema 4.3.1, obtemos que existe θ > 0 tal que

A ≥ θ

2

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2 − C

∫
Ω

|∇u|2

|B| ≤ θ

4

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2 + C

∫
Ω

(|∇u|2 + u2 + f 2)

Portanto, para k ∈ {1, ..., n− 1} e |h| suficientemente pequeno, temos∫
U

|Dh
k∇u|2 ≤

∫
Ω

ζ2|Dh
k∇u|2 ≤

∫
Ω

(f 2 + u2 + |∇u|2)

Pela observação após a proposição 2.6.10, temos uxk
∈ H1(U) para k ∈ {1, ..., n− 1}

e

n∑
i,j=1,i+j<2n

‖uxixj
‖L2(U) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω))

Também pela observação após o teorema 4.3.1, temos que Lu = f quase sempre em

Ω.

Portanto
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f = −
n∑

i,j=1

(ai,juxi
)xj

+
n∑
i=1

biuxi
+ cu = −

n∑
i,j=1

ai,juxixj
+

n∑
i,1

biuxi
+ cu

com bi = bi −
n∑
j=1

(ai,j)xj
.

Logo

an,nuxnxn = −f −
n∑

i,j=1,i+j<2n

ai,juxixj
+

n∑
i,1

biuxi
+ cu

Pela elipticidade uniforme, e escolhendo ξ = en = (0, ..., 0, 1), existe θ > 0 tal que

an,n(x) ≥ θ, ∀x ∈ Ω.

Logo, para quase todo x ∈ Ω, temos

|uxnxn| ≤ C

(
n∑

i,j=1,i+j<2n

|uxixj
|+ |∇u|+ |u|+ |f |

)

Com isto, u ∈ H2(U) e

‖u‖H2(U) ≤ C · (‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω))

Definindo W := Bo(0, 2
3
) ∩ Rn

+, de modo análogo obtemos

‖u‖H2(U) ≤ C · (‖f‖L2(W ) + ‖u‖H1(W ))

Como na demonstração do teorema 4.3.1, obtemos que ‖u‖H1(W ) ≤ C · (‖f‖L2(Ω) +

‖u‖L2(Ω)).

Portanto

‖u‖H2(U) ≤ C · (‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

Para Ω = Bo(yo, s) ∩ Rn
+ a prova do resultado é idêntica.

Vamos ao caso geral:

Sejam Ω ⊂ Rn, Ω aberto e limitado, com fronteira Γ ∈ C2 e xo ∈ Γ.

Reorientando e reordenando os eixos, se necessário, temos que existem r > 0 e

γ : Rn−1 7→ R, γ ∈ C2(Rn−1) tais que Bo(0, r) ∩ Ω = {(x1, ..., xn) ∈ Bo(xo, r);xn >

γ(x1, ..., xn−1)}.
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Sejam

y = Φ(x) = (x1, ...xn−1, xn − γ(x1, ...xn−1))

x = Ψ(y) = (y1, ...yn−1, yn + γ(y1, ...yn−1))

Tome s > 0 pequeno suficiente para Ω̂ := B(Φ(xo), s) ∩ {(y1, ..., yn) ∈ Rn; yn > 0} ⊂
Φ(Ω∩Bo(xo, r)) e seja Û := B(0, s

2
)∩{(y1, ..., yn) ∈ Rn; yn > 0} e û(y) := u(Ψ(y)), y ∈ Ω̂.

Temos que û ∈ H1(Ω̂) e T (û) = 0 em Γ̂ ∩ {(y1, ..., yn) ∈ Rn; yn = 0}.

Seja

L̂û := −
n∑

k,l=1

(âk,lûyk
)yl

+
n∑
k=1

b̂kûyk
+ ĉû com

âk,l =
n∑

r,s=1

ar,s(Ψ(y))Φk
xr

(Ψ(y))Φl
xs

(Ψ(y)),

b̂k =
n∑
r=1

br(Ψ(y))Φk
xr

(Ψ(y)),

ĉk = c(Ψ(y)),

f̂ = f(Ψ(y)).

Vamos mostrar que û é uma solução da EDP L̂û = f̂ em Ω̂.

De fato, se v̂ ∈ H1
0 (Ω̂) e B̂[ , ] é a forma bilinear associada a L̂, então

B̂[û, v̂] =

∫
Ω̂

n∑
k,l=1

âk,lûyk
v̂yl

+
n∑
k=1

b̂kûyk
v̂ + ĉûv̂.

Seja v(x) := v̂(Φ(x)), então v̂(y) = v(Ψ(y)).

Logo

B̂[û, v̂] =
n∑

i,j=1

n∑
k,l=1

∫
Ω̂

âk,luxi
Ψi
yk
vxj

Ψi
yl
dy +

n∑
i

n∑
k,1

∫
Ω̂

b̂kuxi
Ψi
yk
vdy +

∫
Ω̂

ĉuvdy

Como JΦ = (JΨ)−1, então obtemos

n∑
k,l=1

âk,lΨ
i
yk

Ψj
yl

=
n∑

k,l=1

n∑
r,s=1

ar,sΦ
k
xr

Φl
xs

Ψi
yk

Ψj
yl

= ai,j

n∑
k=1

b̂kΨ
i
xk

=
n∑
k=1

n∑
r=1

brΦ
k
yr

Ψi
yk

= bi
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Como |JΦ| = 1, fazendo a mudança de variável, obtemos

B̂[û, v̂] =

∫
Ω

(
n∑

i,j=1

ai,juxi
vxj

+
n∑
i=1

biuxi
v + cuv

)
dx = B[u, v] =

∫
Ω

fvdx =

∫
Ω̂

f̂ v̂dy

Logo

B̂[û, v̂] =

∫
Ω̂

f̂ v̂dy, ∀v̂ ∈ H1
0 (Ω̂).

Logo û é uma solução fraca da EDP L̂û = f̂ em Ω̂.

Vamos mostrar que L̂ é uniformemente eĺıptico em Ω̂. De fato se y ∈ Ω̂ e ξ ∈ Rn,

então:∑
k,l=1

âk,l(y)ξkξl =
n∑

r,s=1

n∑
k,l=1

ar,s(Ψ(y))Φk
xr

Φl
xs
ξkξl =

n∑
r,s=1

ar,s(Ψ(y))ηrηs ≥ θ|η|2

para η = ξJ(Φ), isto é ηr =
n∑
k=1

Φk
xr
ξk.

Como (JΦ) · (JΨ) = I, temos ξ = η(JΨ) e então existe C > 0 tal que |ξ| ≤ C|η|.

Logo existe θ̂ > 0 tal que

n∑
k,l=1

âk,l(y)ξkξl ≥ θ́|ξ|2, ∀y ∈ Ω̂, ∀ξ ∈ Rn.

Portanto L é um operador uniformemente eĺıptico. Temos que âk,l ∈ C1(Ω̂), pois Φ,

Ψ ∈ C2(Rn−1).

Aplicando o caso particular, obtemos que û ∈ H2(Û) e

‖û‖H2(Û) ≤ C(‖f̂‖L2(Ω̂) + ‖û‖L2(Ω̂)).

Logo, obtemos u ∈ H2(U) e

‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)) para U = Ψ(Ω̂)

Como Γ é compacto, podemos cobŕı-lo com conjuntos finitos da forma Uxo = Ψ(Ûxo)

tal que xo ∈ Γ tal que ‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Com esta estimativa, mais o teorema 4.3.1 para a estimativa no interior de Ω, obtemos

que u ∈ H2(Ω) e

‖u‖H2(Ω) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)), com C = C(Ω, L).
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Pode-se provar, usando indução e o teorema anterior, que se ai,j, bi e c ∈ Cm+1(Ω) ∩
L∞(Ω), f ∈ Hm(Ω), Γ ∈ Cm+2 e u ∈ H1

0 (Ω) uma solução fraca da EDP eĺıptica de

segunda ordem na forma divergente

Lu = f em Ω

u = 0 em Γ.

Então, u ∈ Hm+2(Ω), e

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C · (‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

com C = C(Ω, L,m).

Se ai,j, bi, f e c ∈ C∞(Ω)∩L∞(Ω) e Γ ∈ C∞, então u ∈ C∞(Ω) ( veja (EVANS,1998)).
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Apêndice

Integral de Lebesgue

As demonstrações das seguintes afirmações e proposições podem ser encontradas em

(ODEN,1996), (BARTLE,1966) e (MEDEIROS,2003).

Definição 4.0.2. Seja X um conjunto. Dizemos que ∅ 6= S ⊂ P(X) é uma σ-álgebra se:

1. A ∈ S ⇒ X/A ∈ S.

2. {Ai}i∈N ⊂ S ⇒
⋃
i∈N

Ai ∈ S.

Prova-se facilmente que a interseção de σ-álgebras é uma σ-álgebra. Com isto dado

K ⊂ P(X) definimos S(K) como a menor σ-álgebra contendo K.

A menor σ-álgebra contendo todos os abertos e fechados do Rn é chamada de σ-álgebra

de Borel e denotada por B(Rn). Os conjuntos de B(Rn) são chamados de conjuntos de

Borel.

Definição 4.0.3. Seja S uma σ-álgebra. Dizemos que µ : S 7→ [o,∞] é uma medida em

S se:

1. µ(x) 6=∞ para algum x ∈ S.

2. µ(
∞⋃
i=1

Ei) =
∞∑
i=1

µ(Ei) se Ei ∈ S e Ei ∩ Ej = ∅, ∀i, j ∈ N e i 6= j.

Uma tripla (X, S, µ) é chamada espaço de medida.

Sejam k ∈ N e ζnk = {ζv := [ v1
2k ,

v1+1
2k )x...x[

vn

2k ,
vn+1

2k ); (v1, ..., vn) ∈ Zn} uma partição do

Rn. Dado Ω ⊂ Rn aberto, definimos a partição de Ω, e denotamos por ζnk (Ω), como a

famı́lia de todos os cubos ζv ∈ ζnk tais que o fecho esteja contido em Ω, isto é ζnk (Ω) =

{ζv ∈ ζnk ; ζv ⊂ Ω}. Definimos a medida de Ω como µ(Ω) := lim
k→∞

1

2kn
#ζnk (Ω), cujo #ζnk (Ω)

denota o número de cubos em ζnk (Ω). Pode-se mostrar que este limite sempre existe e é

finito se Ω é limitado. Dado E ⊂ Rn arbitrário, definimos a medida externa de E como

µ∗(E) := inf{m(Ω); Ω aberto e E ⊂ Ω}.
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Proposição 4.0.4. Os seguintes conjuntos são idênticos e formam uma σ-álgebra:

1. {E ⊂ Rn; inf
E⊂G, G aberto

µ(G− E) = 0}.

2. {E ⊂ Rn; inf
F⊂E, F fechado

µ(E − F ) = 0}.

3. {E ⊂ Rn; inf
F⊂E⊂G, G aberto e F fechado

µ(G− F ) = 0}.

Esta famı́lia definida acima é chamada de famı́lia de conjuntos mensuráveis a Lebesgue

e é denotada por L(Rn) e µ∗ restitro a este conjunto é uma medida, a de medida de

Lebesgue µ. Pode-se provar que L(Rn) = S(B(Rn) ∪ {E ⊂ Rn;µ∗(E) = 0}).

Definição 4.0.5. Dizemos que f : E ⊂ Rn 7→ R := R ∪ {∞} ∪ {−∞} é uma função

mensurável se:

1. E é um conjunto mensurável em Rn.

2. {(x, y) ∈ E ⊗ R; y < f(x)} é um conjunto mensurável em Rn+1.

Proposição 4.0.6. As seguintes propriedades valem:

1. Se f : E ⊂ Rn 7→ R é uma função mensurável e G ⊂ E é um conjunto mensurável,

então f restrita a G é uma função mensurável.

2. Se {fi : E 7→ R}i∈N é uma famı́lia de funções mensuráveis, então lim sup fi,

lim inf fi, sup fi e inf fi são mensuráveis. Em particular, se lim fi existe, então

lim fi é mensurável.

3. Se f : E ⊂ Rn 7→ R é cont́ınua e E aberto, então f é mensurável.

Uma propriedade P (x), x ∈ E é dita ser válida quase sempre (q.s.) em E se P

falha apenas em um subconjunto de medida zero (nula), isto é P (x) vale, ∀x ∈ E − A e

µ(A) = 0.

Proposição 4.0.7. Sejam fi : E ⊂ Rn 7→ R, i = 1, 2 tais que f1 = f2 quase sempre em

E. Se f1 é mensurável, então f2 também será.

Definição 4.0.8. Sejam f : E ⊂ Rn 7→ R não negativa, mensurável e S(f) := {(x, y) ∈
ExR; 0 < y < f(x)}. A medida de S(f) irá ser chamada de integral de Lebesgue de f

sobre E e será denotada por

∫
E

f(x)dx := µ(S(f)).
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Se f : E ⊂ Rn 7→ R é mensurável, qualquer, então definimos a integral de Lebesgue

de f sobre E, e denotamos por

∫
E

f(x)dx, como o número real extendido

∫
E

f+(x)dx −∫
E

f−(x)dx, caso pelo menos uma das parcelas seja finita, cujo f+(x) = max{f(x), 0} e

f−(x) = max{−f(x), 0}. Neste caso dizemos que f é integrável.

Proposição 4.0.9. Sejam f, g : E ⊂ Rn 7→ R integráveis. Então:

1. Se m(E) = 0 então

∫
E

f(x)dx = 0.

2. Se {Ei}i∈N é uma famı́lia de subconjuntos mensuráveis de E tal que Ei ∩ Ej = ∅

para i 6= j então

∫
⋃
Ei

f(x)dx =
∞∑
i=1

∫
Ei

f(x)dx se o lado esquerdo existir.

3. Se f = g quase sempre em E então

∫
E

f(x)dx =

∫
E

g(x)dx.

4. f ≤ g q.s. em E então

∫
E

f(x)dx ≤
∫
E

g(x)dx.

5. Se λ ∈ R então

∫
E

(f +λ · g)dx =

∫
E

f(x)dx+λ ·
∫
E

g(x)dx se o lado direito e f + g

existirem.

6.

∣∣∣∣∫
E

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫E |f(x)|dx.

7. Se f ≥ 0 e

∫
E

f(x)dx = 0 então f = 0 q.s. em E.

Lema 4.0.10 (lema de Fatou). Seja {fi : E ⊂ Rn 7→ R}i∈N uma sucessão de funções não

negativas e integráveis, então

∫
E

lim inf fi(x)dx ≤ lim inf

∫
E

fi(x)dx.

Teorema 4.0.11 (Teorema de convergência dominada de Lebesgue). Seja {fi : E ⊂
Rn 7→ R}i∈N uma sucessão de funções integráveis que converge q.s. para f . Se existir

uma função integrável g : E ⊂ Rn 7→ R tal que |fi| ≤ g q.s em E, ∀i ∈ N, então f será

integrável e

∫
E

f(x)dx = lim

∫
E

fi(x)dx.

Teorema 4.0.12 (Teorema da mudança de variável). Sejam G,E ⊂ Rn dois abertos e

h : G 7→ E uma bijeção de classe C1. Seja f : E ⊂ Rn 7→ R uma função integrável.

Então

∫
E

f(x)dx =

∫
G

(h ◦ f)(x)|Jh(x)|dx.
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Conclusões

Estudou-se, nesse trabalho, operadores lineares, espaços Lp e de SobolevW p,k, partições

da unidade, e aplicações dessa ferramentas as equações diferenciais parciais. Fica evidente

que, no estudo das equações diferenciais, necessita-se de vários ramos da matemática para

montar as teorias, em especial da análise funcional, que enfoca a análise dos espaços de

funções. Apesar de ser uma área antiga de pesquisa matemática, as equaçôes diferenciais

vem, ainda, incorporando e inspirando muitas das técnicas mais modernas desenvolvidas

muitas áreas da matemática. Portanto, outras ferramentas mais sofisticadas, como, por

exemplo, teoria das distribuições, podem ser usadas na teoria das equações diferenciais

parciais.
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FIGUEIREDO, Djairo G. Equações Eĺıpticas não Lineares, IMPA,1977.

GILBARG, David e TRUDINGER, Neil S. Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Springer, 1983.

KREYSZIG, Erwin Introductory Functional Analysis with Applications, Wilei,1978.

MEDEIROS, Luiz Adauto e MELLO, Eliel Amancio de A Integral de Lebesgue,
UFRJ,2003.

ODEN, J. Tinsley e DEMKOWICZ, Leszek F. Applied Functional Analysis, CRC,1996.

RENARDY, Michael e ROGERS Robert C. An Introduction to Partial Differential
Equations, Springer-Verlag,1992.


