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Resumo

O objetivo deste trabalho é discutir os fundamentos da Teoria dos Grupos
de Lie. Em primeiro lugar, analisamos cuidadosamente uma classe especial
de grupos, a dos lineares, e para ela apresentamos diversos resultados que,
mais tarde, serao generalizados para o contexto mais amplo. Em seguida,
damos uma introducao suficientemente auto-contida a respeito de variedades
diferenciaveis para que possamos, por fim, apresentar os Grupos Lie e estudar
as suas propriedades basicas. Dois apéndices sao fornecidos ao final do traba-
lho: um sobre o Teorema da Funcao Inversa, e o outro sobre Algebras de Lie
abstratas.
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Introducao

“Symmetry, as wide or narrow as you may define its meaning, is
one idea by which man through the ages has tried to comprehend
and create order, beauty, and perfection.”

Hermann Weyl

Houve, durante o século XIX, um grande avanco em muitas areas da Ma-
tematica, das quais destacamos a Geometria e a teoria das Equacoes Diferen-
ciais. Uma técnica que se mostrou muito eficaz nestes ramos foi o estudo de
grupos de transformacoes, em particular das simetrias. Grosso modo, uma
simetria é uma transformacao num determinado espago que preserva alguma
propriedade de interesse, como distancia e area.

Um dos principais defensores do estudo dos grupos de simetria na Geo-
metria foi o matemdtico alemao Felix Klein (1849-1925). Ele propos que o
estudo da Geometria é o estudo de grupos de simetria, o que se conhece como
Programa de Erlangen. Adotando este ponto de vista, podemos considerar,
por exemplo, a Geometria Euclideana como o estudo do grupo das isometrias
de R™.

Com relacao as Equacoes Diferenciais, o processo ocorreu de maneira dife-
rente. Estudaram-se, em vez de grupos de simetria, pseudo-grupos de trans-
formagoes determinados por equacoes diferenciais, com o objetivo de obter
para estas equacoes resultados semelhantes aos encontrados na Teoria de Ga-
lois. Para ilustrar melhor a idéia dos pseudo-grupos, vejamos um exemplo:

Seja X o conjunto das funcoes f : Uy — Vy, com Uy e V} subconjun-
tos abertos e nao-vazios de C, que sao holomorfas, bijetivas e cujas inversas
também sao holomorfas. Dadas f, g € X, quando V;NU, # 0, podemos definir

gof: 1 (VinU,) — g(VinUy),

e é facil ver que go f € X. Esta operacao define uma estrutura de pseudo-grupo
em X. Este pseudo-grupo esta associado as Equacoes de Cauchy-Riemann

o _ s
ox oy
o _ 0y

dy ox’



em que fy denota a parte real de f e fg, a imaginaria.

Esta teoria é fruto do trabalho do matemético noruegués Sophus Lie (1842-
1899), e modernamente é conhecida como Teoria de Lie. As descobertas de Lie
incluem as dlgebras de Lie associadas a esses grupos e as relagoes fundamentais
entre os dois, assim como muitas questoes de representacao.

Nas décadas que seguiram a morte de Lie, diversos matematicos de renome
deram continuidade ao seu trabalho, entre os quais podemos citar: Elie Cartan,
Hermann Weyl, John von Neumann e Claude Chevalley. Atualmente, a Teoria
de Lie é reconhecida como uma das areas fundamentais da Matematica, e
seus resultados sao aplicados na resolucao dos mais variados problemas, desde
Algebra abstrata até Engenharia e Fisica Experimental.

Propomos, neste trabalho, oferecer uma introducao a teoria dos Grupos
de Lie, usando como ponto de partida os grupos lineares. Além da propria
natureza de Trabalho de Conclusao de Curso, esperamos que este texto auxilie
os alunos que resolverem estudar este assunto.

Adotamos como referéncias bésicas os textos (ROSSMANN, 2002) e (HALL,
2003) para a teoria dos grupos lineares, (LEE, 2003) para a teoria de variedades
diferencidveis e grupos de Lie abstratos, e (SAN MARTIN, 1999) para o apéndice
sobre Algebras de Lie.

i



Notacao e Terminologia

Antes de comecar o nosso trabalho, gostariamos de esclarecer alguns pontos
a respeito de notacao e terminologia.

e O termo diferencidvel significa, a menos que se diga o contrario, de classe
C*. Quando quisermos especificar alguma classe de diferenciabilidade
particular, faremos isso explicitamente.

e Dada uma funcao diferenciavel f, sua diferencial em um ponto = do
dominio é denotada por df,.

e Dado um espaco métrico M, que neste trabalho sao espacos vetoriais
reais ou complexos munidos de normas, para cada x € M e cada r > 0
denotamos

B(z,r) ={ye M :d(x,y) <r}

a bola aberta e
B(w,r):={y € M :d(z,y) <r}

a bola fechada. Caso queiramos usar bolas de um subespaco N de M
(como ocorre nos capitulos 1 e 3), denotaremo-las por

Bn(z,r), By(z,7).

e O termo vizinhan¢a de um ponto ou um conjunto significa um conjunto
aberto que o contém, exceto nos poucos casos em que fica claro do con-
texto que, na verdade, o ponto ou conjunto esta contido no interior.

e Dado um espago vetorial F qualquer, £L(FE) denota o espago dos opera-
dores lineares T': E — E. Além disso, o dual (algébrico) de E, que é o
espaco dos funcionais lineares f : £ — K, é denotado por E*.

il



Capitulo 1

Grupos Lineares

Uma das classes mais importantes de grupos de Lie é a dos grupos lineares,
que sao grupos formados por operadores lineares invertiveis em algum espaco
vetorial real ou complexo de dimensao finita. Esta importancia provém, prin-
cipalmente, do fato de que os elementos destes grupos podem ser considerados
como matrizes, o que facilita grandemente o seu estudo.

Apesar de introduzirmos o conceito de grupo de Lie apenas no terceiro
capitulo — tarefa que exige familiaridade com as variedades diferencidveis —
, muitos resultados a respeito dos grupos lineares podem ser obtidos usando
pouco mais do que Célculo e Algebra Linear e pode-se facilmente aplica-los
a descricao e resolucao de problemas. Ademais, a estrutura relativamente
simples dos grupos lineares motivou, inclusive, o desenvolvimento da Teoria
de Representacoes, que visa reduzir o estudo dos grupos de Lie gerais ao dos
grupos lineares.

Neste capitulo, fazemos um estudo detalhado dos grupos lineares, visando
também a construcao — feita no capitulo 3 — de estruturas diferenciaveis que
os torne grupos de Lie.

1.1 A Funcao Exponencial e EDOs Lineares

Usaremos, nas demonstracoes de diversos resultados, uma técnica que en-
volve resolver equacoes diferenciais ordinarias de um tipo especial. Apresen-
tamos nesta secao as principais ferramentas necessarias a compreensao deste
método.

Seja F/ um espaco vetorial real ou complexo, normado e de dimensao finita.!
O problema considerado é resolver a EDO

y=Xon, (1.1.1)

em que X é um operador linear em F. Uma solu¢ao para esta equacao é uma
curva v : J — E de classe C!, com J C R um intervalo aberto, tal que

F(t) = X((t)), Yt € J.

1O Célculo Diferencial em tais espacos é feito de maneira semelhante ao do R™.



2 Grupos Lineares

Vale a pena observar que, se v é uma tal solucao, entao v é de classe C*, pois,

indutivamente,
A B = X oD Wi e N*.

Por causa disso, diremos apenas que v é diferencidvel, ou suave.
Uma das técnicas mais comuns para se resolver (1.1.1) é assumir que v é
analitica, isto é, que para cada ty € J existe I C J um aberto com ty € [ e tal

que Vt €
t) = Zpk(t —to)",
k=0

com p, € E a serem determinados. Deste modo, diferenciando esta série de
poténcias termo-a-termo, a equacao (1.1.1) pode ser reescrita como

i kpe(t —to)*™' = X (il)k(t - tO)k>

a segunda igualdade segue do fato de que todo operador linear entre espacos
de dimensao finita é continuo. Como

Z kpe(t — to)" ! = Z(k + D (t — to)*,

k=0

temos que (1.1.1) é equivalente a

X (pe)(t — to)".

NE

[ee]
Zk+1pk+1t—t0) =
k=0

i

0

[gualando os termos das duas séries, temos Vk € N

(k4 D)prg1 = X(pr) = prs1 = X (pr,).

k+1
Esta equacao nos fornece uma recursao que podemos usar para obter os coefi-
cientes pi, k > 1, a partir de py:

1

P = EX(pkfl)

= %X (ﬁX(Pk 2))
1

= m)@(m,ﬂ

1
Zka()
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Observe que, convencionando que 0! = 1 e que X° = idg, esta equacao também
vale para k = 0. Logo,

0)(t —to)*

?r'|,_.

V() = Z
>

[(t — t0)X]" (po)

?F_I'—

=0

- (Z [ )] ) (p0),

k=0

assumindo, é claro, que esta série de operadores converge. Denotando

Z‘” 1
- t o t _ (tfto)X

motivados pelo Calculo elementar, do raciocinio acima temos
(1) = e (p), Wt e L.

Esta resolucao, apesar de bastante informal, motiva o trabalho que faremos
a seguir: dados X € L(E), py € E e ty € R, mostraremos que o problema de

valor inicial
{ ¥ o= Xoy
Y(to) = po

admite uma tnica solucao em toda a reta, e ela é dada por

y(t) = e (py).

O primeiro passo é mostrar que, para todo 7" € L(F), a série

> 4T

k=0

(1.1.2)

N|,_\

converge em L(F). Para tanto, considere a norma em L£(FE) dada por
T = sup{||T(2)[| : = € B, [J]| < 1}.

Sendo L(FE) um espago de dimensao vetorial de finita, ele é completo com
relacao a norma definida acima — e qualquer outra, na verdade. Mais in-
formagoes podem ser vistas em (KREYSZIG, 1989) e (LIMA, 2004).

Portanto, para mostrar que a série em (1.1.2) converge, é suficiente verificar
que ela converge absolutamente. De fato, para cada N € N, temos

N N

> m T < il

k=0 k=0

Lok
< Do gliTit =,

k!
k=0



4 Grupos Lineares

e disso segue que
[e.e]

<6‘TH < Q.

o=
Defini¢ao 1.1.1. A aplicagio exp : L(F) — L(E) que a cada T € L(E)
associa o operador

- 1

¢ chamada de funcao exponenc1al.

Exemplo 1.1.2. Seja T' € L(E) um operador diagonalizavel, isto é, para o
qual existe uma base § = (vy,...,v,) de E tal que

T(Ui) = \iv;,
com A, ..., \, € K. E fécil ver que Vk € N
Tk(UZ) = )\fvi,

de modo que

o) = 3T

Como isso vale Vi, concluimos que e’ é diagonalizdvel com relacio a 3 e seus
autovalores sao e’\l ,eM. Em termos de matrizes,

)\1 6)\1

A

Esse exemplo mostra também que, se D(E) é o subconjunto de L(F) com-
posto dos operadores diagonalizdveis, entao exp(D(E)) € D(FE). No entanto,
a inclusao reciproca nao é vélida, pois se T' € D(FE) possui um autovalor nulo
(como, por exemplo, T' = 0), entdao T' ¢ exp(D(FE)).

Seja GL(E) o conjunto dos operadores lineares invertiveis no espago F.
Sabemos, da Algebra Linear, que GL(F) é um grupo com a operagao de com-
posicao, chamado de grupo linear geral. Mostraremos, ainda nesta secao, que
el é invertivel para todo T € L(E), ou seja, que exp(L(FE)) C GL(E). Por-
tanto, se S € L(F)\GL(FE), entdo nao existe T' € L(E) tal que S = ef'. Mais
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adiante neste capitulo, veremos também que, mesmo quando S € GL(E), pode
ocorrer que S ¢ exp(L(E)).

Estas questoes nos sao de grande interesse, pois, quando formos construir
a estrutura diferenciavel de um grupo linear no capitulo 3°, a invertibilidade
local de exp sera crucial. Além disso, muitas propriedades geométricas destes
grupos sao estudadas através da funcao exponencial.

Voltando a questao de resolver a EDO

{'y(toﬁ.; z ;iO”y (1.1.3)

para mostrar que y(t) = e?%)X(py) é solucdo, precisamos, antes, de uma
maneira de calcular 4.

Lema 1.1.3. Dado X € L(E), a curva
teR+— ™ € L(E)

(i) etX — XretXXS,
dt

para quaisquer v, s € N tais que r + s = m.

¢ diferencidvel e

Demonstracao. Note que

k

ﬂ?

Denotando X, = temos

o)
etX — E thk’
k=0

o que mostra que a curva em questao ¢ uma funcao analitica. Portanto, ela é
suave e podemos calcular suas derivadas diferenciando a série termo-a-termo.
Com isso,

d tX S d Xk k S Xk k—1
il — — | =tF) = —kt
dt © 2 i ( k! 27

k=0 k=1
B i Xk tk—l_ o XkJrltk
B (k—1)!" ko
k=1 k=0

Podemos, na expressao acima, fatorar X a esquerda ou a direita, do que segue
d
dt

[sso mostra a identidade enunciada para m = 1. Os outros casos seguem por

inducao. O

etX — XetX — etXX.



Grupos Lineares

Corolario 1.1.4. Dados X € L(E), to € R epy € E, a curvay :t € R —
elt=10)X(py) € E € diferencidvel e satisfaz o problema de valor inicial

COImMo.

Logo,

Além disso,

uma vez que e’ = idg.

() =

{ 7(1507) z

Demonstracdo. A suavidade de v é

dt

d
e(t*

X ory
Po-

to) X (pO)

= X=X (py)
= X))

y=Xoy.

Y(to) = €”(po) = po,

conseqiiéncia imediata do lema, assim

O

Portanto, a curva y(t) = e~%)X(p,) é, de fato, solucio de (1.1.3); entre-

tanto, para a unicidade, precisamos ver mais um resultado.

Proposicao 1.1.5. Dados X,Y € L(E), sao equivalentes:

(a) XY =Y X;

(b) esXelY = eYesX Vs t € R;

(c) esX Y = esXelV Vs t € R.

Demonstracao. (a)=-(c): Supondo que XY =Y X, temos, para s,t € R, que

Logo,

(sX +1Y)F = Y

esX +tY

i+j=k

k=0

=1
31D
k=0 i+j=k
> 1
2 2 A
k=0 i+j=Fk

B
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Como a série que define a exponencial converge absolutamente, podemos per-
mutar suas parcelas livrcemente sem alterar a soma. Com isso,

() = 3 Xy
—1 ol =1,
= [ZE(SX)] Zﬁ(tY)

como queriamos.

(¢c)=(b): Dados s,t € R, da hipdtese (c) temos

6sXetY — esX—I—tY — etY—f—sX — €tY63X.

(b)=-(a): Defina f,g:R* — L(F) por

f(s,t) = ete™

g(s,t) = eYeX.
De acordo com o lema 1.1.3, estas duas funcoes sao diferenciaveis, e a hipotese
(b) equivale a f = g. Portanto,

o f &g

XY =5 5,0,0) =57

0,00=YX. O

Corolario 1.1.6. Se X, Y € L(E) sdo tais que XY = Y X, entdo XtV =

GXGY € €X6Y = €Y€X.

Demonstragao. Estas duas igualdades decorrem de (b) e (¢) quando s = ¢
1. U

Corolério 1.1.7. Dado X € L(E), temos e®T)X = esXetX Vs t € R,

Demonstracao. Basta tomar, na proposicao, ¥ = X, de modo que XY =Y X
e vale (c). O

Corolério 1.1.8. Para todo X € L(E), temos que e~ € invertivel e (eX)fl =

e X,
Demonstracao. Seja 'Y = —X. Entao, XY =Y X, de modo que
elet =ete —e =¥ =idg. O

Com base nesses resultados, podemos finalmente mostrar:
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Teorema 1.1.9. Sejam X € L(E), po € E ety € R. Entao, o problema de
valor inicial
{ 7 = Xony
’Y(to) = Do

admite uma unica solugcao v definida em toda a reta, dada por

y(t) = % (py).

Demonstracao. Mostramos, no corolario 1.1.4, que v assim definida é uma
solu¢do. Para mostrar a unicidade, seja 7 uma outra solugdo. Precisamos
verificar que

F(t) = X (py), Vt € R,

ou seja, que
e~ X (F(1) = po, Vt € R.

Primeiro, observe que

X G(1) = —e XX GF() + e N (D))

dt
—e XX () + e T X ()
0.

Isso mostra que e~ "%)X(5(¢)) é constante. Por outro lado,

e~ 0 =IX (F(t9)) = F(to) = po,
do que segue o resultado. O

A condigao inicial exigida no teorema é y(ty) = po, € isso determina a curva:

y(t) = 7% (py).

Observe que
(1) = e (e (o))
e que
7(0) = e™"%(po).
Logo, fazendo py = e Do), a curva v é unicamente determinada por v(0) =

Do, € esse € tipo de condicao inicial que consideraremos de agora em diante.
Formalizando essas idéias, temos o seguinte corolério:

—toX(

Corolario 1.1.10. Seja v : R — E uma curva suave tal que v = X oy, para
algum X € L(E). Entao, Vt € R

y(t) = e (7(0)).

Corolario 1.1.11. Seja v : R — L(FE) uma curva suave tal que 4 = X -7,
para algum X € L(FE). Entdo, Yt € R

(1) =€ -~(0).
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Observacao: A tunica diferenca entre este corolario e o anterior é que o con-
tradominio da curva 7.

Demonstragao. Considere a fungio Lx : L(E) — L(E) dada por Lx(T) =
XT. E facil ver que Lx é linear e que
v = Lxon.
Portanto, do corolario anterior decorre que
v(t) = ¥ (7(0)), Vt € R.
Por outro lado, como (Lx)* (T) = X*T, Vk € N, entiio
A (0) = 3t () (1(0))

k!
k=0

o0

1
- > Hthk’Y(O)

k=0
= e*4(0),

de modo que
v(t) = eX4(0), Vt e R. O

Os préximos dois corolarios para o teorema estabelecem uma estreita relacao
destes conceitos com a teoria que desenvolveremos ao longo dos préximos
capitulos.

Corolario 1.1.12. Seja v : R — L(E) uma curva suave tal que:
e Y(s+1t)=r(s)v(t), Vs, t € R;
e 7(0) =idg;
e 7(0) = X.

Entao, y(t) = X, Vt € R,

Demonstracao. Dado t € R, temos:

6 — i 2D =90+

= lim
s—0 S

Y PRERELID)

5—0 s
Y(0)v(2)
X~(t).

Portanto, podemos aplicar o corolario anterior para obter V¢ € R

() = e 7(0) = ',

como queriamos. O
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Corolario 1.1.13. Seja vy : (R,+) — (GL(E),-) um homomorfismo de grupos
diferencidvel. Entdo, existe um tinico X € L(E) tal que y(t) = X, Vt € R.

Demonstracao. Segue do fato de v ser um homomorfismo que (s + t) =
v(s)v(t), ¥s,t € R, e que v(0) = idg. Portanto, tomando X = 4(0), temos
que (t) = e'*. Além disso, se Y € L(E) é outro operador tal que v(t) = e,
vVt € R, entao

X=50)=Y. O

1.2 O Logaritmo de Operadores

Nesta segao, mostraremos que exp : L(E) — L(F) é um homeomorfismo
quando restrito a vizinhancas apropriadas de 0 e ¢” = idg. Isso seré feito cons-
truindo explicitamente uma inversa para exp. Usaremos este resultado para
provar uma propriedade importante a respeito de homomorfismos de grupos
entre R e GL(E).

Ao longo de toda a secao, E' denota um espaco complezo de dimensao finita;
os resultados que mostraremos se aplicam naturalmente para o caso em que F
é real.

Lema 1.2.1. A funcao exp : L(E) — L(E) € continua.
Demonstracao. Para cada n € N, seja
B,={X e L(E):||X]|| <n}.

Como B, é fechado, Vn € N, e L(F) = U B,,, é suficiente mostrar que exp

neN
¢ continua em cada B,. Fixado n € N, considere a seqiiéncia de fungoes

{Fk : B, — L(FE)}ren dadas por

1
F(X) = HX’“.

E imediato que Fj é continua Vk, e, além disso, VX € B,

1
<

= k!

Lok

k
X < o

15CON = ||

Como ), %nk converge, pelo Teste M de Weierstrass temos que ), Fj, con-
verge uniformemente em B,. Portanto, exp|p, = >, Fi é continua, o que
completa a demonstracao. O

Para construir a inversa de exp, primeiro considere o caso particular em
que exp : R — R. Neste caso, existe uma inversa log : (0,4+00) — R para exp

dada por
1
log x :/ —dt.
1t
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Vamos determinar a série de poténcias de log numa vizinhanca de 1. Note que

1 1

t 1—(1—1t)
de modo que, se |1 —t] < 1,
IR k
k=0
Portanto, dado x € (0,2), temos |1 — x| < 1e

logx = /j (i(l — t)k) dt

k=0

[(1 —t)kat

(1 _ x)kJrl

k—+1
(_1)k+1

[
NE

k

Il
=)

[
NE

il
o

(z — 1)".

[
WE

b
Il
—

A idéia para a construcao do logaritmo de operadores é estender a série
acima para uma certa vizinhanca de idg em L£(FE) e mostrar que, nesta vizi-
nhanga, o logaritmo ¢ a inversa de exp. Como assumimos que £ é um espaco
complexo, o primeiro passo é fazer este trabalho no plano complexo. Assumi-
mos, para isso, que o leitor tenha alguma familiaridade com os resultados de
Analise Complexa. Mais detalhes podem ser vistos em (NETO, 1996).

Seja z € C tal que |z — 1] < 1 e defina

| i (_1)k+1( 1)k
ogz = ——(z—1)".
gz ’ 2z
k=1
Isso determina uma fungao holomorfa log : B(1,1) — C, em que
B(1,1)={z€C:|z—1]| < 1}.
Lema 1.2.2. Dado z € B(1,1), temos que

elosz — 5
Além disso, se |z| <log2, entao [e* — 1] <1 e

loge® = z.

Observacao: A exponencial de numeros complexos é definida, como na secao
1.1, ao considerarmos C como um C-espago vetorial e C ~ £(C).
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Demonstracao. Para a primeira parte, observe que log z coincide com o loga-
ritmo real para todo z € (0,2), de modo que

€% = 2 ¥z € (0,2).

Logo, exp o log é uma fungao analitica em B(1, 1) que coincide com a identidade
m (0,2), do que segue que €'°8* = z, Vz € B(1,1).
Para a segunda afirmagao, observe que, se |z| < log 2, entao

— 1
Zk—z\k—e —-1<1,
k=1

o que significa que loge® faz sentido. Agora, uma vez que loge* = z para
€ (—log2,log2), usando um argumento semelhante ao apresentado acima
temos que loge* = z sempre que |z| < log 2. O

oo

le* — 1] =

k:l

Dado T € L(FE), defina

o —1)k+1
logT = Z 7( ]2
k=1

(T —idg)*,

sempre que a série converge. Observe que este é o caso quando ||T — idg|| < 1,
pois deste modo

k—l—l 1
) ) B SR SIS

que converge pois ||T —idg|| < 1.

Lema 1.2.3. Seja
={T € L(E): ||T —idg|| < 1}.
Entao, log : V' — L(FE) € uma fun¢do continua.
Demonstracao. Para cada n € N, n > 2, seja
B,={teV ||T—idg|| <1-1/n}.

Como B, ¢é fechado em V|, Vn, e V = U B, ¢é suficiente mostrar que log é
n>2

continua em B,, Vn. Isso é feito de maneira semelhante a do lema 1.2.1, e

deixamos os detalhes para o leitor. O

Com base nesses resultados, podemos finalmente mostrar:
Teorema 1.2.4. Seja
U={X e L(E):||X]| <log2}.

Entao exp(U) CV eexp : U — V € um homeomorfismo sobre sua imagem
cuja tnversa € log.
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Demonstragao. A verificagao de que exp(U) C V é andloga a feita para os
nimeros complexos, e a deixamos a cargo do leitor. Como log : V' — L(F) é
continua, para mostrar que exp é um homeomorfismo sobre sua imagem com
inversa log, é suficiente mostrar que VX € U vale

b'e
elog e — 6X

loge® = X.

Para a primeira equagao, vamos mostrar algo mais: que VI' € V temos
e°¢T = T Para tanto, tome 7' € V. H4 dois casos:

(1) T € diagonalizdvel: Neste caso, sejam Aq, ..., A, € C os autovalores de T
e (v1,...,v,) uma base de E formada por autovetores unitarios de 7', com
v; associado a A;. Observe que Vi temos que

e que
N =1 = |[(Ai = Duil|
= (T —ide)vi|
< ||T —idgl|
< 1.

Portanto, Vi

logT(v;) = Z %(T — idp)*(v;)
k=1
k=1
= log(\)v;,

a ultima equagao seguindo das observagoes acima e da definicao do loga-
ritmo complexo. Com isso, do exemplo 1.1.2 vem que Vi

8T (1;) = '8 My, = Ny = T'(vy),

a segunda igualdade sendo conseqiiéncia do lema 1.2.2. Portanto, e'¢”? =

T.

(2) T ndo é diagonalizavel: Neste caso, existe uma seqiiéncia {7, }men de
operadores diagonalizdveis que converge? para T. Sendo V um aberto de

2A existéncia de uma tal seqiiéncia segue do fato de que o subconjunto de £(E) formado
pelos operadores diagonalizdveis é denso em L(F). A demonstracao deste fato, que envolve
um certo trabalho com a forma de Jordan de T, pode ser vista em (HIRSCH; SMALE, 1974). A
idéia central é que, ao perturbarmos 7', obtemos um operador cujos autovalores sao distintos
dois-a-dois, donde diagonalizavel, e que esta préximo de T'.
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L(E) existe mg € N tal que T,, € V, ¥Ym > myg; logo, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que T,, € V, Ym € N. Portanto, do caso
anterior e da continuidade de exp e log, temos que

T = lim T,

m— 00
log T,

= lim e
m—00
= expolog ( lim Tm)
m—00
_ 6logT’
como queriamos demonstrar.

Isso mostra, em particular, que
X
e’ =X VX e U,

uma vez que exp(U) C V.

Para mostrar que logeX = X, VX € U, o argumento é o mesmo: considerar
separadamente os casos em que X é diagonalizavel e em que X nao é. Deixamos
esta parte para o leitor. O

Encerrando a secao, vamos ver uma importante aplicacao do teorema acima
na teoria que estamos desenvolvendo. Antes, um lema técnico:

Lema 1.2.5. Seja W = exp (%U) C V. Entao, W é uma vizinhanc¢a de idg
e para todo T € W existe um 1inico S € W que satisfaz S* = T. Além disso,
S = 6%logT‘

Demonstracao. Como exp : U — V é um homeomorfismo sobre a sua imagem
e %U ¢ uma vizinhanca de 0 em U, temos que W é uma vizinhanca de idg em
V.
Dado T € W, seja X = %logT € %U. Entao, tomando S = eX € W,
temos
SQ — 62X _ elogT —T.

Se S € W é outro operador tal que 52 = T, seja Y = log S. Da definicao de
W vem que Y € %U, isto é, que 2Y € U. Logo,

Y — 32 T — 62)(7
o que implica X =Y, pois X, Y € %U e exp |y é injetiva. Portanto, S=9. O

O resultado que queremos mostrar é uma extensao do corolario 1.1.13.
Nele mostramos que todo homomorfismo de grupos diferencidvel v : (R, +) —
(GL(E),-) é da forma (t) = €' e, além disso, X é tinico. O que faremos é
mostrar o mesmo resultado substituindo a hipotese de diferenciabilidade pela
de continuidade.
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Teorema 1.2.6. Seja v : (R,+) — (GL(E),-) um homomorfismo de grupo
continuo. Entdo, existe um tnico operador X € L(E) tal que ~(t) = X
vVt € R. Em particular, v € diferencidvel.

)

Demonstracao. A unicidade é feita como segue: assumindo que existe X tal
que () = e, temos que
X =4(0),

e X fica unicamente determinado. Deste modo, precisamos nos preocupar
apenas com a existéncia.

Seja W C V a vizinhanca de idg descrita no lema anterior. Como v é
continua e v(0) = idg, existe um intervalo aberto I C R ao redor de 0 tal que
~v(t) € W, Vt € I. Sejam t, € I\{0} e X = %logv(to). Logo, toX € iU ¢
v(tg) = €. Como para cada t € I temos que t/2 € I, entao (to/2) € W.
Além disso, como

Y(to/2)? = Y(to/2)7(to/2) = ~(to),

o lema anterior garante que
v(to/2) = ez log(to) — (FX
Repetindo o processo sucessivamente, temos Vk € N que
Y(to/2") = e,

Mais do que isso: dados m € Z e k € N arbitrarios, da equacao acima segue

que
mto to "
Y ok 8 ok
- (Y
Seja

D:{geR;meZ,keN}.

Mostramos acima que (t) = e, Vt € toD. Afirmamos que t,D é denso
em R. Caso isso seja verdade, as continuidades de v e de X garantem que
v(t) = eX, Vt € R.

Para mostrar a afirmacao, é suficiente que D seja denso em R, pois ¢y # 0.
Sejam t € R qualquer, € > 0 uma precisao e n € Z tal que

tenn+1.
Escolhendo k € N tal que 5 < ¢, divida o intervalo [n,n + 1] em 2% subinter-
valos de mesmo diametro. Cada um desses subintervalos é da forma
l [+1

n+?,n+? 5
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com [ € {0,...,2F —1}. Entao, existe [ € {0,...,2% — 1} de modo que

[ [+1
te n+ ok n -+ o |

Portanto, o ntimero

[ n- 2k +1

ok ok
¢ da forma desejada e
l - [+1 [ 1
t—n—2—k_n+ ok —TL—?_?<€,

0 que completa a demonstragao. O

1.3 Grupos Lineares e suas Algebras de Lie

Nesta segao, E denota um espaco vetorial de dimensao n < oo sobre K,
em que K é corpo dos ntmeros reais ou complexos. O grupo linear geral de
E, denotado por GL(FE), é o subconjunto de £(FE) formado pelos operadores
lineares invertiveis. Sabemos que, com a operacao de composicao, este conjunto
forma um grupo.

Defini¢ao 1.3.1. Um grupo linear G € um subgrupo de GL(E).

Fixada uma base em F, existe um isomorfismo de grupos entre GL(E) e
G L(n,K), este sendo o grupo das matrizes invertiveis de ordem n sobre K. Este
isomorfismo ¢é a funcao que a cada operador associa a matriz correspondente
na base. Com isso, existe uma correpondéncia biunivoca entre os subgrupos
de GL(E) e de GL(n,K) induzida por este isomorfismo®. Por esse motivo, nao
nos preocuparemos muito em fazer distingoes entre operadores e matrizes.

Observagao: Lembramos que, para verificar que um subconjunto G de GL(F)
¢ um subgrupo, basta verificar que GG é nao-vazio - o que, em geral, é feito

mostrando-se que idg € G - e que ab,a™! € G, Va,b € G.

Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento da teoria, vamos estudar
alguns exemplos.

Exemplo 1.3.2. GL(E) é um grupo linear. JAN

Exemplo 1.3.3. Seja

SL(E) = {a € GL(E) : det(a) = 1}.

3Muitos chamam este resultado da teoria dos grupos de 2° Teorema dos Homomorfismos.
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A verificagdo de que SL(E) é um grupo linear é facil e a deixamos para o
leitor. Este grupo é chamado de grupo linear especial. A

Para os préximos exemplos, vamos considerar que E esta equipado com um
produto interno (, ). Lembramos que um produto interno em £ é uma fungao

(,):ExFE—K

que satisfaz as seguintes condigoes Vr,y,z € F e VA € K:

Para cada operador T' € L(FE), vamos denotar por T* o operador adjunto a T'

com relacao a este produto interno®.

Exemplo 1.3.4. Suponha que E é um espaco real e defina
O(F)={a € GL(E):a'a = aa" =idg}.
Como dim(F) < oo, esta definigao é equivalente a
O(F)={a € GL(E) :a"a =idg},

pois, se a*a = idg, entao a ¢ injetiva, de modo que a finitude da dimensao
implica a invertivel e a=! = a*. Para mostrar que O(F) é um grupo linear,
primeiro note que idg € O(F). Além disso, dados a,b € O(FE), temos que

(ab)*(ab) = b*a"ab=idg

(a—l)*a—l _ (a*)—la—l — (aa*)—l _ idE,

e disso decorre a afirmagao.
Observe que

O(E) = {a € GL(E) : (a(x),aly)) = (z,y), Yo,y € E}.
De fato, se a € O(E) entao Vz,y € E temos que

(a(x), aly)) = (x,a"aly)) = (z,y).

40 operador adjunto T* é definido como o tnico operador linear em E que satisfaz
Va,y € E:

(T'(2),y) = (&, T (y))-

Uma discussao mais detalhada a respeito deste assunto pode ser vista em (COELHO;
LOURENCO, 2005).
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Reciprocamente, se a € GL(FE) preserva o produto interno, entdo Vx € F
temos

(a"a(z),y) = (a(x), aly)) = (z,y), Vy € E,
de modo que a*a(z) = = e disso segue a afirmagao. Por causa dessa caracte-
rizagao de O(F), este grupo é chamado de grupo ortogonal. A

Exemplo 1.3.5. Suponha, agora, que E é um espaco complero. De maneira
analoga ao exemplo anterior, definimos

UE)={a € GL(E):a"a=idg},
e mostra-se que U(E) é um grupo linear. Este grupo é chamado de grupo

unitario. A

Exemplo 1.3.6. Seja
SO(E) ={a € GL(E) : a"a = idg, det(a) = 1}.

Como SO(F) = O(F) N SL(FE), é imediato que SO(E) é um grupo linear,
chamado de grupo ortogonal especial. A

Exemplo 1.3.7. Seja
SU(E)={a € GL(F) : a"a =idg, det(a) = 1}.

De modo similar, SU(E) = U(E) N SL(E), o que faz de SU(F) um grupo
linear, o grupo unitario especial. A

Exemplo 1.3.8. Seja ¢ : £ x E — K uma forma bilinear. Defina
Aut(¢p) ={a € GL(E) : ¢(a(x),aly)) = ¢(x,y),Va,y € E}.

Para ver que Aut(¢) é um grupo linear, observe que idg € Aut(¢), e tome
a,b € Aut(¢). Dados z,y € E, temos

¢((ab)(x), (ab)(y)) = o(a(b

(a(b(x)), a(b(y)))
= ¢(b(x)
(

(

)
,b(y))
= o(z,y)
¢l (x),a” (y)) = olala™ (2)),ala” (y)))
= o(z,y),
o que mostra que ab,a”! € Aut(¢). Se FE é um espaco real e ¢ ¢ simétrica e

nao-degenerada, denotamos Aut(¢) por O(¢). Neste caso, existe um resultado
de Algebra Linear que mostra existirem tnicos p, ¢ € N tais que p+q = dim(FE)

e uma base (vy,...,v,) de E que satisfaz:
0, set#j
d(v,vj) =<2 —1 , sei=j<p

1, sei=75>q.
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O nimero ¢ — p é o indice de ¢ e q + p, o posto. A

Exemplo 1.3.9. Vamos ver um caso concreto do exemplo anterior. Considere,
em R?, a forma bilinear ¢ dada por

P(z,y) = —z'y' + 2%y

Vamos determinar explicitamente o grupo Aut(¢). Seja (e, e2) a base canénica
de E' e escreva a matriz de a € GL(F) nesta base:

a-(57)-

Para que a € Aut(¢), é necessario que ¢(a(e;),ale;)) = ¢(e;,e;), com i, j =
1,2. Desta maneira,

dler,e1) = —1=¢(aler),ale)) = —a® + 3

dler,ea) = 0=0¢(aler),aler)) = —ay+ [
d(ea, €2) 1= ¢(a(es), aler)) = =7 + 07,
isto é,
a? = 1452
2 = 1477
ay = fo.

Das duas primeiras equagoes vem que |a, 0] > 1 e que devemos considerar
varios casos: a,0 > 0;a>0ed <0;a<0ed>0; a,d<0. Faremos apenas
o primeiro, pois os outros sao analogos.
Do fato de que «, 6 > 0 vem que existem s,t € R tais que oo = cosh(s) e
0 = cosh(t). Logo,
B8] = Va2 —1=1/cosh?(s) — 1 = |sinh(s)|
Iy = V2 —1=/cosh?(t) — 1 = |sinh(t)|

Possivelmente substituindo s por —s ou t por —t, destas equagoes segue que
[ = sinh(s) e v = sinh(¢). Além disso,

ay =38 = o’y = 0% = (L+8°)y" = B2 (L +77) = 7" = 8 = 8] = 1,

isto é,
| sinh(s)| = |sinh(t)| = s = £t.

Se s = —t, entao

0 = —ay + (36 = — cosh(t) sinh(t) — sinh(¢) cosh(t) = —2 cosh(t) sinh(t),
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o que significa que sinh(t) = 0, isto é, que t = 0. De qualquer modo, s = t, e

disso vem que
! ~ (cosh(t) sinh(¢)
ol = (sinh(t) cosh(t)) '
Os outros casos fornecem as seguintes possibilidades:
—cosh(t) —sinh(?)\
ol = ( sinh(¢#)  cosh(t) )’
cosh(t)  sinh(¢) \
ol = (— sinh(t) —cosh(t)) ’
—cosh(t)  sinh(?)
ol = ( sinh(t) —cosh(t))'

Nao ¢é dificil ver, que se a matriz de a é dada por uma dessas formas, entao
a € Aut(¢). Portanto, os elementos de Aut(¢) sdo as rotagdes hiperbdlicas
compostas com reflexdes, e este grupo é denominado grupo de Lorentz de
dimensao 2. A

Todos os grupos que estudamos nos exemplos acima tém, como foi obser-
vado, correspondentes matriciais. A tabela a seguir da as equivaléncias.

GL(E) | GL(n, K)
SL(E) | SL(n,K)
O(F) O(n)
U(E) U(n)
SO(E) | S0(n)
SU(E) | SU(n)
0(¢) | Op.q)

Tabela 1.1: Correspondéncia entre os grupos lineares. Na tltima linha, ¢ — p
é o indice de ¢ e g + p, seu posto.

O fato dos grupos lineares serem subconjuntos de £(E) nos motiva a con-
siderar neles outras estruturas além da de grupo.

Defini¢ao 1.3.10. Sejam G um grupo linear, a € G ¢ X € L(E). Dizemos
que X é tangente a G em a se existe uma curva diferenciavel v : I — G
definida em um intervalo aberto da reta ao redor de 0 tal que v(0) = a e
7(0) = X. O congunto de todos os operadores tangentes a G em a, denotado
por T,G, € chamado espago tangente a G em a. O espago tangente Tiq,G €
denotado por g.

Observagao: Note que T,G # 0, Va € G, pois, considerando a curva v : R —
G dada por () = a, vemos que 0 € T,G.

Esta definicao jé indica a nossa intencao de, mais tarde, definir uma estru-
tura diferencidvel para os grupos lineares (veja os capitulos 2 e 3 para mais
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detalhes). A influéncia que a estrutura de grupo exerce sobre os espagos tan-
gentes ja pode ser vista no seguinte resultado:

Teorema 1.3.11. Sejam G um grupo linear e a € G. Entao,
1.G = ag = ga,
em que

ag = {aX:X €g}
ga = {Xa:X €g}.

Demonstracao. Faremos apenas a verificacao da primeira igualdade, pois a da
outra é semelhante.

Dado X € T,G, existe uma curva suave v : I — G tal que v(0) = a
e 4(0) = X. Defina 6 : I — G por 0(t) = a'y(t). E imediato que 0
é diferenciavel e que 6(0) = idg. Logo a'X = 0(0) € g, de modo que
X =a(a"'X) € ag.

Reciprocamente, se X € ag, entao a !X € g, o que implica a existéncia de
uma curva vy : [ — G tal que v(0) = idg e ¥(0) = a ' X. Portanto, definindo
0 : 1 — G por §(t) = ay(t), temos que §(0) = a e que (5(0) = X, do que segue
X eT,G. U

Observe que, dados a,b € G,
TG = (ag)g = a(bg) = a(T1G)

e que
TpaG = (ba)g = b(ag) = b(ga) = (bg)a = (T,G)a.

Defina, para cada a € G, as fungoes L,, R, : L(E) — L(E) por

L,(b) = ab
Ru(b) = ba.

Estas fungoes sao lineares, diferenciaveis, e as observagoes acima mostram que

Ya,b € G

TLa(b)G - La (TbG)
Tr,)G = R.(TG).
Em particular, podemos reescrever o enunciado do teorema anterior da seguinte

maneira: Va € G
T,G = Lq(g) = Ra(g).

Proposicao 1.3.12. Seja G um grupo linear. Entao T, G é um espag¢o vetorial
real e dim(7,G) = dim g.
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Observagao: Mesmo que o espaco F seja um espaco complexo, nao é possivel
garantir que os espagos tangentes a GG sejam subespagos complexos de M (n, C).
Veremos um caso no exemplo 1.3.15.

Demonstragao. Como T,G = L,(g) e L, é¢ um isomorfismo linear em L(E)
(pois (Lq)~' = L,-1), entao basta mostrar que g é um espago vetorial real, e,
feito isso, é imediato que dim(7,G) = dim g.

Para verificar que g é um espaco vetorial real é suficiente mostrar que g é
um subespago de L(FE). De fato, temos que 0 € g, pois a curva v : R — G
dada por v(t) = idg é suave, y(0) = idg e 4(0) = 0. Além disso, dados
X, Y €egeeR, sejam v,0: [ — G tais que y(0) = 0(0) = idg, ¥(0) = X e
d(0) =Y. Sendo J C R um intervalo adequadamente escolhido ao redor de 0,
defina 0 : J — G por 6(t) = y(t)o(At). Entao,

6(0) =v(0)o(0) = idg

e
0(0) = §(0)a(0) ++(0)As(0)
X+ Y.
Portanto, X + A\Y € g, como queriamos demonstrar. O

Vamos, nos proximos exemplos, determinar o espaco tangente a idg para
alguns grupos lineares.

Exemplo 1.3.13. Seja gl(E) = Tiq,GL(E). E imediato da definicio que
gl(E) C L(E), e, tomando X € L(F) qualquer, considere a curva 7 : R —
GL(E) dada por y(t) = e'*. Decorre do que fizemos na primeira segao deste
capitulo que v estd bem-definida, que v(0) = idg e que #(t) = Xe™*. Logo,
X = 4(0) € gl(E), donde gl(E) = L(E). A

Exemplo 1.3.14. Considere o grupo SO(F) e seja so(F) = Tiq,SO(F). Seja
v : 1 — SO(FE) uma curva suave tal que v(0) = idg. Entao, Vt € I

1(0)"9(6) = idp = 2 5(1)*(1) = 0.

Como

entao
() (t) + () (t) =0, Vt € I.

Em particular, fazendo t = 0 obtemos

7(0)" +4(0) = 0 = 4(0)* = =5(0),
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ou seja, (0) é um operador antisimétrico. Além disso, como

% det((1)) = det(y(t))tr(v(t) " 4(2))

(consulte (HANCHE-OLSEN, 1997) para mais detalhes), o fato de que det(y(t)) =
1, Vt € I, implica

det(v(1))tr(y(t) " 4()) = tr(y(t) " 4(2)) = 0.

Tomando ¢t = 0, esta equagao escreve-se como

tr((0)) = 0.

Esta condicao é redundante, pois toda matriz antisimétrica possui traco nulo.
Portanto,
so(F) C{X e L(F): X"=—-X}.

Para verificar a inclusao reciproca, primeiro note que, dado X € L(F),
o o
1 1 X
“L g = g
k=0 =0

e, sendo Ai, ..., \, € C os autovalores® de X, temos que e*!,...,e* € C sao
os autovalores de e, de modo que

det (6X) =M.t = Mt — (X

Com isso, se X € L(F) é antisimétrico, entao

(eX)* _ XX (eX)—l
det (eX) = "X =0 =1,
o que mostra que eX € SO(E).
Como o conjunto dos operadores antisimétricos é um subespaco de L(F),
dado X antisimétrico podemos definir a curva v : R — SO(E) por v(t) = e'~.

Sabemos da sec¢ao anterior que 7 é diferenciavel, que v(0) = idg e que Y(T) =
Xe!* vVt € R. Portanto X = 7(0) € so(F), do que segue

so(F)={X e L(E): X"=-X},

como queriamos mostrar. Observe que so(F) também é o espaco tangente a
O(E) em idg. JAN

Exemplo 1.3.15. Para calcular o espaco su(E) = Tiq,SU(E), procedemos
de maneira analoga ao exemplo anterior e concluimos que

su(E) = {X € L(E): X* = —X, tr(X) = 0};

5 . .
°Ainda que X seja um operador num espago real, seus autovalores podem ser complexos.



24 Grupos Lineares

no entanto, neste caso a condigao tr(X) = 0 ndo é redundante, pois tratam-se
de operadores complexos.

Observe que, apesar de su(E) ser um espago real (de acordo com a pro-
posigao anterior), dado X € su(E)\{0}, temos que iX ¢ su(FE), pois

(X)) =iX* = (—i) - (-X) =iX # —iX.
Portanto, su(FE) nao é um espago complexo. A

Observe que em todos os exemplos acima a caracterizagao do espaco g
envolveu mostrar que exp(g) € G e usar este fato para construir as curvas
necessarias. Podemos nos questionar se este é um comportamento comum a
todos os grupos lineares, e, talvez surpreendentemente, a resposta é sim. Esta
¢ uma propriedade importante dos grupos lineares, e a demonstraremos na
proxima secao.

Outra pergunta que poderiamos fazer diz respeito a se a estrutura de grupo
para G determina alguma estrutura adicional nos espacos tangente, especial-
mente em g. No apéndice B mostramos que se E' é um espaco vetorial qualquer,
entao L(F) possui uma estrutura de algebra de Lie dada pelo seguinte colchete:

[X,Y] = XY - YX, VX,Y € L(E).

Com esta estrutura, denotamos L(F) por gl(E) - a mesma nota¢do para o
espago tangente a GL(E) em idg - e temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.16. Seja G um grupo linear. Entao, g é uma subdlgebra de Lie
real de gl(E).

Demonstracao. Sabemos da tltima proposicao que g é um espago vetorial real,
de modo que apenas precisamos mostrar que g é fechado em relagao ao colchete
de Lie de gl(E).

Dados X, Y € g, sejam 7,0 : [ — G curvas suaves tais que 7(0) = o(0) =
idg, ¥(0) =X e6(0) =Y. Defina é : I x I — G por

(s, t) =~(s)a(t)y(s).

Entao, ¢ é diferenciavel e, para cada s € I, a curva o, : I — G é suave e
satisfaz
5,(0) = idp.

Logo, para todo s € I temos que 53(0) € g. Por outro lado,
05(0) = 7(5)3(0)7(s) ™" = v(s)Yy(s) 7",

de modo que y(s)Yy(s)"! € g, Vs € I. Isso define uma curva suave n: [ — g
dada por

n(s) =~(s)Y~(s)"".
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Sendo g um subespago de L(E), entao 1(0) € g. Como

%7(5)1 = —(s) " (s)v(s) ™"

(obtém-se esta identidade diferenciando a equacio v(s)y(s)™! = id,), temos
que

Portanto,
7(0) = A(0)Y~(0)~" = 7(0)Y7(0)~"4(0)(0) "
= XY -YX
= [X,Y],
0 que completa a demonstragao. O

Este teorema motiva seguinte definicao:

Definicao 1.3.17. Seja G um grupo linear. A algebra de Lie de G € o espaco
tangente g munido do colchete de Lie herdado de gl(E).

Segue do exemplo 1.2.i que, quando consideramos em gl(E) apenas a es-
trutura real, entao gl(E) ¢é a élgebra de Lie do grupo GL(FE).

As relagoes entre os grupos lineares (e, mais geralmente, os grupos de Lie) e
suas algebras de Lie formam o ntcleo do que hoje é chamado de Teoria de Lie.
Por causa do fato de que quando exponenciamos g obtemos um subconjunto
de G, por muitos anos a algebra de Lie g foi chamada de grupo de geradores
infinitesimais de G, apesar de nao ser o que chamamos de grupo e, de maneira
geral, nao gerar G.

O matematico noruegués Sophus Lie descobriu os objetos que atualmente
chamamos grupos de Lie (dos quais os grupos lineares compdem uma classe im-
portante) ao estudar simetrias de equagoes diferenciais. Ele tentava construir
para estas equagoes uma teoria semelhante a Teoria de Galois, que estuda a so-
lubilidade de equagoes polinomiais por meio de radicais — para mais detalhes,
veja (GONCALVES, 2005). A sua abordagem envolvia estudar estas simetrias
através de transformacoes “infinitesimais”, que sao os elementos da algebra de
Lie do grupo. Apés “colar” uma quantidade suficiente de tais transformagoes
(exponenciar), obtém-se uma boa aproximagao para a simetria em questao, e
deste processo muitas propriedades podem ser estudadas.

Um dos resultados mais interessantes desta teoria é o chamado Teorema
da Correspondéncia de Lie, que afirma que, dada uma &algebra de Lie g C
gl(E), existe um tnico grupo linear G C GL(E) conexo cuja dlgebra de Lie
é g. A demonstracao deste fato, que nao faremos neste trabalho, envolve a
férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (ref. (HALL, 2003)), e pode ser vista
em (ROSSMANN, 2002).
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1.4 Um Teorema Fundamental

O objetivo desta secao é provar o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1. Sejam G um grupo linear e g sua dlgebra de Lie. Entao,
exp(g) C G.

Este teorema — talvez o mais importante deste trabalho — tem profundas
implicacoes na teoria dos grupos lineares. Antes de demonstra-lo, vejamos
algumas conseqiiéncias dele.

Corolario 1.4.2. Sejam G um grupo linear e g sua dlgebra de Lie. Entao,
um operador X € L(E) pertence a g sse e'* € G, Vt € R.

Demonstragao. Se e € G para todo t € R, entdo a curva 7 : R — G dada
por y(t) = e estd bem-definida, é suave e satisfaz v(0) = idg. Logo,

X =4(0) € g.

Reciprocamente, se X € g, entao tX € g, Vt € R. Portanto, do teorema
decorre que X € G, Vt € R. O

Corolario 1.4.3. Sejam G um grupo linear e g sua dlgebra de Lie. Suponha
que v : I — L(E) € uma curva suave tal que

v(0) € G
V() = Xy(t), vtel,

em que X € g. Entao, v(t) € G, Vt € I.

Demonstracao. Sabemos do corolario 1.1.10 que a tnica curva v que satisfaz
essas condigoes é dada por

v(t) = e*4(0), Vt € 1.
Como X € g e v(0) € G, segue do corolario anterior que y(t) € G,Vt € I. O

Corolario 1.4.4. Sejam G um grupo linear e v : (R,+) — G um homomor-
fismo de grupos continuo. Entdo, existe um tnico X € g tal que y(t) = eX,
vVt € R. Em particular, v é diferencidvel.

Demonstracao. Decorre do teorema 1.2.6 que existe um tnico X € L(F) tal
que y(t) = X, Vt € R. Por outro lado, como 7 : R — G, entdo e'* € G,
vVt € R, o que pelo corolario 1.4.2 significa que X € g. O

Voltemos, agora, a nossa atencao para a demonstracao do teorema. Fare-
mos isso através de uma seqiiéncia de resultados preliminares, cada um impor-
tante por si 6. A idéia foi extraida de (ROSSMANN, 2002).
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Lema 1.4.5. Se existe uma vizinhan¢a U C g de 0 tal que exp(U) C G, entao
exp(g) C G.

Observacao: Apesar de que nao utilizaremos este lema explicitamente na
demonstracao do teorema, ele ilustra a idéia basica.

Demonstracao. Seja U uma tal vizinhanca e tome r > 0 de modo que
Bg(0,r) ={X eg:||X||<r}CU.
Logo,
exp(By(0, 7)) € exp(U) € G.

Dado X € g\{0} qualquer (o caso em que X = 0 é imediato), seja n € N tal
que X/n € By(0,7): basta tomar n > || X|| /r. Portanto, e¥/" € G, e disso
segue que eX = (eX/”)n €q. O

Dado X € g (mesmo que X esteja numa pequena vizinhanga de 0), como
saber se e¥ € G? Precisamos de um critério para determinar quando um
operador a € L(F) pertence a GG. Por causa do lema anterior, que mostra ser
suficiente considerar apenas pequenas vizinhancas, e do fato de €* = idg € G,
construiremos este teste apenas numa vizinhanca de idg em L(E).

Sejam (Xi,...,X,,) uma base de ge {7, : [; = G :i=1,...,m} uma
familia de curvas suaves tais que

7:(0) = X;.

Considere o conjunto
i=1

e note que U’ é uma vizinhanca de 0 em g. Defina g : U’ — G por
gt Xy + -+t Xon) = n(t) - Ym(tn).

E imediato desta expressao que g é diferencidavel. Além disso, temos dgo(X) =
X, VX € g, pois calculando dgg na base escolhida vemos que

dgo(Xi) = limM

t—0 t

71(0) -+ 7i-1(0) i () ye41(0) - - - 1 (0) — id

Observacao: Antes de prosseguir, vale a pena observar que qualquer funcao
diferenciavel g definida numa vizinhanca de 0 em g com imagem em G e cuja
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diferencial em 0 satisfaz dgo(X) = X, VX € g, serve aos nossos propositos. A
funcao que exibimos acima é apenas um exemplo.

Considere um subespago h C L(FE) suplementar a g, isto é, tal que L(E) =
g @ b (apesar da notacao ser similar, h nao precisa, necessariamente, ser uma
glgebra de Lie). Defina h : h — L(E) por h(Y) = idg +Y. E imediato que h é
diferenciavel e que dho(Y) =Y, VY € h. Vale para h a mesma observa¢ao que
fizemos para g, i.e., qualquer funcao h : h — L(F) diferencidvel cuja diferencial
em 0 é a identidade serve.

Seja, finalmente,

Ueh={X+YeL(F): XeU Y eb},
que é uma vizinhanca de 0 em L£(F), e defina ® : U’ @ h — L(FE) por
O(X +Y)=g(X)h(Y).
Segue da construcao de g e h que ® é diferenciavel e que VX € g, VY € b

dPo(X +Y) = dPo(X) +ddy(Y)

oy 20X) —2(0) (V) — 2(0)
t—0 t s—0 S

o XD = g(0) | h(sY) — h(0)
t—0 t 5—0 S

= X+Y.

Como L(F) =g ® b, entdao a fungao d®y é um isomorfismo linear, o que, pelo
Teorema da Fungao Inversa, garante a existéncia de vizinhancas U,V C L(E)
de 0 e idg, respectivamente, tais que ® : U — V é um difeomorfismo®. Um
dos fatos mais relevantes sobre este difeomorfismo é o seguinte:

Lema 1.4.6. Sejaa € V. Se @ !(a) € g, entao a € G.

Demonstragdo. Supondo que ®~!(a) € g, temos que

pois lg=geg: U Cg—G. O

Escreva Va € V
1 (a) = &(a) + nla),

em que {(a) € g e n(a) € h sao os unicos com esta propriedade. Isso define
funcoes diferenciaveis ¢ : V. — gen: V — b, e com esta notacao podemos
refrasear o lema anterior da seguinte maneira:

5Veja o Apéndice A para mais detalhes sobre o Teorema da Funcdo Inversa.
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Lema 1.4.7. Sejaa € V. Entio, ® '(a) € g ssen(a) = 0. Consegiientemente,
sen(a) =0, entdo a € G.

O teste que procuravamos é o enunciado neste lema. Sabemos, da secao
anterior, que exp é uma funcao continua, de modo que existe uma vizinhanca
de 0 em L(F) que é levada por exp em V. No entanto, dado X € g nesta
vizinhanga, nao temos como mostrar diretamente que 7 (eX ) = 0, a fim de
usar o lema 1.4.5. Devemos, portanto, encontrar um caminho alternativo.

Dado X € g, considere a curva v : R — L(F) dada por y(t) = e
Sabemos que esta curva ¢ diferencidvel (donde continua) e que 7(0) = idg,
o que significa que para toda vizinhanca 2 de idg em L£(E) (em particular,
1 = V) existe um intervalo aberto I C R ao redor de 0 tal que v(t) € €,
Vit € Ig. Caso mostremos a existéncia de um tal € tal que n(~y(¢)) = 0 para todo
t € Ig, entdo, pelo lema anterior, v(¢) € G. Usando o raciocinio apresentado
na demonstragao do lema 1.3.4, neste caso tome n € N tal que 1/n € Ig, de

modo que
1
¥ (—) = e @,
n

e disso concluimos que eX = (eX/ ”)n €q.

Por outro lado, como v(0) = idg e ®7!(idg) = 0, entao n(y(0)) = 0.
Portanto, para mostrar que n(y(t)) = 0 para todo t € Iqg, é necesséario e
suficiente que

tX

d

— t)) = t e lg.

Como

S = (i)

= dny(X(1),
a condicao acima ¢é expressa mais explicitamente como
dnpy o) (X7 (t)) = 0, Vit € Iq.
Nesse sentido, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.8. Eriste uma vizinhan¢a Q@ C V de idg em L(FE) tal que
Va € Q) eVZ € g temos

dne(Za) = 0.
Demonstracao. Primeiro, tome a € V' qualquer, e escreva
dla)=X+Y, Xe€g, Y,

isto é,
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Seja Z € g qualquer e considere a curva vy : [; — V dada por

Yt) = B(X+tZ+Y)
= g(X +tZ)h(Y),

em que Iz C R é um intervalo aberto ao redor de 0 pequeno o suficiente para
v esteja bem-definida. Da definicao de X e Y vem que

a=d(X+Y)=g(X)h(Y) = hY)=g(X)a,
ja que g(X) € G. Deste modo, podemos escrever
v(t) = g(X +t2)g(X) ta, Vt € I5.

Observe que oz : t € Iz — g(X +tZ)g(X)™! € G é uma curva suave e que
07(0) = idg. Logo,
dgx(Z)g(X) ™" = d2(0) € g
Deste modo, temos que
PY(t) = UZ(t)a’

e que

70) = a
n(y(t) = n(@X +tZ+Y)) =Y.

Diferenciando esta ultima equacao, obtemos

%U(V(t)) = dn,(§(t)) = 0.

Como
() = dgx+12(2)9(X)'a,
a equacao acima pode ser reescrita como

Ay (dgx412(2)g(X) a) = 0, Vt € I

fazendo t = 0,
dna(dgx(Z)g(X) 'a) = 0. (1.4.1)

Considere a funcao T'x : g — g dada por
Tx(Z) = dgx(Z)g(X)™".

Como Tx(Z) = 64(0), VZ € g, entdo T'x estd bem-definida, e é imediato que
T’x ¢é linear. Com esta notagao, podemos reescrever (1.3.1) da seguinte forma

dna(TX(Z)a) = 07 VZ € g.

Seja T : g — L(g) a funcao que associa a cada X € g o operador Tx. A
partir da definicao de T'x, nao ¢ dificil mostrar que 7' é uma funcao continua.
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Além disso, como Ty = idg, o fato de GL(g) ser um subconjunto aberto’ de
L(g) implica haver uma vizinhanga I' C g de 0 tal que T'(I') € GL(g).

Por fim, seja Q = ¢ 1(T). E imediato que 2 C V é uma vizinhanca de idg
em L(E). Ademais, se a € Q, entdao X = ¢{(a) € T', o que implica VZ € g

dna(Za) = dn.(Tx (T (Z)) -a) = 0,
como queriamos demonstrar. O

Para concluir a demonstracao do teorema, basta aplicar a discussao que
fizemos anteriormente a vizinhanga €2 descrita na proposicao.

1.5 A Representacao Adjunta de um Grupo
Linear

Sejam G e H grupos lineares; digamos, G um subgrupo de GL(E) e H de
GL(F). Aqui, E e F sao K-espagos vetoriais de dimensao finita quaisquer,
inclusive podendo um deles ser real e o outro, complexo.

Definicao 1.5.1. Um homomorfismo entre G ¢ H ¢ uma funcao continua
. G—-H
que também € um homomorfismo de grupos.

Observacgao: Para esta definicao, consideramos em GG e H as métricas indu-
zidas pelas normas dos seus espacos-ambiente.

Nesta secao vamos estudar um homomorfismo particular chamado repre-
sentacao adjunta de um grupo linear.
Seja GG um grupo linear. Para cada a € G, definimos a funcao I, : G — G
por
I,(b) = aba™, Vb € G.

Observe que I, é um homomorfismo de grupos, pois Vb, c € G

I,(bc) = a(bc)a™*
= (aba ")(aca™)

= I,(b)1a(c),
e que [, é uma funcao continua, pois

]a - La‘G o Ra|G'

TEste resultado segue do fato de que GL(E) = det™! (K\{0}) e que det : L(E) — K é
uma fun¢ao continua, pois é um polindmio quando fixamos uma base para F e descrevemos
os operadores pelas suas matrizes.
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Dado X € g, considere a curva t € R — [, (etX) € G, que estd bem-
definida pelo trabalho feito na secao anterior. Observe que Vt € R

I, (etX) — qetX gl

= €

Portanto e!@Xe™") € G, Vt € R, o que, pelo coroldrio 1.4.2, implica aXa™* € g.

Como isso vale para todo X € g, para cada a € G podemos definir a funcao
Ad(a) : g — g por
Ad(a)X =aXa ™.

Proposicao 1.5.2. A fun¢io Ad(a) é um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstragdo. A bijetividade segue do fato de que Ad (a™') = Ad(a)™!, como
o leitor pode facilmente verificar, e a linearidade decorre da bilinearidade da
multiplicagao de operadores. Além disso, dados X, Y € g, temos

Ad(a)[X,Y] = aXYa ' —aYXa!
(aXa’l) (aYa’l) — (aYa’l) (aXa’l)
= [Ad(a)X,Ad(a)Y],

do que segue o resultado. O

Portanto, Ad(a) é um automorfismo da élgebra de Lie g. Nao ¢ dificil
mostrar que o conjunto Aut(g) dos automorfismos de g é um subgrupo de
GL(g), o que faz de Aut(g) um grupo linear.

Teorema 1.5.3. A fun¢io Ad : G — Aut(g) é um homomorfismo.

Demonstracao. Para ver que é um homomorfismo de grupos, sejam a,b € G.
Logo, VX € g

Ad(ab)X = (ab)X(ab)™"
= a (X0 ") a!
— Ad(a)Ad(b)X,

o que mostra a afirmacao.
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Vamos, agora, provar que Ad é continua em a € G. Primeiro, tome b € G
qualquer. Para estimar ||Ad(a) — Ad(d)|], seja X € g tal que ||X|| < 1. Entao,

[Ad(a) X — Ad(b)X||

HaXa_l — bXb_lH
|[aXa™ —bXa™! +bXa™" — bXb 7]

HaXa_l —bXa_lH + HbXa_1 —bXb_lH
lla=BI| - la ]+ [1B]] - []a™" b7

IN N

o que implica
1Ad(a) — Ad)]] < [la = ]| - [[a= || + [l - |]a™ = 57|

Como a inversao de operadores é uma funcao continua, da expressao acima é
facil ver que, dado € > 0, podemos encontrar uma vizinhanga de a em G de
modo que, se b estd nesta vizinhanga, entao ||Ad(a) — Ad()|| < e. O

Defini¢ao 1.5.4. A fun¢io Ad : G — Aut(g) € a representagao adjunta do
grupo G.

Vamos, por hora, considerar g como uma algebra de Lie real de dimensao
finita qualquer. Sabemos, dos comentérios acima, que Aut(g) é um grupo
linear. Qual serd a sua algebra de Lie?

Para tanto, denote por aut(g) a algebra de Lie de Aut(g). Dado T" € aut(g),
temos que €T € Aut(g), Vt € R, isto é, para cada X,Y € g

X, Y] = [e"X, Y]
Diferenciando esta equacao,
T (X, Y] = [Te" X, Y] + [ X, Te'Y] ;
fazendo t = 0,
TX,)Y]=[T(X),Y|+[X,T(Y)].

Portanto, 7' € 0der(g) (veja o apéndice B para mais informagoes sobre esta
algebra de Lie).

Reciprocamente, se T' € der(g), entdo T' € aut(g) sse e € Aut(g), Vt € R,
ou seja, sse Vit € R e VX, Y € g vale

eTIX, Y] = ["X, MY
Equivalentemente,

e [e"X, Y] = [X,Y].
Diferenciando o membro esquerdo, obtemos

% (e—tT [etTX, etTY]) — _e—tTT [etTX, etTY} +
+e T ([Te" X, Y] + [e" X, TeY])
= — e "T[e"X, Y] +e T [e"X, Y]
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a segunda igualdade decorre de T € der(g). Com isso, temos que

67tT [etTX, etTy]
¢é constante. Como em t = 0 a identidade desejada ¢é vélida, temos que T" €
aut(g). Isso mostra o seguinte resultado:

Teorema 1.5.5. Seja g uma dlgebra de Lie real de dimensao finita. Entao, a
dlgebra de Lie de Aut(g) € ver(g).

Voltemos agora a situagao em que G é um grupo linear e g é a sua dlgebra
de Lie. O resultado acima nos permite considerar o seguinte diagrama:

G —=— Aut(g)

exp exp

Queremos encontrar uma func¢ao ¢ : g — der(g) que complete o diagrama de
forma a torné-lo comutativo, ou seja, que satisfaca Ad o exp = expo ¢. Além
disso, queremos que ¢ preserve as estruturas em questao, isto é, que ¢ seja um
homomorfismo de algebras de Lie.

Seja X € g e considere a curva

”y:tERr—>Ad(etX).

Sendo uma composicao de fungoes continuas, v é continua. O mesmo argu-
mento se aplica para mostrar que v ¢ um homomorfismo de grupos. Portanto,
pelo corolario 1.3.4, v é suave e existe um tnico ¢(X) € der(g) tal que

v(t) = Ad (e) = X))

Note que, tomando ¢ = 1, isso significa, em particular, que Ad (e¥) = ).
A funcao ¢ : g — ver(g) assim definida é a unica que satisfaz a equagao
Ad o exp = exp o¢.

Para calcular ¢ explicitamente, tome X,Y € g. Entao,

d
HX)Y = @(ewm) Y
t=0
_ 4w
= g eY) o
Como
% (etqs(X)Y) % (etXY€_tX)

etXXYG—tX o etXYXe—tX
Ad (") (XY =Y X)
= Ad(e") [X,Y],
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entao

H(X)Y =[X,Y], VX,Y €g.

Deste modo, ¢ = ad, a representagao adjunta da algebra de Lie g. Sabemos
que esta fungdo é um homomorfismo de algebras de Lie (veja o apéndice B), o
que mostra o seguinte:

Teorema 1.5.6. Sejam G um grupo linear e g a sua dlgebra de Lie. Entao, o
diagrama

aQ A Aut(g)

exp exp

g = der(g)

comuta, isto €, Ad o exp = expoad. Ademais, ad € a unica funcao com esta
propriedade.

A construcao feita acima nao vale apenas para Ad. Mais geralmente, se GG
e H sao grupos lineares, g e h sao as respectivas algebras de Liee & : G — H é
um homomorfismo, existe um tinico homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — b
tal que ® o exp = exp o ¢, isto é, que faz o seguinte diagrama comutar:

P

G H

exp exp

g——h

¢

A construcao de ¢ é semelhante ao que fizemos no caso de Ad: dado X € g,
considere a curva

V:tER»—Nb(etX)EH.

Temos que v é um homomorfismo de grupos continuo entre R e H, de modo
que existe um tnico ¢(X) € b tal que

d (etX) = t(X)

Isso define uma fungao ¢ : g — b (a tnica) que satisfaz a identidade desejada.
Entretanto, mostrar que ¢ é um homomorfismo de algebras de Lie nao é uma
tarefa simples, e nao o faremos aqui. Uma verificacao detalhada deste fato
pode ser vista em (HALL, 2003).



36 Grupos Lineares

1.6 A Diferenciabilidade de exp

Mostramos na se¢ao 1.2 que exp : L(E) — L(F) é uma funcao continua.
Comecamos com o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1. A funcdo exp ¢ de classe C'.

Demonstragao. Considere a seqiiéncia de fungoes {Fy : L(E) — L(E)}ren
dadas por
Lk
Fi(X) = X"
Temos que estas funcoes sao diferenciaveis e que exp = ), Fi. Para que exp
seja C!, é suficiente que ), dF} convirja uniformemente em toda bola fechada
de L(E) (os detalhes acerca deste fato podem ser vistos em (LIMA, 2005)).
Faremos isso mostrando que para todo X € L(E) a série ), d(F})x converge
absolutamente. Para tanto, precisamos estimar ||d(Fy)x(Y)|| para ||Y]| < 1.

1) k=0: d(F)x(Y) = 0;

X+tY — X
2) k= 1: d(F)x(Y) = lim == =Y = [Jd(F)x]| < 1

t—0

3) k > 2: Neste caso,

t—0 t
1. (X +tY)F—XF
= —lim
k‘ t—0 t
Como
k—1

(X +tY)F = XF = (X +tY)F ) (X +tY)IXFT —
1

Ead
<.
Il

-1

— ) (X Y)Y Xk xF

7=1
k k—1
= D (X +tYVPXFT (X 4ty ) xR
j=1 j=0

k
= D (X + Y)Y XPT (X 4ty )X

j=1

k
= 1Y (X +tY) 'YX,

j=1
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entao

k
1 . ,
d(F)x(Y) = mii%Z(XHY)HYX’ﬁ—J
=0 2
1 k
1 e
= k!ZIXJ Yy Xki,
=

de modo que

k
1 . i
ld(F)x (V)] < EZHXW S X
j=1
1 k—1
< —||X
< G I
para k > 2.
Portanto,
- = 1 _
S lld(F)x (V)| < ZWHXW '
k=0 k=1 ’
= Xl
do que segue o resultado. O

Pode-se mostrar que exp é, na verdade, de classe C* (o que nds chamamos
apenas de diferenciavel), mas nao faremos isso neste trabalho. A demonstragao
do corolario a seguir é imediata do teorema e da observacao anterior.

Corolario 1.6.2. Sejam G um grupo linear e g a sua dlgebra de Lie. Entao,
exp : g — G é uma funcao diferencidvel.

Vamos dedicar algumas paginas para calcular a diferencial de exp explici-
tamente, e para isso usaremos a teoria desenvolvida na secao anterior.

Teorema 1.6.3. Seja v : R — gl(E) uma curva diferencidvel. Entdao, para
cada t € R temos

: —ad
a4 e’® = idp — e 00 A(0),
t ad(1(1))
em que
idg — e—2d(v(®) = (—1)F .
= ad(vy(t))".
ad(y(t)) kz:% (k+1)! ((®))
Observacoes:

(1) Escrevemos gl(E) em vez de L(FE) para ressaltar a estrutura de dlgebra de
Lie.
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(2) Dado X € gl(E), ad(X)* denota o operador linear em gl(E) definido por
ad(X)FY = [X,[X,...,[X,Y]...]], VY € gl(E).
—— ———

k vezes

Demonstragao. Considere a funcao f : R? — gl(E) dada por

F(5.8) = =10 gt

ot '
que é diferenciavel. Nosso objetivo é calcular
d
- e’ — eV(t)f(l, t).

Para tanto, observe que

1 af
= i %(s,t)ds.

Por outro lado,

of _ (9 —ww) . (92 < o (97 e
Ds (356 o )T 950t ¢

2
I v R iy (¢ e
e 'y(t)ate +e 5105 ©
S

= ey % 0 | gD % (1(1)e®)
= _G_SW)V(’?)% e 4 gm0 (1) ® 4 G_S’Y(t)’y(t)% o5 ®)

e—sv(t);y(t)esv(t)7

de modo que

% — Ad () 4(0)
_ e—ad(sv(t));y(t)
(=D k
= D sad(r()()
k=0 '
Portanto,
o = Y [ S 0 0r0

como queriamos. O



A Diferenciabilidade de exp 39

Coroléario 1.6.4. Sejam XY € gl(E). Entao,

XidE _ 6—ad(X)

dexpy(Y) =¢e 2d(X)

Demonstracao. Temos do teorema que

_ d idg — e—ad(v(®)
dexp"f(t) (V(t)) - @ 67(0 = eﬂ{(t) ad(v(t)) V(t)

Deste modo, basta tomar v(t) = X +tY e escrever a equagao acima em t = 0
para obter o resultado. O

Corolario 1.6.5. Ezistem wvizinhancas U,V C L(FE) de 0 e idg, respectiva-
mente, tais que exp : U — V € um difeomorfismo e sua inversa € log.

Demonstragao. Mostramos na se¢ao 1.2 que se tomarmos U’ = B(0,log2) e
V' =exp(U), entao exp : U' — V' é bijetiva com inversa log. No entanto, isso
nao mostra que log é diferencidvel®. Por outro lado, como exp é diferencidvel
e

ox~ (=1)"

2 i 1)!ad(0)k = idc(E),

dexp, =€
i (
decorre do Teorema da Funcao Inversa que existem vizinhancas U” de 0 e V"
de idg tais que exp : U” — V" é um difeomorfismo. Portanto, basta tomar

U=UNU"eV =V"NV" para obtermos o resultado. a

Sejam G um grupo linear, g sua algebra de Lie e considere a funcao exp :
g — G. Dado X € g, observe que dexpy € L(g), pois é dado por uma série
de poténcias convergente de tais operadores. Note também que, do corolario
anterior, dexp, = idg. Disso concluimos que, na demonstracao do teorema
1.4.1, podemos tomar g = exp, e as informagoes que obtivemos a respeito da
funcao @, ¢ e n permanecem validas.

Com base nestes resultados e observacoes, discutiremos, agora, mais con-
seqiiéncias do teorema 1.4.1; mais precisamente, do trabalho feito na sua de-
monstragao.

Proposigao 1.6.6. Seja v : I CR — Q C L(E) uma curva suave, em que
I é um intervalo aberto ao redor de 0 e () € a vizinhanca de idg descrita na
proposicao 1.4.8. Suponha que v(0) = X, para Xy € g numa vizinhanga de
0, e que ¥(t) € gy(t), Vt € I. Entao, existe uma curva X : I — g tal que
v(t) = eX®. Em particular, v(I) C G.

Observacgoes:

(1) Este resultado é distinto do coroldrio 1.4.3. L4, exigimos que 4 = X+,
para algum X € g fixado.

8 Apesar de podermos aplicar um argumento anslogo ao apresentado na demonstracao do
teorema 1.6.1 para provar isso.
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(2) Ao contréario do que parece, simplesmente aplicar a fungao log em 7 nao
resolve o problema, pois nao sabemos, a principio, se v estd no dominio
de log ou se log oy esta em g.

Demonstracio. Como v(0) = eX°, entao n(v(0)) = 0. Além disso,

L 1a(0)) = i (30)) = i (Z(01 1)

em que Z(t) € g é tal que ¥(t) = Z(t)y(t). A existéncia de Z(t) estd garantida
pelo fato de que
Y(t) € gy(t).

Portanto, da proposicao 1.4.8 vem que

d
— t)) =0, Vtel

7 10() =0, vVtel,

de modo que n(y(t)) = 0. Disso decorre que ®~1(y(¢)) € g, o que define uma

curva suave X : I — g dada por

que satisfaz
X =g(X(1) =2 (27 (v(1)) = (). O

Sabemos da se¢ao 1.2 que todo operador em L(F) suficientemente préximo
de idg é exponencial de um operador numa vizinhanca de 0. No entanto, dado
a € GG, mesmo que a € G esteja proximo o bastante de idg, o que certamente
implica que a = eX para algum X € L(F), pode ocorrer que X ¢ g.

O seguinte resultado da certas condicoes para que anomalias como a des-
crita acima nao ocorram.

Corolario 1.6.7. Seja a € QNG para o qual existe uma curva suave 7y :
(—e,6) — QNG tal que v(0) = eX0, com Xy € g proxvimo de 0, e v(ty) = a,
para algum ty € (—e,€). Entdo, eviste X € g tal que a = e~.

Demonstragao. Defina, para cada t € (—¢,¢), acurva oy : (—e —t,e —t) — G
por

ai(s) = (s +t)y(t) "
Como o contradominio de v esta contido em G, o, estd bem-definida para todo
t. Além disso, 0,(0) = idg, de modo que

6:(0) =3(th() " €g.

Logo,

V() = 0:(0)7(t) € gy (1)
Uma vez que y(t) € Q, Vt, isso significa que podemos aplicar a proposi¢ao para
a curva -, obtendo assim uma curva suave X : (—¢,¢) — g tal que y(t) = eX®.
Disso segue que a = y(to) = eX ), O
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O resultado provado acima ¢ um tanto sutil. E facil ver que qualquer
elemento de exp(g) C G pode ser conectado a identidade por uma curva suave
(basta considerar a curva t € R — e/ € (). No entanto, a reciproca nao é,
em geral, verdadeira. O corolario da condicoes para que seja.

Exemplo 1.6.8. Considere o conjunto Q* dos ntimeros racionais nao-nulos.
Com a operacao de multiplicacao, temos que Q* é um grupo, subgrupo de
GL(R) = R*. Logo, Q* é um grupo linear. A sua algebra de Lie é {0}, pois
qualquer curva diferenciavel v : I — Q* tal que v(0) = 1 é necessariamente
constante e igual a 1 (este fato é uma conseqiiéncia imediata do Teorema do
Valor Intermediario). Com isso, se tomarmos a € Q*\{1} arbitrariamente
proximo de 1, teremos a ¢ exp({0}) = {1}. Isso se deve ao fato de que a nao
pode ser conectado a 1 por nenhuma curva suave que esteja em Q. A

1.7 Exemplos

Nesta secao apresentamos alguns exemplos importantes da teoria que cons-
truimos. Primeiro, analisamos com algum cuidado a funcao exponencial entre
s[(2,R) e SL(2,R). Depois, estudamos os grupos SO(3) e SU(2) e as relagoes
entre eles. Por fim, mostramos uma aplicacao a Geometria Diferencial de
curvas espaciais.

SL(2,R)

O grupo SL(2,R) é a contraparte matricial de SL(FE), em que E é um
espaco real bidimensional. Podemos defini-lo independentemente por

SL(2,R) ={a € M(2,R) : det(a) = 1}.
A sua algebra de Lie, verifica-se facilmente, é
sl(2,R) ={X € M(2,R) : tr(X) = 0}.

Vamos calcular a imagem da fungao exp : sl(2,R) — SL(2,R). Para tanto,
exibiremos uma maneira explicita de calcular exp para tais matrizes.
Dado X € sl(2,R), o polinémio caracteristico de X é

p(A) = A —tr(X)\ + det(X)
A+ det(X).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos
p(X) = X?+det(X)ly
= 0,
de modo que
X? = —det(X)I,.

Seja p € C tal que p* = det(X). Fazendo a = /|det(X)|, temos duas
possibilidades para p:
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e Se det(X) > 0, entao escolhemos p = /det(X) = a.
e Se det(X) < 0, entdo tomamos p = iy/—det(X) = ia.

De qualquer modo,

X? = —p%I,.
Logo,
k!
k=0
= 1 - 1
_ X2k 2k+1
2% 20! +;(2k+1)' ’

separando os termos de indice par dos de indice fmpar. Substituindo X? =
—p?I, nas séries acima, temos

Observe que esta formula vale para p real e complexo indistintamente, pois
caso p = i entao

ip —ip —a «
cos(p) = c +2€ = ;6 = cosh(a).

Para determinar exp(s((2,R)), precisamos resolver a equagao

sin(p)

a = cos(p)ls +

na variavel X € sl(2,R) fixando a € SL(2,R). Uma vez que queremos X tal
que tr(X) = 0, entao

tr(a) = tr(cos(p)lz)
= 2cos(p).

Temos os seguintes casos:
1) tr(a) < —2: Para que isso ocorra, é necessario que p = ia, de modo que
cos(p) = cosh(a) < —1,

o que é um absurdo, ji que cosh(x) > 1, Vo € R. Logo, a ¢ exp(sl(2,R)).
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2)

tr(a) = —2: Se p € R, entao p = (2n + 1)m, n € N. Caso contrario,
—1 = cos(p) = cosh(a),

o que nao pode acontecer. Entao, p = (2n + 1)m, n € N, donde det(X) =
(2n + 1)*72. Qualquer matriz X em s[(2,R) com esta propriedade satisfaz
tr (e®) = —2. Observe também que, neste caso, eX = —1I,, e disso con-
cluimos que, se a € SL(2,R) é tal que tr(a) = —2 mas a # —I,, entao

a ¢ exp(sl(2,R)).

—2 < tr(a) < 2: Entao, p € R, pois caso contrério terfamos cos(p) =
cosh(a) > 1. Observe que sin(p) # 0, pois cos(p) # +1. Logo, a equacao
i
a = cos(p)ls + in(p) X

se resolve como

x=_" (a - %tr(a)lg) |

sin(p)

em que p > 0 ¢ tal que cos(p) = 3tr(a). Por causa da periodicidade do

cosseno, existe uma quantidade enumeravel de tais matrizes.

tr(a) =2 e a = Iy: Temos que p = 0 ou p = 2nm, com n € N*. Na primeira
situacao,
a=L4+X=X=a—1,=0.

Na segunda, nao existem restrigoes. Logo, X = 0 ou det(X) = (2n7)?, com
n € N*.

tr(a) = 2 e a # Iy: Temos, simplesmente, que p = 0 (j& que os outros casos
fornecem e* = I,), donde X = a — I, # 0.

tr(a) > 2: Devemos ter p = ic, de modo que cos(p) = cosh(a) e

ip _ —ip
sin(p) = c 2: =i 5 = isinh(a).

Disso segue que

sinh (o) x

a = cosh(a)ly +

Como cosh(a) > 1, entdo « # 0, e portanto

X = smg(a) (a - %“(“)12) !

em que a > 0 6 tal que cosh(a) = 1tr(a). A solugao, neste caso, ¢ unica.
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Concluimos que
exp(sl(2,R)) = {a € SL(2,R) : tr(a) > =2 ou a = —I,}.

Podemos obter algumas conseqiiéncias disso. Como VX € M(2,R) temos que
det (e¥) = €™ se X € M(2,R) é tal que e¥ € SL(2,R), entao necessaria-
mente X € s[(2,R). Isso mostra, por exemplo, que a matriz

a= <_01 j) € SL(2,R)

nao é exponencial de matriz alguma de M(2,R), pois tr(a) = —2, mas a # —I5.
No entanto, o grupo SL(2,R) é conexo por caminhos diferenciaveis (ref. (HALL,
2003)), de modo que existe uma curva suave conectando a ao neutro I. Tendo
em vista o corolario 1.6.7, vemos que as hipdteses 14 apresentadas realmente
Sa0 necessarias.

SO(3)

Consideraremos para este exemplo F como um espago vetorial real tri-
dimensional munido de um produto interno. O grupo SO(F) neste caso é,
muitas vezes, chamado de SO(3), aludindo as matrizes dos operadores fixada
uma base. Como faremos muitas mudancas de bases ao longo deste exemplo,

nao adotaremos este ponto de vista.
A algebra de Lie de SO(F) é

so(F)={X e L(F): X" =-X},
como ja verificamos na secao 1.3.

Antes de prosseguirmos, uma rapida discussao a respeito de orientacao de
bases. Dado um espago vetorial real V' de dimensao finita, podemos considerar
a seguinte relagao de equivaléncia no conjunto das bases ordenadas de V:

a ~ (3 < a matriz de passagem de o para (3 possui determinante positivo.

Quando duas bases estao relacionadas, dizemos que elas possuem a mesma
ortentacao. Esta relacao determina exatamente duas classes de equivaléncia,
marcadas pela propriedade de que, quando trocamos uma base de uma das
classes por uma da outra, a matriz de passagem tem determinante negativo.

Em muitos casos, o espaco V' possui uma base particularmente importante,
a chamada base canonica de V. Quando isso acontece, as bases que estao
relacionadas com a canonica sao ditas positivas (ou orientadas positivamente)
e as outras, negativas (ou orientadas negativamente).

Neste exemplo e no proximo, trabalharemos apenas nesta situagao, de modo
que quando aparecer o termo base positiva, estamos assumindo que o espaco
em questao possui uma base candnica. Observe que estas nogoes de orientagao
de bases ordenadas nao fazem sentido para espagos complexos.
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O resultado a seguir fornece informagoes importantes a respeito de SO(FE)
e da sua algebra de Lie. As demonstracoes dos dois primeiros itens é padrao
em cursos de Algebra Linear, de modo que nao os faremos aqui. O leitor pode
consultar (LIMA, 2001) para os detalhes.

Teorema 1.7.1. (a) Dado a € SO(FE), existe uma base ortonormal e positiva
(v1,v9,v3) de E e 0 € R tais que
a(vy) = cos(f)vy + sin(0)vy
a(ve) = —sin(0)vy + cos(0)vy (1.7.1)

a(vy) = ws.

(b) Dado X € so(E), existe uma base ortonormal e positiva (vy, vy, v3) de E
e 0 € R tais que

X(Ul) = Q’Ug
X(vg) = —buy (1.7.2)
X(Ug) = 0.

(c¢) Se X € s0(3) satisfaz (1.7.2) para uma determinada base de E, entio e*
satisfaz (1.7.1) para a mesma base.

(d) exp : so(F) — SO(FE) ¢é sobrejetiva.
Demonstracao. (c) Nao é dificil mostrar, por inducdo, que Yk € N

X%(Ul) — (_1)k02kvl
X2k+1(vl) — (—1)k92k+11)2,

de modo que

1

EXk(Ul)

RPN S N G e
PO S ) LR

“— (2k)! ~ (2k +1)!

= cos(f)vy + sin(6)v,.

Q)
g
<

I
i MS

k=0

NE

Isso mostra a primeira das equagoes de (1.7.1). Para a segunda, basta proceder
de maneira analoga, e, para a terceira, notar que X°(v3) = vz e que X*(v3) =0
para k > 1.

(d) Dado a € SO(FE), seja 3 uma base positiva de E' de modo que vale (1.7.
Definindo X € so(E) por (1.7.2) usando a mesma base, concluimos que e*

1).
a. ]
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Observagao: Na parte (¢) do teorema, mostramos, em esséncia, que se X €
so(E) é dado por

0 —0 0
Xls=16 0 o],
0 0 0

para alguma base § de E (nao necessariamente positiva), entao

cos(d) —sin(f) 0
[eX]ﬁ = [ sin(d) cos(d) O
0 0 1

Seja a € SO(E) e f uma base ortonormal positiva de E para a qual valem
as relagoes em (1.7.1). Nessas condigoes, chamamos o operador a de rotagao
anti-hordria de angulo 6 e eizo vs. Por causa disso e das partes (c) e (d) do
teorema, os elementos de so(FE) sdo chamados de rotacoes infinitesimais.

Vamos considerar, agora, que £ = R3. Para simplificar um pouco a
notagao, denotamos o grupo SO(3) por SO(3) e a sua dlgebra de Lie so(3),
por s0(3). Na base canonica, todos os operadores X de s0(3) tém a sua matriz
na forma

0 —z 2
X]=1| 2> 0 —2'], 2" 2% 2% R,
—z2 ! 0

o que nos leva a considerar a base (Ey, By, E3) de so(E) dada pelas seguintes
matrizes:

00 O
[E\] =10 0 —1[, [Eo] =
01 0 -1

—1

01 0 0
0 0], [E]=(1 0 0]. (1.7.3)
0 0 0 0 0

Mostramos, no Apéndice B, que o isomorfismo linear ¢ : R® — s0(3) determi-
nado por ¢(e;) = E; é um isomorfismo de algebras de Lie, lembrando que o
colchete de Lie em R3 ¢é dado pelo produto vetorial — os detalhes sao feitos
no exemplo B.10. Denote por ¢ a inversa de ¢.

Proposigio 1.7.2. Sejam X,Y € s0(3) ¢ a € SO(3). Entdo,
(a) o([X,Y]) = p(X) x p(Y);

(b) o([X,Y]) = X(e(Y));

(¢) p(Ad(a)X) = a(p(X)).

Demonstracao. (a) Segue do fato de ¢ ser a inversa de um isomorfismo de
algebras de Lie que ¢ também ¢é um tal isomorfismo.

(b) Escreva X = z'E), +2?Ey + 22 E; e considere a funcao T : R? — R3 dada
por
Tx(u) = ¢(X) x u, Yu € R,
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Note que T'x é linear. Calculando a matriz de T'x na base canodnica, temos

Tx(e1) = @(X)xe

€1 €2 €3
SN O R
1 0 O

= ZE362 - 1'263

e, analogamente,

TX (62) = —1'361 + 1’163
Tx(e3) = x’e; —zley.
Com isso,
0 —23 22
[TX] = z® 0 —a! | = [X]>
—z? 2t 0

o que implica Ty = X. Portanto,
P([X,Y]) = p(X) x oY) = Tx(p(Y)) = X(p(Y)).

(c) Como exp : 50(3) — SO(3) ¢ sobrejetiva, seja Z € s0(3) tal que a = e?.

Entao,
Ad(a) = Ad (¢?) = D),

de modo que

o(Ad(a)X) = cp(ead(Z)X)

Usando a parte (b), ndo ¢é dificil mostrar que Yk € N
v (ad(2)"X) = Z(p(X)),

e temos

p(Ad@)X) = 3 ZMp(X))

Vamos considerar, agora, a fungao ® : R* — SO(3) dada por ® = exp o¢.

Teorema 1.7.3. (a) Para cada u € R*\{0}, ®(u) € a rotagdo anti-hordria de
angulo 0 = ||ul| de eizo u.
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(b) ® € sobrejetiva e ®(u) = ®(v) sse u e v sao paralelos e ||u — v|| = 2nm,

comn € N.

Demonstragdo. (a) Precisamos encontrar uma base (v, va, v3) de R? ortonor-

mal e positiva tal que

O(u)(vy) = cos(@)vy + sin(0)vy
O(u)(ve) = —sin(B)vy + cos(0)vy
O(u)(vz) = wvs.

Para tanto, primeiro observe que, para quaisquer x,y € R3\{0} tais que

llz|]| = ||y||, existe a € SO(3) tal que a(x) = y; a saber, a pode ser
escolhido como a rotacao anti-horaria de angulo arccos (%) e eixo

x X y. Com isso, seja a € SO(3) tal que u = a(fes). Sejam vy, v, v3 € R3
dados por v; = a(e;). Segue de a € SO(3) que (vy,vy,v3) é uma base
ortonormal positiva de R3.

Como
u = a(fes)
= a(p(0E3))
= ¢(Ad(a)(0E3)),
entao
d(u) = Ad(a)(0Fs) = a(fEs)a™!
e, portanto,

®(u) = ?™ = e(0Bs)a™! _ ofBs 1

A partir desta equagao, é facil mostrar que (vq, v9, v3) satisfaz as identida-
des desejadas. Fagamos, para ilutrar, a primeira delas:

Bu)v) = ac’a(afer)
= ae’(e))
= a(cos(f)e; + sin(f)ez)
= cos(f)vy + sin(0)v,.

A sobrejetividade é imediata do teorema 1.7.1. Suponha que u e v sao
paralelos, isto é, que u = Av, e que ||u — v|| = 2nm. De u = \v vem que
®(u) e ®(v) sdo rotagdes ao redor do mesmo eixo, de modo que existe uma
base ortonormal e positiva 3 de R? tal que

cos||u|| —sin|lu|| 0 cos||v|| —sin|lv|| 0
[@(u)]s = | sinf[ul] cos[ful] O, [®(v)]g = | sin|[v][ cos|[[| 0
0 0 1 0 0 1

(1.7.4)
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Como u e v sdo paralelos, entdo ||u — v|| = | [|u|| — |Jv]| |; logo,

[ ull = [[o]l | = 2n7 = [[ul| = ||v]| + 2k, k € Z.

Substituindo estes valores em (1.7.4), concluimos que ®(u) = ®(v).

Reciprocamente, se ®(u) = ®(v), entao os eixos de rotagdo sao o mesmo,
e segue que u e v sao paralelos. Com isso, existe uma base ortonormal e
positiva de R? para a qual vale (1.7.4). Logo,

cos [[ul| = cos|[v]|
sin[[ul| = sin|fo[],
isto &, [|ul| = |[v|| + 2km, k € Z. Disso ¢ facil ver que ||u —v|| = ||Ju|| —

|v||| = 2nm, n € N.
U

Este resultado pode ser utilizado para obter uma imagem mais concreta do
grupo SO(3). Considere o conjunto

B = B(0,7) C R
Decorre da parte (b) do teorema anterior que

o: B — SO(3)

é sobrejetiva, injetiva no interior de B e, na fronteira, ela coincide nos pontos
antipodas. Isso define a seguinte relacao de equivaléncia em B:

u=v , se ||lull] <mou |jv|]| <7
U~V
u==4v , se ||lul| =7 ou ||v||=m.

O quociente de B por esta relacao, que denotamos por B , pode-se mostrar,
é homeomorfo a RP? (na primeira secido do capitulo 2 fazemos uma descricio
detalhada deste espago topoldgico). Além disso, a funcao

exp: B — SO(3)

definida por exp(u) = ®(u), em que @ denota a classe de u, é uma bijecao, que,
também pode ser demonstrado, é um homeomorfismo. Isso identifica SO(3)
com RP?.

SU(2)
Vamos trabalhar, agora, com o grupo
SU(2) = {a € GL(2,C) : a'a = I,det(a) = 1},
que é o equivalente matricial de

SU(C?*) = {a € GL(C?) : a*a = id¢2, det(a) = 1}.
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Lembramos que a' denota a transposta conjugada de a, e a condicao afa = I,
pode ser reescrita como af = a™'. Escrevendo

N L e
“‘(ﬁ 6)’

com «, 3,7,8 € C, temos que al = a~! traduz-se por

G5 -am (5 )
¥ 6) as—py\-B a)

Como det(a) = ad — By =1, entdo

a py_(d6 —
7 6) \=F )’
de modo que § =@ e v = —3. Logo, a € SU(2) sse

a= (g _EB)’ com aa + 3 =1.

A partir destas relagoes, pode-se mostrar que SU(2) é homeomorfo a
§* = {(a, 8) € C*: o + |B[* = 1}.
Sabemos da se¢ao 1.3 que a dlgebra de Lie de SU(2) é
su(2) = {X € M(2,C): X' = —X,tr(X) = 0}.

Nao é dificil mostrar que os elementos de su(2) tém a seguinte forma geral:

ir3 —z! 4 ix?
X = 1 3.2 : 3 >
T+ 1z —1x
1.2

em que x', 2% 2° € R. Isso implica que dim(su(2)) = 3. Considere a base
(Fy, Fy, F3) de su(2) dada por

b= (162 —?/2)’ o= (—?/2 162)’ b = (132 162)'

Observe que

I, B = F3
[F27F3] - Fl
[F3aF1] = F27

o que significa que as constantes de estrutura de su(2) com relacdo a esta
base sao as mesmas de R3 com relacao & base canonica. Portanto, a funcao
¥ : su(2) — R? definida por

WY (achl + 22Fy + x3F3) = xle) + 226y + 2Pey
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é um isomorfismo de dlgebras de Lie. Por esses motivos, consideramos (F}, Fy, F5)
como a base canonica de su(2).

Lembramos que, sempre que FE é um espaco vetorial real de dimensao finita
com produto interno, podemos definir os grupos O(F) e SO(FE), cujas dlgebras
de Lie sao so(F). Vamos mostrar a frente que su(2) ~ so(su(2)) e obter
resultados importantes a partir deste isomorfismo. No entanto, precisamos,
antes, definir um produto interno em su(2).

Seja (, ) :su(2) x su(2) — R o produto interno euclideano determinado
pela base (Fy, Iy, F3), isto é, dados X, Y € su(2), escrevendo

X = 2'F +2°F +2°F
Y = 'R+ B+ y°F,

entao,
(X,Y) = wlyt + 222 + 23yt

Proposicao 1.7.4. (a) (Fy, F, F3) é uma base ortonormal com relag¢do a { , ).
(b) (X,Y) =2tr(XTY), VX, Y € su(2).
(c) A aplicagio v : su(2) — R € um isomorfismo de espacos de Hilbert.”

Demonstracao. O itens (a) e (c) sdo conseqiiéncia imediata da definigao. Para
verificar (b), escreva

X = 2'F +2°F + 2°F
Y = y'B 4 ¥ F + 3F;.

Temos, explicitamente, que

1 ir? —x! + iz? 1 iy3 —yt +iy?
X:§ (L‘l—i_ixQ _ix3 9 Y:§ 1+. 2 s 3 .
Y 1y 1y

Logo,

XTY — 1 Zz ‘Iiyi + i($3y2 - $2y3) o *
4 * oyt —i(aty? — 2%y,

em que *x denota entradas possivelmente nao nulas, mas que sao irrelevantes
para o célculo do traco de X'Y. Portanto,

1
tr(XTY) = i(xlyl + 2%y® + 2%y?),

o que fornece a identidade desejada. O

9Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H sobre R ou C munido de um produto
interno que é completo na métrica definida por este produto. Como todos os espacos com
que trabalhamos sao de dimensao finita, a ultima condigao é redundante. Se H e K sao
espacos de Hilbert, um isomorfismo entre H e K é um isomorfismo linear T : H — K tal
que Yo,y € H vale (T'(x),T(y))x = (x,y) -
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Com isso, podemos considerar a algebra de Lie so(su(2)). Seja (E1, Ea, E3)
a base de so(su(2)) cujas matrizes com relagao a (I, Fy, F3) sao dadas por
(1.7.3) e seja ¢ : R* — so(su(2)) o isomorfismo de dlgebras de Lie determinado
por

Com isso,

n=¢oy:su(2) — so(su(2))

é um isomorfismo de dlgebras de Lie. Observe que, da definigao de (Fy, Es, E3),
temos Vi, 7 que
E,(Fy) = [F;, Fy) = [n™'(Ey), Fj).

Por linearidade, isso significa que V1" € so(su(2)) e VX € su(2)
T(X) = [n N (T). XJ;
em particular, VXY € su(2)
n(X)(Y) =~ (n(X)), Y] = [X,Y].
Portanto, n = ad. Isso mostra o seguinte resultado:
Teorema 1.7.5. (a) Dados T € so(su(2)) e X € su(2), temos

T(X) = [~ (1), X].

(b) n=ad.
Seja G C G'L(su(2)) um grupo linear cuja algebra de Lie é so(su(2)). Sabe-

mos que ao menos dois grupos satisfazem esta condigao: O(su(2)) e SO(su(2)).
De qualquer forma, considere o seguinte diagrama:

SU(2) G

exp exp

su(2) —————so(su(2))

Queremos completar o diagrama acima com uma fungao f : SU(2) — G que
o torne comutativo: em vista da secao 1.5, a escolha mais natural é f = Ad.
Desta forma, defina Ad : SU(2) — GL(su(2)) (escolhemos este contradominio
mais amplo para evitar problemas de definigao).

Proposicao 1.7.6. Para cada a € SU(2), tem-se que Ad(a) € O(su(2)).
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Demonstragao. Sejam XY € su(2). Precisamos mostrar que
(Ad(a)X,Ad(a)Y) = (X,Y).
De fato, de acordo com a proposi¢ao 1.7.4, parte (b),
(Ad(a)X,Ad(a)Y) = 2tr <(CLXCLT>T : (aYaT)>
= 2tr (aXTYaT)
= 2tr (XTYaTa)

= 2tr(XTY)
= (X,Y). O

Queremos mostrar que Ad(SU(2)) C SO(su(2)). Para isso, precisamos do
seguinte resultado:

Proposigao 1.7.7. (a) Dado a € SU(2), existem § € R e b € U(2) de modo

que
e’ 0
a = b ( 0 e_i9 bT

(b) exp :su(2) — SU(2) € sobrejetiva.

Demonstracao. (a) Dado a € SU(2), escreva,
(o =B\ 45—
a= (ﬁ a), aa+ BB =1

com o = x + iy, z,y € R. Como tr(a) = 2z, o polindémio caracteristico de
a é
Pa(N) = A — 22X\ + 1.

Logo, sendo A, Ay € C os autovalores de a, temos que Ay = A;. Além
disso, a é uma matriz unitaria, de modo que

Portanto, existe 6 € R tal que

/\1 = 619
)\2 = )\126719.

Com isso, segue do Teorema Espectral para matrizes normais (ref. (LIMA,
2001)) que existe b € U(2) tal que

_ A0 oy
a = b(o /\2)6

6i9 0 +
BTG
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(b) Dado a € SU(2), sejam 6 € R e b € U(2) tais que

e 0
a/:b<0 6—i9)bT
(i 0
X_b<0 _w)b.

X

e tome

Observe que, como bf = b1, temos eX = a, de modo que apenas precisa-

mos verificar que X € su(2). De fato,

+_ 10 0 -
0b( Q)i

tr(X) = tr (b <106 _(;9) bT)
i 0
- tr(o —16)

= 0. O
Com base neste resultado, podemos finalmente mostrar:

Teorema 1.7.8. A funcao Ad : SU(2) — O(su(2)) € um homomorfismo de
grupo continuo cuja imagem € SO(su(2)) e cujo nicleo é {£I5}.

Demonstracao. Ja sabemos da secao 1.5 que Ad é um homomorfismo de grupos
continuo. Para ver que Ad(SU(2)) = SO(su(2)), primeiro tome a € SU(2).
Seja X € su(2) tal que a = e*. Logo,

Ad(a) = Ad (e¥) = )
de modo que

det(Ad(a)) = det (ead(X))
(tr(ad(X))

Como ad(X) € so(su(2)), entao tr(ad(X)) = 0, do que segue det(Ad(a)) =
isto é, Ad(a) € SO(su(2)). Reciprocamente, dado b € SO(su( )), seja Y 6
so(su(2)) tal que b = €. Tome X = ad (V) € su(2) e a = ¥ € SU(2).
Entao,

Ad(a) = Ad () = edX) — ¥ —p,

Para concluirmos a demonstracao, falta apenas determinar o nicleo de Ad.
Precisamos do seguinte lema:

Lema 1.7.9. Para cada Z € M(2,C), existem o € C e X, Y € su(2) tais que

Z =aly+ X +1iY.
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Demonstracao. Sejam

1
a = étr(Z)E(C

1
X = S(Z-al-Z7'+ab)
Y = =3 (Z-abL+2'—ab).

E facil ver que Z = aly + X + 1Y, e verificar que X,Y € su(2) é uma tarefa
puramente operacional que deixamos para o leitor. O

Com isso, seja a € ker(Ad). Entao, Ad(a) = idey2), 0 que significa que
aX = Xa, VX € su(2). Pelo lema, isso implica que a X = Xa, VX € M(2,C),
do que segue a = A\, A € C. Portanto,

1 =det(a) = \* = \ = £1,
de modo que a = +1s. O

Um comentério final: é possivel mostrar que SU(2) é isomorfo ao grupo
dos ntimeros quatérnions unitarios. Isso determina, através de isomorfismos,
uma correspondéncia entre a esfera S* e o grupo SO(3), o que nos permite
estudar as rotacoes do espaco euclideano usando o anel dos quatérnions.

O Referencial de Frenet

Vejamos uma aplicagao das relagoes que exploramos entre SO(3) e s0(3) no
estudo da geometria das curvas espaciais. Seja v : I — R? uma curva regular
parametrizada por comprimento de arco, isto é, tal que ||5(s)|| =1,Vs € I. O
referencial de Frenet de v é a curva s € I — (T(s), N(s), B(s)) € (R®)® dada
por

T(s) = 7({9)
LT

MO = TFe
(

que é suave. Como (T'(s), N(s), B(s)) é uma base ortonormal positiva de R?,
Vs € I, podemos definir uma curva diferenciavel £ : I — SO(3) por

T(s) Nl(s) B!(s)
[F(s)] = | T%(s) N(s) B%(s)
T3(s) N3(s) B3(s)

Lembramos que
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em que K € a curvatura de v e T, a torcao. Estas equagoes podem ser reescritas
na forma

F(s) = F(s)w(s), (1.7.5)

em que w : I — s0(3) é dada por

Isso implica, em particular, que

F(s) € F(s)so0(3), Vs € I,

isto é, que F' é uma curva tangente a SO(3).

Essas observacoes mostram uma relagao interessante entre o estudo da ge-
ometria das curvas espaciais e o dos grupos lineares. Uma maneira de explorar
esta relacao é determinar a curva vy sabendo-se k, 7 e condigdes iniciais y(sg),
F(sp). Em linhas gerais, o processo é o seguinte:

e Conhecidas as funcoes k e 7, a curva w fica determinada;

e Usando a condicao inicial F'(sg), resolve-se a equagao diferencial (1.7.5)
para obter F(s) (esta é a parte dificil!);

e Com F(s) unicamente determinada, é facil ver que

) = (o) + [ T(0)do

S0

¢ a unica curva regular parametrizada por comprimento de arco que
satisfaz as condigoes dadas.

O conhecimento a respeito da estrutura dos grupos lineares (em particular,
de SO(3)) é usado na resolugao de (1.7.5), ou para, pelo menos, garantirmos
que existe uma tal solu¢ao (unica de preferéncia). A andlise deste problema
adentra a teoria de equagoes diferenciais em grupos lineares, o que foge muito
da abrangeéncia deste trabalho. O leitor que estiver interessado pode consultar
(CARMO, 2005) para uma discussao deste problema em termos mais elementa-
res, e (LEE, 2003) para um estudo aprofundado acerca de equagoes diferenciais
em variedades diferencidveis'’. Sugerimos também a leitura de (GUGGENHEI-
MER, 1963, 1977), que apresenta a Geometria Diferencial do ponto de vista de
Felix Klein (programa de Erlangen).

10Mostraremos, no terceiro capitulo, que todo grupo linear admite um estrutura dife-
renciavel definida através da funcao exponencial.



Capitulo 2

Variedades Diferenciaveis

As variedades diferenciaveis sao estruturas que permitem a formulacao dos
conceitos do Célculo em espacos mais gerais do que o R™. Além disso, esta
teoria tem um papel fundamental em muitas areas da Matematica, como Ge-
ometria, Topologia e Equagoes Diferenciais.

O leitor deve estar consciente de que o Calculo é, intrinsecamente, de
carater local, ou seja, os seus resultados descrevem o comportamento das
funcoes apenas em vizinhancas dos pontos. Este é um fator crucial para a con-
cepcao das variedades, pois o que se faz nao é mais do que considerar espacos
— de modo geral, topolégicos — que, localmente, tém um comportamente
semelhante ao do R".

Os tépicos contemplados neste capitulo servem como uma introdugao a teo-
ria das variedades diferenciaveis. O enfoque adotado visa, principalmente, de-
senvolver as ferramentas necessarias para a compreensao dos conceitos basicos
da teoria dos grupos de Lie, apresentados no capitulo 3.

2.1 Estruturas Diferenciaveis

O passo inicial para o estudo das variedades diferenciaveis é o conceito de
estrutura diferencidvel, explorado nesta se¢ao. Comecamos trabalhando com
conjuntos que, a principio, nao possuem topologia alguma: fazemos isso para
obter o grau de generalidade necessario a analise da estrutura diferencidvel dos
grupos lineares — assunto abordado no capitulo 3.

Definigao 2.1.1. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma cartalocal (ou sistema
de coordenadas) em X € um par (U, ¢), em que

(i) U C X € nao-vazio;
(i) ¢ : U — R"™ é injetiva;
(i11) ¢(U) € aberto.

O conjunto U é chamado vizinhanca coordenada de X .
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Exemplo 2.1.2. Em S' tome U = {(x,y) : y # 1}. Defina ¢ : U — R por

x
1—y’

o(x,y) =

a chamada projecao estereogrifica (veja a figura abaixo). Esta fungao é bije-
tiva, com inversa ¢ : R — U dada por

2u  u?—1
Ylu) = (u2+1’u2+1) ‘
Isso faz de (U, ¢) uma carta em S'. A

/— Poélo de projegao

.,
.
.
.
.

. /— Ponto a ser projetado

e Imagem do ponto

Figura 2.1: A projecao estereografica.

Exemplo 2.1.3. Considere a seguinte relagao em R?*! := R"™1\ {0}
u~v<eINERY u= v

E facil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia em R"*!. Defina RP" :=
R/ ~ e denote por [z!, ..., "] a classe de equivaléncia de (2!, ..., z""1).
Para cada¢=1,...,n+ 1 sejam

U, = {[xl,...,x”“} E]RIP’":xi%O}

e ¢; : U; — R™ dada por
Oi [a:l, e ,a:”“] = — (xl, ot gt .,a:”“) )

Esta fungao estd bem definida, pois dados x,y € R?"! tais que [z],[y] € U;

e [z] = [y], entao x', 3" # 0 e existe A € R* tal que 2/ = \y/, Vj. Dai vem que
para cada j # 1 ’

Ay

- Sy

xi )\yz yz
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donde ¢;[x] = ¢;[y].
Temos também que ¢; é bijetiva, pois a fungao v; : R®™ — U, definida por

Uy (a:l,...,x”) = [x1’“'7:51—1’17:51‘"“7%71}7

é claramente a inversa de ¢;. Isso faz de (U;, ¢;) uma carta em RP". Note que

n+1
RP" = | J U,
i=1
o que significa que RP" pode ser coberto com vizinhancas coordenadas. A

Sejam (U, ¢) e (V, 1)) cartas locais em um conjunto X, com ¢(U) C R™ e
(V) CR™. As transi¢oes de cartas sao as fungoes

poyp™l: Y(UNV)CR™ — H(UNV)CR"
pogpl: UNV)CR" — (UNV)CR™,

que sao obviamente uma inversa da outra. Em muitas situagoes é desejavel
que estas transigoes sejam homeomorfismos (como no estudo das variedades
topoldgicas), mas para os nossos propositos precisamos de mais: queremos que
elas sejam suaves.

Definicao 2.1.4. Sejam (U,¢) e (V,4) cartas locais em X. Dizemos que
(U, ¢) e (V,1) sao compativeis se

(i) 6(UNV)CR" ep(UNV)CR™ sao abertos;
(i) as transicoes de cartas sao diferencidveis.

Observacao: A escolha da classe de diferenciabilidade das transicoes é ar-
bitrdria. Caso escolhéssemos C¥ com k < oo, certas anomalias surgiriam
na estrutura dos espagos tangentes (os quais veremos adiante). Poderfamos
também ter posto C* (analitica), mas neste caso nao existem fungoes bump,
uma ferramenta importante para nés. Para resolver este problema, teriamos,
entao, que estudar as chamadas particoes da unidade, o que nos desviaria dos
objetivos deste trabalho.

Note que se (U, ¢) e (V,1) sdo compativeis e U NV # (), temos necessa-
riamente n = m. De fato, neste caso as transicoes sao difeomorfismos entre
abertos nao-vazios de R"™ e R™, o que s6 é possivel se n = m. Por causa
disso, a partir de agora vamos exigir que todas as cartas em X tenham como
contradominio um R" fixado.

Exemplo 2.1.5. Considere as cartas (U;, ¢;) em RP" definidas no exemplo
anterior e verifiquemos a compatibilidade entre elas. Sejam i, j tais que ¢ < j
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el

o(U) vor L —
y(un)

R™ R™
Figura 2.2: Transicao de cartas.

(caso i = j nao hé o que fazer, e o caso i > j é andlogo ao que faremos).
Entao,

qbZ(UZ M UJ) = {ZE cR": ZL‘j_l 7é 0}
¢](Uz N UJ) == {.CE c R": .Ti 7é O},

que s@o abertos. Para cada x € ¢;(U; NU;)

piod;t(x) = ¢, [xl,...,xi_l,l,a:i,...,x”}

1 | | | o
1 (b, o N2t a2, sei<j—1
Lo i—1 i+1 n S
E(x,...,x R A sei=7j—1.

Analogamente, para cada y € ¢;(U; N U;)

—1 1 i—1 ;

piog; (y) = qbi[x,...,arj ,1,x7,...,x”}
1 o | | o
E(:Ul,...,xz_l,x”l,...,xf_l,l,xﬂ,...,x”), sei<j—1
Lo i—1 j n S
E(:U,...,x N sei=7—1.

Estas fungoes sao claramente de classe C*, o que faz com que (U;, ¢;) e (U;, ¢;)
sejam compativeis. A

Definicao 2.1.6. Um atlas n-dimensional para X é um conjunto A = {(U,, ¢o) :
a € A} de cartas em X tal que

(i) ¢a(Us) CR™, Vo € A;
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1) para cada o, 3 € A as cartas (Uy, ¢o) € (Ug, sao compativeis;
B ¥p

(7ii) para cada x € X existe a € A tal que x € Uy, i.e., X = U U,.

acA
Exemplo 2.1.7. Segue dos exemplos anteriores que
{(Ui, i) :i=1,...,n+1}
é um atlas n-dimensional para RIP". A

Exemplo 2.1.8. Vamos construir um atlas n-dimensional para a esfera S” =
{z € R*™ : ||z]| = 1}, em que || - || denota a norma euclideana em R™*!.
Sejam

U = {zeS":a" #£1}
Uy = {zeS:am # 1)

e defina ¢; : Uy — R, ¢ : Uy — R” por
1 1

bilr) = T (o)
1 n
¢2($) = 71+x”+1 (xl,...,x)
As fungoes 11,15 : R™ — S™ definidas por
1
2) = ——— (221, ... 22" ||z| P — 1
¢1( ) ||$H2+1< || H )
1
z) = —— (221,221 — ||z|]?
0le) = e il

sao as inversas de ¢, e @9, respectivamente. Isto mostra que (Uy, ¢1) e (Us, ¢2)
sao cartas em S". A compatibilidade entre elas segue de

¢1(U1 ﬂ UQ) — ¢2(U1 ﬂ UQ) - R:L

T
.
I

pro ¢y () = goo ;' (x) = Iz
E facil ver que S® = U; U Us, o que faz de {(Uy,¢1); (Ua, ¢2)} um atlas para
Sn. AN

Todos os exemplos que vimos de cartas e atlas eram em conjuntos que
possuem topologias canonicas: no caso de RP", a topologia quociente; no caso
de S", a topologia induzida de R"*!. Estudar como as cartas e atlas em um
conjunto X se comportam perante uma topologia pré-fixada é mais do que
mera curiosidade.



62 Variedades Diferencidaveis

Definig¢ao 2.1.9. Uma carta local em um espago topoldgico X é um par (U, ¢),
em que

(1)) U C X € um conjunto aberto e nao-vazio;
(ii) ¢ : U — R™ é um homeomorfismo sobre a sua imagem.
As nogoes de compatibilidade entre cartas e de atlas permanecem inalteradas.

Exemplo 2.1.10. Seja £ um espago vetorial real de dimensao finita e con-
sidere o subconjunto GL(E) de L(F). Fixada uma base ordenada ([ em FE,
considere a aplicacao ¢g : GL(E) — M(n,R) que associa a cada a € GL(E)
a matriz de @ na base 5. A imagem de ¢z é GL(n,R), que é um subconunto
aberto de M(n,R) ~ R™, e, sendo a restricio de um isomorfismo linear, é
imediato que ¢g ¢ um homeomorfismo. Isso mostra que (GL(E), ¢g) é uma
carta em GL(E).

Dadas duas cartas (GL(E), ¢s) e (GL(E), ¢p), a transicao entre elas é
dada por

¢po ¢y (A) = BAB™', VA e GL(n,R)

em que B é a matriz de passagem de (' para [3. E imediato que esta funcao é
um difeomorfismo, de modo que (GL(E), ¢g) e (GL(E), ¢p) sdo compativeis
para quaisquer bases 3, 3’. Portanto,

A={(GL(E), ¢s) : B é base de E}

¢ um atlas em GL(E). A

Deveriamos, agora, refazer os exemplos anteriores e mostrar que as cartas la
exibidas satisfazem estas condigoes, mas o nosso espaco é limitado e deixamos
isso como exercicio para o leitor.

Teorema 2.1.11. Sejam X um conjunto e A um atlas n-dimensional em X.
Entao, eziste um unica topologia em X tal que ¥Y(U, ) € A tem-se que U é
aberto e ¢ € um homeomorfismo. Ademais, se A possui a propriedade de que
Ve,ye X, x#vy,

e oux,y €U, para algum (U, p) € A,
o ou existem (U, ), (V) € A tais que UNV =0, x €U ey €V,
entao esta topologia ¢ de Hausdorff.
Demonstracao. Defina
T={0OCX:6(ONU)CR" é aberto,V(U, ¢) € A}.
Vamos mostrar que 7' é uma topologia que satisfaz a propriedade desejada.

o ), XcT.
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e Sejam O, € T, o € A. Para cada (U, ¢) € A temos

¢<OJOQHU):¢<U«%ﬂm>:LyﬂQmUy

acA aEA aEA

Como o ultimo conjunto é aberto por hipdtese, entao UO, € T.

e Sejam Oy,...,0,, € T. Dado (U, ¢) € A, entao

¢<<ﬁo) mv) =¢(ﬁ<omv>> ~Ns@n0).

A ultima igualdade segue mais uma vez do fato de ¢ ser injetiva. Como
o tultimo conjunto é aberto por hipotese, entao NO; € T.

[sso mostra que T' é uma topologia, e é imediato da definicao de T que U €
T,Y(U,¢) € A Dado (U,¢) € A, para mostrar que ¢ é um homeomorfismo
sobre sua imagem basta notar que:

e ¢ ¢ injetiva;
e ¢(U) C R™ é aberto;

e se O C U éaberto, entao O € T, donde ¢(O) = ¢(ONU) C R™ é aberto,
o que faz de ¢ uma funcao aberta;

e se O C ¢(U) é aberto, entao ¢~ (O) C U é aberto, pois ¢(¢ 1 (O)NU) =
#(¢p~1(0)) = O, donde ¢ é continua.

Para a unicidade, suponha que 7" é outra topologia tal que U é aberto e
¢ um homeomorfismo sempre que (U, ¢) é uma carta em X. Se O € T", entao
onU e T VYU, ¢) € A Logo, (O NU) C R" é aberto, donde O € T.
Reciprocamente, se O € T, entao

o= |J ¢o'dOnU)eT"

(U,p)eA

Com isso, 7" =T.

Por fim, suponha que A tenha a propriedade enunciada e vamos mostrar
que T é de Hausdorff. Sejam x,y € X com x # y. Se existe (U, ¢) € A tal que
z,y € U, entdo ¢(x) # ¢(y), donde existem abertos disjuntos P,Q C ¢(U)
tais que ¢(z) € P e ¢(y) € Q. Logo, ¢ (P) e $~1(Q) sao abertos disjuntos
em X tais que z € ¢ (P) e y € ¢ 1(Q). Se vale a outra possibilidade, entao
o fato de U e V serem abertos garante o resultado. O

Quando definirmos a estrutura de variedade para os grupos lineares através
da fungao exponencial, o importante serao os sistemas de coordenadas, nao
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a topologia herdada de algum espago-ambiente. Em situacoes como essa o
teorema acima mostra o seu valor.

Podemos tentar definir uma wvariedade diferencidvel n-dimensional como
um espaco topologico X munido de um atlas n-dimensional A; no entanto,
esta definicao possui um problema: caso haja diferentes atlas compativeis em
X (no sentido que todas as cartas de um sd@o compativeis com todas as cartas
do outro), as variedades determinadas por eles serao distintas. Isso contra-
ria a intuicdo de que o que importa é o espaco, e nao possiveis sistemas de
coordenadas para ele.

A maneira classica de evitar tais situagoes é completar um dado atlas com
as cartas que ele nao possui, mas sao compativeis com as suas cartas. Uma
vez finalizado este processo, teremos um atlas livre do problema mencionado
acima.

Definicao 2.1.12. Sejam X um espago topologico e A um atlas em X . Dize-
mos que A é:

(i) maximal, se para todo atlas B em X tal que A C B tem-se A = B;

(11) completo, se para cada carta (U, ¢) em X compativel com todas as cartas

de A tivermos (U, ¢) € A.

O fato de um atlas num espagco topoldgico ser completo é muito conveniente;
para ilustrar isso, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1.13. Seja A um atlas completo num espaco topoldgico X. Entado,
dado p € X, para toda vizinhang¢a V' de p existe uma carta (U, ¢) € A ao redor
de p tal que U C V.

Demonstragao. Considere (U',¢') € A uma carta qualquer ao redor de p.
Defina (U, ¢) por:

U =UnvcCcyvy
¢ = ¢v.
E imediato que (U, ¢) é uma carta em X e que p € U. Além disso, é facil

mostrar que (U, ¢) é compativel com todas as cartas de A. O fato de A ser
completo implica (U, ¢) € A, e disso segue o resultado. O

O resultado a seguir mostra que os dois conceitos apresentados na tultima
definicao sao equivalentes, o que se mostra importante na construcao das es-
truturas diferenciaveis.

Lema 2.1.14. Um atlas A é mazimal sse é completo.

Demonstragao. Suponha que A é maximal e tome (U, ¢) uma carta em X
compativel com todas as cartas de A. Entao, AU {(U,¢)} é um atlas que
contém A. Pela maximalidade de A, temos AU {(U,¢)} = A, o que mostra
que (U, ¢) € A. Logo, A é completo.

Reciprocamente, se A é completo e B é um atlas que contém A, entao para
cada (U, ¢) € B tem-se que (U, ¢) é compativel com todas as cartas de A, de
modo que (U, ¢) € A. Logo B C A, e temos que A é maximal. O
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Definigao 2.1.15. Uma estrutura diferenciavel em um espacgo topologico X é
um atlas mazximal/completo em X .

Proposigao 2.1.16. Dado um atlas A num espaco topoldgico X, existe uma
unica estrutura diferencidvel A" em X tal que A C A’.

Demonstracao. Seja A" o conjunto das cartas em X compativeis com todas
as cartas de A. Primeiro, vamos mostrar que A’ é um atlas. E natural que
A C A, e disso segue que

= U w

(U,p)e A’
Sejam (U, ¢), (V,¢) € A". Sendo UNV C X aberto e ¢, homeomorfismos, é
imediato que ¢(U NV), (U N V) C R"™ sdo abertos. Para que a transigao
poyp L :p(UNV) —p(UNV)

seja um difeomorfismo ¢é suficiente que seja um difeomorfismo local, ja que esta
fungao ja é um homeomorfismo. Dado xzy € (U NV), sejap € UNV tal que
zo = (p) e tome (W, n) € A tal que p € W. Entao

YUNVNAW)
o(UNV W)

Ppunv)

C
C o(UNV)

sao vizinhancas de xg e ¢ o 1)~ !(zp), respectivamente, e a fungao
pop i p(UNVAW) — p(UNVNAW)
¢ um difeomorfismo, pois

poy~H(a) = (on)o(noy™)(z), Vo € (UNV NW).

Isso mostra que (U, ¢) e (V, 1) sao compativeis, donde A’ é um atlas em X. E
imediato que A" é completo.

Por fim, mostremos a unicidade de A’. Se B é outro atlas maximal que
contém A, entao para cada carta (U, ¢) € B temos que (U, ¢) é compativel com
todas as cartas de A, donde (U, ¢) € A". Logo B C A’. Pela maximalidade de
B, isso significa que B = A’. a

Observe que, na parte final da demonstracao, mostramos, na verdade, que
se B é um atlas qualquer compativel com A, entao B C A’. Se B’ é o tnico
atlas maximal que contém B, é imediato que B’ = A’. Isso significa que atlas
compativeis definem a mesma estrutura diferenciavel em X (o que, diga-se de
passagem, é perfeitamente razoavel).

Definicao 2.1.17. Uma variedade diferenciavel n-dimensional (também cha-
mada de n-variedade) é um espago topoldgico X munido de uma estrutura
diferencidvel n-dimensional.
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A luz desses novos conceitos, a definicao provisoria que demos anterior-
mente nao estava completamente errada: cada atlas em X define uma tnica
estrutura diferenciavel, e atlas compativeis definem a mesma estrutura. Por
causa disso, ao construirmos uma variedade nao é necessario fornecer um atlas
maximal, apenas um usual.

Exemplo 2.1.18. Os espacgos RP" e S” com as suas topologias usuais e com
os atlas que fornecemos formam variedades diferenciaveis n-dimensionais. A

Exemplo 2.1.19. Seja E um espago vetorial real normado de dimensao n <
oo. Fixada uma base {ey,...,e,} defina

¢:xle; +---+ 1", € B (2b,...,2") € R".

Sabemos que ¢ é um isomorfismo de espagos normados, o que faz de (FE, @)
uma carta em F. Segue que {(E,¢)} é um atlas, e que E é uma variedade
diferenciavel n-dimensional. A

Exemplo 2.1.20. Sejam X uma n-variedade cujo atlas é {(U,, ¢o) : @ € A}
e U C X um aberto nao-vazio. Podemos definir em U um atlas a partir do de
X; a saber

{UaNU, ¢alu.ov) o € A}

E facil verificar que este é um atlas n-dimensional em U. Com esta estrutura,
U é chamado de subvariedade aberta de X. A

Exemplo 2.1.21. Sejam X uma n-variedade e Y uma m-variedade, cujos
atlas sao

A = {(Us, ¢0) : v € A}
B = {(Vpis): B e B,

respectivamente. Vamos construir uma estrutura de (n + m)-variedade para
X x Y munido da topologia produto. Para cada o € A e § € B defina

Naps - UaXVg — Rner
(r,q) = (Palp), ¥s(q)).

O dominio U, x V3 ¢ claramente aberto em X X Y, assim como a imagem
0a(Us) X 13(V3) 0 é em R*™™. A injetividade é imediata da definigao.

Vamos verificar a continuidade de 7,5. Dado (p, q) € U, x V5 qualquer, seja
O C ¢a(Ua) x1h(Vj) um aberto tal que nas(p, ¢) = (¢a(p), ¥s(q)) € O. Entao,
existem abertos R C ¢,(U,) € S C 13(Vp) tais que ¢o(p) € R, ¥3(q) € S e
R xS CQO. Seja

P =1,5(R x S) = ¢5' (R) x ¢5'(S) C Ua x V.

Entao, P é aberto, (p,q) € P e 1,3(P) C O, de modo que 71,45 é continua em
(p, q). Para mostrar que 7,4 é aberta, o raciocinio é analogo.
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Com isso, 17,3 ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, o que faz com que
(Usq X V3,1m4p) seja uma carta em X x Y. Seja

C:{(Ua X Vg,ﬁa@)iQ EA,ﬁEB}.

Como
X xY = (U x V),
o,

para mostrar que C é atlas para X x Y é suficiente mostrar a compatibilidade
entre as cartas. Dados a, o/ € A e 3,5 € B, entao

(Ua x Vg) N (U x V) = (Us NUy) x (V3N Vi),
donde
Nas (Ua X V) NV (U X V) = ¢a(Ua NUux) X 1hs(Vs N V)
Mg (Ua X V) N (Un X V) = ¢ (Ua NUar) x b (V3N V),
que sao abertos em R™™™. Além disso,

Nag © Ny (T,9) = (da 0 Ot (x), 05 0 U5 ()
Moy © Mg (,y) = (a0 05" (), Vg 0 V5 (1)),

donde 7,4 o n;,lﬁ, € Na/g © 77;5 Sao suaves.

Com esta estrutura diferenciavel, X x Y é chamada a variedade produto
de X e Y. Observe que esta construcao generaliza-se imediatamente para
quantidades finitas quaisquer de variedades diferenciaveis. A

2.2 Funcoes Diferenciaveis e Vetores Tangen-
tes

Vamos discutir nesta secao como a estrutura diferenciavel de um conjunto
permite generalizar o Calculo Diferencial a espacos que nao o euclideano. Desta
secao em diante, a notacao M™ indica que M é uma variedade diferencidavel
m-dimensional.

Definicao 2.2.1. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma fung¢ao
f: M — N ¢ diferencidvel em p € M se ezistem cartas (U, ¢) em M e (V1)
em N tais que

(i) pel, flp)eV e f(U)CV;
(ii) Yo fogp™:p(U) CR™ — (V) CR™ € diferencidvel em ¢(p).

Lema 2.2.2. Se f € diferencidvel em p, entao f € continua em p.



68 Variedades Diferencidaveis

WOFO(I)_] —
v(¥)

o(U)

R™ RY

Figura 2.3: Aplicacao diferenciavel entre variedades.

Demonstragdo. Sejam (U, ¢) e (V, 1)) cartas como na defini¢ao e g = 1po fog™1.
Sendo g diferenciavel em ¢(p), entdo g é continua em ¢(p). Segue que f|y =
1p~togo¢ é continua em p. Como U é aberto em M, temos que f é continua
em p. [

Proposicao 2.2.3. Sejam f : M™ — N™ wma fungcao e p € M. Suponha
que (U, ¢) e (V 1) sdo cartas em M e N, respectivamente, que fazem f ser
diferencidvel em p. Se (W,n) e (Z,€) sao cartas em M e N, respectivamente,
tais que p € W, f(p) € Z e f(W) C Z, entao

gofontin(W) — &(2)
¢ diferencidvel em n(p).

Demonstragao. Note que Vo € n(W NU) temos

(Eofon)(@)=((ov)o(ofod ) o(pon™)) (a).

Como £ o1t e ¢ on~! sdo suaves, entao £ o f on~! é diferencidvel em z €

n(WNU) sempre que ¢o fo¢p~! o for em ¢ on~'(z), o que de fato ocorre em
z = 1(p). O

O proximo corolario é apenas um refraseamento da definicao de acordo com
a proposicao, e dispensa uma demonstracao.

Corolario 2.2.4. Uma funcao [ : M™ — N™ é diferencidvel em p € M sse
para toda carta (U, @) em M e toda carta (V,1) em N tais quep € U, f(p) € V
e f(U)CV tem-se que o fod=t:p(U) — (V) € diferencidvel em ¢(p).

Definicao 2.2.5. Uma funcao f : M™ — N™ € diferencidvel se f € dife-
rencidvel em todos os pontos de seu dominio. As funcgoes diferencidveis também
sao chamadas de suaves.
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Decorre do lema que toda funcao diferencidvel é continua. Além disso, da
proposicao e do seu corolario temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.6. Uma funcao f : M™ — N" é diferencidvel sse para toda
carta (U,¢) em M e (V,4) em N tais que f(U) CV tem-se que ho fogp™t:
o(U) — (V) € diferencidvel.

Definicao 2.2.7. Uma funcao f : U — N™, em que U C M™ ¢ uma aberto, é
diferencidvel se f € diferencidvel considerando-se U como subvariedade aberta
de M.

Exemplo 2.2.8. Seja (U, ¢) uma carta na variedade M. Entao, ¢ é dife-
renciavel. De fato, primeiro observamos que dado W C R™ aberto, sé ha uma
carta relevante em W, que é (W,idy ). Considerando a prépria carta (U, ¢),
temos que idgyopo ¢~ = idyw, que é diferencidvel. Conseqiientemente, sao
diferencidveis as componentes de ¢, dadas por ¢' = 7% o ¢. A

Lema 2.2.9. Sejam M™, N", Q1 variedades diferencidveis e F': M — N,G :
N — @ fungoes. Dado p € M, se I € diferencidvel em p e G em F(p), entdo
G o F' € diferencidvel em p.

Demonstragao. Sejam (U, ¢) e (W, 1) cartas em M e @), respectivamente, tais
que p € U e Go F(U) CW. Precisamos mostrar que a fungao

noGoFo¢™:g(U) —n(W)

é diferenciavel em ¢(p). Para fazer isso, tome (V1)) uma carta em N tal que
F(p)eV.

-1
"\OF OGO¢

Figura 2.4: Demonstracao do lema 2.2.9.

Observe que U N F~Y(V) é uma vizinhanga de p e que para cada z €
H(UNF (V) tem-se Fo¢!(z) €V, de modo que

Fop(z)=1 oo Fog ), Vo cp(UNF 1 (V)).
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Desta maneira,

noGoFod (z)=(noGov™)oWoF op ™))

sempre que x € ¢(U N F~L(V)).

O fato de F ser diferencidvel em p traduz-se, pela definicao, em ¢po Fo¢~!
ser diferencidvel em ¢(p), enquanto o de G ser diferencidvel em F(p) traduz-se
em no G o ser diferencidvel em ¢ (F(p)). Com isso, decorre da equagao
acima que noGo Fog¢™! é suave em ¢(p), o que completa a demonstragao. [

O seguinte corolario é conseqiiéncia imediata do lema:

Corolario 2.2.10. Se ' : M™ — N" e G : N" — ()¢ sao funcoes dife-
rencidveis, entao G o F' também é diferencidvel.

O resultado a seguir é muito 1til ao trabalharmos com o produto de vari-
edades diferenciaveis. Deixamos a demonstracao como exercicio para o leitor:
basta usar com cuidado a construcao da variedade produto e os resultados
exibidos acima.

n
Teorema 2.2.11. Sejam My, ..., M, variedades diferenciaveis e M = H M;
i=1
a variedade produto. Sao vdlidas as sequinte afirmacoes:

(a) Para cada i = 1,...,n, a projecio ©" de M sobre o seu i-ésimo fator é
suave.

(b) Se N ¢é uma variedade qualquer, entao uma fun¢ao F : N — M é suave
sse o F ¢ diferencidvel, Vi = 1,...,n.

(¢) Dadoi=1,...,n e fitados p; € M;, Vj # i, a fungdo I; : M; — M dada
por
]z(p) - (pla w5 Pi—15 Py Pit1y - - - 7pn)

¢ diferencidvel.
Uma classe importante de funcoes diferenciaveis é
F(M)={f: M — R: fédiferenciavel},
pois ¢ utilizada para definir os vetores tangentes.

Proposicao 2.2.12. Munida das operagoes usuais, F(M) € uma dlgebra co-
mutativa e com unidade sobre R.

Demonstragao. Para F(M) ser uma dlgebra comutativa, é suficiente que dados
frg € F(M)eXeR tenh-se f+g, fg, \f € F(M). Seja (U, ¢) uma carta em
M. Dado = € ¢(U) temos

(f+g)oo™)(x) = (f+9)(@ ' (2) = flo7 (2)) +g(6 (2))
= (fo¢ ' +god7!)(a),
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o que implica (f +g)o¢ ' = fogd™ '+ gog'. Disso é facil ver que f + g é
diferenciavel. Para fg e Af, o raciocinio é analogo.

A fun¢ao 1 : M — R dada por 1(p) = 1 é diferenciavel e 1f = f, Vf €
F(M), o que faz dela a unidade de F(M). O

Dada uma variedade diferenciavel M, precisamos definir o que é um vetor
tangente a M num certo p € M. Caso M C R", o trabalho é mais facil: um
vetor v € R™ é tangente a M em p se existe uma curva diferenciavel em M que
passa por p e cuja velocidade em p é v. Como a nossa formulacao do que é uma
variedade ignora a possibilidade de ela estar contida em um espaco ambiente,
esta definicao nao nos serve.

Muitas maneiras de generalizar o conceito de vetor tangente exibido acima
foram encontradas. Uma delas envolve, bastante intuitivamente, curvas dife-
rencidveis em M que passam por p, da seguinte maneira: seja C),, o conjunto
das curvas suaves v : I CR — M tais que 0 € I e y(0) = p, e defina a seguinte
relacao em C):

v~ § < (U, ¢) carta ao redor de p tal que (¢ o) (0) = (¢ 04)'(0).
Nao é dificil mostrar que V~,0 € C
v~ 6§ & V(U ¢) carta ao redor de p tem-se que (¢ o) (0) = (¢ 06)'(0),

e, com base neste fato, que ~ ¢ uma relacao de equivaléncia em C,. Neste caso,
um vetor tangente é uma classe de equivaléncia de ~, e o espaco tangente a
M em p é o quociente C'/ ~.

Os vetores tangentes definidos da maneira acima muitas vezes sao chamados
de geométricos, pelo seu apelo intuitivo. No entanto, por causa das técnicas
que o estudo dos grupos de Lie exigem, nao utilizaremos esta formulacao, e
sim uma mais algébrica.

Considere, por hora, que M é um subconjunto aberto de R™. Fixado
p € M, um vetor v € R™ qualquer pode ser caracterizado pela acao que ele
induz sobre as funcoes diferenciaveis f : M — R. Mais precisamente, defina
ty : F(M) — R por

b(f) = dfy (0) = lim L@ = T@) _0F

t—0 t o %

Note que t, é uma funcao linear e que

tv(fg) = d(fg)p(v)
= dfy(v)g(p) + f(p)dgy(v)
= t,(Hglp) + f(p)t.(g).

Caso a verdadeira identidade de v nos fosse desconhecida, poderiamos facil-
mente descobri-la calculando

t,(r") = d(7"),(v) = 7'(v) = v".

(p).

I[sso nos motiva a dar a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.2.13. Um vetor tangente a variedade M em p € M é um funci-
onal linear v € F(M)* tal que

v(fg) =v(f)glp) + fp)v(g), Vf,g € F(M).

O congunto dos vetores tangentes a M em p é chamado espaco tangente a M
em p, e denotado por T,M.

Exemplo 2.2.14. Dada uma carta (U, ¢) em M ao redor de p, defina, para
cada i =1,...,m, o funcional 9;|, : F(M) — R por

obn = )= A2 o)

Como (f+Ag)ogp = fogd ™t +Agogp ! entao 9], ¢ linear. Além do mais,

olytre) = QD0 o)
= a((fo¢1a)x2(go¢l))(¢(p))

= 220 (4(9)) - (g0 67 (60) +
(ool - 20 (4p))
= Oilp(f) - 9(p) + f(p) - Oilp(9)-

9
ox’ »
Exemplo 2.2.15. Dadas as cartas (U, ¢) e (V,4) ao redor de p, considere

os vetores tangentes {0;],}7., e {&\p}ﬁl determinados por (U, ¢) e (V,1),
respectivamente. Dada f € F(M), para cada j = 1,...,m temos

A

Isso mostra que 0;|, € T,M. Também é comum escrever 0;|, =

o) = A2 5y = 2w D000 )y
= > o) M o)
dos Y >

I

2L (6(0)) - Bl ()

=1

Desta expressao decorre que

aj‘p = Z M(d)(p)) ) 51“137

J
1=1 Oz

o que significa que a matriz jacobiana de ¢ o ¢~ em ¢(p) contém a informagao
para a mudanca de {0],}7, para {9;[,}i~,;. A
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Lema 2.2.16. Para cada p € M tem-se que T,M ¢ um espago vetorial real.

Demonstragao. Como T,M C F(M)*, basta mostrarmos que 7,M é um su-
bespaco. A soma de funcionais lineares é um funcional linear, assim como o
produto por escalares. Dados v, w € T,M e A € R temos

(v+Aw)(fg) = v(fg)+Iw(fg)
= o(f)g(p) + f(p)v(g) + Aw(f)g(p) + Af(p)w(g)
(v + Aw)(f)g(p) + f(p)(v+ Iw)(g),

para quaisquer f,g € F(M). O

Mostraremos adiante que, dada uma carta (U, ¢) ao redor de p € M, o
conjunto {9[,}72, é uma base para T,M. Se tivermos outra carta (V1) em

p, que por sua vez determina uma base {82-\13} para T, M, o exemplo 2.2.15 nos
mostra como passar de uma base para outra e que a matriz de passagem é a
jacobiana da transicao de cartas.

Definigao 2.2.17. Seja M uma variedade ep € M. Dizemos que b € F(M) é
uma funcao bump! em p se existem vizinhancas U,V C M de p, com V C U,
tais que

(i) b(M) C [0, 1];
(i) supp(b) C U;
(iii) by = 1y.

As funcgoes bump tém muitas utilidades, entre elas estender funcoes dife-
renciaveis, no seguinte sentido:

Definicao 2.2.18. Sejam U C M aberto e f € F(U). Dizemos que f € F(M)
estende?® f se existe V.C U aberto tal que fly = f|v.

Seja U C M uma vizinhanca de p e suponha que existe uma funcao bump
b € F(M) tal que supp(b) C U (mostraremos isso a seguir). Dada f € F(U),
defina f : M — R por

- b(z)f(x) , €U
ﬂ@:{o Lo ¢ U

Para verificar que f ¢ diferenciavel, tome x € M.

1O termo inglés bump aqui tem o sentido de “calombo”. Na falta de uma traducdo
apropriada, deixamos o original.

2Usualmente, uma extensao de uma dada funcao f é uma funcao F definida num dominio
maior que coincide com f em todo o dominio de f. No entanto, para os nossos fins basta
que F e f coincidam num subconjunto apropriado do dominio de f. Utilizamos a mesma
nomenclatura pela falta de uma mais adequada.
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e Se v € U, entao existe uma vizinhanca W de z em U. Neste caso
flw = blw f é diferencidvel em x.

e Sex ¢ U 2 supp(b), entdo existe uma vizinhanga W de z em M\supp(b).
Neste caso f|w = 0 ¢é diferencidvel em x.

Se V' C U é uma vizinhanga de p tal que b|y, = 1y, entao f|y = f|v.
Portanto, f € F(U) possui extensdo. Ela ndo é unica, mas para 08 nossos
propoésitos isso nao importa’: os vetores tangentes nao conseguem distinguir
isso.

Proposicao 2.2.19. Seja M uma variedade, p € M e U C M uma vizinhanc¢a
de p. Entdo, existe b € F(M) uma fun¢ao bump tal que supp(b) CU ep € V,
em que V- C U é um aberto tal que bly = 1y.

Demonstracao. Construiremos a funcao b em etapas.
(1) Seja fi : R — R dada por

_Joexp—1/t ,t>0
fl(t)_{o . 1<0.

E imediato que f; é diferencidavel em todo ¢t # 0. Para verificarmos o
mesmo para t = (, primeiro note que Vt # 0
™M) = 0, set<0
n exp —1/t
My = Pult)— 5= se t >0,

em que p,(t) é um polinémio. Como

exp —1/t tk
i OS2V — 0, Vk € N,
{0+ tk t—+o0 exp
entao )
@) . exp —1/t
lim = lim p,(t)———— = 0.
t—o+ t t—>0+p (*) t2n+l

Disto temos que f; ¢é diferenciavel em 0, pois

W) = lim JO=JO) SO

t—0 t t—0 ¢
M) = FO) M (¢
t—0 t t—0 t
(n—1) t) — (n—1) (n—1) t
f00) = O ITO) , STD
t—0 t t—0 t

e assim sucessivamente.

3Uma outra maneira de definir vetor tangente envolve o conceito de gérmem de funcao.
Seguindo este método, todas as fungoes que coincidem numa vizinhanga do ponto sao iden-
tificadas por uma relacao de equivaléncia.
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(2)

Defina f; : R — R por

_ fi(2 1)

L=+ ft-1)
Note que f1(2 —1t) + fi(t —1) > 0, pois f; > 0. Caso fi(2—t) =0, temos
t>2 dondet—1>1e fi(t—1)=exp—1/(t —1) > 0. Isso mostra que

f2 estd bem definida. Como f; > 0, entao fo > 0, e, além disso, é imediato
que fo < 1. Logo fo(R) C [0,1]. Também temos que

fa(t)

fat) = 0, set>2
fa(t) 1, set <1.

Seja r > 0. Defina h, : R — R por h.(t) = fo(t/r). Temos que h, é
diferenciavel, h,.(t) = 1set <re h.(t) =0set > 2r.

Por fim, escolha (U’, ¢) uma carta em M ao redor de p. Seja r > 0 tal que
B(¢(p),2r) C ¢(U'NU), e sejam

w = ¢ (Blk).2) cUNU

V. = ¢ (B(¢(p),r) CU'NU.
Defina b : M — R por

o) — { I 1o =00zt

Note que supp(b) C W. A fungao b é diferencidvel, pois:
e se x ¢ U’ D supp(b), entdo existe uma vizinhanga de = na qual b é
nula;

e se r = p, entdo na vizinhanca V' de z temos b|y = 1y;

e se x € U' e x # p, entao existe uma vizinhanga Z C U’ de x tal que
pEZe
bood™ (y) =h (ly— o)), Yy € 3(2).

Como ¢(p) ¢ ¢(Z), segue que b o ¢! ¢é diferencidvel.

Pelas propriedades de h,., temos também que b(M) C h,(R) C [0,1]. O

O seguinte corolario apenas resume a discussao anterior a proposicao.

Coroldrio 2.2.20. Se U C M ¢ aberto e p € U, entdo para cada f € F(U)
existe | € F(M) extensao de f tal quep € V., com VC U um aberto tal que
flv = flv. Neste caso, dizemos que f estende f em p.

Lema 2.2.21. Dadosp € M ev € T,M, sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

(a) se f: M — R é constante, entao v(f) = 0;
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(b) se f,g € F(M) sao tais que fly = glu para alguma vizinhanga U de p,
entao v(f) = v(g).

Demonstracao. (a) Seja a € R tal que f = al. Entao
v(f) = wv(al) =av(l) =av(1-1)
= a(v(1)1(p) + 1(p)v(1))
= 2av(1) =2v(f).
Logo v(f) = 0.
(b) Sejah = f—ge F(M). Como f|y = g|y, entdo hly = 0. Seja b € F(M)
uma funcao bump em p com suporte em U. Entao hb = 0, de modo que
0 =wv(hb) = v(h)b(p) + h(p)v(b) = v(h) = v(f — g).
Segue que v(f) = v(g). O

Proposicao 2.2.22. Sejam U C M aberto e p € U. Entao, os espagos T,U e
T,M sao naturalmente isomorfos.

Demonstragao. Defina S : T,U — T,M por S(v)(f) = v(f|y). Mostraremos
que S é um isomorfismo, e da sua definicao vem que ele é natural.

e Linear: Imediato.

e Injetiva: Seja v € ker(S). Dada f € F(U), seja f € F(M) uma
extensao de f em p. Como fly = f[y para alguma vizinhanga V' C U
de p, entdao v(f) = v(f|v). Logo,

v(f) = v(flv) = S)(f) =0.
Como isso vale para toda f € F(U), entao v = 0.

e Sobrejetiva: Seja w € T,M. Para cada f € F(U), seja f € F(M) uma

extensao de f em p. Defina v : F(U) — R por v(f) = w(f). Esta fungao
estd bem-definida, pois se f € F (M) é outra extensao de f em p, entao
f e f coincidem numa vizinhanga de p, donde w(f) = w(f).

Para ver que v é um vetor tangente, primeiro note que Vf,g € F (U) e
VA € R as fungoes f + \g e fg sao extensoes de f 4+ A\g e fg, respectiva-
mente. Entao,

o(f+2g) = w(F+X9) = w(f) + ug) = o(f) + Mo(o)
v(fg) = w(fg) =w(f)glp) + fp)w@) =v(f)glp) + f(p)w(g),
e isso mostra que v € T,U.

Por fim, precisamos verificar que S(v) = w. Dada f € F(M), note que
f é uma extensao em p de f|y. Entao

S@)(f) = v(flv) = w(f),

como queriamos. O
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Por causa desta correspondéncia canonica entre T,U e T,,M, podemos iden-
tificar estes espacos. Com isso, um vetor tangente em p pode ser aplicado em
qualquer funcao diferencidvel definida numa vizinhanca* de p.

Para concluir a segdo, vamos mostrar que os vetores tangentes {0;|,}7*, a M
em p determinados pela carta (U, ¢) formam uma base para T,M. O seguinte
lema resolve um pequeno problema técnico que na demonstragéo deste fato.

Lema 2.2.23. Sejam p € M e (U, ¢) uma carta em M ao redor de p. Entao,
existe uma vizinhanga V- C U de p tal que para cada f € F(M) hd fungoes
fi,o s fm € F(V) de modo que

flv=Ffp)+ ) fil¢' -
=1
e que
fip) = 0ilp(f), Yi=1,....m

Demonstracao. Seja r > 0 tal que W = B(¢(p),r) € ¢(U) e defina V =
¢ 1 (W)°, em que A° denota o interior do conjunto A. E facil ver que V é uma
vizinhanga de p em U.
Dada f € F(M), seja g = fo¢~t € F(¢(U)). Defina, para cada z € W, a
funcao h, : [0,1] — R por
he(t) = g(tz + (1 —1)¢(p))-

Entao, h, é diferenciavel, h,(0) = g(¢(p)) e hy(1) = g(z). Com isso, Vo € W

g(z) = g(o(p)) + g(z) — g(é(p))
= 9(o(p)) + ha(1) — Ry (0)

= g6 + / (1)t

15 Gt + =000 - o - ¢"(p))] i

— g6 + /

m

— sto+ 3 (| St + 0= oty ) (10— )

Defina g; : W — R por

00) = [ e+ (0 Dol

Precisamos que g; seja diferenciavel. Para tanto, é necessario que possa-
mos diferenciar a expressao acima sob o sinal de integracao. Sabe-se que,
se a funcao no integrando for diferenciavel e sua derivada for uniformemente
continua, entao tal operagao é licita. Sendo dg/dx" continua e W compacto,

4Muitos autores seguem esta linha para, inclusive, definir os vetores tangentes.
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tais hipoteses estao satisfeitas, o que mostra que g; é, de fato, diferenciavel.
Desta maneira, podemos escrever

9(z) = g(¢(p)) + Zgi(x)(wi(@ — ¢'(p)), Yo € W.

Para cada g € V vale

flq) = foo  (o(q) = g(6(q)).

de modo que

fla) = fp)+ Zgi(d)(Q))(W”(d)(Q)) —¢'(p))
= )+ _giod(a)(d(q) — ¢'(p))

Definindo f; : V. — R por fi(q) = gi o ¢(q), com ¢ = 1,...,m, temos que
fi € F(V) e que

fl@) = f(p) + Z fila)(#'(q) — ¢'(p)),
isto é,
flv = f(p) + Z fi(¢' — ¢'(p))
Por fim,

e = [ ) (10(p) + (1 — D) (p))dt

Teorema 2.2.24. Sejam M uma variedade e p € M. Para toda carta (U, @)
em M ao redor de p, o conjunto {0;|,}", € uma base de T,M, com

m

v = ZU(W)@-\ID, Vo € T,M.

i=1

Em particular, dim(T,M) = m.
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Demonstracdao. Lembre que a funcdo ¢/ = m/ o ¢ : U — R é diferencidvel,

Vji=1,...,m (veja o exemplo 2.2.8). Além disso, Vi = 1,..., m temos
A od) o
o)l (¢7) = 2P ) _ o 5.
(@) = 2220 (4)) = 0T (60)) =
Com isso, se a',...,a™ € R sdo tais que Y, a'd;|, = 0, entao

0= <Zai8i|p> (¢7) = Zai3i|p(¢j) = Zai@j =a, Vj=1,...,m,
i=1 i=1 i=1

e dal vem que {0;],}", é L.L
Para mostrar que {0;|,}", gera T,M, tome v € T,M. Seja VC U a
vizinhanga de p descrita no lema anterior. Dada f € F(M), sejam fi,..., fm, €
F(V) tais que f;(p) = 0i[,(f) e que
flv=F®)+)_ fi(¢" = &' ().
i=1

Entao,

2.3 O Fibrado Tangente e Campos Vetoriais

Um campo vetorial em uma variedade é, informalmente, uma funcao que a
cada ponto associa um vetor tangente a variedade naquele ponto. O dominio
de um campo vetorial é, naturalmente, a propria variedade, mas e quanto ao
contradominio? Precisamos de um conjunto cujos elementos sejam os vetores
tangentes a variedade, mas de modo que seja possivel identificar em que ponto
se da a tangencia.

Formalizemos estas idéias: dada uma variedade M™, o fibrado tangente de
M ¢ o conjunto

TM = | J{p} x T,M.
peEM
Cada elemento de T'M ¢ da forma (p,v), com v € T, M, mas, por simplicidade,
denotaremo-lo freqiientemente por v, e assumiremos que v, € T,M. O conhe-
cimento deste conjunto nos permite definir com precisao o que é um campo
vetorial.
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Definicao 2.3.1. Um campo vetorial em uma variedade M™ é uma func¢ao
X :M — TM tal que X, == X(p) € T,M, Vp € M.

O fibrado tangente vem acompanhado de uma projegao natural 7 : TM —
M dada por 7(v,) = p. Para cada p € M, o conjunto 7 !(p) (que é o espago
T,M) é chamado de fibra sobre p. Disso vem o nome fibrado: um conjunto de
fibras.

Se X é um campo vetorial, entao X, € T,M, Vp € M, e, portanto, 7(X,) =
p. Reciprocamente, se X : M — TM é tal que n(X,) = p, Vp € M, entdo
X, € 7 Y(p) = T,M, e temos que X é um campo vetorial. Isso mostra o
seguinte:

Lema 2.3.2. Uma fung¢ao X : M — T'M ¢é um campo vetorial sse mo X = idy;.

Figura 2.5: Um campo vetorial numa variedade.

Exemplo 2.3.3. Seja (U, ¢) uma carta em M. Considerando U como subva-
riedade aberta de M, defina 0; : U — TU por

(ai)p - ai|p'

Como 0|, € T,U, temos que 0; é um campo vetorial em U. A

Exemplo 2.3.4. Na mesma linha, dadas as funcoes X!, ..., X™ : U — R,
defina X : U — TU por

X, = X'(p)dil,
=1

Segue do exemplo anterior, bem como das nossas discussoes sobre vetores
tangentes, que X é um campo vetorial em U. A

Seja X um campo vetorial em M™. Dada uma carta (U, ¢), podemos
escrever, para cada p € U,

Xp = ZXp(¢i)ai‘p = ZX;@A},.
i=1 i=1
Isso define, em U, as funcoes X', ..., X™, que sdo chamadas as coordenadas

de X em U. Estas fungoes fornecem muitas informagoes a respeito do campo
X na vizinhanca U, que veremos adiante.
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Falta-nos um critério para determinar quando um campo é continuo, ou,
mais especialmente, diferenciavel. Ha diversas maneiras de se fazer isso, uma
delas utilizando as fung¢oes coordenadas; no entanto, essa discussao cria uma
otima oportunidade para estudarmos o fibrado tangente com mais cuidado.

Vamos, ao longo dos proximos paragrafos, construir uma estrutura dife-
renciavel de dimensao 2m para T'M induzida pela estrutura de M de forma
bastante natural.

Para cada carta (U, ¢) em M, sejald = 71 (U) e defina @ : Y — R*™ por:

(v,) = (Zv;@-\p> — (B(p). (V) ., 0]")).

A imagem de @ é ¢(U) xR™, que é um aberto de R*™. Além disso, se vy, w, € U
sao tais que ®(v,) = ®(wy), entdo ¢(p) = ¢(q) e v}, = w}, Vi, donde v, = w,.
Isso mostra que ® é injetiva, o que faz de (U, ) uma carta em 7M.

A inversa de ® pode ser calculada explicitamente: dado (z,v) € ¢(U) x R™,
temos que

O (z,v) = Z V'O p-1.(2)-
i=1

Isso nos permite verificar a compatibilidade entre cartas com certa facilidade.
Dadas as cartas (U, @), (V, ¥) em TM, induzidas pelas cartas (U, ¢), (V, 1) de
M, é imediato que

dUNY) = o(UNV)xR™

vuUny) = pUNV)xR™
que sao abertos. Além disso, dado (z,v) € ®(U NV), lembrando a férmula

de mudanca de bases no espago tangente apresentada na secao anterior, temos
que

Vod H(z,0) = U

= (Yoo '(x),dyod™).(v)).
Esta equagao claramente define uma fungao diferenciavel, de modo que (U, P)
e(V, ¥) sao compativeis.
A estrutura diferenciavel para T M estd intimamente relacionada com a de
M, o que podemos ver no seguinte resultado:
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Lema 2.3.5. Se M™ ¢é uma variedade diferencidavel cuja topologia é de Haus-
dorff, entao a topologia de T'M determinada pelo atlas construido acima também,

¢ de Hausdorff.

Demonstracao. A idéia é usar o critério demonstrado no Teorema 2.1.11. Da-
dos v,, w, € T'M distintos, ha duas possibilidades:

e ou p # ¢, donde existem vizinhangas coordenadas disjuntas U de p e V
de ¢, o que faz de U,V vizinhancas coordenadas disjuntas de v, e wy,
respectivamente;

e ou p = ¢, e dal vem que U é uma vizinhanca coordenada de v, e wy,
sempre que U ¢ de p.

De qualquer modo, podemos separar v, e w, por abertos disjuntos, o que
implica T'M ser de Hausdorff. O

Como conseqiiéncia de T'M possuir uma estrutura diferencidvel, possuimos
agora uma maneira de decidir quando um campo vetorial é diferenciavel ou
nao. Para este fim, o seguinte resultado da um caminho interessante.

Teorema 2.3.6. Um campo vetorial X : M™ — TM ¢€ diferencidvel em uma
dada vizinhanca coordenada sse as suas fungoes coordenadas em relacdo a carta
sao diferencidveis.

Demonstragao. Dada uma carta (U, ¢) em M, considere a carta (U,P) em
TM. Para cada z € ¢(U) temos

PoXop l(z) = ®(Xoop (z))

= & <Z X'o ¢1(x)8i]¢—1(x)>
=1
= (2, (X' o¢ ! (2),..., X" 0p ! (2))).
Com isso,
PoXog ! = (idyp) (X' oo™, ..., X 0g™ "))

Desta equagao vem que ®o X o¢~! ¢ diferencidvel em ¢(U) sse X'op~! também
é, Vi. Isso significa que X é diferencidvel em U sse X* é, Vi, o que mostra o
teorema. 0

Corolario 2.3.7. Dada uma carta (U,¢) em M™ e i € {1,...,m}, o campo
vetorial
@i:pEUH@i\pETpU

¢ diferencidvel.
Demonstra¢ao. Como a j-ésima funcao coordenada de 0; em relagao a carta

(U, ¢) é a fungao constante igual a d;;, segue do teorema que 0; é diferencidvel.
]
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Corolario 2.3.8. Dados p € M™ e v, € T,M, existe um campo vetorial
diferenciavel X em M tal que X, = vy,

Demonstragao. Sejam (U, ¢) uma carta em p e b € F(M) uma fun¢ao bump
em p com suporte contido em U. Escreva

m
o i
v, = E vpai\p
i=1

e defina X : M — T M por

m

Zvib(q){ﬂq , seq€eU
Xq = i=1 .
04 , seq ¢ U.

E imediato que X é um campo vetorial, e do teorema segue facilmente que X
é diferencidvel (na segunda secao deste capitulo mostramos que toda funcao
diferenciavel f : V% C M — R admite uma extensdao usando um raciocinio
semelhante). Além disso, temos da definicao de funcao bump que X, =v,. 0O

Corolario 2.3.9. Se X,Y sao campos vetoriais diferencidveis em M™ , entao
a fungio X +Y : M — TM dada por (X +Y), = X,+Y, € um campo vetorial
diferencidvel.

Demonstracao. A verificagao de que X 4+ Y é um campo vetorial é imediata e
a deixamos para o leitor mais cético. Para ver que X +Y é diferenciavel, tome
uma carta (U, ¢) em M. Segue da definicdo de X +Y que Vp € U

m

(X +Y), =) (X +Y,)0l

=1

o que significa que (X +Y)" = X+ Y?, Vi. Sendo assim, o teorema garante
a diferenciabilidade de X +Y em U. Como isso vale para toda carta (U, ¢),
segue o resultado. O

Corolario 2.3.10. Se X é um campo vetorial diferenciavel em M™ e [ €
F(M), entao a fungao fX : M — TM dada por (fX), = f(p)X, € um campo
vetorial diferencidvel.

Demonstracao. E facil ver que fX é um campo vetorial, e a sua diferenciabi-

lidade segue de observarmos que, se X', ..., X™ sdao as funcoes coordenadas
de X em alguma carta de M, entao fX*!, ..., fX™ sdo as coordenadas de fX
nesta mesma carta. ]

Corolario 2.3.11. Seja X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis
em M™. Considerando as sequintes operagoes em X(M):

(X,Y)eX(M) x X(M) — X+4+Y eX(M)
(f,X)e F(M)x X(M) — [fX e€X(M),
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temos que X(M) é um F(M)-mddulo a esquerda. Ademais, uma vez que existe
um subanel de F(M) isomorfo a R (o das fungoes constantes), temos também
que X(M) é um espago vetorial real.

Demonstracao. Uma vez estando bem-definidas, verificar que estas operacoes
satisfazem aos axiomas de médulo é mera rotina, e deixamos para o leitor. [

Dado um campo vetorial X € X(M), lembramos que X, € T,M C F(M)*.
Isso significa que X, é uma funcao real definida em F(M). Com isso, dado
um campo vetorial X € X(M) e uma fungao f € F(M), podemos definir

Xf:-M—R
por
Xf(p) = Xp(f)-
Note que, dados f,g € F(M) e A € R, temos Vp € M

X(f+Ag)(p) = Xp(f+Ag)
= X,(f) +AXp(9)
= Xf(p)+AXg(p)
(X f 4 XXg)(p).

Logo, X(f + A\g) = Xf 4+ AXg. Além disso, Vp € M

X(f9)p) = Xp(fg)
= Xp(Ng(p) + f(0)Xp(9)
= X[f(p)alp)+ f(p)Xg(p)
= (X[ g+ f-Xg)(p)
e disso segue que X(fg)=Xf-g+ - Xg.
Com isso, caso possamos garantir que X f € F(M) para toda f € F(M),

o campo X define uma derivagao em F(M). Nesse sentido, temos o seguinte
resultado:

Teorema 2.3.12. Um campo vetorial X em M™ ¢é diferenciavel sse X f €
F(M),VfeF(M).

Demonstragdo. Primeiro, suponha que X € X(M) e tome f € F(M). Para
mostrar que X f € F(M), vamos provar que X f é diferencidvel em toda vizi-
nhanca coordenada de M.

Seja, entao, (U, ¢) uma carta em M. Para cada p € U, temos que:

Xf(p) = Xp(f)

- ZX;ai|p(f)
= S A2 )

i=1

(e )
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Logo,
o Em: ; (O(foo™h)
Xf‘U—iZlX (Togf))

Como X' é diferencidvel Vi (pois o campo X é diferencidvel), assim como f,
entdo X f|y é diferenciavel.

Agora, suponha que X f € F(M), Vf € F(M). Para verificar que X €
X(M), mostraremos que X ¢é diferencidvel em toda vizinhanga coordenada de
M

Dada uma carta (U, ¢), as coordenadas de X em relagao a ¢ em p € U sdo:
X, = X,(0") = X¢'(p),

de modo que

X' = X¢'.
Portanto, para mostrar que X é diferencidvel em U, é suficiente que X ¢ o seja,
Vi. No entanto, as funcoes X ¢ estao definidas apenas em U, e por causa disso
nao podemos aplicar diretamente a hipotese que temos sobre X e concluir a
demonstragao.

Resolvemos este problema da seguinte maneira: dado p € U, para cada
i=1,...,mseja ¢ € F(M) extensio de ¢' em p que coincide com ¢’ numa
vizinhanga V; C U de p. Se V ¢ a interse¢ao destas vizinhangas, temos que
V C U é uma vizinhanca de p e que ¢'|y = ¢'|y, Vi.

Com isso, Vg € V

Xi= X,(¢') = X,(8) = X&' (q),

0 que equivale a
i —1
X'y =Xo|v.
Pela hipétese sobre X, desta equagao decorre que X'|y é diferenciavel, Vi.

Como este argumento vale Vp € U, entdao X' é diferencidvel em U, o que
completa a demonstracao. O

Exemplo 2.3.13. Considere, em R?, o campo vetorial X dado por

X sin(xy) 0 + 0 e + 0

wys) = Sin(zy)— + z— —ex 2—.

(@:2) Y Ox dy by 0z

Dada f € F(R?), vamos calcular X f. Lembrando a definigao, temos V(z,y, 2) €
R3:

Xf([[’,y,Z) - X(x,y,z)(f)
0

. 0 0
= Sln(xy)a—i(:r, Yy, z) + Za—;;(z, y,z) —expy + Za—ﬁ(z, Y, 2).

Observe que esta funcao é, de fato, diferenciavel. A
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Como conseqiiéncia do teorema, temos que, para cada X € X(M), a fungao
X :F(M)— F(M) dada por X(f) = X f estd bem-definida. Além disso, da
discussao anterior vem que X € der(F(M)).

Reciprocamente, dada uma derivacao em F (M), podemos nos perguntar
se ela é determinada a partir de um campo vetorial suave.

Teorema 2.3.14. A aplicacao que associa a cada campo vetorial suave uma
derivagdo em F (M) é um isomorfismo linear natural entre X(M) e der(F(M)).

Demonstragao. Defina T : X(M) — ver(F(M)) por

T(X)(f) = XT.

Esta funcao, mostra-se facilmente, é linear. Vamos concentrar nossa atencao
em mostrar que T é um isomorfismo, e, feito isso, segue da definicao que 1" é
natural.

Para a injetividade, seja X € ker(T"). Dados p € M e f € F(M), temos
que

Xp(f) = X [f(p) = T(X)(f)(p) = 0,

pois T(X) = 0. Como isso vale para cada f € F(M) e para cada p € M,
temos que X = 0.

Para a sobrejetividade, seja X uma derivagdo em F(M). Para que X €
Im(7T), é necessario existir X € X(M) tal que X = T(X), isto é, tal que
Vie F(M)eVpe M

X(f)(p) =T(X)(f)p) = X [(p) = X,(f)-
Deste modo, defina X : M — T'M por

Xp(f) =X(f)(p), Vp € M, Vf € F(M).
Esta fungao esta bem-definida, pois dado p € M temos

Xp(f+XAg) = X(f+ Ag)(p)
= (X(f) +AX(9))(p)

X(f)(p) + AX(9)(p)
= X,(f)+2X,(9)

quaisquer que sejam f,g € F(M) e A € R. Isso mostra que X, € T,M,
Vp € M, ou seja, que X é um campo vetorial.
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O 1ltimo teorema nos fornece a diferenciabilidade de X, da seguinte ma-
neira: dada f € F(M), temos Vp € M que

o que implica Xf = X(f). Como X € der(F(M)), entao X(f) € F(M),
e da equagao anterior decorre que X f € F(M). Como isso vale para cada
f € F(M), concluimos que X € X(M).

Por fim, segue de X f = X(f) que T'(X) = X. O

O espago der(F(M)) possui uma estrutura natural de algebra de Lie (veja
o Apéndice B), com colchete de Lie dado por

XY =XoY—YolX, VX,Y € der(F(M)).

O isomorfismo apresentado no teorema anterior nos permite tranportar este
colchete para X(M), da seguinte maneira: dados X,Y € X(M), defina

[X.Y]=T7'T(X), T(Y)].
Observe que desta equagao vem que Vf € F(M)

(X Y]f = TAX YD)

Por causa disso, costuma-se escrever
(X,Y]=XY -YX VXY € X(M).

A maneira como foi definido garante que [ , | é um colchete de Lie em
X(M), e, com isso, X(M) recebe uma estrutura adicional de dlgebra de Lie.
Além disso, é facil ver que o isomorfismo linear 1" apresentado no teorema é
um isomorfismo de dlgebras de Lie. Como este isomorfismo é natural, muitas
vezes nao ¢ feita distincao entre os campos vetoriais e as derivagoes.

O seguinte resultado fornece algumas propriedades operacionais importan-
tes do colchete de Lie de campos vetoriais sobre uma variedade diferenciavel.

Lema 2.3.15. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Dados X,Y, 7 € X(M),
frg € F(M) e X €R, sio vdlidas as sequintes propriedades:

(a) [X + XY, Z) = [X, Z] + A[Y, Z]
(XY +\Z] = [X,Y] + A[X, Z);

(b) [X> Y] = _[Ya X];

(c) X, Y], Z]+ IV, Z], X] + [[2, X], Y] = 0;
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(d) [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(V)X.

Demonstracao. Os itens (a), (b) e (¢) apenas formalizam o fato de [, ] ser um
colchete de Lie em X(M), e nao os demonstraremos.
Para (d), primeiro note que VX € X(M) e Vf,g € F(M)

(fX)g = f(Xg),
pois dado p € M

(fX)g(p) = (fX)(9)

I
= =

Logo, Vh € F(M)

[FX gY]h = (fX)(gY)h = (gY)(fX)h
= (fX)(g(Yh) = (gY)(f(Xh))

Usando a regra de Leibniz na expressao acima, temos

[fX gYTh = ((fX)g)(Yh) +g(fX)(Yh) — ((¢Y)f)(Xh) — f((gY)(XPh))
= (J(Xg)(Yh)+gf(X(Yh)) = (g(Y[))(Xh) = fg(Y(Xh))
= f9(XY =Y X)h+ (f(Xg)Y)h— (9(Y)X)h
= (fglX, Y]+ [(Xg)Y = g(Y [)X)h,

de modo que
fX,9Y] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y[)X. DO

O colchete de Lie de campos vetoriais possui, além da construcao algébrica,
uma forte motivacao geométrica. No entanto, a compreensao deste aspecto
exige um estudo detalhado de EDO em variedades, o que desvia-se muito da
nossa proposta. O leitor mais curioso pode consultar (LEE, 2003) para mais
informacoes.

O préximo resultado, que finaliza a secao, fornece as funcoes coordenadas
do colchete de Lie de dois campos vetoriais numa determinada vizinhanca
coordenada.

Proposigao 2.3.16. Sejam X, Y € X(M) e (U, ) uma carta em M™. Se

Xy = i X0,
=1

Yip = ) Yo,
i=1
entao

XY= (i X(0y7) - Y@‘(@Xﬂ')) 0,

i=1
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Demonstragao. Pela bilinearidade de [ , |, temos
(X, Y]y = [Z X', Y70
i=1 j=1
ij=1

Por outro lado, do lema anterior decorre que
Para determinar [0;, 0;], tome f € F(M):

0,01 f = 0;(0;f) — 0;(0; f ).

Como Vp € U
9;f(p) = 9lp(f)
_ oo™
0r7 4
_ (O(fooh)
= <T o ¢) (),
temos
O(foopt
a]f = % o ¢a

de modo que

0:(9;f) = 0 {(MO¢)O¢1}O¢

ox’ Oxl
_ PUed
Oxt oI '
Logo,
_P(foo™) P(foo™)
[awaj]f - OrioL OQS_ o1 O O¢ =0,

o que mostra que [0;, 0;] = 0.
Com isso,

(X0, Y70;] = X'(9,Y7)0; — Y7(0,X");



90 Variedades Diferencidaveis

e, portanto,
(X Y]lp = Y X'(0Y7)0; - Y/ (0;X")0;
ij=1
= > XU(0Y)0; - > YI(9;X7)0
ij=1 ij=1
= > XU(0Y)0; - Zyi(aixj)aj
1,j=1 i,7=1
= > ( X(8,YY) Y’(@XJ)) d;,
7=1 =1
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 2.3.17. Sejam X,Y € X(R?) dados por

0 3 0
Xy = log(z®+ Do+ T o
19) 19)

Vamos calcular o colchete de Lie entre X e Y. O teorema nos da uma maneira
mais pratica de fazer isso do que usar a defini¢do. As componentes de [X, Y]
sao

dy | O(log(z* +1)) 0y x@(log(:ﬁ +1))

XY = —1 2412 —_— 7
X, Y] ogla? + )30 4y =B LT g 5
B 2xy 3
o241
Oz oy? 30 8y
X, Y]? =1 1)=
XY = loa(a® + )T +ug by e

= log(z® + 1) — 3z,
de modo que

0

oy

[ 2wy 3\ O
[X’Y]_<x2+1 y)a + (log(z* + 1) — 32y®) —

Perceba que calcular explicitamente o colchete de Lie entre dois campos veto-
riais dados é, em geral, uma tarefa trabalhosa. A

2.4 A Diferencial de uma Aplicacao

Na segunda secao deste capitulo, discutimos a nogao de diferenciabilidade
de funcoes entre variedades diferencidveis; no entanto, nem sequer menciona-
mos a diferencial de uma tal aplicagao.
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Seja F' : M — N uma aplicacao diferencidvel entre variedades. Dado
p € M, procuramos uma aplicagao que associa a cada vetor v € T, M um vetor
v € TrepN por meio de F'. Como T,M e Tpg) N tém estrutura de espaco
vetorial, queremos que esta aplicacao seja linear.

Considere, por enquanto, que M e N sao subvariedades abertas de R e
R™, respectivamente. Neste caso, para cada p € M, existe associada a F' uma
aplicacao linear dF, : R™ — R", a diferencial de F' em p. Aqui, podemos
considerar R™ =T, M e R" = T, N.

Dado v € R™, o vetor dF,(v) € R™ é caracterizado por

dF,(v) = lim Flp+tv) = F(p)

t—0 t

)

ou, como vimos na secao 2.2, por sua acao sobre as funcgoes diferenciaveis
f: N — R, que é dada por

dF,(0)(f) = dfp) (dFp(v)).

Como esta ultima caracterizacao de vetor tangente é a que nos interessa, vamos
analisa-la com mais cuidado. Observe que, por definicao,

dE,(0)(f) = (dfrp) o dFy)(v)
= d(foF),(v)
= vu(foF).

Com isso, no caso em que M™ e N" sao variedades arbitrarias, para cada
peMeveT,M,adiscussao acima nos motiva a definir o vetor dF,(v) pela
equagao

dF,(v)(f) =v(fo F), Vf € F(M),
o que faz sentido, pois , sendo F' : M™ — N™ ¢é diferencidvel e f € F(N),
entdo foF € F(M). Logo, para cadap € M e cada v € T, M podemos definir
a funcao
vp: F(N) — R
por
vr(f) =v(fo F).
Afirmamos que vp € Tr) N, o que de fato ocorre, pois se f,g € F(N)e X € R,
temos
ve(f+Ag) = o((f+Ag)oF)
= v(foF 4+ AgoF)
— W(f o F)+ Au(go F)
= vp(f) + Avr(g)

e também

vr(fg) = v((fg)oF)

= v((foF)o(gol))

= v(foF)-g(F(p))+ f(F(p) -v(goF)
= vr(f) - g(F(p) + f(F(p)) - vr(g)-
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Motivados pelas nossas observacoes anteriores ao tultimo lema, vamos de-
notar o vetor tangente vg por dF,(v). Isso define uma funcao dF, : T,M —
Ty N, cujas principais propriedades sao dadas pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Sejam M™, N™, Q9 variedades diferencidaveis e F': M — N,
G : N — Q funcgoes diferencidaveis. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(a) A fungao dF, : T,M — TppyN € linear, Vp € M;
(b) Dado p € M, temos

d(G o F), = dG () o dF);
(¢) Para cada p € M, tem-se que
d(idar), = idr, a1,
Demonstragao. (a) Sejam v,w € T,M e A € R. Dada f € F(N), temos

dF,(v+Mw)(f) = (v+Iw)(foF)
= o(foF)+w(foF)
= dF,(v)(f) + ME,(w)(f),

e desta equagcao segue facilmente que

dF,(v+ Aw) = dF,(v) + MdF,(w).

(b) Primeiro, observe que d(G o F), e dGp o dF, dao funcoes de mesmo
dominio e contradominio. Além disso, dado v € T, M, temos Vf € F(Q)

d(G o F)p(v)(f) = v(feGoF)
= dE,(v)(foG)
= dGrg) o dFy(v)(f),

e disso segue a afirmagao.
(c) Dados v € T,M ¢ f € F(M), temos
d(idar)p(v)(f) = v(f eid) = v(f),
de modo que d(idas),(v) = v, Vv € T,M. Logo, d(idy), = idz, . O
Verificadas estas propriedades, podemos, agora, fazer uma defini¢ao formal:

Definicao 2.4.2. A diferencial de uma funcao diferencidvel F: M™ — N"
emp € M € a funcao linear dFy, : T,M — Tru N dada por

dF,(v)(f) =v(fo F), Yo e T,M, Vf € F(N).
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Como a diferencial de uma aplicagao num ponto é uma transformacao linear
entre espagos reais de dimensao finita, podemos calcular a sua matriz num
par de bases prefixadas. O caso mais interessante é quando estas bases sao
determinadas por cartas locais.

Proposicao 2.4.3. Sejam F': M™ — N" uma funcao diferencidvel e p € M.
Dadas as cartas (U, ¢) em M ao redor de p e (V,7) em N ao redor de F(p),
considere as bases {0;],}7; e {@\F(p)}?zl de T,M e TppyN determinadas,
respectivamente, por (U, ¢) e (V,1). Entdo, a matriz de dF, com relagao a
estas bases é a matriz jacobiana de ) o F o ¢~ em ¢(p).

Observagao: Lembramos que a matriz jacobiana de 9o F o ¢~! em um ponto
x de seu dominio é a matriz A € R"*™ dada por

Ai- — a(wOFC')QS_l)i

J 7 ?
ox .

comi=1,....nej=1,...,m.

Demonstracao. Sabemos da Algebra Linear que para determinar a matriz de
dF), nas bases indicadas é suficiente escrever Vj o vetor dF, (0;],) na base
{52] F(p)}> € os coeficientes destas combinagoes lineares fornecem a matriz de-
sejada.

Com esse objetivo, vamos analisar o vetor dF), (0;|,) com mais atencao.
Dada uma fungao f € F(N), segue da definicao de 0;|,, fornecida na segao
2.2, que

de(aj‘p)(f) = @-‘p(foF)
IfoFogp™!)
oI

é(p)
Como U N F~1(V) é uma vizinhanga de p, o que implica ¢(U N F~1(V)) ser
uma vizinhanca de ¢(p), podemos escrever
foFo¢ ' (z)=(foy™)o(doFog™)(a),
para cada z € (U N F~1(V)). Entao,

dFy, (951,) (f) = O((f o 9™ )ggoFoqf) )

o(p)
Usando a Regra da Cadeia no membro direito desta equagao, obtemos

n o o —1 o oFo —1\1
dF, (9;1p) (f) = Z % ) o Oz -
p

=1
noo_ 0 oFo —1\4

[ O o Fogly
- (e

=1

#(p)

#(p)

-@\mm) (f)
#(p)
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Como esta equagao vale Vf € F(N), concluimos que

" g Fog )| -
dF, (9;1,) = 5 - Oi|F (),
i=1 #(p)
o que fornece o resultado desejado. O

Exemplo 2.4.4. Considere a fungao F' : R — R? dada por F(t) = (cost,sint).
E imediato que F' é diferencidvel. Vamos calcular a diferencial de F' em t; € R.
Entao Vv € T} R, escreva v = A % ‘to’ com A € R. Como F' coincide com a sua

)

= A (d_Fl(tO) g

representacao F', temos

d
dFto (/U) = dFtO ()\ %

_|_d_FQ(t)£
dt "’ dy

dt ox

F@o))

F(to)

F(to)

0
+ Acosty —

0
= —Asinty —
F(to) dy

Ox

Observe que a matriz jacobiana de F' em t; é dada por ( —sinty cos to). A

Se U C R™ ¢é aberto e F': U — R" é uma funcao diferenciavel, a diferen-
cial classica de F' e a que definimos acima sao o mesmo objeto? Examinando
as defini¢oes de ambas, concluimos que nao; entretanto, a proposicao acima,
ilustrada pelo exemplo, mostra que isso nao importa: as duas aplicagoes pos-
suem a mesma matriz, e os resultados que tinhamos antes, como o Teorema
da Funcao Inversa, continuam valendo.

Aproveitando a oportunidade, vamos mostrar como o Teorema da Funcao
Inversa se estende para o contexto mais geral das variedades. Uma certa
reflexao a respeito do assunto mostra que isso realmente nao é uma surpresa,
pois as variedades diferenciaveis sao construidas de modo a se comportarem,
localmente, de forma semelhante aos espagos R™.

Definicao 2.4.5. Sejam M™, N" variedades ¢ F' : M — N uma funcao dife-
rencidvel. Dizemos que ' é um:

(i) difeomorfismo, se F € bijetiva e F~1 é diferencidvel;

(i) difeomorfismo local em p € M, se existem vizinhangas U C M de p e
V C N de F(p) tais que F : U — V € um difeomorfismo;

(#i) difeomorfismo local, se para cada p € M tem-se que F é um difeomor-
fismo local em p.

Usando esta terminologia, o Teorema da Funcao Inversa pode ser formulado
da seguinte maneira:
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Teorema 2.4.6. Uma funcao diferencidvel F': M™ — N™ é um difeomorfismo
local em p € M sse m =n e dF), € invertivel.

Observagao: A condigao m = n, isto é, dim(M) = dim(N), foi posta apenas
para chamar atencao ao fato de que se existe um difeomorfismo local entre duas
variedades diferencidveis, elas obrigatoriamente possuem a mesma dimensao.
Como a dimensao de uma variedade é igual a dimensao de qualquer espaco
tangente a ela, esta condicao ¢ conseqiiéncia de df}, ser um isomorfismo, e
qualquer mencao a ela sera omitida na demonstracao do teorema, assim como
nas dos resultados que o seguem.

Demonstracao. Primeiro, suponha que F' é um difeomorfismo local em p e
sejam U,V vizinhangas de p e F(p), respectivamente, tais que F : U — V é
um difeomorfismo. Disso segue que

dF, o d(Fﬁl)F(p) = dFp-1r@p)) © d(Fil)F(p)
= d(Fo F_I)F(p)
= d(idv)p)
= idry, N

e, analogamente, que
d(Fil)F(p) o dF, = idg,u-

Portanto, dF, é invertivel e (dF},)™" = d(F ™) p().

Agora, suponha que dF, ¢é invertivel. Sejam (U’,¢) e (V', 1) cartas em
M e N ao redor de p e F(p), respectivamente, tais que F(U’') C V'. Estas
cartas podem ser obtidas da seguinte maneira: dada (V’,1) uma carta em N
ao redor de F(p), a continuidade de F garante que F~!(V’) é uma vizinhanga
de p; logo, existe uma carta (U’, ¢) de M ao redor de p tal que U’ C F~(V'),
isto é, tal que F(U") C V.

Feito isso, considere a funcao

F:¢(U) CR" — (V') C R"

dada por B
F(z) =4 oFo¢ !(x), Vo € ¢(U").

Observe que F ¢é diferencidvel. Além disso, a matriz jacobiana de F em o(p) €
(U’ é dada por

. OF' 0o Fogly
’ Ox? &(p) Ox? é(p)

A hipétese de dF), ser invertivel, junto com a proposigao anterior, mostra que J
¢ invertivel, e o Teorema da Funcao Inversa na forma classica (veja o apéndice)
garante a existéncia de abertos U” C ¢(U’) e V" C (V') tais que

o ¢(p) € U,
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o F(o(p) = ¢(F(p) € V"

o [':U" — V" é um difeomorfismo.

Defina U = ¢~ }(U") e V = ¢y~1(V"); das observagoes acima, temos que
U é vizinhanga de p, enquanto V é vizinhanca de F(p). Ademais, definindo
G:V —=UporG=¢'o F~1o 1, vemos que G é diferencidvel e, uma vez
que Fly =19~ ! o F o¢, também que

FoG = (p'oFog)o(¢p ' oF oy

= idy
GoF = (¢ oF " oy)o( ™ oFog)
= idy.
Portanto, F': U — V é um difeomorfismo. O

Corolario 2.4.7. Uma funcao diferencidvel F' : M™ — N™ é um difeomor-
fismo local sse m = n e dF, ¢é invertivel, Vp € M.

Demonstracao. Imediata das defini¢oes e do ultimo teorema. O

Corolario 2.4.8. Uma funcao diferencidvel e bijetiva F' : M™ — N™ é um
difeomorfismo sse m = n e dF), é invertivel, Vp € M.

Demonstracao. Se F' é um difeomorfismo, entao F' é um difeomorfismo local
em todo p € M, donde segue que dF}, é invertivel, Vp € M. Por outro lado,
se dF, é invertivel, Vp € M, usamos o corolario anterior para garantir que
Vg € N existe uma vizinhanga V' C N de ¢ tal que F~!|y, ¢é diferencidvel, e
disso segue que F~! é um difeomorfismo. O

Os difeomorfismos sao extremamente importantes no estudo das varieda-
des diferenciaveis, pois, do ponto de vista desta teoria, duas variedades dife-
renciaveis difeomorfas sao indistingiiiveis.

Para encerrar esta secao, assim como dar subsidios para a proxima, vamos
examinar como podemos usar as funcoes diferenciaveis para transformar os
fibrados tangentes.

Considere uma funcao diferenciavel F' : M™ — N™. Para cada (p,v) €
TM, comov € T,M, podemos aplicar a diferencial dF}, em v, obtendo um vetor
tangente dF,(v) € Trp)N. Isso nos leva a definir a funcao dF : TM — TN
por

dF (p,v) = (F(p), dF,(v)).

Usando a notacao (p,v) = v,, podemos escrever
dF (vy) = dFy(vp),

observando também que é bastante claro que dF},(v,) € Tp,)N. Esta funcao
¢ a chamada diferencial de F'.
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Teorema 2.4.9. Sejam M™, N" Q9 variedades diferencidveis e F' @ M —
N,G: N — @ aplicagoes suaves. Entao:

(a) dF : TM — TN ¢é uma fun¢ao diferencidvel;

(b) dF € linear em cada fibra de TM;

(c) d(Go F)=dG o dF;
(d) d(idy) = idpar.

Demonstracao. (a) Seja F': M™ — N™ uma funcao diferencidvel. Para mos-

trar que dF : TM — TN é diferencidvel, sejam (U, P) e (V, V) cartas em
TM e TN determinadas pela cartas (U, ¢) e (V,1) de M e N, respectiva-
mente, tais que dF(U) C V.

Para cada (z,v) € ®(U) = ¢(U) x R™, temos

VodFod '(r,v) = \Iloch< Z ]aj‘d)—l(x))

]:

— \D(Fod) Zv] dFy-12) (05]6-1( ))
= (%)

Lembrando da proposicao 2.4.3,

dFy1(2) (161 (@)

e temos, entao,

(*) _ @<FO¢1($)7Z<Z a(¢ogpj¢1)i

= |YoFogp™ (Za¢OFO¢ i

Definindo, como fizemos na demonstracao do teorema 2.4.6, a funcao F' =
o Fog¢t que é diferencidvel, podemos escrever a identidade acima na
forma

VodFod x,v) = <ﬁ(x),dﬁ$(v)) .

Como isto define uma funcao diferenciavel de ®(U) em ¥(V), segue da
definicao que dF ¢é diferenciavel em U. A arbitrariedade na escolha das
cartas faz com que dF seja suave.

Sejap € M e n=*(p) = T,M a fibra de TM sobre p. Decorre da definigao
de dF' que dF'|g,n = dF,, que é uma funcao linear.
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(c) Dado v, € TM, temos
d(GoF)(v,) = d(GoF)y(vp)
= dGpp)(dFy(vy))
= dG(dF(vp)),
donde d(G o F) = dG o dF.
(d) Para cada v, € TM,

d(ida)(vp) = d(idar)p(vp)
= idTp M(Up)
(.
A diferencial de uma funcao contém nao apenas as informacoes referentes

aos espagos tangentes, mas também a respeito da prépria funcao. Se X : M —
TM é um campo vetorial suave qualquer, entao Vp € M temos

wTNodFoX(p) = WTN(F(p)7de(Xp))
= F(p),

e disso decorre que F' = mpy o dF o X. Podemos resumir esta propriedade no
seguinte diagrama comutativo:

™M —% 7N
X TTN
M - N

O préximo resultado fornece uma propriedade importante da diferencial e
que sera de grande valia no estudo mais aprofundado que faremos, na proxima
secao, a respeito dos campos vetoriais.

Proposicao 2.4.10. Se ' : M™ — N™ ¢ um difeomorfismo, entao dF :
TM — TN também é um difeomorfismo.

Demonstragdo. O fato de F ser um difeomorfismo implica que dF e d(F~1)
estao bem-definidas e sao diferenciaveis. Para verificar que dF é um difeo-
morfismo, ¢é suficiente que (dF)~! = d(F~!); no entanto, isso é conseqiiéncia
imediata das partes (c) e (d) do teorema 2.4.9, o que mostra o resultado. [J

Curvas Suaves

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma curva suave em M é uma funcao
diferenciavel v : I — M, em que I C R é um intervalo aberto. O wetor
velocidade de v em ty € I é o vetor tangente

t())

d
,7( 0) rytO (dt
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Observe que, dada f € F(M), temos

i) = d <@

atl,

d(fon)
= i (to),

isto é, §(to) atua sobre as fungoes diferencidveis derivando-as ao longo de v em
to.

Um dos fatos mais marcantes a respeito das curvas suaves numa variedade
é o seguinte:

Teorema 2.4.11. Sejam M uma variedade diferencidvel e p € M. Para cada
v e T,M, existe uma curva suave 7y : (—e,e) — M tal que v(0) = p e %(0) = v.

Demonstragao. Seja (U, ¢) uma carta local ao redor de p e escreva

v = Z v 0y,
i=1

em que {0;],}7, é a base de T,M determinada por (U, ¢). Seja

v=(v',...,v") €R™
e defina

vi(-ee) — M

por

1(t) = ¢~ (d(p) + tV),
em que £ > 0 é escolhido pequeno o suficiente para que ¢(p) + tv € ¢(U),
vt € (—¢,¢€).

E claro que v assim definida é suave e que ¥(0) = p. Além disso, temos

que
m

0 = H(0)()
= Y(0)(m" 0 ¢)
_ d(¢on)
- S0
Portanto,
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2.5 Mais Sobre Campos Vetoriais

Nas duas secoes anteriores, estudamos, separadamente, os campos vetoriais
e as diferenciais de funcoes suaves. Nesta secao, vamos explorar as relacoes
existentes entre esses dois conceitos.

Considere uma funcao diferencidavel F' : M — N e os campos vetoriais
X e X(M)eY € X(N). Estas informagoes podem ser visualizadas no seguinte
diagrama:

™ —% TN
X Y
M B N

Caso exista, a comutatividade deste diagrama, expressa pela equagao
YoF =dF oX,

pode ser usada para estudar as propriedades de um dos campos a partir do
outro e de F'.

Defini¢ao 2.5.1. Dados F : M™ — N™ diferencidvel, X € X(M) e Y €
X(N), dizemos que os campos X e Y estao F-relacionados se o diagrama
acima comuta, i.e., se Y o F'=dF o X.

Exemplo 2.5.2. Seja F': R — R? dada por F(t) = (sint,cost). Sabemos
(veja o exemplo 2.4.4) que esta funcao é diferencidvel e que sua diferencial é
dada por

+ Acost 2

, Vt € R.
F(t) dy

dF ()\ 4
F(t)

dt

) = —\sint g
. ox

Considere os campos X € X(R) e Y € X(R?) definidos por

d
Xt - -
dt .
0 0
Yoy = —Y5z| T2
O (z,y) dy (z,y)

Afirmamos que X e Y estao F-relacionados. De fato, Vt € R

)

. 0
= —sint —

Oz
- (Y o) F)t

d

+ cost g
F() dy

F(t)
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A

Observe que, de maneira geral, nao podemos isolar nem X nem Y na
equacao
YoF=dFoX.

Isso significa, se assumirmos conhecidos F' e X, e desejarmos determinar se
existe algum campo Y que estda F-relacionado com X, entao, em geral, a
equacao acima nao pode ser usada para construtir Y. Portanto, dado X €
X (M), nem sempre pode-se garantir a existéncia de um campo Y € X(N) que
esteja F-relacionado com X.

No entanto, na situacao especial em que F' é um difeomorfismo, este pro-
blema nao surge.

Teorema 2.5.3. Se F': M — N € um difeomorfismo, entao para cada X €
X (M) existe um unico Y € X(N) de modo que X e Y estio F-relacionados.

Demonstracao. A hipotese de F' ser um difeomorfismo significa que F é bijetiva
e F~! ¢ suave. Com isso, definaY : N — TN por Y = dFoXoF~!. E imediato
que Y é uma funcao diferencidvel, e é facil ver desta definicao que, caso Y seja
um campo vetorial, entao X e Y estao F-relacionados.

™M —% 7N
A
|
X Y:
|
1 |
M N

Para ver que Y é um campo vetorial, tome ¢ € N qualquer. Entao,
Xo F_l(q) = prl(q) € TFfl(q)M,
de modo que
dF o X o F~'(q) € Tp(p-1(g)N = T,N.

Logo Y, € T;N, Vg € N, como queriamos.
Falta mostrar que Y é o tnico campo em N que esta F-relacionado com
X; porém, isso é imediato da definicao 2.5.1 e da construcao de Y. O

Como conseqiiéncia deste teorema, dado um difeomorfismo F' : M — N,
podemos definir uma fungao F, : X(M) — X(N) que a cada X € X(M)
associa o unico campo vetorial Y em N que estda F-relacionado com X. As
propriedades de F, sao descritas no proximo resultado.

Proposicao 2.5.4. Sejam M, N, Q) wvariedades diferencidveis e F' : M —
N,G: N — Q difeomorfismos. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(a) F, € linear;
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(b) (GoF),=G,o0F,;
(¢) (idu). = idxqan)-
Demonstragao. (a) Sejam X, X’ € X(M) e A € R, de modo que

FAX+MX) = dFo(X +)XX")oF!
= dFo(XoF '+ A\X' o F));
a segunda igualdade decorre da definicao de adicao de campos vetoriais.
Como a funcao dF é linear sobre cada fibra de T'M (que sdao os espagos
tangentes), da defini¢do de campo vetorial segue que
dFo (X o F '+ AX'0F ") = dFoXoF '+ AdFoX' oF ™)
= FX+MLX'.
Portanto,
F. (X +)X') = F.X + \F. X,

como era desejado.

(b) Dado X € X(M), temos

(GoF),X = d(GoF)oXo(GoF)™*
= dGodFoXoF toG™
= (G*OF*)Xa

o que mostra que (G o F), = G, o F..
(c) Para cada X € X(M)

(idar). X = d(idas) o X o (idps)~*
pu— X7

e, portanto, (idas). = idx(arn. O

Corolario 2.5.5. Dado um difeomorfismo F': M — N, a aplicacao F, é um
isomorfismo linear natural entre X(M) e X(N).

Demonstracao. Como F), é linear, para mostrar que esta funcao ¢ um isomor-
fismo é suficiente verificar que F, é bijetiva. Além disso, como a sua definicao
idepende de quaisquer escolhas de bases, teremos ao final que F, é um isomor-
fismo natural.

Considere a transformagao linear (F~!),, definida entre X(N) e X(M). Da

parte (b) do teorema vem que

Foo(F™Y)., = (FoF™), = (idy).
(FY.,0F, = (F'oF),=(idy)..



Mais Sobre Campos Vetoriais 103

Portanto, da parte (c) temos

F*O(F_l)* = idx(N)
(Fﬁl)*oF* = 1d%(M)>

o que mostra que (F~1), = (F,)~. O

Vamos mostrar que F, é, na verdade, um isomorfismo de algebras de Lie.
Entretanto, como o colchete de Lie de campos vetoriais foi construido a partir
da acao destes sobre as funcoes reais diferencidveis, antes de prosseguirmos
precisamos do seguinte critério:

Lema 2.5.6. Seja F' : M™ — N" uma aplicacao diferencidvel. Entao, o0s
campos X € X(M) e Y € X(M) estio F-relacionados sse Vf € F(N) tem-se

X(foF)=(Yf)oF.

Demonstragao. Primeiro, note que X (f o F),(Yf)o FF € F(M), Vf € F(N).
Deste modo, tome p € M; entao,

X(foF)p) = Xp(foF)
= de(Xp)(f)
= (dF o X)(p)(f)

(Yf)oF(p) = Y[(F(p)
= YF(P)(f)
= Yo F)p)(f)

Como estas igualdades valem Vp € M e Vf € F(N), a partir delas é ficil ver
que X e Y estao F-relacionados sse X(fo F) = (Y f)o F,Vf € F(N). 0O

Observe que, se X1, Xo € X(M) e Y1,Ys € X(N) sao tais que X; e Y; estao
F-relacionados, i = 1,2, entao, dada f € F(N), é imediato do lema que

Xi(foF) = (Yif)oF
Xo(foF) = (Yaf)oF.

Como X (foF),(Y1f)oF € F(M), podemos aplicar o campo X, em ambos os
membros da primeira equagcao, e disso segue que Xo X1 (foF) = Xo((Y1f)oF).
Por outro lado, escrevendo g = Yif, vemos que g € F(N), de modo que
podemos aplicar o lema novamente:

Xo((Vif) o F) = Xp(goF)

= (Yag)o F
(YaYif)o F.
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Portanto,
XoXi(foF) = (YaY1f)oF.

De maneira analoga,
X1 Xs(f o F) = (V1Yaf) o F.
Fazendo a diferenga entre essas duas equagoes, temos
(X1 X = X0 X5)(f o F) = (Y2 = YaV1) f) o F,
isto é,
(X1, Xo](f o F) = ([Y1,Y2]f) o F.

Como esta igualdade vale Vf € F(N), decorre do lema que [X;, X5 e [V, Y3]
estao F'-relacionados. Esta argumentacao mostra o seguinte resultado:

Teorema 2.5.7. Se X1, Xy € X(M) e Y1,Yy € X(N) sao tais que X; e Y;
estao F-relacionados, 1 = 1,2, entio [X1,Xs] e [Y1,Ys] também estio F-
relacionados.

Corolario 2.5.8. Seja F' : M — N um difeomorfismo. FEntao, a funcao
F.:X(M) — X(N) € um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao. Como F, é um isomorfismo linear, basta mostrar que F, é um
homomorfismo de dlgebras de Lie. De fato, dados X, Xo € X(M), temos da
definicao de F, que X; e F,X; estao F-relacionados, © = 1,2. Pelo teorema
anterior, isso implica que [F, X1, F, X5] estd F-relacionado com [X7, X5]; como
F.[X1, X5] € X(N) também goza desta propriedade, segue que

F*[Xl,XQ] - [F*le F*X2]7

como desejado. O



Capitulo 3

Grupos de Lie

Grupos de Lie sao objetos em que estao compatibilizadas uma estrutura
algébrica — a de grupo — e uma estrutura diferenciavel. Esta relacao tem
como conseqiiéncia um grande ntimero de resultados profundos. Neste capitulo,
propomos analisar alguns deles, além de finalmente mostrarmos que os grupos
lineares sao grupos de Lie com um tipo de estrutura diferenciavel bastante
particular.

3.1 Definicoes e Exemplos

O conceito de grupo linear, que apresentamos no primeiro capitulo, pos-
sui muitas aplicagoes ao estudo da Geometria, assim como em outras areas.
Mostramos algumas delas na secao 1.7. No entanto, restringir a nossa atencao
apenas a tais grupos limita muito a diversidade de problemas que podemos
estudar.

Por exemplo, seja E(n) o grupo das congruéncias do espago R", isto é,

E(n) ={f:R" = R": [[f(2)[| = [|l2[|, V2 € R"},

em que ||-|| denota a norma euclideana. Pode-se mostrar que cada f € E(n)
¢ da forma

f(z) =u+a(x), Vo € R"

em que u € R" e a € O(R"). Logo, F(n) nao é um grupo linear!.

Muitos outros grupos de transformacoes nao sao lineares, como: isometrias
numa variedades riemanniana (ou pseudo-riemanniana), automorfismos de um
espaco afim, transformacoes de Galileu, entre outros.

Mesmo que, depois, nos deparemos com o fato de que todos esses grupos
sejam isomorfos a grupos lineares, precisamos, a principio, de uma nog¢ao mais
geral para descreve-los.

'Por outro lado, pode-se mostrar que E(n) é isomorfo a um subgrupo de GL(R"*1), mas
isso é uma questao da teoria de representacgoes.
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Definicao 3.1.1. Um grupo de Lie é um grupo G munido de uma estrutura
diferencidvel de modo que as fungoes

(9,h) € GxG — gh € G
g € G +— gt e

sao diferencidveis, considerando em G X G a estrutura de variedade produto.
Observacoes:
(1) O elemento neutro de G serd denotado, como é usual, por e.

(2) A exigéncia de que a operacao de grupo e a inversao sejam diferencidveis
pode ser substituida pela de que

(g,h)GGXGp—>gh71€G
seja suave.

Exemplo 3.1.2. Seja E um espago vetorial real de dimensao finita e normado.
Isso define, como vimos na secao 2.1, uma estrutura diferenciavel em F através
de uma tnica carta (F,¢), em que ¢ : E — R" é um isomorfismo linear.
Considerando a operagao

(u,v) EEXE—u+veE,

vemos que F é um grupo de Lie abeliano. A

Exemplo 3.1.3. Em R* = R\{0}, considere a estrutura de subvariedade
aberta e a de grupo com a operacao de multiplicacao. Nao é dificil mostrar
que isso faz de R* um grupo de Lie. O mesmo vale para C* e H*, em que H
denota o anel dos nimeros quatérnions. A

Exemplo 3.1.4. Seja F um espaco real normado e de dimensao finita e
considere o grupo linear GL(E). Considerando para GL(E) a estrutura dife-
renciavel dada no exemplo 2.1.10 e as operacoes usuais de grupo, temos que
GL(FE) é um grupo de Lie, pois, dados a,b € GL(F), as entradas matriciais de
ab em qualquer base sao fungoes polinomiais das entradas de a e b.Além disso,
escrevendo a matriz de a~! em termos da matriz dos cofatores, as entradas da
matriz de a~! sdao fungoes racionais cujo denominador (que é det(a)) jamais se
anula. A

Exemplo 3.1.5. Seja G e H grupos de Lie. Considere em GG x H, o produto
direto de G e H, a estrutura de variedade produto. Lembre que a operacao
em qestao é dada por

(917 hl) : (927 hz) = (91927 h1h2),

para quaisquer gi,9o € G e hy,hy € H. Afirmamos que G X H, com esta
estrutura, é um grupo de Lie. De fato, dadas cartas (U;, ¢;) em G e (V;, ;) em
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H, comi=1,2,3, considere as cartas (U; X V;, ¢; X 10;) em G X H. Assumindo
que, para cada (g1, h1) € Uy X Vi e (ga, he) € Uy X Vs, tenhamos

(g1, h1) - (92, he) = (9192, hiho) € Us x Vs,

entao, dado

((z1,91), (T2, 92)) € (¢1 X 1) X (P2 X Y2) ((Ur x V1) % (Uz x V3)),

temos
o3 x U3 ((( ¢1 X )" a1, ) - (92 X ¥2) ™ (22, 12))) =
@3 X s (61 (21), U1 (y1)) - (03 (w2), ¥3 ' (42))) =
= @3 X U3 (¢1 1 ﬁf)g (z2), 1 (yl) ( )) =

- <¢3 (¢11($1) o (x )) V3 (1/)1 (y)vy  (y )))7

o que define ume fungao diferencidvel. Além disso, se V(g, h) € Uy x V; tivermos
(g7, h71) € Uy x Vi, entao V(z,y) € ¢y x 1 (U x V;) vale

b2 %t (00 x o) M) ) = dax o (01" @) " (65" ) )
= (o (@) ) e (' w) ).

o que também define uma funcao diferenciavel.
A partir disso, nao é dificil mostrar que o produto direto de uma familia
finita qualquer de grupos de Lie também é um grupo de Lie. A

Definicao 3.1.6. Um homomorfismo entre grupos de Lie G e H é uma fung¢ao
suave  : G — H que também é um homomorfismo de grupos. Um isomorfismo
¢ um homomorfismo bijetivo cuja inversa também €é um homomorfismo de
grupos de Lie.

Observacao: Uma vez que a funcao inversa de um homomorfismo de grupos
sempre é um tal homomorfismo, para que um homomorfismo de grupos de Lie
bijetivo seja um isomorfismo ¢ suficiente que a sua inversa seja diferencidvel.

Definicao 3.1.7. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel.
Uma acao a esquerda de G sobre M € uma func¢ao diferencidvel o : GXM — M
tal que

(i) a(gh,p) = alg,a(h,p)), Vg,h € G, Vp € M;
(i) ale,p) =p, Vp € M.

Analogamente, uma acao a direita de G sobre M é uma funcdo suave « :
M x G — M que satisfaz

(iii) o(p, gh) = a(a(p,g),h), Vg,h € G, Vp € M;
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(v) a(p,e) =p, Vp € M.
Dada uma acao a esquerda o : G X M — M, para cada g € GG considere
a funcdo oy : M — M dada por a,(p) = a(g,p). A condigao (i) significa que
Qg = a4 0 ay, Vg, h € G, e a condigao (ii), que a, = idy. Observe que cada
o, ¢ um difeomorfismo em M, pois
e ay,=aoi,, Vg€ G, emquei,: M — G x M édada por i)(p) = (g,p).
Como 4. é diferencidvel (secao 2.2), segue que o é suave.

71 / /4 . .7
o o,1 = (a,)  também é diferencidvel.

O mesmo vale para acoes a direita, com a unica diferenca de que, neste caso,
Qgp = O, O Q.

Exemplo 3.1.8. Dados G um grupo de Lie e M uma variedade quaisquer,
defina o : G x M — M por «a(g,p) = p. E facil ver que esta fungao é uma
acao a esquerda de G sobre M, a acao trivial. A

Exemplo 3.1.9. Dado um grupo de Lie G, defina

L : GxG—=d
R : GxG—=3d

por

L(g,h) = gh
R(g,h) = hg.

A defini¢ao de grupo de Lie implica imediatamente que L e R sao diferencidveis,
e dos axiomas de grupo decorre que L é uma acao a esquerda e R, a direita.
Observe que L e R sao acoes livres, no sentido que, se g € G é tal que
L,(h) = h ou R,(h) = h para algum h € G, entdo g = e. Além disso, elas sao
transitivas, isto é, dados hy, hy € G quaisquer, existem ¢, g» € G tais que

Lg,(h1) = ho
Rg2(h1) = h2§

a saber, g, = hghfl e gy = hflhg. Observe que de L e R serem livres temos
que g, e gs sao Unicos. A

As acoes apresentadas no exemplo anterior sao de grande importancia na
teoria dos grupos de Lie, pois elas fornecem, para quaisquer dois pontos do
grupo, um difeomorfismo global (i.e., definido na variedade inteira) que leva
um ponto no outro. Veremos isso com detalhes na préoxima segao.

Vamos ver, agora, uma maneira de construir um novo grupo de Lie a partir
do produto cartesiano de dois outros que generaliza o produto direto.
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Seja GG, H grupos de Lie e o : H X G — G uma acao a esquerda de H sobre
G tal que Vh € H a funcao «aj : G — G é um homomorfismo de grupos de
Lie. Uma vez que oy, é um difeomorfismo, para que esta tltima condicao seja
satisfeita é suficiente que «y, seja um homomorfismo de grupos. Observe que
se oy, € um homomorfismo de grupos de Lie, Vh € H, entao o mesmo vale para
ap-1 = (ah)_l, de modo que a4, é isomorfismo de grupos de Lie, Vh € H.

Considere a variedade G x H e defina V¢,,92 € G e Vhy,ho € H

(glvhl)(;(927h2) = (g1 - ny (92), haha).

Nao é dificil mostrar que esta operacao define uma estrutura de grupo em
G x H, cujo neutro é

(e, en)

e cujo inverso do elemento (g, h) é

(-t (g71),n71).

Este grupo é chamado produto semi-direto de G e H, e é denotado por G x, H.
Usando o fato de que « € suave, um argumento semelhante ao apresentado para
o produto direto de grupos de Lie mostra que a operacao de G x, H é suave,
assim como a inversao. Portanto, G x, H é um grupo de Lie.

Exemplo 3.1.10. Considere os grupos de Lie R" e GL(R™), o primeiro munido
da operacao de adigao e o segundo, da composi¢ao. Defina o : GL(R™) x R" —
R™ por

ala,u) = a(u).
E fécil ver que v é uma aciio de GL(R") sobre R” e que o, é um homomorfismo
de grupos de Lie, Va € GL(R"). Portanto, R" x GL(R™) é um grupo de Lie
(aqui, omitimos o simbolo «a, pois esta agdo é candnica), chamado de grupo
afim de R™.

Cada elemento (u,a) de R™ x GL(R™) deve ser interpretado como uma

aplicacao

(u,a) : R" - R"
definida por

(u,a)(x) = u+ a(z);

isto é, R™ x GL(R™) é o grupo das aplicacoes afins bijetivas de R™. Observe
que, dados (u,a), (v,b) € R™ x GL(R™), temos Vz € R" que

(u,a)o (v,0)(x) = (u,a)(v+b(x))
= u+a(v+bx))
= (u+a(v))+ ab(zx),
ou seja,
(u,a)o (v,b) = (u+a(v),ab)
= (u+ ayu(v),ab),
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o que motiva de maneira natural a multiplicagao em R"™ x GL(R™). A

Exemplo 3.1.11. Um dos principais objetivos deste trabalho, que serd cum-
prido na secao 3.3, é mostrar que todo grupo linear é um grupo de Lie. Em
particular, O(R"™) é um grupo de Lie. Com isso, o grupo F(n) das congruéncias
de R™ é um grupo de Lie, pois

E(n) =R" x, O(R"),
em que « é a restricao a O(R™) da agao apresentada no exemplo anterior. A

r ue mui ru ie na jam rincipio, gru inear
Apesar de que tos os de Lie nao sejam, a cipio, os lineares
— pois seus elementos nao sao operadores lineares —, podemos tentar construir
isomorfismos entre membros das duas classes.

Definicao 3.1.12. Uma representacao de um grupo de Lie G é um homomor-
fismo de grupos de Lie

oG — GL(E),

em que E é um espaco vetorial real ou complexo de dimensao finita. Caso ¢
seja injetiva, dizemos que ela € fiel.

O estudo das representacoes de grupos (em particular, dos de Lie) recebe
o nome de Teoria de Representacoes. O papel desta teoria nao é apenas obter
propriedades para os grupos, mas também usar estas propriedades para obter
informagoes sobre os espacos sobres os quais eles agem. Por exemplo, E pode
ser o espaco de solugoes de uma dada equacao diferencial, e o homomorfismo
transforma GG no grupo de simetrias da equagcao.

Exemplo 3.1.13. Vamos mostrar uma representagao fiel de R" x GL(R") em
GL(R™1). Defina @ : R" x GL(R") — GL(R"™!) por

O(u,a)(x,t) = (tu+ a(z),t),

para (u,a) € R" x GL(R"), x € R" e t € R. Note que ® estd bem-definida,
pois, dados z,y € R" e 5,1, A € R, temos

O(u,a)(x+ Ay, t+As) = ((t+ As)u+a(z + \y),t+ As)
= (tu+a(x),t) + Asu+ a(y), s)
= P(u,a)(x,t) + A0(u,a)(y, s).

Além disso, se (z,t) € ker(®(u, a)), entao
B(u,a)(,1) = (tu -+ afx),t) = 0,

de modo que t = 0 e, portanto, x = 0.
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A fungao ® é um homomorfismo de grupos, pois dados (u, a, (v,b) € R™ x
GL(R"), entao V(z,t) € R*H!

®((u,a)- (v,0))(z,t) = P(u+ a(v),ab)(z,t)
(t(u+a(v)) + ab(x),t)

(tu + a(tv + b(z)), 1)

O (u, a)(tv+ b(z),

;
= ()0, D))

Esta representagao também é fiel, pois, se (u,a) € ker(®), entao ®(u,a) =
idgn+1, de modo que

t
)

O (u,a)(0,t) = (tu,t) = (0,t), Vit e R=u=0

O (u,a)(z,0) = (a(z),0) = (2,0), Vr € R" = a = idgn.

Logo, (u,a) = (0,idgn). Por fim, a diferenciabilidade de ¢ decorre de podermos
escrever V(u,a) € R" x GL(R")

ol = (5 1)

numa base apropriada: as entradas da matriz sao fungoes diferenciaveis de

(u,a). A

3.2 A Algebra de Lie de um Grupo de Lie

Seja GG um grupo de Lie. Dados g, h € GG, as fungoes
th—l, Rg—lh G — G
sao difeomorfismos que satisfazem

Lypg-1(9) = Rg-11(g) = h.
Este comentario mostra o seguinte:

Lema 3.2.1. Seja G um grupo de Lie. Entao, Vg, h € G existe um difeomor-
fismo
F:G—-G

tal que F(g) = h.

Muitas das propriedades dos grupos de Lie decorrem deste fato, como, por
exemplo, o seguinte:

Lema 3.2.2. Dados g,h € G, os espagos T,G e T,G' sao naturalmente iso-
morfos. Em particular, T,G € naturalmente isomorfo a T.G, Vg € G.
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Observagao: Numa variedade diferenciavel M qualquer, os espacos tangentes
tém todos a mesma dimensao, o que os faz serem isomorfos. No entanto, estes
isomorfismos nao sao, em geral, naturais, pois dependem de bases induzidas
por cartas locais.

Demonstragao. Sendo Lp,-1 : G — G um difeomorfismo tal que Ly,-1(g) = h,
entdo d(Lpg-1) : T,G — T;,G é um isomorfismo natural. O mesmo vale para
Ry-1p,. O

Considere X um campo vetorial sobre (G, suave ou nao. Dados ¢g,h € G,
podemos transportar X, € T,G por d(Lp,-1) ou d(R,-1,) até T),G e compara-lo
com X, (veja a figura 3.1).

d(Lpg 1/(Xg)

Figura 3.1: O transporte de X, por d(Lp,-1).

Definicao 3.2.3. Sejam G um grupo de Lie e X um campo vetorial em G.
Dizemos que X ¢ invariante a esquerda se Vg, h € G tem-se

Xp = d(Lng-1)(Xy),
e invariante a direita se Vg,h € G
Xp = d(Rgflh)(Xg»

Observacao: Decorre de L e R serem agoes livres que , dados g,h € G, Lj4
¢ a Unica translacao a esquerda que leva g em h e R,-1;, a Unica a direita.
Chamamos atencao a este fato, pois caso tivéssemos mais de uma translacao a
esquerda ou a direita levando g em h, entao terfamos problemas com a defini¢ao
acima.

Os campos invariantes a esquerda e a direita estao relacionados da seguinte
maneira:

Lema 3.2.4. Se X ¢ um campo invariante a esquerda, entdo o campo Y
definido por

Yy = d(Ry) o d(Ly-1)(X,),
¢ invariante a direita. Similarmente, se X € invariante a direita, entao

Yy =d(Ly) o d(Ry-1)(X,)

€ invariante a esquerda.



A A/lgebm de Lie de um Grupo de Lie 113

Demonstracao. Mostraremos apenas a primeira das afirmagoes, pois a outra é
analoga. Primeiro, note que o campo Y dado por

Yy = d(Ry) o d(Lg-1)(X,)
é, de fato, um campo vetorial, pois
Xy €T,G=d(L,)(X,) € T.G =Y, € T,G.
Além disso, dados g, h € G, temos

A(Ry)(Yy) = d(Ryin) o d(Ry) 0 d(Ly1)(X,)

= d

— d(Ry) o d(Ly-1)(Xp)

=Y, O

Denote por [(G) e t((&) os conjuntos dos campos vetoriais em G invariantes
a esquerda e a direita, respectivamente. E fécil ver que [(G) e t(G) s@o espagos
vetoriais reais, pois, por exemplo, dados X,Y € [(g) e A € R, temos Vg,h € G
que
(X +AY) = X+ AV
= d(thfl)(Xg) + /\d(th*)(Yg)
= d(thfl)(Xg + /\Yg)a

além de 0 ser, obviamente, um campo invariante.
Com isso, podemos usar o lema para definir a aplicagao

T:1(G) — (G)

- T(X), = d(R,) o d(L,1)(X,), ¥X € [(G), Vg € G.

E imediato que T ¢é linear, e o lema também implica que T é bijetiva, pois,
definindo S : t(G) — [(G) por

S(X)g = d(Ly) o d(Ry-1)(X,), VX € v(G), Vg € G,
vemos que S = T~!. Isso mostra o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.5. Os espacos I(g) e t(g) sao naturalmente isomorfos.

Conseqiientemente, a andlise das propriedades dos campos invariantes basta
ser feita para um dos dois tipos. O padrao ¢ fazé-lo para [(G).

Proposicao 3.2.6. Seja X um campo vetorial em um grupo de Lie G. Sao
equivalentes as sequintes afirmacoes:
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(a) X € invariante a esquerda;
(b) X, =d(L,)(X.), Vg € G;
(¢c) X estd Ly-relacionado consigo mesmo, Vg € G.
Demonstracao. (a)=(b): Se X € [(G), entao Vg € G
Xg = d(Lge—1)(Xe) = d(Lg)(Xe).
(b)=(c): Lembrando a definigdo, precisamos mostrar que
d(L,)o X = X oL,, Yg € G,

De fato, dados g, h € G
X o Ly(h) = Xy,

e, por hipdtese,
Xgn = d(Lgn)(Xe) = d(Lg) 0 d(Lp)(Xe) = d(Lg)(Xn).

Portanto,
X o Ly(h) = Xgn = d(Ly) o X(h).

(c)=(a): Se X esta Ly-relacionado consigo mesmo Vg € G, entao
X =d(Ly)oXoL,, VgeQG,

uma vez que L, é um difeomorfismo. Em particular, dados g,h € G, temos
que

X - d(th*l) O X o L(hgil)il
A(Lng1) 0 X © Ly

e, portanto,

Xy = d(Lpg-1)o X o Ly-1(h)
= d(Lpg-1)(X,). O

Este lema oferece critérios uteis para verificar se um dado campo é invari-
ante a esquerda. Por exemplo, podemos usa-lo para mostrar o seguinte:

Teorema 3.2.7. A funcao de avaliagio € : (G) — T.G que a cada X €
(G) associa X, € T,G é um isomorfismo linear natural. Em particular,
dim([(@)) = dim(G).

Demonstracao. A funcao e é claramente linear, pela definicao das operacoes
entre campos vetoriais, e independe de qualquer escolha de bases. Para mostrar
que € bijetiva, construiremos explicitamente uma inversa.

Dado v € T.G, para cada g € G temos que

d(Lg) (v) € 1,G,
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o que mostra que a fungao
dada por

é um campo vetorial. E imediato que 7, = v, e do lema decorre que 7 € (G).
Deste modo, defina 7" : T,G — [(G) como a fungao que a cada v € T,G associa
0. Afirmamos que T = e !, o que de fato ocorre, pois, dados X € [(G),
veT.Gege G, temos

(Toe)(X)), = (X

= d(Lg)(Xe)
Xg
e
((eoT)(v) = .
= v. O
Corolario 3.2.8. Se (vq,...,v,) € uma base de T.G, entdo (v, ...,0,) € uma

base de [(G).

A nocao de campo invariante a esquerda com que estamos trabalhando nao
faz distincao entre os suaves e os nao suaves. O seguinte resultado mostra que
isso nao importa.

Teorema 3.2.9. [(G) C X(G).

Demonstracao. De acordo com o teorema anterior, é suficiente mostrar que
v € X(G), Yv € T.G. Para tanto, dado v € T.G, precisamos provar que
vf € F(G), Vf € F(GQ).
Seja 7y : (—e,e) — G uma curva suave tal que v(0) = e e (0) = v. Dada
f € F(G), defina
F:(—e)xG—R

por
F(t,g) = foLyon(t)= f(gv(t))

Como G é um grupo de Lie, entao F é suave. Dados tg € (—¢,¢) e g € G,
temos que

oF d
g(to,g) = %tofoLgov
= ;Y(to)(fOLg)

= d(Lg)(7(t))(f),
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pelas defini¢oes de §(ty) e de d(L,). Tomando ¢y = 0 e lembrando que ¥(0) = v,

oF
SH0.9) = (L))
- 179(f)
vf(9).

Portanto,

- oF

Uf(g) = 5(079% v.g eG
o que mostra que v f é diferencidvel. O

Com base neste teorema e na proposicao 3.2.6, temos o seguinte corolario,
cuja demonstracao é imediata.

Corolario 3.2.10. Sejam G um grupo de Lie e X um campo vetorial em G.
Sao equivalentes:

(a) X € (G);
(b) X € suave e (L), X =X, Vg € G.
Corolério 3.2.11. [(G) ¢ uma subdlgebra de Lie de X(G).

Demonstragao. O teorema mostra que [(G) é um subespago (de dimensao fi-
nita) de X(G). Além disso, dados X1, X € [(G) temos, do coroldrio anterior,
que

(Lg)s[ X1, Xo] = [(Lg)s X1, (Lg): Xo] = [ X1, Xo],

o que significa que [X1, X5] € [(G). O

Definigao 3.2.12. A algebra de Lie de um grupo de Lie G, denotada por g ou
Lie(G), € a dlgebra de Lie dos campos vetoriais em G invariantes a esquerda.

Exemplo 3.2.13. Uma questao importante é se sera possivel definir em
S*={(z,y,2) eER*: a? +y* + 22 =1}
uma operacao de grupo que o torne, com a estrutura diferenciavel usual, um
grupo de Lie. Suponha, por absurdo, que sim.
Dados G um grupo de Lie e X € [(G) (que, como mostramos, é suave), a
parte (b) da proposigao 3.2.6 implica a seguinte dicotomia:

e ou X, =0, Vg e G (caso X, = 0);

e ou X, #0, Vg € G (caso X, #0).
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Com isso, como dim(S?) = 2, certamente existe v € T.S* nao nulo, de modo que
v jamais se anula. No entanto, um conhecido resultado de Topologia mostra
que todo campo vetorial continuo em S* se anula em algum ponto, o que torna
a existéncia de v impossivel. Portanto, tal operacao nao pode existir. A

Procedendo com rela¢ao a t(G) de maneira andloga ao que fizemos para
[(G), mostra-se também que t(G) é uma subdlgebra de Lie de X(G). Além
disso, pode-se demonstrar que o isomorfismo linear que exibimos entre [(G) e
t(G) é também um homomorfismo de algebras de Lie.

Como [(G) e T.G sado espagos vetoriais isomorfos, podemos definir um
colchete de Lie em T,G através deste isomorfismo. FExplicitamente, dados
u,v € T,G, definimos

[u7 U] = [av Me'

Isso faz de T.G uma dlgebra de Lie isomorfa a [((G).

Exemplo 3.2.14. Vamos mostrar que a algebra de Lie do grupo de Lie GL(E)
é isomorfa a gl(E), em que F é um espago vetorial real de dimensao finita. Para
tanto, é suficiente que Lie(GL(FE)) seja isomorfa a gl(n, R). Fixada uma base
[ para E, considere a carta (GL(E), ¢g) para GL(E) (veja o exemplo 2.1.10).
Seja, para cada a € GL(E), {0jla}7 =, a base de T,GL(E) determinada por
(GL(E), ¢g)-

A funcao

T:T4,GL(E) — gl(n,R)
dada por
T (Z Xij@j!i@) = (X9);m
ij=1

¢ um isomorfismo linear. Mostrando que 7" também é um homomorfismo de
algebras de Lie, temos o resultado desejado.
Tome X € Tiq,GL(FE) e escreva

X =) X0,

i,j=1

O campo invariante a esquerda determinado por X é dado por

X, = d(L,)X

= d(Ld) (i Xij@ij\idE)

1,7=1

= 3" XYd(Ly) (B,

ij=1



118 Grupos de Lie

Como L, ¢é a restrigao a GL(F) de um operador linear em L(E), entao d(L,)
¢ dada em coordenadas locais pela mesma matriz de L,, de modo que

d(La) (Oijliap) = Z <Z akp5ip5jz> Oila

k=1 \p=1
n
§ ki
- a 6%ﬂa7
k=1
ki

em que a™ sao as entradas da matriz de a na base 3. Com isso,

n

%= Y X,

i,5,k=1

= zn: (2“: a’“'Xij> Onjla-

dk=1 \i=1

Portanto, as fungoes coordenadas de X sio dadas por
XF =3 "ad"XV Va e GL(E).
i=1

Agora, dados X, Y € T4, GL(F), pela proposicao 2.3.16 temos

X7y [Z %9 (3770) - 70 (akjgpq)] 5,

p,g=1 j k=1

Por outro lado, Ya € GL(FE)

(3.77)

a

_ akj|a (Z amyw)
i=1

= > Y'yla(a™)

i=1

= ) Y50
=1

= O Y4,

e, similarmente,
Jq
= Opp X1

(3,57

Entao,

X,Y] = i li Okp <)N(k‘jyjq _ }N/ijjq)] g

p,q=1 Lj,k=1
_ Z <Z XPiyiq _ }N/ijjq> Bpg-
pg=1 \j=1
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Avaliando a expressao acima em idg, temos

[)N(JN/]idE — Z <Z XPIyid _ yijjq> Onalids
p,g=1 \j=1

= N (T(X)T(Y) ~ T(Y)T(X))  Opqlia

= Z [T(X)> T(Y)]pqapq’idfw

p,g=1

de modo que

TIX,Y] = T([jz?i;]idE)
T

como queriamos demonstrar. A

Dados grupos de Lie G e H e um homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G —
H, podemos nos perguntar que relagoes ¢ determina entre as algebras de Lie
g e b. Estas relagoes, algumas das quais veremos adiante, sao as ferramentas
que permitem o estudo sistematico dos grupos de Lie por reduzirem muitas
questoes a respeito destes grupos a problemas envolvendo algebras de Lie. Isso,
junto com o papel importante que as dlgebras de Lie assumem na descricao de
muitos fenomenos, motivou um profundo estudo das dlgebras de Lie, como o
leitor pode conferir em (SAN MARTIN, 1999).

Sejam G e H grupos de Lie, g e b suas respectivas dlgebras de Lie e ® :
G — H um homomorfismo de grupos de Lie.

Teorema 3.2.15. Para cada X € g, existe um unico Y € § tal que X e Y
estao P-relacionados.

Demonstracao. Para que Y € b esteja P-relacionado com X, é necessario que
dq)(Xe) - Y@(e) - )/ea

lembrando que, como ® é um homomorfismo de grupos, entao ®(e) = e. Como
todo Y € b é unicamente determinado por Y., se existe algum Y € b que estd
d-relacionado com X, ele é tinico.

A equacao acima nos motiva a definir Y por

Vi = d(Lp)(d®(Xe)).

Claramente, Y € h. Para mostrar que Y esta ®-relacionado com X, precisamos
provar que
dPoX =Y o .
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Dado g € G, temos

4B(X,) = dbod(L,)(X.)
d(® o L,)(X.).

Como ® é um homomorfismo de grupos, entao Vg, g2 € G

DoL,(g2) = P(g192)
P(g1)®(g2)
= Lag)(P(92)),

de modo que
(I)OLgZLq>(g)Oq>, Vg € G.

Portanto,
dq)(Xg) = d(Lq>(9)oq>)(Xe
= d(Lay))(dP(X.))
= d(Lag)(Ye)
= Ya(y),
como queriamos mostrar. O

Com isso, podemos definir a fungao ¢ : g — b que a cada X € g associa o
tnico ¢(X) € b que estd P-relacionado com X. Explicitamente, dado X € g,

O(X)p = d(Ly o P)(X,),Vh € H.
Como um campo invariante é unicamente determinado por ser valor em e e
P(X)e = d(®)(Xc), VX € g,
entao ¢ é, em esséncia, a diferencial de ¢ em e.

Teorema 3.2.16. ¢ : g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao. Dados X,Y € g, pela definigao de ¢ temos que ¢[X,Y] é
0 unico campo em h que estd P-relacionado com [X,Y]. Por outro lado,
[0(X), #(Y)] também possui esta propriedade, do que concluimos

P[X, Y] = [o(X),0(Y)]. O

A aplicacao ¢ : g — b é chamada de homomorfismo induzido por ®. Muitas
propriedades dos homomorfismos de grupos de Lie podem ser estudadas através
dos homomorfismos induzidos entre as algebras de Lie, o que é considerado
mais simples por envolver estruturas puramente algébricas. Por causa disso,
existem muitos resultados para reforcar estas relagoes, os famosos teoremas de
correspondéncia de Lie. Um deles é o seguinte:
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Teorema 3.2.17. Sejam G, H grupos de Lie, com G simplesmente conexo®, e

)

g, b as respectivas dlgebras de Lie. Entao, para cada homomorfismo de dalgebras
de Lie ¢ : g — b existe um unico homomorfismo de grupos de Lie ® : G — H
cujo homomorfismo induzido é ¢.

A demonstragao, que nao faremos aqui, pode ser vista em (LEE, 2003). O
préoximo resultado mostra as pricipais propriedades do homomorfismo indu-
zido.

Teorema 3.2.18. Sejam G, H, K grupos de Lie,

o:.Gd — H
vV:H — K

homomorfismos de grupos de Lie e

o9 —

vih — ¢
0s respectivos homomorfismos induzidos. Entao,
(a) ¥ o ¢ é o homomorfismo induzido por ® o U;

(b) o homomorfismo induzido por idg € idg;

(c) se & é um isomorfismo de grupos de Lie, entao ¢ € um isomorfismo de
algebras de Lie.

Demonstragao. (a) Denote por n 0 homomorfismo induzido por Wo ®. Entao,
para cada X € g e cada k € K, temos

n(X)e = d(Ly)(d(¥ o )(Xe))
= d(Ly)(d¥(dP(Xe))).
Por outro lado, Vh € H
O(X)n = d(Ly)(dP(X,)) = dP(X.) = o(X),

o que implica

n(X)k = d(Li)(d¥(H(X)e))
= P(O(X)).

(b) Sendo 1 o homomorfismo induzido por idg, temos VX € g e Vg € G que
U(X)g - d(Lg)(d(idG)(Xe))

= d(Lg)(Xe)
= X

g-

2Um espaco topoldgico X ¢é dito simplesmente conezo se X é conexo por caminhos e se
grupo fundamental é trivial. Mais informacoes podem ser vistas em (WILLARD, 1970, 2004).
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(c) Segue dos ftens anteriores que o homomorfismo induzido por ®~! ¢ a fungao
inversa de ¢, do que segue o resultado. O

Uma maneira de refrasear a parte (c¢) do teorema ¢é a seguinte:

Corolario 3.2.19. Grupos de Lie isomorfos possuem dlgebras de Lie isomor-

fas.

3.3 De Volta aos Grupos Lineares

Na secao 3.1, mostramos, para F/ um espaco vetorial real ou complexo de
dimensao finita, que GL(F) é um grupo de Lie com as estruturas usuais. O
que podemos dizer a respeito dos outros grupos lineares? Serd possivel definir
para eles uma estrutura diferenciavel que os torne grupos de Lie?

Esta segunda pergunta tem uma resposta imediata: dado G um grupo
qualquer, para cada g € G seja U, = {g} e ¢, : U, — R° dada por ¢,4(g) = g.
Nao ¢ dificil mostrar que {(Uy, ¢,) : g € G} é um atlas em G e que, com esta
estrutura diferenciavel, G é um grupo de Lie.

Por causa desta possivel trivializacao, precisamos exigir algo mais restrito
da estrutura diferenciavel dos grupos lineares.

Definicao 3.3.1. Sejam M, N wvariedades diferenciaveis, com M C N. Dize-
mos que M é uma subvariedade de N se M ¢é um subespaco topologico de N
e a fungao de inclusio i : M — N, i(p) = p, € diferencidvel e di, € injetiva,
Vp e M.

Podemos tentar construir uma estrutura para os grupos lineares que os faga
serem subvariedades de GL(F). Sendo eles também subgrupos de GL(FE), isso
motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.3.2. Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de Lie de G é uma
subvariedade de G que € um grupo de Lie com a operacao induzida de G.

O problema de exigir que todos os grupos lineares sejam subgrupos de
Lie de GL(FE) é que, ao considerarmos subgrupos como Q*, vemos que esta
condicao jamais sera satisfeita. De fato, sendo Q enumeravel, o tinico modo
de construir em Q* uma estrutura diferencidvel é com a topologia discreta, e
desta maneira Q* nao é uma subvariedade de R*.

O critério adequado é o seguinte:

Teorema 3.3.3. Seja G um grupo linear. Entao, existe uma unica estrutura
diferencidvel em G tal que

(a) munido desta estrutura, G é um grupo de Lie;

(b) se G é um subconjunto fechado de GL(FE), entao G é um subgrupo de Lie
de GL(E).
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A parte (b) do teorema é conhecido como Teorema do Subgrupo Fechado (ou
melhor, um caso particular dele). Nao faremos a demonstragao deste item no
trabalho, mas o leitor pode consulté-la em (ROSSMANN, 2002). Construiremos
a estrutura diferenciavel para G e verificaremos que G, com ela, é um grupo
de Lie.

Antes de comecarmos, salientamos que os conceitos e os resultados apre-
sentados nas secoes 1.2, 1.4 e 1.6 serao essenciais no trabalho que faremos, de
modo que é bastante adequado fazermos uma revisao destes tépicos.

Dado um grupo linear G e g a sua dlgebra de Lie (como foi definida na
segao 1.3), seja h um subespaco de L(F) suplementar a g, isto é, tal que

L(E)=gdh.
Defina ® : g @ h — L(FE) por
DX +Y)=e¥e,
para cada X € gecadaY € h. A fungcao ® possui as seguintes propriedades:
o O ¢ diferenciavel;
o ddy = idg(py;
e para cada X € g, D(X) =¥ € G.

O primeiro e o segundo pontos implicam, pelo Teorema da Func¢ao Inversa,
que existem vizinhangas U,V C L(FE) de 0 e idg, respectivamente, tais que
® : U — V é um difeomorfismo. Como cada elemento de U é da forma X + Y,
para tnicos X € ge Y € b, a inversa ®! : V — U se escreve Va € V como

o' (a) = &(a) + n(a), com &(a) € g enla) €D,
o que define fungoes suaves

£ Vg
n V=

Dado a € V, se n(a) = 0, entao a € G, pois, neste caso,
a=® (27! (a)) = ®(&(a)) = @ € G.

Além disso, como parte de um critério para verificar se um a € V' pertence ou
nao a GG, mostramos (proposicao 1.4.8) que existe uma vizinhanca Q@ C V' de
idg tal que Va € Q2 temos

dn.(Xa) =0, VX € g.



124 Grupos de Lie

Para contruirmos um atlas para GG, precisamos, primeiro, fornecer as cartas
locais. Considere a fungao exp : L(E) — L(FE); como exp é diferencidvel e
dexpy = idg(g), existem vizinhancas A, B C L(F) de 0 e idg, respectivamente,
tais que exp : A — B é um difeomorfismo e sua inversa é dada por log (como
definida na se¢do 1.2). Sem perda de generalidade, podemos assumir que
BCQeque A= B(0,R), com R > 0.

Para cada r € (0, R), sejam

By(0,r) ={X eg:||X|]|<r}CA

Ule,r) = exp(Bg4(0,7)) C B.
Para cada a € G e cada r € (0, R), defina
Ula,r) = Ule,r)-a
= {e¥a: X € By(0,7)}
e ¢, : Ula,r) — Bg(0,7) por

Plar)(b) = log(ba™t).
Sendo cada ¢, bijetiva, com inversa dada por
oL (X) = e¥a, VX € By(0,7),

e com imagem aberta em g, temos que (U(a, ), ¢(q,r)) é uma carta em G, Va €
G, Vr € (0, R). Aqui vale observar que nao faz diferenga se o contradominio
da carta estd em R™ ou qualquer outro espago real normado e de dimensao
finita.

Teorema 3.3.4. O conjunto
A={(U(a,r), p(ar) : a € G,7 € (0,R)}

¢ um atlas para o grupo linear G' que o torna uma variedade diferencidvel de
dimensao dim(g).

Demonstracao. Uma vez que, dado r € (0, R),

G = UU(CL,T),

aeG

basta mostrarmos a compatibilidade entre as cartas. Sejam a,b € G e r1,r5 €
(0,R), e considere as cartas (U(a,71), @) € (U(b,72), db,rp)). Assumindo
que

G(ar)(Ula,m1) NU (b, 12))
Gors)(Ula,m1) NU(b,13))
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sao abertos em g, temos que

By © By (X) = log (¢¥ba)
¢(b’r2) OQS(;:?H)(X) - log (exab71>’

o que, de fato, definem funcoes suaves.
Para mostrar que

= ¢(a,r1)(U(CL> Tl) A U(b’ TQ))

¢ um subconjunto aberto de g, e um argumento analogo mostra o mesmo para

d)(b,m)(U(av Tl) N U(bv TQ)):

tome X, € I'. Isso significa que X, € Bg4(0,71) e que existe Yy € Bg4(0,r2) tal

que

eXogq = eYop,

Precisamos provar que existe r > 0 de modo que By(Xo,7) C By(0,71) e que
VX € By(Xy,r) existe Y € Bg(0,72) tal que

eXa=e"bsefab =€,

A idéia aqui é levantar o problema de volta para L£(F) e usar o que sabemos
da func¢ao exponencial.
Considere a funcao F': L(E) — L(FE) dada por

F(X)=e ab™".
E imediato que F' é continua (pois é diferencidvel), e
F(Xg) = eX0ab™! = €' € exp(B(0,73)).

Esse conjunto é aberto em L(FE), pois B(0,73) € Aeexp: A — B é um
difeomorfismo. Logo, existe r > 0 tal que

B(X(),T> Q B(O,’f‘l)

e que VX € B(Xp,r) tem-se que F(X) € exp(B(0,79)), isto é, existe Y €
B(0,75) com eXab~! = e¥.

Com isso, By(Xo,7) C By(0,71) é tal que VX € By(Xo,r) existe Y €
B(0,75) tal que eXab™! = e¥. S¢ falta mostrar que tal Y deve pertencer a g.
Seja, entao, X € By(Xo,r) e considere a curva v : (—¢,1+¢) — G dada por

y(t) = e XoFt(X=Xo) yp—1

E imediato que 7 ¢ suave, que y(t) € B C Q para todo t, que y(0) = eX0ab™! =
e¥o e que v(1) = eXab~!. Portanto, pelo corolario 1.6.7, existe

Y € By(0,R) = B(O,R)N g

tal que eXab~! = ¥, Como eXab' =e¥ e Y € B(0, R), vizinhanga de 0 na

qual exp é injetiva, entao Y = Y € g, 0 que completa a demonstracao. O
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Observe que as vizinhangas coordenadas U(a, r) ndo sao, necessariamente,
abertos de GG na topologia induzida por GL(E). Para ilustrar este fato, lem-
bramos mais uma vez do grupo Q*.

Definigao 3.3.5. A topologia definida pelo atlas A em G é chamada topologia
de grupo.

Dados a € G e r € (0, R), para cada eXa € U(a,r) temos que

la=c%al| < lall- || ~idg]]
< lall (™1 1)
< |lal[(e" = 1),

o que significa que
Ula,r) < Bla, [[a][ (¢" = 1)).

Com isso, dados a,b € G com a # b, seja r € (0, R) tal que

—b
r<log(1+M);

[lal] + 18]

logo,
[lal| (e" = 1) + [[b][ (" = 1) < [la = bl],

de modo que
B(a, ||al| (" — 1)) N B(b, [[b]| (e" — 1)) =0,

o que implica

Ula,r)NU(b,r) = 0.
Esta discussao mostra:
Proposicao 3.3.6. A topologia de grupo é Hausdorff.

Agora, precisamos mostrar que a operacao dos grupos lineares e a inversao
de elementos sao fungoes diferenciaveis. Nesse sentido, temos o seguinte resul-
tado:

Teorema 3.3.7. Sejam U C R™ um aberto e G um grupo linear. Uma funcao
F U — G ¢é diferencidvel sse F' € diferencidvel como uma fun¢ao em L(E),
isto €, quando as entradas de matriz de F' sao diferencidveis.

Demonstracao. Seja (U(a,7), ¢(q,r)) uma carta em G. A funcao F se escreve,
nesta carta, como

G(ar) © F(x) = log (F(w)a‘l) )
Desta expressao é facil ver que, se as entradas de matriz de F' sao suaves, entao
G(a,r) © F' € suave, de modo que F': U — G ¢é diferencidvel. Reciprocamente,
se [ ¢ diferencidvel, entdo ¢, ,) o F' é suave, para toda carta (U(a,r), ¢.)-

Como
F(I) — e(z)(a,r)OF(x)a’

as entradas de matriz de F' sao suaves. O
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Corolario 3.3.8. Uma funcao ' : M — G, em que M é uma variedade
diferencidvel e G um grupo linear, é diferenciavel sse as entradas de matriz de
F' sao suaves.

Demonstracao. Dada uma carta local (U, ¢) em M, basta aplicar o teorema a
funcao
Fo¢pl:9(U)CR" - G. O

Corolario 3.3.9. Dado um grupo linear G, as func¢oes

(a,b) € GxG — ab € G
a € G — a ! e G

$A0 SUAVES.

Demonstracao. Dados a,b € G, a multiplicacao se escreve em coordenadas
locais ao redor de a e b como

(X,Y)cegxgr— e‘ae'be G,

para X e Y em vizinhancas apropriadas de 0. Segue do teorema que esta
funcao ¢ diferenciavel. Ja a inversao se escreve como

Xegr—aleXed
para X proximo de 0, o que também é suave. O

Este coroldrio completa a demonstracao de que G é um grupo de Lie.

Exemplo 3.3.10. Considere o grupo linear

U1) = {laJe M(1,C):[a]-[a]" = [1]}
{la] € M(1,C) : |o| = 1}.

Tomando em
S'={aeC:|a|=1}

a estrutura diferencidvel usual (veja a segao 2.1), a aplicagao
[a] € U(1) — a € S,
ve-se facilmente, é um difeomorfismo. Logo, com a operacao
(a, ) € S* x St — ap € S,
S' é um grupo de Lie, isomorfo a U(1). VAN

Exemplo 3.3.11. Seja
T"=8'x--- xSt
—_——

n vezes
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o toro n-dimensional. Com a estrutura de grupo dada pelo produto direto de
St, T™ é um grupo de Lie, isomorfo a

U(1) x - x U(1).

.

\

n \:gzes
Este grupo é isomorfo ao grupo linear G C GL(n,C) cujos elementos sao da
forma
aq 0

a = ,OéiGSl.



Consideracoes Finais

A Teoria dos Grupos de Lie é vasta, ramificando-se em varias direcoes.
Por um lado, pode-se estudar a teoria das representacoes, e nesta area se vé
mais intensamente as relacoes dos grupos coma as suas algebras de Lie. Outro
ponto, bastante relacionado ao anterior, é o das aplicacoes da teoria, que em
tempos recentes tem adquirido maior vulto. Um outro estudo importante é o
das algebras de Lie per se, envolvendo teoria de representagoes, etc.

Os grupos de Lie fornecem um meio muito rico e interessante de tra-
balho, talvez por se encontrar numa confluéncia de diversos ramos da Ma-
tematica, como a Algebra, Analise, Topologia e Geometria. Além disso, as
suas aplicagoes vao desde problemas cldssicos da Geometria (como ilustramos
na se¢ao 1.7) até questoes de Mecanica Quantica e Equagoes Diferenciais.

Como os grupos de Lie de dimensao finita j& possuem uma teoria bastante
completa, muita pesquisa tem sido feita, nas ultimas décadas, referente aos de
dimensao infinita, que, inclusive, eram a principal preocupagao de Sophus Lie.
Entretanto, ainda nao existe uma axiomatizacao completa destes grupos (que,
muitas vezes, nem grupos sao), o que complica bastante a situagao. Um titulo
recente que trata deste e outros assuntos é (KNAPP, 2002).






Apeéendice A
O Teorema da Funcao Inversa

Neste apéndice, fornecemos demonstracoes cuidadosas dos Teoremas da
Funcao Inversa e Implicita.

Como trataremos de funcoes com diversas classes de diferenciabilidade, ao
contrario do resto do trabalho, o termo diferencidvel tem o seu significado tra-
dicional relativo a aproximacoes lineares, a as demais classes serao denotadas
por C¥, 1 <k < 0.

Sejam U,V C R™ abertos e seja f : U — V um difeomorfismo de classe C*.
Usando a Regra da Cadeia, nao ¢ dificil mostrar que, para cada p € U, df, é
invertivel e que

(dfp)fl =d (f71>f(p) :

Teorema A.1 (Fungao Inversa). Sejam U C R"™ um aberto, f : U C R" — R"
uma fungdo de classe C¥, k > 1, e p € U tal que df, é invertivel. Entao,
existem vizinhang¢as V C U dep e W CR™ de f(p) tais que f:V — W é um
difeomorfismo de classe C*.

Uma vez que f ja é de classe C*, a demonstracao deste teorema envolve
apenas mostrar que f admite uma inversa local também de classe C*. Esta
demonstracao é dificil e um tanto longa, de modo que faremos algumas sim-
plificagoes antes de comeca-la.

Primeiro, afirmamos que podemos assumir, sem perda de generalidade, que
p = f(p) = 0 e que df, = idg~. De fato, para ¢ € R, seja 7, : R* — R" dada
por

T(z) =1+ ¢
¢ facil ver que 7, ¢ um difeomorfismo de classe C* cuja inversa é 7_, e cuja di-
ferencial ¢ constante e igual a idg». Aplicando a translacao 7_, em U, obtemos
um aberto U’ ao redor de 0 = 7_,(p). Defina f:U — R por

]?(:B) = ((dfp)il oT_f@p) o fo Tp) ().
Note que fpossui a mesma classe de diferenciabilidade de f e que
dfy = (df,) " oidgn o f oidgn
= idgn

o) = o.
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Supondo que o teorema estaja demonstrado para o caso particular mencionado,
no qual f se encaixa, existem vizinhangas V' C U’ de 0 e W/ C R" de f F(0) =0

tais que f : V' — W' é um difeomorfismo de classe C¥. A partir disso, temos,
tomando V = 7,(V’') e W = 744, (W'), que V, W sao vizinhangas de p e f(p),
respectivamente, tais que f : V — W é um difeomorfismo de classe C¥, pois

f(x) = (T4 0 dfy 0 fo 7p) ().

Portanto, vamos assumir até o fim da demonstragao que p = f(p) = 0 e que
df, = idgn. Observe que, como df : U — L(R") é continua e df, € GL(R"), que
¢ um subconjunto aberto de £(R"), entao existe uma vizinhanca U’ C U de 0
tal que Va € U’ temos df, € GL(R"). Trabalhando apenas com U’, podemos
também assumir, sem perda de generalidade, que df, é invertivel, Vax € U.

Proposicao A.2. Sejam V,W C R" abertos e f : V — W uma funcao de
classe C¥, k > 1, que ¢é bijetiva e tal que df, é invertivel, Yo € V. Se g = f~1
¢ continua, entdo g € de classe C*.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que g é diferenciavel. Seja ¢ € W,
q = f(p). Por causa da Regra da Cadeia, se g é diferencidvel em ¢, entao
dg, = (df,)~*. Defina s : W — ¢ — R" por

s(k) =glg+k)—g(q) =T (k),
s(k)

em que " = df,,. Para verificar a afirmacao, ¢ suficiente mostrar que l1m w =
k—0

0. Para cada k € 7_,(WW), escreva h = g(¢ + k) — g(¢q). Note que

k= Flp+h) = £(p) = T(W) + r(A), com lim ﬁ

Pela continuidade de f e g, temos que h — 0 sse kK — 0. Entao,

h = glqg+k)—g(q)
= T k) + s(k)
= TYT(h)+r(h))+ s(k)
= h+T '(r(h))+ s(k)
= s(k) = =T 'r(h)).

Logo,

s(k) _ bl T7Hr(h) _ _[IRll r(h)
T [ ] [E (HhH)'
r(h)

Claramente, lim 71 (w

) = 0, e afirmacao estara demonstrada quando

provarmos que ——- ¢ limitado numa vizinhanca de 0. De fato,

k=T(h)+r(h) = [[K]| = [[T(W)I| = llr(W)l,
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e
_ _ h
il = 7= @] < 7717 = [Tl = D
h h
Além disso, como }lliH(l] % = 0, existe § > 0 tal que ||h|| <  implica H7|ﬂ|(h|)|H <
———— . Portanto, se ||h|| < ¢ temos
ST 1hl
[l (W)l
KL= T = Tl W = T (h)]] = | - |[7]]
1 11 111
T 20T 2T
1Al .
= 70 < 2|(|T .
ar = 2l

Isso mostra que g é diferencidvel em ¢ = f(p) e que dg, = (df,)™".
Falta mostrar que g é de classe C*¥. Como dg = v o df o g, em que

1:T € GLR") — T7' € GL(R"),

as continuidades de ¢, df e ¢ implicam dg continua. Logo, g ¢ de classe C'.
Sendo ¢, df e g de classe C!, o mesmo vale para dg. Com isso, g é de classe C2.
Repetindo o argumento sucessivamente, vemos que g é de classe C*. O

Conseqiientemente, para mostrar o teorema é suficiente provar que existem
vizinhancas V C U e W C R" de 0 tais que f : V — W é um homeomorfismo.
A primeira dificuldade que encontramos é determinar uma vizinhanca W
de 0 contida em f(U). Isso equivale a encontrar uma vizinhanca W de 0 tal
que Yy € W a equacao
y=f(z) (A1)
admite uma solucao = € U. Dado y € R™ qualquer, a equacao (1) é equivalente
a
r=y— f(z)+ . (A.2)
Definindo ®, : U — R" por

Qy(z) =y — f(r) +
vemos que ®, possui a mesma classe de diferenciabilidade de f, que Vo € U
d(®,), = —df, + idgn

e que resolver (A.2) para x € U é equivalente a encontrar um ponto fixo para
®,. Uma das ferramentas mais uteis para se fazer isso é o seguinte resultado:

Teorema A.3 (Ponto Fixo de Banach). Seja M um espago métrico com-
pleto e f: M — M uma fungdo para a qual existe K € (0,1) tal que

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y), Yo,y € M,

ou seja, f € uma contragao. Entao, f admite um tunico ponto fizo.
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A demonstracao deste fato pode ser vista em qualquer livro de Analise,
como (LIMA, 2003). Para podermos aplicar este teorema ao nosso problema,
precisamos do seguinte:

e Uma vizinhanca de 0 em U que seja um subespaco métrico completo de
R™: qualquer bola fechada B(0,r) C U com r > 0 serve.

e A imagem desta vizinhanca pela fungao ®, deve estar contida nela mesma,
isto é,

o, (B(O,r)) c B0, 7).

e A fungao @, : B(0,7) — B(0,r) deve ser uma contracao, ou seja, deve
existir K € (0, 1) tal que

@y (1) = Py (22)|] < K|[21 = 25|, Va1, 22 € B(O, 7).

Vamos analisar, primeiro, a terceira condigao, pois ela é a mais especifica
e pode nos fornecer mais informagoes. Dado r > 0 tal que B(0,7) C U, tome
11,13 € B(0,r). Pela Desigualdade do Valor Médio!,

[|©y (1) = ®y(22)]] < (max IId(CPy)xH) |21 — 2]

z€B(0,r)

< (max IIdfgc—ianH) ||y = 22|

z€B(0,r)

Como dfy = idgr e df : U — L(F) é continua, dado K > 0 qualquer, existe

r > 0 tal que B(0,7) C U e que Vx € B(0,7)

\|df. — dfo|| = ||df. — idra|| < K.
Isso implica, em particular, que

max_||df, — idgn|| < K,
z€B(0,r)

de modo que, ao tomarmos 0 < K < 1, temos Y,z € B(0,r)
18, (21) — @y (w)l] < K [[os — al], 0 < K < 1.

Isso resolve o primeiro e o terceiro pontos.
Para o segundo, primeiro note que Vo € B(0, )

Py (2)[| = Ily — f(z) + =[]

IEste resultado afirma que, se f é uma funcdo de classe C' definida num convezo e
tal que ||df.|| < K, Vx, para algum K > 0, entdo, dados x1,z2 quaisquer, temos que
I1f(z1) = fz2)]] < K |Jz1 — 22]|.




O Teorema da Funcdao Inversa 135

Desta igualdade, ¢ imediato que, para resolvermos o segundo ponto, precisamos
fazer alguma exigéncia sobre y, o que, até agora, nao fizemos. Usando a
Desigualdade do Valor Médio mais uma vez, obtemos

|2y (@)Il = Iy — f(x) + ]
< Ayl +[I(f(2) = z) = (f(0) = 0)]]

[yl + ( max _||df; —idw||> el
z€B(0,r)

[yl + K7

IN

IN

Portanto, para fazermos ||®,(x)|| < r, é suficiente que
yll + K7 <7 < [lyl] < r(l = K),

com 0 <7r(l—K)<r, pois 0 < K < 1. Note que, se ||y|| < r(1 — K), entao
||®,(x)|| < r. Essa discussdo pode ser resumida no seguinte resultado:

Proposicao A.4. Dado 0 < K < 1, existe r > 0 tal que:

(a) B(0,r) CU;

(b) [ldfe — iden|| < K, V& € B(0,7);

(¢) Se|lyll < r(1 — K), entdo @, <B(O,r)) C B(0,);
(4) Se|lyll < (1 = K), entao @, (B(0,7)) € B(0,1);

(e) ®,: B(0,r) = R" é uma contragao, Yy € R".

Seja y € B(0,7(1 — K)). Pelas partes (c) e (e) da proposicao, a fungao

o, : B(0,7) — B(0,7)

estd bem-definida e ¢ uma contracao, do que segue que existe um unico z, €

B(0,r) tal que ®,(z,) = z,, ou seja, tal que

f(xy) =y.

Além disso, o item (d) implica que, se y € B(0,7(1 — K)), entao =, € B(0,r).
Sejam

W = B(0,r(1-K))
Vo= B,r)nf W)

Entao, V C U e W C R"” sao vizinhancas de 0 tais que:

Proposicao A.5. f:V — W ¢ uma bijecio de classe C*.
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Uma vez que df, é invertivel para todo x € U, o que vale, em particular,
para x € V, pela proposicao A.2 sé falta mostrar que f~ : W — V é continua.
De fato, observe que, dados z1, 29 € V, temos

1 (1) = f ()] (21 = 2) + [(f (1) = 21) = (f(22) — @)l

> o1 =zl = (1) = 21) — (F(22) — 22)]
> et — | - (rgeaVXdex —idwu) o1 — ]
> (1K) |l — ],
isto é,
1
|21 — 22| < 1K [f(@1) = fz)l, Va1, 22 € V.

Portanto, dados yy,y, € W quaisquer,

1
-1 -1 < _
Hf (y1) — f (%)H = 1_K 1 — 2]l
o que mostra que f~! é continua e completa a demonstracao do teorema.

Uma conseqiiéncia importante do Teorema da Funcao Inversa (que lhe é,
na verdade, equivalente) é o Teorema da Funcao Implicita, que mostraremos
a seguir. Antes, um pouco de notagdo. Dada f : U C R™" — R® uma fungao
diferenciavel em p € U, em que U é um aberto, defina

dif, : R"—=TR®
dof, + R"—=R°

por

dlfp(h> = dfp(h,O)
dep(k) = dfp(O,k).

Estas fungdes sdo obviamente lineares, e, para cada (h, k) € R™" temos

dfp(h> k) = dlfp(h) + dep(k)'

Teorema A.6 (Funcio Implicita). Sejam U f : U%® C R™" — R" uma
fungdo de classe C* e p = (po,qo0) € U tal que dyf, € GL(R™). Entdo, existem
vizinhangas V- C R™ de pg e W C U de p e uma fungao ¢ : V — R™ de classe
C* tais que
W {fp)}) ={(z.é(x)) sz € V}.
Ademass,
dipp, = = (dafy) ™" 0 dufy.
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Observacao: Este teorema? significa, em esséncia, que, dadas certas condicoes
a respeito de f, o conjunto dos pontos (z,y) € U tais que f(z,y) = f(p) pode,
numa vizinhanga de p, ser descrito como o grafico de uma funcao y = y(z).
Outra interpretacao é que a equagao f(x,y) = f(p) pode ser “resolvida” para
y em termos de x.

Demonstracao. Considere a funcao F': U — R™™ dada por

F(x,y) = (v, f(2,y)).

Entao, F é de classe CF e
dFy(h, k) = (h,dfp(h, k)) = (h,d1fy(h)) + d2 fp(F)).
Dado (h, k) € ker(dF),), temos da equacgao acima que h = 0, donde
0=difp(h) +dafp(k) =daf,(k) = k=0,

pois daf, € GL(R™). Com isso, ker(dF,) = {0}, de modo que dF,, € GL(R™*").
Isto implica a existéncia de vizinhangas W' C U depe V' C R™ "™ de F(p) tais
que F: W' — V'’ ¢ um difeomorfismo de classe C*. Como F(p) = (po, f(p)) e
V'’ é aberto, existem V' C R™ e S C R" abertos tais que py € V, f(p) € S e
VxS CV. Tome W=F1V xS), enote que pe W.

Defina ¢ : V' — R" por

¢(x) =m0 F(z, f(p)),

em que my : (x,y) € R™™" — ¢y € R". Observe que ¢ é de classe C*. Para
mostrar que

W)} = {(z. 6(x) : 2 € V],
primeiro tome z € V. Uma vez que f(p) € S, temos que (z, f(p)) € V x S.
Disso segue que F~(z, f(p)) € W. Além disso, escrevendo F~!(z, f(p)) =
(Z,7), vemos duas coisas:

o y=moF (z, f(p)) = ¢(x);
o (z,f(p)) =FoF !z, f(p)=F(T,9y) =@ f(T.9) =x=Tc f(7,.9) =
f(p)-
Portanto,
F~(z, f(p) = (7,9) = (z,6()),
e temos (x, ¢(x)) € W. Além disso, do segundo item acima também segue que
f(z,0(x) = f(z,y) = f(p).

Conseqiientemente,

(z, ¢(x)) € W fH{f(0)}).
Agora, seja (z,y) € W N f~1({f(p)}). Isso significa que

2J4 se conhecia este resultado desde os tempos de Newton, Leibniz e Euler. No entanto,
somente na década de 1870 uma demonstracao rigorosa foi apresentada pelo matematico
italiano Ulisse Dini, em seu livro Lezioni di Analisi Infinitesimale. Até hoje este resultado
é conhecido na Italia, assim como em outros lugares do mundo, como Teorema de Dini.
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o F(x,y) = (z, f(x,y) €V x S;
o f(z,y)= f(p)

Da primeira condi¢io vem que z € V e que y = m o F~(z, f(z,y)). Da
segunda, temos

y = WQOFil(x>f(x>
= 71-QOF’_I(I}f(p)
= ¢(x).

Isso verifica que (z,y) = (z, ¢(z)), com z € V.
Por fim, diferenciando a equagao

y))
)

em relacao a z, obtemos

di f(z.p(x)) T dof(z.p(x)) © Az = 0.

Fazendo x = py, temos
dlfp + dep © dd)po =0,

e o fato de d, f, ser invertivel garante que podemos isolar d¢,, nesta equagao,
obtendo a identidade desejada. O



Apendice B
Algebras de Lie

Neste apéndice, fazemos uma descricao mais detalhada de uma estrutura
algébrica que se mostrou muito importante ao longo deste trabalho, as algebras
de Lie. Para manter a discussao mais sucinta, assumimos que o leitor ja esteja
familiarizado com os elementos béasicos da algebra linear e da teoria de grupos
e anéis, principalmente no que se refere as subestruturas, homomorfismos e
quocientes.

Comecamos fazendo uma definicao.

Definicao B.1. Seja K um corpo. Dizemos que um K-espaco vetorial A € uma
algebra sobre K se existe, além da estrutura vetorial em A, uma operacao

x: AXA— A
que satisfaz Va,b,c € A e Vk € K:
(i) ax(b+c)=axb+axc;
(1)) (a+b)*xc=axc+bxc;
(111) k(ab) = (ka) * b = a* (kb).

Uma subalgebra de A é um subconjunto A* C A tal que a + b,a x b, ka €
A, Ya,b € A, Vk € K. Um ideal de A é uma subdlgebra A" de A tal que
axbbxaec A, Vaec A", Vbe A.

Dadas A, B dlgebras sobre K, uma funcao T : A — B ¢ uwm homomorfismo
de algebras se T' € linear e:

T(axb)=T(a)*T(b), Va,b € A.
O ntcleo de um homomorfismo f: A — B ¢ o conjunto ker(f) := f~1({0}).
Observacoes:

1) Vamos assumir que K é um corpo de caracteristica nula, i.e., se n € N é tal
que nk = 0 para algum k € K\{0}, entdao n = 0.
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2) Poderfamos, no lugar de K, colocar um anel R com unidade. No entanto,
tal generalizacao da origem a dificuldades técnicas que apenas nos atrapa-
lharao.

3) Nao ¢ dificil mostrar que o nicleo de um homomorfismo de algebras é um
ideal do dominio.

4) Todos os resultados a respeito de subestruturas, homomorfismos, quocien-
tes, etc, normalmente vistos para anéis, grupos e espagos vetoriais também
valem para algebras, com demonstracoes muito semelhantes.

5) E comum encontrar defini¢oes do conceito de algebra que declaram mais
uma propriedade: a associatividade de *. No entanto, as algebras de Lie,
como veremos, sao, em geral, nao-associativas. As dlgebras cuja operacao
* ¢ associativa sao chamadas de dlgebras associativas.

Exemplo B.2. Todo corpo pode ser considerado como uma algebra (associ-
ativa) sobre si mesmo. A

Exemplo B.3. Sejam K um corpo e X um conjunto nao-vazio qualquer.
Defina F(X,K) como o conjunto de todas as fungoes f : X — K. Dados
frg€ F(X,K)e k€K, defina f+g, fx*g,kf por:

(f+9)(z) = f(z)+g(z), Ve € X
(fxg)(x) = f(2)g(x), Vo e X
(kf)(z) = kf(x), Vo e X.

Nao é dificil ver que, com estas operagoes, F'(X,K) é uma élgebra associativa
sobre K. A

Exemplo B.4. Generalizando o exemplo anterior, o conjunto F(X, A), em
que A é uma algebra sobre K e X é um conjunto nao-vazio, é uma &algebra
sobre K com as operagoes pontualmente definidas. A

Exemplo B.5. Sejam F um espago vetorial sobre K e £(E) o conjunto dos
operadores lineares em E. Considerando em L(F) as operagoes usuais, é facil
ver que L(F) é uma élgebra associativa sobre K. A

Exemplo B.6. Dado um espago vetorial F sobre K, considere L(E) com a
estrutura de dlgebra mencionada no exemplo anterior. Defina Vf,g € L(E) o
colchete de Lie [f,g] por

[/ 91(x) = f(g(x)) — g(f(x)),

e, [f,g] = fg — gf. Esta operacao estd bem-definida, e a verificacao de que
ela satisfaz aos axiomas é puramente operacional. Mostremos, para ilustrar,
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que [f 4+ g,h] = [f,h] + [g,h]. De fato,

[f+g.h] = (f+g9h—h(f+g)
= fh+gh—hf—hg
= (fh—hf)+ (gh — hg)

[f-h] + g, hl.

Esta dlgebra é denotada por gl(E). A

Exemplo B.7. Generalizando o exemplo anterior, seja A uma algebra asso-
ciativa sobre K. Defina Va,b € A

[a,b] =axb—bx*a.

A verificacao de que isto define uma estrutura de algebra em A segue o exemplo
anterior. Para evitar confusoes com a operagao associativa que A possui, com
este segundo produto denotaremos a algebra A por a. A

A dlgebra definida no exemplo anterior possui duas propriedades que nao
estao listadas na definicao, pois sao mais especificas. A primeira é imediata:
Ya,b € a

[a,b) =axb—bxa=—(bxa—axb) =—[b,al.

Esta propriedade é adequadamente chamada de antisimetria. Como con-
seqiiencia dela e do fato de K possuir caracteristica nula, temos

la,b] = [b,a] < [a,b] = —[a,b] < 2[a,b] =0 < [a,b] = 0.

Isso mostra que, a menos que [, | = 0, a &lgebra a nao é comutativa. Por
outro lado, se a,b € a sao tais que [a, b] = 0, entao

0=la,bl=axb—bxa< axb=>bxa.

Portanto, Va,b € a
la,b] =0 axb=bx*a,

o que significa que a é comutativa sse A também é.

A outra propriedade envolve a associatividade de a. Note que o fato de
que [a,a] =0, Va € a, junto com a bilinearidade de [ , |, implica [[a, a],b] = 0,
Va,b € a. No entanto, nem sempre temos |a, [a,b]] = 0, como veremos num
exemplo mais adiante. Entao, de maneira geral,

[[a, 0], c] # [a, [b, c]].

Apesar disto, podemos “medir” o quanto a nao é associativa: basta tomar
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a,b,c € a e computar [[a,b], c] — [a, [b, c]|]. Facamos isso:

[la,b],c] —[a,[b,c]] = [axb—bxa,c]—[a,bxc—cx*b
= (axb—bxa)xc—cx*x(axb—bxa)—
—ax(bxc—cxb)+ (bxc—cx*xb)*xa
= (axb)xc—(bxa)xc—cx*(a*xb)+cx(bxa)
—ax(bxc)+ax(cxb)+ (bxc)xa— (cxb)xa
= (%)

Usando a associatividade! de A, podemos escrever

(x) = axbxc—bxaxc—cxaxb+cxbxa—
—axbxcta*xcxb+bxcxa—cxbxa
= bxckxa—bxaxc—cxaxbt+axcxb

= bx(cxa—axc)—(cxa—ax*xc)*b

= [b,[c,all].
Portanto,
[[a’ b]’ C] - [a’ [b’ CH = [b> [C’ CLH
Usando a antisimetria de [ , ], podemos reescrever esta equacao da seguinte
forma:

[[CL, b]? C] + Hb7 C]v CL] + [[07 a]7 b] =0,

a chamada identidade de Jacobi.

Definicao B.8. Uma algebra de Lie sobre o corpo K é uma K-dlgebra g cujo
produto |, | satisfaz VXY, Z € g:

(i) [X,Y]=—]Y, X] (antisimetria);
(1) [[X,Y],Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi).

Usando a antisimetria, a identidade de Jacobi pode ser reescrita de duas outras
Maneiras:

[Z’[X’YH = HZ>X]>Y]+[X>[Z>YH
HX7Y]7Z] = [Xv[Y7Z]]_D/7[X72H

Num K-espaco vetorial EZ, uma operacao bilinear, antisimétrica e que satisfaz
a identidade de Jacobi € chamada de colchete de Lie em E.

Observacgao: De maneira geral, nos exemplos apresentados, a estrutura veto-
rial num dado conjunto é bastante ébvia. Entao, para definirmos uma estru-
tura de algebra de Lie neste espago vetorial é suficiente fornecer um colchete
de Lie.

IEsse é o motivo por que, no exemplo anterior, escolhemos A uma dlgebra associativa, e
nao uma algebra qualquer.
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Exemplo B.9. Segue da discussao que fizemos que, sempre que A é uma
algebra associativa, tem-se que a é uma &algebra de Lie com o colchete

[a,b] =axb—bx*a.

Em particular, se £ é um K-espago vetorial, entao gl(E) é uma algebra de Lie.

A

Exemplo B.10. Considere o R-espaco vetorial R® com o colchete

[u,v] = (v*v® — u?v?, P! — ur?, utv® —uPol) = u x v.

Tomando (ey, €9, €3) a base canonica de R3, podemos escrever

[u, v] wou e U es + w e
= 1 2
’ v? 03 vt 03 ol 2| TP
e desta expressao é facil ver que [, | é bilinear e antisimétrica. Para mostrar

a identidade de Jacobi, tome u, v, w € R?. Entao:
[[u,v],w] = [( Pt wtut — ulo? ute? — uoh) w)

1 3) 3 (UIU2 u2v1)w2,

1 3

— (v*® — v w?,

u2v3 — uv?)w? — (o' —u'v)w')

( uv)w
(
1,3 1.3 3 12 9 1,2

:(u3vw —uvTw uvw—i—uvw

wro?w! — vPolw! — uoPw? + u3112w3
wotw? — udoPw? — udolw! + utvdw? ) .

Permutando ciclicamente os simbolos u, v, w, obtemos também:

v, w),u] = (Vw'u®—v'we? —v'wu® +v*w'e?,

viwlut — v?wlut — v?wlu® +U3w2u3

V2wdu? — vdwu® — vdwlut +o wu)

[w,ul,v] = (vu'v® —w'e’e® — w'uo® + wu'v?,

wlv?o! — wiule! — wude® + w3u2113

wutv? — wiu? — wiulo! + wlugvl)
Somar estas trés equacoes fornece a igualdade desejada. Note que esta dlgebra
nao é comutativa, pois [e1,es] = ez # 0. Além disso, ela também nao é

associativa, pois, como j& sabemos, [[e1, e1], ea] = 0 e, no entanto,

le1, [e1, ea]] = [e1, €3] = —eq # 0.
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Exemplo B.11. Dado n € N* considere o espaco vetorial real F (R*").
Denotando os elementos de R*" por (p, ¢), com p,q € R", defina

{, }: FR™) x F(R*") — F (R*™)

por

o 9 (9f %

o chamado paréntese de Poisson. Vamos mostrar que { , } é um colchete de
Lie em F (R*").

A bilinearidade e antisimetria sao imediatas da definicao. Para ver que
satisfaz a identidade de Jacobi, primeiro obsreve que Vf, g € F (R*?)

3{f,g}:ii of 99\ 0 (0f Og
op — Op? \Op* ¢ op? \ 9q* Op
~ f 99 Of P9  &f 99 0f
— Jpidp' Oq¢'  Op' Opidq'  Op’dgq' Opt gt Opiop"

e, analogamente, que

oHfgh _~~ f 9 LOf P9 Pf 99 Of Py
oq’ 8q90p ap " 0¢idgk  O0gidgk OpF  Ogk  dgiopk

Portanto, dados f, g, h € F (R*"), temos

"L 0{f, oh  0{f, oh
3 {f,.9y on Oo{fg} Oh

j=1
—Zi Oh Df g Oh
- opi opi aq ¢ Oy Opiog O

C#r e m o o ony
op? Oq’ 0]9 ¢ 9q" Opidp* Og
i 99 Oh  Of O Oh _

oq? ap ogk  Opi  Opk 0qidgk  OpI

a2f dg Oh of Py 8h)

 9giogk opk api  9gF dgidpk  dp




Algebms de Lie 145
Procendendo de maneira semelhante, obtemos
- g Oh 8f 0?h 8f
(li)0) = 3= (3o s o
_02 oh 8f_89'02h ﬁ B
Ip?9q' 319 ¢ Oq° Op'op* O
z”: oh of 9g  _9h  of
« 0 0]9 0k Opi " OpF 9gidgk Opi
e o or o o o
0¢idgk Opk Opi  Ogk  Oqiopk 8]9?
e
. " 0*h 8f 89 oh  O0*f Og
h -
{{h, .9} Z( o7 3¢ 97t 55 5woF B
B 0?h 8f 3g _8h 0 f 3g B
op? Oq' ap 0qj oqt  Opi Opt 8qﬂ
(s~ hof o on o oy
— O@iopk  ogF opi | OpF  Dqgidgk  OpI
__&h of 99 Oh &f Oy
dg’dg~  Opk 9p?  Og Ogiopt Opi )
A partir destas equagoes pode-se concluir, com algum trabalho, que
{figh hy+{{g.h}, 1+ {{h, f},9} =0,
A

como queriamos.

Vamos, agora, analisar uma familia importante de &dlgebras de Lie, que
aparece freqiientemente na Geometria. Antes disso, uma definicao:

Definicao B.12. Seja A uma dlgebra sobre K. Uma derivacao em A é uma

funcao linear f : A — A tal que:

flaxb) =

Esta equagao é chamada regra do produto, ou regra de Leibniz.

das derivacoes em A é denotado por der(A).

fla)«b+ax f(b), Va,b € A.

O conjunto

Observe que o fato de toda derivacdo ser linear implica der(A) C gl(A). Mais

precisamente:

Proposicao B.13. det(A) é uma subdlgebra de Lie de gl(A).
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Demonstragao. Dados f,g € det(A) e k € K, precisamos mostrar que [ +
kg, [f,g] € ver(A). Como f+ kg e [f,g] sao lineares, isso se resume a mostrar
a regra de Leibniz. Tome a,b € A:

(f+kg)axb) = flaxb)+kg(axb)
Fla) b+ ax f(B) + kgla) b+ kax g(b)
(f +kg)(a) *b+ax(f+kg)(b),

e temos que f + kg € der(A). Além disso,

[f,glaxb) = fglaxb)—gflaxb)
= [flgla)*b+ax*g(b)) —g(f(a) «b+ax f(b))
= fgla)xb+g(a) = f(b) + f(a) x g(b) +ax fg(b) —
—gf(a)xb— f(a) xg(b) — g(a) * f(b) —ax*gf(b)
= fgla)xb—gf(a)xb+axfg(b) —ax*gf(b)
=[ gl(a) * b+ ax[f, g](b),

o que mostra que [f, g] € der(A). O

Exemplo B.14. Seja M uma variedade diferencidvel m-dimensional. Sa-
bemos do capitulo 2 que F(M), o conjunto das fungoes diferencidveis reais
definidas em M, possui uma estrutura natural de algebra sobre R. Mostramos
também que os R-espagos vetoriais der(F(M)) e X(M) sao isomorfos, o que nos
permite definir um colchete de Lie em X(M) de modo que as algebras de Lie
sejam isomorfas. Este isomorfismo, sendo natural, muitas vezes é considerado
como uma igualdade. A

Sejam g uma &lgebra de Lie e Z € g. Defina ad(Z) : g — g por ad(Z)X =
[Z, X]. Decorre da bilinearidade de [ , | que ad(Z) é linear, e da identidade
de Jacobi que ad(Z) é uma derivagdo. Verifiquemos esta ultima afirmagao.
Dados X,Y € g, temos:

ad(Z)[X,Y] = [Z,[X,Y]]
= HZ>X]>Y]+[X>[Z>YH
= [ad(2)(X), Y]+ [X,ad(Z)(Y)]

Definicao B.15. Dada uma dlgebra de Lie g, uma derivagcao em g que € da
forma ad(Z), para algum Z € g, é chamada de derivagao interna.

Uma questao importante no estudo das algebras de Lie é determinar em
que condicoes todas as derivacoes de g sao internas. Para mais informagoes,
veja (SAN MARTIN, 1999).

As algebras de Lie mais importantes sdo as subélgebras de gl(F), em que
E é um espaco vetorial sobre K. Isso se deve aos seguintes fatos:
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e Seus elementos sao transformacoes lineares, que podem se representadas
por matrizes sempre que E tem dimensao finita.

e O colchete de Lie destas dlgebras é muito simples, dado por

[X,Y]= XY - VX,

Deste modo, seria muito conveniente se qualquer élgebra de Lie g fosse isomorfa
a gl(E), para algum espago vetorial £, ou, pelo menos, a uma subalgebra. Esta
discussao motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao B.16. Uma representacao de uma dlgebra de Lie g é um homo-
morfismo de dlgebras T : g — gl(F), em que E é um espago vetorial sobre K.
Se T € injetiva, caso em que g € isomorfa a uma subdlgebra de gl(E), dizemos
que T € fiel. A dimensao da representacao T é a dimensao de E.

A questao exposta acima se traduz, nesta terminologia, na busca de teore-
mas da seguinte forma:

“Se g é uma algebra de Lie que satisfaz , entao g admite
uma representacao fiel.”

O Teorema de Ado (SAN MARTIN, 1999) mostra que g admite uma repre-
sentagao fiel de dimensao finita sempre que dim(g) < oco.

Exemplo B.17. Seja g uma é&lgebra de Lie. Defina ad : g — gl(g) por
ad(X)Y = [X,Y]. Decorre da bilinearidade de [, | que ad é linear. Além
disso, dados X,Y, Z € g, temos que

ad([X,Y])Z = [[X,Y], 7]
[X> [Ya Z“ o [Y> [X> Z]]
= ad(X)ad(Y)Z —ad(Y)ad(X)Z
= [ad(X),ad(Y)]Z,

o que mostra que ad é um homomorfismo. Mais uma vez, usamos, na veri-
ficacao, a identidade de Jacobi numa de suas formas equivalentes. A

A representacgao apresentada no exemplo acima é chamada de representacao
adjunta de g. O seu nicleo é o conjunto (que é um ideal de g)

{Xeg:[X)Y]=0,VWegl={Xecg:[X,Y]=]Y,X], VY € g},

chamado de centro da algebra e denotado por 3(g). Conclui-se facilmente que
a representagao adjunta de g é fiel sse 3(g) = {0}.

Para concluir este apéndice, vejamos uma condi¢cao para que um isomor-
fismo linear T": g — b seja um isomorfismo de dlgebras de Lie.
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Dada uma 4lgebra de Lie g, seja { X }ic; uma base? de g. Para cadai,j € I,
podemos escrever

X0, X5) =) &5 X,

kel

com ffj = 0 a menos de uma quantidade finita. Os escalares 55 (que sao tinicos)
sao as constantes de estrutura de g em relacéo a base escolhida. Observe que
da antisimetria de [ , | vem que ffj ﬂ, Vi, 7,k € I, o que, em particular,
mostra que ff’j = 0 sempre que ¢ = j. Por causa disso, sempre consideramos
1=].

As constantes de estrutura sao importantes no estudo das algebras de Lie
pois elas determinam, a menos de isomorfismo, uma algebra de Lie. Mais
precisamente:

Proposicao B.18. Sejam g, b dlgebras de Lie sobre K e {X;}icr, {Yi}ier bases
de g, b, respectivamente. Se as constantes de estrutura sao as mesmas para
ambas as bases, entao g ~ .

Demonstracao. Seja T : g — b a tunica transformagao linear tal que T'(X;) =
Y;, Vi € I. E imediato que T" é um isomorfismo linear. Para que g ~ h, é
suficiente mostrar que 7' é um homomorfismo.

Sejam f € K as constantes de estrutura de g e \¥;, de h. Dados Z, Z e g,

’L]’

escreva
7= 7'X; = T(Z)=>_ 2,
iel icl
Z=Y 7'X; = T(Z)=>_ 7%,
Jjel Jjel
por linearidade. Com isso, usando a bilinearidade de [ , | temos
2,2) = | _7'X.,)> Z'X;
il jel
ijel
- S PY N
ijel kel
- ¥ (x ez n
kel \ijel

Disso vem que

T(Z.2) =) <Z VAVAl k)

kel JeI

2Lembre que todo espaco vetorial admite base, mesmo que seja infinita.
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Por outro lado, manipulacoes similares mostram que

[T(Z), T(Z)] = (Z ZZEJ‘AQ;) Y.

kel \i,jel

Por hip6tese £F = \F

5= i Vi, j, k € I, o que mostra que

T2, 2] = [1T(2), T(Z)],
como queriamos. O
O seguinte corolario é imediato.

Corolario B.19. Se g e §) sao dlgebras de Lie n-dimensionais, com n € N*, e
tém as mesmas constantes de estrutura com relacao a um par de bases, entao

g=~b.

Exemplo B.20. Considere o espago R? como algebra de Lie. Sendo (ey, €3, €3)
a base canonica, temos que

[61, 62] = €3
[62, 63] = €
les,e1] = ea.

Com isso, as constantes de estrutura de R? sio
3 3 el el 2 2
§lo=—En =83 =& =81 = &3 =1,

enquanto ff’j = O sempre que ¢ = jous = k ou j = k. Uma maneira alternativa
de escrever estas constantes é a seguinte:

1 , se (ijk) é permutagao par de (123)

L=eyn=1< —1 ., se(ijk) ¢ permutacao impar de (123)
0 , caso contrario, i.e.,set=joui=kouj=E%k.
O simbolo €;;, é conhecido como o tensor de Levi-Civita. A

Exemplo B.21. Seja s50(3) o subconjunto de gl(R?) formado pelos operadores
antisimétricos, i.e.,

50(3) = {X € gl(R%) : X* = —X}.

Como R? possui dimensio finita, uma vez fixada uma base (por exemplo, a
canonica), podemos pensar nos elementos de gl(R?) como matrizes; adotando
este ponto de vista, temos

50(3) ={X € M3(R) : X' = - X},
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e um elemento genérico de s0(3) pode ser escrito na forma

0 —c¢ b
X=|¢ 0 —al,
b a 0

com a,b,c € R.
Afirmamos que s0(3) é uma subdlgebra de Lie de gl(R?), pois claramente
¢ um subespaco vetorial e, dados X, Y € s0(3)

X,V = (XY -YX)*

YIX* - XUy
= (Y)(=X) - (=X)(=Y)
= YX - XY
= [V, X],

e a afirmacao segue da antisimetria do colchete.
A forma geral de um elemento de so0(3) apresentada acima nos leva a con-
siderar a base (Fy, E9, E3) de s0(3) formada por

00 O 0 01 0 -1 0
E=loo 1], B=(0 00|, Bs=[1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O
Em particular, dim(so(3)) = 3. Observe que
[E1, By] = Ei\Ey— EbEy
0 00 010
= 1001 —-1000
0 00 0 00
— Py
e, analogamente, que
(s, B3] = E)
[E37E1] - EQ‘

A partir destas equagoes, podemos concluir que as constantes de estrutura de
50(3) com relacao a esta base sao

5%2 - _531 - 5%3 - _f:%z - 5:'31 - _5%3 =1,

enquanto ffj = 0 sempre que ¢ = j ou ¢ = k ou j = k. Estas sao exatamente as
constantes de estrutura de R? com relacao a base canonica, o que significa que
o isomorfismo linear T : s0(3) — R? determinado por T(E;) = ¢;, i = 1,2, 3,
é também um homomorfismo de algebras de Lie. Portanto, so0(3) e R® sao
algebras de Lie isomorfas. A
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