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Introducao

Véarios problemas fisicos sao modelados matematicamente sob forma de equacoes
diferenciais ordinérias lineares de ordem n com coeficientes constantes. Essas equacoes
sao usadas para construir modelos na dinamica de fluidos e em mecanica celeste, por
exemplo. Deste modo, o estudo de equacoes diferenciais ¢ um campo extenso tanto na

matematica pura quanto na matematica aplicada.

As equagoes diferenciais tém intimeras aplicacoes, como na medicina e na engenha-
ria, e suas solucoes sao usadas para desenhar pontes, automoveis, avioes, esgotos, dentre
outros. Resolver equagoes desse tipo resume-se a encontrar raizes da equacao algébrica de
grau n associada a equacgao diferencial, chamada equacao caracteristica. A solucao geral
da equacao diferencial depende das raizes da equacao caracteristica, podendo ser reais ou

nao.

Equagoes diferenciais sao extremamente importantes para as ciéncias, pois infor-
mam como a variacao de uma grandeza afeta outras grandezas relacionadas. A lei mais
importante da Fisica Classica, a segunda lei de Newton F' = md, é na verdade uma

equagao diferencial de segunda ordem
= d*r
F(rit) =m—
Neste trabalho os objetivos sao estudar equacoes diferenciais ordinérias lineares de

ordem n com coeficientes constantes e a estabilidade de suas solucoes, segundo os critérios

de Routh-Hurwitz.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Lineares

Uma equacgao diferencial é aquela que contém um funcao desconhecida e uma ou
mais de suas derivadas. Diferentemente das incognitas das equagoes algébricas, que sao
numeros, as incognitas das equacoes diferenciais sao fungoes. O termo equacoes diferen-

ciais (aequatio differentialis) foi utilizado pela primeira vez por G. W. Leibniz em 1676.

Dizemos que uma equagao diferencial é de n-ésima ordem, se a mais alta derivada

envolvida na equacao é de ordem n.

As equagoes diferenciais classificam-se em equagoes diferenciais ordinarias (EDO),
que envolvem funcao de uma variavel e suas derivadas, e equacoes diferenciais parciais

(EDP), que envolvem fungoes de mais de uma variavel e suas derivadas parciais.

As EDO’s podem ser divididas em duas classes: a das equagoes lineares e a das

equagoes nao-lineares.

Neste trabalho estaremos interessados nas equacoes diferenciais ordinarias lineares.



1.1 Conceitos Fundamentais

Uma equagao diferencial ordinéria linear de ordem n, em um intervalo [a, b], € uma

equagao da forma:

Y+ fosi )y Y+ LY+ fo(t)y = 7(t) (L.1)

em que 71, fo, f1,..., fn_1 sao funcoes quaisquer de t, y é a varidavel dependente, t é a

variavel independente e o simbolo ™ denota a derivada de ordem n da funcio y = y(t).
Uma equagdo que ndo tenha a forma da equagao (1.1) serda uma EDO ndo linear.

Exemplos:

1. y” + (cost)y” + By = sent é uma EDO linear de ordem 3, em que B é constante;

2. 3" + y? = 3t ¢ uma EDO nao linear.

Se na equacao (1.1) a fungao r(t) = 0, Vt € [a,b], a EDO linear torna-se

y" 4 fu Oy 4+ i)Y+ fo(t)y =0 (1.2)

e ¢ chamada equagao linear homogénea. Se r(t) é nao nula entdo a equagao é dita

nao-homogénea.

Ao longo desta secao serao enunciados teoremas para equagoes diferenciais de or-
dem n e, por simplicidade de apresentacao, as provas serao feitas para equagoes de ordem

2.

Teorema 1 Se yi,Ya, Y3, - . ., Yn 80 solugdes da equacao (1.2) e ¢1, ¢, 3, .. ., ¢, SAO cONs-

tantes quaisquer, entao

Y =cC1Y1 + Y2+ Cc3ys + -+ CulYn

é também solugao da equacao (1.2).



Prova: Para n = 2 a EDO homogénea assume a forma

y' 4+ 1)y + folt)y =0

Se 11 e Yo sao solucoes da equacao acima observe que
yi + [it)y; + fo()y =0,

Yy + f1(t)ys + fo(t)y2 =0

Aplicando as regras de diferenciacao temos
(cryr + coa)” + fr(t)(cryn + caya) + fo(t) (cryn + coy2) =

= (ay] + coys) + f1(t)(cryy + cays) + fo(t)(cryn + coyo) =
= caly] + fit)yy + fo(t)y] + colya fr(E)ys + fo(t)ye] =
=c1-04+c-0=0

Logo c1y1 + cays € solugao da EDO homogénea de ordem 2. n

Solucao Geral e Solugao Particular

Uma solugao de uma equagao diferencial ordinaria de ordem n constitui uma so-
lugao geral se contém n constantes independentes arbitrarias. O termo independente
significa que a solu¢ao nao pode ser reduzida a uma fungao contendo menos de n cons-

tantes arbitrarias.

Quando sao atribuidos valores especificos as n constantes na solucao geral, entao

a solucao obtida é chamada solucao particular.
Por exemplo:
y(t) = 2e' & uma solugao particular de y' —y =0, Vt € R;

y(t) = ce' com ¢ € R é solugao geral de y —y =0, Vt € R.



Em muitos problemas estamos interessados nao em uma solucao geral da EDO,
mas em uma solugao que satisfaca condic¢oes iniciais da forma:
y(tO) = Yo, y/(tO) = Y1, y,/(t0> =Y2, .-, Z/(n_l)(tO) = Yn—1-

Esse tipo de problema ¢ chamado Problema de Valor Inicial (PVI).

Exemplo 1 Resolver o problema de valor inicial
y'+y —6y=0, y(0)=1, y'(0)=0
Sabendo-se que a solucao geral da equacao diferencial é

y(t) = cre® + e (1.1.1)

Solucao: Diferenciando (1.1.1), obtemos
Y (t) = 2cie* — 3cpe™
Para satisfazer as condicoes iniciais temos:
y0)=c1+c=1 (1.1.2)
y'(0) =2c; —3c2 =0 (1.1.3)

De (1.1.3) temos ¢, = 2¢y, e assim, (1.1.2) resulta em:

2
c1 + 301 C1 5 C2 5

Logo, a solugao do problema de valor inicial é

_32t 2—3t
y—5e +5e

Teorema 2 Seja a equacio (1.2), y™ + f,_1()y™ ™V + -+ fi(t)yo + fo(t)y = 0.

Se fo, fi,..., fa—1 sdo fun¢bes continuas em um intervalo fechado [a,b], se ¢y é
algum ponto pertencente a esse intervalo, e mais ainda, se Yo, Y1, Y2, - - -, Yn Sa0 NUMeros
quaisquer, entao, (1.2) tem uma tnica solugao y(t) em [a, b], tal que y(to) = vo, ¥'(to) = v1,

y”(tO) =Y2, ... y(n)(tO) = Yn-



O Teorema 2 garante a existéncia e unicidade de solucao para o PVI.

Se Y1, Ya, - - -, Yn 520 solugdes de (1.2), entdo pelo Teorema 1
Yy =c1y1 + Y2 +c3yz + -+ Cpln

¢ também solucao, com cy, cs, .. ., ¢, constantes arbitrarias.

A seguir serao apresentadas condigOes que garantirao que y é solucao geral da
equagao homogénea. Para isso precisamos dos conceitos de dependéncia e independéncia

linear de funcoes.

Definigao 1 Dizemos que n fungoes yi, o, ys, - - ., Y, definidas no intervalo [a, b] sao line-

armente dependentes (LD) se a equagao
11 (t) + CQyQ(t) + 03y3(t) + -t Cnyn(t> =0

tem uma solugdo nao nula, ou seja, se c1y1(t) + coya(t) + c3ys(t) + -+ - + cuyn(t) = 0,

Vt € [a,b], e pelo menos um dos coeficientes ¢y, ¢, c3, . .., ¢, é diferente de zero.

Quando um conjunto de funcoes nao é LD, ele é dito linearmente independente

(LI).

Uma outra maneira de analisar a dependéncia ou independéncia linear de funcoes

é através do Wronskiano que sera definido abaixo.

Definigao 2 Sejam n fungoes yi, Yo, Ys, - - ., Yn, (n — 1) vezes derivaveis. O Wronskiano

dessas funcoes é o determinante definido por

U1 Y2 ce UYn

Y1 Yo - Y
W(ylay27y3a .. ayn) -

ygn—l) yén—l) ygn—l)
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Lema 1 Se  y1,vy2,93,...,Yn sa0 solugdes da equagdo (1.2) em [a,b], e
W(y1,Y2,---,yn) # 0 para algum t, € [a,b], entdo o Wronskiano nunca é zero

para todo t € [a, b].

Prova: Para n = 2, a EDO homogénea assume a forma

y'+ Ay + folt)y =0
e o Wronskiano é dado por W(y1, y2) = 11y — Yal]-

Note que W' = y1y5 + y195 — Yoyl — ¥o¥i = Y1y — Yol!

J& que y; e yo sao solugoes da EDO segue que

vl + Ay + fo(t)yr =0

Yo + [1(0)ys + fo(t)y2 =0

Multiplicando-se a primeira dessas equagoes por ys e a segunda por yq, e subtraindo

a primeira da segunda, ganhamos

(15 — v2ut) + f1() (1 — v2uy) = O,

que pode ser escrito como

W'+ f1(t)W = 0.

. . . aw
Esta equacao é uma equacao diferencial de primeira ordem. Reescrevendo-a como: T
— f1(t)dt e, aplicando o método de separagoes de variaveis, temos:
aw
—— = —fi(t)dt

W — Ce_/f(t)dt

em que c é constante arbitraria.
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Como o fator exponencial nunca se anula para todo t € [a, b], entdo o wronskiano
sera nulo se ¢ = 0. Mas por hipotese existe um ponto ¢y € [a, b] onde W(y1,y2) # 0, logo

¢ nao pode ser zero.

Portanto W(y1,y2) # 0 para todo t € [a, b]. n

Do Lema 1 temos que, se y1,Y2,9s,- -, Yn Sa0 solugoes da equacao (1.2) e se o
Wronskiano é zero para algum ¢t = tj, entao ele também serd zero para qualquer valor

t € [a,b.

Lema 2 Se y1, 9o, V3, - - -, Yn sa0 solugoes da equagao (1.2) em [a,b], entao elas sao LD

nesse intervalo se e somente se o Wronskiano for nulo.

Prova: (=) Para n = 2, sejam y; e y linearmente dependentes. Se qualquer uma

delas for zero em [a, b] entdo W(y1,y2) = v1ys — yoy; = 0.

Mas considere que nenhuma delas é nula. Por sua dependéncia linear uma das
solucoes é uma constante vezes a outra. Assim y; = cy, para alguma constante c e entao
Y1 = Cy.

Note que

W(y1,y2) = 115 — Yot
= CYals — Yoy
= (Y215 — Y215)
=c-0=0,

0 que prova meia proposicao.

(<) Consideremos agora que o Wronskiano é nulo e vamos provar a dependéncia
linear. Se y; for nulo em [a, b] as fungdes sao LD. Mas se a fungao nao se anula no intervalo,
pela continuidade, ela também nao se anula em algum sub-intervalo [c, d] de [a, b]. Como

W(y1,y2) = 0 em [a, b] podemos dividi-lo por y? e obtemos:

ylyé - ygyi
2

=0 em [¢d.
h
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!/
Esta expressao pode ser escrita como <%) = 0 e integrando temos P2 _ k ou
Y1 Y1

y2(t) = ky1(t) para alguma constante k e para todo t em [c, d]. Uma vez que yo(t) e ky,(t)
tém valores iguais em [c, d], eles tém também derivadas iguais. Assim, pelo Teorema 2,

y2(t) = ky1(t) para todo t em [a, b], o que finaliza a argumentagao. n

Lema 3 Se y1,v2,Y3,...,Yn sa0 solugdes LI da equagdo (1.2) no intervalo [a,b] e
fo—1, fa—2s- -, f1, fo sdo fun¢bes continuas em [a,b], entdao W(y1, 42, ..., yn) # 0 para

todo t € [a, b].
Prova: Vamos mostrar por absurdo para n = 2.
Suponha que W(y1,y2) = 0 para algum ¢, € [a, b].
Considere o sistema
cya(to) + caya(to) =0
c1yy(to) + cays(to) =0
em que c; e ¢y Sao constantes.

Resolvendo o sistema e observando que W(yi,y2) = 0, temos que o sistema homo-
géneo possui infinitas solucoes. Assim, existe uma solu¢ao nao trivial, digamos ¢; = ky e

co = ko tal que ky - ko #£ 0.

Como y; e ys sao solugoes da EDO homogénea de ordem 2, o Teorema 1 garante

que
y = ki (t) + kaya(t)
é também solucao.

Do sistema acima, temos que: y(tg) = 0 e y'(fp) = 0. Assim, y ¢ solugdo do PVI
y' + L@y + fot)y =0

y(to) =0 e y'(ty) =0

Mas a fun¢ao nula y* = 0 também ¢é solucao do PVI acima.
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Como f; e fy sdo fungbes continuas em [a, b, pelo Teorema 2, temos y = y*, isto

k1y1(t) + koy2(t) = 0 para todo t € [a, D]

Como ky - ko # 0 temos que y; e y sao LD, absurdo!

Logo, se y; e yo sao LI entao W(y1,y2) # 0 para todo t € [a, b]. n
Teorema 3 Se y1, Y2, Y3, - - - , Yn 520 solugoes LI da equagao (1.2) em [a, b] entao
Y =cCiy1 + Coy2 + -+ Culn

¢ uma solucao geral da equacao (1.2) em [a, b], para ¢, ca, ..., ¢, arbitrarios.

Prova: Para n = 2, sejam y; e ys solucoes da equagao homogénea
y'+ ALY + folt)y =0

Pelo Teorema 1 y = c1y; + coy2 € solucao para quaisquer valores de c¢; e cs.

A funcao y é a solucao geral da equacao homogénea acima. De fato, como y; e s
sao LI, nenhuma delas é maltipla da outra, ou seja, y = c1y1 + c2y> nao pode ser reduzida

a uma forma contendo menos que duas constantes arbitrarias. ]

O Teorema 3 diz que, se conhecemos n solugoes particulares LI para (1.2) entao

temos uma solucao geral.
Exemplo 2 Dada a equagao diferencial
y/// ‘I— 4y/ — 0

y(t) =c1 -1+ ¢y cos(2t) + cs - sen’t
é a solucao geral para quaisquer condigoes iniciais y(tg) = bo, ¥'(to) = b1 e y"(to) = be?

Solugao: Vamos analisar o Wronskiano W(y1, ys, y3)-
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De y(t) temos y; = 1, y = cos(2t) e y3 = sen?t.

Y1 Y2 Y3
W(y17y27y3> = yi Z/é yi,’)

Y Ya U3
1 cos2t sen? t
W(y17y27y3> =10 —2sen?2t 2sentcost
0 —4cos2t 2(cos?t— sen?t)

W(y1, Y2, y3) = —4sen 2t(cos>t — sen®t) + 8 cos 2t sen t cost

Pelas identidades trigonométricas, temos

sen2t = 2sentcost

(cos®t —sen?t) = cos 2t.
Assim W(y1, ya, y3) = —8sent cost cos 2t + 8sent cost cos 2t = 0.

Como W(y1,ys,y3) é nulo, pelo Lema 2, y1, y2 e y3 sdo LD, e portanto, pelo
Teorema 3,
y(t) =c1 -1+ cy-cos2t +cy-sen’t
nao ¢é solucao geral da equacao diferencial.
Teorema 4 Seja y = 141 + Caya + - - + ¢y a solucdo geral da equagdo (1.2) em um
intervalo [a, b], onde f,,—1, fu_2,..., f1, fo sdo continuas. Além disso, seja ¢(t) uma solugao
qualquer da equagao (1.2) em [a,b], desprovida de constantes arbitrarias. Entao ¢(t) é

obtida da solucao

Yy =cCiy1+ Cy2+ -+ Culn
atribuindo valores as constantes ci, ca, ..., C,.

Prova: Para n = 2, seja ¢(t) uma solugao qualquer da equagao

y'+ )y + fot)y =0
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que nao contém constantes arbitrarias. Vamos mostrar que existem constantes c e ¢ tais
que

P(t) = ciyr + 32

Seja tg € [a,b]. Vamos calcular ¢ e ¢’ em ty, e vamos mostrar que existem cons-

tantes c; e ¢y que satisfazem

y(to) = o(to) e y'(to) = ¢'(to)

isto é,
a1y (to) + cayalto) = ¢(to)

ay(to) + cays(to) = ¢'(to)

Por hipoétese a funcao y = c1y;1 + c2y2 € a solucao geral da equacao homogénea de ordem 2,

entdao W(y1,y2) # 0. Logo, o sistema acima tem solugao tnica, digamos ¢; = ¢} e ¢y = 5.

Para estas constantes obtemos a solugao particular

y* = iy + Y.

Temos que y* satisfaz

Y (to) = o(to) e y"(to) = ¢'(to)

Logo, y* é solugao do PVI

y'+ )y + fot)y =0

y(to) = d(to) e y'(to) = ¢/ (to)

mas, ¢ ¢ também solucao do PVI acima. Logo, pelo Teorema 2, temos ¢ = y*, ou seja,

P(t) = ciyr + c3y2.
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O Teorema 4 mostra que uma solucao geral da equacao diferencial homogénea com

coeficientes continuos inclui toda solucao da equacao diferencial linear.

Nao existe um método geral para resolver equacoes lineares com coeficientes va-
riaveis, no entanto, se os coeficientes sao constantes temos um método para determinar n

solucoes particulares LI. A proxima secao trata da apresentacao desse método.

1.2 Equacoes Lineares Homogéneas de Ordem n com

Coeficientes Constantes

Considere a equacao linear homogénea de ordem n
Y™ + a1y + a0y -+ ay +agy =0 (1.3)

onde ag,aq,...,a,_1 Sao constantes reais.

Para encontrar uma solucdo geral para a equagao (1.3), basta encontrar n solugoes

LI.

Sabemos que a func¢ao exponencial y = €™ tem a propriedade de que suas derivadas

rt

sao todas constantes multiplicadas por si propria. Isto aponta y = €™ como possivel

solugdo de (1.3) desde que r seja convenientemente escolhido.

Uma vez que

podemos substituir as expressoes acima na equagao (1.3) e obtemos:
e (r" + apr" T+ ar +ag) =0
Como €™ nunca se anula, a equagao acima tem solugao se e somente se

Pt ™ e ar +ag =0
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Esta equacao é chamada de equagao caracteristica.
Se r satisfaz a equacao caracteristica, entdo e serd uma solucao para a equacao
(1.3).

A equacao caracteristica possui n raizes r,79,...,7, que podem ser reais e distin-

tas, reais e repetidas, ou complexas.

Raizes Reais e Distintas

Se a equacao caracteristica possuir n raizes reais e distintas, entao teremos n
solucoes distintas y; = €™, yo = €™, ..., y, = e™!. Através do wronskiano mostra-

se que estas funcgoes sao LI. Por exemplo, para n = 2,
erlt e?“zt
W = = (ry — rp)elMF72)t,

1 erlt T eT’zt

W é diferente de zero pois ry # ry.

Assim, uma solu¢ao geral da equagao (1.3) sera
y = Clerlt + C2er2t N Cnernt’
em que ¢, Co, ..., C, sa0 constantes arbitrarias.

Exemplo 3 Um cientista colocou duas linhagens de bactérias, X e Y , em um ambiente
de cultura. Inicialmente, havia 400 de X e 500 de Y . As duas bactérias competem
por alimento e espac¢o, mas uma linhagem nao come a outra. Se z = z(t) e y = y(t)
representam os niumeros de cada linhagem no instante ¢, e as taxas de crescimento das

duas populacoes sao dadas pelo sistema
r=12x-0,2y (1.14)

y'=-0,20+1,5y (1.1.5)

Determine o que acontece com essas duas populacoes, resolvendo o sistema de

equacoes diferenciais.
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Solugao: Temos z(0) = 400 e y(0) = 500.

-2 +1,2x

Da primeira equagao do sistema temos y = 02
)

Derivando a equacao (1.1.4) obtemos
2 =1,22"—0,2y

e entao
, =2+ 1,27
Yy =——7—7"
0,2

Substituindo as expressoes obtidas para y e y’ na equacao (1.1.5) ganhamos

—a" 41,22

—x+1,2x
=—-0,2 1.5 ———
072 ’x_l_ ’ ( )

0,2

—2" +1,22' = —0,04z — 1,52" + 1,8z
2 =272 +1,762 =0
A equagao acima é uma EDO homogénea de 2% ordem, e a equagao caracteristica

correspondente é

r?—2,7r+ 1,76 =0
cujas raizes sao r;, = 1,6 e ro = 1, 1.
Entao temos que uma solugao geral da EDO homogénea é
x(t) = c1et% + cpel

Derivando x(t), obtemos

2/ (t) = 1,6ce"% + 1, 1cpe™™
Aplicando as condigoes iniciais temos
400 = 1+ ¢

2'(0) =1,6¢1 + 1, 1cy

e ainda, de (1.1.4)
2/(0) = 1,2 400 — 0,2 - 500
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2/(0) = 380

que nos dé o sistema

400 = C1 + Co

380 = 1,6¢, + 1, Ley

Resolvendo, encontramos ¢; = —120 e ¢y = 520.
Logo,

x(t) = —120e"% + 520"

Analogamente para y, temos da 2% equacao do sistema inicial, que

_ _y,+ 1752/
0,2

Derivando a segunda equacao obtemos
y' =0,22"+ 1,5y
que nos da

r_ _y” + 175?/
N 0,2

Substituindo as expressoes obtidas para x e 2’ na equacao (1.1.4) ganhamos

—y" + 1,5y —y' + 1,5y
“ o2 P\ oz2 )0

' =27y + 1,76y =0
que é uma EDO homogénea de 2* ordem cuja equagao caracteristica é
r?—2,7r+1,76 =0
E as raizessao ry = 1,6 e ro =1, 1.

Logo, uma solugao geral da EDO homogénea é:

y(t) = cre™% 4 cpel



20

Aplicando as condigoes iniciais, da mesma forma como procedemos para x(t), en-

contramos o sistema
500 = ¢c; + ¢o

670 =1,6¢c; + 1, 1co

Resolvendo temos ¢; = 240 e ¢y = 260.

Logo
y(t) = 240e"°" 4 260e",

Assim,

x(t) = —120e"% + 520"
y(t) = 240e"%" 4 260e",
y(t) é sempre crescente, portanto a populagdo y continua a crescer.

No entanto z(t) se anula quando

120eb5t = 5201

3e™7 = 13
13

05t _ 19
¢ 3

13
1 0,5t:1 -
ne Il<3)

13
0,5t=In| —

t~ 2,93
Logo X morre apds ~ 2,93 unidades de tempo.
Exemplo 4 Seja a equagao diferencial de terceira ordem
y" =y =4y +4y =0
sujeita as condic¢oes iniciais

y(0) =2, y'(0) = —1, y"(0) = 5.
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A equagao caracteristica da equacao diferencial é
r—r? —dr4+4=0

cujas raizes sao ry = 2, 1o = —2, r3 = 1.
Tomando a solucao
Y = 01€2t + C2€_2t + C3et

e usando as condigoes iniciais, obtemos o sistema linear

p

2201+02+Cg

—1 =2¢c1 — 2¢c9 + c3

\5 =4dcy +4cy + 3
Resolvendo o sistema acima temos ¢; = 0, co = 1 e ¢3 = 1, e portanto obtemos a

solucdo y = e~ % + ¢! do PVL

Raizes Reais e Repetidas

Vamos considerar a equacao linear homogénea com coeficientes constantes de or-

dem 2.

Neste caso a EDO assume a forma
" !
Yy 4+ ay +agy =0

com ag e aj constantes reais.

A equacao caracteristica associada é

4+ ar+a=0

Se a equacao acima tiver uma raiz repetida entao

T:T1:T2:_Taq:>27’+a1:0 (14)
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Assim, obtemos uma tnica solucao particular dada por

yr ="

Precisamos encontrar uma segunda solucao particular, ., para a EDO, tal que
Y1 € Y2 sejam linearmente independentes. Vamos verificar que yo, = ty; é também uma

solucao.

Temos que

yh = et +tre
yy = 2re™ + trie
Substituindo na equacao diferencial temos
2re” +r’te" + ay(e" + rte’) + agte™ =0
que é equivalente a
e (2r 4+ ar) +te" (r* + a1r + ag) = 0

O termo (27 + a;) é nulo pela equagao (1.4), e o termo (r? 4+ a;r + ap) também é

nulo pois r é uma raiz da equacao caracteristica.

Note que y; e y» sao linearmente independentes, pois

rt rt
Y1 Y2 e te
W(yh y2) = = — ’f’tfﬂzrt + 627“t _ ,,,,teZT’t _ 627“1‘, 7£ 0.

T re™ tre't 4 e

Logo, uma solugao geral da EDO de ordem 2 tera a forma:
Yy = a1y + ol
isto é,
y = cre"™ + cote’.

Considerando agora a equacao diferencial de ordem n, a equagao caracteristica

Pt A" a4 ag =0
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Suponha que a equagao caracteristica tenha uma raiz dupla, digamos r = r; = ro,

e as demais raizes sejam distintas.

Entao y; é uma solugao e uma segunda solucao linearmente independente relacio-
nada a y; é da forma ys = ty;. Assim sendo, uma solucao geral para a equacao diferencial
é

y = cie" + cote”™ 4 c5e" + cqe™ -+ cpe™t

Se a equacao caracteristica tem uma raiz tripla, digamos r = r; = ry = r3, tomamos

como solucoes linearmente independentes correspondentes a raiz tripla as solucoes:

Y1, tyla t2y1a

obtidas de forma semelhante & desenvolvida para a equagao de segunda ordem.

Dessa forma, uma solugao geral é

y=cre" + cote” + cst?e 4 cqe™t 4 - 4 e’

De maneira geral, se r é uma raiz de multiplicidade (s < ), entdo as solugoes
2 s—1
Y1, ty1>ty1> BRI t Y1
sao funcoes linearmente independentes associadas a raiz 7.

Exemplo 5 Resolva a equacdo diferencial y*) — 4y" + 4y" = 0.

Solucgao: A equacao caracteristica correspondente é

rt—4r® 4 4r? =0

As raizes sao:

r=ro=0 e r3=r4=2
Logo a solugao geral é

y =1 + o + cse®t + cyte?
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Raizes Complexas
Se a equacao caracteristica ™ + ap_ 17"t 4+ -+ + a1 + ag = 0 possuir raizes
complexas, digamos r; e ro, entao elas aparecem em pares conjugados, 1, = a + bt e

ro = a — bi. Se nao houver repeticao de raiz, uma solugao geral da equagao (1.3) continua

sendo

y = Clerlt + C2er2t N Cnernt’
isto é,

y = ¢y @ttt o e@ bt o poorst L gt
Usando a formula de Euler, podemos reescrever y; e yo como
Yy = el @It — 9 (cos(bt) + i sen(bt))
Yy = el — 9 (cos(bt) — isen(bt))
E assim uma solugao geral assume a forma:

y = cre™(cosbt + isenbt) + coe™(cosbt — isenbt) + cze”™ + -+ + ¢ et

Esta ¢ uma solugcao complexa. Porém, em aplicacoes praticas estamos interes-

sados em solucgoes reais. Assim sendo, temos, pelo Teorema 1, que as funcoes reais

1
Y1 = §(y1 +yo) = e cos bt

1
Yo = Z(yl — o) = e sen bt
sao solucoes da equacao (1.3).

Através do Wronskiano, mostra-se que as funcoes

e cosbt, e®senbt, et ..., et

sao linearmente independentes.
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Portanto, uma solugao geral real da equacgao diferencial é:
y = c1e™ cos bt + coe™ sen bt + cze™ + - - - + et
Exemplo 6 Resolva a equacao diferencial

yW+y=0

Solucgao: A equacao caracteristica é:
4 : 4
r"+1=0, ouseja, r=+v—1
Vamos calcular entao as raizes quartas de -1.
O numero complexo -1 pode ser escrito na forma polar:

z=—1=1(cosm +isenm)

Utilizando a segunda férmula de Moivre temos:

T :ﬁ{m (M) ©isen (M)} k=0,1,2,3.

n n

Logo, as raizes sao:

Para k=0
T w2 V2
rlzl[coszjtzsenﬂ:TjLTz
Para k=1
2 2 3 3 —/2 2
7”2:1{(3OS<7H;l 7T)—irisen<7rz W)]:cos£+isenzﬂ27f+gi
Para £ = 2
] T+ 47 w T+ 47 57r_|_, 5t —/2 V2.
T = n —_= _— n-—————«@ — ——
3 cos 1 1se 1 CoS 1 ise 1 5 5 1
Para k =3

] T+ 67 w T+ 67 77T+, T V2 V2.
ry =1 |cos sen =cos— +isen— = — — —1
! 1 ! 4 4 12 7
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Portanto, a solucao geral complexa é:

y= C1e(§>t [cos (£t> + 7sen (gt

+cze(§>t [cos (?t) —7sen (?t) +

\)

N

=) V2 ) V2
+03e( ) [cos (775) + 7 sen 715) +

=) V2 .\ (V2
+C46( ) [cos <7t> — 7sen Tt)] .

e a solugao geral real tem a forma:
Yy = cle( 22>tcos (%t) +cze( 22)tsem (%t) +03e( 2 >tcos (§t> +c4e( 2 )tsen (%t) .

1.3 Problema de Valor Inicial e o Determinante de

Vandermonde

Seja a equacao diferencial linear homogénea de ordem n
y(”) + aly(”_l) 4+ 4 aply = 0
com todos os coeficientes constantes.

Suponha que queremos obter a solucao particular para as condicoes iniciais
y(to) = b1, y'(to) = ba, ..., y" 7V (ty) = by
A equagao caracteristica da equacao diferencial tem a forma

a4 a, =0

Suponha que a equacao caracteristica tenha n raizes reais e distintas. Entao uma

solucao geral da equacao diferencial é

t t t
y=cet + e+ 4 e,
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para cy, Cs, . .., C, arbitrarios.

Concluindo as diferenciacoes e tomando t, = 0, obtemos o sistema linear com n
equacoes e n incognitas

/

y0)=bi=c1+c+--+cp

y/(O):b2:T101+T202+"'+7’nbn

\y("_l)(O) =b, = r%"_l)cl + ré"_l)@ g MY

que possui uma unica solugao, pois o determinante

1 1 1

1 T2 Tn

V(ry,ra,.omn) = | r? ra -1
-1 -1 -1
P D)

nunca é zero, uma vez que 7, # r; para ¢ # j. Tal determinante é chamado Determinante

de Vandermonde.

O Determinante de Vandermonde

Vamos mostrar que o determinante de Vandermonde nunca é nulo quando
r1,T9,...,T, sao distintos.

Considere o caso n = 2. Entao temos

1 1
V(r1,mg) = =T2—T
rL T2

Como r; e ry sao distintos, o determinante V(ry,ry) é diferente de zero.
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Para n = 3, temos
1 1 1

V(Tlar2>7’3) =|ry ro T3
2 .2 .2
r Ty T3

Subtraindo-se a primeira coluna da segunda e terceira colunas (estas operagoes nao alte-

ram o valor do determinante) temos

1 0 0
V(T17T27T3): r To—T1 T3—T1

2 .2 2 .2 2
rH Tro—Try rg—Tg

Efetuando algumas operagoes entre as linhas do determinante acima obtemos

1 0 0 1 0 O
V(ri,re,13) = (rg — 1) (13 — 71) 71 1 1 = (ro —r1)(rs — 1) rn 1 1
7’% T2+7’1 T3+7’1 0 Ty T3

O determinante da matriz de ordem 3 é entao

V(’l“l,’f’g,’l“g) = (7’2—7“1)(7’3—7“1)(7’3—7“2),

que é sempre diferente de zero, ja que rq, 79 e r3 sao distintos.

Continuando este processo indutivamente é possivel mostrar que o determinante

de Vandermonde de ordem n nunca é zero se 71,79, ..., 7, sao distintos.

O exposto acima é uma outra maneira de mostrar a existéncia e unicidade do PVI,

para um sistema linear com n equagoes e n incégnitas, com coeficientes constantes.

1.4 Equacoes Lineares Nao-Homogéneas

Seja a equacao diferencial linear nao-homogénea de ordem n

Yy 4 Oy o+ HY + fo(ty =1(t) (1.5)
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A solugao geral da equacgao acima depende da solucao da equacao homogénea

associada, e ¢ determinada pelo teorema seguinte:

Teorema 5 Uma solu¢ao geral de uma equagao nao-homogénea (1.5) é representada como
a soma de uma solu¢ao particular y, da equacao (1.5) e uma solucao geral y;,, da equagao

homogénea correspondente.
Prova: Vamos mostrar que y = y, + yp, € solucdo da equacao (1.5).

Temos que
(Wp +yn) ™ + faa () (W + )" 4+ A1) (o + ) + fo(8) (yp + yn) =

= W + fura YT+ YL+ folt)y)+

F 4 faa Oy 4 Oy fo(t)yn) =

pois y, é solucao de (1.5) e y;, é solugdo da equacao homogénea correspondente.
Portanto, y = y, + y, ¢ uma solugao da equacgao (1.5).

Vamos verificar que y é uma solucao geral. Temos que y, é uma solucao geral da
equacao homogénea, logo y, envolve n constantes arbitrarias. O mesmo ocorre com y.

Assim, y é uma solugao geral da equagao (1.5). ]

Do teorema acima, se conhecemos uma solu¢ao particular y, da solugao (1.5) e
uma solucao geral da equagao homogénea associada, conheceremos uma solucao geral da

equagao (1.5).

Precisamos, portanto, de algum método para encontrar uma solucao particular
para (1.5). Na seqiiéncia mostraremos dois métodos que fornecem uma técnica para

encontrar tal solucgao.
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1.4.1 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Este método (MCI) é um procedimento utilizado para encontrar y, quando a equa-
¢ao (1.5) tem coeficientes constantes e r(t) ¢ uma exponencial, um seno ou cosseno, um

polinémio ou alguma combinacao dessas fungoes.
Vamos apresentar o método para n = 2.

A solucao particular da EDO linear nao-homogénea de ordem 2
Y+ ary’ + agy = r(t)

serd dada conforme a tabela abaixo:

r(t) yp(t)

Po(t) = cpt™ + -+ 1t + o | £5(Cpt™ + -+ + Cit + Cp)

Po(t) - e £3(Cpt™ + - + Cyt + Cp)e
(sen Ot

P,(t)-e" < ou t[(Cnt™+ - -+ C1t+ Cp)e™ - cos B+
| cos(t) +(But"+- - -+ Bit+ By)e™ - sen((t)]

O expoente s é o menor inteiro nao negativo (s = 0,1, ou 2) que fard com que

yp(t) nao seja solucao da equagao homogénea correspondente.

Exemplo 7 Encontrar a solucao particular de

y// - 3y/ . 4y — e—t

através do MCI.

Solucao: A equagao caracteristica da equagao homogénea associada tem a forma:
r?—=3r—4=0

cujas raizes sao 1, = —1 e rp = 4.
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Assim, temos y; = e~! e y, = e solugoes da EDO homogénea.

A solucgao particular da EDO nao-homogénea é dada, conforme a tabela, por:

y(t)=t"-A-e",  s=(0,1, ou2).

Se s =0 — y,(t) = Ae™" que satisfaz a equagdo homogeénea, o que nao pode

ocorrer.

Se s =1 — y,(t) = tAe™". Neste caso, y,(t) nio & solu¢ao da equagio homogénea

e portanto é a solucao particular que procuramos.
Vamos descobrir o valor de A:

Temos:

yp(t) = tAe™
y,(t) = Ae™ (1 —1t)
yp(t) = Ae™ (=2 +1)

-1
Substituindo estas expressoes na EDO nao-homogeénea obtemos A = =

Logo, y,(t) = ?te

—t

Exemplo 8 Encontrar a solucao particular de
y" — 3y — 4y = 2sent

através do MCI.
Solucgao: A equacao homogénea associada é a mesma do exemplo anterior.

4t

Assim, y; = e~ ! e yp = e* sao solugoes da EDO homogénea.

Conforme a tabela, a solugao particular da EDO nao-homogénea ¢ dada por:

yp(t) =t°[Acost + Bsent|, s= (0,1, ou 2).

Se s =0 — y,(t) = Acost + Bsent, que nao satisfaz a equagdo homogénea.



Logo esta é a solucao particular que procuramos.
Vamos descobrir os valores de A e B.

Temos:

yp(t) = Acost+ Bsent
y,(t) = —Asent + B cost

y,(t) = —Acost — Bsent

Substituindo estas expressoes na EDO nao-homogénea obtemos o sistema:

3A—-5B=2
—5A—-3B=0
de ond t A= B=_>
e onde encontramos A = - e B = —.
Dessa forma,
(£) = > cost — — sent
Yp(t) = o7 cos {7 sent.

Exemplo 9 Encontrar a solucao do sistema

¥=2r+y+e  (1.1.6)
Yy =x+y+2e (1.1.7)
através do método dos coeficientes indeterminados.

Solugao: Da equagao (1.1.6), temos
y=2a —2x —é
Derivando a equagao acima obtemos
y =a2"—22' - (1.1.8)
substituindo (1.1.8) em (1.1.7) ganhamos

2 =22 — e =x4y+ 2
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2" — 22 —e =x+ (2 — 22— €') + 2!
" =32 +x=2" (1.1.9)

que ¢ uma EDO linear nao-homogénea de segunda ordem. A equagao homogénea associ-
ada é

2 =32 +x=0

E a equacao caracteristica correspondente é

r? —3r+1=0,

345 3—5

e o =

cujas raizes sao: r; = 5 5

Entao,

= e(3+2x/3t) e yy— 6(372\/30

sao solugoes da EDO homogénea.

Vamos encontrar uma solucao particular da EDO nao-homogénea. Esta solugao é
dada por:
yp(t) =t°Ae’,  s= (0,1, ou 2).

Se s =0 — y,(t) = Ae’, que é a solugao particular procurada, ji que nao satisfaz

a equagao homogénea.

Entao temos:

yp@) = Ae'
y;,(t) = Aet
Yy (t) = Ae!

Substituindo estas expressoes em (1.1.9) obtemos

(Ae' — 3Ae" + Ae') = 2¢!

que nos da A = —2. Portanto z, = —2¢.
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Temos que, uma solucao geral da equagao homogénea é dada por:

xp(t) = cle(3+2ﬁt) + 626(372\/50

E portanto, a solugao geral da EDO nao-homogénea é

3+v5 3—v5
z(t) = —2e" +cre 2 e 2 !

Falta encontrar y. Temos de (1.1.6) que:

y(t) = 2/(t) — 2z(t) — €'

Entéo y(t) = —2e' + c1r1€™" + corge™t — 2[—2¢e! + et + cpe™t] — €.

Logo,
y(t) = e + ci(r — 2)e™ + co(ry — 2)e"™

R e e e N e e

1.4.2 Meétodo da Variacao dos Parametros

O Método da Variacao dos Parametros (MVP) ¢é utilizado para encontrar uma

solucao particular para a equagao nao-homogénea

y 4 f Oy 4 H(OY + fo(t)y = 7(2).

Para aplica-lo, precisamos conhecer uma solucao geral da equacao homogénea cor-

respondente, digamos

Yy=cy1 +coy2 + -+ Cryn.

O objetivo é substituir as constantes cq,co,...,¢, por funcoes desconhecidas

v1(t),v2(t), ..., v,(t) a serem determinadas de modo que a fungao resultante

Yp = V1Y1 + Va2 4+ - - + Unln



35

seja uma solucao particular da equacao nao-homogénea.

Precisamos encontrar n funcoes, e para isso vamos especificar n condicoes. A
primeira condicao é que y, seja uma solucao da equagao nao-homogénea e as outras

(n — 1) condigoes serao escolhidas de modo a facilitar os calculos.

O MVP impoe que
ViYL VY2 -+ Uy = 0

Isto reduz y,, a

I _

Y, = 1Yy + vy + -+ + Uny),

Calculando a derivada de y;, obtemos

"o__

Yy = V1Y) + viyy + vayh + vayy + -+ vy, + 0y, =
= (v +v2ys + -+ vny,) + (V1Y) + VY + - F VLY.

Vamos impor que

V1Y) + vays + -+ vy, =0

Continuando este processo de maneira semelhante até a derivada de ordem (n —1)

obtemos
us ™ = (o™ ooy T oY) 0T oy g,

Vamos pedir que

oy vy T Y = 0

Calculando a derivada de y, de ordem n, obtemos

™ = (0" +vayd” + - oay) + Wy S e ulytD)

Agora, substituindo as derivadas de y, na EDO nao-homogénea temos

(g™ 4+ 00l 4+ 0y + WY byl D)4
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Fact @) @i + o™ 4y 4
s f1(®) (1Y) + vayh + - vyl
+fo(t)(viyr + vay2 + -+ + vpyn) = 1(t).
ou seja,

™ 4 Fa Wy e foun] + 0l 4 ST e fo(Bye] + -

0 faa YV -t fo®)ya] + T by Y 4y = (1),

Note que
W+ a0y 4+ folt)yi] =0
para todo i =1,2,...,n, pois y1, ¥, . . ., Yn sao solucoes da equacao homogénea.
Logo, temos n equagdes lineares com as incognitas vy, v, ..., v),.

4

Y1v] + Yoy 4 -+ ynv, =0
Yivh +yavy + -y, =0
/Wi /Wi ///:O

YU + YUy + -+ YR,

n—1 n—1 n—1
" eyl = ()

Resolvendo esse sistema e integrando as expressoes resultantes obtém-se os co-
eficientes vy, vq,...,v,. O determinante dos coeficientes é W(y1,ys,...,yn) # 0, pois
Y1, Y2, - - -, Yn SA0 solucoes linearmente independentes da equacao homogénea, o que é con-

dicao suficiente para existir uma solucao do sistema de equacoes acima. Assim é possivel

/

determinar vi, v} ... vl,.

Assim sendo, utilizando a regra de Cramer chegamos na seguinte solugao do sistema

de equacoes:

v;(t):w, m=12,...,n.

()
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em que W(t) = W(y1,9a2,...,Yn) € Wpn(t) é o determinante obtido de W substituindo-
se a m-ésima coluna pela coluna (0,0,0,...,0,1). A partir dessa notagdo uma solugao

particular da equacao nao-homogénea ¢ dada por

n

() =S mle) [

m=1 fo

com tg arbitrario.

Exemplo 10 Calcule a solucao do sistema apresentando no exemplo 9, pagina 22, se¢ao
1.4.1.
¥ =2x+y+e
y =x+y+ 2
através do Método da Variacao dos Parametros.
Solugao: Da secao 1.4.1 sabemos que, por meio de alguns calculos, encontramos

a EDO nao-homogénea

2 — 31 + & = 2

cuja equagao homogeénea correspondente tem uma solucao geral da forma:

Ty = cle(3+2ﬁt) + 026(37;%)

Vamos encontrar entao a solucao particular da equacao nao-homogénea através do

Método da Variacao dos Parametros.

Temos
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e(3+2\/gt) e(Si?ﬁt)

W= (y1,92) = (3 + ﬁt) (2551) (3 - \/5t> (3571)

2
3t

Resolvendo o determinante temos W(yy,y2) = —v/5e

Por Cramer encontramos

vy (t) ¢
0 255

Integrando obtemos
_ TS (o)

= 7_5 _ 4\/56(71;\/5t)
o

U1 (t)

(109)

Entao a solucao particular da EDO nao-homogénea é:

(257%0) (=5 = 4VB) (=145)
5

(37%0) (5 +4V5) (=1v50)
5

T, =e€ +e

ot —5+4V5 (=5 —4V5)
Tp=ce¢ 5 + 5

T, = —2e".

Logo, a solugao geral procurada z(t) = zj, + x, é

z(t) = cle(%ﬁt) + cze(gizﬁt) — 2¢".

Vamos encontrar y(t).

Temos

y=2a —2x —é

Substituindo x(t) e sua primeira derivada na equagao acima obtemos

ylt) =e'+ <ﬂ> el 4 (ﬂ) 0o (55

2 2
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1.5 Sistemas Lineares e Autovalores

Em Algebra Linear, por definicao, um autovetor de uma matriz A, n x n, é um

vetor nio nulo Z tal que AZ =\Z para algum escalar A, chamado autovalor de A.

Assim sendo, A é um autovalor para A se e somente se a equagao caracteristica

(A—AI)Z = 0 tem solucio no trivial.

O proximo exemplo ilustra o papel dos autovalores na resolucao de sistemas lineares

de EDO’s.

Exemplo 11 Resolver o problema 3, pagina 17, apresentado na secao 1.2, através de

autovetores e autovalores.

Um cientista colocou duas linhagens de bactérias, X e Y, em um ambiente de cul-
tura. Inicialmente, havia 400 de X e 500 de Y. As duas bactérias competem por alimento
e espaco, mas uma linhagem nao come a outra. Se z = z(t) e y = y(t) representam os
nimeros de cada linhagem no instante ¢, e as taxas de crescimento das duas populagoes
sao dadas pelo sistema

¥ =1,20-0,2y
y'=-0,2c+1,5y
Determine o que acontece com essas duas populagoes, resolvendo o sistema de equacoes

diferenciais.
Solucgao: Vamos definir
. x . x 1,2 -0,2
Z — Z, = A —=
Yy y/ _Oa 2 1a 5

Escrevendo o sistema na forma vetorial temos:
Z'=AZ (1.2.1)

Procuramos solugoes z(t) e y(t) da forma:

At

z(t) = zoe™ e y(t) = yoe™,



com xg e 1o constantes nao-nulas.

Definindo Z, = temos que:
Yo

7 = — Z'= (1.2.2)

[gualando (1.2.2) e (1.2.1) temos

)\Ioe)\t 1, 2 —O, 2 Ioe)\t
Ayoet -0,2 1,5 yoe
v )\ZL’Q v Zo Zo ZTo
e - = Ae = A =A
AYo Yo Yo | Yo

ou seja, AZy = \Z,. Logo A é autovalor de A e, 7 & autovetor de A.

O polinémio caracteristico para \ é:

1,2—X\ —0,2
pA) = |A—A|=0= =0
~0,2 1,5—\

Calculando o determinante encontramos A =1,1e X' = 1,6.
Falta encontrar ZO:

Temos que AZy = )\20, ou seja,

1,2 —-0,2| |z z
of _ 11 0
_072 175 Yo Yo
Assim,
1, 2LUO — O,2y0 = 1, 1.3(70 = Ty = 2y0
Entao
4 2
7, = Yo

Yo
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Temos ainda que AZy = A’Zg, ou seja,

1,2 -0,2| |z z
of _ 1.6 0
_072 175 Yo Yo

1,2.3(70 — O,2y0 = 1,6I0 = Yo = —2LUO

Entao
Zo =
—2!13'0
Como Z = ZyeM temos
7 — 2y Lt o 7 To 1.6t
Yo —2113'0
que sao duas solucoes de 7= AZ.
A combinagcao linear:
S 2 1
Z =k el 4 ky eh0t
1 -2

em que k1 = c1yg € ko = coxp também é solucao de 7 = AZ.
De fato,
- x 2 1
Z'=1 | =11k | |e"'t + 1,6k, el ot
Y 1 -2
1, 2 —0, 2 leel’lt ]{7261’6t
—0,2 1,5 || ket —2kse 1,6t

2, 4kielt — 0,2k ettt 1, 2keeb0t 4 0, 4koel bt

—0, 4k?161’1t + 1, 5]{3161’1t —0, 2]{?261’& — 3]{?261’&

2,2kl 1, 6kqel st

1, 1ke 1,1t —3, 2kqelt
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Assim,

. 2 1
AZ = 1,1k | | " + 1,6k, eh0t,
1 —2

Das condicoes iniciais, para t = 0

2(0) = 400 e y(0) = 500

Logo,
400 o 2 RETREEY 1 L6t
500 1 —2
que nos fornece o sistema
2k1 + ko = 400
k1 — 2ke = 500

Resolvendo, obtemos k; = 260 e ky = —120.

Portanto

e entao

x(t) = 520e" — 120"

y(t) = 260e™" 4 240",



Capitulo 2

O Critério de Estabilidade de Routh

Hurwitz

Véarios problemas da engenharia e da fisica, como a analise de sistemas mecanicos
e circuitos elétricos, sao descritos por sistemas de equacoes diferenciais com coeficientes
constantes e, em diversos casos, ¢ muito importante saber quando todas as suas solucoes
tendem a zero. No entanto, pode ser muito dificil resolver as equacoes diferenciais, e
entao torna-se util conhecer maneiras de ganharmos alguma informagao sem encontrar a

solucao do sistema.

Vamos analisar neste capitulo condi¢oes que garantem o comportamento das solu-

coes de equacoes diferenciais sem precisar resolvé-las.

Seja o sistema linear

— Aj+ R(t), (2.1)

U= (y1,%2,---,Yyn)' € ﬁ(t) ¢ uma funcao vetorial n x 1.

43
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O sistema homogéneo associado é
y = Aj. (2.2)
Vérias informagoes sobre as solugdes de (2.2) podem ser obtidas examinando-se os
autovalores de A.
O proximo teorema serd enunciado sem demonstracao. A prova pode ser encon-
trada no item [4] das referéncias bibliograficas.
Teorema 6 Seja p algum nimero e Re(\) a parte real de .

Se Re(\) < p para todo autovalor A de A, entao para cada solucao de (2.2) existe
alguma constante H > 0 tal que

ly(t)] < He
para t > 0.

Corolario 1 Toda solucao de (2.2) tende a zero com t — oo se e somente se todo auto-

valor de A tem parte real negativa, ou seja,
Re(A) <0
Prova: Vamos provar para n = 2, para o caso em que os autovalores de A sao

reais e distintos.

(=) Seja y(t) solugao de (2.2):

com y(t) # 0 e A\; # A9, ambos reais.
Se y(t) # 0, entao 7, # 0 ou 7, # 0.
Como, por hipotese y(t) — 0, com ¢ — oo, temos A; # 0 ou Ay # 0.
Suponha que A\; > 0 ou As > 0. Por exemplo, se A\; > 0. Entao

meMt — 400, quando t — co.
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Mas nesse caso, y(t) — oo. Contradigao!
Logo A; deve ser negativo.

(<) Temos, por hipotese, Re(A) < 0, para todo A. Existem no maximo n autova-

lores A\ (reais ou complexos).
Seja Re(A*) = max{Re(\1),...,Re(A\,)} < 0.

Seja p um nimero real tal que

Re(A*) < p < 0.

Entao Re(\) < p < 0, para todo autovalor A de A.

Pelo Teorema 6,

ly(t)| < He, Vvt >0.

Como p < 0, He* — 0, com t — oo e assim

y(t) — 0, com t— oo.

Se as condig¢oes do Corolario 1 forem satisfeitas, a matriz A é chamada matriz
estavel. Se toda solucao de (2.2) com coeficientes constantes tende a zero com t — 00, a

solugao trivial (y = 0) de (2.2) ¢ dita “assint6ticamente estavel”.

Agora, faz-se necessario conhecer alguma maneira de determinacao do sinal al-
gébrico das partes reais dos autovalores. Uma vez que os autovalores da matriz A sao
solugoes da equacao caracteristica det(A — AI) = 0, nosso problema é entao estudar as

raizes da equagao caracteristica.
Definicao 3 Seja o polinémio

P " i + ag



A matriz de Hurwitz é definida por

Ap—1 Ap—3 Qp—5 O

1 Ap—2 Qp—4 0

H— 0 ap-1 Gp-3 0
0 1 ap2 0

0 0 0 ao

Por exemplo:

Para n = 2, temos 7% + a7 + ag. Entao

H =

Para n = 3, temos ° + agr? + a;r + ag, e

s Qg 0
H= 1 aq 0

0 g Qg

Para n = 4, temos r* + asr® + asr? + a7 + ag. Assim
) 3 0 )

as ap 0 0
1 as Qo 0
0 as ap 0

0 1 o Qg

46

Na diagonal principal da matriz de Hurwitz estao os coeficientes do polinémio

tomados em sua ordem de numeracao de a,,_1 a ag. As linhas sao formadas sucessivamente

por coeficientes s6 com indices pares ou s6 impares, incluindo também o coeficiente a,, = 1.

Todos os outros coeficientes, ou seja, os coeficientes com indices maiores que n ou

menores que zero sao substituidos por zeros.
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Os menores principais da matriz de Hurwitz sao definidos da seguinte maneira:

A1 = ‘an—l‘a
p—1 OGp—3
A2 = )
1 Qp—2

p—1 Ap—3 0Ap—5
A3: 1 Up—2 Gp—4g

0 Gp—1 Gp-3

ap—1 Gp-3 Qap-5 Gp_7 0
1 Qp—2 Gp—g Qp—g 0
0 ap—1 Gp-3 0ap—5 0
A, =
0 1 Ap—2 Qp—4 0
0 0 0 0 ao

Teorema 7 (Teorema de Routh Hurwitz) A condigdo necessaria e suficiente para

que as partes reais de todas as raizes do polindémio
I Ay a4 ag

com coeficientes reais sejam negativas, é que todos os menores principais da matriz de

Hurwitz sejam positivos.

Por exemplo:
Para n = 2, temos r? + a;r + ao.

Os menores principais de Hurwitz sao:

aq 0
Al = |a1| e AQ =
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Aplicando as condi¢oes do Teorema temos:

A1>O—>CL1>O

A2>O—>CL1'CLQ>O.

Como a; > 0, temos que ag é obrigatoriamente positivo.

Logo, para n = 2 as condigoes de Hurwitz sao:

ag>0 e a; >0

Para n = 3, temos 2 + aor? + a7 + ao.

Os menores principais sao dados por

Ay Qg 0
Qo Qg

Ay =as|, Ay = e As=11 q; 0
1 aq

0 a2 Qg

Aplicando as condi¢oes do Teorema temos:

A1>0—>CL2>O
A2>0—>CL2'CL1—CL0>O

A3>0—>CLO(CL2'CL1—CLO)>O.

Como Ay > 0e Az = ag-Ay > 0, ag deve ter o mesmo sinal de A,, ou seja, ag > 0.
Y ) J ?
Agora, se ag > 0 e as > 0, entao a; também é obrigatoriamente positivo, satisfazendo

A2>O.

Assim, para n = 3 as condi¢oes de Hurwitz se reduzem a:

ag >0, a1 >0, aa >0 e as-a; —ag > 0.

Para n = 4, temos r* + asr® + aor? + a1r + ay.
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Os menores principais sao:

as ap 0 0

as ap 0
as ap 1 a2 Qg 0
Ay = las|, Ay = , A3 =11 ay ay| © As=
1 (45} 0 as ap 0
0 as ap

Aplicando as condi¢oes do Teorema temos
Ay >0—a3>0
Ay >0—a3-a9—a; >0
A3>O—>a3-a2-a1—a§-a0—a3>0
Ay >0—aplas-ag-ay —a3-ag—aj) > 0.
Como Ajz é positivo e Ay = ag - Az > 0, temos ag também positivo.

Agora, de Az temos a3 - as-a; > a§ -ag + a?. O lado direito é claramente positivo,
o que implica ag - as - a; > 0. Ja sabemos que ag > 0, logo ay e a; devem ter o mesmo

sinal.

De A3 temos as - ay - a; — a2 > a3 - ag, ou seja,
2
ai(azay —ay) > a3 - ag
0,1'A2>&§'a0>0

Como Ay > 0, a; € positivo e portanto as também é positivo.

Logo, para n = 4 as condi¢oes de Hurwitz sao:

ap >0, a; >0, ap, >0, a3 >0, e a3~a2~a1—a§-a0—af>0.
Vamos provar o Teorema 7 para polinomios de segundo, terceiro e quarto graus.
Prova: Para n = 2, temos o polinomio

r? + a1+ ag
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e as condicoes de Hurwitz reduzem-se a a; > 0 e ag > 0.
Sejam 71 e ry as raizes do polindémio. Segue que:
2 +ar+ag=(r—r)(r—ry)
Entao,
ri+ro=—a1 € 1T1-7T2=q
Se r, e r5 s2o ambas reais (possivelmente idénticas), entao elas sao ambas negativas

se e somente se a; > 0 e ag > 0.

Se 11 e T3 nao sao reais, entao elas ocorrem em pares conjugados, digamos r; = a+bi

e 19 = a — bi, onde a é a parte real das raizes.

Logo, temos que:

2-a=—ay,

1Ty = ag, ou seja, |ri|* = ao.
Assim, a < 0 se e somente se a; > 0. E neste caso, ag > 0 também. [

As desigualdades a; > 0, ag > 0 no espaco dos coeficientes a; e ay determinam
o primeiro quadrante. A figura abaixo representa a regiao de estabilidade assintotica
da solugao trivial de um sistema de equagdo (2.2), se r*> + a;r + ao é seu polindomio

caracteristico.

Qo

%

o

1

Para n = 3, temos o polindmio:

4 a2r2 + a7+ ag
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e as condicoes de Hurwitz reduzem-se a as > 0, a; > 0, ag > 0 e as - a; —ag > 0.

Como os coeficientes do polindémio sao todos reais e seu grau é impar, ao menos
uma de suas raizes, digamos r, é real. As outras duas podem ser também reais, ou
eventualmente complexas. Neste caso, elas ocorrem em pares conjugados, digamos ry =

a—+ b e r3 = a — bi. Dessa forma, podemos fatorar o polindmio e reescreve-lo da seguinte

maneira:
(r? + byr + bo) (1 + co) = 0
em que by, by, € cg = —r1 sa0 reais.
Note que,

ay =by +cy, a; =by+bico, ay=boco

Entao temos:

Aot — Ao = blal + Cotp — bOCO
_ b 2
= 1(@1 —+ Co)

Uma vez que a; > 0 e asa; — ag > 0, temos b; também positivo. Agora, como

ap > 0 e ag = bycy, temos que by e ¢y devem ter sinais iguais.

Mas eles sao obrigatoriamente positivos, caso contrario violariamos a condigao

by + bico = a1 > 0.

Por fim, como c¢q > 0, entao r; < 0, e pelo caso n = 2, a positividade de b, e by

garante que a parte real das outras duas raizes do polinémio também sao negativas.

Para n = 4, temos o polinémio
4 3 2
T4 asr” + aor® + air + ag
e as condicoes de Hurwitz reduzem-se a

a3 >0, a3 >0, a; >0, ag>0 e ag-ag-a1>a§-ao+a%.

Se o polinomio tiver raizes complexas, entao elas devem aparecer em pares conju-
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gados. Assim, podemos fatora-lo e obtemos:
(r? + by + bo) (r* + c17 4 o) = 0,

em que by, by, c1 e ¢y sao todos reais.

Note que:

az = bl + C1, Q9 = blcl + b() + Cop, a1 = boCl + blco, ag = boCO.

Entao temos:
azaxa; > azap + a: = (azay — ai)a; — azag >0
= (bicy + biby + b1 + cico)(boer + bicy) — (b3 4 2bie1 + ¢3)boco
= bob%c% + bi’cocl + bgblcl + bobfco + boblci’ + bfcoc% + bOCOC%“—
+ blcgcl — bobfco — 2bgbicoc — bococf
= bier (b — 20%¢co + i + biboey + bocs + bico + bicico)
ou

asto — CL% — CL?;’CLQ = b101 [(bo — 00)2 + 0,10,3} >0
Da desigualdade acima temos que byc; > 0. Como by + ¢; = ag > 0 segue que by e
c1 sao ambos positivos.

Uma vez que bpcg = ag > 0, by e ¢y devem ter o mesmo sinal. Mas como

boc1 + bicog = ay > 0, temos que by e ¢y sao obrigatoriamente positivos.

Portanto, pelo caso n = 2, o polinémio de quarto grau tem todas as suas raizes

com parte real negativa.

Observacgao: Podemos observar para os casos n = 2, 3,4, que as condigoes de Hurwitz

exigem a; > 0,7 =0,1,2,3.

No entanto, a positividade de todos os coeficientes nao é condicao suficiente para

que as partes reais de todas as raizes sejam negativas.
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Por exemplo, para 7 + 12 +r + 2 = 0, temos:

az=1>0;
a,=1>0;
ap=1>0;
ag =2 > 0.

Mas a ultima condi¢ao de Hurwitz para o polindémio de terceiro grau nao ¢ satisfeita,
poisas-a; —ag=1-1—-2=—-1<0.
Exemplo 12 Para que valores do parametro « a solugao trivial 1 = 0, 29 =0, 23 =0
do sistema de equacoes diferenciais
LU/I = T3
xé = —31;
xy = ar + 219 — X3
¢é assintoticamente estavel?

Solugao: O sistema pode ser reescrito como

0 0 1
J=1-3 0 0|7,
a 2 -1

ou seja, y' = Ay,
A equagao caracteristica det(A — A\I) = 0 tem a forma:

—r 0 1
3 —r 0 |=0=r+r’—ar+6=0
a 2 —1-r
Segundo o critério de Hurwitz, as condicoes de estabilidade assintotica sao ag > 0,

ap >0,a9>0eas-a; —ayg>0.

Estas condicoes neste caso se reduzem a —a — 6 > 0, o que implica @ < —6.
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Exemplo 13 A solucao trivial y = 0 da equacao
yW 4 5y + 13y" + 19y’ 4+ 10y = 0

é assintOticamente estével?

Solucgao: A equacao caracteristica correspondente é:

rr 5+ 13r2 4+ 19r+10=10

Para um polindmio de quarto grau, as condi¢oes de Hurwitz sao:

az >0, az >0, a; >0, ap>0 e az-ay-a; > a;-ag+ aj.

As primeiras quatro condigoes estao satisfeitas. Vamos analisar entao

asao@y > agao + a%

Temos

5-13-19>5%-10+ 192 = 1235 > 611

Logo, a solugao trivial da equagao de quarta ordem é assintoticamente estavel.
Exemplo 14 Para que valores dos parametros « e (3, a solucao trivial y = 0 da equacao
y(4) +3y'"+ozy”+2y'+ﬁy =0

é assintOticamente estével?

Solucao: Das condicoes de Hurwitz, é necessario que

a3 >0, as >0, a1 >0, ag >0 e a3a2a1>a§ao—|—af

Entao devemos ter

a>0, >0

3-a-2>3%.3422
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ou seja,

6a>960+4 = 90 —6a+4<0

2
Logo,a>§eﬂ>0.

Exemplo 15 Sejam duas massas, my e ms, suspensas conforme a figura a seguir:

—

____________________ Equilibrio

———————————————————— Equilibrio

Z1 e 29 sao suas respectivas distancias, no tempo ¢, as suas posicoes de equilibrio,
ki e ko sao as constantes das molas e, by e by sao os coeficientes de atrito das duas massas.

Esses ntmeros sao todos positivos.
Aplicando a segunda Lei de Newton, obtemos:
" /
mizy = —k:lzl - k’ng + k‘gZz — blzl
" /
Mozy = ]{7221 — ]{7222 — b222
Decidir se as solugoes do sistema tendem a zero quando ¢ +— oo.

Solucgao: Vamos transformar o sistema de equacoes acima em uma sistema equi-

valente de equacoes de primeira ordem:



Seja y1 = 21, Yo = 2, Y3 = 22, Ys = z5. Entdo temos:

yi = Y2
;= (ki 4+ ko) by ko
= - [ — _|_ ——
Yo - n my Y2 my Ys
Y3 = Ya
/ k2 k2 b2
= Y- —Ys— —
\ mo mo mo
ou
0 1 0 0
—(k1+ k) —Iy E 0
o my mp M y
0 0 0 1
ko 0 —ky  —by
mo mo meo
em que § = (Y1, Y2, Y3, Ya)
A equagao caracteristica desse sistema é dada por
—r 1 0 0
—(k1+ k —b k
(k1 + ko) L_, M 0
mq mi mq =0
0 0 —r 1
k —ky b
2 0 A A
me meo me

Expandindo em cofatores, obtemos:

O

m mo mq mo mi1me mi Mo my1 Mo mimeo
1

- (52)
my mo

ki +k k by - b
a2:<1 2+_2+12)

Temos

mi mo miy - Mo
(bl-k2 ki + ko 62)
al — _I_ P
my - Mo mi mo
ky - ko
apg =

my - My

26

=0
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As condicoes de Hurwitz ag > 0, as > 0, a; > 0 e ag > 0 sao claramente satisfeitas,

uma vez que by, by, k1, ko, m1, mo sao todos positivos.

Falta verificar se as - as - a1 > a® - ag + a?, ou seja,

(a3 -as—ay)-ay —a3-ag >0

Vamos analisar entao:

b b ki +k k by - b by k ki +ky b
K_l+_2).< itk ke b 2)_<_1._2+ 1+ 2._2)}.
mi mo ma mo my - My my Mo ma mo

by ky ki+ky b b by \? ki -k
.<_1._2+ 1+2._2>_<_1+_2) 1k

my Mg my mo my mo my - msg

bk bk bk b2b bok bok bok b, b3
:|i<121+122+ 12+ ;2+ 21+ 22+222+ 122)_
mi mi mi1me mimea mi1mMme mime ms myims

bk bok bok bk ki+ky b
_< iy baln 22)}_( 12+1+2._2>_

m1Mme m1Mme mi1me m1Mmeo ma mo
_(b_%+ 20109 +§) k1Ko

m2  mymg  mi/) mimy

bk bk b%b bok by b2 bk ki+ks b
:<121+122+ ;2+222+ 122>_<12+1+ 2._2)_
mi mi mimes my mims mi1me mq mo

_(b_§+ 2biby b§) kiks

m2  mymg M3 ) myms

3012

_ (Bhiks Wb bibkike | BR3 bibokiky bk Bboks | Wik
C\mdmy o mimy,  mime o mime mime o mime  mimi o mim3

mim3  mym3  mymd  omymi  mimd  omimi  omim

_(b%k:ll@ 2bybokir Ky bgklkg)

BUgky | bibokd Wk | D3KE B3k | bibdk, blbgk2>_

3 3
mime  (myime)?  myims
que pode ser reordenado como:

bbakl  baliks bk Zibkike | B bk bibake Bk 03k
mimy  (mime)?  mimy m3ms mimy  mimy  mimi  mimi  mim’

bib k ko \% bk bib
192 <_1 __2) A (252k1+b1k:2+b2k2)+—mlniz(b%kﬁblbzkl+blbzkrz)+

- 3 3
mimmo ma mo m1m2 115

bR i3

3 2,13

(buks + baky + boks).
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Como by, ba, k1, ko, m1, ms, sao todos positivos, a expressao acima é também posi-

tiva, satisfazendo a ultima condicao de Hurwitz.

Logo as solucoes tendem a zero quando ¢ — oo.

Exemplo 16 (O Atrator de Lorenz) Um problema importante em metereologia e em
outras aplicagoes de dinamica dos fluidos trata do movimento de uma camada de fluido,
como a atmosfera da Terra, que apresenta diferencas de temperatura entre as partes

inferior e superior

Caso a diferenca de temperatura AT seja pequena, nao ha uma movimentacao
significativa da camada de ar, mas se AT é suficientemente grande o ar quente sobe,
deslocando o ar frio que esta sobre ele, o que resulta em um movimento regular que se
propaga. Se as diferencas de temperatura aumentam ainda mais, entao o fluxo regular

transforma-se em um movimento mais complexo e turbulento.

Edward N. Lorenz, um metereologista americano, em 1963 ao investigar esse feno-

meno, foi levado ao sistema nao-linear autoénomo de terceira ordem:
Z'(t) = o(—z +vy)
y'(t)=rz—y—xz
2'(t) = —bz + xy,
em que o chama-se o nimero de Prandt e r chama-se o nimero de Rayleigh.

Essas equagoes sao geralmente chamadas de equagoes de Lorenz. A variavel x
esta relacionada a intensidade do movimento do fluido, enquanto as variaveis y e z estao
relacionadas as variagoes de temperatura nas direcoes horizontal e vertical. Os parametros
o, 7 e b sdo todos reais e positivos (0 e b dependem do material e das propriedades

geométricas da camada de fluido, e r é proporcional a diferenca de temperatura AT).

Nao existe um método direto para resolver as equacoes de Lorenz, no entanto
utilizando o critério de Routh-Hurwitz podemos obter informacoes qualitativas sobre o

comportamento das solugoes proximo de um ponto de equilibrio.
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Vamos entao encontrar os pontos de equilibrio correspondentes, resolvendo o sis-
tema algébrico:

orx—oy =0
re —y—xz=20
—bz+2xy=20
Da primeira equacao temos y = x. Eliminando y da segunda e terceira equagoes,

obtemos

z(r—1—2)=0 (2.1.1)
—bz+2°=0 (2.1.2)
Da equagao (2.1.1) oux =0ou (r—1—2) =0. Se z = 0, entdo em (2.1.2) temos
z=0.
Se (r—1—z) = 0, entdo z = r—1, e ai para satisfazer (2.1.2) temos x = £/b(r — 1).

Assim, encontramos trés pontos de equilibrio:

P, =(0,0,0), Py = (\/b(r — 1), /b(r —1),7r—1 (=/b(r — 1), =/b(r — 1),7—1).

Vamos analisar o comportamento das equacoes de Lorenz no ponto de equilibrio
P,. Analises andlogas a que apresentaremos a seguir podem ser feitas com os pontos F,

ePg.

Seja 7 = 1 + A. Entdo P; se reduz a P, = (vVbX, Vb, \) e o sistema inicial é

reescrito como:
.

#' =0y —x)

y=01+X—2)x—y

\z’zzy—bz

Este ainda continua sendo um sistema nao-linear na 2* e 3* equagao. Vamos entao

obter um sistema linear associado.
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Seja

y/Ig(l’,y,Z):(1+>\—Z)I—y

!/

2 =h(x,y,z) =xy — bz

Aproximando essas fun¢oes no ponto P, = (vVbA, vbA, A) pelo polinémio de Taylor

de primeiro grau obtemos:

9(7,yz) = g(P2) + go(Po)(x — x0) + gy (P2)(y — yo) + 9=(P2)(2 — 20)

Temos que:
g(Py) = (14+ X — A)VbX — Vb = 0;
G (P)=14+X—-A=1
9y(P) = —1;
9:(P2) = —VbA
Logo,

g9(z,y,2) = 0+ Lz — VDA) — (y — VDA) = VDA(z = \)
g(z,y,2) 2 & —y — VbAz + AVDA

Utilizando o mesmo procedimento para h(zx,y, z) obtemos:

h(x,y, 2) = h(Py) + he(Po) (2 = 20) + hy(P2)(y = yo) + h=(P2) (2 — 20).

Temos que:

h(Py) = VOAVDX — bA = 0;
hy(Pz) = \/HJ
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Logo,
h(z,y,2) 20+ VOA(x — VON) + VIA(y — VON) + (=b)(2 — \)
h(z,y, 2) = VoA + Vbiy — bz — bA

Dessa forma o sistema linear associado é:

;

¥ =—or+oy+0z
Yy =z —y—Vbiz
\z’:\/ﬁzvjtx/ay—bz

—0 o 0

e a matriz dos coeficientes jf(P2) = 1 —1 —+/b)\| é chamada Matriz Jacobi-

VA VX —b

ana da funcio f = (fi, f2, f3), com
fi=a"=0o(y—2),
fo=y=0+A=2)r—y,
fa=2 =zy—bz

Definicao 4 Para uma funcdo vetorial de 3 varidveis reais com valores em R3,

f: (fi, for f3), fi 1 R®* = R, i =1,2,3, a Matriz Jacobiana de fem P = (20, Y0, 20) €

a matriz: o 8f of
5 P a}/ P (7 )|
gim = |2y % }/ Py 2p)
Ofs 9 9fs
|5z P) ay P) &, (P)]

O proximo teorema serd enunciado sem demonstracao. A prova pode ser encon-

trada no item [3] das referéncias bibliograficas.
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Teorema 8 (Critério de Estabilidade Para Sistema Auténomos) Se P é ponto
de equilibrio de 7/ = f (%), onde as componentes fi, fo, f3 de f tém derivadas parciais

continuas em uma vizinhanca de P entao:

—

i) Se os autovalores da matriz jacobiana J f(P) tém parte real negativa, P é ponto de

—

equilibrio assintoticamente estavel para 2/ = f(7);

ii) Se A = jf(P) tem 1 autovalor com uma parte real positiva, P é ponto de equilibrio

—

instavel para o sistema nao linear 2/ = f(¥).

Voltemos as equacoes de Lorenz.
A equagao caracteristica associada aos sistema linear obtido é dada por:

—0—r o 0
1 —1—r —VbA|=0
VA VN —b—r

ou

St (o+b+1)r*+b(c+ A+ 1)r+20bA =0

Para que as solugoes do sistema sejam assintoticamente estaveis as condigoes de
Hurwitz exigem que:

ag > 0,a1 >0,a0 >0 e as-ay > qg
Temos
ag = 20b\ >0
ap=blc+A+1)>0
as=(c+b+1)>0,
pois o, b, A sao todos positivos.

Vamos verificar as - a1 > ag:

(c+b+1)b(c+A+1) > 20bA
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ou seja,

Ab+1—0)+(c+1)(c+b+1)>0.

Assim, sob estas condicoes, o sistema linear é assintoticamente estavel.

2

No entanto, nosso interesse é estudar o comportamento das solucoes do sistema

nao-linear inicial.

Pelo item i) do Teorema 8, o sistema de Lorenz é assintoticamente estavel em Ps
para as mesmas condigoes do sistema linearizado, ou seja, se A(b+1—0)+(o+1)(o+b+1) >

0, o que finaliza nossa analise.

Chama-se atrator o comportamento para o qual um sistema dinamico converge,

independentemente do ponto de partida.

Analisando graficamente as Equagoes de Lorenz, percebe-se que os trajetos a partir

de quase todos os pontos iniciais possiveis acabam por cair em um mesmo conjunto. E

por esse motivo que esse sistema também é conhecido por Atrator de Lorenz.

No entanto, por causa dos seus termos nao-lineares, uma pequena variacao na
localizacao do ponto inicial afeta enormemente o trajeto obtido. Esta ¢ uma caracteristica
do comportamento matematico chamado caos, e em um sistema dinamico, surge quando
dois pontos iniciais arbitrariamente proximos divergem exponencialmente de tal modo
que o seu comportamento futuro é eventualmente imprevisivel. Este fenomeno é também

chamado Efeito Borboleta.

Lorenz descobriu que para certos valores dos parametros o, r, e b, o sistema nunca
tende para um comportamento previsivel a longo prazo e que, por essa razao, nao é
possivel também fazer previsoes do tempo meteorologico a prazos extensos. Trata-se de
um sistema ca6tico e a mais infima variacao nas condicoes iniciais é capaz de produzir
comportamentos futuros muito diferentes. Por isso, é possivel, por exemplo, que o bater

de asas de uma borboleta hoje em Toquio possa provocar uma tempestade violenta sobre



64

Nova York em poucas semanas.

Lorenz também descobriu que, para certos valores de o, r, e b, as trajetorias nunca
acabam em um ponto fixo ou em uma oOrbita regular e, contudo, nunca divergem para
o infinito. O sistema é imprevisivel, nunca assume o mesmo estado duas vezes, mas ao
mesmo tempo converge para um atrator tridimensional determinado. Por isso, o atrator

gerado pelas equagoes de Lorenz é chamado de Atrator Estranho.

Resolvendo as equagoes de Lorenz através da funcio ODE 45 do MATLAB (esta
funcao ¢ um método numérico explicito, de um passo, de Runge Kutta de 4* e 5* ordens,
8

para resolver problemas de valor inicial (PVI)) e tomando os valores ¢ = 10, b = 3 e

r = 28 obtemos o grafico a seguir, o qual ilustra o comportamento que descrevemos.

Comandos:

function yp=lorenzde(t,y)

yp=[10*(y(2) -y (1)) ;28*y (1) -y (2) -y (1) *y (3) ; y (1) *y(2) -(8/3) *y(3)];

>> t0=0;t£f=50;
>> y0=[0;1;0];
>> [t,y]l=ode45(’lorenzde’, [0 50],y0);

>

\4

plot(y(:,1),y(:,3))
>> xlabel(’y_1’,’FontSize’,14)
>> ylabel(’y_3’,’FontSize’,14,’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’, ’right’)

>> title(’Equagoes de Lorenz’,’FontSize’,16)
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8
Agora, mantendo os valores o = 10, b = 3 e tomando r = 5 e r = 15, respectiva-

mente, obtemos os seguintes graficos das solucoes de Lorenz:

function yp=lorenzde(t,y)

yp=

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

[10x(y(2) -y (1)) ;5xy (1) -y (2) -y (1) *y (3) ;y (1) *y(2)-(8/3)*y(3)];

t0=0;tf=50;

y0=[0;1;0];

[t,yl=0ode45(’lorenzde’, [0 50],y0);

plot(y(:,1),y(:,3))

xlabel(’y_1’,’FontSize’,14)

ylabel(’y_3’,’FontSize’,14,’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’,’right’)

title(’Equagoes de Lorenz’,’FontSize’,16)
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Equacoes de Lorenz

function yp=lorenzde(t,y)

yp=

>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

[10x(y(2) -y (1)) ;15*%y (1) -y(2) -y (1) *y(3) ;y (1) *y(2)-(8/3) *y(3)];

t0=0;tf=50;

y0=[0;1;01;

[t,yl=ode45(’lorenzde’, [0 50],y0);

plot(y(:,1),y(:,3))

xlabel(’y_1’,’FontSize’,14)

ylabel(’y_3’,’FontSize’,14,’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’, ’right’)

title(’Equagoes de Lorenz’,’FontSize’,16)
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Conclusao

O enfoque sobre equagoes diferenciais, que foi dado ao final da disciplina de Calculo
11, trouxe-me curiosidade e motivagao para aprofundar o conhecimento sobre a resolucao
desse tipo de equacao. Por esse motivo decidi escrever meu Trabalho de Conclusao de

Curso (TCC) sobre este assunto.

As equacoes diferenciais abrangem uma area bastante ampla, e por isso o traba-
lho estéa focado principalmente no estudo das Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s)

Lineares de ordem n, com coeficientes constantes, que sao da forma
Y™+ a1y Y+ ay 4 ay + agy =0,

e nas condicgoes de estabilidade de suas solucgoes.

No Capitulo 1 estudamos os conceitos fundamentais e alguns métodos de resolucao
de EDO’s lineares, sempre ilustrados com exemplos. No Capitulo 2, além de estudarmos a
estabilidade de sistemas de EDQO’s lineares, vimos que é possivel prever o comportamento

das solucgoes sem precisar resolver as equagoes.

Finalizamo o trabalho com um breve estudo sobre o fendmeno descrito pelas Equa-
¢oes de Lorenz, e mostramos como os critérios de estabilidade de Hurwitz podem ser

aplicados também em sistemas nao-lineares.

Espero que esse trabalho sirva de material de apoio a outros estudantes que pre-
tendam estudar equacoes diferenciais ordinarias lineares e os critérios de estabilidade de

Routh-Hurwitz.
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