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Floriańopolis
Fevereiro 2008



Agradecimentos

Agradeço a Deus, por ter me dado forças e colocado pessoas
maravilhosas no meu caminho que tornaram esse trabalho menos

árduo.
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Introduç ão

Neste trabalho construiremos o corpo dos números reais, representado porR.
Para atingir este objetivo o texto foi dividido em três caṕıtulos.

No primeiro caṕıtulo recordaremos conceitos deálgebra relativos a grupos,
ańeis e corpos ordenados.

A teoria dos Ańeis é um dos principais assuntos do vasto campo daÁlgebra
abstrata. A origem dáAlgebra remonta aos babilônios e o seu desenvolvimento
percorreu um longo caminho que não pretendemos retraçar aqui, mas que teve
um momento importante no séculoXV I com os mateḿaticos da chamada Escola
de Bolonha, que se ocuparam da resolução das equaç̃oes alǵebricas do terceiro
e do quarto grau. Em seguida Bombelli deu um passo decisivo introduzindo o
simbolismo apropriado para as operações permitindo a manipulação de express̃oes
e fórmulas. Importante para o desenvolvimento da teoria foi o estudo dos anéis
de inteiros alǵebricos iniciado por Gauss e desenvolvido por Kronecker, Dirichlet
e Hilbert no final do śeculoXIX, inı́cio do śeculoXX. Finalmente a noç̃ao
abstrata de anel foi introduzida na segunda década do śeculoXX.

No segundo capı́tulo veremos conceitos de cálculo relacionados com seqüências,
para isso será necesśario relembrar alguns conceitos como supremo eı́nfimo.

O terceiro eúltimo caṕıtulo constŕoi o corpo dos ńumeros reais usando os
conceitos estabelecidos nos dois primeiros capı́tulos.

Vários mateḿaticos do śeculoXIX cuidaram da contrução dos ńumeros reais,
dentre eles Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charles Méray e Georg Cantor.
Mas as teorias dos números reais que permeneceram foram a de Dedekind e a de
Cantor.

Richard Dedekind estudou em Göttingen, onde foi aluno de Gauss e Dirichlet.
Em1858 tornou-se professor em Zurique.

Ele conta que do ińıcio de sua carreira em1858, quando teve de ensinar
Cálculo Diferencial, percebeu a falta de uma fundamentação adequada para os
números reais. Ée tamb́em ele mesmo quem conta que foi buscar inspiração para
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a sua contruç̃ao dos ńumeros reais na antiga e engenhosa teoria das proporções de
Eudoxo.

A definição de Eudoxo associa, a cada par de grandezas, digamos(A,B), dois
conjuntos de pares(m,n) de ńumeros naturais: o conjuntoE (“E”de esquerda)
dos pares para os quaismB < nA e o conjuntoD (“D”de direita) dos pares para
os quaismB > nA.

Inspirando-se na definição de Eudoxo, Dedekind notou que o procedimento
do śabio grego leva a uma separação dos ńumeros racionais em dois conjuntos.
Assim, qualquer ńumero racionalr efetua um “corte”ou separação de todos os de-
mais ńumeros no conjunto “E”dos ńumeros menores quer e no conjunto “D”dos
números maiores do quer. O pŕoprio ńumeror pode ser inclúıdo como o maior
elemento deE ou o menor elemento deD.

Mas, aĺem desses “cortes”, há outros, como exemplifica o clássico caso de
√

2.
O processo de encontrar a raiz quadrada de2 conduzà separaç̃ao dos ńumeros
racionais em dois conjuntos: o conjuntoE das ráızes quadradas aproximadas por
falta (áı incluı́dos o zero e os racionais negativos), e o conjuntoD das ráızes apro-
ximadas por excesso. Só que agora esse corte não tem elemento de separação. No
modo de ver de Dedekind, o número irracional

√
2 deve ser criado como elemento

de separaç̃ao entre os conjuntos desse corte.

Dedekind generaliza esse procedimento, primeiro definindo corte de maneira
geral, no conjuntoQ dos ńumeros racionais.

Corte de Dedekind, ou, simplesmente,corte, é todo par(E, D) de conjuntos
não vazios de ńumeros racionais, cuja união sejaQ, e tais que todo elemento de
E seja menor que todo elemento deD.

Dedekind observa que a existência de cortes sem elementos de separação no
conjuntoQ dos ńumeros racionaiśe a express̃ao aritḿetica da descontinuidade de
Q, ao passo que, com a adjunção dos novos elementos - os números irracionais
- obtemos o conjuntoR dos ńumeros reais, que ao contrário deQ, é agora um
“cont́ınuo nuḿerico”, pois os irracionais v̂em preencher as “lacunas” de descon-
tinuidade ent̃ao existentes emQ.

Mas ñao basta apenas juntar aQ os novos elementos para obterR. Este con-
junto precisa ter a estrutura que dele se espera. Daı́ termos de definir nele as
operaç̃oes usuais de adição, multiplicaç̃ao, etc., e a relação de ordem. E devemos
fazer isso de maneira a podermos provar as propriedades usuais desses números
que j́a conhecemos e usamos desde o ensino fundamental. Mais ainda, de maneira
que essas definições ñao conflitem, mas preservem, as mesmas noções j́a exis-
tentes no conjuntoQ.
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Ao leitor que tiver interesse em ver a contrução do corpoR dos ńumeros reais,
de acordo com Dedekind, consulte GeraldoÁvila, Análise Mateḿatica Para Li-
cenciatura.

Vamos considerar agora a construção dos ńumeros reais feita por Cantor.

Georg Cantor (1845−1918) nasceu em S̃ao Petersburgo, onde viveu até1856,
quando sua faḿılia transferiu-se para o sul da Alemanha. Doutorou-se pela Uni-
versidade de Berlim, onde foi aluno de Weierstrass, de quem teve grande in-
fluência em sua formação mateḿatica. Toda sua carreira profissional desenvolveu-
se em Halle, para onde tranferiu-se logo que terminou seu doutorado em Berlim.

Como no ḿetodo de Dedekind, também no de Cantor partimos do pressuposto
de que j́a estamos de posse dos números racionais, com todas as suas propriedades.
Começamos definindoseq̈uência de Cauchy, tamb́em chamada de seqüência fun-
damental. Observe que existem pelo menos tantas seqüências de Cauchy quantos
são os ńumeros racionais, pois qualquer que seja o número racionalr, a seq̈uêcia
constante(rn) = (r, r, r, ...) é de Cauchy. Dentre as seqüências de Cauchy, al-
gumas s̃ao convergentes, como essas seqüências constantes e uma infinidade de
outras mais. Mas h́a tamb́em uma infinidade de seqüências de Cauchy que não
convergem (para um número racional), como a seqüência das aproximações deci-
mais por falta de

√
2,

(rn) = (1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ...).

Como se v̂e, essa seq̈uência ñao converge por ñao existir ainda os ńumeros
chamados “irracionais”. Para criá-los, podemos simplesmente postular que toda
“seq̈uência de cauchy (de números racionais) converge”. Feito isso teremos de
mostrar como esses novos números se juntam aos antigos (os racionais) de forma
a produzir um corpo ordenado completo. E nesse trabalho terı́amos de provar que
diferentes seq̈uências definem o mesmo número irracional.

Por causa disso torna-se mais conveniente primeiro juntar em uma mesma
classe todas as seqüências que terão um mesmo limite, para depois construir a es-
trutura de corpo. Fazemos isso definindo, no conjunto das seqüências de Cauchy,
uma “relaç̃ao de equival̂encia”. Essa relaç̃ao distribui as seq̈uências de Cauchy em
classes de seqüências equivalentes, de tal maneira que duas seqüências pertencem
a uma mesma classe se, e somente se, elas são equivalentes.

Exporemos neste trabalho a construção feita por Cantor. com todos os de-
talhes. Este processo pode ser estendido, com ligeiras modificações, para um
espaço ḿetrico e tamb́em para a contrução do corpo dos ńumeros p-́adicos. Muitas
quest̃oes em teoria de números s̃ao melhor atacadas estudando-as módulop para
todos os primosp. Isto levaà construç̃ao dos ńumeros p-́adicos. Este campo de
estudóe chamado ańalise local e emerge da teoria algébrica de ńumeros.

8



Caṕıtulo 1

Anéis e Corpos Ordenados

O objetivo deste capı́tulo é desenvolver os principais resultados sobre anéis
e corpos ordenados. Também trataremos com homomorfismos e isomorfismos
ordenados.

Grosseiramente falando, uma estrutura algébrica ordenadáe um conjuntoA,
munido de uma estrutura algébrica, com uma relação de ordem emA queé com-
pat́ıvel com as operaç̃oes da estrutura algébrica. Por este motivo, introduziremos
os ańeis ordenados a partir de grupos ordenados, pois grupos ordenados formam
a estrutura alǵebrica ordenada mais simples que existe.

Iniciaremos recordando a definição de grupo e fixando algumas notações.

1.1 Grupos Ordenados

Definição 1.1. Diz-se que uma operação∗, sobre um conjuntoG, define umaes-
trutura de grupo sobreG se, e somente se, os seguintes axiomas são verificados:

(G1) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z); ∀x, y, z ∈ G (a operaç̃ao∗ é associativa).

(G2) ∃ 1G ∈ G tal quex ∗ 1G = 1G ∗ x = x; ∀x ∈ G (exist̂encia de elemento
neutro para a operação∗).
(G3) ∀x ∈ G,∃x′ ∈ G tal quex ∗ x′ = x′ ∗ x = 1G (exist̂encia de inverso).

Se a operaç̃ao∗ de um grupo G satisfaz o axioma:

(G4) ∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x (a operaç̃ao∗ é comutativa),

diremos queG é umgrupo comutativo ouabeliano.

Observaç̃ao 1.1.Normalmente indica-se a operação do grupoG usando um ponto
“ ·” . Diremos ent̃ao que(G, ·) é grupo multiplicativo. Neste caso, o elemento
neutro deG é denotado por1 e o inverso dea ∈ G é denotado pora−1. Quando

9



o grupoG é abeliano, indicaremos sua operação por “+” , e diremos que(G, +)
é grupo aditivo. Neste caso, o elemento neutroé denotado por0 e o siḿetrico de
a ∈ G é denotado por−a.

Abaixo apresentaremos as definições de ḿultiplo (em grupos aditivos) e potências
(em grupos multiplicativos).

Definição 1.2.Sejam(G, +) um grupo,a ∈ G en ∈ Z:

na =





0 , sen = 0.
a + a + ... + a , n vezes quandon > 0.

−(a + a + ... + a) , −n vezes quandon < 0.

Definição 1.3.Sejam(G, ·) um grupo,a ∈ G en ∈ Z:

an =





1G , sen = 0.
a · a · ... · a , n vezes quandon > 0.

(a · a · ... · a)−1 , −n vezes quandon < 0.

A partir de agora definiremos ordens parciais e totais em um grupoG.

Definição 1.4. O grupo(G, ·) é ordenado quando est́a definida uma relação≤
sobreG que satisfaz, para quaisquer elementosa, b, c deG:

(O1) a ≤ a.

(O2) a ≤ b eb ≤ a =⇒ a = b.

(O3) a ≤ b eb ≤ c =⇒ a ≤ c.

(OA′) a ≤ b =⇒ ac ≤ bc e ca ≤ cb.

Note que os axiomas(O1), (O2), (O3) dizem que “≤” é relaç̃ao de ordem em
G, e que o axioma(OA′) assegura que esta relação de ordeḿe compat́ıvel com a
operaç̃ao do grupoG.

Notação: O grupoG com operaç̃ao “·” e ordenado pela ordem≤ é denotado por
(G, ·,≤).

Observaç̃ao 1.2.Um grupo ordenado tambémé chamado de grupoparcialmente
ordenado.

Definição 1.5. Um grupo ordenado(G, +,≤) é chamado grupototalmente or-
denadoquando satisfaz o axioma:

(O4) ∀ a, b ∈ G, a ≤ b oub ≤ a.
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Note que um grupo totalmente ordenado nada maisé que um grupo, com uma
relaç̃ao de ordem total, quée compat́ıvel com a operaç̃ao do grupo.

Definição 1.6. Dizemos que um grupo(G, ·) é ordenável, quando existe uma
relaç̃ao de ordem total em G, que torna(G, ·,≤) um grupo totalmente ordenado.

Neste trabalho, estamos interessados emgrupos abelianos totalmente orde-
nados. Por isso, passaremos a usar a notação aditiva. Ressaltamos que quando a
operaç̃ao do grupóe comutativa, o axioma(OA′) pode ser escrito como:

(OA) a ≤ b =⇒ a + c ≤ b + c.

Portanto, um grupo abeliano totalmente ordenadoé um grupoG, com uma
relaç̃ao de ordem≤, que satisfaz para todoa, b, c emG as seguintes condições:

(G1) (a + b) + c = a + (b + c) .

(G2) ∃ 0 ∈ G tal que0 + a = a + 0 = a.

(G3) ∀ a ∈ G, ∃ (−a) ∈ G tal quea + (−a) = (−a) + a = 0.

(G4) a + b = b + a.

(O1) a ≤ a.

(O2) a ≤ b eb ≤ a =⇒ a = b.

(O3) a ≤ b eb ≤ c =⇒ a ≤ c.

(O4) a ≤ b oub ≤ a.

(OA) a ≤ b =⇒ a + c ≤ b + c.

Observaç̃ao 1.3.Sejam≤ uma relaç̃ao de ordem emG ea, b ∈ G. Escreveremos
a < b, para indicar quea ≤ b ea 6= b.

Exemplo 1.1.Seja(G, ·) um grupo qualquer. A relação

a “≤” b ⇐⇒ a = b

torna(G, ·,≤) um grupo ordenado.

De fato, como(G, ·) é grupo e a igualdadée uma relaç̃ao de ordem, basta
verificar o axioma(OA′). Mas issóe óbvio, pois dea, b, c ∈ G temos:

a = b =⇒ ac = bc e ca = cb.

Exemplo 1.2.O único grupo totalmente ordenado pela ordem

a “≤” b ⇐⇒ a = b
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é o grupo trivialG = {e}.
Basta observar que a relação de igualdade só é uma relaç̃ao de ordem total em

um conjunto unit́ario.

Exemplo 1.3. O grupo abeliano(Z, +) é totalmente ordenado pela ordem usual
deZ. Note que o axioma(OA) é apenas uma propriedade aritmética da adiç̃ao de
números inteiros.

Em funç̃ao do exemplo acima,́e natural perguntar se os grupos abelianos
(Zn, +) são ordeńaveis. Veremos mais tarde que a respostaé ñao.

A partir de grupos abelianos totalmente ordenados podemos construir um novo
grupo abeliano totalmente ordenado, fazendo produto cartesiano. Faremos isso
na pŕoxima proposiç̃ao. Iniciaremos com um lema sobre relação de ordem em
produto cartesiano.

Lema 1.1. SejamG1 um conjunto com uma relação de ordem≤1 e G2 um con-
junto com uma relaç̃ao de ordem≤2. Ent̃ao:

(a1, a2) ≤ (b1, b2) ⇐⇒ (a1 <1 b1) ou (a1 = b1 ea2 ≤2 b2)

é uma relaç̃ao de ordem emG1 × G2. Além disso, se≤1 e≤2 são ordens totais
ent̃ao≤ é uma ordem total.

Demonstraç̃ao.
• (a1, a2) ≤ (a1, a2)

Comoa1 = a1 ea2 ≤ a2 segue que(a1, a2) ≤ (a1, a2).

• (a1, a2) ≤ (b1, b2) e (b1, b2) ≤ (a1, a2) =⇒ (a1, a2) = (b1, b2)

(a1, a2) ≤ (b1, b2) =⇒ (a1 <1 b1) ou (a1 = b1 ea2 ≤2 b2)

(b1, b2) ≤ (a1, a2) =⇒ (b1 <1 a1) ou (b1 = a1 eb2 ≤2 a2)

1o caso:a1 <1 b1 e b1 <1 a1

Este caso ñao pode ocorrer, pois<1 é relaç̃ao de ordem emG1. De fato,

a1 <1 b1 =⇒ a1 ≤1 b1 ea1 6= b1

b1 <1 a1 =⇒ b1 ≤1 a1 e b1 6= a1

comoa1 ≤1 b1 e b1 ≤1 a1 e ≤1 é relaç̃ao de ordem, segue quea1 = b1.
Absurdo.

2o caso:a1 <1 b1 e b1 = a1 e b2 ≤2 a2

As condiç̃oesa1 <1 b1 e b1 = a1 não podem ocorrer simultaneamente.
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3o caso:a1 = b1 ea2 ≤2 b2 e b1 <1 a1

Análogo ao caso anterior.

4o caso:a1 = b1 ea2 ≤2 b2 e b1 = a1 e b2 ≤2 a2.

Como≤2 é relaç̃ao de ordem emG2, segue dea2 ≤2 b2 e b2 ≤2 a2 que
a2 = b2. Portantoa1 = b1 ea2 = b2, isto é,(a1, a2) = (b1, b2).

• (a1, a2) ≤ (b1, b2) e (b1, b2) ≤ (c1, c2) =⇒ (a1, a2) ≤ (c1, c2)

(a1, a2) ≤ (b1, b2) =⇒ (a1 <1 b1) ou (a1 = b1 ea2 ≤2 b2)

(b1, b2) ≤ (c1, c2) =⇒ (b1 <1 c1) ou (b1 = c1 eb2 ≤2 c2)

1o caso:a1 <1 b1 e b1 <1 c1

Segue quea1 ≤1 b1 e b1 ≤1 c1. Como≤1 é uma relaç̃ao de ordem emG,
temosa1 ≤1 c1. Note que ñao pode ocorrera1 = c1, pois neste caso terı́amos
a1 <1 b1 e b1 <1 a1. Vimos anteriormente que issoé absurdo.

Portantoa1 <1 c1, que leva a(a1, a2) ≤ (c1, c2).

2o caso:a1 <1 b1 e b1 = c1 e b2 ≤2 c2

Segue quea1 <1 c1 e portanto(a1, a2) ≤ (c1, c2).

3o caso:a1 = b1 ea2 ≤2 b2 e b1 <1 c1

Análogo ao caso anterior.

4o caso:a1 = b1 ea2 ≤2 b2 e b1 = c1 e b2 ≤2 c2

Segue quea1 = c1 ea2 ≤2 c2. Isso leva a(a1, a2) ≤ (c1, c2).

Admita agora que≤1 e≤2 são ordens totais. Devemos mostrar que:

se(a1, a2), (b1, b2) ∈ G1 ×G2,

ent̃ao(a1, a2) ≤ (b1, b2) ou (b1, b2) ≤ (a1, a2).

Comoa1, b1 ∈ G1 temosa1 ≤1 b1 ou b1 ≤1 a1.

Comoa2, b2 ∈ G2 temosa2 ≤2 b2 ou b2 ≤2 a2.

1o caso:a1 ≤1 b1 ea2 ≤2 b2

Sea1 <1 b1 ent̃ao(a1, a2) ≤ (b1, b2).

Sea1 = b1, usamos o fato dea2 ≤2 b2, para concluir que(a1, a2) ≤ (b1, b2).

2o caso:a1 ≤1 b1 e b2 ≤2 a2
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Sea1 <1 b1 ent̃ao(a1, a2) ≤ (b1, b2).

Sea1 = b1, usamosb2 ≤2 a2, para obter(b1, b2) ≤ (a1, a2).

3o caso:b1 ≤1 a1 ea2 ≤2 b2

Seb1 <1 a1 ent̃ao(b1, b2) ≤ (a1, a2).

Seb1 = a1, usamosa2 ≤2 b2, para obter(a1, a2) ≤ (b1, b2).

4o caso:b1 ≤ a1 e b2 ≤2 a2

Seb1 <1 a1 ent̃ao(b1, b2) ≤ (a1, a2).

Seb1 = a1, usamosb2 ≤2 a2, para obter(b1, b2) ≤ (a1, a2).

¥
Proposiç̃ao 1.1. Sejam(G1, +1,≤1) e (G2, +2,≤2) grupos abelianos totalmente
ordenados. Então(G1×G2, +,≤) é grupo abeliano totalmente ordenado, quando
definimos

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 +1 a2, b1 +2 b2).

Demonstraç̃ao. Pelo lema anterior temos que≤ é relaç̃ao de ordem em
G1 × G2. Um resultado simples de Teoria de Grupos assegura que(G1 × G2) é
grupo abeliano. Resta verificar o axioma(OA), isto é, mostrar que

se(a1, a2), (b1, b2), (c1, c2) ∈ G1 ×G2 e (a1, a2) ≤ (b1, b2),

ent̃ao(a1, a2) + (c1, c2) ≤ (b1, b2) + (c1, c2).

(a1, a2) ≤ (b1, b2) =⇒ (a1 <1 b1) ou (a1 = b1 ea2 ≤2 b2)

1o caso:a1 <1 b1

Segue quea1 ≤1 b1 ea1 6= b1. Como(G,+1,≤1) é grupo abeliano totalmente
ordenado ec1 ∈ G1 temos:

a1 +1 c1 ≤ b1 +1 c1 ea1 + c1 6= b1 + c1 =⇒ a1 +1 c1 < b1 +1 c1

=⇒ (a1, a2)+(c1, c2) ≤ (b1, b2)+(c1, c2).

2o caso:a1 = b1 ea2 ≤2 b2

Como(G2, +2,≤2) é grupo abeliano totalmente ordenado ec2 ∈ G2 temos:

a2 +2 c2 ≤ b2 +2 c2.

Dea1 = b1 tiramosa1 +1 c1 = b1 +1 c1.

Isso garante que(a1, a2) + (c1, c2) ≤ (b1, b2) + (c1, c2).
¥
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Corolário 1.1. O grupo abeliano(Z× Z, +) é totalmente ordenado.

Demonstraç̃ao. Vimos no Exemplo1.3 que(Z, +) é grupo abeliano totalmente
ordenado. Assim basta aplicar a proposição anterior.

¥

Agora estudaremos propriedades dos grupos abelianos totalmente ordenados.

Lema 1.2. Num grupo abeliano totalmente ordenado(G, +,≤) as seguintes pro-
priedades s̃ao equivalentes:

(i) a < b

(ii) a + c < b + c, ∀ c ∈ G

(iii) −b < −a

(iv) a− b < 0

(v) 0 < b− a

Demonstraç̃ao.
• (i) =⇒ (ii) Sea < b ent̃ao a ≤ b e a 6= b. De a ≤ b vem por(OA) que,
a + c ≤ b + c. Comoa 6= b temosa + c 6= b + c.
Logo,a + c < b + c.

• (ii) =⇒ (iii) Como a ordeḿe total devemos ter−b < −a ou−b ≥ −a, sendo
que estes casos se excluem mutuamente.
Suponha que−b ≥ −a.

Por(OA),−b + b ≥ −a + b =⇒ 0 ≥ −a + b
=⇒ 0 + a ≥ −a + b + a.

Por(G4), 0 + a ≥ −a + a + b.
Por(G1), 0 + a ≥ (−a + a) + b.
Por(G3) e (G2), a ≥ b.
Por(OA), a + c ≥ b + c. Contradiç̃ao!

• (iii) =⇒ (iv) Se−b < −a podemos dizer que−b ≤ −a e−b 6= −a.

Por(OA), a− b ≤ a− a.
Por(G2), a− b ≤ 0.

Suponha quea− b = 0.

Por(G2), a− b = a + (−a).
Por(OA), (−a) + a− b = (−a) + a + (−a) =⇒ −b = −a.
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Contradiç̃ao. Logo,a− b < 0.

• (iv) =⇒ (v) Sea− b < 0 podemos dizer quea− b ≤ 0 ea− b 6= 0.

Por(OA), a− b + (−a) ≤ −a.
Por(G4), a + (−a) + (−b) ≤ −a.
Por(G2),−b ≤ −a.
Por(OA),−b + b ≤ −a + b.
Por(G2), 0 ≤ −a + b.
Por(G4), 0 ≤ b− a.

Note que ñao podemos terb − a = 0, pois isso implicaria por(A4) e (OA),
respectivamente, que:

b− a = b + (−b) =⇒ −b + b− a + a = −b + b− b + a
=⇒ 0 = −b + a
=⇒ 0 = a− b.

Chegamos em um absurdo. Logo0 < b− a.

• (v) =⇒ (i) Se0 < b− a podemos dizer que0 ≤ b− a e0 6= b− a.

Por(OA), a ≤ b− a + a.
Por(G2), a ≤ b.

Suponha queb = a.

Por(OA) e (G2) temos:

b− a = a− a =⇒ b− a = 0.

Contradiç̃ao. Logo,a < b.
¥

Observaç̃ao 1.4.Fazendob = 0, segue do Lema1.2 (i) ⇐⇒ (v) que

a < 0 ⇐⇒ 0 < −a.

Observaç̃ao 1.5.Fazendoa = 0, segue do Lema1.2 (i) ⇐⇒ (iv) que

0 < b ⇐⇒ −b < 0.

Corolário 1.2. Num grupo abeliano totalmente ordenado(G, +,≤), as seguintes
propriedades s̃ao equivalentes:

(i) a ≤ b

(ii) a + c ≤ b + c, ∀ c ∈ G
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(iii) −b ≤ −a

(iv) a− b ≤ 0

(v) 0 ≤ b− a

Demonstraç̃ao. Imediato do Lema1.2.
¥

Observaç̃ao 1.6.De forma ańaloga as observações anteriores, usamos o Corolário
1.2 para obter:

• a ≤ 0 ⇐⇒ 0 ≤ −a.

• 0 ≤ b ⇐⇒ −b ≤ 0.

Lema 1.3. Para todo elementoa de um grupo abeliano totalmente ordenado
(G, +,≤) e para todo ńumero inteiron, temos:

(i) se0 < n e se0 < a, ent̃ao0 < na.

(ii) se0 < n e sea < 0, ent̃aona < 0.

(iii) sen < 0 e se0 < a, ent̃aona < 0.

(iv) sen < 0 e sea < 0, ent̃ao0 < na.

Demonstraç̃ao.

(i) Induç̃ao sobre n.

• Paran = 1.

n.a = 1.a = a > 0, por hiṕotese.

• Hipótese de induç̃ao:ka > 0 para k fixo,k > 1.

• Tese de induç̃ao:(k + 1).a > 0.

(k + 1).a = ka + a

Pela hiṕotese de induç̃ao e pelo Coroĺario1.2 temos:

ka + a > 0 + a = a > 0.

Logo, por transitividade,(k + 1).a > 0.
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(ii) Induç̃ao sobre n.

• Paran = 1.

n.a = 1.a = a < 0, por hiṕotese.

• Hipótese de induç̃ao:ka < 0 para k fixo,k > 1.

• Tese de induç̃ao:(k + 1).a < 0.

(k + 1).a = ka + a

Pela hiṕotese de induç̃ao e pelo Coroĺario1.2 temos:

ka + a < 0 + a = a < 0.

Logo, por transitividade,(k + 1).a < 0.

(iii) Sen < 0 temos por(OA),

n + (−n) < 0 + (−n) =⇒ 0 < −n.

Ent̃ao por(i) temos(−n)a > 0. Poŕem, de acordo com a Definição 1.2,
(−n)a = −na.

Como−na > 0, segue da Observação1.5 quena < 0.

(iv) n < 0 =⇒ −n > 0.

a < 0 =⇒ −a > 0.

Por(i) temos que(−n)(−a) > 0. Basta provar que(−n).(−a) = na.

Usando a definiç̃ao temos:

• (−n).(−a) = (−a) + (−a) + ... + (−a),−n vezes.

• n.a = −(a + a + a + ... + a),−n vezes.

Como as expressões acima coincidem, concluı́mos que(−n).(−a) = na.

¥

Corolário 1.3. Para todo ńumero inteiro ñao nulon e para todo elemento não
nuloa, de um grupo abeliano totalmente ordenadoG, tem-sena 6= 0.

Demonstraç̃ao. Comon 6= 0 ea 6= 0 temos, pelo Lema1.3, quena 6= 0.
¥
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Corolário 1.4. SejamG um grupo abeliano totalmente ordenado ea ∈ G. Se
0 < a e sem e n são ńumeros inteiros tais quem ≤ n, ent̃ao ma ≤ na. Além
disso, sem < n temosma < na.

Demonstraç̃ao.
m ≤ n =⇒ n−m ≥ 0.

Temos dois casos:n−m > 0 oun−m = 0.

(i) Sen−m = 0 temos por definiç̃ao que(m− n) · a = 0.

(n−m).a = 0 =⇒ na−ma = 0

=⇒ na = ma.

(ii) Sen−m > 0 temos pelo Lema1.3 que(n−m) · a > 0.

(n−m).a > 0 =⇒ na−ma > 0

=⇒ ma < na.

Portanto,ma ≤ na.

Sem < n temosma < na, pela parte(ii) da demonstraç̃ao acima.

¥
Corolário 1.5. SejamG um grupo abeliano totalmente ordenado ea ∈ G. Se
a < 0 e sem e n são ńumeros inteiros tais quem ≤ n ent̃ao na ≤ ma. Além
disso, sem < n ent̃aona < ma.

Demonstraç̃ao.
m ≤ n =⇒ n−m ≥ 0.

Temos dois casos:n−m > 0 oun−m = 0.

(i) Sen−m = 0 temos por definiç̃ao que(n−m) · a = 0.

(n−m).a = 0 =⇒ na−ma = 0

=⇒ na = ma.

(ii) Sen−m > 0 temos pelo Lema1.3 que(n−m) · a < 0.

(n−m).a < 0 =⇒ na−ma < 0

=⇒ na < ma.

Portanto,na ≤ ma.

Sem < n temosna < ma, pela parte(ii) da demonstraç̃ao acima.
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Proposiç̃ao 1.2. Sejama e b dois elementos de um grupo abeliano totalmente
ordenadoG tais quea < b e sejan um número inteiro. As seguintes afirmações
são verdadeiras:

(i) se0 < n, ent̃aona < nb.

(ii) sen < 0, ent̃aonb < na.

Demonstraç̃ao.

(i) Comoa < b segue do Lema1.2 quea− b < 0. Desde quen > 0, usamos o
Lema1.3 para obter:

n(a− b) < 0 =⇒ na− nb < 0

=⇒ na < nb.

(ii) Comoa < b segue do Lema1.2 quea− b < 0. Desde quen < 0, usamos o
Lema1.3 para obter:

n(a− b) > 0 =⇒ na− nb > 0

=⇒ nb < na.

¥

Corolário 1.6. Sejama e b dois elementos de um grupo abeliano totalmente or-
denadoG tais quea ≤ b e sejan um ńumero inteiro. As seguintes afirmações s̃ao
verdadeiras:

(i) se0 < n, ent̃aona ≤ nb.

(ii) sen < 0, ent̃aonb ≤ na.

Demonstraç̃ao.

(i) Sea = b ent̃aona = nb.

Sea < b, segue da Proposição1.2 quena < nb.

Portanto,na ≤ nb.

(ii) Sea = b ent̃aona = nb.

Sea < b, segue da Proposição1.2 quenb < na.

Portanto,nb ≤ na.
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Veremos a seguir uma caracterização dos grupos abelianos totalmente ordena-
dos.

Definição 1.7.Diz-se que um elementoa, de um grupo abeliano totalmente orde-
nadoG, é positivo (respectivamente, negativo) se, e somente se,0 ≤ a (respecti-
vamente,a ≤ 0). Sea é positivo (respectivamente, negativo) e sea 6= 0, diremos
quea éestritamente positivo(respectivamente, estritamente negativo).

De acordo com a definição acima, o elemento neutro0 ∈ G, é positivo e
negativo. Como a relação≤ é anti-siḿetrica, vemos que0 é oúnico elemento de
G com tal propriedade.

Notação: SejamG um grupo abeliano eA,B ⊆ G. Usaremos as notações:

• A + B = {a + b; a ∈ A eb ∈ B}.
• −A = {−a; a ∈ A}.
Teorema 1.1.SeG é um grupo abeliano totalmente ordenado e seP é o conjunto
de todos elementos positivos deG, ent̃ao valem as seguintes propriedades:

(I) P + P ⊂ P ;

(II) P
⋂

(−P ) = {0};
(III) P

⋃
(−P ) = G.

Além disso, seG é um grupo abeliano e seP é uma parte do conjuntoG que
satisfaz as condiç̃oes(I), (II), (III), ent̃ao existe umáunica relaç̃ao de ordem
total ≤ emG, compat́ıvel com a adiç̃ao, tal queP seja o conjunto de todos os
elementos positivos da ordem≤.

Demonstraç̃ao.

(I) P + P ⊂ P

Sejama, b ∈ P , ent̃aoa ≥ 0 e b ≥ 0.

Por(OA), a + b ≥ 0 + b = b ≥ 0.

Por(O3), a + b ≥ 0.

Logo,a + b ∈ P .
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(II) P
⋂

(−P ) = {0}
Temos pela Definiç̃ao1.7 que sea ∈ P ent̃aoa ≥ 0, e seb ∈ (−P ) ent̃ao
b ≤ 0.

x ∈ P
⋂

(−P ) =⇒ x ∈ P ex ∈ −P

=⇒ x ≥ 0 ex ≤ 0.

Ent̃ao por(O2), x = 0.

(III) P
⋃

(−P ) = G

Claro queP
⋃

(−P ) ⊆ G, poisP ⊆ G e (−P ) ⊆ G.

Sejaa ∈ G. Como≤ é ordem total temosa ≤ 0 ou 0 ≤ a. Segue que
a ∈ (−P ) oua ∈ P . Portantoa ∈ P

⋃
(−P ).

Suponha agora queG seja grupo abeliano e que existaP ⊆ G satisfazendo as

condiç̃oes(I), (II) e (III).

Defina emG a relaç̃ao:

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ P .

Afirmação: A relaç̃ao acimáe relaç̃ao de ordem.

• Reflexiva(O1): É imediato, poisa− a = 0 e0 ∈ P em virtude de(II).

• Anti-simétrica(O2): Sea ≤ b e seb ≤ a temos, respectivamente,b− a ∈
P ea− b ∈ P . Note que(a− b) = −(b− a), logo,a− b ∈ (−P ), de onde
vem, por(II), a− b = 0, ou seja,a = b.

• Transitiva(O3): Sea ≤ b e seb ≤ c, temosb − a ∈ P e c − b ∈ P . Da
condiç̃ao(I) resulta que:

(b− a) + (c− b) ∈ P =⇒ c− a ∈ P

=⇒ a ≤ c.

Devemos tamb́em verificar que≤ define uma relaç̃ao de ordem total, ou seja,

provar(O4).

• (O4): Sejama e b dois elementos quaisquer deG e consideremos a
diferençaa− b.
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Conforme a condiç̃ao(III) temosa− b ∈ P oua− b ∈ (−P ).

Sea− b ∈ P temosb ≤ a.

Sea− b ∈ (−P ) temosb− a ∈ P , ou seja,a ≤ b.

Falta verificar que a relação≤ é compat́ıvel com a operaç̃ao do grupo, istóe,

falta provar(OA).

• (OA): Sejama, b ec elementos quaisquer deG e suponhamos quea ≤ b.

a ≤ b =⇒ b− a ∈ P

=⇒ (b + c)− (a + c) = b− a ∈ P

=⇒ a + c ≤ b + c.

Note que o conjuntoP é formado pelos elementos positivos deG. De fato,

a ∈ P ⇐⇒ a− 0 ∈ P ⇐⇒ 0 ≤ a.

Finalmente, vamos provar a unicidade da ordem.

SejaR uma relaç̃ao de ordem total emG, compat́ıvel com a adiç̃ao deG, tal que

P é o conjunto dos elementos positivos deG segundo a ordemR. Isto é,

P = {a ∈ G; 0Ra}.

Pelo Coroĺario1.2 temos:

aRb ⇐⇒ 0R(b− a) ⇐⇒ b− a ∈ P .

Mas hav́ıamos definido a relação

b− a ∈ P ⇐⇒ a ≤ b.

Segue queaRb ⇐⇒ a ≤ b.

Portanto as relaç̃oesR e≤ coincidem.

¥

Corolário 1.7. Um grupo abelianoG é ordeńavel se, e somente se, existe uma
parteP , do conjuntoG, que satisfaz as condições(I), (II) e (III).
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Demonstraç̃ao. É imediato do teorema anterior.
¥

Exemplo 1.4. O subconjuntoP = N do grupo abelianoZ dos ńumeros inteiros
satisfaz as condiç̃oes(I), (II) e (III) do Teorema1.1. Portanto, define uma
ordem total≤, sobreZ, pondo-se

a ≤ b ⇐⇒ b− a ≥ 0.

Al ém disso, esta ordeḿe compat́ıvel com a adiç̃ao:

a ≤ b e c ∈ Z =⇒ a + c ≤ b + c.

Analogamente, o subconjuntoP = −N tamb́em satisfaz as condições(I),
(II) e(III). Portanto, obt́em-se uma outra ordem total, compatı́vel com a adiç̃ao,
pondo-se

aRb ⇐⇒ b− a é o oposto de um ńumeros natural.

Podemos completar o que foi visto acima mostrando que osúnicos subcon-
juntosP , deZ, que satisfazem as condições(I), (II) e (III) sãoN e−N.

Com efeito, conforme(III) temos1 ∈ P ou1 ∈ −P .

Se1 ∈ P temos, por(II), queN ⊂ P . Suponha, por absurdo,N 6= P .

N 6= P =⇒ ∃ b ∈ P tal queb /∈ N
=⇒ b = −a, coma ∈ N
=⇒ b ∈ P

⋂
(−P ) = {0}

=⇒ b = 0,

contradiç̃ao, poisb /∈ N.

Analogamente, se1 ∈ −P conclui-se queP = −N.

Em resumo, o grupo abelianoZ dos ńumeros inteiros śo pode ser ordenado de
dois modos obtendo-se, então, a ordem habitual e sua oposta.

O exemplo a seguir mostra uma outra forma de se obter o resultado do
Coroĺario1.1.

Exemplo 1.5.Consideremos o conjuntoG = Z×Z e coloquemos, por definição,
(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) quaisquer que sejam(a, b) e (c, d) emG. É fácil
verificar que esta operação define uma estrutura de grupo abeliano sobreZ× Z.

Indiquemos porP o subconjunto deZ × Z formado por todos os pares(a, b)
tais que0 < a eb qualquer, oua = 0 e0 ≤ b, onde≤ é a ordem habitual do grupo
aditivoZ.
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Vamos verificar as condições(I), (II) e (III) para o subconjuntoP .

(I): Sejam(a, b) e (c, d) ∈ P .

(a, b) ∈ P =⇒ (0 < a eb qualquer) ou(a = 0 e0 ≤ b).

(c, d) ∈ P =⇒ (0 < c ed qualquer) ou(c = 0 e0 ≤ d).

1o caso:0 < a, b qualquer,0 < c ed qualquer.

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d).

Por(OA) e (O3) temos:

0 < a e0 < c =⇒ 0 < a + c.

Logo,(a + c, b + d) ∈ P .

2o caso:0 < a, b qualquer,c = 0 e0 ≤ d.

Por(G2), a + c = a + 0 = a > 0.

Logo,(a + c, b + d) ∈ P .

3o caso:a = 0, 0 ≤ b, 0 < c ed qualquer.

Análogo ao caso anterior.

4o caso:a = 0, 0 ≤ b, c = 0 e0 ≤ d.

a + c = 0 + 0 = 0 e0 ≤ b + d,

por (OA) e (O3).

Logo,(a + c, b + d) ∈ P .

(II): Seja(a, b) ∈ P
⋂

(−P ).

(a, b) ∈ P =⇒ (0 < a eb qualquer) ou(a = 0 e0 ≤ b).

(a, b) ∈ (−P ) =⇒ (a < 0 eb qualquer) ou(a = 0 eb ≤ 0).

1o caso:0 < a, b qualquer,a < 0 e b qualquer.

Não podem ocorrer simultanenamente0 < a ea < 0.

2o caso:0 < a, b qualquer,a = 0 e b ≤ 0.

Não podem ocorrer simultanenamente0 < a ea = 0.

3o caso:a = 0, 0 ≤ b, a < 0 e b qualquer.

Análogo ao caso anterior.

4o caso:a = 0, 0 ≤ b, a = 0 e b ≤ 0.

0 ≤ b e b ≤ 0 =⇒ b = 0,
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por (O2).

Logo,(a, b) = (0, 0).
Portanto,P

⋂
(−P ) = {(0, 0)}.

(III): Seja(a, b) ∈ G.

Sea = 0 e0 ≤ b ent̃ao(a, b) ∈ P .

Sea = 0 e b < 0 ent̃ao(a, b) ∈ (−P ).

Se0 < a e b qualquer ent̃ao(a, b) ∈ P .

Sea < 0 e b qualquer ent̃ao(a, b) ∈ (−P ).

Logo,P
⋃

(−P ) = G.

Portanto, pelo Teorema1.1, Z × Z é um grupo ordenado pela ordem≤,
definido por

(a, b) ≤ (c, d) ⇐⇒ (c, d)− (a, b) ∈ P
⇐⇒ (c− a, d− b) ∈ P
⇐⇒ c− a > 0 ou (c− a = 0 ed− b ≥ 0)
⇐⇒ a < c ou (a = c eb ≤ d).

Exemplo 1.6.Os grupos abelianos(Zn, +) não s̃ao ordeńaveis.

De acordo com o Corolário1.7, basta verificar queZn não possui subconjunto
que satisfaça as condições(I), (II) e (III).

Suponha queZn possua subconjuntoP satisfazendo(I), (II) e (III).

SeP cont́em um gerador de(Zn, +), segue da condição (I) queP = Zn.
Ent̃ao(−P ) = Zn e isso contradiz(II). PortantoP não pode conter gerador de
Zn.

Como1 en− 1 são geradores de(Zn, +), segue de(III) que

1, n− 1 ∈ (−P ). Mas

• 1 ∈ (−P ) =⇒ −1 = n− 1 ∈ P

• n− 1 ∈ (−P ) =⇒ 1 ∈ P .

Isso diz queP possui gerador de(Zn, +). Absurdo.

Portanto, ñao existe subconjunto P que satisfaça as condições (I), (II) e
(III).

Veremos a seguir uma generalização do Teorema1.1.

Teorema 1.2.SejaG um grupo abeliano.
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(a) Se(G, +,≤) é parcialmente ordenado, então o conjunto P dos elementos po-
sitivos deG satisfaz:

(I) P + P ⊂ P .

(II) P
⋂

(−P ) = {0}.

(b) SeP ⊆ G satisfaz(I) e (II), ent̃ao existe umáunica relaç̃ao de ordem emG,
compat́ıvel com a adiç̃ao deG, tal queP é o conjunto dos elementos positivos
desta ordem.

(c) A ordem obtida em(b) é total se, e somente se,P tamb́em satisfaz a condição
(III).

Demonstraç̃ao.

(a) Demonstraç̃ao ańaloga a do Teorema1.1.

(b) Defina emG a relaç̃ao:

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ P .

A demonstraç̃ao, de que a relação acimáe relaç̃ao de ordeḿe ańalogaàquela
feita no Teorema1.1.

Falta provar a unicidade. SejaR uma relaç̃ao de ordem emG, compat́ıvel com
a adiç̃ao deG, tal queP é o conjunto dos elementos positivos deG segundo
a ordemR. Isto é,

P = {a ∈ G; 0Ra}.

Pelo Coroĺario1.2 temos:

aRb ⇐⇒ 0R(b− a) ⇐⇒ b− a ∈ P .

Mas hav́ıamos definido a relação

b− a ∈ P ⇐⇒ a ≤ b.

Segue queaRb ⇐⇒ a ≤ b.

Portanto as relaç̃oesR e≤ coincidem.
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(c) Se a ordeḿe total ent̃ao para todoa ∈ G temos:

a ≤ 0 oua ≥ 0 =⇒ a ∈ −P oua ∈ P .

Portanto,P
⋃

(−P ) = G.

Reciprocamente, suponha que valha a condição(III).

Dadosa, b ∈ G temosa− b ∈ G, e ent̃ao

a− b ∈ P oua− b ∈ (−P ) =⇒ 0 ≤ a− b oua− b ≤ 0

=⇒ b ≤ a oua ≤ b.

Portanto, a ordem≤ é ordem total.

¥

Exemplo 1.7.Considere o grupo abelianoZ dos ńumeros inteiros e tomeP como
o conjunto dos ńumeros naturais pares. Podemos verificar usando o teorema an-
terior, queP define uma ordem parcial sobreZ.

Vamos demonstrar a afirmação acima.
Sejama e b emP . Podemos escrevera = 2x e b = 2y; x, y ∈ N.

(I) P + P ⊂ P

2x + 2y = 2(x + y) ∈ P , por definiç̃ao.

(II) P
⋂

(−P ) = {0}
a ∈ P

⋂
(−P ) =⇒ a ∈ P ea ∈ (−P ).

a ∈ P =⇒ a = 2x, x ∈ N e

a ∈ (−P ) =⇒ a = 2y, y ∈ (−N)

Ent̃ao temos2x = 2y =⇒ x = y.

Logo,x ∈ N⋂
(−N) = {0}. Comoa = 2x ex = 0 temosa = 0.

Segue do Teorema1.2 queP = {2x; x ∈ N} define emZ a relaç̃ao de
ordem

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ P .
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Note que esta ordem não é total. De fato, para ser total deverı́amos ter
Z = P

⋃
(−P ). Mas isso ñaoé verdade pois3 ∈ Z, mas3 /∈ P e3 /∈ (−P ).

Existe uma categoria especial de grupos abelianos totalmente ordenados, que
usaremos posteriormente, são os grupos abelianos totalmente ordenados arquime-
dianos.

Definição 1.8. Diz-se que um grupo abeliano totalmente ordenado(G, +,≤) é
grupo arquimediano se, e somente se, a ordem≤ satisfaz o seguinte axioma:

(AA) quaisquer que sejama e b emG, se0 < a e0 < b ent̃ao existe um ńumero
naturaln tal queb < na.

Exemplo 1.8. O grupo abelianoZ dos ńumeros inteiros, com a ordem usual,é
arquimediano, pois sea e b são dois inteiros tais que0 < a < b, temos
b < (b + 1)a.

Exemplo 1.9. O grupo ordenadoZ × Z, definido no Exemplo1.5, não é ar-
quimediano, pois, por exemplo, temos(0, 0) < (0, 1) < (1, 1) e no entanto
n(0, 1) = (0, n) < (1, 1) para todon ∈ N∗.
Teorema 1.3.Se(G, +,≤) é um grupo arquimediano e sea eb são dois elementos
estritamente positivos, então existe uḿunico ńumero natural ñao nulom tal que
(m− 1)a ≤ b < ma.

Demonstraç̃ao. Consideremos o conjuntoS de todos os ńumeros naturais ñao
nulosn tais queb < na.

De acordo com o axioma de ArquimedesS é ñao vazio, logo, existem =
minS e temosm 6= 0 e b < ma.

Sem = 1, temos0.a = 0 < b < a.

Sem > 1, teremosm > 0 em− 1 /∈ S, portanto,(m− 1)a ≤ b < ma.

Finalmente, sejam′ ∈ N∗ tal que(m′ − 1)a ≤ b < m′a.

Sem < m′, temosm ≤ m′− 1, portanto, em virtude do Corolário1.4, resulta
quema ≤ (m′ − 1)a, de onde vem,ma ≤ b, contra a definiç̃ao do inteirom.

Analogamente, chega-se a uma contradição no caso em que se supõem′ < m.

Portanto,m′ = m.
¥

Proposiç̃ao 1.3. Se (G, +,≤) é um grupo arquimediano e sea e b são dois e-
lementos quaisquer deG, coma 6= 0, ent̃ao existe um ńumero inteiron tal que
b < na.
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Demonstraç̃ao.
Seb < a, tomen = 1. Assim podemos assumira ≤ b.

Sea = b < 0, tomen = −1. Ent̃aob < 0 < na.

Sea = b > 0, tomen = 2. Ent̃aob = a < a + a = na.

Seb = 0 ea > 0, tomen = 1.

Seb = 0 ea < 0, tomen = −1. Ent̃ao0 = b < na.

Portanto, podemos assumira < b ea 6= 0 6= b. Vamos analisar os casos:

(i) a > 0 e b > 0.

(ii) a < 0 e b > 0.

(iii) a < 0 e b < 0.

(i) É imediato do Teorema1.3 .

(ii) Sea < 0 ent̃ao−a > 0. Dessa forma basta usar o item anterior.

(iii) Temosa < 0 e b < 0. Além disso, temos quea < b.
Tome ent̃aon = −1, assimb < 0 < na = −1a.

¥

A relaç̃ao de ordem de um grupo abeliano ordenado permite que se estabeleça
o conceito de ḿodulo que gera algumas propriedades importantes.

Definição 1.9. Chama-sevalor absoluto (ou módulo) de um elementoa, de um
grupo totalmente ordenadoG, ao elemento|a| definido por :

|a| =
{

a , se0 ≤ a.
−a , sea < 0.

Notemos que a definição acima pode ser posta sob a forma

|a| = max{a,−a}.

Por exemplo,|1| = 1, |0| = 0 e | − 1| = 1.

Teorema 1.4.Num grupo abeliano totalmente ordenadoG, valem as seguintes
propriedades:

(i) 0 ≤ |a| para todo a em G e|a| = 0 se, e somente se,a = 0.

(ii) | − a| = |a|, para todo a em G.
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(iii) −|a| ≤ a ≤ |a|, para todo a em G.

(iv) se0 ≤ a e sex ∈ G é tal que−a ≤ x ≤ a, ent̃ao |x| ≤ a.

(v) |x + y| ≤ |x|+ |y|, quaisquer que sejam x e y em G.

Demonstraç̃ao.

(i) • 0 ≤ |a| para todoa emG

Sea ≥ 0 ent̃ao |a| = a, por definiç̃ao. Logo, por transitividade, temos
|a| ≥ 0.

Sea < 0 ent̃ao|a| = −a. Por(OA), temos−a > 0. Logo,|a| > 0.

• |a| = 0 ⇐⇒ a = 0.

(=⇒) Suponhaa 6= 0.

a > 0 =⇒ |a| = a > 0. Absurdo.

a < 0 =⇒ |a| = −a > 0. Absurdo.

(⇐=) Sea = 0, ent̃ao por definiç̃ao|a| = |0| = 0.

(ii) | − a| = |a|, para todo a em G.

• Sea ≥ 0 ent̃ao por(OA), −a ≤ 0. Logo, |a| = a e | − a| = −(−a) = a,
o que resulta em|a| = | − a|.
• Sea ≤ 0 ent̃ao por(OA), −a ≥ 0. Logo, |a| = −a e | − a| = −a, o que
resulta em|a| = | − a|.

(iii) −|a| ≤ a ≤ |a|, para todo a em G.

• Sea ≥ 0 ent̃ao|a| = a. Podemos dizer, em particular, quea ≤ |a|.
Como|a| ≥ 0, ent̃ao−|a| ≤ 0. Ficamos com:

−|a| ≤ 0 ≤ a ≤ |a| =⇒ −|a| ≤ a ≤ |a|.

• Sea < 0, temos que:

a < 0 < |a| =⇒ a < |a|.
Podemos dizer, em particular, quea ≤ |a|. Além disso, temos que:
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|a| = −a =⇒ −|a| = a =⇒ −|a| ≤ a.

Logo,−|a| ≤ a ≤ |a|.

(iv) se0 ≤ a e sex ∈ G é tal que−a ≤ x ≤ a, ent̃ao|x| ≤ a.

Sex ≥ 0, ent̃ao|x| = x ≤ a.

Sex < 0, ent̃ao |x| = −x. Mas, por hiṕotese,−a ≤ x o que implica que
−x ≤ a. Logo,|x| ≤ a.

(v) |x + y| ≤ |x|+ |y|, quaisquer que sejam x e y em G.

Somando membro a membro as desigualdades

−|x| ≤ x ≤ |x| e−|y| ≤ y ≤ |y|,
obtemos:

−(|x|+ |y|) ≤ x + y ≤ |x|+ |y|,
logo de(iv), segue que|x + y| ≤ |x|+ |y|.

¥

Proposiç̃ao 1.4. Para todo ńumero inteiron e para todo elementox de um grupo
abeliano totalmente ordenadoG temos|nx| = |n| · |x|.
Demonstraç̃ao. Temos quatro casos, são eles:

(i) n ≥ 0 ex ≥ 0.

(ii) n < 0 ex < 0.

(iii) n ≥ 0 ex < 0.

(iv) n < 0 ex ≥ 0.

(i) Comon ≥ 0 ex ≥ 0 temos por definiç̃ao,

|n| = n e |x| = x.

Temos tamb́em pelo Lema1.3 quenx ≥ 0 ent̃ao|nx| = nx.

Logo |n| · |x| = n · x = |nx|.
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(ii) Comon < 0 ex < 0 temos por definiç̃ao,

|n| = −n e |x| = −x

Temos novamente pelo Lema1.3 quenx > 0 ent̃ao |nx| = nx. Ficamos
com,

|n| · |x| = (−n) · (−x) = nx = |nx|.

(iii) Comon ≥ 0 ex < 0 temos

|n| = n e |x| = −x

Sabemos quen · x < 0, ou seja,|nx| = −nx .

Logo |n| · |x| = (−n) · x = |nx|.

(iv) Análogo ao item(iii).

¥
Proposiç̃ao 1.5. Se a e b são dois elementos quaisquer de um grupo abeliano
totalmente ordenadoG, ent̃ao||a| − |b|| ≤ |a− b|.
Demonstraç̃ao.
1o caso:a ≥ 0 e b ≥ 0 ent̃ao|a| = a e |b| = b. Assim

||a| − |b|| = |a− b| ≤ |a− b|.
2o caso:a ≤ 0 e b ≤ 0 ent̃ao|a| = −a e |b| = −b. Assim

||a| − |b|| = |(−a)− (−b)|
= | − a + b|
= |(−1) · (a− b)|
= | − 1| · |a− b| ≤ |a− b|.

3o caso:a ≥ 0 e b < 0 ent̃ao|a| = a e |b| = −b. Assim

||a| − |b|| = |a− (−b)| = |a + b|.
Gostaria de provar que|a + b| ≤ |a− b|.
Pelo Teorema1.4, |a + b| ≤ |a|+ |b| = a− b.

Comoa ≥ 0 e b < 0 temosb < a, ou seja,0 < a− b. Portanto,|a− b| = a− b.

Logo, |a + b| ≤ |a− b|.
4o caso:a < 0 e b ≥ 0. Demonstraç̃ao ańaloga a anterior.

¥
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Na pŕoxima secç̃ao estudaremos uma estrutura algébrica munida de duas operações,
os ańeis.

1.2 Anéis Ordenados

Definição 1.10. Um conjunto ñao vazioA é umanel em relaç̃ao às operaç̃oes
binárias de adiç̃ao(+) e multiplicaç̃ao(·) desde que, para arbitráriosa, b, c ∈ A,
as seguintes propriedades sejam verificadas:

(A1) (a + b) + c = a + (b + c) (a operaç̃ao(+) é associativa).

(A2) a + b = b + a (a operaç̃ao(+) é comutativa).

(A3) ∃ 0A ∈ A tal quea + 0A = a (existe elemento neutro para a operação(+)).

(A4) ∀ a ∈ A, ∃ (−a) ∈ A tal quea + (−a) = 0A (todo elemento tem siḿetrico
aditivo).

(M1) (a · b) · c = a · (b · c) (a operaç̃ao(·) é associativa).

(M2) a · (b + c) = a · b + a · c (distributividade de (·) à esquerda de (+)).

(M3) (b + c) · a = b · a + c · a (distributividade de (·) à direita de (+)).

Nas condiç̃oes expostas acima dizemos que a terna ordenada(A, +, ·) é um
anel.

Por abuso de linguageḿe comum dizer-se apenas queA é um anel para ex-
pressar o conceito agora introduzido. Isto naturalmente pressupõe que as duas
operaç̃oes tenham sido fixadas “a priori”.

Definição 1.11.O anel(A, +, ·) éanel comutativoquando:

(M4) a · b = b · a; ∀ a, b ∈ A.

Definição 1.12.O anel(A, +, ·) éanel com unidadequando:

(M5) ∃ 1A ∈ A tal quea · 1A = 1A · a = a, ∀ a ∈ A.

Definição 1.13.O anel(A, +, ·) éanel sem divisores de zeroquando:

(M6) a, b ∈ A ea · b = 0 =⇒ a = 0 ou b = 0.

Definição 1.14.Um domı́nio (doḿınio de integridade ou anel de integridade)é
um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero.

Exemplo 1.10.São exemplos clássicos de doḿınios:
• Anel dos inteiros(Z, +, ·).
• Anel dos racionais(Q, +, ·).
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• Anel dos reais(R, +, ·).
• Anel dos complexos(C, +, ·).
Exemplo 1.11.Para cadan ∈ Z, o conjuntonZ = {n · q \ q ∈ Z}, é anel em
relaç̃ao à adiç̃ao eà multiplicaç̃ao usuais deZ. Note quenZ é comutativo, sem
divisores de zero, mas não tem unidade, exceto quandon = 1.

Exemplo 1.12.M2(R) =

{(
a b
c d

)
; a, b, c, d ∈ R

}
, com as operaç̃oes usuais

de matriześe anel ñao comutativo, com divisores de zero e com unidade.

Proposiç̃ao 1.6.As seguintes afirmações s̃ao verdadeiras para um anel qualquer.

(i) O elemento neutro da adiçãoé único.

(ii) O elemento neutro da multiplicaçãoé único.

(iii) O simétrico de um elementóe único.

Demonstraç̃ao.

(i) O elemento neutro da adiçãoé único.

De fato, sejamα e α′ elementos neutros para a adição. Comoα′ é neutro
temos que

α = α′ + α

e, comoα é neutro temos que

α′ = α + α′.

Por(A2) temos ent̃ao que

α′ = α + α′ = α′ + α = α.

Logoα′ = α.

(ii) O elemento neutro da multiplicaçãoé único.

A demonstraç̃ao acima devidamente adaptada nos fornece o resultado.

(iii) O simétrico de um elementoa ∈ G é único.

De fato, sea′ ea′′ são dois siḿetricos dea, ent̃ao por(A2) e (A1) temos que

a′′ = 0 + a′′ = (a′ + a) + a′′ = a′ + (a + a′′) = a′ + 0 = a′.
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Observaç̃ao 1.7.Usaremos o śımbolo0 para denotar o elemento neutro da adição
que seŕa chamado de zero.

Observaç̃ao 1.8.Usaremos o śımbolo1 para denotar o elemento neutro da multipli-
caç̃ao que seŕa chamado de unidade ou apenas de um.

A proposiç̃ao a seguir traz propriedades de simétricos em um anel qualquer.
Usaremos estes resultados na demonstração do Teorema1.6.

Proposiç̃ao 1.7.SejamA um anel qualquer ea, b ∈ A. Ent̃ao:

(i) a(−b) = (−a)b = −ab.

(ii) (−a).(−b) = ab.

Demonstraç̃ao.

(i) Note que:

0 = a.0 = a.(b− b) = ab + a(−b).

Isso assegura que o simétrico deab éa(−b). Portanto,−ab = a(−b).

Analogamente verifica-se que−ab = (−a)b.

(ii) Usando(i) temos:

(−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)).

Como ab − ab = 0, conclúımos que o siḿetrico de−ab é ab. Isto é,
−(−ab) = ab.

Portanto,(−a)(−b) = −(−ab) = ab.

¥

Ao se definir um novo ente matemáticoé necesśario que se estabeleça quando
dois representantes deste ente são considerados iguais.É o que faremos agora em
relaç̃ao a ańeis. Para isto h́a a necessidade de algumas definições.

Definição 1.15. SejamA e A′ dois ańeis e sejaf uma funç̃ao do conjuntoA
no conjuntoA′. Diz-se quef é umhomomorfismo do anelA no anelA′ se, e
somente se, são v́alidas as seguintes condições:

(1 ) f(a + b) = f(a) + f(b).

(2 ) f(a · b) = f(a) · f(b) , quaisquer que sejam a, b∈ A.
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Exemplo 1.13.SejamA = Z e B = Z × Z, f : Z −→ Z × Z definida por
f(x) = (x, 0), ∀x ∈ Z. f é homomorfismo porque

f(x + y) = (x + y, 0) = (x, 0) + (y, 0) = f(x) + f(y) e

f(x · y) = (x · y, 0) = (x, 0) · (y, 0) = f(x) · f(y).

Exemplo 1.14.Considere a funç̃aof : Z −→ A, ondeA é um anel, definida por
f(n) = 1An. f é homomorfismo porque

f(m) + f(n) = 1Am + 1An = 1A(m + n) = f(m + n) e

f(m) · f(n) = (1Am) · (1An) = 1A(m(1An)) = m(n1A) = 1A(mn) = f(mn).

Definição 1.16. Se f é um homomorfismo deA em A′ e sef é uma funç̃ao
injetora, diremos quef é ummonomorfismodeA emA′ ou quef é um homo-
morfismo injetor deA emA′.

Exemplo 1.15. O homomorfismof : Z −→ Z × Z dado porf(x) = (x, 0),
∀x ∈ Z, é monomorfismo pois

f(x) = f(y) =⇒ (x, 0) = (y, 0) =⇒ x = y.

Existe uma forma alternativa para verificar se um homomorfismof é monomor-
fismo. Para apresentá-la, introduziremos o conceito a seguir.

Definição 1.17.Sejaf : A −→ B um homomorfismo de anéis, chamamos de
núcleo(ou kernel) def o conjuntoN(f) = {a ∈ A; f(a) = 0}.

Exemplo 1.16.Sejaf : Z −→ A definida porf(n) = 1An. Vimos no Exemplo
1.14 quef é um homomorfismo. Tomando-seA = Z, o homomorfismof é a
função id̂entica deZ e seu ńucleo se reduz a{0}.
Exemplo 1.17.Sejaf : Z −→ A definida porf(n) = 1An. Vimos no Exemplo
1.14 quef é um homomorfismo. Sejam > 1 e tomemosA = Zm.

Neste caso, o homomorfismof é definido porf(n) = 1 · n = n e seu ńucleo
émZ como vemos abaixo:

N(f) = {a ∈ Z; f(a) = 0} = {a ∈ Z; a · 1 = 0} = {a ∈ Z; a = 0} = mZ.

Proposiç̃ao 1.8.Sejaf : A −→ B um homomorfismo. S̃ao equivalentes:

(i) f é monomorfismo

(ii) N(f) = {0}.
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Demonstraç̃ao.
• (i) =⇒ (ii)

f(0) = 0 =⇒ 0 ∈ N(f)
=⇒ {0} ⊆ N(f).

x ∈ N(f) =⇒ f(x) = 0 = f(0)
=⇒ x = 0,

por f ser monomorfismo. Ficamos comx ∈ {0}, ou seja,N(f) ⊆ {0}.
Logo,N(f) = {0}.
• (ii) =⇒ (i) Suponhamosf(x) = f(y). Ent̃ao:

f(x) = f(y) =⇒ f(x)− f(y) = 0
=⇒ f(x− y) = 0
=⇒ x− y = 0
=⇒ x = y.

Logo,f é monomorfismo.
¥

Observaç̃ao 1.9.Note que o Exemplo1.15 pode ser feito utilizando a proposição
acima, ou seja, mostrando que oN(f) = {0}.
N(f) = {m ∈ Z; f(m) = (m, 0) = (0, 0)} = {0}.
Definição 1.18. Se f é um homomorfismo deA em A′ e sef é uma funç̃ao
sobrejetora, diremos quef é umepimorfismo deA emA′ ou quef é um homo-
morfismo sobrejetor deA emA′.

Exemplo 1.18.f : Z × Z −→ Z dada porf(x, y) = x, ∀(x, y) ∈ Z × Z, é um
homomorfismo sobrejetor uma vez que

f((x, y) + (x′, y′)) = f(x + x′, y + y′) = x + x′ = f(x, y) + f(x′, y′),

f((x, y) · (x′, y′)) = f(x · x′, y · y′) = x · x′ = f(x, y) · f(x′, y′).

Dadox ∈ Z, tome(x, 0) ∈ Z× Z, ent̃aof(x, 0) = x.

Logo,f é um homomorfismo sobrejetor.

Definição 1.19.Sef é um homomorfismo deA emA′ e sef é uma funç̃ao bije-
tora, diremos quef é umisomorfismodeA emA′ ou quef é um homomorfismo
bijetor deA emA′.

Observaç̃ao 1.10.Um homomorfismo deA emA tamb́emé denominadoendo-
morfismodeA. Um isomorfismo deA emA é chamadoautomorfismodeA.
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A exist̂encia de um isomorfismo entre dois anéis implica que os dois anéis,
mesmo que tenham elementos distintos e que as operações neles definidas também
sejam diferentes, algebricamente têm a mesma estrutura. Por esta razão, a e-
xistência de um isomorfismo entre dois anéisé utilizada para definir igualdade de
ańeis: dois ańeis s̃ao iguais quando eles são isomorfos.

Baseados no Exemplo1.16 e no Exemplo1.17 daremos a seguinte definição.

Definição 1.20. Chama-secaracteŕıstica de um anel comutativoA, com ele-
mento unidade1A 6= 0, ao único ńumero naturalm tal quemZ seja o ńucleo
do homomorfismof : Z −→ A definido porf(n) = 1A · n.

Dessa forma, o anelA tem caracterı́stica zero se, e somente se ,0 é o único
número inteiro tal que1A ·n = 0. Por outo lado, o anelA tem caracterı́sticam > 0
se, e somente se,m é o menor ńumero natural ñao nulo tal que1A ·m = 0.

Observaç̃ao 1.11.O Exemplo1.16 e o Exemplo1.17 nos mostram, respectiva-
mente, que o anelZ dos ńumeros inteiros tem caracterı́stica zero e o anelZm

(m > 1), dos inteiros ḿodulom, tem caracterı́sticam.

Definição 1.21. SejaA um anel comutativo com elemento unidade1A 6= 0 e
suponhamos que esteja definida uma ordem total≤ sobre o conjuntoA. Diz-se
que esta ordeḿe compat́ıvel com a estrutura de anel definida sobre o conjuntoA
ou, simplesmente, queA é umanel ordenadopela ordem≤ se, e somente se, são
válidos os seguintes axiomas

(OA) ∀ a, b, c ∈ A, sea ≤ b, ent̃aoa + c ≤ b + c.

(OM) ∀ a, b, c ∈ A, sea ≤ b e0 ≤ c ent̃aoac ≤ bc.

SeA é anel comutativo com elemento unidade e se estiver fixada, sobre o
conjuntoA, uma ordem total≤ que satisfaz os axiomas(OA) e (OM) diremos,
simplesmente, queA, é um anel ordenado suprimindo-se, portanto, a referênciaà
ordem total fixada sobre o conjuntoA e ao fato que esta ordem satisfaz os axiomas
(OA) e (OM).

Observaç̃ao 1.12.Apesar de haver a restrição0 ≤ c no axioma(OM), costuma-
se dizer que a ordem≤ é compat́ıvel com a multiplicaç̃ao.

Observaç̃ao 1.13.SeA é um anel ordenado pela ordem≤, ent̃aoé imediato que
(A, +,≤) é um grupo abeliano ordenado, portanto, num anel ordenado valem as
propriedades enunciadas na secção1.1 relativasà adiç̃ao.

Definição 1.22.SejaA um anel comutativo com unidade1A 6= 0. Dizemos que
A é ordenável, quando existe uma relação de ordem total≤ emA, que satisfaz
os axiomas(OA) e (OM).
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Teorema 1.5.Todo anel comutativo ordenado tem caracterı́stica zero.

Demonstraç̃ao. SejaA um anel ordenado. Considere o homomorfismo
f : Z −→ A, tal quef(n) = 1A · n.

n ∈ N(f) ⇐⇒ n · 1A = 0.

Como(A, +,≤) é grupo abeliano totalmente ordenado e1A ∈ A usamos o
Coroĺario1.3 para concluir quen = 0. Portanto,

n ∈ N(f) ⇐⇒ n · 1A = 0
⇐⇒ n = 0.

Segue queA tem caracterı́stica zero.
¥

Definição 1.23.SejamA um anel com unidade ea ∈ A. Definimos:

a0 = 1A

an = a · ... · a, n vezes quandon ∈ N∗.
Veremos a seguir algumas propriedades da ordem, relativas aos produtos, e só

consideraremos o caso em que o anel ordenado não admita divisores próprios do
zero. Portanto, daqui por diante só consideraremos anéis de integridade ordena-
dos.

Teorema 1.6.Num anel de integridade ordenadoA valem as seguintes propriedades:

(1) Regra dos sinais:

(a) se0 < a e se0 < b, ent̃ao,0 < ab.

(b) sea < 0 e b < 0, ent̃ao0 < ab.

(c) sea < 0 e b > 0, ent̃ao,ab < 0.

(d) se0 < ab, ent̃ao0 < a e0 < b oua < 0 e b < 0.

(e) seab < 0, ent̃ao0 < a e b < 0 oua < 0 e0 < b.

(2) 0 ≤ a2 para todo a em A e0 < a2 para todoa 6= 0; em particular, o elemento
unidade de Áe estritamente positivo.

(3) Se aé inverśıvel, ent̃ao a ea−1 são ambos estritamente positivos ou estrita-
mente negativos.

(4) |ab| = |a| · |b|.
Demonstraç̃ao.
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(1) (a) 0 < a =⇒ 0 ≤ a ea 6= 0.
0 < b =⇒ 0 ≤ b e b 6= 0.

Por(OM) temos:

0 · b ≤ a · b =⇒ 0 ≤ ab.

Note que ñao podemos terab = 0 já quea, b 6= 0 eA é anel de integridade
(sem divisores de zero).
Logo,0 < ab.

(b) Pelo Lema1.2 temos:
a < 0 =⇒ −a > 0 e
b < 0 =⇒ −b > 0.

Por (a) temos:

(−a) · (−b) > 0 =⇒ ab > 0.

(c) Dea < 0 temos−a > 0. Ent̃ao por(a),

(−a) · b > 0 =⇒ −ab > 0

=⇒ ab < 0.

(d) Se0 < a, podemos dizer que0 ≤ a.
Suponha, por absurdo, queb ≤ 0, ent̃ao por(OM),

a.b ≤ a.0 = 0,

contradiç̃ao. Outro casóe ańalogo.

(e) Se0 < a, podemos dizer que0 ≤ a.
Suponha, por absurdo, que0 ≤ b, ent̃ao por(OM),

0.b ≤ a.b =⇒ 0 ≤ a.b,

contradiç̃ao! O casoa < 0 é ańalogo.

(2) 0 ≤ a2, ∀ a ∈ A.

a > 0 =⇒ a.a = a2 > 0, por(1)(a).

a < 0 =⇒ a.a = a2 > 0, por(1)(b).

a = 0 =⇒ a.a = 0.0 = 0.

De qualquer forma, temosa2 ≥ 0. Além disso, fica claro que sea 6= 0, ent̃ao
a2 > 0.
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Como1A 6= 0 temos, em particular, que1A = 1A · 1A = (1A)2 > 0.

(3) a é inverśıvel =⇒ (a > 0 ea−1 > 0) ou (a < 0 ea−1 < 0).

Sea > 0 temosa.a−1 = 1A > 0 por (2). Ent̃ao por(1)(d), a−1 > 0.

Sea < 0 temosa.a−1 = 1A > 0 por (2). Ent̃ao por(1)(d), a−1 < 0.

(4) |ab| = |a|.|b|
• a ≥ 0 e b ≥ 0

Por(1)(a) temosab ≥ 0. Ent̃ao|ab| = ab.

Dea ≥ 0 temos|a| = a. Da mesma forma|b| = b.

Ent̃ao ficamos com|ab| = a.b = |a|.|b|.
• a < 0 e b < 0

Por(1)(b) temosab ≥ 0. Ent̃ao|ab| = a.b.

Dea < 0 temos|a| = −a. Da mesma forma|b| = −b.

Ent̃ao ficamos com|ab| = a.b = (−a).(−b) = |a|.|b|.
• a ≥ 0 e b < 0

Por(1)(c) temosab ≤ 0. Ent̃ao|ab| = −a.b.

Dea ≥ 0 temos|a| = a. Deb < 0 temos|b| = −b.

Ent̃ao ficamos com|ab| = −a.b = a.(−b) = |a|.|b|.
• a < 0 e b ≥ 0

Análogo ao caso anterior.

¥

Proposiç̃ao 1.9. Num anel de integridade ordenadoA valem as seguintes pro-
priedades:

(i) se0 < a, ent̃ao0 < an para todo ńumero naturaln.

(ii) sea < 0, ent̃ao0 < a2n ea2n+1 < 0 para todo ńumero natural n.

Demonstraç̃ao.
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(i) Temos que provar que se0 < a, ent̃ao0 < an.

Por induç̃ao sobre n.

• Paran = 0 temosa0 = 1A, por definiç̃ao. Como1A > 0, pelo Teorema
1.6, temos quea0 > 0.

• Hipótese de induç̃ao: para k fixo,k > 0 temos0 < ak.

• Tese de induç̃ao:0 < ak+1.

ak+1 = ak.a > 0.

(ii) Pelo Teorema1.6 (2) temos quea2 > 0, poisa 6= 0.

Segue de(i) que(a2)n > 0, isto é,a2n > 0.

Comoa2n > 0 e a < 0, aplicamos a Regra dos Sinais para concluir que
a2n+1 = a2n · a < 0.

¥

Notação: SejamA um anel eP um subconjunto deA. Usaremos a notação:

PP = {ab ∈ A; a, b ∈ P}.

Teorema 1.7.SeA é um anel de integridade ordenado e seP é o conjunto dos
elementos positivos deA, ent̃ao temos:

(I) P + P ⊂ P .

(II) P
⋂

(−P ) = {0}.
(III) P

⋃
(−P ) = A.

(IV) PP ⊂ P .

Além disso, seA é um anel de integridade e seP é uma parte do conjuntoA
que satisfaz as condições(I), (II), (III) e (IV ), ent̃ao existe umáunica ordem
total ≤, sobreA, compat́ıvel com a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao, tal queP seja o
conjunto de todos os elementos positivos pela ordem≤.

Demonstraç̃ao.
(I), (II) e (III)

ComoA é ordenado temos que(A, +,≤) é grupo abeliano totalmente orde-
nado.
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Al ém disso,P é o conjunto dos elementos positivos de(A, +,≤).

Segue do Teorema1.1 queP satisfaz as condiç̃oes(I), (II) e (III).

(IV ) PP ⊂ P

Sejama, b ∈ P . Ent̃ao0 ≥ a e0 ≥ b. Por(OM) temos:

0.b ≤ a.b =⇒ 0 ≤ a.b.

SejaA um anel de integridade e suponhamos que exista uma parteP , do con-
juntoA, que satisfaça as condições(I), (II), (III) e (IV ).

Pelo Teorema1.1, aplicado ao grupo(A, +,≤), existe umáunica ordem≤,
compat́ıvel com a adiç̃ao, tal queP seja o conjunto dos elementos positivos por
esta ordem.

Pela Definiç̃ao1.22 basta verificar(OM). Mas o axioma(OM) é de verificaç̃ao
imediata por(IV ).

¥

Corolário 1.8. Um anel de integridadeA é ordeńavel se, e somente se existe uma
parteP , deA, satisfazendo as condições(I), (II), (III) e (IV ).

Demonstraç̃ao. É imediato do teorema anterior.
¥

Teorema 1.8.A ordem habitual dos ńumeros inteirośe aúnica ordem total com-
pat́ıvel com a estrutura de anel definida sobreZ.

Demonstraç̃ao. O subconjuntoP = N do anelZ dos ńumeros inteiros satisfaz as
condiç̃oes(I), (II), (III) e (IV ) do Teorema1.7, logo,Z é um anel ordeńavel.
Note que esta ordeḿe a ordem usual dos números inteiros:

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ N.

SejamR uma ordem total definida sobreZ compat́ıvel com a adiç̃ao e a
multiplicaç̃ao e,P o conjunto dos elementos positivos pela ordemR, isto é:

P = {a ∈ Z; 0Ra}.

Vamos provar queP = N.

Por induç̃ao temos:

• 1 ∈ P , pelo Teorema1.6.

• Suponha k fixo,k > 1 tal quek ∈ P ent̃ao0Rk.
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• Gostaria de provar quek + 1 ∈ P .

k ∈ P e1 ∈ P =⇒ 0Rk e0R1
=⇒ (0 + 1)R(k + 1)
=⇒ 1R(k + 1)
=⇒ k + 1 ∈ P .

Portanton ∈ P , para todon natural ñao nulo.

Note que0 ∈ P , logo,N ⊂ P . Falta provar queP ⊂ N. Suponha por absurdo,
que isso ñao ocorra, então existeb ∈ P tal que

b /∈ N =⇒ b ∈ (−N)

poisZ = N⋃−N. Temos ent̃aob = −a, a ∈ N.

b = −a =⇒ b ∈ −P .

Mas ent̃aob ∈ P
⋂

(−P ) = {0}, de onde vem queb = 0.

Chegamos dessa forma a uma contradição, pois0 ∈ N. Logo a ordemR
coincide com a ordem habitual dos números inteiros.

¥

Definição 1.24.Sejam(A, +, ·) um anel eA′ ⊆ A, A′ 6= {}. Dizemos queA′ é
subaneldeA quandoA′ é um anel com as operações deA, isto é:

(i) x, y ∈ A′ =⇒ x + y ∈ A′ ex · y ∈ A′.

(ii) (A′, +, ·) é anel.

Definição 1.25.SejaA′ um subanel deA. Se1A ∈ A′, dizemos queA′ ésubanel
unit ário deA.

Proposiç̃ao 1.10.SejamA um anel eA′ um subconjunto deA. Temos queA′ é
um subanel unit́ario deA se, e somente se, as seguintes condições s̃ao satisfeitas:

(i) 1 ∈ A′.

(ii) quaisquer que sejama, b ∈ A′, temos quea− b ∈ A′ ea · b ∈ A′.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) É imediato da definiç̃ao.

(⇐=) Como1 ∈ A′, segue que

0 = 1− 1 ∈ A′.

Sea ∈ A′, ent̃ao−a = 0− a ∈ A′.

Sejam agoraa e b elementos deA′, logo−b ∈ A′ e conseq̈uentemente
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a + b = a− (−b) ∈ A′.

Comoa ·b ∈ A′ e as demais propriedades que definem um anel são verificadas
emA′ pois o s̃ao emA, temos queA′ é um subanel deA.

¥

Teorema 1.9.SejaA um anel comutativo com elemento unidade1A 6= 0. Ent̃ao
o conjunto de todos os ḿultiplos inteiros de1A

1A · Z = {m · 1A; m ∈ Z}
é o menor subanel unitário deA.

Demonstraç̃ao. SejaA um anel comutativo com elemento unidade1A 6= 0.

Claro que1A ∈ 1A · Z.

Sejamm · 1A, n · 1A ∈ 1A · Z.

Como

m · 1A − n · 1A = (m− n) · 1A ∈ 1A · Z
e

m · 1A · n · 1A = (mn) · 1A ∈ 1A ∈ 1A · Z
segue da Proposição1.10 que1A · Z é subanel unit́ario deA. Falta provar quée o
menor.

SejaA′ um subanel unit́ario deA. Logo,1A ∈ A′.

Dadom ∈ Z, temos:

• sem = 0 ent̃aom · 1A = 0 ∈ A′.

• sem > 0 ent̃aom · 1A = 1A + ... + 1A ∈ A′.

• sem < 0 ent̃aom · 1A = −(1A + ... + 1A) ∈ A′.

Portanto,m · 1A ⊆ A′.
¥

Teorema 1.10.SeA é um anel comutativo com elemento unidade1A 6= 0 e seA
tem caracteŕıstica zero, ent̃ao o menor subanel unitário deA é isomorfo ao anel
Z dos ńumeros inteiros.

Demonstraç̃ao. Consideremos a funçãof : Z −→ 1A · Z, definida por
f(n) = 1A · n.

• Paraf ser homomorfismo devemos ter:
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(1) f(a + b) = f(a) + f(b).

(2) f(ab) = f(a).f(b).

Sejam m,n ∈ Z:

(1) f(m + n) = 1A · (m + n) = 1A ·m + 1A · n = f(m) + f(n).

(2) f(m.n) = 1A · (mn) = (m1A).(n1A) = f(m) · f(n).

• Paraf ser epimorfismo devemos terf sobrejetora, ou seja,Im(f) = 1A ·Z.

Im(f) = {f(x); x ∈ Z} = {1A · x; x ∈ Z} = 1A · Z.

• Paraf ser monomorfismo devemos terf injetora. Pela Proposição1.8 deve-
mos terN(f) = {0}. ComoA tem caracterı́stica zero,

N(f) = {x ∈ Z; f(x) = 0} = {x ∈ Z; 1A · x = 0} = {0},
logo,f é injetora.

¥

Definição 1.26.Sejam(A, +, ·,≤) e (A′, +, ·,≤) dois ańeis de integridade orde-
nados ef uma funç̃ao do conjuntoA no conjuntoA′. Diz-se quef é umisomor-
fismo ordenadodeA emA’ se, e somente se,f satisfaz as seguintes condições:

(1) f é um isomorfismo do anelA no anelA′.

(2) quaisquer que sejama e b emA, tem-sea ≤ b se, e somente se,f(a) ≤ f(b).

Teorema 1.11.O menor subanel unitário 1A ·Z, de um anel de integridade orde-
nadoA, é ordenadamente isomorfo ao anelZ dos ńumeros inteiros.

Demonstraç̃ao. Pelo Teorema1.5, o anel de integridade ordenado tem cara-
cteŕıstica zero. Ent̃ao, pelo Teorema1.9, temos que1A · Z é o menor subanel
unitário deA. Aplicando agora o Teorema1.10, temos que1A · Z é isomorfo ao
anelZ dos ńumeros inteiros.

O isomorfismóef : Z −→ 1A · Z, f(n) = 1A · n.
Basta provar que1A · Z é ordenadamente isomorfo ao anelZ. Ent̃ao pela

Definição1.26 devemos ter para quaisquerm en emZ, m ≤ n se, e somente se,
f(m) ≤ f(n).

(=⇒) Sejamm, n ∈ Z tais quem ≤ n.

Comon−m ≥ 0, temos por definiç̃ao que(n−m) · 1A ≥ 0. Assim:

0 ≤ (n−m) · 1A = n · 1A −m · 1A =⇒ m · 1A ≤ n · 1A =⇒ f(m) ≤ f(n).
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(⇐=) Seja agoram,n ∈ Z tais quef(m) ≤ f(n).

Ent̃aom · 1A ≤ n · 1A, isto é,(m− n) · 1A ≤ 0.

Suponha, por absurdo, quem− n > 0.

Segue da definiç̃ao de ḿultiplo emA que

(m− n) · 1A = 1A + ... + 1A > 0. Absurdo!

Logo,m− n ≤ 0, e portantom ≤ n.
¥

Nestaúltima secç̃ao trabalharemos com um tipo particular de estrututa algébrica,
os corpos.É importante frisar que os corpos são ańeis de integridade onde todo
elemento ñao nuloé inverśıvel.

1.3 Corpos Ordenados

Definição 1.27.Um anel(A, +, ·) é umcorpo quandoé anel comutativo, com
unidade e satisfaz:

(M7) a ∈ A, a 6= 0 =⇒ ∃ a−1 ∈ A tal quea · a−1 = a−1 · a = 1A.

Proposiç̃ao 1.11.Em um corpo o elemento inversoé único.

Demonstraç̃ao. De fato, sea′ ea′′ são dois inversos dea, ent̃ao temos que:

a′ = a′ · 1 = a′ · (a · a′′) = (a′ · a) · a′′ = 1 · a′′ = a′′.
¥

Exemplo 1.19.São corpos:Q, R eC.

Exemplo 1.20.Z nãoé corpo pois somente1 e−1 são inverśıveis emZ.

Definição 1.28.SejaK um corpo e suponhamos que esteja definida uma ordem
total≤ sobre o conjuntoK. Diz-se que esta ordeḿe compat́ıvel com a estrutura
de corpo definida sobre o conjuntoK, ou queK é umcorpo ordenadopela ordem
≤ se, e somente se, estão satisfeitas os axiomas(OA) e (OM) da Definiç̃ao1.21.

SeK é um corpo e se estiver fixada, sobre o conjuntoK, uma ordem total
≤ que satisfaz os axiomas(OA)e (OM) diremos, simplesmente queK é um
corpo ordenado suprimindo-se portanto, a referênciaà ordem total fixada sobre o
conjuntoK e ao fato que esta ordem satisfaz os axiomas(OA) e (OM). Diremos
que um corpoK é ordenável se, e somente se , existe uma ordem total, sobre o
conjuntoK, que satisfaz os axiomas(OA) e (OM).

48



Conforme a definiç̃ao acima, se(K, +, ·,≤) é um corpo ordenado, então
(K, +, ·,≤) é um anel de integridade ordenado. Portanto, são verdadeiras em
K as propriedades estabelecidas na secção anterior para os anéis de integridade
ordenados. Completaremos o Teorema1.6 acrescentando algumas propriedades
que derivam do fato que todo elemento não nulo deK é inverśıvel.

Teorema 1.12.Num corpo ordenadoK valem as seguintes propriedades:

(1) Sea 6= 0, ent̃ao a e a−1 são ambos estritamente positivos ou ambos estrita-
mente negativos.

(2) Se0 < a < 1K , ent̃ao1K < a−1 e se1K < a, ent̃ao0 < a−1 < 1K , onde1K

indica o elemento unidade deK.

(3) Se0 < a < b, ent̃ao0 < b−1 < a−1 e sea < b < 0, ent̃ao b−1 < a−1 < 0.

(4) |a−1| = |a|−1, para todoa 6= 0.

(5)
∣∣∣∣
a

b

∣∣∣∣ =
|a|
|b| , quaisquer que sejama e b emK, comb 6= 0.

Demonstraç̃ao.

(1) a · a−1 = 1K > 0

• Sea > 0 ent̃ao pela regra dos sinais, como1K > 0 devemos tera−1 > 0.

• Sea < 0 ent̃ao pela regra dos sinais, como1K > 0 devemos tera−1 < 0.

(2) • Se0 < a < 1K ent̃ao1K < a−1

Comoa > 0 temosa−1 > 0, por(1).

Por(OM) temosa · a−1 < 1K · a−1. Portanto1K < a−1.

• Se1K < a ent̃ao0 < a−1 < 1K

Como1K > 0 temos, por transitividade,a > 0.

a > 0 =⇒ a−1 > 0, por(1).

Por(OM) temos:1K · a−1 < a · a−1 =⇒ a−1 < 1K

=⇒ 0 < a−1 < 1K .
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(3) • Se0 < a < b ent̃ao0 < b−1 < a−1

Por(1) temos:

0 < a =⇒ 0 < a−1 e

0 < b =⇒ 0 < b−1.

Por(OM) ficamos com:

0 < a < b =⇒ 0 · b−1 < a · b−1 < b · b−1

=⇒ 0 < a · b−1 < 1K

=⇒ 0 < a−1 · a · b−1 < a−1 · 1K

=⇒ 0 < 1K · b−1 < a−1

=⇒ 0 < b−1 < a−1.

• Sea < b < 0 ent̃aob−1 < a−1 < 0

Por(1) temos:

a < 0 =⇒ a−1 < 0 e

b < 0 =⇒ b−1 < 0.

Pelo Lema1.2 temos:

a−1 < 0 =⇒ 0 < −a−1 e

b−1 < 0 =⇒ 0 < −b−1.

Por(OM) ficamos com:

a < b < 0 =⇒ −a · b−1 < −b · b−1 < 0

=⇒ −a · b−1 < −1K < 0

=⇒ a−1 · a · b−1 < a−1 · 1K < 0

=⇒ b−1 < a−1 < 0.

(4) |a−1| = |a|−1

1K = a · a−1

|1K | = |a · a−1|
1K = |a| · |a−1|,
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pelo Teorema1.6 (4).

Segue que o inverso de|a| é |a−1|, isto é, |a|−1 = |a−1|.

(5)
∣∣∣∣
a

b

∣∣∣∣ =
|a|
|b|

∣∣∣∣
a

b

∣∣∣∣ = |a · b−1|
= |a| · |b−1| (pelo Teorema1.6 (4))

= |a| · |b|−1 (pelo item anterior)

=
|a|
|b|

¥

Definição 1.29.Diz-se que um conjunto não vazioK, totalmente ordenado pela
ordem≤, é densose, e somente se, quaisquer que sejama e b emK, coma < b,
existec ∈ K tal quea < c < b. Um subconjuntoK0, deK, é totalmente denso
emK (ou, simplesmente,́e denso emK) se, e somente se, quaisquer que sejama
e b emK, coma < b, existec0 emK0 tal quea < c0 < b.

Teorema 1.13.SeK é um corpo ordenado pela ordem≤, ent̃ao o conjuntoK é
denso pela mesma ordem.

Demonstraç̃ao. Mostraremos que sea e b são dois elementos quaisquer deK e
sea < b ent̃ao∃ c ∈ K tal quea < c < b, onde

c = (2 · 1K)−1 · (a + b)

Notemos inicialmente que1K e 2 · 1K são estritamente positivos, pelo Teorema
1.6. Novamente pelo Teorema1.6 temos que(2 · 1K)−1 é estritamente positivo.

Dea < b resulta por(OA) que:

a + a < a + b =⇒ (2 · 1K)a < a + b.

Dea < b tamb́em obtemos:

a + b < b + b =⇒ a + b < (2 · 1K)b.

Multiplicando as desigualdades por(2 · 1K)−1 e usando(OM), vem que:

a < (2 · 1K)−1 · (a + b)

e

(2 · 1K)−1 · (a + b) < b.
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Portantoa < (2 · 1K)−1 · (a + b) < b.
¥

Corolário 1.9. O conjuntoP ∗ dos elementos estritamente positivos de um corpo
ordenadoK não tem ḿınimo.

Demonstraç̃ao. Suponha queb ∈ P ∗ é ḿınimo paraP ∗. Ent̃aob ∈ K e b > 0.
Tomea = 0 ∈ K.
Pelo teorema anterior, existec ∈ K tal quea < c < b.
Segue quec ∈ K e c > 0. Assimc ∈ P ∗. Isso contradiz a minimalidade deb.
PortantoP ∗ não tem ḿınimo.

¥

Definição 1.30.Diz-se que um corpo ordenado(K, +, ·,≤) é arquimediano se,
e somente se, o grupo ordenado(K, +,≤) é arquimediano.

Para verificar que um dado corpo ordenadoK é arquimediano, basta comparar
os elementos estritamente positivos deK com elemento unidade1K , conforme o
teorema seguinte.

Teorema 1.14.Um corpo ordenadoK é arquimediano se, e somente se, para
todo elemento estritamente positivoa deK, existe um ńumero naturaln tal que
a < n · 1k.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Se o corpoK é arquimediano então de acordo com a Definição1.8,

quaisquer que sejama e b emK, se0 < a e0 < b ent̃ao∃n ∈ N tal queb < na.

Sejama, 1K ∈ K, 0 < a.

Pelo Teorema1.6 temos0 < 1K .

ComoK é arquimediano existen ∈ N tal quea < n · 1K .

(⇐=) Suponha agora que seja válida a seguinte condição:

∀ a ∈ K, a > 0,∃n ∈ N tal quea < n · 1K . (∗)
Vamos provar queK é arquimediano.

Consideremos dois elementos quaisquer deK, a e b, tais que0 < a < b.

Temos dois casos,1K ≤ a oua < 1K .

(i) 1K ≤ a

Comob ∈ K e b > 0, segue de(∗) que existen ∈ N tal queb < n · 1K .
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Temos tamb́em pelo Coroĺario1.4 que

n · 1K ≤ n · a =⇒ b < n · 1k ≤ n · a
=⇒ b < n · a.

(ii) Pelo Teorema1.12 temos

a < 1K =⇒ 1K < a−1.

Por hiṕotese existen ∈ N tal quea−1 < n · 1K .

Por(OM),

a · a−1 < n · a =⇒ 1K < n · a.

Portanto, de acordo com o caso anterior, existep ∈ N tal que

b < p · (na) = (pn) · a.

¥

Corolário 1.10. Sea é um elemento estritamente positivo de um corpo arquime-
dianoK , ent̃ao existe um ńumero natural ñao nulon tal que(n · 1K)−1 < a.

Demonstraç̃ao. Pelo Teorema1.6, se0 < a ent̃ao0 < a−1.

Pelo Teorema anterior,∃n ∈ N∗ tal quea−1 < n · 1K .

Note que:

• pela Regra dos Sinais, comon > 0 e1K > 0 =⇒ n · 1K > 0;

• e pelo Teorema1.6, (n · 1K)−1 > 0.

Por(OM) temos

(n · 1K)−1 · a−1 < (n · 1K)−1 · (n · 1K) = 1K =⇒ (n · 1K)−1 · a−1 · a < 1K · a
=⇒ (n · 1K)−1 < a.

¥

Definição 1.31.SejamK um corpo eB ⊆ K. SeB é um corpo com as operações
deK , dizemos queB é umsubcorpodeK. B ⊆ K é subcorpo deK quando:

(1) B é subanel deK.

(2) B tem unidade.

(3) b ∈ B, b 6= 0 =⇒ b−1 ∈ B.
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Definição 1.32.Todo corpo que admite uḿunico subcorpóe denominadocorpo
primo .

Teorema 1.15.O corpo primoK0, de um corpo ordenado arquimedianoK, é
totalmente denso emK.

Demonstraç̃ao. Sejama e b dois elementos quaisquer deK e suponhamos que
a < b.

Precisamos mostrar que∃x ∈ K0 tal quea < x < b. Para isso distinguiremos
quatro casos.

(i) a = 0.

Conforme o Coroĺario1.10 temos:

∃n ∈ N∗ tal quea < (n · 1k)
−1 < b.

Basta escolherx = (n · 1k)
−1.

(ii) 0 < a < b.

a < b =⇒ b− a > 0. Em virtude do Coroĺario1.10

∃n ∈ N∗ tal que(n · 1K)−1 < b− a.

ComoK é arquimediano, existe de acordo com o Teorema1.3, um único
número natural ñao nulom tal que

(m− 1)(n · 1K)−1 ≤ a < m(n · 1K)−1 .

Portanto,

a < m(n · 1K)−1 = (m · 1K) · (n · 1K)−1

= [(m− 1) · 1K + 1K ] · (n · 1K)−1

= (m− 1) · (n · 1K)−1 + (n · 1K)−1 < a + (b− a) = b.

Basta escolherx = (m · 1k) · (n · 1K)−1.

(iii) a < 0 < b.

Neste caso, tomex = 0.

(iv) a < b < 0.

Temos0 < −b < −a, logo de acordo com(ii) , existex ∈ K0 tal que
−b < x < −a, de onde vem,a < −x < b, com−x ∈ K0.
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¥

Terminaremos esta secção estudando o problema do prolongamento da ordem
definida sobre um anel de integridade ordenado ao seu corpo de frações.

Definição 1.33.SejamA e A′ dois conjuntos tais queA ⊂ A′ e sejamR e R′

relaç̃oes de ordem definidas, respectivamente sobreA e A′. Diz-se queR′ é um
prolongamentodeR se, e somente se,é válida a seguinte condição:

quaisquer que sejama e b emA, tem-seaRb se, e somente se,aR′b.

Notemos que seR′ e total, ent̃aoR tamb́emé total.

Interessa-nos examinar a definição acima no caso em queA′ seja um anel de
integridade ordenado pela ordemR′ e A seja um sub-anel unitário, deA′, or-
denado pela ordemR. Indicamos porP (respectivamente,P ′) o conjunto dos
elementos deA (respectivamente,A′) que s̃ao positivos pela ordemR (respecti-
vamente,R′), isto é,

P = {x ∈ A; 0Rx} eP ′ = {x′ ∈ A′; 0R′x′}.

Com estas notações, demonstraremos o teorema seguinte.

Teorema 1.16.A ordemR′ é um prolongamento da ordemR se, e somente se,
P ⊂ P ′; neste caso, tem-seP = P ′ ⋂ A.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Suponhamos queR′ seja um prolongamento deR e sejax um elemnto

qualquer deA.

x ∈ P =⇒ 0Rx =⇒ 0R′x =⇒ x ∈ P ′.

Portanto,P ⊂ P ′.

(⇐=) seP ⊂ P ′ e sex ey são dois elementos quaisquer deA, temos

xRy ⇐⇒ 0R(y − x) ⇐⇒ 0R′(y − x) ⇐⇒ xR′y.

Portanto,R′ é um prolongamento deR.

Falta provar queP = P ′ ⋂ A.
• P ⊂ P ′ ⋂ A

É imediato poisP ⊂ P ′ eP ⊂ A.

• P ′ ⋂ A ⊂ P

Suponha queP 6= P ′ ⋂ A. Logo, existea ∈ P ′ ⋂ A tal quea /∈ P .
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De A = P
⋃

(−P ) e a /∈ P resultaa = −b comb ∈ P . Logo,a ∈ (−P ′) e
comoa ∈ P ′ temosa = 0, contra o fato quea /∈ P .

Portanto,P = P ′ ⋂ A.
¥

O teorema acima nos mostra que o problema do prolongamento da ordemR,
definida sobreA, a uma ordem totalR′ definida sobreA′ e compat́ıvel com a
estrutura de anel deA′, resume-se em determinar um subconjuntoP ′, deA′, que
satisfaça as condições(I), (II), (III), (IV ) eP ⊂ P ′.

Mostraremos agora que um domı́nio de integridade gera de maneira natural
um corpo. Para isto, sejaA um doḿınio de integridade e consideremos o conjunto

B = {(a, b) ∈ AXA; b 6= 0}.

Se definirmos emB a relaç̃ao(a, b) ∼ (a′, b′) se, e somente se,a · b′ = a′ · b,
teremos uma relação de equival̂encia.

Evidentemente,a · a = a · a, ou seja,∼ é reflexiva.

Comoa′ · b = a · b′, temos que∼ é siḿetrica.

Para verificar a transitividade, suponhamos que(a, b) ∼ (a′, b′) e
(a′, b′) ∼ (a′′, b′′). Devemos provar que(a, b) ∼ (a′′, b′′).

(a, b) ∼ (a′, b′) =⇒ a · b′ = a′ · b.
(a′, b′) ∼ (a′′, b′′) =⇒ a′ · b′′ = a′′ · b′.
Multiplicando a primeira igualdade porb′′ e a segunda porb, obtemos:

a · b′ · b′′ = a′ · b · b′′ ea′ · b′′ · b = a′′ · b′ · b =⇒ a · b′ · b′′ = a′′ · b′ · b.
=⇒ b′ · (a · b′′ − a′′ · b) = 0.

Comob′ 6= 0 e A é um doḿınio de integridade,a · b′′ = a′′ · b, provando que
(a, b) ∼ (a′′, b′′).

A classe de equivalência de um elemento(a, b) ∈ B seŕa indicada por

a

b
= {(x, y) ∈ B; (x, y) ∼ (a, b)}

e o conjunto das classes de equivalência seŕa indicado porK, ou seja,

K =
{

a

b
; a, b ∈ A eb 6= 0

}
.

Dessa forma,K seŕa chamado corpo de frações do anel de integridadeA.
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Teorema 1.17.Seja (A, +, ·,≤) um anel de integridade e sejaK o corpo de
frações do anel de integridadeA. Nestas condiç̃oes temos:

(1) existe umáunica ordem totalR, sobre o conjuntoK, queé prolongamento da
ordem≤ e queé compat́ıvel com a estrutura de corpo definida sobreK;

(2) o conjuntoP ′ dos elementos positivos deK, pela ordemR, é formado por

todas as fraç̃oes
a

b
(a e b emA e b 6= 0) tais que0 ≤ ab.

Demonstraç̃ao. Consideremos o subconjuntoP ′ definido na parte(2) acima e
vamos mostrar queP ′ satisfaz as condiç̃oes(I), (II), (III), (IV ) e P ⊂ P ′,
ondeP indica o conjunto dos elementos positivos deA.

Notemos, inicialmente, que a condição imposta sobre a fração
a

b
para que esta

fração pertença aP ′ não depende da representação deste elemento, ou seja,

se
a

b
=

c

d
e se0 ≤ ab, ent̃ao temos0 ≤ cd.

Isto é imediato, pois

ad = bc =⇒ (ab)(cd) = (bc)2 =⇒ 0 ≤ (ab)(cd),

como0 ≤ ab teremos, conforme a Regra dos sinais,0 ≤ cd. Esta observaç̃ao
nos permite representar dois elementos dadosx ey deP ′ sob as formas

x =
a

c
ey =

b

c
, coma, b, c emA e c 6= 0. (∗ ∗ ∗)

A partir de agora sejamx ey representados sob a forma(∗ ∗ ∗).
• (I) P ′ + P ′ ⊂ P ′

Sejamx ey dois elementos quaisquer deP ′.

Por hiṕotese temosac ∈ P ebc ∈ P , logo,(a+ b)c = ac+ bc ∈ P +P ⊂ P ,

de onde resulta que o elementox + y =
a + b

c
pertence aP ′.

• (II) P ′ ⋂(−P ′) = {0}
Sejax ∈ P ′ ⋂(−P ′) um elemento qualquer. Temos

x ∈ P ′ =⇒ 0 ≤ ac

e

−x ∈ P ′ =⇒ 0 ≤ −ac =⇒ ac ≤ 0
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Por(O2), a = 0, de onde vem,x = 0.

• (III) P ′ ⋃(−P ′) = K

Sejax um elemento qualquer deK.

ac ∈ A = P
⋃

(−P ) =⇒ ac ∈ P ouac ∈ (−P ).

ac ∈ P =⇒ x ∈ P ′

ac ∈ (−P ) =⇒ −(ac) = (−a)c ∈ P =⇒ −x ∈ P ′.

• (IV ) P ′P ′ ⊂ P ′

Sejamx ey dois elementos quaisquer deP ′. Por hiṕotese, temos

ac ∈ P e bc ∈ P =⇒ (ac)(bc) = (ab)c2 ∈ P .

Portanto,xy =
ab

c2
∈ P ′.

• P ⊂ P ′

É imediato, pois, todo elementoa deP pode ser representado sob a forma
a

1
e temosa · 1 = a ∈ P , portanto,a ∈ P ′.

Fica assim demonstrado queP ′ satisfaz as condiç̃oes do Teorema1.7; por-
tanto, existe uma ordem totalR, sobre o conjunto compatı́vel com a estrutura de
corpo definida sobreK, tal queP ′ = {x ∈ K; 0Rx} e comoP ⊂ P ′ resulta que a
ordemR é um prolongamento da ordem≤. Falta, portanto, verificar que a ordem
R que satisfaz estas condiçõesé única.

Suponhamos, então, queR1 seja uma ordem total sobreK satisfazendo as
mesmas condiç̃oes.

SejaP1 = {x ∈ K; 0R1x} e notemos queP1
⋂

A = P . Sex é um elemento
qualquer deP1 representado sob a forma(∗ ∗ ∗), temos

c2 ∈ P ⊂ P1 =⇒ c2x ∈ P1P1 ⊂ P1

=⇒ ac ∈ P1
⋂

A = P

=⇒ x =
a

c
∈ P ′

=⇒ P1 ⊂ P ′.

Notando-se que−P1 ⊂ −P ′, teremos

P ′ = P ′ ⋂ K

= P ′ ⋂[P1
⋃

(−P1)]

= P1
⋃

[P ′ ⋂(−P1)] ⊂ P1
⋃

[P ′ ⋂(−P ′)] = P1
⋃{0} = P1,
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logoP ′ ⊂ P1 e ent̃aoP ′ = P1, ou seja, a ordemR1 coincide com a ordemR.
¥

Teorema 1.18.Existe umáunica ordem total≤, sobre o conjuntoQ dos ńumeros
racionais, compatı́vel com sua estrutura de corpo; além disso, um ńumero racional
a

b
(a e b inteiros,b 6= 0) é positivo se, e somente se,ab é um ńumero natural.

Demonstraç̃ao. De acordo com o teorema anterior, aplicado para o caso parti-
cular em queA = Z eK = Q, conclúımos que o corpoQ dos ńumeros racionais
é ordeńavel; aĺem disso, comoZ admite umaúnica estrutura de anel ordenado
(Teorema1.10) resulta que o corpoQ só pode ser ordenado de uḿunico modo.

O resultado que
a

b
é positivo se, e somente se,ab é naturalé conseq̈uência

imediata da parte(2) do Teorema anterior.
¥

A única ordem definida sobreQ é chamada ordem habitual dos números
racionais e, conforme o Teorema1.14, sabemos que o corpoQ é totalmente denso
por esta ordem.

Teorema 1.19.O corpo ordenado dos números racionaiśe arquimediano.

Demonstraç̃ao. Sejaa um ńumero racional estritamente positivo sob a forma
m

n
,

ondem en são ńumeros naturais ñao nulos. Note que:
m

n
< m + 1,

poism e n são ńumeros naturais. Logo, em virtude do Teorema1.14, temos que
Q é um corpo arquimediano.

¥
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Caṕıtulo 2

Corpos Ordenados Completos

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas ferramentas de cálculo que ser̃ao uti-
lizadas para a construção do corpo dos ńumeros reais.

Iniciaremos estudando o conceito de corpo ordenado completo.

2.1 Supremo éInfimo

Definição 2.1.Sejam(K,≤) conjunto ordenado eA ⊂ K não vazio.
Dizemos quex0 ∈ A éelemento ḿınimo deA, sex0 ≤ x, para todox ∈ A.

Definição 2.2.Sejam(K,≤) conjunto ordenado eA ⊂ K não vazio.
Dizemos quex0 ∈ A éelemento ḿaximo deA, sex ≤ x0, para todox ∈ A.

Exemplo 2.1.A = {1, 2, 3}
1 é elemento ḿınimo e3 é elemento ḿaximo.

Exemplo 2.2.A = N
0 é elemento ḿınimo.

Exemplo 2.3.A = Z
A não possui elemento ḿaximo, nem ḿınimo.

Definição 2.3. Sejam(K,≤) conjunto ordenado eA ⊂ K não vazio. Dizemos
quex0 ∈ K é cota inferior deA se,x0 ≤ x, para todox ∈ A. Nestas condiç̃oes
A é limitado inferiormente ouminorado.

Definição 2.4. Sejam(K,≤) conjunto ordenado eA ⊂ K não vazio. Dizemos
quex0 ∈ K é cota superiordeA se,x ≤ x0, para todox ∈ A. Nestas condiç̃oes
A é limitado superiormente oumajorado.
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Exemplo 2.4.A = {1, 2, 3} ⊆ N
0 é cota inferior deA. Para todon natural,n ≥ 3 é cota superior deA.
Note que1 tamb́emé cota inferior deA.

Definição 2.5.Sejam(K,≤) conjunto ordenado eX ⊂ K. Seja

Cs o conjunto das cotas superiores deX e
Ci o conjunto das cotas inferiores deX.

O elemento ḿınimo deCs, se existir,é chamadosupremo de X e o elemento
máximo deCi, se existiŕe chamadóınfimo deX.

Exemplo 2.5. Todo subconjunto finito e ñao vazioS, de um conjunto totalmente
ordenadoE, tem supremo éınfimo que s̃ao, respectivamente, o máximo e o
mı́nimo deS.

Exemplo 2.6. O ı́nfimo do conjuntoP ∗ dos elementos estritamente positivos de
um corpo ordenadoK é igual a zero. Conforme o Corolário 1.9, este conjunto
não tem ḿınimo. Além disso,P ∗ não admite supremo, pois este conjunto não é
majorado.

Podemos definir supremo eı́nfimo de outra maneira.̀As vezes, dependendo
da situaç̃ao, torna-se mais conveniente usar uma ou outra definição. Antes de
apresentarmos outra definição para supremo será necesśario definir conjunto li-
mitado.

Definição 2.6. Um subconjuntoS não vazio de um anel ordenadoA é limitado ,
seS for limitado inferior e superiormente.

Definição 2.7. SejamK um corpo ordenado eX ⊂ K. Diz-se que um elemento
s ∈ K é osupremodeX se, e somente se, são v́alidas as seguintes condições:

(a) Para todox ∈ X, tem-sex ≤ s;

(b) Ses′ ∈ K é tal quex ≤ s′ para todox ∈ X, ent̃aos ≤ s′.

Note que as definiç̃oes de supremo (Definição2.5 e Definiç̃ao2.7) são equi-
valentes.

De fato, ses ∈ K satisfaz a Definiç̃ao2.5 ent̃aox é limitado superiormente e
x ≤ s, ∀x ∈ X, poiss é cota superior deX (s ∈ Cs). Comos é o ḿınimo deCs

temoss ≤ s′.
Reciprocamente, sejamK, X e s satisfazendo a Definição2.7. Comox ≤ s,

∀x ∈ X, temos ques ∈ Cs. Para verificar ques é o ḿınimo deCs tome outro
elementos′ ∈ Cs. Comos′ ∈ Cs devemos terx ≤ s′, ∀x ∈ X. Segue da
Definição2.7 ques ≤ s′. Portanto,s′ = minX.
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Definição 2.8. SejamK um corpo ordenado eX ⊂ K. Diz-se que um elemento
i ∈ K é o ı́nfimo deX se, e somente se , são v́alidas as seguintes condições:

(a) Para todox ∈ X, tem-sei ≤ x;

(b) Sei′ ∈ K é tal quei′ ≤ x para todox ∈ X, ent̃aoi′ ≤ i.

De forma ańaloga ao que fizemos acima, prova-se que as definições déınfimo
(Definição2.5 e Definiç̃ao2.8) são equivalentes.

Teorema 2.1.Se o conjuntoX admite supremo, então este elementóe único.

Demonstraç̃ao. Suponha queX tenha dois supremos,s1 es2. Ent̃ao, pela Definiç̃ao
2.7, temos:

s1 é supremo então∀x ∈ X, x ≤ s1.

s2 é supremo então∀x ∈ X, x ≤ s2.

Pela parte(b) da Definiç̃ao2.7 temos:

s1 ≤ s2 es2 ≤ s1 =⇒ s1 = s2, por(O2).
¥

Teorema 2.2.Se o conjuntoX admiteı́nfimo, ent̃ao este elementóe único.

Demonstraç̃ao. Análoga a anterior.
¥

Proposiç̃ao 2.1. Se o conjuntoX admite supremos, ent̃aos é máximo deX se,
e somente se,s ∈ X.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) s é máximo deX ent̃aos ∈ X, pela Definiç̃ao2.2.
(⇐=) s ∈ X es é supremo então,

∀x ∈ X tem-sex ≤ s.

Logos é máximo deX, por definiç̃ao.
¥

Teorema 2.3.SeS eS1 são dois subconjuntos deK tais queS1 ⊂ S, S1 6= {} e
seS eS1 admitem supremos, então sup S1 ≤ sup S.

Demonstraç̃ao.
S tem supremo então,∀x ∈ S, x ≤ sup S.

S1 tem supremo então,∀x′ ∈ S1 , x′ ≤ sup S1.

Suponha, por absurdo, quesup S1 > sup S.
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sup S nãoé cota superior deS1, poissup S1 é a menor cota inferior.

Logo existey ∈ S1 tal quesup S < y ≤ sup S1.

ComoS1 ⊂ S ey ∈ S1 temosy ∈ S. Isso diz quey ∈ S e sup S < y.

Contradiç̃ao. Portanto,sup S1 ≤ sup S.
¥

Lema 2.1. Um subconjunto ñao vazioS, de um grupo abeliano totalmente orde-
nado(G, +,≤), admite supremo se, e somente se,−S admiteı́nfimo. Neste caso,
tem-se

sup(−S) = − inf S e inf(−S) = − sup S.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) ComoS admite supremo, então por definiç̃ao

∀x ∈ S, x ≤ sup S =⇒ −x ≥ − sup S,

pelo Coroĺario1.2. Portanto,− sup S é cota inferior para−S.

Sejau outra cota inferior de−S. Devemos provar queu ≤ sup−S.

u cota inferior para−S =⇒ u ≤ x, ∀x ∈ −S
=⇒ −u ≥ −x, ∀x ∈ S.

Comosup S é a menor cota superior deS e−u tamb́emé cota superior deS,
segue quesup S ≤ −u. Isso leva au ≤ − sup S.

Portanto, seS tem supremosup S ent̃ao −S tem ı́nfimo − sup S, isto é,
inf(−S) = − sup(S).

(⇐=) Como−S admiteı́nfimo, ent̃ao por definiç̃ao

∀x ∈ (−S), x ≥ inf(−S) =⇒ −x ≤ − inf(−S),

pelo Coroĺario1.2. Portanto,− inf(−S) é cota superior para−S.

Sejau outra cota superior de−S. Devemos provar queu ≤ − inf(−S).

u cota superior para−S =⇒ x ≤ u, ∀x ∈ −S
=⇒ −x ≥ −u, ∀x ∈ S.

Como− inf(−S) é a maior cota inferior deS e−u tamb́emé cota inferior de
S, segue que−u ≤ − inf(−S). Isso leva au ≤ inf(−S).

Portanto, seS temı́nfimo inf S ent̃ao−S tem supremo− inf S, isto é,
sup(−S) = − inf(S).

¥
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Proposiç̃ao 2.2.SejamA eB dois subconjuntos ñao vazios de um grupo abeliano
totalmente ordenadoG e suponhamos que estes conjuntos admitam supremos,
ent̃ao as seguintes igualdades são verificadas:

(i) sup(A + B) = supA + supB;

(ii) sup(A
⋃

B) = sup{supA, supB}.

Demonstraç̃ao.

(i) a + b = {x + y; x ∈ A ey ∈ B}.
Sabemos quex ≤ supA e∀ y ∈ B, ∀x ∈ A e∀ y ∈ B.

Ent̃ao por(OA) e (O3) temos

x+y ≤ supA+y e supA+y ≤ supA+supB =⇒ x+y ≤ supA+supB.

Logo supA + supB é cota superior deA + B.

Sejau outra cota superior deA+B. Devemos provar quesup A+sup B ≤ u,
e ent̃ao teremos pela Definição2.8, quesup A + sup B = sup(A + B).

Suponha, por absurdo, quesup A + sup B > u. Ent̃ao

sup(B) > u− supA,

ou seja,u− supA nãoé cota superior deB.

Logo∃ b ∈ B tal queu− supA < b ≤ sup(B)

Novamente por(OA) temos queu− b < sup(A), ou seja,

u− b nãoé cota superior deA.

Logo∃ a ∈ A tal queu− b < a ≤ sup(A)

Ent̃ao por(OA), u < a + b ∈ A + B. Contradiç̃ao.

Portanto, sup(A + B) = supA + supB.

(ii) Sejax ∈ A
⋃

B

Sex ∈ A temosx ≤ supA

Sex ∈ B temosx ≤ supB

De modo geral,x ≤ max{sup A, sup B} = sup{supA, supB}.
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Logo, sup{supA, supB} é cota superior deA
⋃

B.

Sejau outra cota superior deA
⋃

B. Devemos provar quesup{sup A, sup B} ≤
u.

Suponha, por absurdo, queu < sup{supA, supB}. Temos dois casos:

• sup{supA, supB} = supA;

• sup{supA, supB} = supB.

1o caso:u < sup{supA, supB} = supA

Note queu nãoé cota superior deA, ent̃ao∃ a ∈ A tal queu < a ≤ supA.

Comoa ∈ A temos, em particular, quea ∈ (A
⋃

B). Ficamos com:

u < a ∈ A
⋃

B. Contradiç̃ao.

Logo sup(A
⋃

B) = sup{supA, supB}
O outro casóe ańalogo ao primeiro.

¥

Proposiç̃ao 2.3.SejamA eB dois subconjuntos ñao vazios de um grupo abeleano
totalmente ordenadoG e suponhamos que estes conjuntos admitamı́nfimos, ent̃ao
as seguintes igualdades são verificadas:

(i) inf (A + B) = inf A + inf B;

(ii) inf (A
⋃

B) = inf {inf A, inf B}.

Demonstraç̃ao. Análoga a do teorema anterior.
¥

Proposiç̃ao 2.4. SejaA um subconjunto ñao vazio de um corpo ordenadoK e
suponhamos queA admita supremo éınfimo. Ent̃ao as seguintes propriedades
são verificadas:

(i) sec ∈ K e0 ≤ c, ent̃ao sup(cA) = c · supA e inf(cA) = c · inf A;

(ii) sec ∈ K e c ≤ 0, ent̃ao sup(cA) = c · inf A e inf(cA) = c · supA.

Demonstraç̃ao. c · A = {c · x; x ∈ A}
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(i) ∀x ∈ A, x ≤ supA.

Por(OM), c · x ≤ c · supA.

Note quec · supA é cota superior dec ·A. Sejau outra cota superior decA.
Devemos provar quec · sup A ≤ u.

Suponha, por absurdo, queu < c · supA.

Comoc > 0 temos
1

c
> 0. Ent̃ao, novamente por(OM),

1

c
u < supA, ou seja,

1

c
u nãoé cota superior deA.

Logo∃ a ∈ A tal que
1

c
u < a ≤ supA.

Por(OM), u < c · a ∈ cA. Contradiç̃ao!

Logo sup(c · A) = c · supA.

O outro casóe idêntico.

(ii) Análogo ao anterior.

¥
A partir de agora temos condições de estudar o que nos propomos no inı́cio

desta secç̃ao.

Definição 2.9.Seja(G, +,≤) um grupo comutativo totalmente ordenado e supo-
nhamos que o conjuntoG tenha mais de um elemento. Dizemos queG é um
grupo ordenado completose, e somente se, vale o seguinte axioma (chamado
axioma de completividade):

(AC): todo subconjunto deG, não vazio e majorado, admite supremo.

Exemplo 2.7.O grupo ordenado(Z, +,≤), onde≤ é a ordem habitual dos números
inteiros, é completo, pois todo subconjunto deZ não vazio e majorado admite
máximo.

Teorema 2.4. Seja(G, +,≤) um grupo abeliano totalmente ordenado e supo-
nhamos que o conjuntoG tenha mais de um elemento. Nestas condições,G é um
grupo ordenado completo se, e somente se, todo subconjunto deG, não vazio e
minorado, teḿınfimo.
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Demonstraç̃ao.
(=⇒) SejaX ⊆ G, X 6= {}, X minorado.

ComoX tem cota inferior temos:

∃x0 ∈ G tal quex0 ≤ x, ∀x ∈ X.

∃x0 ∈ G tal que−x ≤ −x0, ∀x ∈ X.

∃ − x0 ∈ (−G) = G tal que−x ≤ −x0, ∀ − x ∈ (−X).

Segue que−X é subconjunto ñao vazio deG e−X é majorado.

Desde queG é completo, existesup(−X) ∈ G.

Pelo Lema2.1, existe−inf(X) ∈ G. Logo inf(X) ∈ G.

(⇐=) SejaX ⊆ G, X 6= {}, X minorado ei = inf(S).

ComoX tem cota inferior temos:

∃x0 ∈ G tal quex0 ≤ x, ∀x ∈ X.

sex′0 ∈ X é tal quex′0 ≤ x para todox ∈ X, ent̃aox′0 ≤ x0, ou seja,x0 é
ı́nfimo.

sex′0 ∈ X é tal quex ≤ x′0 para todox ∈ X, ent̃aox0 ≤ x′0, ou seja,x0 é
supremo.

Logo, pela Definiç̃ao2.9, G é completo.
¥

Teorema 2.5.Todo grupo ordenado completoG é arquimediano.

Demonstraç̃ao. Sejama e b dois elementos quaisquer deG tais que0 < a < b e
consideremos o conjuntoS = {na ∈ G/n ∈ N}.
Gostaria de provar queG é arquimediano, istóe, que existen ∈ N tal queb < na.
Suponha, por absurdo, quena ≤ b, para todo ńumero naturaln, de onde resulta
queS é majorado, logo, existeL = sup S.

Note queL− a < L. SeL− a ≥ L, teŕıamos por(OA)

L− a− L ≥ L− L =⇒ −a ≥ 0
=⇒ a ≤ 0.

Contradiç̃ao, pois assumimos0 < a.

ComoL = sup S temos queL é a menor das cotas superiores. Então existep ∈ N
tal que

L− a < pa ≤ L

L− a < pa =⇒ L− a + a < pa + a
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=⇒ L < (p + 1)a ∈ S.

Contradiç̃ao, poisL = sup S.
¥

Definição 2.10.Diz-se que um corpo ordenado(K, +, ·,≤) é completose, e so-
mente se, o grupo ordenado(K, +,≤) é completo.

Corolário 2.1. Todo corpo ordenado completoé arquimediano.

Demonstraç̃ao. Pela definiç̃ao anterior temos queK é grupo ordenado completo.
Ent̃ao, pelo teorema anterior,K é arquimediano.

¥
Corolário 2.2. O corpo primo, de um corpo ordenado completoK, é totalmente
denso emK.

Demonstraç̃ao. Pelo Coroĺario2.1 temos queK é arquimediano, então pelo Teo-
rema1.15 temos que o corpo primoK0, deK, é totalmente denso emK.

¥
Exemplo 2.8.O corpoQ dos ńumeros racionais ñaoé completo.

Consideremos o subconjunto

S = {x ∈ Q; 0 ≤ x ex2 < 2}
do corpoQ dos ńumeros racionais.́E imediato queS é limitado, pois0 e 2 são,
respectivamente, minorante e majorante deS e mais,0 = min S = inf S.

Afirmamos queS não admite supremo. De fato, suponhamos por absurdo, que
a ∈ Q seja o supremo deS. Dessa forma, temos, necessariamente,0 < a < 2.
Sabemos que não existe um ńumero racional que elevado ao quadrado seja igual
a2. Portanto, podemos distinguir dois casos:a) a2 < 2 e b) 2 < a2.

a) Consideremos o ńumero racionala′ =
4a

2 + a2
> 0.

Temos(a′)2 =
16a2

(2− a2)2 + 8a2
≤ 2, logo,(a′)2 < 2 e ent̃aoa′ ∈ S.

Por outro lado,

a2 <
1

2
(2 + a2) < 2 =⇒ 1

2
<

2

2 + a2

=⇒ a <
4a

2 + a2
= a′,

o queé absurdo, poisa ea′ são elementos deS ea é o supremo deS.
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b) 2 <
1

2
(2 + a2) < a2 =⇒ 2 + a2

2a
< a,

portanto, existes ∈ S tal que

2 + a2

2a
< s ≤ a =⇒

(
2 + a2

2a

)2

< s2 < 2.

Por outro lado, temos
(

2 + a2

2a

)2

=
(2− a2)2 + 8a2

4a2
≥ 2

e chegamos assim a uma contradição.

Nas duas pŕoximas secç̃oes introduziremos as definições e resultados básicos
sobre as seq̈uências convergentes e as seqüências fundamentais num corpo orde-
nadoK. Estas secç̃oes t̂em por objetivo demonstrar que existe um corpo ordenado
completo, ou seja, que o que foi estabelecido na secção anterior possui exemplos.

É importante salientar que uma definição ñao pode definir “tudo ”e tamb́em
não pode definir “nada”, istóe, devemos ter exemplos e contra exemplos de tal
definiç̃ao.

Iniciaremos recordando o conceito de função.

2.2 Seq̈uências Convergentes

Definição 2.11.SejamE e F dois conjuntos e sejaE X F o produto cartesiano
deE por F . Todo subconjuntoR deE X F é denominado derelação deE em
F (ou relaç̃ao entre elementos deE e elementos deF ). SeR é uma relaç̃ao deE
emE, istoé, seR é um subconjunto deEX E, diz-se simplesmente, queR é uma
relaç̃ao sobreE.

Admitiremos a noç̃ao de par ordenado como conceito primitivo. A cada e-
lementoa e a cada elementob est́a associado um terceiro elemento indicado por
(a, b) e denominado par ordenado, de modo que se tenha(a, b) = (c, d) se, e
somente se,a = c e b = d.

Definição 2.12.SejamE e F dois conjuntos e sejaf uma relaç̃ao deE em F ,
isto é,f é um subconjunto do produto cartesiano deE porF . Diz-se quef é uma
funçãodeE emF se, e somente se, estiverem verificadas as seguintes condições:

(i) para todox emE existe um elementoy deF tal que(x, y) ∈ f ;
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(ii) quaisquer que sejam os elementosx , y1 , y2 , comx emE ey1 , y2 emF ,

se(x, y1) ∈ f e (x, y2) ∈ f , ent̃aoy1 = y2.

Sejaf uma funç̃ao de um conjuntoI num conjuntoE. No lugar de indicar a
imagem de um elementoi ∈ I porx(i) tamb́em se usa a notação indexadaxi, isto
é, p̃oe-sex(i) = xi. Neste caso a função f é indicada por(xi)i∈I e é chamada
faḿılia de elementos deE tendoI para conjunto déındices ou faḿılia de elemen-
tos deE indexada pelo conjuntoI. Cada elementoxi passa a ser denominado
termo ou componente deı́ndicei da faḿılia (xi)i∈I .

Observaç̃ao 2.1.Os conceitos de seqüência majorada, minorada e limitada, assim
como os conceitos de majorante, minorante, supremo eı́nfimo de uma seq̈uência
são definidos atrav́es do conjunto dos termos desta seqüência.

Definição 2.13.Umaseq̈uênciaé uma funç̃ao

f : N −→ R

n 7−→ an.

Exemplo 2.9.Seq̈uência constante.
f : N −→ R

n 7−→ a.

Exemplo 2.10.Seq̈uência dos ńumeros pares.
f : N −→ R

n 7−→ 2 · n.

Exemplo 2.11.Seq̈uência dos ńumerośımpares.
f : N −→ R

n 7−→ 2 · n + 1.

Definição 2.14.Dizemos que umaseq̈uência(an)n∈N é inferiormente limitada
se, e somente se,∃A ∈ R tal queA ≤ an, ∀n ∈ N.

Definição 2.15.Dizemos que umaseq̈uência(an)n∈N ésuperiormente limitada
se, e somente se,∃B ∈ R tal quean ≤ B, ∀n ∈ N.

Definição 2.16.Dizemos que umaseq̈uência (an)n∈N é limitada se, e somente
se,(an)n∈N for limitada inferior e superiormente.
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Observaç̃ao 2.2. Decorre imediatamente da Definição2.14 e da Definiç̃ao2.15
que(an) seŕa limitada se, e somente se,|an| ≤ M , ondeM = max{|A|, |B|}.
Exemplo 2.12.an = (−1)n · n é uma seq̈uência ilimitada.

Exemplo 2.13.an = n é uma seq̈uência limitada inferiormente por0, ou seja,
0 ≤ an.

Exemplo 2.14.an = −n é uma seq̈uência limitada superiormente por0, ou seja,
an ≤ 0.

Exemplo 2.15.an =
1

n
é uma seq̈uência limitada, ou seja,0 < an ≤ 1.

Notação: SejaK um corpo ordenado. Indiquemos porP (respectivamente,P ∗) o
conjunto dos elementos positivos (respectivamente, estritamente positivos) deK
eS(K) o conjunto de todas as seqüências(an)n∈N de elementos deK.

Definindo emS(K) a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao por:

(an) + (bn) = (an + bn)

(an) · (bn) = (an · bn)

é fácil ver queS(K) é um anel comutativo com unidade.

Definição 2.17.Diz-se que umaseq̈uência(an) ∈ S(K) convergepara um ele-
mentoa ∈ K ou que(an) é convergente paraa se, e somente se, para todoε ∈ P ∗

existen0 ∈ N tal que

|an − a| < ε,

para todon ∈ N, n > n0.

Definição 2.18.Dizemos que aseq̈uência(an)n∈N é divergente(ou diverge) se,
e somente se,(an)n∈N não for convergente.

Teorema 2.6.Toda seq̈uência(an) ∈ S(K) converge, no ḿaximo, para um ele-
mento deK .

Demonstraç̃ao. Suponhamos, por absurdo, que(an) seja convergente paraa e
parab, ambos emK , coma 6= b. Para todoε ∈ P ∗, existem ńumeros naturaisp
e q tais que

|an − a| < ε , ∀n > p e

71



|an − b| < ε , ∀n > q.

Sejan0 = max{p, q} e escolhan > n0 . Ent̃ao

|a− b| = |(a− an) + (an − b)| ≤ |an − a|+ |an − b| < ε + ε = 2ε.

Tomeε =
1

2
|a− b| ∈ P ∗, assim

|a− b| < 2 · ε = 2 · 1

2
|a− b| = |a− b|,

contradiç̃ao.
¥

Definição 2.19.Se uma seq̈uência(an) ∈ S(K) coverge para um elementoa de
K, diremos quea é o limite desta seq̈uência e escreveremos

a = lim an oua = lim
n−→+∞(an).

Exemplo 2.16.Toda seq̈uência constante(a) ∈ S(K) é convergente e seu limite
éa.

Exemplo 2.17.A seq̈uência(an) ∈ S(Q), definida poran =
1

n + 1
converge

para zero.
Com efeito, para todo ńumero racional estritamente positivoε existe um ńumero

naturaln0 tal que
1

ε
< n0, poisQ é arquimediano. Portanto, para todon > n0,

teremos:∣∣∣∣
1

n + 1
− 0

∣∣∣∣ =
1

n + 1
<

1

n0

< ε,

logo, lim
(

1

n + 1

)
= 0.

Exemplo 2.18.A seq̈uência
(

1

2

)n

∈ S(Q)é convergente a zero. Com efeito,é

fácil verificar quen + 1 ≤ 2n, logo
(

1

2

)n

≤
(

1

n + 1

)
, para todo ńumero natural

n. Portanto, de acordo com o Exemplo anterior, tem-selim
(

1

2

)n

= 0.

Exemplo 2.19.A seq̈uência(n) ∈ S(Q) nãoé convergente.
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Notação: O conjunto de todas as seqüências limitadas de elementos do corpo
ordenadoK seŕa indicado porSl(K) e Sc(K) indicaŕa o conjunto de todas as
seq̈uências convergentes, de elementos do corpo ordenadoK.

Pode-se provarSl(K) é subanel unit́ario deS(K). A demonstraç̃ao é uma
verificaç̃ao de propriedades aritméticas de seq̈uências limitadas.

Daremos a seguir diversas propriedades das seqüências convergentes.

Lema 2.2. Sc(K) ⊂ Sl(K), isto é, toda seq̈uência convergentée limitada.

Demonstraç̃ao. Se (an) ∈ Sc(K) e selim an = a, ent̃ao dado1 ∈ P ∗ existe
p ∈ N tal que

|an − a| < 1 , ∀n > p.

Temos pela Proposição1.5 que

||an| − |a|| ≤ |an − a|.
Logo, por(O3), para todon > p temos

||an| − |a|| < 1 =⇒ −1 < |an| − |a| < 1
=⇒ |a| − 1 < |an| < |a|+ 1.

Ou seja,(an) é limitada para todon > p. Falta garantir paran ≤ p. Dessa forma,
tomeM = max{|a0|, |a1|, ..., |ap|, |a|+ 1}.
Portanto, para todon ∈ N, |an| ≤ M , isto é,(an) é limitada.

¥

Notação: Indicaremos porS0(K) o conjunto de todas as seqüências deSc(K),
que s̃ao convergentes a zero.

Lema 2.3. A seq̈uência(an) ∈ Sc(K) converge paraa ∈ K se, e somente se,
(an − a) ∈ S0(K).

Demonstraç̃ao. É imediata.
¥

Lema 2.4.S0(K) é fechado em relaçãoà subtraç̃ao e, portanto, tambémé fechado
em relaç̃aoà adiç̃ao.

Demonstraç̃ao. Se (an) e (bn) são dois elementos quaisquer deS0(K). Ent̃ao
para todoε ∈ P ∗ existem ńumeros naturaisp e q tais que

|an − 0| < 1

2
ε , ∀n > p e
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|bn − 0| < 1

2
ε , ∀n > q.

Pondo-sen0 = max{p, q}, teremos para todon > n0

|an − bn| ≤ |an|+ |bn| < 1

2
ε +

1

2
ε = ε

Logo,(an − bn) ∈ S0(K).

Note que(an − bn) = (an + (−bn)) ∈ S0(K), portantoS0(K) tamb́emé fechado
em relaç̃aoà adiç̃ao.

¥

Lema 2.5. Se(an) ∈ Sl(K) e se(bn) ∈ S0(K), ent̃ao (anbn) ∈ S0(K). Daqui
resulta, em particular, queS0(K) é fechado em relaçãoà multiplicaç̃ao.

Demonstraç̃ao.
• (an) ∈ Sl(K) ent̃ao existeM ∈ P ∗ tal que|an| ≤ M para todon ∈ N.

• (bn) ∈ S0(K) ent̃ao para todoε ∈ P ∗, existen0 ∈ N tal que

|bn| < 1

M
· ε, ∀n > n0.

Portanto, pela Proposição1.4, teremos para todon > n0,

|anbn| = |an||bn| < M
1

M
ε = ε.

Logo,(anbn) ∈ S0(K).
¥

Teorema 2.7.Sc(K) é um sub-anel unitário do anelSl(K).

Demonstraç̃ao. Já vimos no Lema2.2 queSc(K) ⊆ Sl(K). Devemos provar que
Sc(K) é subanel deSl(K) e que1 ∈ Sc(K). Tome a seq̈uência constante(1) = 1.
Note que(1) converge para 1.

|1− 1| = 0 < ε, poisε ∈ P ∗

Logo,1 = (1) ∈ Sc(K).

Para provar queSc(K) é subanel deSl(K) devemos provar queSc(K) é
fechado em relaç̃ao à diferença èa multiplicaç̃ao conforme a Proposição 1.10.

Se (an) e (bn) são dois elementos quaisquer deSc(K) e selim an = a e
lim bn = b, ent̃ao(an − a) ∈ S0(K) e (bn − b) ∈ S0(K), pelo Lema2.3.

([an − bn]− [a− b]) = (an − a) + (bn − b) e

(anbn − ab) = (an − a)(bn − b) + b(an − a) + a(bn − b),
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logo, conforme o Lema2.4 e o Lema2.5, teremos([an − bn]− [a− b]) ∈ S0(K)
e (anbn − ab) ∈ S0(K).

Portanto(an − bn) ∈ Sc(K) e (anbn) ∈ Sc(K).
¥

Corolário 2.3. Se(an) e (bn) são dois elementos quaisquer deSc(K), tem-se:

(i) lim(an + bn) = lim(an) + lim(bn).

(ii) lim(−an) = − lim(an).

(iii) lim(anbn) = lim(an) · lim(bn).

Demonstraç̃ao.

(i) Se(an) e (bn) são dois elementos quaisquer deSc(K) e se(an) converge
paraa e (bn) converge parab, ent̃ao por definiç̃ao, para todoε ∈ P ∗ existem
p, q ∈ N tal que

|an − a| < 1

2
ε , ∀n > p e

|bn − b| < 1

2
ε , ∀n > q.

Tomen0 = max{p, q}. Assim, para todon > n0, teremos:

|(an+bn)−(a+b)| = |(an−a)+(bn−b)| ≤ |an−a|+|bn−b| < 1

2
ε+

1

2
ε = ε

Logo (an + bn) converge para(a + b), ou seja,

lim(an + bn) = a + b = lim(an) + lim(bn).

(ii) Temos que(an) converge paraa. Como no item anterior,|an − a| < ε,
∀n > p.

|an − a| < ε =⇒ −ε < an − a < ε

=⇒ −(−ε) > −(an − a) > −ε

=⇒ −ε < −an + a < ε,

ou seja,(−an) converge para−a = − lim(an).

Logo, lim(−an) = − lim(an).
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(iii) Se(an) e (bn) são dois elementos quaisquer deSc(K) e se(an) converge
paraa e (bn) converge parab, ent̃ao:

|anbn − ab| = |(an − a)(bn − b) + a(bn − b) + b(an − a)|
≤ |(an − a)(bn − b)|+ |a(bn − b)|+ |b(an − a)| < ε,

pelo Lema2.3 e pelo Lema2.5.

Assim,(anbn) converge para(ab), ou seja,

lim(anbn) = ab = lim(an) · lim(bn).

¥

Lema 2.6. Se(an) ∈ Sc(K), ent̃ao(|an|) ∈ Sc(K) e lim |an| = | lim an|.
Demonstraç̃ao. (an) ∈ Sc(K) ent̃ao, por definiç̃ao, (an) converge para um e-
lementoa deK.

Pelo Coroĺario 2.3 temos quelim(−an) = − lim an = −a, ou seja,(−an)
converge para−a, de onde vem que,(−an) ∈ Sc(K). Logo,(|an|) ∈ Sc(K).

Falta verificar quelim |an| = | lim an|.
• Se(an) ≥ 0 temosa = lim(an) > 0, ou seja,lim |an| = lim an = | lim an|.
• Se(an) < 0 temos−a = lim(an) < 0, ou seja,lim |an| = − lim an = | lim an|.

¥

Lema 2.7. Se(an) ∈ Sc(K) e selim an = a 6= 0, ent̃ao existeM ∈ P ∗ e existe
n0 ∈ N tal queM < |an|, para todon > n0.

Demonstraç̃ao. De acordo com o Lema anterior temos quelim |an| = | lim an|.
Sejalim an = a ∈ K. DadoM =

1

2
|a| ∈ P ∗, existen0 ∈ N tal que

||an| − |a|| < M , para todon > n0.

||an| − |a|| < M =⇒ −M < |an| − |a| < M
=⇒ |a| −M < |an| < |a|+ M
=⇒ M < |an|.

¥

Teorema 2.8. Uma seq̈uência (an) ∈ Sc(K) é inverśıvel no anelSc(K) se, e
somente se,an 6= 0 para todon ∈ N e lim an = a 6= 0; neste caso, tem-se
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(an)−1 = (a−1
n ) e lim a−1

n = a−1.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Se(an) é inverśıvel emSc(K), ent̃ao existe(bn) ∈ Sc(K) tal que

(an)(bn) = (1) =⇒ anbn = 1
=⇒ bn = a−1

n ∀n ∈ N, poisan 6= 0.

Portanto,(an)−1 = (a−1
n ). Além disso, de acordo com o Corolário2.3, temos:

1 = lim(1)
= lim(anbn)
= lim(an) · lim(bn)
= a · b,

logo comoa 6= 0, b = a−1, ou seja,lim a−1
n = a−1.

(⇐=) Suponhamos que(an) 6= 0, para todon ∈ N e quelim an = a 6= 0.
Neste caso, a seqüência(an) é inverśıvel emS(K) e sua inversáe (a−1

n ). Basta
demonstrar que(a−1

n ) ∈ Sc(K).

De acordo com o Lema2.7 e comolim an = a, temos

• ∃M ∈ P ∗ e∃ p ∈ N tais queM < |an| , para todon > p;

• ∀ ε ∈ P ∗, ∃ q ∈ N tal que|an − a| < M |a|ε , qualquer que sejan > q.

Pondo-sen0 = max{p, q}, teremos∀n > n0:

|a−1
n − a−1| = |a−1

n a−1(a− an)|
= |an|−1 · |a|−1 · |a− an| < M−1 · |a|−1 ·M · |a| · ε = ε.

Portanto,(a−1
n ) é convergente paraa−1.

¥

Terminaremos esta secção estabelecendo uma caracterização de um corpo or-
denado arquimediano pelas seqüências de elementos de seu corpo primo.

Teorema 2.9.Um corpo ordenadoK é arquimediano se, e somente se, todo e-
lemento deK é o limite de uma seqüência de elementos do corpo primoK0 deK.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Suponhamos que o corpo ordenadoK seja arquimediano e sejab um

elemento qualquer deK. Podemos, evidentemente, supor queb seja estritamente
positivo. Para cada número naturaln consideremos o conjunto

Bn = {j ∈ N tal que2−nj ≥ b}.
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ComoK é arquimediano resulta queBn é ñao vazio. Assim definimosjn

como sendo o elemento mı́nimo deBn, n ∈ N. Note quejn − 1 /∈ Bn, portanto

2−n(jn − 1) < b ≤ 2−njn =⇒ 2−njn − 2−n < b ≤ 2−njn.
=⇒ −2−n < b− 2−njn ≤ 0
=⇒ 0 ≤ 2−njn − b < 2−n. (∗)

Ora, a seq̈uência(2−n) é convergente a zero (Exemplo2.18). Portanto, de(∗)
resulta que a seqüência(2−njn) é convergente parab.

Falta provar que a seqüência(2−njn) ∈ K0.

Por definiç̃ao,K0 é a intersecç̃ao de todos os subcorpos deK. Assim basta
provar que(2−njn) ⊆ L, para todo subcorpoL deK.

Seja ent̃ao L um subcorpo deK. Como1 ∈ L temos que2 = 1 + 1 ∈ L.
Segue que2−1 ∈ L e ent̃ao2−n = (2−1)n ∈ L.

Desde quejn ∈ N e2−n ∈ L, temos2−njn ∈ L.

Portanto,(2−njn) ⊆ L.

(⇐=) Suponhamos que todo elemento deK seja o limite de uma seqüência
de elementos deK0 e sejab um elemento estritamente positivo deK.

Por hiṕotese, existe uma seqüência convergente(bn) ∈ S(K0) tal quelim(bn) =
b. Portanto, dado1 ∈ P ∗ existen0 ∈ N tal que

|bn − b| < 1 =⇒ −1 < bn − b < 1
=⇒ −1− bn < −b < 1− bn

=⇒ bn − 1 < b < bn + 1, ∀n > n0.

Como o corpo ordenadoK0 é arquimediano resulta que existe um múltiplo
inteiro q · 1 de seu elemento unidade queé estritamente maior do quebn + 1
(Teorema1.13). Portanto, em virtude deste mesmo teorema, o corpo ordenadoK
tamb́emé arquimediano.

¥

2.3 Seq̈uências Fundamentais

Definição 2.20.Diz-se que umaseq̈uência(an) ∈ S(K) é fundamental (ou de
Cauchy) se, e somente se, para todoε ∈ P ∗ existen0 ∈ N tal que

|am − an| < ε,

quaisquer que sejam os números naturaism en , comm > n0 en > n0.
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Sendo assim, uma seqüência(an) ∈ S(K) seŕa chamada seqüência funda-
mental ou seq̈uência de Cauchy emK se o valor absoluto da diferença entre dois
termos da seq̈uência tender a zeròa medida que os seusı́ndices aumentem.

Notação: Indicaremos porSf (K) o conjunto de todas as seqüências fundamentais
de elementos do corpo ordenadoK.

O próximo resultado nos fornecerá a relaç̃ao entre seq̈uências convergentes e
fundamentais.

Lema 2.8. Sc(K) ⊂ Sf (K), isto é, toda seq̈uência convergentée fundamental.

Demonstraç̃ao. Seja(an) ∈ Sc(K) e suponha quelim(an) = a. Temos que para
todoε ∈ P ∗, existen0 ∈ N tal que

|an − a| < ε

2
e |am − a| < ε

2
,

para quaisquerm, n naturais comm,n > n0.

Segue ent̃ao

|an − am| = |(an − a)− (am − a)| ≤ |an − a|+ |am − a| < ε

2
+

ε

2
= ε,

logo,(an) é fundamental emK.
¥

O lema acima nos fornece uma condição necesśaria, em termos de propriedades
intrı́nsecas, para que uma seqüência(an) ∈ S(K) seja convergente emK.

Exemplo 2.20. A seq̈uência(an) ∈ S(Q) definida por(an) = (−1)n, é ñao
fundamental, logo ñao converge emQ.

O próximo exemplo mostra que não vale a rećıproca do Lema2.8.

Exemplo 2.21.Seja(an) definido pora0 = 0 e an+1 =
1

2 + an

e suponhamos

quelim(an) = a. Ent̃ao

lim(an+1) = lim(an) = lim
1

2 + an

=
1

2 + lim(an)
.

Logo,

a =
1

2 + a
=⇒ a− 1

2 + a
= 0

=⇒ 2a + a2 − 1 = 0
=⇒ (a + 1)2 − 2 = 0
=⇒ (a + 1)2 = 2,
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o que ñaoé posśıvel coma ∈ Q. Isso mostra que(an) nãoé convergente.

Por outro lado,

|an+1 − an| =
∣∣∣∣∣

1

2 + an

− 1

2 + an−1

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(2 + an−1)− (2 + an)

(2 + an).(2 + an−1)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
an−1 − an

(2 + an).(2 + an−1)

∣∣∣∣∣ ≤
1

4
|an − an−1|,

e ent̃ao

|a3 − a2| ≤ 1

4
|a2 − a1|,

|a4 − a3| ≤ 1

4
|a3 − a2| ≤

(
1

4

)2

|a2 − a1|,
...

|an+1 − an| ≤
(

1

4

)n−1

|a2 − a1|.
Dáı,

|an+p − an| ≤ |an+p − an+p−1|+ ... + |an+1 − an|

≤
((

1

4

)n+p−2

+ ... +
(

1

4

)n−1
)
|a2 − a1| =

(
1

4

)n−1

1− 1

4

|a2 − a1|,

o que mostra que a seqüência(an) é de Cauchy, poiśe fácil ver que

lim

(
1

4

)n−1

1− 1

4

|a2 − a1| = lim
4

3.4n−1
|a2 − a1|

=
1

3.4n−2
|a2 − a1| = 0.

Lema 2.9. Sf (K) ⊂ Sl(K), isto é, toda seq̈uência fundamentaĺe limitada.

Demonstraç̃ao. Se(an) ∈ Sf (K), ent̃ao dado1 ∈ P ∗ existep ∈ N tal que

|am − an| < 1 ; quaisquer que sejamm en naturais , comm > p en > p.

Fixando-sen = p + 1 teremos, para todom > p:

|am| = |am − ap+1 + ap+1| ≤ |am − ap+1|+ |ap+1| < 1 + |ap+1|.
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Pondo-seM = max{|a0|, |a1|, ..., |ap|, 1 + |ap+1|} teremos|am| ≤ M , para todo
m ∈ N. Portanto(an) é limitada.

¥

Teorema 2.10.Sf (K) é um subanel unitário deSl(K).

Demonstraç̃ao. É imediato que1 ∈ Sf (K). Tome a seq̈uência constante(1),
temos que

1 = am = an, ∀m,n ∈ N.

Ent̃ao|am − an| = |1− 1| = 0 < ε, poisε ∈ P ∗.

Basta ent̃ao provar queSf (K) é fechado em relação à adiç̃ao eà multiplicaç̃ao.
Vimos no Lema2.4 que se um conjuntóe fechado em relação à subtraç̃ao é
tamb́em fechado em relaçãoà adiç̃ao.

• Sf (K) é fechado em relaçãoà subtraç̃ao.

Sejam(an) e(bn) dois elementos quaisquer deSf (K) ent̃ao, para todoε ∈ P ∗

existem ńumeros naturaisp e q tais que

|am − an| < 1

2
ε, param > p en > p e

|bm − bn| < 1

2
ε, param > q en > q.

Tomen0 = max{p, q}. Assim, teremos para todom > n0 e para todon > n0:

|(am + bm)− (an + bn)| = |(am − an) + (bm − bn)|

|(am − an) + (bm − bn)| ≤ |am − an|+ |bm − bn| < 1

2
ε +

1

2
ε = ε.

Portanto, a seq̈uência(am + bm) é fundamental.

• Sf (K) é fechado em relaçãoà multiplicaç̃ao.

Sejam(an) e (bn) dois elementos quaisquer deSf (K). Conforme o Lema2.9
estas seq̈uências s̃ao limitadas, logo, existemM1 eM2, emP ∗, tais que

|an| ≤ M1 e |bn| ≤ M2, ∀n ∈ N.

Por outro lado,∀ε ∈ P ∗ existem ńumeros naturaisp e q tais que

|am − an| < 1

2M2

ε, param > p en > p e

|bm − bn| < 1

2M1

ε, param > q en > q.

Tomen0 = max{p, q}, assim teremos para todom > n0 e para todon > n0:
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|(ambm − anbn| = |am(bm − bn) + bn(am − an)|
|am(bm − bn) + bn(am − an)| ≤ |am||bm − bn|+ |bn||am − an|

< M1
1

2M1

ε + M2
1

2M2

ε = ε.

Portanto, a seq̈uência(ambm) é fundamental.
¥

Lema 2.10. Se(an) ∈ Sf (K) e se(an) /∈ S0(K) ent̃ao existeM ∈ P ∗ e existe
n0 ∈ N tais queM < |an|, para todon > n0.

Demonstraç̃ao. Suponha que a propriedade acima não fosse verdadeira, então,
para todoM ∈ P ∗ e para todon0 ∈ N existiriam ∈ N, m < n0 tal que|am| ≤ M .
Por outro lado, a seqüência(an) é fundamental logo, dadoM ∈ P ∗, existen0 ∈ N
tal que

|am − an| < M ; ∀m,n ∈ N, m > n0 en > n0.

Portanto, teŕıamos

|an| = |an − am + am| ≤ |an − am|+ |am| < M + M = 2M ,

ou seja, a seq̈uência(an) ∈ S0(K), contra a hiṕotese.
¥

A próxima propriedade será utilizada no Caṕıtulo 3 para definir uma ńumero
real positivo.

Lema 2.11. Se(an) ∈ Sf (K) e se(an) ∈ S0(K), ent̃ao existeM ∈ P ∗ e existe
n0 ∈ N tais que

M < an, ∀n > n0

ou

an < −M , ∀n > n0.

Demonstraç̃ao. Pelo lema anterior, existeM ∈ P ∗ e existep ∈ N tal que

2M < |an|, ∀n > p.

Por outro lado, a seqüência(an) é fundamental, logo, dadoM ∈ P ∗ existeq ∈ N
tal que|an − am| < M , quaisquer que sejamm,n ∈ N, comm > q en > q.

|an − am| < M =⇒ −M < an − am < M
=⇒ am −M < an < am + M

Sejan0 = max{p, q}.
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• Se existirm > n0 tal que2M < am teremos

M < am −M < an =⇒ M < an, ∀n > n0.

• Se existirm > n0 tal queam < −2M teremos

an < am + M < −M =⇒ an < −M , ∀n > n0.
¥

Teorema 2.11.Uma seq̈uência (an) ∈ Sf (K) é inverśıvel emSf (K) se, e so-
mente se,(an) /∈ S0(K) ean 6= 0 para todon ∈ N.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Se(an) ∈ Sf (K) é inverśıvel emSf (K) ent̃ao, existe(bn) ∈ Sf (K) tal que

(an) · (bn) = (1) =⇒ an · bn = 1,

logo (an) 6= 0 para todon ∈ N.

Se(an) ∈ S0(K) teŕıamos, conforme o Lema2.5, (an · bn) ∈ S0(K) o que
seria absurdo, poisan · bn = 1.

(⇐=) Suponhamos que(an) /∈ S0(K) e que(an) 6= 0, ∀n ∈ N. Neste caso,
(an) é inverśıvel emS(K) e sua inversáe (a−1

n ), portanto, basta demonstrar que
(a−1

n ) ∈ Sf (K).

Como(an) /∈ S0(K) temos que(an) não é convergente a zero logo, em virtude
do Lema2.10, existeM ∈ P ∗ ep ∈ N tal que

M < |an|, ∀n > p.

Ora,(an) é fundamental então∀ε ∈ P ∗, ∃q ∈ N tal que

|am − an| < ε ·M2, ∀m, n comm > q en > q.

Pondo-sen0 = max{p,q}, teremos para todom > n0 e para todon > n0:

|a−1
m − a−1

n | = |a−1
m a−1

n (an − am)|
= |am|−1 · |an|−1 · |an − am| < M−1 ·M−1 · ε ·M2 = ε.

Portanto,(a−1
n ) é fundamental.

¥

Terminaremos este Capı́tulo estabelecendo diversas caracterizações de um corpo
ordenado completo.

Veremos, inicialmente, algumas propriedades das seqüências crescentes e de-
crescentes de um corpo ordenadoK.
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2.4 Caracterizaç̃oes de um Corpo Ordenado Com-
pleto

Definição 2.21.Diz-se que uma seqüência(an) ∈ S(K) écrescentese, e somente
se,an ≤ an+1 para todo ńumero naturaln.

Definição 2.22. Diz-se que uma seqüência(an) ∈ S(K) é decrescentese, e
somente se,an+1 ≤ an para todo ńumero naturaln.

Exemplo 2.22.an = 1− 1

n
, ∀n ∈ N.

Sejan ∈ N.

n + 1 > n =⇒ 1

n + 1
<

1

n

=⇒ − 1

n + 1
> − 1

n

=⇒ 1− 1

n + 1
> 1− 1

n
=⇒ an+1 > an,

ou seja,(an) é crescente.

Exemplo 2.23.an = a + (n− 1)r, coma ∈ R e r ∈ R∗.
Sejan ∈ N, temos:

an = a + (n− 1)r = a + nr − r e

an+1 = a + [(n + 1)− 1]r = a + nr.

• Ser > 0 temosan < an+1, ou seja,(an) é crescente;

• Ser < 0 temosan > an+1, ou seja,(an) é decrescente.

Se(an) é crescente e convergente, então o Lema2.2 nos garante que(an) é
majorada. Os exemplos abaixo nos mostram que, em geral, nem toda seqüência
crescente e majorada ou decrescente e minoradaé convergente.

Exemplo 2.24. A seq̈uência(n) ∈ Sc(K), ondeK é um corpo ordenado não
arquimediano,́e crescente e majorada e,é imediato que esta seqüência ñaoé con-
vergente.

Exemplo 2.25.Consideremos a seqüência(an) ∈ Sc(K) definida pora0 = 1 e

an+1 =
4an

2 + a2
n

para todo ńumero naturaln.
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Conforme vimos no Exemplo2.8, temos0 < an ea2
n < 2, para todon natural,

logo, a seq̈uência(an) é limitada.

Por outro lado,

an+1 − an =
4an

2 + a2
n

− an

=
4an − 2an − a3

n

2 + a2
n

=
2an − a3

n

2 + a2
n

=
an(2− a2

n)

2 + a2
n

> 0.

Portanto,(an) é crescente.

Se esta seq̈uência fosse convergente paraa ∈ Q teŕıamos, por passagem ao
limite:

a =
4a

2 + a2
=⇒ 2a + a3 = 4a

=⇒ a3 − 2a = 0
=⇒ a(a2 − 2) = 0
=⇒ a2 = 2,

o que seria absurdo, poisa é um ńumero racional ñao nulo.

Exemplo 2.26.Consideremos a seqüência(bn) ∈ S(Q) definida porb0 = 2 e

bn+1 =
2 + b2

n

2bn

, para todon natural.

Conforme vimos no Exemplo2.8, temos0 < bn e b2
n > 2, para todon natural,

logo, a seq̈uência(bn) é limitada.

Por outro lado,

bn − nn+1 = bn − 2 + b2
n

2bn

=
2b2

n − 2− b2
n

2bn

=
b2
n − 2

2bn

> 0.

Portanto,(bn) é decrescente.

Se esta seq̈uência fosse convergente parab ∈ Q teŕıamos, por passagem ao
limite:
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b =
2 + b2

2b
=⇒ 2b2 = 2 + b2

=⇒ b2 = 2,

o que seria absurdo, poisb é um ńumero racional.

Temos o seguinte critério para determinar em que condições uma seq̈uência
crescente e majoradaé convergente.

Teorema 2.12.Uma seq̈uência crescente(an) ∈ S(K) é convergente se, e so-
mente se, esta seqüência admite supremoa ∈ K. Neste caso, tem-selim an = a.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) (an) é crescente então∀ p, q ∈ N, p < q implicaap < aq.

Al ém disso, como(an) converge paraa temos:

dadoε ∈ P ∗, existen0 ∈ N tal que|an − a| < ε, para todon > n0.

Considere o conjunto{an, n ∈ N} = A. Gostaria de provar quea é cota su-
perior deA e quea é a menor das cotas superiores, ou seja,a = sup a (Definição
2.7).

(a) Afirmação:a é cota superior deA, ou seja,an ≤ a, ∀n ∈ N.

Suponha, por absurdo, que existep ∈ N tal quea < ap, ou seja,0 < ap − a.
Tomeε = ap − a ∈ P ∗.

|an − a| < ε =⇒ −ε < an − a < ε

=⇒ a− ε < an < a + ε = a + ap − a = ap.

Tomando-sen > max{n0, p}, teremosan < ap. Contradiç̃ao, pois(an) é
crescente.

(b) Afirmação:a é a menor das cotas superiores deA.

Suponha quea′ ∈ K seja a menor das cotas superiores, ou seja,a′ < a o que
implica que,0 < a− a′. Tomeε = a− a′ ∈ P ∗.

Por(an) ser convergente temos que∃n0 ∈ N tal que∀n > n0, |an − a| < ε.

|an − a| < ε =⇒ −ε < an − a < ε

=⇒ a− ε < an < a + ε

=⇒ a− (a− a′) < an

=⇒ a′ < an.

Contradiç̃ao, poisa′ é supremo do conjuntoA.
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(⇐=) Suponha que(an) admita supremoa ∈ K. Logo,an ≤ a para todon ∈ N.
Sejaε ∈ P ∗. Pora ser a menor das cotas superiores existep ∈ N tal que

a− ε < ap ≤ a.

Como(an) é crescente temos

a− ε < ap ≤ an ≤ a =⇒ |an − a| < ε, ∀n > p.

Portanto,(an) converge paraa e lim(an) = a.
¥

Corolário 2.4. Uma seq̈uência decrescente(an) ∈ S(K) é convergente se, e
somente se, esta seqüência admitéınfimoa ∈ K. Neste caso tem-selim an = a.

Demonstraç̃ao. (an) é decrescente então∀ p, q ∈ N, p < q temosap ≥ aq.

ap ≥ aq =⇒ −ap ≤ −aq,

ou seja,(−an) é crescente. Basta então usar o teorema anterior.
¥

Teorema 2.13.Um corpoK é arquimediano se, e somente se, toda seqüência de
elementos deK, crescente e majorada,é fundamental.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) Suponhamos que o corpoK seja arquimediano e que(an) ∈ S(K) é uma
seq̈uência crescente e majorada. Sejaε um elemento qualquer deP ∗ e considere-
mos o conjuntoS de todos os ńumeros naturaiss tais que

an ≤ b− sε; ∀n ∈ N, ondeb é um majorante de(an).

Note queS 6= { } pois paras = 0 temosan ≤ b− 0ε = b, o que se verifica já
queb é majorante de(an).

ComoK é arquimediano existeq ∈ N tal quean > b − qε. Portanto,S é
majorado. Sejap = maxS, tal quean ≤ b − pε, ∀n ∈ N. Ora,p + 1 /∈ S já que
p = maxS. Logo, existen0 ∈ N tal queb − (p + 1)ε < an0. Logo, sem e n são
dois ńumeros naturais quaisquer comm ≥ n > n0, temos:

b− (p + 1)ε < an0 ≤ an ≤ am ≤ b− pε =⇒ |am − an| < ε,

isto é, a seq̈uência(an) é fundamental.

(⇐=) Se o corpo ordenadoK nãoé arquimediano, então a seq̈uência(n) ∈ S(K)
é crescente e majorada eé imediato que esta seqüência ñaoé fundamental.

¥

Veremos adiante que uma condição necesśaria e suficiente para que um corpo
ordenado seja completo,é que este corpo seja arquimediano e satisfaça o axioma
dos intervalos encaixantes. Portanto, vamos apresentar aqui este axioma.
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Sea e b, coma < b são dois elementos quaisquer de um conjuntoE, total-
mente ordenado pela ordem≤, ent̃ao o conjunto

[a, b] = {x ∈ E; a ≤ x ≤ b}

é chamado intervalo fechado (deE) de extremidadesa e b ou ainda de origema e
extremob.

Definição 2.23.Diz-se que um corpo ordenadoK satisfaz oaxioma dos interva-
los encaixantesse, e somente se,é válida a seguinte condição:

se(In)n∈N é uma seq̈uência qualquer de intervalos fechados deK e seIn+1 ⊂ In

para todon ∈ N, ent̃ao o conjunto
⋂

n∈N
(In) nãoé vazio.

Exemplo 2.27.Mostraremos que o corpo ordenadoQ dos ńumeros racionais ñao
satisfaz o axioma dos intervalos encaixantes.

Com efeito, consideremos as seqüências(an) e (bn) definidas, respectiva-
mente, no Exemplo2.25 e no Exemplo2.26.

Afirmação:an.bn = 2.

Vamos provar esta afirmação por induç̃ao sobren.

• Paran = 0 temosan.bn = a0.b0 = 1.2 = 2.

• Paran = k > 0, k fixo temosak.bk = 2 (hipótese de induç̃ao).

• Paran = k + 1 temos

ak+1.bk+1 =
4ak

2 + a2
k

.
2 + b2

k

2bk

=
4ak.(2 + b2

k)

(2 + a2
k).2bk

=
8ak + 4ak.b

2
k

4bk + 2bk.a2
k

=
8ak + 4ak.bk.bk

4bk + 2bk.ak.ak

=
8ak + 4.2bk

4bk + 2.2ak

=
8ak + 8bk

4bk + 4ak

=
8(ak + bk)

4(bk + ak)
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= 2.

Daqui resulta que

bn+1 − an+1 =
2 + b2

n

2bn

− 4an

2 + a2
n

=
(2 + b2

n).(2 + a2
n)− 2.4.bn.an

2bn(2 + a2
n)

=
4 + 2a2

n + 2b2
n + b2

n.a
2
n − 8bn.an

2bn(2 + a2
n)

=
4 + 2(a2

n + b2
n) + 4− 8bn.an

2bn(2 + a2
n)

=
2 + (a2

n + b2
n) + 2− 4bn.an

bn(2 + a2
n)

=
4 + (a2

n + b2
n)− 8

bn(2 + a2
n)

=
−4 + (a2

n + b2
n)

bn(2 + a2
n)

=
(an − bn)2

bn(2 + a2
n)

> 0, (∗)

logo,an < bn para todo ńumero naturaln.

SeIn = [an, bn], ent̃aoé imediato queIn+1 ⊂ In, pois(an) é crescente e(bn)
é decrescente.

Suponhamos, por absurdo, que
⋂

n∈N
In 6= {}, logo, existe um ńumero racional

c tal que

an < c < bn, (∗∗)
para todon ∈ N.

Ora, de(∗) resulta

bn+1 − an+1 ≤ 1

6
(bn − an)2 =⇒ bn − an ≤

(
1

6

)2n−1

. (∗ ∗ ∗)
De (∗∗) e (∗ ∗ ∗) conclúımos que(an) e (bn) são convergentes para o número

racionalc, contra os resultados estabelecidos no Exemplo2.25 e no Exemplo2.26.

Demonstraremos, a seguir, o principal Teorema desta secção que nos dará
algumas caracterizações de um corpo ordenado completo.
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Teorema 2.14.As seguintes condições, sobre um mesmo corpo ordenadoK, são
equivalentes:

(i) K é completo;

(ii) K é arquimediano eSc(K) = Sf (K);

(iii) toda seq̈uência crescente e majorada, de elementos deK, é convergente;

(iv) K é arquimediano eK satisfaz o axioma dos intervalos encaixantes.

Demonstraç̃ao.
(i) =⇒ (ii) Já vimos que todo corpo ordenado completoé arquimediano (Corolário
2.1) e queSc(K) ⊆ Sf (K) (Lema2.8). Basta ent̃ao provar queSf (K) ⊆ Sc(K).

Seja(an) ∈ Sf (K).

Já vimos que toda seqüência fundamentaĺe limitada (Lema2.9). Ent̃ao como
(an) é limitada eK é completo temos que para todo subconjunto de{an} existe
supremo, ou seja, para cadan ∈ N existebn = sup(ai)i≥n.

É imediato que(bn) é decrescente e minorada.

Note que(bn) é o conjunto de todas as seqüências(ai) e(ai) é limitada. Dessa
forma (bn) é limitada e, comóe decrescente,́e tamb́em minorada. Aĺem disso,
comoK é completo existea = inf(bn).

De acordo com o Corolario2.4, a seq̈uência(bn) é convergente paraa. Se
ε ∈ P ∗ ent̃ao∃p ∈ N tal que

|bp − a| < ε

3
.

Comoa = inf(bn) temos quea ≤ bn, ∀n ∈ N. Em particular,

a ≤ bp =⇒ 0 ≤ bp − a
=⇒ |bp − a| = bp − a,

por definiç̃ao de ḿodulo. Ficamos com:

|bp − a| = bp − a <
ε

3
=⇒ bp − a + a < a +

ε

3
=⇒ bp < a +

ε

3
=⇒ a ≤ bp < a +

ε

3
.

Logo, para todon > p, temos

a ≤ bn < a +
ε

3
.

Por outro lado, debn = sup(ai)i≥n resulta que existein ≥ n tal que
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a− ε

3
< ain ≤ bn.

Como(an) é fundamental, existeq ∈ N tal que|am − an| < ε

3
, quaisquer que

sejamm en, comm > q e n > q. Pondo-sen0 = max{p, q} teremos, para todo
n > n0:

|an−a| = |(an−ain)+(ain−b)+(bn−a)| ≤ |(an−ain)|+|(ain−b)|+|(bn−a)|

|(an − ain)|+ |(ain − b)|+ |(bn − a)| < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Portanto,lim(an) = a e (an) ∈ Sc(K), de onde vem que,Sf (K) = Sc(K).

(ii) =⇒ (iii) Como o corpoK é arquimediano resulta, conforme o Teorema2.13,
que toda seq̈uência crescente e majoradaé fundamental e, comoSc(k) = Sf (K),
conclúımos que toda seqüência crescente e majoradaé convergente.

(iii) =⇒ (iv) Admitindo-se(iii) resulta que toda seqüência crescente e majorada
é fundamental, isso porque toda seqüência convergentée fundamental. Agora, em
virtude do Teorema2.13, K é arquimediano.

Consideremos então uma seq̈uência(In)n∈N de intervalos fechados deK tal
que In+1 ⊂ In e ponhaIn = [an, bn] para todo ńumero natural n. Nestecaso,
temosan < bn e em virtude do Teorema2.12 a = lim(an) = sup(an).

Afirmo: a ∈ In, ou seja,an ≤ a ≤ bn, para todon ∈ N.

Com efeito temosan ≤ a, poisa = sup(an).

Falta provar quea ≤ bn, para todon ∈ N. Suponha, por absurdo, que exista
p ∈ N tal quebp < a = sup(an) ent̃ao existeq ∈ N tal quebp < aq ≤ a. Pondo-se
r = max{p, q} teŕıamos

br ≤ bp < aq ≤ ar =⇒ br < ar,

contradiç̃ao. Portanto o elementoa pertencèa interseç̃ao de todos os intervalos
fechadosIn.

(iv) =⇒ (i) SejaS um subconjunto ñao vazio e majorado deK. ParaK ser
completo devemos ter queS admite supremo.

Para cada ńumero natural n consideremos o conjunto

Bn = {j ∈ N ; 2−nj é majorante deS};
comoK é arquimediano resulta queBn é ñao vazio, logo, existejn = minBn.

Para cada ńumeros n, coloquemosIn = [an, bn]. É imediato queIn+1 ⊂ In.
Portanto, por hiṕotese, existe um elementoa ∈ K tal quean ≤ a ≤ bn, ∀n ∈ N.
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Afirmo: a = supS. Para isso vamos verificar as condições da Definiç̃ao de
supremo.

• Se, por absurdo, existes ∈ S coma < s ent̃ao existen ∈ N tal que

an ≤ bn < s, poisa = inf(bn)

e obtemos assim uma contradição, pois(bn) é majorante de S.

• Sea′ < a, coma′ ∈ S, existen ∈ N tal quea′ < an ≤ a, pois sup(an) = a e,
neste caso, existes ∈ S tal que

an ≤ s ≤ a ≤ bn e temosa′ < s ≤ a;

contradiç̃ao.
¥
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Caṕıtulo 3

Corpo dos Números Reais

Realizaremos neste capı́tulo a construç̃ao dos ńumeros reais, por interḿedio
das seq̈uências fundamentais de números racionais. Este processo se deve a Can-
tor, criador da Teoria dos Conjuntos.

3.1 Construç̃ao do Corpo dos Ńumeros Reais

Consideremos o corpo ordenadoQ e sejaSf (Q) o anel das seq̈uências funda-
mentais de elementos deQ. Definiremos uma relação∼ sobreSf (Q) do seguinte
modo:

Definição 3.1. Se (an) e (bn) são dois elementos quaisquer deSf (Q), ent̃ao
(an) ∼ (bn) se, e somente se,(an − bn) ∈ S0(Q).

Definição 3.2.Lembramos que uma relaçãoR sobre um conjuntoE é umarelação
de equival̂enciase, e somente se, são v́alidas as seguintes condições

(E1): para todoa emE, tem-seaRa (propriedade reflexiva).

(E2): quaisquer que sejama eb emE, seaRb, ent̃aobRa (propriedade siḿetrica).

(E3): quaisquer que sejama, b e c emE, seaRb e bRc, ent̃aoaRc (propriedade
transitiva).

Teorema 3.1. A relaç̃ao ∼ , introduzida pela Definiç̃ao 3.1, é uma relaç̃ao de
equival̂encia sobre o conjuntoSf (Q), queé compat́ıvel com a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao
do anelSf (Q).

Demonstraç̃ao.
(E1): (an) ∼ (an)

Como(an − an) é a seq̈uência nula temos:

93



(an − an) ∈ S0(Q) =⇒ (an) ∼ (an).

(E2): se(an) ∼ (bn) ent̃ao(bn) ∼ (an)

(an) ∼ (bn) =⇒ (an − bn) ∈ S0(Q)
=⇒ −(bn − an) ∈ S0(Q)
=⇒ (bn) ∼ (an).

(E3): Se(an) ∼ (bn) e (bn) ∼ (cn) ent̃ao(an) ∼ (cn).

(an) ∼ (bn) =⇒ (an − bn) ∈ S0(Q).
(bn) ∼ (cn) =⇒ (bn − cn) ∈ S0(Q).

ComoS0(Q) é fechado em relaçãoà soma temos,

(an − bn) + (bn − cn) ∈ S0(Q) =⇒ (an − cn) ∈ S0(Q)
=⇒ (an) ∼ (cn).

Falta verificar que a relação de equival̂encia sobre o conjuntoSf (Q) é com-
pat́ıvel com a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao do anelSf (Q).

Se (an), (bn) e (cn) são elementos quaisquer deSf (Q) e se(an) ∼ (bn)
gostaria de provar que

(an + cn) ∼ (bn + cn) e (ancn) ∼ (bncn).

• (an − bn) = (an + cn)− (bn + cn).

Como(an) ∼ (bn) temos que(an − bn) ∈ S0(Q), ou seja,

(an + cn)− (bn + cn) ∈ S0(Q) =⇒ (an + cn) ∼ (bn + cn).

• (ancn)− (bncn) = (an − bn)cn.

Como(an − bn) ∈ S0(Q) e (cn) ∈ Sl(Q) (Lema2.9) ent̃ao pelo Lema2.5

(an − bn)cn ∈ S0(Q).
¥

Corolário 3.1. Se(an), (bn), (cn) e (dn) são elementos quaisquer deSf (Q) e se
(an) ∼ (bn) e (cn) ∼ (dn), ent̃ao (an + cn) ∼ (bn + dn) e (ancn) ∼ (bndn).

Demonstraç̃ao. Pelo teorema anterior temos que:

(an + cn) ∼ (bn + cn) e (bn + cn) ∼ (bn + dn).

Por∼ ser uma relaç̃ao de equival̂encia temos que(an + cn) ∼ (bn + dn). Da
mesma forma,(ancn) ∼ (bndn).

¥

Se(an) é um elemento qualquer deSf (Q), indicaremos por(an) a classe de
equival̂encia ḿodulo∼ determinada por(an), isto é,
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(an) = {(xn) ∈ Sf (Q) ; (xn) ∼ (an)}.

Teorema 3.2.SejaR uma relaç̃ao de equival̂encia sobre um conjunto não vazio
E e sejama e b dois elementos quaisquer deE. As seguintes condições s̃ao
equivalentes entre si:

(i) a ≡ b(modR);

(ii) a ∈ b;

(iii) b ∈ a;

(iv) a = b.

Demonstraç̃ao.
• (i) =⇒ (ii) Note que, por definiç̃ao,b = {x ∈ E / x ≡ b(modR)} ent̃ao, por
(i), temos quea ≡ b(modR) o que implica quea ∈ b.

• (ii) =⇒ (iii) De(ii) resulta quea ≡ b(modR), logo pela propriedade siḿetrica
b ≡ a(modR) e portantob ∈ a.

• (iii) =⇒ (iv) De (iii) resulta queb ≡ a(modR), ent̃ao pelas propriedades
simétrica e transitiva temos quex ≡ a(modR) se, e somente se,x ≡ b(modR),
o que implica quea = b.

• (iv) =⇒ (i) Suponha verdadeiraa = b, ent̃ao sea ∈ a teremosa ∈ b. Portanto,
a ≡ b(modR).

¥

Chamaremos deconjunto quociente deSf (Q) pela relaç̃ao∼ ao conjunto:

R =
Sf (Q)

∼ = {(xn); (xn) ∈ Sf (Q)}.

Definiremos a soma e o produto de dois elementos quaisquerα = (an) e
β = (bn), deR, por meio de

α + β = (an + bn)

α · β = (anbn).

De acordo com o Corolário3.1 é imediato que estas definições ñao dependem
dos representantes(an) e (bn) das classes de equivalênciaα e β. Ficam assim
definidas operaç̃oes de adiç̃ao e de multiplicaç̃ao
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((an), (bn)) 7−→ (an + bn)

((an), (bn)) 7−→ (anbn),

sobre o conjunto quocienteR =
Sf (Q)

∼ .

Teorema 3.3.As operaç̃oes acima definem uma estrutura de corpo sobre o con-
juntoR.

Demonstraç̃ao. Precisamos verificar as condições das Definiç̃oes1.10, 1.11, 1.12
e1.27.

Sejaman, bn e cn ∈ R.

• (A1): ((an) + (bn)) + (cn) = (an + bn) + (cn)

= ((an + bn) + cn)

= (an + (bn + cn))

= (an) + ((bn) + (cn))

= (an) + ((bn) + (cn)).

• (A2): (an) + (bn) = (an + bn)

= (bn + an)

= (bn) + (an).

• (A3): Considerando-se a classe de equivalência(0), determinada pela seqüência
constante(0), temos para todo(an) ∈ R,

(an) + (0) = (an + 0) = (an).

• (A4): Considere a classe de equivalência(−an), ent̃ao temos

(an) + (−an) = (an − an) = (0).

Portanto,(−an) é o oposto de(an).

• (M1): ((an) · (bn)) · (cn) = (an · bn) · (cn)

= ((an · bn) · cn)

= (an · (bn · cn))

= (an) · (bn · cn)

= (an) · ((bn) · (cn)).

• (M2): (an) · ((bn) + (cn)) = (an) · (bn + cn)

= (an · (bn + cn))
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= (an · bn + an · cn)

= (an · bn) + (an · cn)

= (an) · (bn) + (an) · (cn).

• (M3): ((bn) + (cn)) · (an) = (bn + cn) · (an)

= ((bn + cn) · an)

= (bn · an + cn · an)

= (bn · an) + (cn · an)

= (bn) · (an) + (cn) · (an).

• (M4): (an) · (bn) = (an · bn)

= (bn · an)

= (bn) · (an).

• (M5): Considerando-se a classe de equivalência(1), determinada pela seqüência
constante(1), temos∀ (an) ∈ R:

(an) · (1) = an · 1 = (an)

• (M7): Seja(an) 6= (0), logo,(an) /∈ S0(Q) e daqui resulta, em virtude do Lema
2.10, que existe um ńumero naturalp tal quean 6= 0 para todon > p.

Consideremos, então a seq̈uência(bn) ∈ S(Q) definida por

bi = 1 parai = 0, 1, ..., p e bn = an para todon > p.

Note que(bn) ∈ Sf (Q) e que(bn) ∼ (an), logo (an) = (bn). De acordo com
o Teorema2.8 a seq̈uência(bn) é inverśıvel emSf (Q) e sua inversáe a seq̈uência
(b−1

n ). Como(an) = (bn), concluimos que(an) é inverśıvel.
¥

Os elementos do corpoR, constrúıdo acima, passam a ser denominados números
reais e(R, +, ·) é chamadocorpo dos ńumeros reais.

Teorema 3.4.O subconjuntoQ′ , deR , formado por todas as classes de equivalência
(a) ondea ∈ Q, é um subcorpo deR e a funç̃ao f : Q −→ Q′ definida por
f(a) = a é um isomorfismo do corpoQ dos ńumeros racionais no corpoQ′.

Demonstraç̃ao. Precisamos verificar as condições da Definiç̃ao 1.31, para isso
vamos utilizar a Proposição1.10.

• 1 ∈ Q ent̃aof(1) = 1 ∈ Q′.
• Sejama, b ∈ Q ent̃aoa− b ∈ Q ea · b ∈ Q (poisQ é corpo). Ent̃ao
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f(a− b) = a− b ∈ Q′ ef(a · b) = a · b ∈ Q′.
• ComoQ é corpo temos que para todob ∈ Q, b 6= 0, existeb−1 ∈ Q tal que
b · b−1 = 1.

Sejab ∈ Q, b 6= 0. J́a vimos que1 ∈ Q′ ent̃ao,

1 = f(1) = f(b · b−1) = b · b−1 = b · b−1.

Logo,(b)−1 = b−1.

Falta provar quef : Q −→ Q′ definida porf(a) = a é um isomorfismo.
Vamos provar primeiro quef é um homomorfismo pela Definição 1.15. Sejam
a, b ∈ Q.

• f(a + b) = a + b = a + b = f(a) + f(b);

• f(a · b) = a · b = a · b = f(a) · f(b).

Por fim, devemos provar quef é bijetora, para isso vamos utilizar a Proposição
1.8 e a Definiç̃ao1.18.

• N(f) = {x ∈ Q; f(x) = 0} = {x ∈ Q; x = 0} = {0}, logof é injetora.

• Im(f) = {f(x); x ∈ Q} = {x; x ∈ Q} = Q′, logof é sobrejetora.

Portanto,f é um isomorfismo do corpoQ no corpoQ′.
¥

A partir de agora, o corpoQ dos ńumeros racionais passa a ser considerado
como o corpo primo do corpoR dos ńumeros reais. Em particular, todo número
racionalé um ńumero real, um ńumero real que ñao seja racionaĺe denominado
número irracional.

Notação: Indiquemos porP0 (respectivamente,P ∗
0 ) o conjunto de todos os números

racionais positivos (respectivamente, estritamente positivos).

Definição 3.3. Diz-se que uma seqüência(an) ∈ Sf (Q) é estritamente positiva
se, e somente se, existeM ∈ P ∗

0 e existen0 ∈ N tais queM < an, para todo
n > n0.

Lema 3.1. Uma seq̈uência(an) ∈ Sf (Q) é estritamente positiva se, e somente se,
(an) /∈ S0(Q) e existen0 ∈ N tais queM < an, para todon > n0.

Demonstraç̃ao.
(=⇒) (an) ∈ Sf (Q) ent̃ao, existeM ∈ P ∗

0 e existen0 ∈ N tal que

M < an, ∀n > n0.

ComoM ∈ P ∗
0 temos que0 < M , logo, por transitividade
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0 < an, ∀n > n0.

Dessa forma(an) /∈ S0(Q).

(⇐=) É imediato do Lema2.10.
¥

A relaç̃ao∼ conserva as seqüências estritamente positivas em virtude do seguinte
lema.

Lema 3.2. Sejam(an) e (bn) dois elementos quaisquer deSf (Q). Se(bn) ∼ (an)
e se(an) é estritamente positiva, então(bn) tamb́emé estritamente positiva.

Demonstraç̃ao. De acordo com a Definição 3.3 existemM ∈ P ∗
0 e p ∈ N tais

que

M < an, ∀n > p.

Por outro lado de(bn) ∼ (an) temos que(bn − an) é convergente a zero, logo,

dado
M

2
∈ P ∗

0 existeq ∈ N tal que

|bn − an| < M

2
=⇒ an − M

2
< bn < an +

M

2
, ∀n > q.

Pondo-sen0 = max{p, q}, teremos para todon > n0

bn > an − M

2
> M − M

2
=

M

2
.

Portanto,(bn) é estritamente positiva.
¥

Definição 3.4. Diz-se que umnúmero real α = (an), onde(an) ∈ Sf (Q), é
estritamente positivose, e somente se, a seqüência(an) é estritamente positiva.

O Lema3.2 nos mostra que esta definição ñao depende do representante(an)
da classe de equivalênciaα = (an) e o Lema3.1 nos mostra queα é estritamente
positivo, ent̃aoα 6= 0.

Indicaremos porP ∗ o conjunto de todos os números reais que são estritamente
positivos e colocaremosP = P ∗ ⋃{0}. Definiremos uma relação≤, sobreR, do
seguinte modo: seα e β são dois ńumeros reais quaisquer, então α ≤ β se, e
somente se,β−α ∈ P . Portanto, seα = (an) e seβ = (bn), temos queα < β se,
e somente se,(an − bn) nãoé convergente a zero e existen0 ∈ N tal quean ≤ bn

para todon > n0.

Teorema 3.5. A relaç̃ao ≤, definida acima,́e uma ordem total sobreR que é
compat́ıvel com a adiç̃ao e com a multiplicaç̃ao.
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Demonstraç̃ao. Precisamos verificar as condições(I), (II), (III) e (IV ) do
Teorema1.7.

(I) P + P ⊂ P .

Sejamα = (an) eβ = (bn) dois elementos quaisquer deP .

Seα = 0 ou β = 0, é imediato queα + β ∈ P , logo, podemos supor que
α 6= 0 e β 6= 0. Neste caso, conforme a Definição3.3, existem ńumeros naturais
p e q e existem ńumeros racionaisM1 ∈ P ∗

0 eM2 ∈ P ∗
0 tais que

M1 < an para todon > p e

M2 < bn para todon > q.

Pondo-sen0 = max{p, q}, teremos para todon > n0:

0 < M1 + M2 < an + bn;

portanto,(an + bn) é estritamente positiva e entãoα + β ∈ P ∗.

(II) P
⋂

(−P ) = {0}.
Sejaα = (an) um elemento deP

⋂
(−P ) e suponhamos queα 6= 0.

ComoP = P ∗ ⋃{0} temos queα ∈ P ∗ o que resulta, em virtude do Lema
3.1, que existep ∈ N tal que0 < an para todon > p.

Deα ∈ −P vem que−α = (−an) ∈ P ∗, logo, existeq ∈ N tal que0 < −an

ouan < 0, para todon > q.

Tomando-sen > max{p, q} teremos0 < an e an < 0 e chegamos assim a
uma contradiç̃ao.

(III) P
⋃

(−P ) = R.

Sejaα = (an) um números real qualquer e suponhamos queα /∈ P , logo,(an)
nãoé convergente a zero. Portanto, de acordo com o Lema2.11, existeM ∈ P ∗

0

e existen0 ∈ N tais quean < −M , para todon > n0, ou seja,−α ∈ P ∗ e ent̃ao
−α ∈ P .

(IV ) P · P ⊂ P .

Sejamα = (an) eβ = (bn) dois elementos quaisquer deP .

Seα = 0 ou β = 0, é imediato queα · β ∈ P , logo, podemos supor que
α 6= 0 e β 6= 0. Neste caso, temosα · β = (an · bn) 6= 0, ou seja,(an · bn) nãoé
convergente a zero.

Por outro lado, em virtude do Lema3.1, existem ńumeros naturaisp e q tais
que
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an > 0 para todon > p e

bn > 0 para todon > q.

Logo, para todon > max{p, q} teremos(an · bn) > 0, ou seja,(anbn) é
estritamente positiva.

¥

Lema 3.3. O corpo ordenadoR é arquimediano.

Demonstraç̃ao. De acordo com o Teorema1.14 basta demonstrar que

seα = (an) ∈ P ∗, ent̃ao existe um ńumero naturala tal queα < a.

Ora, (an) é fundamental, logo,́e majorada emQ, isto é, existeM ∈ P ∗
0 tal

quean < M , para todon ∈ N.

ComoQ é arquimediano existea ∈ N tal queM < a, portanto, o ńumero
naturala = (a) é estritamente maior do queα = (an).

¥

SendoR um corpo arquimediano, para todoε1 ∈ P ∗ existe, em virtude do
Coroĺario 1.9, um ńumero racionalε ∈ P ∗

0 tal queε < ε1. Portanto, para mostrar
que uma seq̈uência(an) ∈ S(R) é fundamental, basta mostrar que, para todo
número racional estritamente positivoε, existen0 ∈ N tal que|αm − αn| < ε,
quaisquer que sejamm en, comm > n0 en > n0. Vale uma observação ańaloga
para seq̈uências convergentes de números reais.

Lema 3.4. Se (an) ∈ Sf (Q), ent̃ao (an) ∈ Sc(R), isto é, toda seq̈uência fun-
damental, de ńumeros racionais,́e convergente para um número real; aĺem disso
temoslim an = (an).

Demonstraç̃ao. Para todo ńumero racionalε ∈ P ∗
0 existen0 ∈ N tal que

|am − an| < ε =⇒ an − ε < am < an + ε,

quaisquer que sejamm en, comm > n0 en > n0.

Fixemosp > n0 e indiquemosap por a. Conforme a identificaç̃ao deQ com
(Q′) (Teorema3.4), temos

a + ε = (a + ε) ea− ε = (a− ε).

Pondo-seα = (an) e observando-se quea − ε < am < a + ε, para todo
m > n0, teremos

(a− ε) < α < (a + ε) =⇒ (−ε) < α− (a) < (ε)

=⇒ |α− ap| = |α− a| = |α− (a)| < (ε) = ε.
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Em resumo, dadoε ∈ P ∗
0 existen0 ∈ N tal que|α−ap| < ε, para todop > n0.

Portanto,lim an = α.
¥

Teorema 3.6.O corpo ordenadoR dos ńumeros reaiśe completo.

Demonstraç̃ao. O Lema3.3 nos mostra queR é arquimediano. Portanto, em
virtude do Teorema2.14, precisamos demonstrar queSf (R) = Sc(R).

Seja(αn) uma seq̈uência fundamental de números reais. De acordo com o
Teorema2.9, existe, para cadan ∈ N, uma seq̈uência crescente(ai,n)i∈N queé
convergente paraαn, logo, para todoε ∈ P ∗

0 existe um menor ńumero naturali
tal que

|ai,n − αn| < ε

3

e para estéındicei colocaremosbn = ai,n. Obtemos, deste modo, uma seqüência
(bn) de ńumeros racionais tal que

|bn − αn| < ε

3
,

para todon ∈ N. Mostraremos, inicialmente, que esta seqüênciaé fundamental.
Com efeito, como(αn) é fundamental, existen0 ∈ N tal que

|αm − αn| < ε

3
,

quaisquer que sejamm e n, comm > n0 e n > n0. Portanto, sem e n são dois
números naturais quaisquer, comm > n0 en > n0, teremos

|bm − bn| ≤ |bm − αm|+ |αm − αn|+ |αn − bn| < 3.
ε

3
= ε,

ou seja,(bn) é fundamental. Conforme o lema anterior,(bn) é convergente para
α = (bn), logo, existen1 ∈ N tal que

bn − α < 2.
ε

3
,

para todon > n1. Por outro lado, tem-se

|αn − α| ≤ |αn − bn|+ |bn − α| < ε

3
+ |bn − α|.

para todon ∈ N. Portanto, qualquer que sejan > n1, teremos

|αn − α| < ε

3
+ 2.

ε

3
= ε,

isto é,(αn) é convergente paraα.
¥

Para demonstrar que o corpoR dos ńumeros reais śo pode ser ordenado de um
único modo daremos, inicialmente, o seguinte lema.
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Lema 3.5. Para todo ńumero real positivoa existe umúnico ńumero real positivo
b tal queb2 = a.

Demonstraç̃ao. O lemaé imediato sea = 0, logo, podemos supor quea ∈ P ∗.
Seb e c são ńumeros reais positivos tais que

b2 = a = c2 =⇒ b2 − c2 = (b− c) · (b + c) = a− a = 0;

para isso devemos ter(b− c) = 0 ou (b + c) = 0, de onde vem,b = c ou b = −c.
Note que esta segunda igualdade não ocorre j́a que devemos tera, b ∈ P ∗. Logo,
b = c.

Agora devemos provar que existeb tal queb2 = a. Considere, então, o con-
junto

S = {x ∈ R / 0 ≤ x ex2 ≤ a}.
É imediato queS é ñao vazio (0 ∈ S) e majorado (pora + 1), logo, de acordo

com o Teorema anterior , existeb = supS e com isso temos que0 < b.

Afirmo: b2 = a. Suponha, por absurdo, queb2 6= a. Temos dois casos a serem
considerados:

• b2 < a. Note que,

(a + b2) · b = a · b + b3

= a · b + b · b2 < a · b + a · b = 2 · ab.

Seja
2 · ab

a + b2
= b1, ent̃aob < b1. Por outro lado,

b2
1 =

4a2b2

(a + b2)2

=
4a2b2

a2 + 2ab2 + b4

=
4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
.

Afirmo:
4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
≤ a.

Suponha, por absurdo, que
4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
> a.

4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
> a =⇒ 4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
− a > 0

=⇒ 4a2b2 − a(a− b2)2 − 4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
> 0
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=⇒ −a(a− b2)2

(a− b2)2 + 4ab2
> 0

=⇒ a(a− b2)2

(a− b2)2 + 4ab2
< 0

Mas, note que:

0 < b =⇒ 0 < b2.

Comob2 < a e0 < b2, temos que0 < a. Além disso, temos que0 < a− b2.

Ent̃ao, pela Regra dos Sinais, temos que

a(a− b2)2

(a− b2)2 + 4ab2
> 0.

Contradiç̃ao, ou seja,b1 =
4a2b2

(a− b2)2 + 4ab2
≤ a.

Logo,b1 ∈ S, o queé absurdo poisb1 > b = supS.

• a < b2. Note quea + b2 < b2 + b2 = 2b2.

Seja
a + b2

2b
= b2, ent̃aob2 < b. Por outro lado,

b2
2 =

(a + b2)2

4b2

=
a2 + 2ab2 + b4

4b2

=
(a− b2)2 + 4ab2

4b2
.

Afirmo:
(a− b2)2 + 4ab2

4b2
≥ a.

A verificaç̃ao deste fatóe ańaloga a anterior.

Assim,b2
2 ≥ a o queé absurdo poisb2 < b = supS.

¥

Sea é um ńumero real positivo, então, oúnico ńumero real positivob tal que
b2 = a é denominado raiz quadrada dea e seŕa indicado pela notação

√
a. O lema

acima nos mostra que todo número real positivo admite umáunica raiz quadrada
positiva.

Deste lema resulta, imediatamente, que o conjuntoP dos elementos positivos,
deR, pela ordem≤, coincide com o conjunto dos quadrados dos números reais.
Portanto, a ordem≤ é determinada de modóunico e temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.7.O corpoR dos ńumeros reais śo pode ser ordenado de uḿunico
modo.

A única ordem total, compatı́vel com a estrutura de corpo definida sobreR,
passa a ser denominada ordem habitual dos números reais. Notemos que sea e b
são dois ńumeros reais quaisquer, temosa < b se, e somente se, existe um número
realc tal queb− a = c2.

Definição 3.5. Um automorfismo de um corpoK, é, por definiç̃ao, um isomor-
fismo do corpoK nele pŕoprio.

Teorema 3.8.O único automorfismo do corpoR dos ńumeros reaiśe o automor-
fismo id̂entico.

Demonstraç̃ao. Sejaf um automorfismo deR e mostremos, inicialmente, que se
a é um ńumero real positivo, entãof(a) tamb́emé positivo. Istóe imediato, pois
conforme o Lema3.5, existeb ∈ R tal quea = b2, de onde vem,f(a) = (f(b))2

e ent̃aof(a) > 0. Consideremos agora o subconjunto

M = {x ∈ R; f(x) = x}.

É fácil verificar queM é um subcorpo deR, logoM ⊂ R.

Afirmamos queM = R, ou seja, quef é um automorfismo id̂entico deR.

Com efeito, seM 6= R existea ∈ R tal quef(a) 6= a e suponhamos que
a < f(a) (sef(a) < a, a demonstraç̃ao é ańaloga). De acordo com o Teorema
1.14, exister ∈ Q tal quea < r < f(a).

a < r =⇒ 0 < r − a =⇒ 0 < f(r − a) = f(r)− f(a),

ou,f(a) < f(r) = r o que est́a em contradiç̃ao comr < f(a).
¥

3.2 Caracterizaç̃oes do CorpoR dos Números Reais

SejaK um corpo ordenado pela ordem≤. Indicaremos por1K o elemento
unidade deK e porK0 seu corpo primo.

Já sabemos que todo elemento deK0 é da forma
m.1K

n.1K

, comm en inteiros e

n 6= 0.

Pondo-sea =
m

n
, escreveremosa.1K =

m.1K

n.1K

, portanto, todo elemento de

K0 é da formaa · 1K , coma ∈ Q.
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Al ém disso, a funç̃ao σ, deK0 emQ, definida porσ(a) = a.1K , é um iso-
morfismo ordenado deK0 emQ. Se (an.1K) ∈ S(K0), com (an) ∈ S(Q),
colocaremos, por definição,

σ((an.1K)) = (an).

É fácil verificar queσ é um isomorfismo deS(K0) emS(Q) e que
σ(Sf (K0)) = Sf (Q), ou seja,σ transforma toda seqüência fundamental de ele-
mentos deK0, numa seq̈uência fundamental de elementos deQ.

Teorema 3.9. Todo corpo arquimedianóe ordenadamente isomorfo a um sub-
corpo do corpo dos ńumeros reais.

Demonstraç̃ao. Seja K um corpo arquimediano. De acordo com o Teorema2.9,
todo elementoα, de K, é limite de uma seq̈uência(an1k) ∈ S0(K), logo, esta
seq̈uênciaé fundamental e então(an) tamb́emé fundamental. Conforme o Lema
3.4 esta seq̈uência(an) é convergente emR e lim an = (a).

Consideremos, então, a aplicaç̃aog, deK emR, que a todoα = lim(an1k) ∈
K faz corresponder o número realg(α) = lim an = (an).

Seα eβ são dois elementos quaisquer deK, tem-se

α = lim(an1k) eβ = lim(bn1k),

com(an) ∈ Sf (K) e (bn) ∈ Sf (K). Logo,

α + β = lim((an + bn)1k) e

αβ = lim((anbn)1k),

de onde vem,

g(α + β) = lim(an + bn) = lim an + lim bn = g(α) + g(β) e

g(αβ) = lim(anbn) = lim an · lim bn = g(α) · g(β).

Portanto,g é homomorfismo deK emR e comog nãoé a funç̃ao nula resulta
que g é um monomorfismo deK em R. Além disso,é fácil ver queg é um
monomorfismo ordenado.

¥

Teorema 3.10.Todo corpo ordenado completóe ordenadamente isomorfo ao
corpo dos ńumeros reais.

Demonstraç̃ao. Suponhamos agora que o corpoK seja completo, logo, conforme
o Coroĺario2.1, K é arquimediano.
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Consideremos, então, o monomorfismo ordenadog, deK emR, definido an-
teriormente. Seα = (an) é um ńumero real qualquer, onde(an) ∈ Sf (K), ent̃ao
(an1k) ∈ Sf (K0) e como Ké completo esta seqüênciaé convergente paraα′ ∈ K
e é imediato queg(α) = α′.

¥

Corolário 3.2. Dois corpos ordenados completos são ordenadamente isomorfos.

Demonstraç̃ao. SejamK1 eK2 dois corpos ordeandos completos então pelo teo-
rema3.10 temos queK1 eK2 são isomorfos ao corpo dos números reais; logoK1

eK2 são ordenadamente isomorfos.
¥
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