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Introduc ao

Neste trabalho construiremos o corpo daseros reais, representado fFor
Para atingir este objetivo o texto foi dividido ergégrcajftulos.

No primeiro caftulo recordaremos conceitos déyebra relativos a grupos,
areis e corpos ordenados.

A teoria dos Aéis & um dos principais assuntos do vasto campdélidebra
abstrata. A origem dAIgebra remonta aos babitios e o seu desenvolvimento
percorreu um longo caminho qué@a pretendemos retracar aqui, mas que teve
um momento importante n@sulo.X'V' I com os materticos da chamada Escola
de Bolonha, que se ocuparam da resatudas equdies al@bricas do terceiro
e do quarto grau. Em seguida Bombelli deu um passo decisivo introduzindo o
simbolismo apropriado para as opdyasg permitindo a manipulag de expresses
e formulas. Importante para o desenvolvimento da teoria foi 0 estudo éis an
de inteiros al@bricos iniciado por Gauss e desenvolvido por Kronecker, Dirichlet
e Hilbert no final do 8culo X7X, inicio do €culo X X. Finalmente a ndp
abstrata de anel foi introduzida na segunéeatdia do&culo X X .

No segundo cdfulo veremos conceitos délculo relacionados com ségncias,
para isso sérnecesario relembrar alguns conceitos como suprerfiafieno.

O terceiro elltimo captulo constbi o corpo dos imeros reais usando os
conceitos estabelecidos nos dois primeirostodgs.

Varios materaticos do éculoX 7 X cuidaram da contri@p dos eimeros reais,
dentre eles Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charleslle Georg Cantor.
Mas as teorias dosimeros reais que permeneceram foram a de Dedekind e a de
Cantor.

Richard Dedekind estudou end@ngen, onde foi aluno de Gauss e Dirichlet.
Em 1858 tornou-se professor em Zurique.

Ele conta que do igio de sua carreira em858, quando teve de ensinar
Calculo Diferencial, percebeu a falta de uma fundameémagdequada para 0s
nimeros reais. e tamkem ele mesmo quem conta que foi buscar inspioggara



a sua contrugo dos fimeros reais na antiga e engenhosa teoria das pigsde
Eudoxo.

A definicio de Eudoxo associa, a cada par de grandezas, digamB$, dois
conjuntos de pare@n,n) de rimeros naturais: o conjunt® (“ £”de esquerda)
dos pares para os quaisB < nA e 0 conjuntaD (“ D"de direita) dos pares para
oS quaisnB > nA.

Inspirando-se na defirda@ de Eudoxo, Dedekind notou que o procedimento
do sabio grego leva a uma sepadacdos fimeros racionais em dois conjuntos.
Assim, qualquer amero racionat efetua um “corte”ou separag de todos os de-
mais rimeros no conjuntof”dos nimeros menores quee no conjunto D"dos
nimeros maiores do que O proprio nimeror pode ser inclido como o maior
elemento d&v ou o menor elemento de.

Mas, abm desses “cortes” Aoutros, como exemplifica cadsico caso dg2.
O processo de encontrar a raiz quadrad& denduza separago dos imeros
racionais em dois conjuntos: o conjurfodas rézes quadradas aproximadas por
falta (d incluidos o zero e os racionais negativos), e o conjunttas rézes apro-
ximadas por excessoo$ue agora esse cortémtem elemento de sepadac No
modo de ver de Dedekind, dimero irracional/2 deve ser criado como elemento
de separao entre 0s conjuntos desse corte.

Dedekind generaliza esse procedimento, primeiro definindo corte de maneira
geral, no conjunt@ dos rumeros racionais.

Corte de Dedekindou, simplesmentesorte, & todo par( £, D) de conjuntos
nao vazios de iimeros racionais, cuja W sejaQ, e tais que todo elemento de
E seja menor que todo elemento Be

Dedekind observa que a eXascia de cortes sem elementos de sep@arap
conjuntoQ dos mumeros racionaié a expres® aritnética da descontinuidade de
Q, ao passo que, com a adj@ucdos novos elementos - o8meros irracionais
- obtemos o conjunt@® dos rumeros reais, que ao coatio deQ, & agora um
“continuo nun&rico”, pois 0s irracionaisdém preencher as “lacunas” de descon-
tinuidade er#io existentes erf).

Mas rao basta apenas juntaflaos novos elementos para obRr Este con-
junto precisa ter a estrutura que dele se esperd. tddaos de definir nele as
opera@es usuais de adig, multiplica@o, etc., e a relé@p de ordem. E devemos
fazer isso de maneira a podermos provar as propriedades usuais dessessn
gue p conhecemos e usamos desde o ensino fundamental. Mais ainda, de maneira
que essas defirbes rdo conflitem, mas preservem, as mesmasies@ exis-
tentes no conjunt@.



Ao leitor que tiver interesse em ver a confioglo corpd dos rumeros reais,
de acordo com Dedekind, consulte Gerafdala, Analise Matenatica Para Li-
cenciatura.

Vamos considerar agora a consttaglos fimeros reais feita por Cantor.

Georg Cantori845 — 1918) nasceu em &0 Petersburgo, onde viveleass6,
quando sua faftia transferiu-se para o sul da Alemanha. Doutorou-se pela Uni-
versidade de Berlim, onde foi aluno de Weierstrass, de quem teve grande in-
fluencia em sua formap materatica. Toda sua carreira profissional desenvolveu-
se em Halle, para onde tranferiu-se logo que terminou seu doutorado em Berlim.

Como no nétodo de Dedekind, tareim no de Cantor partimos do pressuposto
de que & estamos de posse dasmeros racionais, com todas as suas propriedades.
Comecamos definindgedqiéncia de Cauchytamtkem chamada de sa@ncia fun-
damental. Observe que existem pelo menos tantd&ee@gs de Cauchy quantos
sS40 0s fimeros racionais, pois qualquer que sejaimearo racionat, a sedécia
constantgr,) = (r,r,r,...) & de Cauchy. Dentre as $#ucias de Cauchy, al-
gumas 80 convergentes, como essasigggias constantes e uma infinidade de
outras mais. Masdtamtem uma infinidade de sé@ncias de Cauchy qu&io
convergem (para umimero racional), como a sé&ncia das aproximées deci-
mais por falta de/2,

(rn) = (1,1.4,1.41,1.414,1.4142, ...).

Como se @, essa sé@ncia 1o converge porap existir ainda os imeros
chamados “irracionais”. Para arlos, podemos simplesmente postular que toda
“seqiéncia de cauchy (delmeros racionais) converge”. Feito isso teremos de
mostrar Como esses Nova3meros se juntam aos antigos (0s racionais) de forma
a produzir um corpo ordenado completo. E nesse trabaltanes de provar que
diferentes seiggncias definem o mesmamero irracional.

Por causa disso torna-se mais conveniente primeiro juntar em uma mesma
classe todas as d@ncias que t&o um mesmo limite, para depois construir a es-
trutura de corpo. Fazemos isso definindo, no conjunto ddg&ee@s de Cauchy,
uma “rela@o de equivancia”. Essa reldp distribui as sdigncias de Cauchy em
classes de sé&@ncias equivalentes, de tal maneira que duaisseips pertencem
a uma mesma classe se, e somente se, &easqiivalentes.

Exporemos neste trabalho a consiuodeita por Cantor. com todos os de-
talhes. Este processo pode ser estendido, com ligeiras modégagara um
espaco ratrico e tambm para a contri@p do corpo dosimeros padicos. Muitas
quesbes em teoria delimeros 80 melhor atacadas estudando-aslaio p para
todos os primo®. Isto levaa construgo dos fimeros padicos. Este campo de
estudoé chamado alise local e emerge da teoria algica de ameros.
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Capitulo 1

Aneéis e Corpos Ordenados

O objetivo deste cdpulo & desenvolver os principais resultados sobr&san
e corpos ordenados. Taén trataremos com homomorfismos e isomorfismos
ordenados.

Grosseiramente falando, uma estruturahtgca ordenadé um conjuntoA,
munido de uma estrutura &lrica, com uma rel@p de ordem eml queé com-
pafvel com as operdies da estrutura afprica. Por este motivo, introduziremos
os areis ordenados a partir de grupos ordenados, pois grupos ordenados formam
a estrutura algbrica ordenada mais simples que existe.

Iniciaremos recordando a defiig de grupo e fixando algumas ndias.

1.1 Grupos Ordenados

Definicao 1.1. Diz-se que uma operag*, sobre um conjunté:, define umaes-
trutura de grupo sobreG se, e somente se, 0s seguintes axioraassrificados:

(Gy) (x*y)*z=xx*(y=*2); Vz,y,z € G (a operagox é associativa).

(Go) J1g € Gtalquexr x 1o = 1lg xx = z; Vo € G (exiséncia de elemento
neutro para a operagx).

(G3)Vz e G,32’ € Gtalquer x 2’ = 2’ x x = 15 (exis€ncia de inverso).
Se a oper&go x de um grupo G satisfaz o axioma:
(Gy)Vz,y € G,z *xy =1y x*x (aoperago* & comutativa),
diremos que&~ € umgrupo comutativo ou abeliana
Observag@o 1.1.Normalmente indica-se a opegeaxdo grupd> usando um ponto

“.”. Diremos endio que(G, -) & grupo multiplicativo. Neste caso, o elemento
neutro deG; & denotado pot e o inverso de: € G & denotado pos—!. Quando



0 grupoG é abeliano, indicaremos sua op&agor “+” , e diremos quéG, +)
€ grupo aditivo. Neste caso, 0 elemento neétdenotado pob e o sinétrico de
a € G & denotado pora.

Abaixo apresentaremos as defiég de nltiplo (em grupos aditivos) e pdhcias
(em grupos multiplicativos).

Definicdo 1.2. Sejam(G, +) um grupoa € G en € Z:

0 , sen = 0.
na = a+a+..+a , mnvezesquando > 0.
—(a+a+..4+a) , —nvezesquando < 0.

Definicao 1.3. Sejam(G, -) um grupoa € G en € Z:

1a , sen = 0.
a” = a-a-..-a , nvezesquando > 0.
(a-a-..-a)”' |, —nvezesquando < 0.

A partir de agora definiremos ordens parciais e totais em um grupo
Definicao 1.4. O grupo(G, ) é ordenado quando est definida uma reld@p <
sobre(G que satisfaz, para quaisquer elementdsc deG:

(01) a < a.

(Og)a <beb<a= a=b.
(O3)a<beb<c=a<c.
(OA) a < b= ac < bceca < ch.

Note que os axioma®), ), (O2), (O3) dizem que X" & relag@o de ordem em
G, e que o axiomaO A’) assegura que esta red@cde ordeng compaitvel com a
opera@o do grupd-.
Notacdo: O grupoGG com operago “” e ordenado pela orderd & denotado por
(G7 K S)

Observag@o 1.2.Um grupo ordenado tand@imé chamado de grugmarcialmente
ordenada

Definicao 1.5. Um grupo ordenadoG, +, <) & chamado gruptotalmente or-
denadoquando satisfaz o axioma:

(O4)Va,be G,a<boub<a.
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Note que um grupo totalmente ordenado nada &@aise um grupo, com uma
relag@@o de ordem total, quecompaitvel com a operagdgo do grupo.

Definicdo 1.6. Dizemos que um grup¢G, -) € ordenavel, quando existe uma
relagdo de ordem total em G, que tor(@, -, <) um grupo totalmente ordenado.

Neste trabalho, estamos interessadogampos abelianos totalmente orde-
nados Por isso, passaremos a usar a riagditiva. Ressaltamos que quando a
opera@o do grupa comutativa, o axiomgO A’) pode ser escrito como:

(OA)a<b=a+c<b+ec.

Portanto, um grupo abeliano totalmente ordenadon grupoG, com uma
relagio de ordenx, que satisfaz para todg b, c em(G as seguintes condes:

Vae G, 3(—a) € Gtalquea + (—a) = (—a) + a = 0.

Observago 1.3.Sejam< uma rela@o de ordem ert¥ ea, b € (G. Escreveremos
a < b, paraindicar que < bea # b.

Exemplo 1.1. Seja(G, -) um grupo qualquer. A rel&p
a“<" b<=a=0

torna(G, -, <) um grupo ordenado.

De fato, como(G, -) & grupo e a igualdade uma relago de ordem, basta
verificar o axiomg O A’). Mas isscé 6bvio, pois dex, b, c € G temos:
a=b=— ac=bceca = cbh.

Exemplo 1.2. O Gnico grupo totalmente ordenado pela ordem

a“<" b= a=0>
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€ o grupo trivialG = {e}.

Basta observar que a refag;de igualdadetse uma relago de ordem total em
um conjunto unério.

Exemplo 1.3. O grupo abeliandZ, +) & totalmente ordenado pela ordem usual
deZ. Note que o axiom&) A) é apenas uma propriedade agtina da adigo de
nimeros inteiros.

Em fun@o do exemplo acima natural perguntar se os grupos abelianos
(Z,,,+) sao orde@veis. Veremos mais tarde que a respésiao.

A partir de grupos abelianos totalmente ordenados podemos construir um novo
grupo abeliano totalmente ordenado, fazendo produto cartesiano. Faremos isso
na pixima proposigo. Iniciaremos com um lema sobre r@lagde ordem em
produto cartesiano.

Lema 1.1. SejamG; um conjunto com uma relag de ordenx; e GG, um con-
junto com uma relego de ordenx,. Enfo:

(al,ag) < (bl,bQ) < (a1 <1 bl) ou (a1 = bl eay <y bg)

€ uma relago de ordem end’; x G,. Além disso, se<; e <, sao ordens totais
enfio < & uma ordem total.

Demonstra@o.

e (a1,as) < (ay,as)
Comoa; = a; eay < as Segue quéay, as) < (ay, as).

o (a1, az) < (b1, b2) €(by,bo) < (ay,az) = (a1, az) = (by, b2)
(a1,a2) < (by,by) = (a1 <1 by) ou(a; = by €ay <y by)

(b1,02) < (a1,a2) = (b1 <1 a1) ou(by = a; €by <y ay)

1° caso:a; <1 by eb; <1 a1

Este caso @&o pode ocorrer, pois; € rela@o de ordem ent,. De fato,
a; <1 by = a; <1 by ea; # b

by <1 a1 = b <y a1 eb; # a

comoa; <; by eb <; a; e <, é rela@o de ordem, segue que = b;.
Absurdo.

2° casoia; <1 by €by = aq €by <5 as

As condi®esa; <; b; €b; = a; nao podem ocorrer simultaneamente.
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3°caso.a; = by eay <qs by €b; <1 q
Analogo ao caso anterior.
4° caso.a; = by eas <9 by €by = a1 €by <5 as.

Como <, € rela@o de ordem end-y, segue dei, <; by € by <5 ay que
as = by. Portantoz; = by € ay = be, iStOé, (Cll, CLQ) = (bl, bg)

o (ay,a2) < (by,b2) €(b1,b2) < (c1,¢2) = (a1, a2) < (c1,¢2)
(a1,a2) < (by,b2) = (a1 <1 by) OU (a1 = by €ay <5 bo)
(b1,b2) < (c1,62) = (b1 <1 ¢1) OU(by = 1 €by <5 ¢2)

1° caso:a; <1 by eb; <1

Segue que; <; b eb; <y ¢;. Como<; &€ uma relago de ordem end,
temosa; <; ¢;. Note que @o pode ocorret,;, = ¢;, pois neste caso fi@mos
a, <1 by €b; <1 a;. Vimos anteriormente que isgoabsurdo.

Portantoa; <; ¢1, que leva day, az) < (¢4, ).

2° caso.a; <1 by eby =c; eby <59

Segue que; <; ¢; e portantoa;, as) < (¢, ¢a).
3°caso.a; = by eay <y byeb; <y ¢

Analogo ao caso anterior.

4° caso:a; = b; eas <gbyeby =c; €by <5 9y

Segue que; = ¢; €as <j 9. ISSO leva day, as) < (c1, ¢2).

Admita agora que<; e <, sao ordens totais. Devemos mostrar que:
se(ay, asz), (b1, by) € Gy X G,
enfo(ay, as) < (by,b) oU (by, b)) < (aq,as).
Comoaq, b, € Gy temosa; <; by oub; <4 a;.
Comoas, by € G5 temosay <, by 0U by <5 as.
1° caso:a; <; by eay <, by

Sea; <1 by ento (CL17(12) < (bl,bg).

Sea; = by, usamos o fato de, <, by, para concluir quéa,, as) < (by, bs).
2° caso:a; <q by eby <y a9
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Sea; <; by enBo(ay, az) < (by,bs).

Sea; = by, usamos, <, a,, para obtefby, bs) < (a1, as).
3°casob; <;ajeay <y by

Seb; <; a; enBo (b, be) < (a1, as).

Seb; = a;, Usamosi; <, by, para obtefa,, as) < (by, by).
4° caso:b; < a; eby <, ay

Seb; <1 a; enBo (b, bs) < (a1, as).

Seb; = aj, usamod, <, ay, para obte(by, by) < (a1, as).

|

Proposicao 1.1. Sejam(Gy, +1, <) e (Ga, +2, <5) grupos abelianos totalmente
ordenados. EAD (G, x Ga, +, <) & grupo abeliano totalmente ordenado, quando
definimos

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 +1 ag, by +2 b).

Demonstra@o. Pelo lema anterior temos queé relag@o de ordem em
G1 x G5. Um resultado simples de Teoria de Grupos asseguraG@ue Gs) é
grupo abeliano. Resta verificar o axioff@aA), isto &, mostrar que

se(ay,az), (b1, bs), (c1,c2) € Gp X Gy € (ay,az) < (b, be),
enBo (a, as) + (c1,¢2) < (b1, ba) + (c1, ¢2).
(a1, a2) < (by,by) = (a1 <1 by) oU (a1 = by €ay <y bs)
1° caso:a; <1 by

Segue que, <; by ea; # b;. Como(G +1, <;) € grupo abeliano totalmente
ordenado e, € GG; temos:

a; +1 1 gbl+1clea1+cl 7éb1—|—01:>a1—|—101 <b1+161
= (a1, as)+(c1,c2) < (b, b2)+(c1, ca).

2° caso:a; = by eay <g9 bsy

Como(Gy, +2, <5) & grupo abeliano totalmente ordenadg & G, temos:
az +2 c3 < by +3 co.

Dea; = by tiramosa; +1 ¢; = by +1 ¢1.

Isso garante quey, as) + (c1,¢2) < (b1, ba) + (c1, c2).

14



Corolario 1.1. O grupo abeliandZ x Z, +) é totalmente ordenado.

Demonstra@o. Vimos no Exemploal.3 que (Z, +) & grupo abeliano totalmente
ordenado. Assim basta aplicar a propasi@nterior.
[ |

Agora estudaremos propriedades dos grupos abelianos totalmente ordenados.

Lema 1.2. Num grupo abeliano totalmente ordendds +, <) as seguintes pro-
priedades&o equivalentes:

(i) a<b

(i) a+c<b+cVeeG
(i) —b< —a

(iv) a—b<0
V)O0<b—a

Demonstrag@o.

e (i) = (i) Sea < benBioa < bea # b. Dea < bvem por(OA) que,
a+c<b+c. Comoa # btemosa + ¢ # b+ c.

Logo,a+c < b+c.

e (ii) = (i77) Como a ordeng total devemos terb < —a ou —b > —a, sendo
que estes casos se excluem mutuamente.
Suponha que-b > —a.

Por(OA), -b+b>—-a+b=0>—a+1b
= 0+a>—-a+b+a.

Por(G4),0+a > —a+a+b.
Por(G1),0+a > (—a+a)+b.
Por(Gs) e (Gs), a > b.

Por(OA), a+ ¢ > b+ c. Contradi@o!

e (iii) = (iv) Se—b < —a podemos dizer queb < —a e —b # —a.

Por(OA),a—b<a—a.
Por(Gs),a —b < 0.

Suponha que — b = 0.
Por(Gs),a —b=a+ (—a).
Por(OA), (—a)+a—b=(—a)+a+ (—a) = —b= —a.

15



Contradi@o. Logo,a — b < 0.

e (iv) = (v) Sea — b < 0 podemos dizerque—b < 0ea — b #0.
Por(OA),a —b+ (—a) < —a.

Por( 1), a+(—a)+ (=b) < —a.
Por(Gs), —b < —a.

Por(OA), =b+b< —a+b.

Por(Gs),0 < —a +b.

Por(Gy4),0 < b — a.

Note que @o podemos teb — a = 0, pois isso implicaria pofA,) e (OA),
respectivamente, que:

b—a=b+(-b)= —-b+b—a+a=-b+b—-b+a
= 0=-b+a
= (0=a—0.

Chegamos em um absurdo. Logec b — a.

e (v) = (i) Se0 < b — a podemos dizerqué < b —ae0 # b — a.

Por(OA),a <b—a+a.
Por(Gs), a <b.

Suponha qué = a.
Por(OA) e (G,) temos:
b—a=a—-—a=0bb—a=0.

Contradi@o. Logo,a < b.

Observa@o 1.4. Fazendd = 0, segue do Lema.2 (i) < (v) que
a<0<+=0<—a.

Observag@o 1.5. Fazenda: = 0, segue do Lema.2 (i) < (iv) que
0<b+= —-0<0.

Coroléario 1.2. Num grupo abeliano totalmente ordenad®, +, <), as seguintes
propriedades 8o equivalentes:

(i) a<b
(i) a+c<b+c¢VeceG
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(i) —=b< —a
(iv) a—b<0
V)0<b—a

Demonstra@o. Imediato do Lemd .2.
[ |

Observago 1.6.De forma a@loga as observaes anteriores, usamos o C@ab
1.2 para obter:

00 <0<+ 0< —a.
e 0 < b= —-b<N0.

Lema 1.3. Para todo elementode um grupo abeliano totalmente ordenado
(G, +, <) e para todo amero inteiron, temos:

() se0 < nesed < a,entol < na.
(i) se0 < nesea<0,entiona < 0.
(i) sen < 0esel < a,entiona < 0.
(iv) sen < 0esea <0, entol < na.

Demonstra@o.

(i) Inducdo sobre n.
e Paran = 1.
n.a = l.a = a > 0, por hipbtese.

e HipOtese de indulp: ka > 0 para k fixo,k > 1.

e Tese de induo:(k + 1).a > 0.
(k+1)a=ka+a

Pela hifptese de induiip e pelo Cordlrio 1.2 temos:
ka+a>04a=a>0.

Logo, por transitividade(k + 1).a > 0.
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(i) Inducdo sobre n.
e Paran = 1.
n.a = l.a = a < 0, por hipbtese.

e HipOtese de indup: ka < 0 para k fixo,k > 1.

e Tese de induo:(k + 1).a < 0.
(k+1).a=ka+a
Pela hiptese de induiip e pelo Cordlrio 1.2 temos:
ka+a<0+a=a<0.
Logo, por transitividade(k + 1).a < 0.

(iii) Sen < 0temos poOA),
n+(—n) <0+ (—n) = 0< —n.

Ento por(:) temos(—n)a > 0. Poém, de acordo com a Defigig 1.2,
(—n)a = —na.

Como—na > 0, segue da Observag1.5 quena < 0.

(iv) n<0= —n > 0.
a<0= —a>0.
Por (i) temos qué—n)(—a) > 0. Basta provar qué—n).(—a) = na.
Usando a defin#&o temos:

o (—n).(—a) =(—a)+ (—a)+ ...+ (—a), —n vezes.
ena=—(a+a+a+..+a), —nvezes.

Como as expreées acima coincidem, conéioos que(—n).(—a) = na.
|

Corolario 1.3. Para todo rumero inteiro @o nulon e para todo elementoao
nulo a, de um grupo abeliano totalmente ordenadgptem-sena # 0.

Demonstra@o. Comon # 0 ea # 0 temos, pelo Lema.3, quena # 0.
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Corolario 1.4. SejamG um grupo abeliano totalmente ordenadaec G. Se
0 < a e sem en SA0 numeros inteiros tais quer < n, enBioma < na. Alem
disso, sen < n temosma < na.

Demonstrag@o.
m<n—n-—m > 0.

Temos dois casosi — m > 0 oun —m = 0.
(i) Sen —m = 0 temos por defini@ que(m —n) - a = 0.
(n—m)a=0=na—ma=0
—— na = ma.
(i) Sen —m > 0temos pelo Lema.3 que(n —m) -a > 0.

(n—m).a>0= na—ma>0
= ma < na.

Portantojna < na.
Sem < ntemosma < na, pela partgii) da demonstrép acima.
|

Corolario 1.5. SejamG um grupo abeliano totalmente ordenadaec G. Se
a < 0 e sem en S0 numeros inteiros tais quer < n enfio na < ma. Alem
disso, sen < n eniona < ma.

Demonstrag@o.
m<n=—n-—m>0.

Temos dois casosi —m > 0oun —m = 0.

(i) Sen —m = 0temos por definigo que(n —m) - a = 0.

(n—m).a=0=na—ma=0

— na = ma.
(i) Sen —m > 0temos pelo Lema.3 que(n —m)-a < 0.

(n—m).a <0 = na—ma<0
= na < ma.

Portantona < ma.

Sem < ntemosna < ma, pela partgii) da demonstrép acima.
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Proposicdo 1.2. Sejama e b dois elementos de um grupo abeliano totalmente
ordenadd? tais quea < b e sejan um nimero inteiro. As seguintes afirntas
sao verdadeiras:

() se0 < n, entiona < nb.
(i) sen < 0, enBond < na.

Demonstrag@o.

(i) Comoa < b segue do Lema.2 quea — b < 0. Desde que: > 0, usamos 0
Lemal.3 para obter:

n(a—0b) <0=na—nb<0
= na < nb.

(i) Comoa < b segue do Lema.2 quea — b < 0. Desde que: < 0, usamos 0
Lemal.3 para obter:

n(a—0b)>0=na—nb>0
= nb < na.
[ |

Corolario 1.6. Sejama e b dois elementos de um grupo abeliano totalmente or-
denadoG tais quea < b e sejan um riumero inteiro. As seguintes afirnizs §o
verdadeiras:

() se0 < n, enBona < nb.
(i) sen < 0, enBonb < na.

Demonstra@o.

() Sea = benBona = nb.
Sea < b, segue da ProposiQ1.2 quena < nb.
Portantona < nb.

(i) Sea = bentona = nb.
Sea < b, segue da ProposiQ1.2 quenb < na.
Portantond < na.
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Veremos a seguir uma caracterizaglos grupos abelianos totalmente ordena-
dos.

Definicao 1.7.Diz-se que um elementg de um grupo abeliano totalmente orde-
nadoG, é positivo (respectivamente, negativo) se, e somenté se. (respecti-
vamenteg < 0). Sea € positivo (respectivamente, negativo) eisg 0, diremos
quea € estritamente positivo(respectivamente, estritamente negativo).

De acordo com a defirfp acima, o elemento neutfo € G, & positivo e
negativo. Como a rela@p < & anti-singétrica, vemos que & oUnico elemento de
G com tal propriedade.

Notacao: SejamG um grupo abeliano d, B C G. Usaremos as notaes:
e A+B={a+bac Aebe B}.
o —A={—a;a € A}.

Teorema 1.1.SeG & um grupo abeliano totalmente ordenado &’se 0 conjunto
de todos elementos positivos@eentio valem as seguintes propriedades:

() P+PcCP
(I PN(=F) ={0};
1y PU(-P) =G.

Além disso, sé&' & um grupo abeliano e sB & uma parte do conjunt@ que
satisfaz as cond@es(/7), (1), (I11), eno existe umdinica relagio de ordem
total < em(, compaivel com a adiéo, tal queP seja o conjunto de todos 0s
elementos positivos da ordem

Demonstra@o.

() P+PCP
Sejama,b € P,entioa > 0eb > 0.

Por(OA),a+b>0+b=102>0.
Por(Og), a+b>0.

Logo,a +b € P.
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(I PN(=P) = {0}
Temos pela Defin@o 1.7 que sex € P enoa > 0, e seb € (—P) en@o
b <0.

re PN(-P)=—=x€cPexe—P
=z >0ex <0.

Entio por(O;), x = 0.

1y PU(-P)=aG
Claro queP J(—P) C G,poisP C Ge(—P) CG.

Sejaa € G. Como< € ordem total temos < 0 ou0 < a. Segue que
a € (—P)oua € P. Portantaz € PJ(—P).

Suponha agora qu& seja grupo abeliano e que exigtaC G satisfazendo as
condiges(]), (IT)e(I11).
Defina emG a rela@o:

a<b<eb—-achP.

Afirmacao: A rela@o acimeé rela@o de ordem.
e Reflexiva(O, ): E imediato, pois: —a = 0 e0 € P em virtude de(1).

e Anti-simétrica(O;): Sea < b e seb < a temos, respectivamente;- a €
Pea—be P.Note que(a — b) = —(b—a), logo,a — b € (—P), de onde
vem, por(1//),a —b =0, ou sejag = b.

e Transitiva(O;): Sea < beseb < ¢,temosh—a € Pec—be P. Da
condic@o (/) resulta que:

(b—a)+(c—-b)eP=c—acP
—a <c.

Devemos tamém verificar que< define uma releégo de ordem total, ou seja,
provar(Oy).

e (O,): Sejama e b dois elementos quaisquer de e consideremos a
diferencaa — b.
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Conforme a cond#o (//]) temosa — b € Poua — b € (—P).
Sea — b e Ptemosh < a.
Sea — b€ (—P)temoshb — a € P, ou sejag < b.

Falta verificar que a rel@p < & compaivel com a operao do grupo, ist,
falta provar(OA).

e (OA): Sejama, b e c elementos quaisquer dée suponhamos que< b.
a<b=b—a€P

= (b+c¢)—(a+c)=b—a€P

—a+c<b+ec

Note que o conjuntd@ é formado pelos elementos positivos@eDe fato,
aeEP<=a-0cP <= 0<a.

Finalmente, vamos provar a unicidade da ordem.
SejaR uma rela@o de ordem total er®, compatvel com a adigo deG, tal que
P € o conjunto dos elementos positivos@segundo a orderR. Istoé,

P ={a € G;0Ra}.

Pelo Corohrio 1.2 temos:
aRb <= 0R(b—a)<=b—a€ P.

Mas havamos definido a rel@p
b—a€e P+ a<b.

Segue queRb <= a < b.
Portanto as reld@gsR e < coincidem.

Corolario 1.7. Um grupo abeliand € orderavel se, e somente se, existe uma
parte P, do conjunto&, que satisfaz as condies(/), (1) e(I/II).
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Demonstrago. E imediato do teorema anterior.
|

Exemplo 1.4. O subconjunta”? = N do grupo abelian@ dos rumeros inteiros
satisfaz as condags(7), (I1) e (III) do Teoremal.l. Portanto, define uma
ordem total<, sobreZ, pondo-se

a<b<—=b—a>0.
Alem disso, esta ordesncompaditvel com a adigo:
a<beceZ—a+c<b+ec.

Analogamente, o subconjunt® = —N tamkem satisfaz as condies(/),
(II)e(I1I). Portanto, ol#m-se uma outra ordem total, conipat com a adiéo,
pondo-se

aRb <= b — a & 0 oposto de um{rmeros natural.
Podemos completar o que foi visto acima mostrando quena®s subcon-
juntos P, deZ, que satisfazem as condigs(/), (/1) e (/1) saoN e —N.
Com efeito, conforme¢/1]) temosl € Poul € —P.
Sel € Ptemos, polII), queN C P. Suponha, por absurdd, # P.

N+#P— 3Jbe Ptalqueb ¢ N
— b= —qa,coma €N
—be PN(—P)={0}
= b =0,

contradi@o, poish ¢ N.
Analogamente, sé € — P conclui-se que® = —N.

Em resumo, o grupo abelia#bdos rumeros inteiros@pode ser ordenado de
dois modos obtendo-se, @ot a ordem habitual e sua oposta.

O exemplo a seguir mostra uma outra forma de se obter o resultado do
Corolario1.1.

Exemplo 1.5. Consideremos o conjunts = Z x Z e coloquemos, por defirao,
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d) quaisquer que sejafa, b) e (¢,d) emG. E facil
verificar que esta operag define uma estrutura de grupo abeliano s@bxeZ.

Indiguemos por” o subconjunto d& x Z formado por todos os parés, b)
tais que) < a eb qualquer, ow = 0 e0 < b, onde< & a ordem habitual do grupo
aditivoZ.
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Vamos verificar as condbgs(/), (/1) e (I11) para o subconjunt®.
(I): Sejam(a,b) e(c,d) € P.
(a,b) € P = (0 < aebqualquejou(a =0e0 < b).
(¢,d) € P = (0 < cedqualquejou(c =0e0 < d).
1° caso:0 < a, b qualquer0 < ¢ ed qualquer.
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).
Por(OA) e(O3) temos:
0<ael<c=0<a+c
Logo, (a + ¢, b+ d) € P.
2° caso:0 < a, bqualquerc =0e0 < d.
Por(Gs),a+c=a+0=a> 0.
Logo, (a + ¢, b+ d) € P.
3° caso:a = 0,0 <b,0 < cedqualquer.
Analogo ao caso anterior.
4°caso:a=0,0<b,c=0e0 < d.
a+c=0+0=0e0<b+d,
por (OA) e (0s).
Logo, (a + ¢, b+ d) € P.
(I1): Seja(a,b) € PN(—P).
(a,b) € P—= (0 < aebqualquejou(a = 0e0 < b).
(a,b) € (—P) = (a < 0ebqualquejou(a = 0eb < 0).
1° caso:0 < a, b qualquerg < 0 e b qualquer.
Nao podem ocorrer simultanenamefte a ea < 0.
2° caso:0 < a, bqualquerg =0eb < 0.
Nao podem ocorrer simultanenamefte o ea = 0.
3?caso:a =0,0 < b,a < 0ebqualquer.
Analogo ao caso anterior.
4°casoia =0,0<b,a=0eb <0.
0<beb<0=0b=0,
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por (Os).
Logo, (a,b) = (0,0).
Portanto,P N(—P) = {(0,0)}.
(I11): Seja(a,b) € G.
Sea=0e0 <benBo(a,b) € P.
Sea=0eb< 0ento(a,b) € (—P).
Se0 < a eb qualquer erdéo(a,b) € P.
Sea < 0 ebqualquer er#o(a,b) € (—P).
Logo, PU(—P) = G.
Portanto, pelo Teorem&a.l, Z x Z & um grupo ordenado pela ordem
definido por
(a’ab> < (C> d) — (Cv d) - (CL, b) cPp
< (c—a,d—b)eP
< c—a>00U(c—a=0ed—b>0)
<= a<cou(a=ceb<d).
Exemplo 1.6. Os grupos abeliandZ.,,, +) nao €10 orde@veis.

De acordo com o Corétio 1.7, basta verificar qu&,, nao possui subconjunto
que satisfaca as condies(!), (/1) e(II1I).

Suponha qué,, possua subconjuntB satisfazenddr), (I1) e (I11).

Se P coném um gerador d¢Z,,+), segue da conddp (/) que P = Z,.
Entio (—P) = Z, e isso contradiZz/ /). PortantoP nao pode conter gerador de
Ly,

Comol en — 1 sdo geradores d¢Z,,, +), segue d¢I1) que
I,n—1¢€ (—P). Mas

ele(-P)— -T=n—-1€P

en—1€(—P)=1¢€P.

Isso diz queP possui gerador d€Z,,, +). Absurdo.

Portanto, Ao existe subconjunto P que satisfaca as céedi¢/), (/1) e
(II1).

Veremos a seguir uma generaliaagdo Teorema.1.

Teorema 1.2.SejaG um grupo abeliano.
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(a) Se(G,+, <) é parcialmente ordenado, & o0 conjunto P dos elementos po-
sitivos deGG satisfaz:

() P+PCP.
() PN(=P) = {0}.

(b) SeP C G satisfaz(I) e(11), enfio existe uménica relago de ordem ertr,
compaivel com a adigo deG, tal queP & o conjunto dos elementos positivos
desta ordem.

(c) A ordem obtida en) é total se, e somente setamkem satisfaz a condip
(I11).

Demonstrag@o.

(a) Demonstrago ardloga a do TeoremAl.

(b) Defina emG a rela@o:
a<b<—=b—-—achP.

A demonstrago, de que a rel@p acimee rela@o de ordeng aralogaaquela
feita no Teorema.1.

Falta provar a unicidade. Sejauma relaéo de ordem er&, compaivel com
a adig@o ded, tal queP € o conjunto dos elementos positivos@eegundo
a ordemR. Istoé,

P ={a € G;0Ra}.

Pelo Corohrio 1.2 temos:
aRb <= 0R(b—a) <= b—ac P.

Mas havamos definido a rel@p
b—ae€e P<=a<hb.

Segue queRb <= a < b.
Portanto as reldesRk e < coincidem.
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(c) Se a ordeng total endo para toda € G temos:
a<0oUa>0=—a€ —Pouae€P.

Portanto,P J(—P) = G.
Reciprocamente, suponha que valha a cawli¢/ 7).
Dadosa, b € G temosa — b € G, e en@io

a—bePoua—-be(—P)=0<a—-boua—>b<0
= b<aoua<b.

Portanto, a orders € ordem total.

Exemplo 1.7.Considere o grupo abeliafbdos rumeros inteiros e tomg como
0 conjunto dos ameros naturais pares. Podemos verificar usando o teorema an-
terior, queP define uma ordem parcial sobife

Vamos demonstrar a afirmag acima.
Sejama eb em P. Podemos escrever= 2z eb = 2y; x,y € N.

() P+PCP
2¢ + 2y = 2(xz +y) € P, por defini@o.

() PN(—P) = {0}
a€ PN(—P)=ac Peac (—P).
aeP=—a=2x,z€Ne
a€(—P)=a=2y,ye (—-N)
Ento temozr =2y — x = y.

Logo,z € NN (—N) = {0}. Comoa = 2z ex = 0 temosa = 0.

Segue do Teorema?2 que P = {2z;x € N} define emZ a rela@o de
ordem

a<b<—=b—-—acPP.
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Note que esta ordeman € total. De fato, para ser total dei@nos ter
Z = PU(—P). Mas isso aoé verdade poi8 € Z,mas3 ¢ Pe3 ¢ (—P).

Existe uma categoria especial de grupos abelianos totalmente ordenados, que
usaremos posteriorment@asos grupos abelianos totalmente ordenados arquime-
dianos.

Definicao 1.8. Diz-se que um grupo abeliano totalmente ordengeot, <) é
grupo arquimediano se, e somente se, a ordefrsatisfaz o0 seguinte axioma:

(AA) quaisquer que sejamebemG, sel < a e0 < b ento existe um amero
naturaln tal queb < na.

Exemplo 1.8. O grupo abelian@ dos rumeros inteiros, com a ordem usual,
arquimediano, pois see b sao dois inteiros tais qué < a < b, temos
b< (b+1)a.

Exemplo 1.9. O grupo ordenad@ x Z, definido no Exemplal.5, ndo & ar-
quimediano, pois, por exemplo, tem@s 0) < (0,1) < (1,1) e no entanto
n(0,1) = (0,n) < (1,1) para todan € N*.

Teorema 1.3.Se(G, +, <) € um grupo arquimediano e seb sdo dois elementos
estritamente positivos, €t existe unuinico Mimero natural @o nulom tal que
(m—1)a <b< ma.

Demonstra@o. Consideremos o conjunt de todos os iimeros naturaisao
nulosn tais queb < na.

De acordo com o axioma de Arquimedg&s rao vazio, logo, existen =
minS e temosn # 0 eb < ma.

Sem = 1,temos).a =0 < b < a.
Sem > 1,teremosn > 0em — 1 ¢ S, portanto,(m — 1)a < b < ma.
Finalmente, sejar’ € N* tal que(m’ — 1)a < b < m/a.

Sem < m/, temosm < m’ — 1, portanto, em virtude do Coratlio 1.4, resulta
quema < (m’ — 1)a, de onde vemma < b, contra a definigo do inteirom.

Analogamente, chega-se a uma contradigo caso em que se Sign’ < m.

Portanton’ = m.
[ |

Proposico 1.3. Se (G, +, <) & um grupo arquimediano e see b s3o dois e-
lementos quaisquer d&, coma # 0, enfio existe um amero inteiron tal que
b < na.
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Demonstrag@o.
Seb < a, tomen = 1. Assim podemos assumir< b.

Sea =0b < 0,tomen = —1. En0ob < 0 < na.

Sea =0b > 0,tomen = 2. Enfob = a < a + a = na.

Seb=0ea > 0,tomen = 1.

Seb=0ea < 0,tomen = —1. Enfao0 = b < na.

Portanto, podemos assumik b ea # 0 # b. Vamos analisar 0s casos:

() a>0eb>0.
(i) a<0eb>0.
(i) a<0eb<O.
(i) Eimediato do Teorema3.
(i) Sea < 0ento—a > 0. Dessa forma basta usar o item anterior.

(i) Temosa < 0 eb < 0. Alem disso, temos que< b.
Tome enfion = —1, assimb < 0 < na = —1a.

A relagdo de ordem de um grupo abeliano ordenado permite que se estabeleca
o conceito de radulo que gera algumas propriedades importantes.

Definicao 1.9. Chama-sevalor absoluto (ou mbdulo) de um elemento, de um
grupo totalmente ordenade, ao elementda| definido por :

a , sel<a.
la| =
—a , Sea < 0.

Notemos que a defirdp acima pode ser posta sob a forma

la| = max{a, —a}.

Por exemplo|1| = 1,0 =0e|— 1| = 1.

Teorema 1.4.Num grupo abeliano totalmente ordenad valem as seguintes
propriedades:

(i) 0 < |a| paratodo aem G &| = 0 se, e somente se= 0.

(i) | — a| = |a|, paratodo aem G.
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(i) —|a| < a < |a|, paratodo aem G.

(iv) se0 <aeser € Gétalque—a <z < qa,endolz| < a.
(V) |z +y| < |z| + |y|, quaisquer que sejam x e y em G.

Demonstrag@o.

(i) @0 < |a| paratodaz emG

Sea > 0 enfo |a| = a, por defini@o. Logo, por transitividade, temos
la| > 0.

Sea < 0 en&o|a| = —a. Por(OA), temos—a > 0. Logo, |a| > 0.
ela|=0<=a=0.

(=) Suponhau # 0.

a> 0= |a| = a > 0. Absurdo.

a < 0= |a| = —a > 0. Absurdo.

(<) Sea = 0, ento por definigo|a| = |0] = 0.

(i) | —a| = |a|, paratodo aem G.
e Sea > 0 enfio por(OA), —a < 0. Logo,|a| =ae| —a| = —(—a) = q,
0 que resulta ermu| = | — al.
e Sea < 0 enBo por(OA), —a > 0. Logo,|a| = —a €| —a| = —a, 0 que
resulta ema| = | — al.

(i) —|a| < a <|a|, paratodo aem G.

e Sea > 0 enBo|a| = a. Podemos dizer, em particular, quec |al.
Como|a| > 0, enfio—|a| < 0. Ficamos com:

—la| <0<a<|al = —|a| < a < al.
e Sea < 0, temos que:
a<0<|al = a<]al

Podemos dizer, em particular, que< |a|. Além disso, temos que:
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(iv)

v)

la| = —a = —|a| = a = —|a| < a.

Logo, —|a|] < a < |al.

se) <aeser € Gétalque—a <z < a,ento|z| < a.
Sex > 0,enBo|z| =z < a.

Sezr < 0, enfio|z| = —z. Mas, por hifptese,—a < x 0 que implica que
—z < a. Logo,|z| < a.

|z +y| < |z| + |y|, quaisquer que sejam x e y em G.
Somando membro a membro as desigualdades
—lz| <z <fafe—yl <y <yl

obtemos:

—(lzl+ ) Sz +y <[z +y

logo de(iv), segue quéx + y| < |z| + |y|.

Proposicao 1.4. Para todo amero inteiron e para todo elementode um grupo
abeliano totalmente ordenadbtemos|nz| = |n| - |x|.

Demonstrago. Temos quatro casosaa eles:

(i)
(if)
(iii)
(iv)
(i)

n>0exz>0.

n<0ezx <O0.

n>0ex <0.

n<0ex>0.

Comon > 0 ex > 0 temos por definigo,

In| =ne|z| ==x.

Temos tambm pelo Lemd .3 quenz > 0 en@o|nz| = nx.

Logo|n| - |z| =n -z = |nz|.
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(i) Comon < 0 ex < 0temos por definigo,
In|=-nel|zx|=—x

Temos novamente pelo Lema3 quenz > 0 enio|nz| = nx. Ficamos
com,

n| - |z] = (=n) - (=2) = nz = |nz].
(i) Comon > 0ex < 0temos
In|=nelx|=—-2x

Sabemos que - z < 0, ou seja

nx| = —nx .

Logo|n| - |z| = (—n) - x = |nz|.

(iv) Analogo ao iteniiz).
|

Proposicao 1.5. Sea e b sao dois elementos quaisquer de um grupo abeliano
totalmente ordenad@, eno||a| — |b|| < |a — b].

Demonstrag@o.
1° caso:a > 0eb > 0 enBola| = a e|b] = b. Assim

lla] = [ol] = fa = b] <]a —b].
2° casoia < 0eb<0enfola| = —ae|b| = —b. Assim

llal = [bl] = |(—a) — (=)
—|-a+h
=[(=1) - (a—b)]
= =1 Ja—b| < |a—b].

3° casoa > 0eb< 0entola| = aelb| = —b. Assim
lal = oIl = la = (=b)| = [a + b].
Gostaria de provar que + b| < |a — b|.
Pelo Teorema 4, |a + b| < |a| + |b| = a —b.
Comoa > 0 eb < 0temosb < a, ou seja) < a — b. Portantoja — b| = a — b.

Logo,|a + b| < |a — b).

4° caso:a < 0 eb > 0. Demonstrago ardloga a anterior.
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Na proxima secgo estudaremos uma estruturagdigca munida de duas opetes,

0S areis.

1.2 Anéis Ordenados

Definicao 1.10.Um conjunto @o vazioA &€ umanel em rela@o as operages
binarias de adigo (+) e multiplicago (-) desde que, para arlitiosa, b, c € A,
as seguintes propriedades sejam verificadas:

(A1) (a+b) +c=a+ (b+c) (a operago(+) & associativa).
(As) a+ b =0+ a (aoperago(+) & comutativa).
(A3) 304 € Atal quea + 04 = a (existe elemento neutro para a op@&@gt)).

(Ay)Va € A, I(—a) € Atal quea + (—a) = 04 (todo elemento tem sigtrico
aditivo).

(M) (a-b)-c=a-(b-c)(aoperago(-) &€ associativa).
(My)a-(b+c)=a-b+ a-c(distributividade de-§ a esquerda deH)).
(M3) (b+c¢)-a=10b-a+ c-a(distributividade de-§ a direita de {)).

Nas condifes expostas acima dizemos que a terna ordefqda, -) & um
anel.

Por abuso de linguageetncomum dizer-se apenas gdee um anel para ex-
pressar o conceito agora introduzido. Isto naturalmente préssyye as duas
opera@es tenham sido fixadas “a priori”.

Definicao 1.11.0 anel(A, +, -) &anel comutativoquando:
(My)a-b=b-a;Ya,be A.

Definicdo 1.12.0 anel(A, +, -) €anel com unidadequando:
(Ms)314 € Atalquea-14=14-a=a,Va € A,

Definicdo 1.13.0 anel(A, +, -) €anel sem divisores de zerquando:

(Mg) a,be Aea-b=0=a=00ub=0.

Definicao 1.14.Um dominio (dominio de integridade ou anel de integridaée)
um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero.

Exemplo 1.10.Sao exemplos @ssicos de domios:
¢ Anel dos inteirogZ, +, -).
¢ Anel dos racionai$Q, +, -).
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¢ Anel dos reaigR, +, -).
¢ Anel dos complexo$C, +, ).

Exemplo 1.11.Para cada € Z, o conjuntonZ = {n-q \ ¢ € Z}, &€ anel em
relag@goa adi@o ea multiplica@o usuais d&. Note quenZ & comutativo, sem
divisores de zero, masio tem unidade, exceto quande= 1.

Exemplo 1.12. M,(R) = {( i Z

) ca,b,c,d e R}, com as operdies usuais
de matrize€ anel @o comutativo, com divisores de zero e com unidade.

Proposicao 1.6. As seguintes afirmé@gs §0 verdadeiras para um anel qualquer.

(i) O elemento neutro da a@igé Unico.

(i) O elemento neutro da multiplicagé dnico.
(iii) O simétrico de um elementetnico.
Demonstra@o.

(i) O elemento neutro da adigé Unico.

De fato, sejamx e o/ elementos neutros para a d@lbic Comoa’ € neutro
temos que

a=ao +«

e, comox € neutro temos que
o =a+d.

Por(A,) temos eréio que

o =a+d =d+a=a.
Logoo’ = a.

(i) O elemento neutro da multiplicagé Unico.
A demonstrago acima devidamente adaptada nos fornece o resultado.

(iii) O simétrico de um elemento € G & Unico.
De fato, sei’ e a” s4o dois sindtricos dez, entio por(A,) e (A;) temos que

d"=0+d"=(d+a)+d"=d+(a+d)=d+0=d.
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Observag@o 1.7.Usaremos oisbolo( para denotar o elemento neutro da adic
gue sea chamado de zero.

Observago 1.8.Usaremos oimbolo1 para denotar o elemento neutro da multipli-
ca@o que sé&x chamado de unidade ou apenas de um.

A proposi@o a seguir traz propriedades de &iritcos em um anel qualquer.
Usaremos estes resultados na demorétrdo Teorema.6.

Proposicao 1.7. SejamA um anel qualquer e, b € A. Enfao:
(i) a(=b) = (—a)b = —ab.
(i) (—a).(—=b) = ab.
Demonstra@o.
(i) Note que:
0=a.0=a.(b—>b)=ab+ a(-b).
Isso assegura que o finico deab é a(—b). Portanto,—ab = a(—b).
Analogamente verifica-se querb = (—a)b.

(i) Usando(i) temos:

(—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)).

Comoab — ab = 0, conclimos que o siratrico de—ab € ab. Isto €,
—(—ab) = ab.

Portanto(—a)(—b) = —(—ab) = ab.

Ao se definir um novo ente matéicoé necesario que se estabeleca quando
dois representantes deste eréte sonsiderados iguaik.o que faremos agora em
relagio a agis. Para isto & a necessidade de algumas defiag;

Definicao 1.15.Sejam A e A’ dois argis e sejaf uma fun@o do conjuntoA
no conjuntoA’. Diz-se quef & umhomomorfismodo anelA no anelA’ se, e
somente sea@® \alidas as seguintes condes:

(1) fla+b) = f(a) + f(b).
(2) f(a-b) = f(a)- f(b) , quaisquer que sejam agbA.
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Exemplo 1.13.SejamA = ZeB = Z X Z, f : Z — Z x Z definida por
f(z) = (x,0),Vx € Z. f € homomorfismo porque

flaty)=(x+y,0) = (2,0)+ (y,0) = f(z) + f(y) e
fa-y)=(x-y,0)=(2,0)- (y,0) = f(z) - f(y).

Exemplo 1.14.Considere a furipp f : Z — A, ondeA € um anel, definida por
f(n) = 14n. f @ homomorfismo porque

f(m)+ f(n) = Lam +1an = 1a(m +n) = f(m+n)e

f(m) - f(n) = (Lam) - (1an) = 1a(m(1an)) = m(nla) = 1a(mn) = f(mn).
Definicao 1.16.Se f € um homomorfismo del em A’ e sef &€ uma fun@o

injetora, diremos qug¢ € ummonomorfismode A em A’ ou quef & um homo-
morfismo injetor ded em A’.

Exemplo 1.15.0 homomorfismof : Z — 7Z x Z dado porf(x) = (x,0),
YV x € Z, & monomorfismo pois

flz)=fly) = (2,0) = (y,0) = x =y.

Existe uma forma alternativa para verificar se um homomorfisgmonomor-
fismo. Para apreseata, introduziremos o conceito a seguir.

Definicdo 1.17.Sejaf : A — B um homomorfismo de #&is, chamamos de
nucleo(ou kernel) def o conjuntoN(f) = {a € A; f(a) = 0}.

Exemplo 1.16.Sejaf : Z — A definida porf(n) = 14n. Vimos no Exemplo
1.14 que f € um homomorfismo. Tomando-se = 7Z, o homomorfismof € a
funcao icentica deZ e seu ficleo se reduz &0}.

Exemplo 1.17.Sejaf : Z — A definida porf(n) = 14n. Vimos no Exemplo
1.14 que f € um homomorfismo. Seja > 1 e tomemosA = Z,,.

Neste caso, o homomorfisnfoé definido porf(n) = 1-n = n e seu ficleo
€ mZ como vemos abaixo:

N(f)={a€Z;fla)=0}={a€Z;a-1=0} ={a € Z;a=0} =mZ.
Proposicao 1.8.Sejaf : A — B um homomorfismo. & equivalentes:

(i) f & monomorfismo

(i) N(f) = {0}.
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Demonstrag@o.
o (i) = (i1)
f(0)=0=0¢€ N(f)
— {0} € N(f).
zeN(f) = flz) =0
— =0,

f(0)

por f ser monomorfismo. Ficamos care {0}, ou seja N (f) C {0}.
Logo, N(f) ={0}.
e (ii) = (i) Suponhamog(x) = f(y). Eno:

0

flx) = fly) = f@) = fly) =
= flr—y)=0
—x—y=0
= x=y.

TN

Logo, f & monomorfismo.
[ |

Observag@o 1.9. Note que o Exempla.15 pode ser feito utilizando a propoaig
acima, ou seja, mostrando quéVg f) = {0}.

N(f) = {m € Z; f(m) = (m,0) = (0,0)} = {0}.

Definicdo 1.18.Se f € um homomorfismo del em A’ e sef & uma fungo

sobrejetora, diremos quéé umepimorfismode A em A’ ou quef € um homo-
morfismo sobrejetor dd em A'.

Exemplo 1.18.f : Z x Z — Z dada porf(z,y) = =, V(z,y) € Z X Z, € um
homomorfismo sobrejetor uma vez que

(@) + @ y) = fla+a2'y+y) =z +2" = f(z,y) + f(2",y),
f(zy)- (@ y) = fla-2'y-y)=a-2" = flz,y) - f(2',y).
Dadozx € Z, tome(z,0) € Z x Z, ento f(z,0) = z.
Logo, f € um homomorfismo sobrejetor.

Definicao 1.19.Se f € um homomorfismo dd em A’ e sef & uma fun@o bije-
tora, diremos qug € umisomorfismode A em A’ ou quef € um homomorfismo
bijetor deA em A'.

Observago 1.10.Um homomorfismo del em A tamkem é denominad@ndo-
morfismode A. Um isomorfismo ded em A € chamad@utomorfismale A.
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A existencia de um isomorfismo entre doisesimplica que os dois &is,
mesmo que tenham elementos distintos e que as d@raeles definidas tar@im
sejam diferentes, algebricamen@amt a mesma estrutura. Por estaamza e-
xistencia de um isomorfismo entre dois#se utilizada para definir igualdade de
areis: dois aRis K0 iguais quando ele&s isomorfos.

Baseados no Exemplio16 e no Exemplal.17 daremos a seguinte defifig.

Definicao 1.20. Chama-secaracteristica de um anel comutativel, com ele-
mento unidadd 4 # 0, ao Unico rumero naturaln tal quemZ seja o ficleo
do homomorfism¢ : Z — A definido porf(n) = 14 - n.

Dessa forma, o anel tem caractéstica zero se, e somente sé é o Unico
nimero inteiro tal qué 4, -n = 0. Por outo lado, o anel tem caractdsticam > 0
se, e somente sg;, € 0 menor iimero natural @o nulo tal qud 4 - m = 0.

Observag@o 1.11.0 Exemplol.16 e o Exemplol.17 nos mostram, respectiva-
mente, que o anél dos mumeros inteiros tem caractstica zero e o an€f,,
(m > 1), dos inteiros rodulom, tem caractésticam.

Definicao 1.21.SejaA um anel comutativo com elemento unidade # 0 e
suponhamos que esteja definida uma ordem totabbre o conjuntod. Diz-se
gue esta ordera compaitvel com a estrutura de anel definida sobre o conjunto
ou, simplesmente, qué &€ umanel ordenadopela ordenx se, e somente Se4@
validos os seguintes axiomas

(OA)Ya,b,c € A, sea < b, enloa+ c < b+c.
(OM)Va,b,ce A, sea <bel < cenfioac < be.

Se A é anel comutativo com elemento unidade e se estiver fixada, sobre o
conjuntoA, uma ordem totak que satisfaz os axiomd®A) e (OM) diremos,
simplesmente, qud, &€ um anel ordenado suprimindo-se, portanto, a éefgaa
ordem total fixada sobre o0 conjuntoe ao fato que esta ordem satisfaz os axiomas
(OA) e(OM).

Observago 1.12. Apesar de haver a restéig0 < ¢ no axioma(OM ), costuma-
se dizer que a orderd & compaitvel com a multiplicago.

Observag@o 1.13.Se A € um anel ordenado pela ordem enfio é imediato que
(A, +, <) & um grupo abeliano ordenado, portanto, num anel ordenado valem as
propriedades enunciadas na sext 1 relativasa adi@o.

Definicao 1.22.SejaA um anel comutativo com unidadg # 0. Dizemos que
A éordenavel, quando existe uma relag de ordem totak em A, que satisfaz
os axiomagOA) e (OM).
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Teorema 1.5.Todo anel comutativo ordenado tem caratdéca zero.

Demonstra@o. Sejad um anel ordenado. Considere o homomorfismo
f:7Z — A talquef(n) =14 -n.

neN(f)<=n-14=0.

Como (A, +, <) & grupo abeliano totalmente ordenadbec A usamos o
Corolario 1.3 para concluir que: = 0. Portanto,

neN(f)<=n-14=0
< n=0.

Segue quel tem caractdstica zero.

Definicao 1.23.SejamA um anel com unidade®e< A. Definimos:

CLO = 1A

a®=a-...-a,nvezes quande € N*.

Veremos a seguir algumas propriedades da ordem, relativas aos prodatos, e s
consideraremos 0 caso em que o anel ordenadaadmita divisores pprios do

zero. Portanto, daqui por dianté sonsideraremos @is de integridade ordena-
dos.

Teorema 1.6.Num anel de integridade ordenadovalem as seguintes propriedades:
(1) Regra dos sinais:

(a) se0 < aesel < b, ento,0 < ab.

(b) sea < 0eb<0,ento0 < ab.

(c) sea<0eb>0,enko,ab < 0.

(d) se0 < ab, enBio0 < aelO <boua < 0eb< 0.
(e) seab < 0,enBilo) <aeb<0Ooua<0el <b.

(2) 0 < a? paratodoaem A 8 < a? para todoa # 0; em particular, o elemento
unidade de A estritamente positivo.

(3) Se aé inverdvel, enfio a ea! sio ambos estritamente positivos ou estrita-
mente negativos.

(4) [ab] = |a] - |b].

Demonstra@o.
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1) (@0<a=0<aea#0.

(@)

(b)

(€)

(d)

0<b=0<beb+#0.
Por(OM) temos:
0-b<a-b=0<ab.

Note que Ao podemos terb = 0 ja quea, b # 0 e A € anel de integridade
(sem divisores de zero).

Logo,0 < ab.

Pelo Lemal.2 temos:
a<0=— —-a>0e
b< (0= —-b>0.

Por (a) temos:

(—a)-(=b) > 0= ab> 0.

Dea < 0 temos—a > 0. Ento por(a),

(—a)-b>0= —ab>0
= ab < 0.

Sel < a, podemos dizer que < a.
Suponha, por absurdo, qte< 0, enfio por(OM),

a.b<a0=0,

contradi@o. Outro casé aralogo.

(e) Se0 < a, podemos dizer que < a.

Suponha, por absurdo, qae< b, enfio por(OM),
0.b<ab=—0<a.b,

contradi@o! O casa: < 0 é aralogo.

0<da® Vae A.

a>0= a.a=a*>0,por(l)(a).

a< 0= a.a=a*>0,por(1)(d).

a=0=—=0a.a=0.0=0.

De qualquer forma, temag > 0. Alem disso, fica claro que ge# 0, enfio
a® > 0.
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Comol, # 0 temos, em particular, que, = 14 - 14 = (14)% > 0.

(3) aéinversvel=—> (¢ >0ea ' >0)ou(a<0ea! <0).
Sea > 0temosa.a™! = 14 > 0 por (2). Enfio por(1)(d),a" > 0.
Sea < 0temosa.a™! = 14 > 0 por(2). Enfio por(1)(d),a* < 0.
(4) |ab| = |al.|b]
ea>0eb>0

Por(1)(a) temosab > 0. EnBo|ab| = ab.
Dea > 0 temos|a| = a. Da mesma formé| = b.
Entio ficamos conub| = a.b = |al.|b].

ea<0eb<

Por(1)(b) temosab > 0. EnBo|ab| = a.b.
Dea < 0temos|a| = —a. Da mesma formé&| = —b.
Ento ficamos conub| = a.b = (—a).(—b) = |al.|b|.

ea>0eb<0

Por(1)(c) temosab < 0. Enfio|ab| = —a.b.
Dea > 0temos|a| = a. Deb < 0 temos|b| = —b.
Entao ficamos conub| = —a.b = a.(—b) = |al.|b|.

ea<0eb>0
Analogo ao caso anterior.
|

Proposicao 1.9. Num anel de integridade ordenadiovalem as seguintes pro-
priedades:

(i) se0 < a, enf00 < o™ para todo Giamero naturah.
(i) sea <0, enfo0 < a®" ea?"*! < 0 para todo aamero natural n.

Demonstra@o.
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(i) Temos que provar que fe< a, enfiol < a”.

Por indu@o sobre n.

e Paran = 0 temosa® = 14, por defini@o. Comol 4 > 0, pelo Teorema
1.6, temos que:” > 0.

e Hipotese de induigo: para k fixok > 0 temos0 < a*.

e Tese de indugo: 0 < a*+!.
a**tt =ad*.a > 0.

(i) Pelo Teorema.6 (2) temos quer? > 0, poisa # 0.
Segue déi) que(a®)" > 0, isto&,a*" > 0.

Comoa®" > 0 ea < 0, aplicamos a Regra dos Sinais para concluir que
a®tt =¢g?" . a < 0.

Notacdo: SejamA um anel eP um subconjunto del. Usaremos a notae:
PP ={abe€ A;a,b € P}.

Teorema 1.7.Se A & um anel de integridade ordenado eBe& o conjunto dos
elementos positivos dé, enfio temos:

() P+PCP.

(i) PA(-P) = {0}.
() PU(-P) = A.
(IV) PP C P.

Alem disso, sel & um anel de integridade e $&€é uma parte do conjuntd
que satisfaz as condies(/), (I1), (I11) e (IV), enfio existe umdnica ordem
total <, sobre A, compaivel com a adigo e a multiplicaéo, tal queP seja o0
conjunto de todos os elementos positivos pela ordem

Demonstra@o.
(I), (II)e(III)

Como A & ordenado temos quel, +, <) & grupo abeliano totalmente orde-
nado.
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Além disso,P & o conjunto dos elementos positivos(de +, <).

Segue do Teoremhal que P satisfaz as condags(/), (I1)e(I11).
(IV) PP C P

Sejama,b € P. Eno0 > a e0 > b. Por(OM) temos:

0.b<ab=0<a.b.

SejaA um anel de integridade e suponhamos que exista umaPade con-
junto A, que satisfaca as condies(/), (I1), (I1I)e(IV).

Pelo Teoremd.1, aplicado ao grupdA, +, <), existe umainica ordems<,
compaivel com a adigo, tal queP seja o conjunto dos elementos positivos por
esta ordem.

Pela Defini§o1.22 basta verificat(O M ). Mas o0 axiomdO M ) & de verificago
imediata por(IV).
]

Corolario 1.8. Um anel de integridaddl € orderavel se, e somente se existe uma
parte P, de A, satisfazendo as condies(/), (1), (I11)e(IV).

Demonstrago. E imediato do teorema anterior.
|

Teorema 1.8.A ordem habitual dosimeros inteiro® altnica ordem total com-
pativel com a estrutura de anel definida solire

Demonstra@o. O subconjunta® = N do anelZ dos rumeros inteiros satisfaz as
condi@es(I), (II), (I1I) e (IV) do Teoremd.7, logo,Z & um anel ordeavel.
Note que esta ordema ordem usual dosimeros inteiros:

a<b<=b—acN.

Sejam R uma ordem total definida sobf® compatvel com a adigo e a
multiplicacdo e,P o conjunto dos elementos positivos pela ordenisto é:

P ={a € Z;0Ra}.

Vamos provar qué® = N.

Por indu@o temos:

e 1 € P, pelo Teoremd.6.

e Suponha k fixok > 1 tal quek € P enfo0Rk.
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e Gostaria de provar que+ 1 € P.

ke Pele P— 0RkeOR1
= (0+ 1)R(k+1)
= 1R(k +1)
—k+1€P.

Portanton € P, para toda: natural rao nulo.

Note qued € P, logo,N C P. Falta provar qué’ C N. Suponha por absurdo,
que isso Ao ocorra, edo existeh € P tal que

b¢ N—=be (—N)

poisZ = N —N. Temos erdob = —a, a € N.
b=—-a=0be —P.
Mas enfiob € PN(—P) = {0}, de onde vem que= 0.

Chegamos dessa forma a uma contr@aaljgpois0 € N. Logo a ordemR
coincide com a ordem habitual dosmeros inteiros.
|

Definicao 1.24.Sejam(A, +,-) um anel eA’ C A, A’ # {}. Dizemos qued’ &
subanelde A quandoA’ & um anel com as oper@es deA, istoé:

(i) r,ye A =—=a2+yecAex-yecA.
(i) (A',+,-)€éanel

Definicao 1.25.SejaA’ um subanel del. Sel, € A’, dizemos qued’ & subanel
unitario de A.

Proposicao 1.10.SejamA um anel eA” um subconjunto del. Temos qued’ &
um subanel unério deA se, e somente se, as seguintes cdefigio satisfeitas:

(i) 1e A
(i) quaisquer que sejamb € A’,temosques —b e A'ea-be A'.

Demonstrago.
(=) E imediato da definigo.

(<) Comol € A’, segue que
0=1—-1€A.
Seae A,enBo—a=0—-—ac A'.

Sejam agora e b elementos del’, logo—b € A’ e consefjlentemente
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a+b=a—(-b) e A.

Comoa-b € A’ e as demais propriedades que definem um &weverificadas
em A’ pois 0 §10 emA, temos qued’ & um subanel déd.
|

Teorema 1.9.SejaA um anel comutativo com elemento uniddde# 0. Ent&o
0 conjunto de todos osfrtiplos inteiros del 4

la-Z={m-1a;meZ}
€ 0 menor subanel utio de A.

Demonstra@o. SejaA um anel comutativo com elemento uniddde+ 0.
Claroquely € 14 - Z.
Sejamm - 14,n-14 € 14 Z.

Como

m-lA—n-lA:(m—n)-lAelA-Z

m-lg-n-lay=(mn)-1ly€lyp€ly-Z

segue da Proposig1.10 quel, - Z € subanel undtrio de A. Falta provar qué o
menor.

SejaA’ um subanel unétrio deA. Logo,14 € A'.

Dadom € Z, temos:

esem=0enBom-1,=0¢€ A

esem >0enBom- -1, =14+..+14, € A.

esem<0enfiom-1y=—(14+..+14) € A,

Portantoyn - 14 C A'.
[ |

Teorema 1.10.SeA & um anel comutativo com elemento unidade# 0 e seA
tem caracteistica zero, er#to o menor subanel uiéitio de A & isomorfo ao anel
7, dos rumeros inteiros.

Demonstra@o. Consideremos afudo f : Z — 1,4 - Z, definida por
e Paraf ser homomorfismo devemos ter:
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(1) fla+0b) = f(a)+ f(b).
(2) flab) = f(a).f(b).

Sejam mp € Z:
Q) f(m+n)=1a-(m+n)=14-m+1a-n= f(m)+ f(n).

(2) f(m.n) = 1a-(mn) = (mla).(nla) = f(m) - f(n).
e Paraf ser epimorfismo devemos téisobrejetora, ou sejdm(f) = 14 - Z.
Im(f)=Af(x);z€Z}={1s - x50 € L} =14"Z.

e Paraf ser monomorfismo devemos témjetora. Pela Proposip 1.8 deve-
mos terN(f) = {0}. ComoA tem caractéstica zero,

N(f) ={zr € Z; f(x) = 0} = {z € Z; 14 - © = 0} = {0},
logo, f € injetora.
|

Definicao 1.26.Sejam(A, +, -, <) e (4’, +, -, <) dois areis de integridade orde-
nados ef uma fun@o do conjuntad no conjuntoA’. Diz-se quef € umisomor-
fismo ordenadode A em A’ se, e somente s¢,satisfaz as seguintes conogs:

(1) f & umisomorfismo do anel no anelA’.
(2) quaisquer que sejameb em A, tem-sex < b se, e somente s¢(a) < f(b).

Teorema 1.11.0 menor subanel urétio 1 4 - Z, de um anel de integridade orde-
nado A, &€ ordenadamente isomorfo ao azetios rimeros inteiros.

Demonstra@o. Pelo Teoremal.5, o anel de integridade ordenado tem cara-
ctefistica zero. Er#to, pelo Teorema.9, temos quel, - Z &€ o menor subanel
unitario deA. Aplicando agora o Teoremial0, temos quéd 4 - Z & isomorfo ao
anelZ dos rumeros inteiros.

Oisomorfismee f:Z — 14-Z, f(n) =14 - n.

Basta provar qué 4 - Z & ordenadamente isomorfo ao affel Enfio pela
Definicao 1.26 devemos ter para quaisqueren emz, m < n Se, e somente se,

f(m) < f(n).
(=) Sejamm, n € Z tais quem < n.
Comon — m > 0, temos por defin@o que(n —m) - 14 > 0. Assim:

0<(n-—m)-ly=n-ly—m-1lp=m-14<n-14, = f(m) < f(n).
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(<) Seja agoran,n € Z tais quef(m) < f(n).
EnBom - 14 < n-1,,istoé,(m—n)-14 <0.
Suponha, por absurdo, que— n > 0.

Segue da defingp de nbiltiplo em A que
(m—n) -1y =14+ ...+ 14 > 0. Absurdo!

Logo,m —n < 0, e portantan < n.
|

Nestalltima sec@o trabalharemos com um tipo particular de estrututebalga,
0s corpos.E importante frisar que os corpodcsareis de integridade onde todo
elemento Ao nuloé inversvel.

1.3 Corpos Ordenados

Definicao 1.27.Um anel(A, +,-) & umcorpo quandoé anel comutativo, com
unidade e satisfaz:

(M7)a€e Aja#0=3Ja e Atalquea-at =a'-a=1y.
Proposi¢ao 1.11.Em um corpo o elemento invergainico.

Demonstrag@o. De fato, sei’ e a” sdo dois inversos de, enfio temos que:

ad=d-1=d-(a-d")=(d-a)-a"=1-a"=d".

Exemplo 1.19.Sao corpos@Q, R eC.

Exemplo 1.20.7Z naoé corpo pois somentee —1 sao inver$veis emZ.

Definicdo 1.28.SejaK um corpo e suponhamos que esteja definida uma ordem

total < sobre o conjuntds{. Diz-se que esta ordeencompadivel com a estrutura
de corpo definida sobre o conjumtq ou quek € umcorpo ordenadopela ordem
< se, e somente se, @stsatisfeitas os axiom@® A) e (OM) da Definigo1.21.

Se K & um corpo e se estiver fixada, sobre o conjulitouma ordem total
< que satisfaz os axiomd® A)e (OM) diremos, simplesmente qu€ & um
corpo ordenado suprimindo-se portanto, a @&feraa ordem total fixada sobre o
conjuntoX e ao fato que esta ordem satisfaz os axiofmas) e (OM ). Diremos

gue um corpak € ordenavel se, e somente se , existe uma ordem total, sobre o

conjuntok’, que satisfaz os axiom@® A) e (OM).
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Conforme a definigo acima, s¢i, +, -, <) & um corpo ordenado, &u
(K,+,-,<) & um anel de integridade ordenado. Portanim werdadeiras em
K as propriedades estabelecidas na &@e@nterior para os ais de integridade
ordenados. Completaremos o Teorehtaacrescentando algumas propriedades
que derivam do fato que todo elemen&mmulo dekK é invergvel.

Teorema 1.12.Num corpo ordenad& valem as seguintes propriedades:

(1) Sea # 0, entioa e a~! sAo ambos estritamente positivos ou ambos estrita-
mente negativos.

(2) Se0 < a < 1k, enBlolx < a 'eselg <a,enBol < a ! < 1g, ondelg
indica o elemento unidade d¢€.

(3) Seb <a<benBol<b'l<alesea<b<0,enfiob ! <a!<0.
(4) |a | = |a|™!, para todoa # 0.

a

b

M, quaisquer que sejame b emK, comb # 0.

® 5 =1

Demonstrag@o.
Da-a't=1g>0
e Sea > 0 enfio pela regra dos sinais, corh@ > 0 devemos tea~! > 0.

¢ Sea < 0 enfio pela regra dos sinais, corhg > 0 devemos ter. ! < 0.

(2) eSel < a < 1xenBiolyg < a™?

Comoa > 0 temosa™! > 0, por(1).
Por(OM) temosa - a™! < 1x -a~'. Portantol g < a1

eSelyx <aentol <a ' <1k
Comolg > 0 temos, por transitividade, > 0.
a>0=a""'>0,por(l).

Por(OM)temos:lx-a ' <a-a ' = a! <l1g

— 0<a!<lg.
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(3) eSel <a<benBol <b ! <at
Por(1) temos:

0<a=—=0<a'le
0<b=—=0<bl

Por(OM) ficamos com:

O<a<b=0-bl<a-b'<b-b!
—=0<a-b' <1k
—=0<al-a-blt<al 1g
—=0<1lg-bl<al
= 0<bt<al

eSea<b<0enBobt<a <0
Por (1) temos:

a<0=al<0e
b<0=0b1<0.

Pelo Lemal .2 temos:

al<0=0<—-a'le
bl<0=0<—-b""1.

Por(OM) ficamos com:

a<b<0=— —a-bt<—=b-b1<0
— —a-bl< -1 <0
—ata-blt<al 1g<0

—bl<al<.

@) la™'] = [a|™"
lg=a-a "'

k| =la-a™!|

L = la] - ]a~],
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pelo Teoremd.6 (4).
Segue que o inverso de &|a|, istoé, |a|™' = |a7|.

a

b

_ lal

®) |7|= 0]

= |a. b_1|

a
b
= |a| - [b7!] (pelo Teoremd.6 (4))
= |a| - [b|~! (pelo item anterior)
_ lal
|b]
|

Definicao 1.29.Diz-se que um conjuntoao vaziok', totalmente ordenado pela
ordem<, édensose, e somente se, quaisquer que sejah em K, coma < b,
existec € K tal quea < ¢ < b. Um subconjuntdy, de K, € totalmente denso
em K (ou, simplesmente& denso enk) se, e somente se, quaisquer que sejam
ebemK, coma < b, existecy em K tal quea < ¢q < b.

Teorema 1.13.SeK & um corpo ordenado pela ordesy enfio o conjuntok &
denso pela mesma ordem.

Demonstra@o. Mostraremos que see b sao dois elementos quaisquer Hee
sea < benBodc € K tal quea < ¢ < b, onde

c=(21x)" (a+b)
Notemos inicialmente quéx e 2 - 15 sao estritamente positivos, pelo Teorema
1.6. Novamente pelo Teoremas temos que?2 - 1x)~! & estritamente positivo.
Dea < b resulta pofOA) que:

at+a<a+b= (2-1g)a <a+b.
Dea < btamkem obtemos:

a+b<b+b=a+b< (2 -1k)b.
Multiplicando as desigualdades p@r- 1x)~! e usanddO M), vem que:

a<(2-1g)"'-(a+0b)

e
(2-1x)7' - (a+b) <.
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Portantoa < (2 1x)~ " - (a +b) < b.
|

Corolario 1.9. O conjuntoP* dos elementos estritamente positivos de um corpo
ordenadoX nao tem nmimo.

Demonstra@o. Suponha qué € P* & minimo paraP*. Enaob € K eb > 0.
Tomea =0 € K.
Pelo teorema anterior, existes K tal quea < ¢ < b.
Segue que € K ec > 0. Assimc € P*. Isso contradiz a minimalidade de
PortantoP* nao tem ninimo.

|

Definicao 1.30.Diz-se que um corpo ordenadé’, +, -, <) & arquimediano se,
e somente se, o grupo ordenddo +, <) & arquimediano.

Para verificar que um dado corpo orden@dé arquimediano, basta comparar
os elementos estritamente positivosideom elemento unidade,, conforme o
teorema seguinte.

Teorema 1.14.Um corpo ordenadds € arquimediano se, e somente se, para
todo elemento estritamente positivale /&', existe um éimero naturaln tal que
a<n-l.

Demonstra@o.
(=) Se o corpdk & arquimediano eab de acordo com a DefirdigQ1.8,
quaisquer que sejamebem£k, sel < a e < bentiodn € N tal queb < na.
Sejama, 1x € K,0 < a.
Pelo Teorema.6 temos) < 1g.
ComoK & arquimediano existe € N tal quea < n - 1.

(«<=) Suponha agora que sejalida a seguinte condig:
Vae K,a>0,3n € Ntalquea < n-1g. (x)

Vamos provar qués’ € arquimediano.
Consideremos dois elementos quaisqueKkde e b, tais qued < a < b.
Temos dois casody < aoua < 1.

() 1k <a
Comob € K eb > 0, segue déx) que existen € N tal queb < n - 1.
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Temos tambm pelo Cordrio 1.4 que
n-lg<n-a=b<n-1,<n-a
= b<n-a.
(i) Pelo Teorema.12 temos
a<lyg = 1lg<al
Por hiptese existe. € N tal quea! < n - 1.
Por(OM),
a-al<n-a=1lg <n-a.
Portanto, de acordo com o caso anterior, existeN tal que
b<p-(na)=(pn)-a.
|

Corolario 1.10. Sea & um elemento estritamente positivo de um corpo arquime-
diano K , entio existe um éimero natural @o nulon tal que(n - 1)~ ! < a.

Demonstrago. Pelo Teorema.6, se0 < a enfio0 < a~ .
Pelo Teorema anteriofip € N* tal quea™ < n - 1.
Note que:

e pela Regra dos Sinais, como> 0ely > 0= n-1x > 0;

e e pelo Teorema.6, (n- 1)~ > 0.

Por(OM) temos

(n-1g)™tat<n-1g)™ (n-lg)=1lg = (n-1g) t-al-a<lg-a
= (n-1g)™! < a.
|

Definicao 1.31.Sejam/K um corpo eB C K. SeB € um corpo com as oper@es
de K , dizemos qué3 € umsubcorpode K. B C K € subcorpo déd quando:

(1) B € subanel déx.
(2) B tem unidade.
3)be B,b#A0=10b""' € B.
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Definicao 1.32.Todo corpo que admite uimico subcorp@ denominadaorpo
primo.

Teorema 1.15.0 corpo primoK,, de um corpo ordenado arquimediaro, &
totalmente denso elfs.

Demonstra@o. Sejama e b dois elementos quaisquer @& e suponhamos que
a < b.

Precisamos mostrar que € K, tal quea < = < b. Para isso distinguiremos
quatro casos.

() a=0.
Conforme o Cordrio 1.10 temos:

Jn € N* tal quea < (n-1;)"! < b.
Basta escolher = (n - 1;) 7.
(i) 0<a<hb.
a <b=b—a> 0. Emvirtude do Cordlrio1.10
dn € N*tal que(n - 1) < b—a.

Como K é arquimediano, existe de acordo com o Teoréraum (nico
nimero natural @ao nulom tal que

(m—1)(n-1g) ' <a<mn-1g)".
Portanto,

a<mn-lg)t=(m - 1g) (n-1g)™1
—(m—1)-(n-1g) "+ (n-1g)" <a+(b—a)=b.

Basta escolher = (m - 1) - (n - 1x) 7t

(i) a<0<b.
Neste caso, tome = 0.

(iv) a<b<0.

Temos0 < —b < —a, logo de acordo confii) , existexr € K, tal que
—b < x < —a,deondeveny < —x < b, com—z € K.
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Terminaremos esta seag estudando o problema do prolongamento da ordem

definida sobre um anel de integridade ordenado ao seu corpo dedrac

Definicao 1.33.SejamA e A’ dois conjuntos tais qud C A’ e sejamR e R’
relagges de ordem definidas, respectivamente sdbeed’. Diz-se queR’ & um
prolongamentode R se, e somente se\alida a seguinte cond:

quaisquer que sejame b em A, tem-sex Rb se, e somente seR'b.

Notemos que s&’ e total, endo R tamkemé total.

Interessa-nos examinar a deféacacima no caso em quk seja um anel de
integridade ordenado pela ordeRi e A seja um sub-anel uditio, de A, or-
denado pela ordenk. Indicamos porP (respectivamentel’’) o conjunto dos
elementos del (respectivamented’) que f0 positivos pela ordem® (respecti-
vamente R'), istoé,

P={xe€ A;0Rz} eP = {2/ € A;0R'2'}.
Com estas notégs, demonstraremos o teorema seguinte.

Teorema 1.16.A ordemR’ & um prolongamento da ordem se, e somente se,
P C P’; neste caso, tem-sé = P’ A.

Demonstrag@o.
(=) Suponhamos qu&’ seja um prolongamento de e sejax um elemnto
qualquer deA.

xr € P— 0Rr — OR'x =z € P'.

Portanto,P C P'.

(<) seP C P’ e sex ey sao dois elementos quaisquer detemos
zRy <= O0R(y — z) <= 0R/(y — z) <= zRy.

Portanto,R’ € um prolongamento di.

Falta provar qué® = P'N A.
e PC PNA

E imediato pois” c P' e P C A.
e P’"NACP
Suponha qué® # P’ A. Logo, exister € P’ A tal quea ¢ P.
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De A = PU(—P)ea ¢ Presultas = —bcomb € P. Logo,a € (—FP') e
comoa € P’ temosa = 0, contra o fato que ¢ P.

Portanto,P = P'N A.
[ |

O teorema acima nos mostra que o problema do prolongamento da &dem
definida sobred, a uma ordem totak’ definida sobred’ e compaitvel com a
estrutura de anel dé’, resume-se em determinar um subconjuitode A’, que
satisfaca as conddes(/), (11), (I1I),(IV)eP C P'.

Mostraremos agora que um dono de integridade gera de maneira natural
um corpo. Para isto, sefaum doninio de integridade e consideremos o0 conjunto
B ={(a,b) € AXA;b#0}.
Se definirmos enB a rela@o (a,b) ~ (d/, V') se, e somente se, V' = a’ - b,
teremos uma rel@p de equivancia.
Evidentemente; - a = a - a, Ou seja,~ é reflexiva.
Comod’ - b =a -V, temos que- € sinetrica.

Para verificar a transitividade, suponhamos @ué) ~ (a/,V') e
(a',0') ~ (a”,b"). Devemos provar quez, b) ~ (a”,b").

(a,b) ~ (a',b') = a-V =d -b.
(a/’ b/) ~ (a//’ bl/) _ a/ . b// — a// . b/.
Multiplicando a primeira igualdade péf e a segunda pdr, obtemos:

a- bV =d-b-Vted v -b=d V- b=a b b=a Vb
— V(a0 —d"b)=0.

Comob’ # 0 e A € um donmnio de integridadey - b = o” - b, provando que
(a,b) ~ (a”,b").

A classe de equivahcia de um elementa, b) € B sei indicada por
a
g = {<I>y) S 37 ('I7y) ~ <a7 b)}
e 0 conjunto das classes de equévetia sef indicado pori, ou seja,
a
K= {b;a,b c Aeb +# o}.

Dessa formall seia chamado corpo de frags do anel de integridade
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Teorema 1.17.Seja(A, +,-, <) um anel de integridade e sej@ o corpo de
fracOes do anel de integridadé. Nestas condiges temos:

(1) existe umainica ordem total?, sobre o conjuntd{, queé prolongamento da
ordem< e queé compaditvel com a estrutura de corpo definida solife

(2) o conjuntoP’ dos elementos positivos d€, pela ordemR, & formado por
todas as fra@es% (aebemAeb +# 0) tais qued < ab.

Demonstrago. Consideremos o subconjuntd definido na part€2) acima e
vamos mostrar qué”’ satisfaz as condigs(/), (I1), (I11), (IV)eP C P,
ondeP indica o conjunto dos elementos positivosAle

Notemos, inicialmente, que a cond@imposta sobre a frég% para que esta
fracdo pertenca &’ ndo depende da represerdageste elemento, ou seja,

se% = 2 e se) < ab, enfio temo9) < cd.

Isto & imediato, pois
ad = be = (ab)(cd) = (be)* = 0 < (ab)(cd),

como0 < ab teremos, conforme a Regra dos singis; cd. Esta observap
nos permite representar dois elementos dad®eg de P’ sob as formas

b
ngey:f,coma,b,cemAewéo. ( * %)
C &

A partir de agora sejam e y representados sob a forrfrax x).

o ([)PP+P CPF

Sejamzx e y dois elementos quaisquer &&.

Por hipotese temoac € P ebc € P, logo,(a+b)c = ac+bc e P+ P C P,

b
de onde resulta que o elemente- y = ato pertence &’
C

o (II) P'N(—F") = {0}
Sejax € P'N(—P’) um elemento qualquer. Temos
rze P = 0<ac

e

2P =0< —ac=ac<0
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Por(0O;), a = 0, de onde vemy = 0.

o (III) PPU(-P) =K

Sejar um elemento qualquer d€.

ac € A= PU(—P) = ac € Pouac € (—P).

ace P=ux€ P

ac € (—P) = —(ac) = (—a)c€e P = —x € P'.

o (IV)P'P CPF

Sejamz e y dois elementos quaisquer @&. Por hiptese, temos
ac € Pebc € P = (ac)(bc) = (ab)c® € P.

b
Portantory = a—z e P.
C

ePCP
E imediato, pois, todo elementode P pode ser representado sob a for%qa
etemos:- 1 =a € P, portantoa € P'.

Fica assim demonstrado qu#® satisfaz as condiges do Teorema.7; por-
tanto, existe uma ordem tot&l, sobre o conjunto compael com a estrutura de
corpo definida sobr&, tal queP’ = {z € K;0Rx} e comoP C P’ resulta que a
ordemR & um prolongamento da ordem Falta, portanto, verificar que a ordem
R que satisfaz estas condisé Unica.

Suponhamos, eab, queR; seja uma ordem total sobi€ satisfazendo as
mesmas cond@gs.

SejaP, = {x € K;0R;x} e notemos qué’; N A = P. Sex & um elemento
qualquer deP, representado sob a fornmax ), temos

CQGPCP1:>02[E€P1P1CP1
—ace PNA=P

—ar="¢cPp
C
— P C P
Notando-se que- P, C —P’, teremos
P=PNK
= P'N[PU-)]
= PLUP'N(—F)] € PLUP'N(=P")] = PLU{0} = P,
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logo P’ C P, e enBo P’ = Py, ou seja, a ordenk; coincide com a ordenk.
[ |

Teorema 1.18.Existe umainica ordem totak, sobre o conjunt@ dos rumeros
racionais, compavel com sua estrutura de corpo;ah disso, umimmero racional

a . . , .. P .
7 (a ebinteiros,b # 0) & positivo se, e somente 8é,& um rumero natural.

Demonstra@o. De acordo com o teorema anterior, aplicado para o caso parti-
cularem qued = Z e K = Q, conclimos que o corpd) dos rumeros racionais

é orderdvel; abm disso, com& admite umalnica estrutura de anel ordenado
(Teoremal .10) resulta que o corp@ sb pode ser ordenado de umico modo.

a , - . , N .
O resultado que- & positivo se, e somente sé, & naturale consegéncia

imediata da part€2) do Teorema anterior.
|

A Unica ordem definida sobr® & chamada ordem habitual do&nmmeros
racionais e, conforme o Teorerhd 4, sabemos que o corfidé totalmente denso
por esta ordem.

Teorema 1.19.0 corpo ordenado dosimrmeros racionai& arquimediano.

~ . , . . . m
Demonstrago. Sejaa um nimero racional estritamente positivo sob a forma
n

ondem en Sao rimeros naturaisdo nulos. Note que:
m
—<m+1,
n
poism en sao rumeros naturais. Logo, em virtude do Teoremmial, temos que

Q & um corpo arguimediano.
[ |
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Capitulo 2

Corpos Ordenados Completos

Neste cajiulo apresentaremos algumas ferramentasatirilo que seio uti-
lizadas para a constrag do corpo dosimmeros reais.
Iniciaremos estudando o conceito de corpo ordenado completo.

2.1 Supremo enfimo

Defini¢do 2.1. Sejam( K, <) conjunto ordenado 4 C K nao vazio.
Dizemos quex, € A éelemento ninimo de A, sex, < z, para todo: € A.

Defini¢do 2.2. Sejam( K, <) conjunto ordenado 4 C K nao vazio.
Dizemos quer, € A éelemento naximo de A, sex < z,, para todar € A.

Exemplo 2.1. A = {1,2,3}
1 & elemento fimimo e3 & elemento rAximo.

Exemplo2.2.A =N
0 é elemento nMmimo.

Exemplo 2.3.A =7
A nao possui elementoamimo, nem rmimo.

Definicao 2.3. Sejam(K, <) conjunto ordenado & C K nao vazio. Dizemos
quezx, € K écotainferior de A se,zy < z, para todar € A. Nestas condies
A élimitado inferiormente ou minorado.

Definicao 2.4. Sejam(K, <) conjunto ordenado & C K nao vazio. Dizemos
quez, € K écota superiorde A se,x < xq, paratodar € A. Nestas condies
A élimitado superiormente ou majorado.
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Exemplo2.4.4A={1,2,3} CN
0 & cota inferior ded. Para todo: natural,n > 3 & cota superior dd.
Note quel tamkemeé cota inferior deA.

Definicao 2.5. Sejam(K, <) conjunto ordenado & C K. Seja

C, 0 conjunto das cotas superioresXe
C; o conjunto das cotas inferiores de

O elemento rmimo de(,, se existir,é chamadsupremode X e o0 elemento
maximo deC;, se existire chamaddnfimo de X.

Exemplo 2.5. Todo subconjunto finito edo vazioS, de um conjunto totalmente
ordenadoF, tem supremo énfimo que &0, respectivamente, oaximo e o
minimo des.

Exemplo 2.6. O infimo do conjuntoP* dos elementos estritamente positivos de
um corpo ordenadd é igual a zero. Conforme o Co#ulo 1.9, este conjunto
nao tem ninimo. Além disso,P* nao admite supremo, pois este conjuntmB
majorado.

Podemos definir supremoiefimo de outra maneiraAs vezes, dependendo
da situa@o, torna-se mais conveniente usar uma ou outra dafini@ntes de
apresentarmos outra defiai@ para supremo semnecesario definir conjunto li-
mitado.

Definicao 2.6. Um subconjuntas nao vazio de um anel ordenadboé limitado,
seS for limitado inferior e superiormente.

Definicao 2.7. SejamK um corpo ordenado & C K. Diz-se que um elemento
s € K @ osupremode X se, e somente seig\alidas as seguintes condgs:

(a) Paratoda € X, tem-ser < s;
(b) Ses’ € K étal quer < s’ paratodar € X, enfios < ¢'.

Note que as defin@es de supremo (Defirag 2.5 e Definiao2.7) sdo equi-
valentes.

De fato, ses € K satisfaz a Defini@o2.5 enfioz € limitado superiormente e
x < s, Ve X, poiss é cota superior d& (s € C). Comos € o ninimo deC
temoss < s'.

Reciprocamente, sejafd, X e s satisfazendo a Defirdp2.7. Comoz < s,
Va € X, temos ques € C,. Para verificar que & o minimo deC, tome outro
elementos’ € C,. Comos’ € C, devemos terr < ¢/, Vo € X. Segue da
Definicao2.7 ques < s'. Portanto,s’ = minX.

61



Definicao 2.8. SejamK um corpo ordenado & C K. Diz-se que um elemento
i € K @ oinfimo de X se, e somente seds\alidas as seguintes condes:

(a) Paratoda € X, tem-se < z;
(b) Sei’ € K étal quel’ < x paratodar € X, enfioi’ < 4.

De forma a@loga ao que fizemos acima, prova-se que as deéaideinfimo
(Definicao2.5 e Definig@o2.8) sao equivalentes.

Teorema 2.1.Se o conjuntoX admite supremo, eab este element@®unico.

Demonstra@o. Suponha qu& tenha dois supremaos, e s;. Entao, pela Definigo
2.7, temos:

s1 @ supremo edbVr € X, x < sy.
S9 € supremo edbVr € X, x < so.
Pela partéb) da Defini§o2.7 temos:

S1 < 89 €59 < 851 = S1 = So, pOI’(OQ).

Teorema 2.2.Se o conjuntoX admiteinfimo, enfio este element®Unico.

Demonstra@o. Analoga a anterior.
[ |

Proposicgao 2.1. Se o conjuntaX admite supremag, enfio s € maximo deX se,
e somente se, € X.

Demonstra@o.
(=) s @ maximo deX enfos € X, pela Defini§o2.2.
(<) s € X es & supremo e@b,

Vr € X tem-sex < s.

Logo s € maximo deX, por defini@o.
|

Teorema 2.3.SeS e S; sao dois subconjuntos dE tais queS; C S, 51 # {} e
seS e S; admitem supremos, édsup S; < sup S.

Demonstrag@o.
S tem supremo eéb,Vzx € S, x <supS.

S; tem supremo ed@b,Vz' € Sy, 2’ < sup 5.
Suponha, por absurdo, qeep S; > sup S.
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sup S naoé cota superior d8, poissup S; € a menor cota inferior.
Logo existey € S; tal quesup S < y < sup 5.
ComoS; C Sey e S;temosy € S. Issodizquey € SesupS < y.

Contradi@o. Portantosup S; < sup S.
|

Lema 2.1. Um subconjunto &o vazioS, de um grupo abeliano totalmente orde-
nado(G, +, <), admite supremo se, e somente-s§,admiteinfimo. Neste caso,
tem-se

sup(—S) = —inf S einf(—S) = —sup S.
Demonstrag@o.
(=) Como.S admite supremo, eao por definigo
VeeSz<supS=— —x>—supb,
pelo Coroério 1.2. Portanto,— sup S € cota inferior para-S.
Sejau outra cota inferior de-S. Devemos provar que < sup —5S.

u cota inferior para-S — u < x,Vzr € -5
— —u > —z,Vr e S.

Comosup S & a menor cota superior dee —u tamlemeé cota superior dé,
segue queup S < —u. Issolevaar < —sup S.

Portanto, seS tem supremasup S en&io —S tem infimo —sup S, isto &,
inf(—=S) = —sup(9).
(«<=) Como—.S admiteinfimo, en&io por definigo

Voe (=9),z >inf(-5) = —z < —inf(-9),
pelo Coroério 1.2. Portanto,— inf(—.5) & cota superior paras.

Sejau outra cota superior deS. Devemos provar que < — inf(—295).

u cota superior paraS — z <u,Vr € -5
= —x > —u,Vr €S,

Como— inf(—S) & a maior cota inferior d8 e —u tamkemé cota inferior de
S, segue que-u < —inf(—S). Isso leva as < inf(—25).

Portanto, s& teminfimoinf S enfio—S tem supreme- inf S, istoé,
sup(—95) = —inf(9).
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Proposicao 2.2. SejamA e B dois subconjuntosdo vazios de um grupo abeliano
totalmente ordenad&’ e suponhamos que estes conjuntos admitam supremos,
enfio as seguintes igualdadémwerificadas:

() sup(A + B) = SupA + supbB;
(i) sup(AU B) = sup{supA, supB}.
Demonstra@o.

(i) a+b={x+y;x € Aey € B}.
Sabemos que < supAeVy e B,Vrc AeVy € B.

Entio por(OA) e (O3) temos
x4y < supA+y e supA+y < supA+supB = z+y < SUPA+SupB.
Logo supA + supB é cota superior dd + B.

Sejau outra cota superior dé+ B. Devemos provar quaip A+sup B < u,
e enBo teremos pela DefiriQ2.8, quesup A + sup B = sup(A4 + B).

Suponha, por absurdo, qeep A + sup B > u. En@ao
sup(B) > u — SUpA,

OuU sejau — SUPA naoé cota superior dé.
Logodb € B tal queu — supA < b < sup(B)

Novamente pofOA) temos que: — b < sup(A), ou seja,
u — b naoé cota superior ddl.

Logoda € Atalqueu — b < a < sup(A)
Entio por(OA), u < a+ b € A+ B. Contradi@o.
Portanto, supA + B) = SupA + supB.
(i) Sejar € AUB
Sez € Atemosr < supA
Sex € Btemosz < supB

De modo geraly < max{sup A,sup B} = sup{supA, supB}.
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Logo, sup{supA, supB} & cota superior dd | B.

Sejau outra cota superior dé J B. Devemos provar quaip{sup A, sup B} <
Uu.

Suponha, por absurdo, que< sup{supA, supB}. Temos dois casos:
e SuUp{supA, supB} = supA;
e sup{supA, supB} = supB.

1° caso:u < sup{supA, supB} = supA
Note queu naoé cota superior dd, enfioJa € A tal queu < a < SupA.
Comoa € A temos, em particular, quee (AU B). Ficamos com:

u < a€ AU B. Contradi@o.

Logo sup(AU B) = sup{supA, supB}
O outro cas@ aralogo ao primeiro.

Proposicao 2.3.SejamA e B dois subconjuntosdo vazios de um grupo abeleano
totalmente ordenad@ e suponhamos que estes conjuntos admiitdimos, endo
as seguintes igualdadefosverificadas:

(i) inf(A+ B) =inf A+ inf B;
(i) inf (AU B) = inf{inf A,inf B},

Demonstra@o. Analoga a do teorema anterior.
|

Proposicao 2.4. SejaA um subconjunto &o vazio de um corpo ordenado e
suponhamos qud admita supremo &fimo. Enfio as seguintes propriedades
sao verificadas:

(i) sece K e0 <c, entosupcA) =c-supAeinf(cA) =c-inf A;
(i) sece Kec<0,enfiosupcA) =c-inf Aeinf(cA) = c- supA.

Demonstra@o. c¢- A = {c- z;x € A}
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() Vx € A, x < supA.
Por(OM), c¢-x < c¢- SUpA.

Note quec - supA & cota superior de- A. Sejau outra cota superior deA.
Devemos provar que- sup A < u.

Suponha, por absurdo, que< ¢ - supA.

1 -

Comoc > 0 temos- > 0. Enfio, novamente pdiO M),
&

1 ,

—u < SUPA, ou seja,

&

| .
—u nAoé cota superior dd.
C

1
Logoda € Atal que—u < a < SupA.
C

Por(OM),u < ¢-a € cA. Contradi@o!

Logo sup(c- A) = ¢ - SupA.
O outro case identico.
(i) Analogo ao anterior.
|

A partir de agora temos condies de estudar o que nos propomos noidn
desta se@p.

Definicao 2.9. Seja(G, +, <) um grupo comutativo totalmente ordenado e supo-
nhamos que o conjunté tenha mais de um elemento. Dizemos @ué& um
grupo ordenado completose, e somente se, vale 0 seguinte axioma (chamado
axioma de completividade):

(AC): todo subconjunto dé&', ndo vazio e majorado, admite supremo.

Exemplo 2.7.0 grupo ordenad(Z, +, <), onde< & a ordem habitual dosimeros
inteiros, & completo, pois todo subconjunto @enao vazio e majorado admite
maximo.

Teorema 2.4.Seja(G, +, <) um grupo abeliano totalmente ordenado e supo-
nhamos que o conjunt@ tenha mais de um elemento. Nestas cdiebg> &€ um
grupo ordenado completo se, e somente se, todo subconjurdto o vazio e
minorado, teninfimo.
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Demonstrag@o.
(=) SejaX C G, X # {}, X minorado.

ComoX tem cota inferior temos:
dxg € Gtalquery < x,Vz € X.
dxg € Gtalque—z < —xo,Vx € X.
d—xz9€(—G)=Gtalque—x < —x,V —z € (—X).
Segue que-X & subconjunto @ vazio d&~ e —X € majorado.
Desde quéx é completo, existeup(—X) € G.
Pelo LemaR.1, existe—inf(X) € G. Logoinf(X) € G.

(<) SejaX C G, X # {}, X minorado & = inf(95).
Como X tem cota inferior temos:
dzg € Gtalquery < x,Vzr € X.

sex| € X étal quexr; < z paratodar € X, enfioz < x, OU Seja,x, &
infimo.

sex, € X étal quexr < z{ paratodar € X, enfioz, < z{, OU sejax, &
supremo.
Logo, pela Definigo2.9, G & completo.
[ |

Teorema 2.5.Todo grupo ordenado complef® & arquimediano.
Demonstra@o. Sejama e b dois elementos quaisquer detais que) < a < be
consideremos o conjunt® = {na € G/n € N}.

Gostaria de provar que€ € arquimediano, isté, que existe € N tal queb < na.
Suponha, por absurdo, que < b, para todo amero naturah, de onde resulta
queS é majorado, logo, existe = sup S.

Note queL — a < L. SeL —a > L, teilamos porOA)

L—a—L>L—-—L— —-a>0
= a < 0.

Contradi@o, pois assumimas< a.

ComoL = sup S temos qud. &€ a menor das cotas superiores.dorgxistep € N
tal que

L—a<pa<L

L—a<pa=—=L—-—a+a<pa+a
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= L<(p+1lachs.

Contradi@o, poisL = sup S.
|

Definicao 2.10.Diz-se que um corpo ordenadd’, +, -, <) & completose, e so-
mente se, o grupo ordenadl’, +, <) & completo.

Corolario 2.1. Todo corpo ordenado compleéoarquimediano.

Demonstrag@o. Pela defini@o anterior temos quk € grupo ordenado completo.
Entao, pelo teorema anteridk; & arquimediano.
[ |

Corolario 2.2. O corpo primo, de um corpo ordenado compléfpé totalmente
denso enis.

Demonstra@o. Pelo Corchrio 2.1 temos quél é arquimediano, eab pelo Teo-
remal.15 temos que o corpo primi,, de K, & totalmente denso er.
[ |

Exemplo 2.8. O corpoQ dos muimeros racionaisao é completo.

Consideremos o subconjunto

S={reQ;0<rer?<2}

do corpoQ dos rimeros racionaisE imediato queS & limitado, pois) e 2 sio,
respectivamente, minorante e majoranteésdemais,) = min S = inf S.

Afirmamos queS nao admite supremo. De fato, suponhamos por absurdo, que
a € Q seja o supremo d&. Dessa forma, temos, necessariameite, a < 2.
Sabemos queao existe um amero racional que elevado ao quadrado seja igual
a2. Portanto, podemos distinguir dois casepu® < 2 eb) 2 < a®.

4qa

2 + a2 > 0.

a) Consideremos olrmero racionat’ =

16a>

< 2,logo, (a')? < 2 e entod’ € S.
(2—a?)?+8a® — 9o, (d') @€

Temos(a')? =

Por outro lado,

1 1 2
2 2
< =(2 <= - < =
@ <52+ 2 2% a
- 4a ,
—a =dad,
2+ a?

0 queé absurdo, pois e ¢’ s30 elementos d& ea & 0 supremo dé.
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2 + a?
2a

portanto, existe € S tal que

2+ a2 2+ a2\’
ta <5§a:>< +a> <2< 2.

1
b)2<§(2+a2)<a2:> < a,

2a 2a

Por outro lado, temos

(2—1—@2)2 _ (2—a?)?+8a?

> 2
2a

4a? -

e chegamos assim a uma contradic

Nas duas frximas secges introduziremos as defidigs e resultadosasicos
sobre as sd@ncias convergentes e as éeacias fundamentais num corpo orde-
nadok’. Estas sedies &€m por objetivo demonstrar que existe um corpo ordenado
completo, ou seja, que o que foi estabelecido nazs®eaqterior possui exemplos.

E importante salientar que uma def@crao pode definir “tudo "e taném
nao pode definir “nada”, isté, devemos ter exemplos e contra exemplos de tal
definiggo.

Iniciaremos recordando o conceito de fanog

2.2 Sediéncias Convergentes

Definicao 2.11.SejamFE e F' dois conjuntos e sej& X F' o produto cartesiano
de E por F. Todo subconjuntd? de £ X F' & denominado deelagdo de £ em
F (ou rela@o entre elementos de e elementos dé’). SeR & uma relago deF
emFE, istoé, seR &€ um subconjunto d&X F, diz-se simplesmente, gueé uma
relagio sobref.

Admitiremos a nogo de par ordenado como conceito primitivo. A cada e-
lementoa e a cada elementpest associado um terceiro elemento indicado por
(a,b) e denominado par ordenado, de modo que se témfta = (c,d) se, e
somente sey = ceb =d.

Definicao 2.12. SejamFE e I’ dois conjuntos e sejd uma rela@go deFE em F,
istoé, f € um subconjunto do produto cartesianailpor F' . Diz-se quef € uma
funcdode £ emF' se, e somente se, estiverem verificadas as seguintes gesdic

(i) paratodar emE existe um elementg de F' tal que(x,y) € f;
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(i) quaisquer que sejam os elementqsy; , ¥ , cOmz emFE ey, ,ys €mF,

Se(x7y1) S f e(l‘7y2) € f! enﬁoyl = Y-

Sejaf uma fun@o de um conjuntd num conjuntoE. No lugar de indicar a
imagem de um elementoes [ porz(:) tamkem se usa a notag indexada;, isto
é, me-sex(i) = z;. Neste caso a fudp f & indicada porz;);c; € € chamada
familia de elementos d& tendol para conjunto dendices ou fartlia de elemen-
tos deE indexada pelo conjuntd. Cada elementa; passa a ser denominado
termo ou componente dedicei da fanilia (z;)c;.

Observag@o 2.1.0s conceitos de sé§ncia majorada, minorada e limitada, assim
como 0s conceitos de majorante, minorante, supreméirmo de uma sdtgncia
sao definidos atrads do conjunto dos termos destaisgatria.

Definicao 2.13.Umasediénciaé uma fun@o

f:N—R
n — a,.

Exemplo 2.9. Sediéncia constante.
f:N—R

n ——a.

Exemplo 2.10.Sediencia dos fimeros pares.
f:N—R

n+——2-n.

Exemplo 2.11.Sediéncia dos imerosimpares.
f:N—R
n+——2-n+1.

Definicdo 2.14.Dizemos que umaediéncia(a,),cn € inferiormente limitada
se, e somente sé,A € R tal queA < a,,Vn € N.

Definicao 2.15.Dizemos que umaediéncia(a, ),cy € superiormente limitada
se, e somente s&,B € R tal quea,, < B,Vn € N.

Definicao 2.16.Dizemos que umaediéncia (a,),cy € limitada se, e somente
se,(a,)nen for limitada inferior e superiormente.
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Observag@o 2.2. Decorre imediatamente da Defiag2.14 e da Defini@o 2.15
que(a,) se@ limitada se, e somente se,| < M, ondeM = max{|A|,|B|}.

Exemplo 2.12.qa,, = (—1)" - n & uma se@éncia ilimitada.

Exemplo 2.13.a,, = n &€ uma segencia limitada inferiormente pdr, ou seja,
0<a,.

Exemplo 2.14.a,, = —n € uma seiéncia limitada superiormente p@rou seja,
a, < 0.

1, T .
Exemplo 2.15.a,, = — € uma seg@éncia limitada, ou sej&, < a,, < 1.
n

Notacao: SejaK um corpo ordenado. Indiguemos p@i(respectivamente?*) o
conjunto dos elementos positivos (respectivamente, estritamente positivles) de
e S(K) o conjunto de todas as d#&ncias(a, ),cy de elementos d&'.

Definindo emS(K) a adi@o e a multiplicago por:

(an) + (bn) = (an + by)
(@n) - (bn) = (an - bn)
é facil ver queS(K’) &€ um anel comutativo com unidade.

Definicao 2.17.Diz-se que umaediéncia(a,) € S(K) convergepara um ele-
mentoa € K ou que(a,) & convergente pakase, e somente se, para tadae P*
existen, € N tal que

la, —al <e,

para toda: € N, n > ny.

Definicdo 2.18.Dizemos que aediéncia(a,).cn € divergente (ou diverge) se,
e somente séq,, ),y NAO for convergente.

Teorema 2.6.Toda segéncia(a,) € S(K) converge, no #ximo, para um ele-
mento dek .

Demonstra@o. Suponhamos, por absurdo, glg,) seja convergente parae
parab, ambos emk , coma # b. Para toda € P*, existem fimeros naturaig
e ¢ tais que

la, —al <e,Vn>pe
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la, — bl <e,¥Yn>q.
Sejany = max{p, ¢} e escolha > n, . Enfio

la —b| =|(a —a,) + (a, = b)| <la, —a| + |a, —b] <e+e=2e.
1 .
Tomee = §|a— b| € P*, assim

1
|a—b|<2~5:2-§|a—b|:|a—b|,

contradi@o.
[ |

Definicdo 2.19.Se uma seiggncia(a,) € S(K) coverge para um elementode
K, diremos que: € olimite desta se@@ncia e escreveremos

a=lima, oua = lim (a,).

n—>--—+00

Exemplo 2.16. Toda segéncia constanté:) € S(K) & convergente e seu limite
éa.

N . 1
Exemplo 2.17. A sediéncia(a,) € S(Q), definida pora, = 1 converge
para zero. "
Com efeito, para todolimero racional estritamente positivexiste um imero

1 . , . .
naturaln, tal que— < ng, poisQ & arquimediano. Portanto, para todo> ny,
9
teremos:
1 1 1
’ — 0‘ = < — <g,
n+1 n+1 ng

Iogo,lim< ! ) = 0.
n+1

~ . (I\" } ,
Exemplo 2.18.A squenC|a(2) € S(Q)é convergente a zero. Com efeié,
. - \" 1 ;
facil verificar quen + 1 < 2", logo <2> < (+1> para todo imero natural
n
. \"
n. Portanto, de acordo com o Exemplo anterior, terh‘me<2> =0.

Exemplo 2.19.A sediéncia(n) € S(Q) ndoé convergente.
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Notacao: O conjunto de todas as de&mcias limitadas de elementos do corpo
ordenadoK se# indicado porS;(K) e S.(K) indica@ o conjunto de todas as
seqiencias convergentes, de elementos do corpo ordeliado

Pode-se provaf,;(K) & subanel unério de S(K). A demonstrago & uma
verifica@o de propriedades arifiticas de sdigncias limitadas.

Daremos a seguir diversas propriedades da%s®ips convergentes.
Lema 2.2. S.(K) C S;(K), istoé, toda se@@ncia convergente limitada.

Demonstrago. Se(a,) € S.(K) e selima, = a, enfio dadol € P* existe
p € Ntal que

la, —a| <1,Vn > p.

Temos pela Proposap 1.5 que
|lan| = lal] < |an —al.
Logo, por(O3), para toda: > p temos

l|lan] — la]| < 1= —1 <|a,| —|a| < 1
= |a| — 1 < |a,| < |a| + 1.

Ou sejaJa,) € limitada para tode > p. Falta garantir para < p. Dessa forma,
tomeM = max{|aol, |ai], ..., |ap|, |a| + 1}.

Portanto, paratodo € N, |a,| < M, istoé, (a,,) € limitada.
|

Notacdo: Indicaremos poiSy(K) o conjunto de todas as d&ncias deS.(K),
que o convergentes a zero.

Lema 2.3. A sediéncia(a,) € S.(K) converge para € K se, e somente se,
(an —a) € So(K).

Demonstrago. E imediata.
|

Lema 2.4.5y(K) & fechado em rel@&pa subtrago e, portanto, tan@mé fechado
em rela@oa adi@o.

Demonstra@o. Se(a,) e (b,) sAo dois elementos quaisquer 8¢ K). En&o
para toda € P* existem fimeros naturaig e q tais que

1
|an—0|<§6,‘v’n>pe
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1
]bn—0\<§5,Vn>q.

Pondo-sei, = max{p, ¢}, teremos para tode > n,
1 1
n bn < n bn N ;& —
la | <lan| +| |<28+28 5
Logo, (a, — b,) € So(K).

Note que(a,, — b,) = (a, + (=b,)) € So(K), portantoS, (K ) tamkemé fechado
em rela@oa adi@o.
[

Lema 2.5. Se(a,) € Si(K) e se(b,) € So(K), enfo (a,b,) € So(K). Daqui
resulta, em particular, qug (K) & fechado em rel&pa multiplicago.

Demonstra@o.
e (a,) € Si(K) enBo existeM € P* tal quela,| < M paratodor € N.

o (b,) € Sp(K) ento paratode € P*, existen, € N tal que
1
b, < v g, Vn > ny.
Portanto, pela Propo$ig 1.4, teremos para tode > ny,

1
wbn| = lan||bn] < M—e = ¢.
anbal = lan|bn] < M——e =

Logo, (a,b,) € So(K).

Teorema 2.7.5.(K') € um sub-anel urério do anelS;(K).

Demonstrago. Ja vimos no Lem@&.2 queS.(K) C S;(K). Devemos provar que
S.(K) & subanel d&;(K) e quel € S.(K). Tome a seid@ncia constantel) = 1.
Note que(1) converge para 1.

|1 —1| =0 < ¢, poise € P*
Logo,1 = (1) € S.(K).

Para provar ques.(K) & subanel de5;(K) devemos provar qué.(K) &
fechado em reld@p a diferenca e multiplicago conforme a Proposig 1.10.

Se (a,) e (b,) sa0 dois elementos quaisquer 8g K) e selima, = a e
limb, = b, enBo(a, —a) € So(K) e (b, —b) € So(K), pelo Lema2.3.

([an — b)) — [a —0]) = (ay, —a) + (b, — 1) €
(anb, — ab) = (a, — a)(b, — b) + b(a, — a) + a(b, — b),
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logo, conforme o Lema.4 e o Lema2.5, teremog[a,, — b,| — [a — b]) € Sp(K)
e (anb, — ab) € Sy(K).

Portanto(a,, — b,) € S.(K) e (a,b,) € S.(K).
[ ]

Corolario 2.3. Se(a,) e (b,) sdo dois elementos quaisquer 8g K'), tem-se:
(i) lim(a, + b,) = lim(a,) + lim(b,).

(i) lim(—a,) = —lim(a,).

(ii) lim(a,b,) = lim(a,) - lim(b,).

Demonstra@o.

(i) Se(a,) e (b,) sao dois elementos quaisquer 8¢ K') e se(a,) converge
paraa e (b,) converge para, entio por defini¢o, para tode € P* existem
p,q € Ntal que

1
|an—a|<§5,Vn>pe

1
|bn—b\<§6,Vn>q.

Tomeny, = max{p, ¢}. Assim, para toda > n,, teremos:

1 1
|(an+b,)—(a+b)| = |(an—a)+(b,—b)| < |a,—a|+|b,—b| < jetge=e
Logo (a, + b,) converge parga + b), ou seja,

lim(a, + b,) = a + b = lim(a,,) + lim(by,).
(i) Temos que(a,) converge para. Como no item anteriofia,, — a| < ¢,

Vn > p.

la, —al| <e= —e<a,—a<e
— —(—¢) > —(a, —a) > —¢
= —c < —a, +a <c¢,

ou seja—a,) converge para-a = — lim(a,,).

Logo,lim(—a,) = — lim(a,,).
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(i) Se(a,) e (b,) sao dois elementos quaisquer 8¢ K') e se(a,) converge
paraa e (b,) converge para, engo:

\anb, — abl = |(a, — a)(b, — b) + a(b, — b) + b(a,, — a)

< |(an — a)(b, — b)| + |a(b, — b)| + |b(a, — a)| < e,
pelo Lema2.3 e pelo Lema2.5.
Assim, (a,,b,) converge paréab), ou seja,

lim(a,b,) = ab = lim(a,) - lim(b,,).

Lema 2.6. Se(a,) € S.(K), enBo(|a,|) € S.(K) elim |a,| = |lim a,].
Demonstrag@o. (a,) € S.(K) ento, por definigo, (a,) converge para um e-
lementoa de K.

Pelo Coroério 2.3 temos qudim(—a,) = —lima, = —a, OU seja,(—a,)
converge para-a, de onde vem qué;—a,,) € S.(K). Logo, (|a,|) € S.(K).

Falta verificar quéim |a,,| = |lim a,,|.
e Se(a,) > 0temosa = lim(a,) > 0, ou sejalim |a,| = lima,, = |lima,.

e Se(a,) < 0temos—a = lim(a,) < 0, ou sejalim |a,| = — lima, = |lima,|.

Lema 2.7. Se(a,) € S.(K) e selima,, = a # 0, enfo existeM € P* e existe

no € Ntal queM < |a,|, paratodar > ny.

Demonstrago. De acordo com o Lema anterior temos due |a,| = |lim a,|.
. 1 .

Sejalima,, = a € K. DadoM = §’a‘ € P, existeny € N tal que

l|lan| — |al| < M , para todar > ny.
l|lan| — |al| < M = —M < |a,| — |a| < M
= la| — M <a,| <|a| + M
= M < |a,|.
|

Teorema 2.8.Uma sedjéncia (a,) € S.(K) & inversvel no anelS.(K) se, e
somente sey, # 0 para todon € N elima,, = a # 0; neste caso, tem-se

76



(a,)™' = (a;') elima,' =a™'.

Demonstrag@o.
(=) Se(a,) €& inverdvel emS.(K), entio existgb,) € S.(K) tal que

(an)(bp) = (1) = axb, =1
= b, = a;' Vn € N, poisa, # 0.

Portantoya, )" = (a,'). Além disso, de acordo com o Caidb 2.3, temos:
1 = lim(1)

= lim(a,b,)
= lim(a,) - lim(b,)
=a-b,

logo comoa # 0, b = ™!, ou sejajima, ! = a™'.

(«<=) Suponhamos quéz,) # 0, para todon € N e quelima, = a # 0.
Neste caso, a sé@ncia(a,) € inverdvel emS(K) e sua invers& (a,,'). Basta
demonstrar quéa,,!) € S.(K).

De acordo com o0 Lema7 e comolim a,, = a, temos

e JM € P*edp e Ntais queM < |a,

, para todan > p;
eVec P*,dq € Ntalque|a, —a| < M

ale , qualquer que seja > q.

Pondo-seiy, = max{p, ¢}, teremos/ n > ny:

_1_

n e = lag e (0 — an)]

=la,|™ - lalt la—an < M7V Ja|Tt - M - al e =e.

la
Portanto,a!) & convergente paia'.
]

Terminaremos esta s&ug estabelecendo uma caracter@@agde um corpo or-
denado arquimediano pelas géqcias de elementos de seu corpo primo.

Teorema 2.9.Um corpo ordenadds” € arquimediano se, e somente se, todo e-
lemento d€f € o limite de uma sé@ncia de elementos do corpo prini@ de K.

Demonstra@o.

(=) Suponhamos que o corpo ordenadcseja arquimediano e sejaum
elemento qualquer d&. Podemos, evidentemente, supor gseja estritamente
positivo. Para cadalimero naturah consideremos o conjunto

B, = {j € Ntalque2™"j > b}.
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Como K € arquimediano resulta que, € rao vazio. Assim definimog,
como sendo o elementoinimo deB,,, n € N. Note quej, — 1 ¢ B,, portanto

277Gy — 1) < b< 27, = 27", — 27" < b < 27",
— 2T < bh—27", <0
— 0< 27, —b< 27" (%)

Ora, a se@iéncia(2~") & convergente a zero (Exem@d38). Portanto, dé:x)
resulta que a sé@ncia(27"j,) &€ convergente para

Falta provar que a ségncia(2-"j,) € K.

Por defini@o, K, & a interseco de todos os subcorpos #le Assim basta
provar que2~"j,) C L, para todo subcorpd de K.

Seja erdo L um subcorpo de&f. Comol € Ltemosque =1+ 1 € L.
Segueque! € Leento2™" = (271" € L.

Desde qug,, € Ne2™ € L, temos27"j, € L.
Portanto,(27"j,) C L.

(<) Suponhamos que todo elemento/deseja o limite de uma sé&§ncia
de elementos d&, e sejab um elemento estritamente positivo Ae

Por hipbtese, existe uma sé@ncia convergentg,,) € S(K)) tal quelim(b,,) =
b. Portanto, dada € P* existen, € N tal que
b, — b <1=—-1<b,—b< 1
— —1-b,<-b<1-b,
=—=b,—1<b<b,+1,Vn>ng.
Como o corpo ordenadfi, € arquimediano resulta que existe umltiplo
inteiro ¢ - 1 de seu elemento unidade gaesstritamente maior do que + 1
(Teoremal .13). Portanto, em virtude deste mesmo teorema, o corpo orddkiado

tamkemé arquimediano.
]

2.3 Sedieéncias Fundamentais

Definicao 2.20.Diz-se que umaediéncia(a,) € S(K) &fundamental (ou de
Cauchy) se, e somente se, para tedo P* existen, € N tal que

|, — a,| < &,

quaisquer que sejam ofmeros naturais: e n , comm > ng €n > nyg.
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Sendo assim, uma sé&ncia(a,) € S(K) seé chamada sé@ncia funda-
mental ou seidgncia de Cauchy erfi’ se o valor absoluto da diferenca entre dois
termos da sdigncia tender a zerd medida que os seirsdices aumentem.

Notagdo: Indicaremos pob () o conjunto de todas as s#&ncias fundamentais
de elementos do corpo ordenalio

O proximo resultado nos forneden rela@o entre seigncias convergentes e
fundamentais.

Lema 2.8. S.(K) C S¢(K), istoé, toda segéncia convergente fundamental.

Demonstrag@o. Seja(a,,) € S.(K) e suponha quBm(a,,) = a. Temos que para
todoe € P*, existeny € N tal que

|an—a|<§e|am—a|<§,
2 2

para quaisquetr, n naturais comn, n > ny.

Segue er#o

an = | = |(an = @) = (@ = @)| < |an = a| +|an —a| < 5+ ==,

logo, (a,,) € fundamental enk.
[

O lema acima nos fornece uma coragiecesaia, em termos de propriedades
intrinsecas, para que uma §éqcia(a,) € S(K) seja convergente ef.

Exemplo 2.20. A seqdiéncia(a,) € S(Q) definida por(a,) = (—1)", & réo
fundamental, logo@o converge erf).

O proximo exemplo mostra quean vale a reiproca do Lema.8.

Exemplo 2.21. Seja(a,) definido porag = 0 € a1 = e suponhamos

24+ a,
quelim(a,) = a. Eno

1 1
m = :
24+a, 2+lim(a,)

lim(a,1) = lim(a,) = 1i

Logo,

a—2+a:>a—2+a—0
—2a+a*-1=0
= (a+1)*—-2=0
= (a+1)* =2,
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0 que raoé possvel coma € Q. Isso mostra qués,,) Naoé convergente.
Por outro lado,

1 1
2+ (07 2+ Ap—1
(24 an—1) — (2+ ay,)

(2+a,).(2+an_1)
Ap—1 — Ap
(24 an).(2+ ap_1)

|an+1 - an| =

1
S Z‘an — Ap—-1],

e enBo

las — as| < 1|a2 — aq,

1 1\2
lag — as| §Z|@3—a2| < <4> las — a4,

1 n—1
|any1 — an| < <4> laz — ai.

’an+p - an’ < ‘an+p - an+p71| + .+ ‘anJrl - an‘

1 n—1
1 n+p—2 1 n—1 <4)
S (4> + ...+ (4> |CL2—(11| = i |a2—a1 y

1— =
4

0 que mostra que a sé&ncia(a, ) € de Cauchy, pois facil ver que

6

lim 1 |a2 — (11| = lim 3 4n71|a2 — CL1|
1- = .
4
1
= Wklg —a1| =0.

Lema 2.9. S¢(K) C Si(K), istoé, toda se@@éncia fundamenta limitada.

Demonstrago. Se(a,) € S;(K), enfo dadal € P* existep € N tal que
la,, — a,| < 1; quaisquer que sejam en naturais , comn > pen > p.
Fixando-se: = p + 1 teremos, para todm > p:

|| = |am — ap+1 + apﬂ’ < |t — aerl‘ + ’aerl‘ <1+ ‘aerl’-
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Pondo-seV/ = max{|ao|, |a1], ..., |ap|, 1 + |ay+1|} teremoda,,| < M, para todo
m € N. Portanto(a,,) & limitada.
|

Teorema 2.10.5¢(K') & um subanel urério de S;(K).
Demonstrago. E imediato quel e S¢(K). Tome a seg@éncia constantél),
temos que
1=a,, =a,,Vm,n eN.
Enola,, —a,| =|1 — 1| =0 < ¢, poise € P*.

Basta ertio provar queS;(K') & fechado em rel&p a adigo ea multiplicago.
Vimos no Lema2.4 que se um conjunt@ fechado em rel&p a subtrago é
tamkem fechado em rel@pa adigo.

e 5¢(K) é fechado em rel@pa subtrago.
Sejam(a,,) e (b,) dois elementos quaisquer dg(K') enfio, para tode € P*
existem rimeros naturaig e g tais que

1
| — a,| < € param >pen>pe

1
by, — by | < & param > g en > q.
Tomeny, = max{p, ¢}. Assim, teremos para todo > n, e para todo > ny:
[(@m + bm) = (@n +b,)| = [(@m — an) + (b — by)]

11
[(am — an) + (b — by)| < |am — an| + |bm — ba] < Etge=e

Portanto, a seée@ncia(a,, + b,,) € fundamental.
e S¢(K) é fechado em rel@pa multiplicago.

Sejam(a,,) e (b,) dois elementos quaisquer dg(K’). Conforme o Lema.9
estas se@gncias 8o limitadas, logo, existem; e M,, em P*, tais que

la,| < M, e|b,| < Ms,Vn € N.
Por outro ladoyes € P* existem rumeros naturaig e ¢ tais que

1
Ay, — Q| < ——€&,Param >pen >pe
|am — @y IR p P p

|b —-b | < 71 param >qgen >
g, m n .
m n 2] (1 q q
|0|||en0 = IIIaX{p, q}, aSSi”l teremos para todﬁ) > ng € para tOdOl > Ny
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’(ambm - anbn’ = ‘am(bm - bn) + bn<am - an)|
|G (b — ) + b (@ — an)| < |am||bm — bn| + |bn|am — ay
1

1
< M{—— M.
oa, S T

Portanto, a se&ncia(a,,b,,) € fundamental.

E=¢.

Lema 2.10.Se(a,) € Sf(K) e se(a,) ¢ So(K) enfio existeM € P* e existe
no € N tais queM < |a,|, paratoda > ny.

Demonstra@o. Suponha que a propriedade acin@rfosse verdadeira, &,
paratodaV/ € P* e paratoday, € N existiriam € N, m < ng tal queja,,| < M.
Por outro lado, a sé@&ncia(a,,) € fundamental logo, dadd € P*, existeny, € N
tal que

lam — an| < M ;¥Ym,n € N,m > ngen > ng.
Portanto, tdamos
lan| = |an — am + am| < lan — apm| + lam| < M+ M =2M,
ou seja, a sagncia(a,) € So(K), contra a hiptese.
[ |

A proxima propriedade sarutilizada no Cagpulo 3 para definir uma iimero
real positivo.

Lema 2.11.Se(a,) € S¢(K) e se(a,) € So(K), ento existeM € P* e existe
noy € N tais que

M < a,,VYn > ng
ou
an, < —M,¥n > ng.

Demonstrag@o. Pelo lema anterior, existe/ € P* e existep € N tal que
2M < |ay|, Vn > p.

Por outro lado, a sé@ncia(a,,) &€ fundamental, logo, dad/ € P* existeq € N
tal que|a,, — a,,| < M, quaisquer que sejam,n € N, comm > gen > q.

lan — | < M = —M < a, —a, <M
= an,—-M<a, <a,+M

Sejang = max{p, ¢}
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e Se existirm > ng tal que2M < a,, teremos
M<a,—M<a,—=— M <a,, Vn > ny.
e Se existirm > ng tal quea,, < —2M teremos
ap < am + M < —M = a,, < —M,Vn > ng.
[ |

Teorema 2.11.Uma sedjéncia(a,) € S¢(K) € inversvel emS;(K) se, e so-
mente se(a,,) ¢ So(K) ea, # 0 paratodon € N.

Demonstrag@o.

(=) Se(a,) € Sf(K) éinversvel emS;(K) enfio, existeb,,) € S¢(K) tal que
(an) - (bn) = (1) = an - by = 1,

logo (a,,) # 0 para todar € N.

Se(a,) € So(K) tefiamos, conforme o Lemab, (a, - b,) € So(K) 0 que
seria absurdo, pois, - b, = 1.

(«<=) Suponhamos qué,) ¢ So(K) e que(a,) # 0, ¥n € N. Neste caso,
(a,) & inverdvel emS(K) e sua inversé (a, '), portanto, basta demonstrar que

(ay") € Sp(K).
Como(a,) ¢ So(K) temos qu€ga,) naoé convergente a zero logo, em virtude
do Lema2.10, existeM € P*ep € Ntal que

M <la,|,Vn > p.
Ora, (a,) & fundamental efibVe € P*, 3¢ € N tal que
|t — an| < e+ M?,¥Ym,ncomm >qgen > q.

Pondo-sei, = max{p,q}, teremos para toda > n, e para todo > ny:

_1_

m a7;1| = |ar_n1a7:1(a7l — Q)|

=am| ™ an] ™ an —apn| < M7H-M7e- M? =,

Portantoya, ') & fundamental.

la

Terminaremos este Cplo estabelecendo diversas caractebesge um corpo
ordenado completo.

Veremos, inicialmente, algumas propriedades dagésem@as crescentes e de-
crescentes de um corpo ordenddo
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2.4 Caracterizagges de um Corpo Ordenado Com-
pleto

Definicao 2.21.Diz-se que uma sé@ncia(a,) € S(K) écrescentese, e somente
se,a, < a,.; paratodo amero naturah.

Definicao 2.22.Diz-se que uma sé@ncia(a,) € S(K) é decrescentese, e
somente sey,,,1 < a, paratodo imero naturah.

1
Exemplo 2.22.a, =1— —,Vn € N.
n

Sejan € N.
1
n+1>n— < —
n-+1 n
1 1
I >_i
n-+1 n
1 1
—1- >1-—
n-+1 n

= Ap+1 > Qp,

ou sejaa,) € crescente.

Exemplo 2.23.a,, = a + (n — 1)r,coma € Rer € R*.
Sejan € N, temos:

an=a+n—1)r=a+nr—re

Uni1 =a+[(n+1)—1r=a+nr.

e Ser > ( temosa,, < a,1, OU Sejafa,) & crescente;

e Ser < 0 temosa,, > a,1, OU Sejafa,) &€ decrescente.

Se(a,) € crescente e convergente,@b Lema2.2 nos garante quéu,,) €
majorada. Os exemplos abaixo nos mostram que, em geral, nem td@gncaq
crescente e majorada ou decrescente e min@adavergente.

Exemplo 2.24. A seqgiéncia(n) € S.(K), onde K & um corpo ordenadoao
arquimedianoé crescente e majoradageimediato que esta si@@ncia o é con-
vergente.

Exemplo 2.25.Consideremos a sé&@ncia(a,) € S.(K) definida poray = 1 e

4a ;
(py1 = 7”2 para todo imero naturah.

2+a

n
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Conforme vimos no Exempl8, temos) < a, ea? < 2, para todo: natural,
logo, a segéncia(a,) é limitada.

Por outro lado,

Apy1l — 0p = 55 — 0an

Portanto(a,,) & crescente.
Se esta sd@ncia fosse convergente parac QQ tefiamos, por passagem ao
limite:
4a

6= —— =2a+a°=4a
2+ a?

—a®>—2a=0
= a(a®*—2) =0
— a? =2,

0 que seria absurdo, pai$ um rumero racional &o nulo.

Exemplo 2.26.Consideremos a s&@ncia(b,) € S(Q) definida porby = 2 e
2

+0
bpi1 = Tn para todo: natural.

Conforme vimos no Exempl2.8, temos) < b, eb? > 2, para toda: natural,
logo, a segéncia(b,,) € limitada.
Por outro lado,
2+ b2
2b,,
202 —2 -2
T 2b,
b2 —2
~ 2,
Portanto,b,,) & decrescente.

bn —Npg1 = bn -

> 0.

Se esta sd@ncia fosse convergente pdrae Q terfiamos, por passagem ao
limite:
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240

b
2b

— 20> =24 b2
= 1’ =2,

0 que seria absurdo, pdi€ um rumero racional.

Temos 0 seguinte cétio para determinar em que cons uma sdiencia
crescente e majoradaconvergente.

Teorema 2.12.Uma sedjéncia crescentéa,,) € S(K) & convergente se, e so-
mente se, esta séencia admite supremo € K. Neste caso, tem-$en a,, = a.

Demonstra@o.
(=) (a,) € crescente eabVp,q € N, p < g implicaa, < a,.

Além disso, com@a,,) converge para temos:
dadoe € P*, existen, € N tal quela,, — a| < ¢, para todar > ny.

Considere o conjuntéa,,n € N} = A. Gostaria de provar queé cota su-
perior deA e quea € a menor das cotas superiores, ou seja,sup a (Definicao
2.7).

(a) Afirmacao: a & cota superior dd, ou sejaga, < a,Vn € N.

Suponha, por absurdo, que exigte N tal quea < a,, ou sejaf < a, — a.

Tomee = a, —a € P~.

la, —al <e = —e<a,—a<e

— a—ec<a,<at+eE=a+a — 0= Q.

Tomando-se: > max{ng, p}, teremosa,, < a,. Contradi@o, pois(a,,) &
crescente.

(b) Afirmagao: a &€ a menor das cotas superioresde
Suponha que’ € K seja a menor das cotas superiores, ou géja,a 0 que
implicaque0 < a —a'. Tomee = a — a’ € P*.
Por(a,) ser convergente temos qde, € N tal quevn > ng, |a, — a|] < e.

la, —a| <e= —e<a,—a<e
—a—¢c<a,<a-+e¢
= a—(a—d)<a,
= d < a,.

Contradi@o, poisa’ & supremo do conjuntd.
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(«<=) Suponha quéa,,) admita supreme € K. Logo,a, < a paratodan € N.
Sejac € P*. Pora ser a menor das cotas superiores existe N tal que
a—¢e<a,<a.

Como(a,,) & crescente temos
a—e<ay,<a,<a=la, —a| <e&, Vn>p.

Portanto,a,,) converge para elim(a,) = a.
|

Corolario 2.4. Uma sediéncia decrescentéu,,) € S(K) & convergente se, e
somente se, esta dé@mcia admitdnfimoa € K. Neste caso tem-$en a,, = a.

Demonstrago. (a,) & decrescente émV p,q € N, p < ¢ temosa, > a,.
ap 2 Qg = —Qp < —dg,

ou seja—a,) € crescente. Basta @&atusar o teorema anterior.
|

Teorema 2.13.Um corpoK € arquimediano se, e somente se, toddigéeqgia de
elementos dé, crescente e majoradé&,fundamental.

Demonstrag@o.

(=) Suponhamos que o corgo seja arquimediano e gye,,) € S(K) € uma
sedléncia crescente e majorada. Sejan elemento qualquer de* e considere-
mMos 0 conjuntdd’ de todos 0s iimeros naturais tais que

a, < b— se; ¥n € N, ondeb & um majorante dé,,).

Note queS # { } pois paras = 0 temosa,, < b — 0c = b, 0 que se verifica§j
queb & majorante dé¢a,, ).

Como K é arquimediano existe € N tal quea,, > b — ¢s. Portanto,S &
majorado. Seja = maxS, tal quea,, < b — pe,Vn € N. Ora,p+ 1 ¢ S jaque
p = maxS. Logo, existen, € N tal queb — (p + 1)e < a,,. L0Ogo, sem en sS40
dois rimeros naturais quaisquer com> n > ng, temos:

b—(p+1le<an <a, <ay, <b—pe = la, —a,| <e,
isto &, a se@iéncia(a,,) € fundamental.

(<) Se o corpo ordenad naoé arquimediano, eéb a segéncia(n) € S(K)
é crescente e majorad@émediato que esta sé@ncia o é fundamental.
|

Veremos adiante que uma corfilicnecesaia e suficiente para que um corpo

ordenado seja complete,que este corpo seja arquimediano e satisfaca 0 axioma
dos intervalos encaixantes. Portanto, vamos apresentar aqui este axioma.
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Sea eb, coma < b sao dois elementos quaisquer de um conjulitdotal-
mente ordenado pela ordem entio 0 conjunto

[a,0] = {z € Bja <2 < b}

é chamado intervalo fechado (@8 de extremidades e b ou ainda de origem e
extremob.

Definicao 2.23.Diz-se que um corpo ordenado satisfaz caxioma dos interva-
los encaixantese, e somente sé,valida a seguinte cond:

se(1,)n.en € uma seggncia qualquer de intervalos fechadoside sel,, ., C I,
para todon € N, enfio o conjunto (/,,) naoé vazio.
neN

Exemplo 2.27.Mostraremos que o corpo ordend@dalos rumeros racionaisao
satisfaz o axioma dos intervalos encaixantes.

Com efeito, consideremos as &éqcias(a,) e (b,) definidas, respectiva-
mente, no Exempl@.25 e no Exempl®.26.

Afirmacao: a,,.b, = 2.

Vamos provar esta afirmag por indu@o sobren.
e Paran = 0 temosa,,.b,, = ag.by = 1.2 = 2.
e Paran = k > 0, k fixo temosa,.b, = 2 (hipbtese de indu#p).

e Paran = k + 1 temos
4aj, 2+ b7

2+a2 2y
day.(2 + bz)

T (2+a2)2b,
8ay, + 4ay,.b?

T by o+ 2b.a?
8ay, + 4ay.by. by

- 4by, + 2by.ay.ay,
8ay + 4.2by,

"~ 4by, + 2.2a,
8ay + 8by,

~ by, + day,

8(ak + bk)

4(by, + ax)

Apt1-bpy1 =
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=2.
Daqui resulta que

— 240y da,

N )
C(2+12).(2+a2) — 24.b,.a,
B 20,(24a2)

4+ 2al 420 + bZ.al — 8by.a
B 2b,(2 + a2)

A+ 2(ak +b2) + 4 —8by.an

B 20,(24a2)

24 (a2 402) +2—4by.a,

B bn(2+ a2)

A+ (a; +bh) -8
 bu(2+a?)

=4+ (al +b2)
 b(2+a?)

B (a, — b,)? §
“h@ray "

logo, a,, < b, paratodo amero naturah.

Sel, = [a,,b,], enBoé imediato qud,,; C I,, pois(a,) & crescente &,,)
é decrescente.

Suponhamos, por absurdo, que 7,, # {}, logo, existe um imero racional
c tal que e

ap < € < by, (%)
para todo: € N.

Ora, de(x) resulta

1 1 2n—1
bn+1 — Qp+41 S 6(bn - an)2 — bn — Qp S (6) . (* * *)

De (xx) e (% % %) conclumos qu€(a,,) e (b,) SA0 convergentes para Gmero
racionalc, contra os resultados estabelecidos no Exeglpe no Exempl@.26.

Demonstraremos, a seguir, o principal Teorema desteéasegge nos dar
algumas caracterizées de um corpo ordenado completo.
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Teorema 2.14.As seguintes condigs, sobre um mesmo corpo ordenddosao
equivalentes:

() K écompleto;
(i) K éarquimediano &.(K) = Sy(K);
(iii) toda sediéncia crescente e majorada, de elemento&dé convergente;

(iv) K e arquimediano € satisfaz o axioma dos intervalos encaixantes.

Demonstrag@o.
(1) = (4i) Javimos que todo corpo ordenado completrquimediano (Coratlio
2.1) e queS.(K) C Sy(K) (Lema2.8). Basta eréio provar ques;(K) C S.(K).

Seja(a,,) € S§(K).

Ja vimos que toda s@&@ncia fundamenta limitada (Lem&.9). Enao como
(a,) & limitada e/’ & completo temos que para todo subconjuntddg existe
supremo, ou seja, para cada& N existeb,, = sup(a;)i>n-

E imediato queb,,) & decrescente e minorada.

Note que(b,,) € o conjunto de todas as $éqciaga;) e (a;) € limitada. Dessa
forma (b,,) & limitada e, com@ decrescente&s tamiem minorada. Am disso,
como K & completo existe = inf(b,,).

De acordo com o Corolari.4, a sedéncia(b,) & convergente para Se
e € P*eniodp € N tal que

€
’bp — Cl’ < g
Comoa = inf(b,) temos quex < b,,, Yn € N. Em particular,

agbp:>0§bp—a
= |b, —a| =b, —q,

por definigo de nbdulo. Ficamos com:
g

|bp—a|:bp—a<§:>bp—a+a<a+3

9
:>bp<a+§
€
:>a§bp<a,+§.
Logo, para toda: > p, temos
€
agbn<a+§

Por outro lado, dé,, = sup(a;);>, resulta que existg, > n tal que
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€
a—§<ain§bn.

, . € .
Como(a,) & fundamental, existe € N tal que|a,, — a,| < 3 duaisquer que
sejamm en, comm > g en > q. Pondo-se,, = max{p, ¢} teremos, para todo
n > ng.

|an—al = |(an—as,)+(as, =b)+(bn—a)| < |(an—ai,)|+|(ai, =b)|+[(bp—a)]

|(an — ai, )| + (@i, = b)] + |(bn — a)| < §+ g + % =e.

Portantolim(a,) = a € (a,) € S.(K), de onde vem queis(K) = S.(K).

(11) = (i7i) Como o corpd¥ & arquimediano resulta, conforme o Teor&nia,
que toda seiggncia crescente e majoraéddundamental e, com§.(k) = S (K),
conclumos que toda sé@ncia crescente e majorag@onvergente.

(141) = (iv) Admitindo-se(zi7) resulta que toda ségncia crescente e majorada
é fundamental, isso porque toda $eaqcia convergente fundamental. Agora, em
virtude do Teorema.13, K & arquimediano.

Consideremos eab uma seidgncia(/,),cn de intervalos fechados d¢€ tal
quel,.; C I, e ponhal, = [a,,b,] para todo amero natural n. Nestecaso,
temosa,, < b, e em virtude do Teorental2 a = lim(a,) = Supay,).

Afirmo: a € I,,, ou sejag,, < a < b,, paratoda € N.
Com efeito temos,, < a, poiSa = Sup(ay,).

Falta provar que < b, para todow € N. Suponha, por absurdo, que exista
p € Ntal queb, < a = sup(a,,) en@o existe; € N tal queb, < a, < a. Pondo-se
r = max{p, ¢} teiamos

b <b,<a, <a = b, <ay,,

contradi@o. Portanto o elementopertencea interse@o de todos os intervalos
fechadod,,.

(tv) = (i) Seja.S um subconjunto &o vazio e majorado d&'. ParaK ser
completo devemos ter queadmite supremo.
Para cadaimero natural n consideremos o conjunto

B, = {j € N; 27"j & majorante d&};
como K € arquimediano resulta qug, € rao vazio, logo, existg, = minB,,.

Para cadatmeros n, coloquemas, = [a,, b,]. E imediato quel,,.1 C I,.
Portanto, por hiptese, existe um elemenioc K tal quea, < a < b,,Vn € N.
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Afirmo: a = supS. Para isso vamos verificar as corigkg da Definigo de
supremo.

e Se, por absurdo, existee S coma < s enfo existen € N tal que
a, < b, < s, poisa = inf(b,)
e obtemos assim uma contrad@ig pois(b,,) € majorante de S.

e Sed’ < a,comad’ € S, existen € N tal qued’ < a,, < a, pois sufa,) = a €,
neste caso, existec S tal que

a, <s<a<b,etemost < s <a;
contradi@o.
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Capitulo 3

Corpo dos NiUmeros Reais

Realizaremos neste dfylo a construgo dos fameros reais, por intergdio
das setjéncias fundamentais déimeros racionais. Este processo se deve a Can-
tor, criador da Teoria dos Conjuntos.

3.1 Constru@o do Corpo dos Nimeros Reais

Consideremos o corpo ordena@ce sejaS;(Q) o anel das seagncias funda-
mentais de elementos @ Definiremos uma rel&p~ sobreS;(Q) do seguinte
modo:

Definicéo 3.1. Se (a,) e (b,) S0 dois elementos quaisquer dg(Q), en&o
(a,) ~ (b,) se, e somente s@y,, — b,) € So(Q).

Definicao 3.2.Lembramos que uma rel@dgR sobre um conjunt@ & umarelacao

de equivaknciase, e somente seag\alidas as seguintes condi&s

(E1): paratoda: em E, tem-sex Ra (propriedade reflexiva).

(E»): quaisquer que sejamebemE, seaRb, enBobRa (propriedade siftrica).

(Es5): quaisquer que sejam b e cemFE, seaRb e bRe, enBoaRc (propriedade
transitiva).

Teorema 3.1. A relaggo ~ , introduzida pela Defin@o 3.1, & uma relagéo de
equivaBncia sobre o conjunts(Q), queé compditvel com a adigo e a multiplicago
do anelS;(Q).

Demonstrag@o.
(Er): (an) ~ (an)
Como(a, — a,) & a segéncia nula temos:
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(an — an) € So(Q) = (an) ~ (an).

(E»): s€(an) ~ (bn) €n8O(by) ~ (an)
(an) ~ (bn) == (an — bn) € So(Q)
= —(b, — an) € 5(Q)

= (by) ~ (an).
(Es): Se(ay) ~ (b,) e(b,) ~ (c,) enio(a,) ~ (c,).

(@n) ~ (bn) = (an — bn) € SH(Q).
(bn) ~ (cn) = (bn — cn) € SH(Q).

ComoSy(Q) & fechado em rel@pa soma temos,

(an — by) + (b — ) € So(Q) = (a, — ¢,) € Sp(Q)
= (an) ~ (cn).

Falta verificar que a rel&@p de equivancia sobre o conjuntS;(Q) & com-
pafvel com a adigo e a multiplicago do anelS;(Q).

Se (ay,), (bn) € (¢,) sS40 elementos quaisquer dg(Q) e se(a,) ~ (by)
gostaria de provar que

(an + cp) ~ (by + ) € (ancy) ~ (bpey).
o (an —ba) = (@ + c) — (b + ).
Como(a,) ~ (b,) temos quéa,, — b,) € So(Q), ou seja,
(an + cn) — (bn + cn) € So(Q) = (an +¢cn) ~ (bp + ).
o (a,cy) — (bpcy) = (an, — by)ey.
Como(a, — b,) € So(Q) e(c,) € S;(Q) (Lema2.9) entio pelo Lema.5

(an — by)en € So(Q).
|

Corolario 3.1. Se(ay,), (b,), (¢,) € (d,) sao elementos quaisquer dg(Q) e se
(an) ~ (by) €(cn) ~ (dy), en&io (a, + ¢,) ~ (b + dy) € (ancy) ~ (bnd,).

Demonstra@o. Pelo teorema anterior temos que:
(an + cp) ~ (b + ) €(by + ¢n) ~ (b + dy).

Por ~ ser uma rela@o de equivdincia temos quéa,, + ¢,) ~ (b, + d,). Da
mesma formaga,.c,) ~ (b,d,).
[ |

Se(a,) & um elemento qualquer d&(Q), indicaremos pofa,,) a classe de
equivaéncia ndbdulo~ determinada pofa,,), istoé,
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(an) = {(zn) € S§(Q); (zn) ~ (an)}.

Teorema 3.2.SejaR uma rela@o de equivancia sobre um conjuntcéio vazio
E e sejama e b dois elementos quaisquer de As seguintes condies §o
equivalentes entre si:

(i) a =0b(modR);
(i) a€b;
(i) b e
(iv) @ = b.
Demonstra@o.

e (i) = (ii) Note que, por defingo,b = {r € £ /x = b(modR)} enfo, por
(4), temos quer = b(modR) o que implica que: € b.

e (i1) = (i1i) De (i) resulta que: = b(modR), logo pela propriedade sitrica
b = a(modR) e portantd € a.
e (iii) = (iv) De (iii) resulta queh = a(modR), enfio pelas propriedades
simétrica e transitiva temos que= a(modR) se, e somente se,= b(modR),
o que implica que = b.
e (iv) = (i) Suponha verdadeira= b, enio sex € a teremos: € b. Portanto,
a = b(modR).
|

Chamaremos deonjunto quociente deS;(Q) pela relagio ~ ao conjunto:

Si(Q)

[

R= = {(@n); (z2) € S;(Q)}-

Definiremos a soma e o produto de dois elementos quaisguer (a,,) €

B = (b,), deR, por meio de

a+ = (a,+by)

a- = (ayby).

De acordo com o Coralio 3.1 & imediato que estas defibigs rao dependem
dos representantds,,) e (b,) das classes de equigalciaa e 5. Ficam assim
definidas operdies de adigo e de multiplicago

95



sobre o conjunto quocieni® =

Teorema 3.3.As operages acima definem uma estrutura de corpo sobre o con-
juntoR.

Demonstrag@o. Precisamos verificar as condes das Definiges1.10, 1.11, 1.12
e1.27.

Sejama,, b, ec, €
o (A1): ((an) + (b)) + (cn) =

= (bn) + (an).

e (A;3): Considerando-se a classe de egé@mala(0), determinada pela sagncia

constantg0), temos para tod@u,,) € R,

(an) +@ = (an +0) = (an).
e (A,): Considere a classe de equiatia(—a,, ), enfio temos
(an) + (—an) = (an — a,) = @

Portanto—a,,) & 0 oposto déa,, ).

o (My): ((an) - (bn)) - (cn) = (an - by) - (cn




= (an by +ay - cp)
= (an - bn) + (an - cn)
an) - (bn) + (an) - (cn).

(
(
(
o (Ms): ((bn) + (cn)) - (an) = (bn + ca) - (an)
(
(
(
(

(bp + ¢y) - ap)

by -y + Cy - ay)

by - an) + (Cn - ay)
by) - (an) + (cn) - (@n).

o (My): (an) - (bn) = (an - bn)
(bn - an)
= (bn) - (an).

e (M5): Considerando-se a classe de eq@mala(1), determinada pela sagncia
constanté1), temosv (a,,) € R:

@) M= an T =Ta)

e (M7): Seja(a,) # (0),logo, (a,) ¢ So(Q) e daqui resulta, em virtude do Lema
2.10, que existe umimimero naturap tal quea,, # 0 para todor > p.

Consideremos, eab a segéncia(b,) € S(Q) definida por
b =1parai =0,1,...,peb, = a, paratodo > p.

Note que(b,) € S¢(Q) e que(b,) ~ (a,), logo (a,) = (b,). De acordo com
o Teorema.8 a segiéncia(b,) & inversvel emS;(Q) e sua inversé a segiéncia
(b;1). Como(a,) = (b,), concluimos quéa,,) & inversvel.

Os elementos do cor®, constriado acima, passam a ser denominadoseros
reais eR, +, -) &€ chamad@orpo dos rimeros reais

Teorema 3.4.0 subconjuntd)’ , deRR , formado por todas as classes de equévelia

(a) ondea € Q, & um subcorpo d® e a fun@o f : Q — Q' definida por
f(a) = a & um isomorfismo do corg@ dos rumeros racionais no corp@’'.

Demonstra@o. Precisamos verificar as cond&s da Definigo 1.31, para isso
vamos utilizar a Proposip 1.10.

elcQenbof(l)=1€Q.
e Sejama,b € Qentioa —b e Qea-be Q (poisQ é corpo). Erdo
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fla—b)=a-beQefla-b)=a-beqQ.

e ComoQ & corpo temos que para todoc Q, b # 0, existeb™! € Q tal que
b-b~t=1.
Sejab € Q, b # 0. Javimos quel € Q' enfao,

T=f(1)=fb-bY)=b-bl=0b-bL
Logo, (b))~ = b1,

Falta provar quef : Q — Q' definida porf(a) = @ & um isomorfismo.
Vamos provar primeiro qug¢ &€ um homomorfismo pela Defiffig 1.15. Sejam
a,b e Q.

efla+tb)=a+b=a+b= f(a)+ f(b);
e fla-b)=a-b=a-b= f(a)- f(b).

Por fim, devemos provar qyég bijetora, para isso vamos utilizar a Propési¢
1.8 e a Defini@o1.18.

N(f)={r €Q; f(z) =0} = {x € Q;7 =0} = {0}, logo f & injetora.
o Im(f) ={f(z);x € Q} = {7;2 € Q} = Q, logo f & sobrejetora.
Portanto,f & um isomorfismo do corp@ no corpoQ'.

A partir de agora, o corp@ dos rumeros racionais passa a ser considerado
como o corpo primo do corp@ dos rumeros reais. Em particular, todaGmero
racionalé um rumero real, um amero real que @ seja racionad denominado
namero irracional.

Notacio: Indiquemos po¥, (respectivamentd;}) o conjunto de todos osimeros
racionais positivos (respectivamente, estritamente positivos).

Defini¢éo 3.3. Diz-se que uma sé@ncia(a,) € S;(Q) & estritamente positiva
se, e somente se, existé € P} e existen, € N tais queM < a,, para todo
n > ng.

Lema 3.1. Uma sedjéncia(a,) € S¢(Q) € estritamente positiva se, e somente se,
(a,) ¢ So(Q) e existen, € N tais queM < a,, para todar > n.

Demonstrag@o.
(=) (an) € S¢(Q) entio, existel € Fj e existen, € N tal que

M < a,, VYn > ng.

ComoM € Fj temos qué) < M, logo, por transitividade
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0 < ap, Vn > nyg.
Dessa formda,,) ¢ So(Q).

(«=) E imediato do Lema.10.
[ |

Arelagdo~ conserva as ségncias estritamente positivas em virtude do seguinte
lema.

Lema 3.2. Sejam(a,,) € (b,) dois elementos quaisquer 4¢(Q). Se(b,) ~ (a,)
e se(a,) € estritamente positiva, & (b,,) tamtemeé estritamente positiva.

Demonstrago. De acordo com a Definép 3.3 existemM € P; ep € N tais
que

M < a,,Yn > p.
Por outro lado déb,) ~ (a,) temos qugb, — a,) & convergente a zero, logo,

dado7 € Py existeq € Ntal que

M M M
|bn—an|<7:>an—?<bn<an+?,Vn>q.

Pondo-sei, = max{p, ¢}, teremos para tode > n,

M M M
n n T~ —_— - = .
b, > a 2>M 5 5

Portantob,,) & estritamente positiva.
[ |

Definicéo 3.4. Diz-se que ummimero real a = (a,,), onde(a,) € S¢(Q), &
estritamente positivose, e somente se, a $@qcia(a, ) € estritamente positiva.

O Lema3.2 nos mostra que esta defiaig rdo depende do representafig)
da classe de equivaiciaa = (a,,) € 0 Lema3.1 nos mostra que & estritamente
positivo, enio o # 0.

Indicaremos poP* o conjunto de todos odimeros reais queas estritamente
positivos e colocaremaB = P*|J{0}. Definiremos uma rel@p <, sobreR, do
seguinte modo: se e (5 sao dois imeros reais quaisquer, aote < [ se, e
somente se3 —a € P. Portanto, ser = (a,,) e se3 = (b,), temos quer < (3 se,
e somente séq,, — b,) NA0€é convergente a zero e existg € N tal quea,, < b,

para todar > ng.

Teorema 3.5. A relagdo <, definida acimag uma ordem total sobr® queé
compatvel com a adigo e com a multiplica&o.
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Demonstra@o. Precisamos verificar as condes (1), (I1), (I11) e (IV) do
Teoremal.7.

(I) P+ P CP.

Sejama = (a,) € 5 = (b,) dois elementos quaisquer ée

Sea = 0oup = 0, & imediato quex + 3 € P, logo, podemos supor que
a # 0e # 0. Neste caso, conforme a Defiig3.3, existem fimeros naturais
p € q e existem imeros racionaid/,; € Py e M, € P; tais que

M, < a, paratodar > pe

Mjy < b, paratodon > q.
Pondo-sei, = max{p, ¢}, teremos para tode > ny:

0< M+ My < ay, + by,
portanto,(a,, + b,,) & estritamente positiva e &uta + 3 € P*.

(IT) PN(=P) = {0}.

Sejaa = (a,) um elemento dé” N(—P) e suponhamos que # 0.

ComoP = P*|J{0} temos quex € P* 0 que resulta, em virtude do Lema
3.1, que existe € N tal quel < a,, para todor > p.

Dea € —P vem que—a = (—a,) € P*, logo, existe; € N tal que0 < —a,,
oua, < 0, paratoda: > q.

Tomando-se: > max{p, ¢} teremos) < a, ea, < 0 e chegamos assim a
uma contradigo.

(I1I) PU(-P) = R.

Sejac = (a,) um numeros real qualquer e suponhamos quge P, logo, (a,,)
naoé convergente a zero. Portanto, de acordo com o Lemaexiste)M € Py
e existeny € N tais quea,, < —M, para todar > ng, oU seja—a € P* e enfo
—a € P.

(IV)P-PC P.

Sejama = (a,) € 5 = (b,) dois elementos quaisquer ée

Sea = 0oufg = 0, & imediato quex - 5 € P, logo, podemos supor que
a # 0 e # 0. Neste caso, temas- 3 = (a, - b,) # 0, ou sejaya, - b,) nAoé
convergente a zero.

Por outro lado, em virtude do Len3al, existem fimeros naturaig e ¢ tais
que
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a, > 0 paratodon > pe
b, > 0 para todon > q.

Logo, para todow > max{p, ¢} teremos(a, - b,) > 0, ou seja,(a,b,) &
estritamente positiva.
|

Lema 3.3. O corpo ordenad® €& arquimediano.

Demonstra@o. De acordo com o Teoremal4 basta demonstrar que

sea = (a,) € P*, enfio existe um imero naturak tal quea < a.

Ora, (a,) € fundamental, logcé majorada en®, isto &, existeM € Pj tal
quea,, < M, paratodor € N.

ComoQ é arquimediano existe € N tal que M < a, portanto, o imero

naturale = (a) € estritamente maior do que= (a,,).

SendoR um corpo arquimediano, para todp € P* existe, em virtude do
Corofario 1.9, um mimero racionat € P tal ques < ;. Portanto, para mostrar
que uma seiigncia(a,) € S(R) & fundamental, basta mostrar que, para todo
numero racional estritamente positivpexisten, € N tal que|a,, — a,,| < ¢,
quaisquer que sejam en, comm > ng €n > ny. Vale uma observap ardloga
para segéncias convergentes daémeros reais.

Lema 3.4. Se(a,) € S¢(Q), enBo (a,) € S.(R), isto &, toda segencia fun-
damental, de imeros racionai€ convergente para unumero real; @&m disso
temoslim a,, = (a,,).

Demonstrag@o. Para todo imero racionat € P; existen, € N tal que
lam —an| < e = a, —e < an <a, +¢,
quaisquer que sejam en, comm > ng €n > ny.

Fixemosp > n, e indiquemos:, por a. Conforme a identificséo deQQ com
(Q") (Teorema3.4), temos

at+e=(a+e)ea—e=(a—e¢).

Pondo-sex = (a,) e observando-se que— ¢ < a,, < a + ¢, para todo
m > ng, teremos

(a—¢e)<a<(ate)= (—¢)<a—(a) < (g) -

— Ja—ayl = la—a| = |a— (@) < &) = <.
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Em resumo, dade € P; existen, € N tal queja—a,| < ¢, paratod® > ny.
Portantolim a,, = «.
[ |

Teorema 3.6.0 corpo ordenadd® dos mumeros reai€ completo.

Demonstra@o. O Lema3.3 nos mostra qu&® & arquimediano. Portanto, em
virtude do Teorema.14, precisamos demonstrar gdg(R) = S.(R).

Seja(«,) uma seg@éncia fundamental deimeros reais. De acordo com o
Teorema2.9, existe, para cada € N, uma sed{éncia crescenté; ,,);cy queé
convergente para,, l0go, para tode € P; existe um menor iimero naturaf
tal que

g

i — o] < 3
e para esténdice: colocaremo$,, = a;,,. Obtemos, deste modo, uma géncia
(b,) de rimeros racionais tal que
£
3
para todon € N. Mostraremos, inicialmente, que estaig@tciaé fundamental.
Com efeito, comdc,,) & fundamental, existe, € N tal que

b, — | <

|am - O[n| < gy
quaisquer que sejam e n, comm > ny €n > ny. Portanto, sen e n sao dois
nimeros naturais quaisquer, cem> ng €n > ny, teremos
3
b, — bn| < b — | + | — | + o — by| < 3.5 =g,
ou seja,(b,) € fundamental. Conforme o lema anteri@r,) & convergente para
a = (b,), logo, existen; € N tal que

g
b, — <22,
423

para toda: > ny. Por outro lado, tem-se
|, — af <ay, — bl + |by — ] < §+|bn—a\.
para toda: € N. Portanto, qualquer que seja> n;, teremos
| < S42:
o, — o < < o =&,
3 3

istoé, («,,) € convergente para
|

Para demonstrar que o corBalos rumeros reais@pode ser ordenado de um
Gnico modo daremos, inicialmente, o seguinte lema.
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Lema 3.5. Para todo imero real positiva existe uminico rimero real positivo
b tal quedb? = a.

Demonstra@o. O lemaé imediato se. = 0, logo, podemos supor quec P*.
Seb e ¢ Ao rumeros reais positivos tais que
V=a==0V-=0b-c)-(b+c)=a—a=0;

para isso devemos téf — ¢) = 0 ou (b + ¢) = 0, de onde vem) = coub = —c.
Note que esta segunda igualda@® wcorre 4 que devemos ter, b € P*. Logo,
b=c.

Agora devemos provar que exigtéal queb® = a. Considere, e, o con-
junto

S={reR/0<zer? <a}.

E imediato queS & réo vazio () € S) e majorado (pow + 1), logo, de acordo
com o Teorema anterior , exisie= supS e com iSso temos que< b.

Afirmo: b? = a. Suponha, por absurdo, qbfe+# a. Temos dois casos a serem
considerados:

e i? < a. Note que,

(a+b*)-b=a-b+b
=a-b+b-V*<a-b+a-b=2-ab.

.2
Seja +abb2 = by, enfiob < by. Por outro lado,
a
2 4a?b?
I RTIV)
(a+ b?)
B 4a%b?
a4+ 2ab? 4+ bt
B 4a?b?
~ (a—b2)2 + 4ab?’
. 4a’b?
: <
Afirmo (0= 022 1 dab? = a
4a%b?
Suponha, por absurdo, .
ponna. b e o2 rdap2 ~ ¢
4a’b? N 4a?b? =0
a —a
(@ — b%)? + 4ab? (@ —b?)% 4 4ab?

4a*0* — a(a — b?)? — 4a*V?

0
(a — b?)? + 4ab? ”

103



—a(a — b?)?

(@ — b%)% + 4ab?

. a(a — b?)? _
(a — b%)? + 4ab?

>0

0

Mas, note que:
0<b=0<10
Comob? < a e0 < b?, temos qué < a. Além disso, temos que< a — b*.
Entao, pela Regra dos Sinais, temos que
a(a — b?)?

(a — b?)? + 4ab? >0

4a’b? -
(@ —b?)2 4 4ab? — ¢
Logo,b; € S, 0 queé absurdo pois; > b = supsS.

Contradi@o, ou sejab; =

e a < b%. Note quen + b* < b? + b? = 2b°.

. b?
Sejaa ;Lb = by, enflob, < b. Por outro lado,
2 42
a4 2ab® + b
N 4b2
_ (a— %)%+ 4ab?
N 4b2
_ (a—0*?+ 4ab?
Afirmo: e >a

A verificagdo deste faté araloga a anterior.

Assim,b2 > a 0 queé absurdo pois, < b = supS.
|

Sea € um rumero real positivo, eb, olUnico rimero real positive tal que
b*> = a € denominado raiz quadradade sea indicado pela noté@p/a. O lema
acima nos mostra que tod@mero real positivo admite umanica raiz quadrada
positiva.

Deste lema resulta, imediatamente, que o conjiéhtios elementos positivos,
deRR, pela ordem<, coincide com o conjunto dos quadrados domeros reais.
Portanto, a orderx & determinada de modmico e temos 0 seguinte teorema.
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Teorema 3.7.0 corpoR dos rumeros reais & pode ser ordenado de uamico
modo.

A Unica ordem total, compiael com a estrutura de corpo definida solsre
passa a ser denominada ordem habitual dosanos reais. Notemos quese b
sa0 dois limeros reais quaisquer, temos: b se, e somente se, existe utmmero
realc tal queb — a = 2.

Definicao 3.5. Um automorfismo de um corpak’, &, por defini@qo, um isomor-
fismo do corpadX” nele pbprio.

Teorema 3.8.0 Unico automorfismo do corpk dos rumeros reai€ o automor-
fismo icentico.

Demonstra@o. Sejaf um automorfismo d& e mostremos, inicialmente, que se
a & um rumero real positivo, e&b f(a) tamkemeé positivo. Istoé imediato, pois
conforme o Lema.5, existeb € R tal quea = b2, de onde vemf(a) = (f(b))?

e endo f(a) > 0. Consideremos agora o subconjunto

M ={z eR; f(zx) =x}.

E facil verificar queM & um subcorpo d&, logo M C R.
Afirmamos queV/ = R, ou seja, qug’ & um automorfismo ihtico deR.

Com efeito, seM # R existea € R tal quef(a) # a e suponhamos que
a < f(a) (se f(a) < a, a demonstrap & araloga). De acordo com o Teorema
1.14, exister € Q tal quea < r < f(a).

a<r=0<r—a=0<f(r—a)=f(r)— f(a),

ou, f(a) < f(r) = r o que est em contradigo comr < f(a).
|

3.2 Caracteriza@es do CorpaR dos Nlmeros Reais
Seja K um corpo ordenado pela ordef Indicaremos poil - 0 elemento
unidade dée¥ e por K, Sseu corpo primo.
Ja sabemos que todo elementofigé da formaZZ'Th(, comm en inteiros e
AK

n # 0.

m m.1
Pondo-sex = —, escreveremos.ly = K

, portanto, todo elemento de
n n.lg
Ky édaformau - 15, coma € Q.

105



Além disso, a furio o, de K, emQ, definida pofo(a) = a.1x, & um iso-
morfismo ordenado d&, em Q. Se(a,.1x) € S(Ky), com(a,) € S(Q),
colocaremos, por defiré,

o((an-1x)) = (an)-

E facil verificar quer & um isomorfismo dé&/(k,) emS(Q) e que
o(S¢(Kp)) = S¢(Q), ou sejao transforma toda sé@ncia fundamental de ele-
mentos de¥,, numa seiiéncia fundamental de elementos@e

Teorema 3.9. Todo corpo arquimedian@ ordenadamente isomorfo a um sub-
corpo do corpo dosimeros reais.

Demonstra@o. Seja K um corpo arquimediano. De acordo com o Teorgma
todo elementay, de K, & limite de uma sdigncia(a,1;) € Sy(K), logo, esta
sediénciaé fundamental e eéb (a,,) tamkemé fundamental. Conforme o Lema
3.4 esta setgncia(a,) & convergente e elim a, = (a).

Consideremos, eaob, a aplicagog, de K emR, que a today = lim(a,1;) €
K faz corresponder oimero real(a) = lima,, = (a,).

Sea e sAo dois elementos quaisquer He tem-se

a = lim(a,1;) e 8 = lim(b,1;),
com(a,) € S¢(K) e(b,) € S¢(K). Logo,

a+ [ =lim((a, + b,)1;) €

af = lim((a,b,)1x),
de onde vem,

g(a+ B) =lim(a, + b,) = lima, + limb, = g(a) + g(f) e

g(ap) =lim(a,b,) = lima, - limb, = g(a) - g(3).

Portantog & homomorfismo dé& emR e comog naoé a fun@o nula resulta
que g € um monomorfismo dé& em R. Além disso,ée facil ver queg & um

monomorfismo ordenado.
[ |

Teorema 3.10.Todo corpo ordenado comple®® ordenadamente isomorfo ao
corpo dos fimeros reais.

Demonstra@o. Suponhamos agora que o corfgaseja completo, logo, conforme
o Corohrio2.1, K & arquimediano.
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Consideremos, eab, 0 monomorfismo ordenagode K emR, definido an-
teriormente. Sev = (a,,) € um rumero real qualquer, onde,,) € S¢(K), enéo
(anly) € S§(Ky) e como Ké completo esta ségnciaé convergente pard € K
e éimediato que (o) = o’'.

|

Corolario 3.2. Dois corpos ordenados completd@sordenadamente isomorfos.

Demonstra@o. Sejamk; e K, dois corpos ordeandos completosé&npelo teo-
rema3.10 temos quéds; e K, sao isomorfos ao corpo dosimeros reais; logé;
e K, sao ordenadamente isomorfos.
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