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Introdução

Em 1878 William Kingdom Clifford introduziu as Álgebras de Clifford, que podiam

ser pensadas como uma posśıvel generalização dos números complexos e dos quatérnios.

Uma álgebra de Clifford é uma álgebra unital e associativa associada Cℓ(V, q) funtorial-

mente a um espaço vetorial V munido da forma quadrática q. As Álgebras de Clifford

têm importância fundamental em diversos contextos, em particular por sua relação com

os Grupos de Spin e pelo papel desempenhado pelos módulos de Clifford, especialmente os

espinores. Espinores, por sua vez, são objetos chave na F́ısica, onde descrevem os campos

de matéria fermiônica, e na Geometria Diferencial, onde são utilizados na construção de

fibrados espinoriais e do assim chamado complexo de spin, que é instrumental na prova

do clássico Teorema do Índice de Atiyah e Singer.

Este trabalho está organizado como segue:

No caṕıtulo 1, falaremos sobre álgebras tensoriais, visto que as álgebras de Clifford

são quocientes de uma álgebra tensorial por um ideal da mesma. Daremos a definição

da álgebra de Clifford através de uma propriedade universal, mostraremos a existência

e a unicidade a menos de isomorfismo desta álgebra. Apresentaremos também alguns

exemplos relevantes.

No caṕıtulo 2, provaremos algumas das propriedades básicas das álgebras de Clifford

e definiremos suas principais subestruturas, dentre as quais estão os grupos de Spin.

No caṕıtulo 3, daremos a definição de grupo fundamental e espaço de recobrimento

e provaremos resultados importantes. Chegaremos ao fato de que Spinn é recobrimento

universal de SO(n).

No caṕıtulo 4, falaremos de um caso particular interessante do fato mencionado acima

para n = 3, mostraremos que o recobrimento universal de SO(3) é isomomorfo a SU(2).

Nos apêndices, falaremos produto tensorial de espaços vetoriais e álgebra de Lie e

apresentaremos alguns resultados e exemplos.
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Caṕıtulo 1

Álgebras de Clifford: Conceitos

Básicos

Neste caṕıtulo, daremos a definição das Álgebras de Clifford através de uma proprie-

dade universal. Por conveniência, assumiremos que o espaço vetorial V tem escalares em

um corpo K com caracteŕıstica diferente de dois, car(K) 6= 2, e q : V → K é uma forma

quadrática fixada em V . Para este caṕıtulo, as referências são [3] e [4].

Definição 1.0.1 Uma álgebra de Clifford associada a V e q é um par (Cℓ(V, q), j)
tal que

i) (Cℓ(V, q), ·)1, é uma K-álgebra associativa com unidade;

ii) j : V → Cℓ(V, q) é uma aplicação linear e j(v) · j(v) = −q(v)1,∀v ∈ V ;

iii) para toda aplicação linear f : V → A que satisfaz f(v) · f(v) = −q(v)1A, onde (A, ·)
é K-álgebra associativa com unidade, existe um único homomorfismo de álgebras

f̃ : Cℓ(V, q) → A tal que f = f̃ ◦ j.

V
j

//

f
##G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

Cℓ(V, q)
f̃

��
�

�

�

A

A seguinte proposição nos dá a unicidade destas álgebras a menos de isomorfismo.

Proposição 1.0.1 Sejam (Cℓ(V, q), j) e (Cℓ′(V, q), j ′) álgebras de Clifford associadas a V

e q, então Cℓ(V, q) e Cℓ′(V, q) são álgebras isomorfas.

1O ponto denota o produto da álgebra, a partir de agora usaremos esta notação sem aviso prévio.
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Demonstração: Como j ′ : V → Cℓ′(V, q) é linear e satisfaz j ′(v) · j ′(v) = −q(v)1 e

(Cℓ(V, q), j) é álgebra de Clifford, existe um único homomorfismo ϕ : Cℓ(V, q) → Cℓ′(V, q)
tal que ϕ ◦ j = j ′. Analogamente, existe um único homomorfismo ϕ̄ : Cℓ′(V, q) → Cℓ(V, q)
tal que ϕ̄ ◦ j ′ = j.

Logo, (ϕ ◦ ϕ̄) ◦ j ′ = j′. Mas, idCℓ′(V,q) : Cℓ′(V, q) → Cℓ′(V, q) é tal que idCℓ′(V,q) ◦ j′ = j′.

Dáı, ϕ ◦ ϕ̄ = idCℓ′(V,q). Da mesma forma, idCℓ(V,q) = ϕ̄ ◦ ϕ.
Portanto, Cℓ(V, q) é isomorfa a Cℓ′(V, q).

�

A demonstração da Proposição 1.0.1 em particular garante que , se (Cℓ(V, q), j) é uma

álgebra de Clifford e j ′ : V → Cℓ(V, q) é uma aplicação linear tal que (Cℓ(V, q), j ′) é uma

álgebra de Clifford, então j ′ = ϕ ◦ j, onde ϕ é um automorfismo de Cℓ(V, q). A aplicação

j está então “fixada a menos de automorfismos”. Adotaremos no que segue a convenção

de nos referirmos à álgebra Cℓ(V, q) como a álgebra de Clifford de (V, q), se não houver

perigo de confusão.

Exemplo 1.0.1 Seja Cℓ1 a álgebra de Clifford associada ao espaço vetorial R com forma

quadrática dada por q(x) = x2. Então, Cℓ1 é isomorfa a C visto como R-álgebra.

i) Não é dif́ıcil verificar que C com o produto usual dos números complexos dado por

(a, b)(c, d) = (ac− bd, bc+ ad) é R-álgebra associativa com unidade 1C = (1, 0).

ii) Defina j : R → C por j(x) = (0, x).

Claramente, j é linear. Vemos ainda que

j(x)j(x) = (0, x)(0, x) = (−x2, 0) = −x2(1, 0) = −q(x)1C.

iii) Dada qualquer aplicação linear f : R → A, onde (A, ·) é uma R-álgebra associativa

com unidade, tal que f(x)·f(x) = −q(x)1A, defina f̃ : C → A por f̃(a, b) = a1A+f(b).

Vemos que (f̃ ◦ j)(x) = f̃(0, x) = f(x),∀x ∈ R. Logo, f̃ ◦ j = f.

Vejamos que f̃ é homomorfismo de álgebras2.

Note que f̃(1C) = f̃(1, 0) = 1A.

f̃((a, b) + λ(c, d)) = f̃(a+ λc, b+ λd) = (a+ λc)1A + f(b+ λd) =

= (a1A + f(b)) + λ(c1A + f(d)) =

= f̃(a, b) + λf̃(c, d),∀(a, b), (c, d) ∈ C, λ ∈ R.

2No que segue, “álgebra”sifnificará “álgebra associativa com unidade”.
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f̃((a, b)(c, d)) = f̃(ac− bd, bc+ ad) = (ac− bd)1A + f(bc+ ad) =

= ac1A + cf(b) + af(d) − bd1A = ac1A + af(d) + f(b)c+ bdf(1) · f(1) =

= ac1A + af(d) + f(b)c+ f(b) · f(d) = (a1A + f(b)) · (c1A + f(d)) =

= f̃(a, b) · f̃(c, d).

Vamos mostrar agora que f̃ é única.

Suponha que existe um homomorfismo de álgebras g : C → A tal que g ◦ j = f. Então,

∀(a, b) ∈ C,

g(a, b) = g(a(1, 0) + (0, b)) = ag(1, 0) + g(0, b) = a1A + g(j(b)) =

= a1A + f(b) = f̃(a, b),

e portanto g = f̃ , o que conclui o exemplo.

Exemplo 1.0.2 Seja Cℓ∗1 a álgebra de Clifford associada ao espaço vetorial R com forma

quadrática dada por q(x) = −x2. Então, Cℓ∗1 é isomorfa a R ⊕ R visto como R-álgebra.

Definindo o produto em R ⊕ R como (a, b)(c, d) = (ac+ bd, bc+ ad) e j : R → R ⊕ R

dada por j(x) = (x, 0), verifica-se o isomorfismo de forma análoga ao exemplo anterior.

Exemplo 1.0.3 Seja Cℓ2 a álgebra de Clifford associada ao espaço vetorial R2 com forma

quadrática dada por q((x, y)) = x2 + y2. Então, Cℓ2 é isomorfa a H visto como R-álgebra.

i) Não é dif́ıcil verificar que H com o produto usual dos quatérnios dado por

(a, b, c, d)(a′, b′, c′, d′) = (aa′ − bb′ − cc′ − dd′, ab′ + ba′ + cd′ − dc′, ac′ − bd′ + ca′+

+db′, ad′ + bc′ − cb′ + da′) é R-álgebra associativa com unidade.

ii) Defina j : R2 → H por j(x, y) = (0, x, y, 0).

Note que j é linear e que

j(x, y)j(x, y) = (0, x, y, 0)(0, x, y, 0) = (−x2 − y2, 0, 0, 0) =

= −(x2 + y2)(1, 0, 0, 0) = −q(x, y)1H.

iii) Dada qualquer aplicação linear f : R2 → A, onde (A, ·) é R-álgebra associativa com

unidade, tal que f(x, y) · f(x, y) = −q(x, y)1A, defina f̃ : H → A por f̃(a, b, c, d) =

a1A + bf(1, 0) + cf(0, 1) + df(1, 0) · f(0, 1).
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Vemos que (f̃) ◦ j(x, y) = f̃(0, x, y, 0) = xf(1, 0) + yf(0, 1) = f(x, y). Logo, f̃ ◦ j = f.

Para verificar o homomorfismo,

f̃((a, b, c, d)(a′, b′, c′, d′)) = f̃(aa′ − bb′ − cc′ − dd′, ab′ + ba′ + cd′ − dc′, ac′ − bd′ + ca′+

+db′, ad′ + bc′ − cb′ + da′) = (aa′ − bb′ − cc′ − dd′)1A + (ab′ + ba′ + cd′ − dc′)f(1, 0)+

+(ac′ − bd′ + ca′ + db′)f(0, 1) + (ad′ + bc′ − cb′ + da′)f(1, 0)f(0, 1) = aa′1A + ab′f(1, 0)+

+ac′f(0, 1)+ad′f(1, 0)f(0, 1)+ ba′f(1, 0)− bb′ + bc′f(1, 0)f(0, 1)− bd′f(0, 1)+ ca′f(0, 1)−

−cb′f(1, 0)f(0, 1)−cc′+cd′f(1, 0)+da′f(1, 0)f(0, 1)+db′f(0, 1)−dc′f(1, 0)−dd′ = aa′1A+

+ab′f(1, 0) + ac′f(0, 1) + ad′f(1, 0)f(0, 1) + ba′f(1, 0) + bb′f(1, 0)2 + bc′f(1, 0)f(0, 1)+

+bd′f(1, 0)2f(0, 1) + ca′f(0, 1) + cb′f(0, 1)f(1, 0) + cc′f(0, 1)2 + cd′f(0, 1)f(1, 0)f(0, 1)+

+da′f(1, 0)f(0, 1)+db′f(1, 0)f(0, 1)f(1, 0)+dc′f(1, 0)f(0, 1)2+dd′f(1, 0)f(0, 1)f(1, 0)f(0, 1) =

= (a1A + bf(1, 0) + cf(0, 1) + df(1, 0)f(0, 1))(a′1A + b′f(1, 0) + c′f(0, 1)+

+d′f(1, 0)f(0, 1)) = f̃(a, b, c, d)f̃(a′, b′, c′, d′),

f̃((a, b, c, d)+λ(a′, b′, c′, d′)) = f̃(a+λa′, b+λb′, c+λc′, d+λd′) = (a+λa′)1A+(b+λb′)f(1, 0)+

+(c+λc′)f(0, 1)+(d+λd′)f(1, 0)·f(0, 1) = (a1A+bf(1, 0)+cf(0, 1)+df(1, 0)·f(0, 1))+λ(a′1A+

+b′f(1, 0) + c′f(0, 1) + d′f(1, 0) · f(0, 1)) = f̃(a, b, c, d) + λf̃(a′, b′, c′, d′),

e ainda f̃(1, 0, 0, 0) = 11A = 1A.

Para provarmos a unicidade de f̃ , suponha que existe g homomorfismo de álgebras tal

que g ◦ j = f. Então,

g(a, b, c, d) = g(a1C + b(0, 1, 0, 0) + c(0, 0, 1, 0) + d(0, 0, 0, 1)) =

= a1A + bg(j(1, 0)) + cg(j(0, 1)) + dg((0, 1, 0, 0)(0, 0, 1, 0)) =

= a1A + bf(1, 0) + cf(0, 1) + dg(j(1, 0))g(j(0, 1)) =

= a1A + bf(1, 0) + cf(0, 1) + df(1, 0)f(0, 1) = f̃(a, b, c, d).

O que conclui o exemplo.

O próximo exemplo é mais elaborado e vamos apresentá-lo como proposição.

Seja V = R3 e q(v) = −v2
1 − v2

2 − v2
3, v = (v1, v2, v3).

Considere a álgebra de Clifford Cℓ∗3 associada ao par (V, q).

Seja M2(C) o conjunto das matrizes 2 por 2 com entradas em C.
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Proposição 1.0.2 Cℓ∗3 é isomorfa a M2(C).

Demonstração: Seja {e1, e2, e3} base canônica de R3.

Defina j : R3 → M2(C), j(e1) =

(
0 1

1 0

)
= σ1, j(e2) =

(
0 −i
i 0

)
= σ2, j(e3) =

(
1 0

0 −1

)
= σ3.

As matrizes σ1, σ2, σ3 são chamadas de matrizes de Pauli.

Note que

σ1σ2 =

(
i 0

0 −i

)
, σ1σ3 =

(
0 −1

1 0

)
, σ2σ3 =

(
0 i

i 0

)
,

σ2σ1 =

(
−i 0

0 i

)
, σ3σ1 =

(
0 1

−1 0

)
, σ3σ2 =

(
0 −i
−i 0

)
.

Vemos que σiσj = −σjσi, i 6= j, σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 =

(
1 0

0 1

)
.

Dado v ∈ R3, v =
3∑

i=1

viei. Então,

j(v)j(v) = j(
3∑

i=1

viei)j(
3∑

k=1

vkek) =
3∑

i=1

vij(ei)
3∑

k=1

vkj(ek) =
3∑

i=1

viσi

3∑

k=1

vkσk =

= (v2
1 + v2

2 + v2
3)

(
1 0

0 1

)
= −q(v)

(
1 0

0 1

)
.

Denotaremos a matriz identidade por 12×2.

Afirmação: {12×2, σ1, σ2, σ3, σ1σ2, σ1σ3, σ2σ3, σ1σ2σ3} é base de M2(C).

Primeiramente, notemos que M2(C) tem dimensão real 8.

Vamos provar que é linearmente independente.

Sejam λi ∈ R, i ∈ {1, · · · , 8}. Então,

λ112×2 + λ2σ1 + λ3σ2 + λ4σ3 + λ5σ1σ2 + λ6σ1σ3 + λ7σ2σ3 + λ8σ1σ2σ3 =

(
0 0

0 0

)
⇒

⇒ λ1

(
1 0

0 1

)
+ λ2

(
0 1

1 0

)
+ λ3

(
0 −i
i 0

)
+ λ4

(
1 0

0 −1

)
+ λ5

(
i 0

0 −i

)
+
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+λ6

(
0 −1

1 0

)
+ λ7

(
0 i

i 0

)
+ λ8

(
i 0

0 i

)
=

(
0 0

0 0

)
⇒

⇒
(

(λ1 + λ4) + i(λ5 + λ8) (λ2 − λ6) + i(−λ3 + λ7)

(λ2 + λ6) + i(λ3 + λ7) (λ1 − λ4) + i(−λ5 + λ8)

)
=

(
0 0

0 0

)
⇒

⇒ λi = 0,∀i ∈ {1, · · · , 8}.

Dada f : R3 → A linear. Defina f̃ : M2(C) → A por f̃

(
1 0

0 1

)
= 1A, f̃(σ1) =

f(e1), f̃(σ2) = f(e2), f̃(σ3) = f(e3), f̃(σiσj) = f(ei)f(ej), para i < j e f̃(σ1σ2σ3) =

f(e1)f(e2)f(e3).

Não é dif́ıcil ver que f̃ é linear e é homomorfismo de álgebras.

Vemos que

(f̃ ◦ j)(v) = (f̃ ◦ j)(
3∑

i=1

viei) = f̃(
3∑

i=1

vij(ei)) =
3∑

i=1

vif̃(σi) =

=
3∑

i=1

f(ei) = f(
3∑

i=1

viei) = f(v),∀v ∈ R3.

Vamos provar agora que f̃ é única.

Seja g : M2(C) → A um homomorfismo de álgebras tal que g ◦ j = f. Então,

g

(
a+ bi c+ di

a′ + b′i c′ + d′i

)
=
a+ c′

2
g(1M2(C))+

a′ + c

2
g(j(e1))+

b′ − d

2
g(j(e2))+

a− c′

2
g(j(e3))+

+
b− d′

2
g(σ1σ2)+

a′ − c

2
g(σ1σ3)+

b′ + d

2
g(σ2σ3)+

b+ d′

2
g(σ1σ2σ3) =

a+ c′

2
1A+

a′ + c

2
f(e1)+

+
b′ − d

2
f(e2) +

a− c′

2
f(e3) +

b− d′

2
f(e1)f(e2) +

a′ − c

2
f(e1)f(e3) +

b′ + d

2
f(e2)f(e3)+

+
b+ d′

2
f(e1)f(e2)f(e3) =

a+ c′

2
f̃(12×2) +

a′ + c

2
f̃(σ1) +

b′ − d

2
f̃(σ2) +

a− c′

2
f̃(σ3)+

+
b− d′

2
f̃(σ1σ2)+

a′ − c

2
f̃(σ1σ3)+

b′ + d

2
f̃(σ2σ3)+

b+ d′

2
f̃(σ1σ2σ3) = f̃

(
a+ bi c+ di

a′ + b′i c′ + d′i

)
.

�

A definição da álgebra de Clifford Cℓ(V, q) não garante no contexto geral, a existência

da mesma. Mostraremos agora que esta sempre existe.
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1.1 Construindo uma Álgebra de Clifford I: A Álgebra

Tensorial

Definição 1.1.1 Seja V um K espaço vetorial. Uma álgebra tensorial é um par

(T (V ), ϕ), onde T (V ) é uma K-álgebra e ϕ : V → T (V ) é K-linear, com a seguinte

propriedade: para toda aplicação f : V → A linear, onde A é uma K-álgebra, existe um

único homomorfismo de álgebras f̄ : T (V ) → A com f = f̄ ◦ ϕ.

V
ϕ

//

f
""D

D

D

D

D

D

D

D

D

T (V )

f̄

��
�

�

�

A

Analogamente ao que fizemos para álgebras de Clifford, mostra-se que a álgebra ten-

sorial é única a menos de isomorfismo.

1.1.1 Construção de uma Álgebra Tensorial

Aqui, como antes, apenas a definição de uma certa estrutura não prova a existência

da mesma. Após sua construção expĺıcita nos referimos a T (V ) como a álgebra tensorial

de V.

Defina

T kV = V ⊗k = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k vezes

, k ∈ N∗3

T 0V = K.

Seja T (V ) =
∞⊕

k=0

T kV = K ⊕ V ⊕ (V ⊗ V ) ⊕ (V ⊗ V ⊗ V ) ⊕ · · ·.

Proposição 1.1.1 Para quaisquer k, l ∈ N∗ os espaços vetoriais T kV ⊗T lV e T k+lV são

canonicamente isomorfos.

Demonstração:

Seja (T kV ⊗ T lV, ξ) o produto tensorial entre T kV e T lV.

Defina

ψ : T kV × T lV −→ T k+lV,

pondo

3Veja Apêndice 1 para as principais propriedades do produto tensorial de espaços vetoriais.
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ψ

((
∑

i1,··· ,ik

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik ,
∑

j1,··· ,jl

wj1 ⊗ · · · ⊗ wjl

))
=
∑

i1,··· ,ik
j1,··· ,jl

vi1 ⊗· · ·⊗ vik ⊗wj1 ⊗· · ·⊗wjl

Não é dif́ıcil verificar que ψ é bilinear.

Logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma única aplicação

linear

ιk,l : T kV ⊗ T lV → T k+lV tal que ιk,l ◦ ϕk,l = ψ onde ϕk,l : T kV × T lV −→ T kV ⊗ T lV

a injeção canônica, para a qual

ϕk,l

(
∑

i1,··· ,ik

ui1 ⊗ · · · ⊗ uik ,
∑

j1,··· ,jl

vj1 ⊗ · · · ⊗ vjl

)
=

=

(
∑

i1,··· ,ik

ui1 ⊗ · · · ⊗ uik

)
⊗
(
∑

j1,··· ,jl

vj1 ⊗ · · · ⊗ vjl

)
.

Explicitamente temos,

ιk,l


∑

t


 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt


⊗


 ∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt




 =

=
∑

t

ιk,l




 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt


⊗


 ∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt




 =

=
∑

t

ιk,l


ξ


 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt

,
∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt




 =

=
∑

t

ψ


 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt

,
∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt


 =

=
∑

t
i1t

,··· ,ikt
j1t

,··· ,jlt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt

⊗ wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt .

Sejam, ∀k, l ∈ N∗

ϕlk :

k+l vezes︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ T kV × T lV

ϕlk(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+l) = (ϕk(v1, · · · , vk), ϕl(vk+1, · · · , vk+l)), onde

ϕk :

k vezes︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → T kV

(v1, · · · , vk) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk

13



ϕl :

l vezes︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → T lV

(v1, · · · , vl) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vl

.

Como ϕk é k-linear e ϕl é l-linear, então ϕlk é k + l-linear.

Não é dif́ıcil ver que ϕk,l é bilinear.

Temos que se

ϕk,l ◦ ϕlk :

k+l vezes︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ T kV ⊗ T lV,

então

(ϕk,l◦ϕlk)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+l) = (v1⊗· · ·⊗vk)⊗(vk+1,⊗ · · ·⊗vk+l) é k+l-linear.

Seja ϕ a injeção canônica de

k+l vezes︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V em T k+lV. Portanto, existe uma única

aplicação linear ιk+l : T k+lV → T kV ⊗ T lV tal que ιk+l ◦ ϕ = ϕk,l ◦ ϕlk, conforme o

diagrama abaixo:

V × · · · × V
ϕ

//

ϕl
k

��

T k+lV

ιk+l

��
�

�

�

T kV × T lV
ϕk,l

// T kV ⊗ T lV

Explicitamente,

ιk+l


 ∑

i1,··· ,ik+l

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik+l


 =

∑

i1,··· ,ik+l

ιk+l
(
vi1 ⊗ · · · ⊗ vik+l

)
=

=
∑

i1,··· ,ik+l

ιk+l
(
ϕ
(
vi1 , · · · , vik+l

))
=

∑

i1,··· ,ik+l

(ϕk,l ◦ ϕlk)(vi1 , · · · , vik+l
) =

=
∑

i1,··· ,ik+l

(vi1 ⊗ · · · vik) ⊗ (vik+1
⊗ · · · ⊗ vik+l

).

Portanto,

(ιk+l ◦ ιk,l)


∑

t


 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt


⊗


 ∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt




 =

= ιk+l




∑

t
i1t

,··· ,ikt
j1t

,··· ,jlt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt

⊗ wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt


 =

=
∑

t
i1t

,··· ,ikt
j1t

,··· ,jlt

ιk+l
(
vi1t

⊗ · · · ⊗ vikt
⊗ wj1t

⊗ · · · ⊗ wjlt
)

=
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=
∑

t
i1t

,··· ,ikt
j1t

,··· ,jlt

(
vi1t

⊗ · · · ⊗ vikt

)
⊗
(
wj1t

⊗ · · · ⊗ wjlt
)

=

=
∑

t


 ∑

i1t
,··· ,ikt

vi1t
⊗ · · · ⊗ vikt


⊗


 ∑

j1t
,··· ,jlt

wj1t
⊗ · · · ⊗ wjlt


,

e

(ιk,l ◦ ιk+l)


 ∑

i1,··· ,ik+l

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik+l


 =

= ιk,l


 ∑

i1,··· ,ik+l

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vik) ⊗ (vik+1
⊗ · · · ⊗ vik+l

)


 =

= ιk,l


 ∑

i1,··· ,ik+l

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vik) ⊗ (vik+1
⊗ · · · ⊗ vik+l

)


 =

=
∑

i1,··· ,ik+l

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik+l
.

Assim, ιk,l e ιk+l são inversas uma da outra, logo, ik,l é um isomorfismo.

�

Pela definição, para verificar que T (V ) é uma álgebra tensorial devemos mostrar ini-

cialmente que T (V ) é uma K-álgebra. Para isto, defina a seguinte operação

∗ : T (V ) × T (V ) −→ T (V )(
∑

i

ui,
∑

j

vj

)
7→

∑

i,j

ιi,j(ui ⊗ vj)
,

onde ui 6= 0 e vj 6= 0 apenas num conjunto finito, e ιi,j é como na demonstração da

Proposição 1.1.1.

Proposição 1.1.2 (T (V ), ∗) é K-álgebra.

Demonstração:

i) Com as operações dadas por
∑

i

ui +
∑

j

vj =
∑

i,j

ui + vj e λ

(
∑

i

ui

)
=
∑

i

λui,∀λ ∈ K,

T (V ) é K-espaço vetorial.

ii) Verifiquemos a associatividade do produto:
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((
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

))
∗
(
∑

k

wk

)
=
∑

i,j,k

((ui ∗ vj) ∗ wk).

Escrevendo

ui =
∑

n1,··· ,ni

un1 ⊗ · · · ⊗ uni
∈ T iV

vj =
∑

m1,··· ,mj

vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj
∈ T jV

wk =
∑

p1,··· ,pk

wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
∈ T kV,

vem

((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

)) ∗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

= (ιi,j((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ⊗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

))) ∗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

= (un1 ⊗ · · · ⊗ uni
⊗ vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ∗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

= ιi+j,k((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
⊗ vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ⊗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
)) =

= (un1 ⊗ · · · ⊗ uni
⊗ vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ⊗ wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
=

= un1 ⊗ · · · ⊗ uni
⊗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

⊗ wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

= ιi,j+k((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ⊗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

⊗ wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
)) =

= (un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

⊗ wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

= (un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ (ιj,k(vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ⊗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
)) =

= (un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ ((vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ∗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
)).

Dáı,

(ui ∗ vj) ∗ wk =



(
∑

n1,··· ,ni

un1 ⊗ · · · ⊗ uni

)
∗


 ∑

m1,··· ,mj

vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj




 ∗

∗
(
∑

p1,··· ,pk

wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk

)
=

∑

n1,··· ,ni
m1,··· ,mj
p1,··· ,pk

((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

))∗

∗(wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
) =

∑

n1,··· ,ni
m1,··· ,mj
p1,··· ,pk

(un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ∗ ((vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

) ∗ (wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk
)) =

=

(
∑

n1,··· ,ni

un1 ⊗ · · · ⊗ uni

)
∗




 ∑

m1,··· ,mj

vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj


 ∗

(
∑

p1,··· ,pk

wp1 ⊗ · · · ⊗ wpk

)
 =
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= ui ∗ (vj ∗ wk).

Então,
∑

i,j,k

(ui ∗ (vj ∗ wk)) =

(
∑

i

ui

)
∗
((

∑

j

vj

)
∗
(
∑

k

wk

))
, como queŕıamos

mostrar.

iii) Distributividade:

Para i > j, temos(
∑

i

ui +
∑

j

vj

)
∗
(
∑

k

wk

)
=

(
∑

i

ui + vi

)
∗
(
∑

k

wk

)
=
∑

i,k

ιi,k((ui + vi) ⊗ wk) =

=
∑

i,k

ιi,k(ui ⊗ wk + vi ⊗ wk) =
∑

i,k

ιi,k(ui ⊗ wk) + ιi,k(vi ⊗ wk) =

=
∑

i,k

ιi,k(ui ⊗ wk) +
∑

j,k

ιj,k(vj ⊗ wk) =

(
∑

i

ui

)
∗
(
∑

k

wk

)
+

(
∑

j

vj

)
∗
(
∑

k

wk

)
.

Analogamente,
(
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj +
∑

k

wk

)
=

(
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

)
+

(
∑

i

ui

)
∗
(
∑

k

wk

)
.

Finalmente, ∀a ∈ K,(
a
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

)
=

(
∑

i

aui

)
∗
(
∑

j

vj

)
=
∑

i,j

ιi,j((aui) ⊗ vj) =

=
∑

i,j

ιi,j(a(ui ⊗ vj)) = a
∑

i,j

ιi,j(ui ⊗ vj) = a

((
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

))
.

Analogamente,
(
∑

i

ui

)
∗
(
a
∑

j

vj

)
= a

((
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

))
.

�

A seguinte proposição nos dá uma aplicação K-linear com a qual T (V ) será uma

álgebra tensorial.

Proposição 1.1.3 Com a inclusão

ϕ : V →֒ T (V )

v 7−→ v

(T (V ), ϕ) é álgebra tensorial.
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Demonstração:

É claro que ϕ é K-linear.

Seja f : V → A uma aplicação linear, onde (A, .) é K-álgebra.

Defina f̄ : T (V ) → A, dada por f̄

(
∑

i

vi

)
=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

f(vn1)f(vn2) · · · f(vni
), onde

vi =
∑

n1,··· ,ni

vn1 ⊗ · · · ⊗ vni
∈ T iV. Queremos verificar que f é homomorfismo de álgebras

e a comutatividade do diagrama

V
ϕ

//

f
""D

D

D

D

D

D

D

D

D

T (V )

f̄

��
�

�

�

A

De fato, é fácil ver que f é linear e f(1T (V )) = 1A. Temos agora:

i) f̄

((
∑

i

ui

)
∗
(
∑

j

vj

))
= f̄


∑

i,j

(
∑

n1,··· ,ni

un1 ⊗ · · · ⊗ uni

)
∗


 ∑

m1,··· ,mj

vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj




 =

= f̄




∑

i,j
n1,··· ,ni

m1,··· ,mj

ιi,j((un1 ⊗ · · · ⊗ uni
) ⊗ (vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj

))


 =

= f̄




∑

i,j
n1,··· ,ni

m1,··· ,mj

un1 ⊗ · · · ⊗ uni
⊗ vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj


 =

=
∑

i,j
n1,··· ,ni

m1,··· ,mj

f(un1) · · · f(uni
)f(vm1) · · · f(vmj

) =

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

f(un1) · · · f(uni
)
∑

j

∑

m1,··· ,mj

f(vm1) · · · f(vmj
) =

= f̄

(
∑

i

∑

n1,··· ,ni

un1 ⊗ · · · ⊗ uni

)
· f̄


∑

j

∑

m1,··· ,mj

vm1 ⊗ · · · ⊗ vmj


 =

= f̄

(
∑

i

ui

)
· f̄
(
∑

j

vj

)
,

e logo, f̄ é homomorfismo de álgebras.

ii)
(
f̄ ◦ ϕ

)
(v) = f̄(v) = f(v),∀v ∈ V .
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iii) Seja g tal que g : T (V ) → A é homomorfismo de álgebras e g ◦ ϕ = f. Então

g

(
∑

i

vi

)
= g

(
∑

i

∑

n1,··· ,ni

vn1 ⊗ · · · ⊗ vni

)
=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

g(vn1) · · · g(vni
) =

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

g(ϕ(vn1)) · · · g(ϕ(vni
)) =

∑

i

∑

n1,··· ,ni

f(vn1) · · · f(vni
) = f̄

(
∑

i

vi

)
.

Logo, f̄ é única.

�

1.2 Construindo uma Álgebra de Clifford II: Quo-

ciente

Considere agora a álgebra tensorial T (V ) =
∞⊕

k=0

T kV, e o ideal Iq(V ) = 〈{v ⊗ v +

q(v), v ∈ V }〉.
Seja Cℓ(V, q) = T (V )/Iq(V ). Defina j : V → Cℓ(V, q) pondo j = πq ◦ ϕ onde ϕ : V →

T (V ) é a inclusão canônica e πq : T (V ) → Cℓ(V, q) a projeção canônica.

Notação: Para x ∈ T (V ) usaremos [x] para denotar a classe de equivalência de x.

Proposição 1.2.1 (Cℓ(V, q), j) é álgebra de Clifford.

Demonstração: Vemos que

i) j é linear, pois ϕ e πq o são;

ii) ∀v ∈ V, j(v) = (πq ◦ϕ)(v) = πq(v) = [v] ⇒ j(v) · j(v) = [v] · [v] = [v⊗ v] = [−q(v)] =

= −q(v)[1] = −q(v)1Cℓ(V,q);

iii) Seja f : V → A aplicação linear tal que f(v) · f(v) = −q(v)1A.

Pela propriedade universal da álgebra tensorial, existe um único homomorfismo de

álgebras f̄ : T (V ) → A tal que f̄ ◦ ϕ = f.

Afirmação: Iq(V ) ⊂ Kerf̄ .

De fato, f̄(v ⊗ v + q(v)) = f̄(v ⊗ v) + q(v)f̄(1) = f̄(v) · f̄(v) + q(v)1A =

= f(v) · f(v) + q(v)1A = 0, o que estabelece a afirmação.
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Defina
f̃ : T (V )/Iq(V ) → A

[v] 7→ f̄(v)
.

i) [v] = [w] ⇒ v − w ∈ Iq(V ) ⇒ v − w ∈ Kerf̄ ⇒ f̄(v − w) = 0 ⇒ f̄(v) = f̄(w)

Logo, f̃ está bem definida, e claramente linear, e f̃(1Cℓ(V,q)) = f(1) = 1A.

ii) f̃([v] · [w]) = f̃([v ⊗ w]) = f̄(v ⊗ w) = f̄(v) · f̄(w) = f̃([v]) · f̃([w]).

Logo, f̃ é homomorfismo de álgebras.

iii) (f̃ ◦ j)(v) = (f̃ ◦ πq ◦ ϕ)(v) = f̃(πq(v)) = f̃([v]) = f̄(v) = f(v),∀v ∈ V.

Isto prova que f̃ ◦ j = f.

iv) Sejam g : Cℓ(V, q) → A homomorfismo de álgebras tal que g ◦ j = f e w ∈ T (V ).

Então, w =
∑

i

∑

n1,··· ,ni

wn1 ⊗ · · · ⊗ wni
.

g([w]) = g(πq(w)) = g

(
πq

(
∑

i

∑

n1,··· ,ni

wn1 ⊗ · · · ⊗ wni

))
=

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

g(πq(ϕ(wn1))) · · · g(πq(ϕ(wni
))) =

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

(g ◦ j)(wn1) · · · (g ◦ j)(wni
) =

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

f(wn1) · · · f(wni
) =

=
∑

i

∑

n1,··· ,ni

f̃([wn1 ]) · · · f̃([wni
]) = f̃([w]).

Assim, f̃ é única.

�

Portanto, (Cℓ(V, q), j) é álgebra de Clifford, e por ser única a menos de isomorfismo nos

referimos, como já dissemos, a Cℓ(V, q) como a álgebra de Clifford de (V, q).

Note que j é injetiva.

De fato, se (Cℓ′(V, q), j ′) é álgebra de Clifford, existe um único isomorfismo ψ :

Cℓ(V, q) → Cℓ′(V, q) com j ′ = ψ ◦ j. Portanto, j ′ é injetiva. Assim, j é sempre uma

inclusão de V em sua álgebra de Clifford, e no que segue, identificaremos V com sua

imagem por j em Cℓ(V, q).
Em particular, no lugar de j(v) · j(v) = −q(v)1 escrevemos apenas v · v = −q(v)1.
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Caṕıtulo 2

Propriedades Estruturais e

Subgrupos de uma Álgebra de

Clifford

Neste caṕıtulo, veremos importante subestruturas das álgebras de Clifford tais como

o grupo de Spin. Utilizamos a referência [4].

Definição 2.0.1 Um morfismo f : (V, q) → (V ′, q′) entre espaços vetoriais com forma

quadrática é uma aplicação K-linear f : V → V ′ que preserva a forma quadrática, ou

seja, f ∗q′ := q′ ◦ f = q.

Definição 2.0.2 O grupo linear de V é definido por

GL(V ) = {A : V → V ;A é operador linear invert́ıvel }.

Note que GL(V ) com a operação de composição forma um grupo.

Definição 2.0.3 O grupo ortogonal associado a V e q é definido por

O(V, q) = {f ∈ GL(V ) : f ∗q = q}.

Teorema 2.0.1 Sejam f : (V, q) → (V ′, q′) e g : (V ′, q′) → (V ′′, q′′) morfismos entre

espaços vetoriais, (Cℓ(V, q), j), (Cℓ(V ′, q′), j ′) e (Cℓ(V ′′, q′′), j ′′) as álgebras de Clifford as-

sociadas. Então

i) g̃ ◦ f = g̃ ◦ f̃

ii) ĨdV = IdCℓ(V,q).
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Demonstração:

i) É claro que j ′ ◦ f é K-linear, pois j ′ e f o são.

Vemos ainda que j ′(v′) · j ′(v′) = −q′(v′)1,∀v′ ∈ V ′ e isto implica que j ′(f(v)) ·
j′(f(v)) = −q′(f(v))1,∀v ∈ V. Mas, q = q′ ◦ f. Logo, (j ′ ◦ f)(v) · (j ′ ◦ f)(v) = −q(v)1.

Portanto, existe um único homomorfismo de álgebras f̃ : Cℓ(V, q) → Cℓ(V ′, q′) tal

que f̃ ◦ j = j ′ ◦ f.

Analogamente, existe um único homomorfismo de álgebras g̃ : Cℓ(V ′, q′) → Cℓ(V ′′, q′′)

tal que g̃ ◦ j ′ = j′′ ◦ g.

Segue que (veja o diagrama ao lado)

j′′ ◦ g ◦ f = g̃ ◦ j ′ ◦ f = (g̃ ◦ f̃) ◦ j.

(V, q)
j

//

f

��

Cℓ(V, q)
f̃

��
�

�

�

(V ′, q′)
j′

//

g

��

Cℓ(V ′, q′)

g̃

��
�

�

�

(V ′′, q′′)
j′′

// Cℓ(V ′′, q′′)

É claro que j ′′ ◦ g ◦ f é linear.

Como j ′′(v′′)·j ′′(v′′) = −q′′(v′′)1, ∀v′′ ∈ V ′′, então ∀v ∈ V, (j ′′◦g◦f)(v)·(j ′′◦g◦f)(v) =

−q′′((g ◦ f)(v))1 = −q′(f(v))1 = −q(v)1, pois q′ = q′′ ◦ g.

Portanto, existe um único homomorfismo de álgebras g̃ ◦ f tal que (g̃ ◦ f)◦j = j ′′◦g◦f
e como g̃ ◦ f̃ satisfaz essas condições, segue que g̃ ◦ f = g̃ ◦ f̃ .

ii) É claro que j ◦ IdV é K-linear, pois j ′ e IdV o são.

Vemos ainda que, (j ◦ IdV )(v) · (j ◦ IdV )(v) = j(v) · j(v) =

−q(v)1. Logo, existe um único homomorfismo ĨdV tal que

ĨdV ◦ j = j ◦ IdV . Mas, existe IdCℓ(V,q) : Cℓ(V, q) → Cℓ(V, q)
tal que j ◦ IdV = IdCℓ(V,q) ◦ j. Portanto, ĨdV = IdCℓ(V,q)(veja

o diagrama ao lado).

(V, q)
j

//

IdV

��

Cℓ(V, q)
ĨdV

��
�

�

�

(V, q)
j

// Cℓ(V, q)

�

Fixe um K-espaço vetorial V com forma quadrática q.

Corolário 2.0.1 A aplicação ϕ : O(V, q) → Aut(Cℓ(V, q)) dada por ϕ(f) = f̃ ,∀f ∈
O(V, q) é monomorfismo de grupos.

Demonstração:

i) ϕ(f ◦ g) = f̃ ◦ g = f̃ ◦ g̃ = ϕ(f) ◦ ϕ(g),∀f, g ∈ O(V, q.)
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ii) ϕ(IdV ) = ĨdV = IdCℓ(V,q).

iii) ϕ(f) = ϕ(g) ⇒ f̃ = g̃ ⇒ f = g.

�

Definimos agora um importante automorfismo de Cℓ(V, q). Defina inicialmente β :

V → V pondo β(v) = −v,∀v ∈ V.

Notemos que β ∈ O(V, q). De fato, β é claramente K-linear e β∗q(v) = (q ◦ β)(v) =

〈β(v), β(v)〉q = 〈−v,−v〉q = 〈v, v〉q = q(v).

Então, α := ϕ(β) = β̃ : Cℓ(V, q) → Cℓ(V, q) é um automorfismo de Cℓ(V, q), chamado

paridade. Note que α2 = β̃ ◦ β̃ = β̃ ◦ β = ĨdV = IdCℓ(V,q), e portanto α tem autovalores

1 e -1.

Definição 2.0.4 Seja Cℓi(V, q) = {ϕ ∈ Cℓ(V, q) : α(ϕ) = (−1)iϕ}, i ∈ {0, 1}. Cℓ0(V, q) é

chamada parte par de Cℓ(V, q) e Cℓ1(V, q) é chamada parte ı́mpar de Cℓ(V, q).

Note que Cℓ0(V, q) é o autoespaço relacionado ao autovalor 1, e Cℓ1(V, q) é o autoespaço

relacionado ao autovalor -1. Temos então que

Cℓ(V, q) = Cℓ0(V, q) ⊕ Cℓ1(V, q). (2.1)

Proposição 2.0.2 Cℓi(V, q).Cℓj(V, q) ⊂ Cℓi+j(V, q), onde i+ j é dado módulo 2.

Demonstração: Seja ϕiϕj ∈ Cℓi(V, q)Cℓj(V, q). Então,

α(ϕiϕj) = α(ϕi)α(ϕj) = (−1)iϕi(−1)jϕj = (−1)i+jϕiϕj.

Logo, ϕiϕj ∈ Cℓi+j(mod 2)(V, q).

�

Uma álgebra que satisfaz a decomposição (2.1) e a proposição anterior é dita Z2-graduada.

Proposição 2.0.3 Cℓ0(V, q) é subálgebra de Cℓ(V, q).

Demonstração: É claro que Cℓ0(V, q) é subespaço vetorial de Cℓ(V, q), pois

i) 0 ∈ Cℓ0(V, q)

ii) Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ Cℓ0(V, q). Então, α(ϕ1 −ϕ2) = α(ϕ1)−α(ϕ2) = ϕ1 −ϕ2 ⇒ ϕ1 −ϕ2 ∈
Cℓ0(V, q)

iii) Seja λ ∈ Cℓ0(V, q). Então, α(λϕ) = λα(ϕ) = λϕ⇒ λϕ ∈ Cℓ0(V, q).
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De forma análoga, mostra-se que ϕ1 ·ϕ2 ∈ Cℓ0(V, q), para quaisquer ϕ1, ϕ2 ∈ Cℓ0(V, q).
E é claro que 1 ∈ Cℓ0(V, q), pois α é homomorfismo de álgebras.

�

No entanto, Cℓ1(V, q) não é subálgebra, pois dados ϕ1, ϕ2 ∈ Cℓ1(V, q), ϕ1, ϕ2 6= 0, temos

que α(ϕ1ϕ2) = α(ϕ1)α(ϕ2) = (−ϕ1)(−ϕ2) = ϕ1ϕ2, o que implica que ϕ1ϕ2 ∈ Cℓ0(V, q).
Vamos introduzir algumas importantes subestruturas de Cℓ(V ).

Definição 2.0.5 O grupo das unidades da álgebra de Clifford Cℓ(V, q) é o conjunto

Cℓ×(V, q) = {ϕ ∈ Cℓ(V, q) : ∃ϕ−1 tal que ϕ−1ϕ = ϕϕ−1 = 1}.

Note que v ∈ Cℓ×(V, q),∀v ∈ V tal que q(v) 6= 0.

De fato, defina v−1 = − v

q(v)
. Então,

vv−1 = − vv

q(v)
= −−q(v)

q(v)
= 1.

Analogamente, v−1v = 1.

Vamos ver que o grupo das unidades age por automorfismos em Cℓ(V, q).

Proposição 2.0.4 A aplicação

Ad : Cℓ×(V, q) → Aut(Cℓ(V, q))
ϕ 7→ Adϕ(x) = ϕxϕ−1,∀x ∈ Cℓ(V, q)

é homomorfismo de grupos.

Demonstração: Vejamos que Ad está bem definida.

Seja ϕ ∈ Cℓ×(V, q). Claro que Adϕ(1) = 1

i) Adϕ(x + λy) = ϕ(x + λy)ϕ−1 = ϕxϕ−1 + λϕyϕ−1 = Adϕ(x) + λAdϕ(y),∀x, y ∈
Cℓ(V, q),∀λ ∈ K.

ii) Adϕ(xy) = ϕxyϕ−1 = ϕxϕ−1ϕyϕ−1 = Adϕ(x)Adϕ(y),∀x, y ∈ Cℓ(V, q).

Então, Adϕ ∈ Aut(Cℓ(V, q)).
Provemos, agora, que Ad é homomorfismo.

Sejam ϕ, ψ ∈ Cℓ×(V, q). Então,

Adϕψ(x) = (ϕ ◦ ψ)x(ϕ ◦ ψ)−1 = ϕ(ψxψ−1)ϕ−1 = ϕ(Adψ(x))ϕ−1 =

= Adϕ(Adψ(x)) = (Adϕ ◦ Adψ)(x),∀x ∈ Cℓ(V, q).
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�

Este homomorfismo é chamado de representaç~ao adjunta de Cℓ×(V, q).

Considere a álgebra de Lie1 Cℓ(V, q) = (Cℓ(V, q)), [, ]), onde [x, y] = xy − yx.

Proposição 2.0.5 A aplicação

ad : Cℓ(V, q) → DerK(Cℓ(V, q))
x 7→ adx(y) = [x, y] = xy − yx

é homomorfismo de álgebras de Lie.

Demonstração: Vejamos que ad está bem definida.

Sejam x ∈ Cℓ(V, q), a, b ∈ Cℓ(V, q). Então, segue da bilinearidade do colchete de Lie

que adx é K-linear.

adx(ab) = [x, ab] = x(ab) − (ab)x = (xa− ax)b+ a(xb− bx) = [x, a]b+ a[x, b] =

= adx(a) · b+ a · adx(b). Logo, adx ∈ DerK(Cℓ(V, q)).
Verifiquemos, agora, que ad é homomorfismo de álgebras de Lie.

Temos que

adx+λy(z) = [x + λy, z] = (x + λy)z − z(x + λy) = xz − zx + λyz − λzy = adx(z) +

λady(z),∀x, y ∈ Cℓ(V, q), z ∈ Cℓ(V, q), λ ∈ K. Logo, ad é linear. Temos as álgebras de Lie

Cℓ(V, q) = (Cℓ(V, q), [, ]) e (DerK(Cℓ(V, q)), [[, ]]). Então,

ad[x,y](z) = [[x, y], z] = −[z, [x, y]] = [x, [y, z]] + [y, [z, x]] =

= [x, [y, z]] − [y,−[z, x]] = [x, [y, z]] − [y, [x, z]] =

= adx([y, z]) − ady([x, z]) = adx(ady(z)) − ady(adx(z)) =

= (adx ◦ ady − ady ◦ adx)(z) = [[adx, ady]](z),∀z ∈ Cℓ(V, q).

Logo, ad preserva colchete.

Portanto, ad é homomorfismo de álgebras de lie.

Denotaremos por 〈, 〉q a (única) forma bilinear simétrica tal que 〈v, v〉q = q(v),∀v ∈ V.

Temos, ∀u, v ∈ V a seguinte identidade de polarizaç~ao

〈u, v〉q =
q(u+ v) − q(u) − q(v)

2
.

Dessa identidade, notemos que 2〈u, v〉q = −(u+ v) · (u+ v) + u · u+ v · v, donde

u · v + v · u = −2〈u, v〉q1.

Usaremos esta identidade com frequência.

1Vide Apêndice 2
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Proposição 2.0.6 Seja v ∈ V ⊂ Cℓ(V, q) tal que q(v) 6= 0. Então:

i) Adv(V ) = V

ii) ∀w ∈ V,−Adv(w) = w − 2〈v, w〉qv
q(v)

.

Demonstração:

i) x ∈ Adv(V ) ⇒ x = vuv−1, para algum u ∈ V ⇒ x = vuv−1 = (−uv − 2〈u, v〉q)v−1 =

−u+
2〈u, v〉qv
q(v)

∈ V.

u ∈ V ⇒ u = v(v−1uv)v−1 ∈ Adv(V ).

ii)

∀w ∈ V,Adv(w) = vwv−1 = −vwv
q(v)

⇒ −q(v)Adv(w) = vwv (2.2)

Por (2.2),

−q(v)Adv(w) = −wv2 − 2〈v, w〉qv = q(v)w− 2〈v, w〉qv ⇒ −Adv(w) = w− 2〈v, w〉qv
q(v)

.

�

Proposição 2.0.7 Adv|V preserva a forma quadrática q,∀v ∈ V, q(v) 6= 0.

Demonstração:

(Ad∗vq)(w) = q(Adv(w)) = q

(
−w +

2〈v, w〉q
q(v)

v

)
=

〈
−w +

2〈v, w〉q
q(v)

v,−w +
2〈v, w〉q
q(v)

v

〉

q

=

= 〈w,w〉q − 2

〈
w,

2〈v, w〉q
q(v)

v

〉

q

+
4〈v, w〉2q
q(v)2

〈v, v〉q = q(w) − 4〈v, w〉q
q(v)

〈w, v〉q +
4〈v, w〉2q
q(v)

=

= q(w).

�

Definição 2.0.6 O subgrupo P (V, q) de Cℓ×(V, q) é dado por

P (V, q) = 〈{v ∈ V ; q(v) 6= 0}〉.

Definição 2.0.7 O grupo Pin(V, q) é o subgrupo de P (V, q) gerado pelos elementos v ∈ V

tal que q(v) = ±1, ou seja,

Pin(V, q) = 〈{v ∈ V ; q(v) = ±1}〉.

O grupo Spin(V,q) é definido por

Spin(V, q) = Pin(V, q) ∩ Cℓ0(V, q).
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Figura 2.1: Reflexão de w através do hiperplano perpendicular a v, a=
〈v, w〉q
q(v)

Se a forma quadrática q é positiva definida, então w − 2〈v, w〉q
q(v)

v é interpretado geo-

metricamente como uma reflexão de w através do hiperplano perpendicular a v.

Mas −Adv(w) = w− 2〈v, w〉q
q(v)

v, logo existe um sinal negativo espúrio prejudicando essa

interpretação geométrica. Para remover este sinal, considere a representaç~ao adjunta

modificada

Ãd : Cℓ×(V, q) → GL(Cℓ(V, q))
ϕ 7→ Ãdϕ(y) = α(ϕ)yϕ−1

.

Note que Ãd está bem definida.

De fato, Ãdϕ(x + λy) = α(ϕ)(x + λy)ϕ−1 + α(ϕ)xϕ−1 + λα(ϕ)yϕ−1 = Ãdϕ(x) +

λÃdϕ(y),∀x, y ∈ Cℓ(V, q),∀λ ∈ K.

Proposição 2.0.8 Ãd é homomorfismo de grupos.

Demonstração:

Ãdϕ1ϕ2(y) = α(ϕ1ϕ2)y(ϕ1ϕ2)
−1 = α(ϕ1)α(ϕ2)yϕ

−1
2 ϕ−1

2 = α(ϕ1)Ãdϕ2(y)ϕ
−1
1 =

= (Ãdϕ1 ◦ Ãdϕ2)(y),∀y ∈ Cℓ(V, q),
(Ãdϕ−1 ◦ Ãdϕ)(y) = Ãdϕ−1(α(ϕ)yϕ−1) = α(ϕ−1)α(ϕ)yϕ−1ϕ = α(1)y1 = y. Analoga-

mente, (Ãdϕ◦Ãdϕ−1)(y) = y,∀y ∈ Cℓ(V, q). Logo, Ãdϕ−1 = (Ãdϕ)
−1.

Proposição 2.0.9 Se ϕ ∈ Cℓ0(V, q) então Ãdϕ = Adϕ.
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Demonstração: ϕ ∈ Cℓ0(V, q) ⇒ α(ϕ) = ϕ ⇒ Ãdϕ(y) = α(ϕ)yϕ−1 = ϕyϕ−1 =

Adϕ(y),∀y.
�

Analogamente ao caso para Ãd, mostra-se que Ãdv(w) = w − 2〈v, w〉q
q(v)

v.

Proposição 2.0.10 P̃ (V, q) = {ϕ ∈ Cℓ×(V, q) : Ãdϕ(V ) = V } é subgrupo de Cℓ×(V, q).

Demonstração: Vemos que 1 ∈ P̃ (V, q) pois Ãd1v = α(1)v1−1 = v.

Dado ϕ ∈ P̃ (V, q), Ãdϕ(V ) = V ⇒ V = Ãdϕ−1(Ãdϕ(V )) = Ãdϕ−1(V ) ⇒ ϕ−1 ∈
P̃ (V, q).

Sejam ϕ, ψ ∈ P̃ (V, q). Então, ϕψ ∈ P̃ (V, q), pois já sabemos que Ãdϕψ = Ãdϕ ◦ Ãdψ.
�

Teorema 2.0.2 Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e q uma forma quadrática

não degenerada. Então o núcleo do homomorfismo

Ãd : P̃ (V, q) → Aut(V )

é exatamente o grupo K× = {λ · 1;λ 6= 0, λ ∈ K}.

Demonstração:

Seja λ ∈ K×. Então, Ãdλ(v) = α(λ)vλ−1 = λα(1)vλ−1 = v,∀v ∈ V.

Portanto, K× ⊂ KerÃd.

Seja ϕ ∈ KerÃd. Escolha2 {v1, · · · , vn} base de V tal que q(vi) 6= 0,∀i.
ϕ ∈ KerÃd⇒ Ãdϕ(v) = v,∀v ∈ V ⇒ α(ϕ)vϕ−1 = v ⇒ α(ϕ)v = vϕ,∀v ∈ V.

Como ϕ ∈ Cℓ×(V, q) ⊂ Cℓ(V, q), ϕ = ϕ0 + ϕ1, onde ϕ0 ∈ Cℓ0(V, q), ϕ1 ∈ Cℓ1(V, q).
Então,

α(ϕ0+ϕ1)v = v(ϕ0+ϕ1) ⇒ α(ϕ0)v+α(ϕ1)v = vϕ0+vϕ1 ⇒ ϕ0v−ϕ1v = vϕ0+vϕ1 ⇒
ϕ0v − vϕ0 = vϕ1 + ϕ1v.

Vemos que ϕ0v− vϕ0 ∈ Cℓ1(V, q), pois α(ϕ0v− vϕ0) = −ϕ0v+ vϕ0 = −(ϕ0v− vϕ0) e

vϕ1 − ϕ1v ∈ Cℓ0(V, q), pois α(vϕ1 − ϕ1v) = vϕ1 − ϕ1v.

Logo, ϕ0v − vϕ0 = 0 = vϕ1 − ϕ1v,∀v ∈ V. Dáı,

ϕ0v = vϕ0 e vϕ1 = −ϕ1v,∀v ∈ V. (2.3)

Pela construção de Cℓ(V, q), ϕ0 e ϕ1 são polinômios em K[v1, · · · , vn].
2Isto é posśıvel, pois q é não-degenerada [5]
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Sabemos que vw + wv = −2〈v, w〉q. Se v = w, então

v2 = −〈v, v〉q ∈ K. (2.4)

Podemos escrever ϕ0 = a0 + v1a1, onde a0 e a1 são polinômios em K[v2, · · · , vn]. Note que

em a1 não aparece v1, pois o mesmo foi colocado em evidência, e só há potência 1 em

cada vi devido a (2.4).

Analogamente, ϕ1 = b1 + v1b0, onde b1 e b0 são polinômios em K[v2, · · · , vn].
Afirmação: a0, b0 ∈ Cℓ0(V, q) e a1, b1 ∈ Cℓ1(V, q).
Sejam a0, a1 ∈ Cℓ(V, q). Então, a0 = a′0 + a′′0 e a1 = a′1 + a′′1, onde a′0, a

′
1 ∈ Cℓ0(V, q) e

a′′0, a
′′
1 ∈ Cℓ1(V, q). Dáı, ϕ0 = a0 + v1a1 = a′0 + v1a

′′
1 + a′′0 + v1a

′
1.

Não é dif́ıcil ver que a′0 + v1a
′′
1 ∈ Cℓ0(V, q) e a′′0 + v1a

′
1 ∈ Cℓ1(V, q). Mas, ϕ0 ∈ Cℓ0(V, q),

então a′′0 + v1a
′
1 = 0.

Logo, ϕ0 = a′0 + v1a
′′
1, onde a′0 ∈ Cℓ0(V, q) e a′′1 ∈ Cℓ1(V, q).

Analogamente, prova-se para ϕ1, o que conclui a afirmação.

Em (2.3), fazendo v = v1, temos ϕ0v1 = v1ϕ0 e ϕ1v1 = −v1ϕ1. Então,

(a0 + v1a1)v1 = v1(a0 + v1a1) ⇒ a0v1 + v1a1v1 = v1a0 + v2
1a1 (2.5)

(b1 + v1b0)v1 = −v1(b1 + v1b0) ⇒ b1v1 + v1b0v1 = −v1b1 − v2
1b0. (2.6)

Afirmação: v1a0 = a0v1 e v1b1 = −b1v1.

De fato, temos que a0 ∈ Cℓ0(V, q) e é um polinômio em K[v1, · · · , vn], mas tem apenas

v′is com potência 1.

Cada parcela deste polinômio deve conter apenas uma quantidade par de v ′is, pois

α(vi) = −vi e α(a0) = a0.

Analogamente, cada parcela do polinômio b1 deve conter apenas uma quantidade ı́mpar

de v′is.

Sabemos que vivj + vjvi = −2〈vi, vj〉q = 0, i 6= j. Logo, vivj = −vjvi.
Como a0 e b1 não têm v1 em nenhum de seus termos, a0v1 = (−1)2nv1a0 = v1a0 e

−b1v1 = −((−1)2n+1v1b1) = v1b1, o que conclui a afirmação.

Por esta afirmação, (2.5) e (2.6) podem ser escritos, respectivamente, como

v1a0 − v2
1a1 = v1a0 + v2

1a1 e −v1b1 + v2
1b0 = −v1b1 − v2

1b0.

Dáı, 0 = v2
1a1 = −q(v1)a1 e 0 = v2

1b0 = −q(v1)b0. Como, q(vi) 6= 0, a1 = b0 = 0.

Portanto, ϕ0 e ϕ1 não envolvem v1.

Repetindo o processo, vemos que ϕ0 e ϕ1 não envolvem v1, v2, · · · , vn. Segue que,

ϕ0 = α(ϕ0) = ϕ0α(1) = ϕ0 · 1 e −ϕ1 = α(ϕ1) = ϕ1α(1) = ϕ1 · 1. Logo, ϕ0 = t · 1, t ∈ K

e ϕ1 = 0. Então, ϕ = ϕ0 + ϕ1 = t · 1, t ∈ K. Note que t 6= 0 pois ϕ ∈ Cℓ×(V, q).
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Portanto, ϕ ∈ K×.

�

Definição 2.0.8 A aplicação transposta é dada por

( )t : Cℓ(V, q) → Cℓ(V, q)∑

{i1,··· ,ir}
λi1···irvi1 · · · vir 7→

∑

{ir,··· ,i1}
λi1···irvir · · · vi1 .

Proposição 2.0.11 ( )t é antiautomorfismo, isto é, (ϕψ)t = ψtϕt.

Demonstração: De fato, ()t é claramente linear, e

(ϕψ)t =


 ∑

{i1,··· ,in}
αi1···invi1 · · · vin ·

∑

{j1,··· ,jm}
βj1···jmwj1 · · ·wjm



t

=

=


 ∑

{i1,··· ,in,j1,··· ,jm}
αi1···inβj1···jmvi1 · · · vinwj1 · · ·wjn



t

=

=
∑

{jm,··· ,j1,in,··· ,i1}
βj1···jmαi1···inwjm · · ·wj1vin · · · vi1 =

=
∑

{jm,··· ,j1}
βj1···jmwjm · · ·wj1 ·

∑

{in,··· ,i1}
αi1···invim · · · vi1 = ψtϕt.

�

Note que (ϕt)t = ϕ.

Definição 2.0.9 A aplicação norma é dada por

N : Cℓ(V, q) → Cℓ(V, q)
ϕ 7→ ϕα(ϕt)

.

Observação 2.0.1 α(ϕt) = (α(ϕ))t

De fato, seja ϕ =
∑

i1,··· ,ir
λi1···irvi1 · · · vir . Então

α(ϕt) =
∑

i1,··· ,ir
λi1···irα(vir) · · ·α(vi1) =

(
∑

i1,··· ,ir
λi1···irα(vi1) · · ·α(vir)

)t

= (α(ϕ))t.

Observação 2.0.2 ∀v ∈ V,N(v) = q(v).

De fato, N(v) = vα(vt) = vα(v) = v(−v) = −v2 = q(v).
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Proposição 2.0.12 Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e q uma forma

quadrática não degenerada em V. Então N : P̃ (V, q) → K× é um homomorfismo de

grupos.

Demonstração:

Vamos provar que N(P̃ (V, q)) ⊂ K×.

Seja ϕ ∈ P̃ (V, q). Então,

Ãdϕ(v) = α(ϕ)vϕ−1 ∈ V,∀v ∈ V ⇒ (α(ϕ)vϕ−1)t = (ϕ−1)t(α(ϕ)v)t.

Vemos que,

(ϕ−1)tϕt = (ϕϕ−1)t = 1t = 1.

De forma análoga, ϕt(ϕ−1)t = 1. Logo, (ϕt)−1 = (ϕ−1)t.

Dáı,

(α(ϕ)vϕ−1)t = (ϕt)−1vα(ϕt).

Mas como α(ϕ)vϕ−1 ∈ V, temos que (α(ϕ)vϕ−1)t = α(ϕ)vϕ−1.

Então, α(ϕ)vϕ−1 = (ϕt)−1vα(ϕt) ⇒ v = ϕtα(ϕ)vϕ−1(α(ϕt))−1 = Ãdα(ϕt)ϕ(v),∀v ∈ V.

Logo, α(ϕt)ϕ ∈ KerÃd|P̃ (V,q).

Pelo Teorema 2.0.2, α(ϕt)ϕ ∈ K×.

Então, α(α(ϕt)ϕ) = ϕtα(ϕ) = N(ϕt) ∈ K×. Como ϕ é qualquer, isto é válido para

N(ϕ).

Agora, vejamos que N é homomorfismo. Claro que N(1) = 1.

Sejam ϕ, ψ ∈ P̃ (V, q). Então,

N(ϕψ) = ϕψα((ϕψ)t) = ϕψ · α(ψtϕt) = ϕψα(ψt)α(ϕt) = ϕN(ψ)α(ϕt) = N(ϕ) ·N(ψ).

�

Corolário 2.0.2 A transformação Ãdϕ, ϕ ∈ P̃ (V, q), preserva a forma quadrática. Por-

tanto, temos representações

Ãd : P̃ (V, q) → O(V, q)

Ãd ·N : P̃ (V, q) → C(V, q)

onde C(V, q) = {λ ∈ GL(V );λ∗q = tq, para algum t ∈ K×} denota o grupo conforme de

q.

31



Demonstração: Primeiramente, vemos que

N(α(ϕ)) = α(ϕ)α(α(ϕt)) = α(ϕ)ϕt = α(ϕα(ϕt)) = α(N(ϕ))

Como ϕ ∈ P̃ (V, q), então N(ϕ) ∈ K×.

Dáı, α(N(ϕ)) = N(ϕ) · α(1) = N(ϕ). Logo, N(α(ϕ)) = N(ϕ).

Para v ∈ V com q(v) 6= 0, temos

N(Ãdϕ(v)) = N(α(v)vϕ−1) = N(α(v))N(v)N(ϕ)−1 = N(ϕ)N(ϕ)−1N(v) = N(v).

Pela observação 2.0.2 segue que q(Ãdϕ(v)) = q(v).Ou seja, Ãdϕ preserva a forma quadrática

q.

Como N(ϕ) ∈ K×,então N(ϕ) = λ · 1, λ 6= 0. Então,

(Ãdϕ·N(ϕ))(v) = (Ãdϕ·λ)(v) = Ãdϕ(λv) = λÃdϕ(v) ⇒ q((Ãdϕ·N(ϕ))v) = q(λÃdϕ(v)) = λ2q(v).

Logo, Ãdϕ ·N ∈ C(V, q).

�

Proposição 2.0.13 i) Seja V × = {v ∈ V, q(v) 6= 0}. Então P (V, q) = {v1 · · · vr ∈
Cℓ(V, q); v1 · · · vr é uma sequência finita de V ×}.

ii) Seja S = {v ∈ V ; q(v) = ±1}. Então Pin(V, q) = {v1 · · · vr; vi ∈ S,∀i}.

iii) Spin(V, q) = {w1 · · ·wr ∈ Pin(V, q); r é par}.

Demonstração:

i) Por definição P (V, q) = 〈{v ∈ V ; q(v) 6= 0}〉 = 〈V ×〉. Chamemos A:={v1 · · · vr ∈
Cℓ(V, q); v1 · · · vr é uma sequência finita de V ×}.

“ ⊇ ” É claro, pois P (V, q) é grupo.

“ ⊆ ” V × ⊂ A,mas P (V, q) = 〈V ×〉 ⇒ P (V, q) ⊆ A.

ii) Por definição Pin(V, q) = 〈{v ∈ V ; q(v) = ±1}〉 = 〈S〉. ChamemosB := {v1 · · · vr; vi ∈
S,∀i}

“ ⊇ ” É claro.

“ ⊆ ” S ⊂ B, mas Pin(V, q) = 〈S〉, o que implica que Pin(V, q) ⊆ B.
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iii) Por definição Spin(V, q) = Pin(V, q) ∩ Cℓ0(V, q). Seja C := {w1 · · ·wr ∈ Pin(V, q); r

é par}.

“ ⊇ ” w1 · · ·wr ∈ Pin(V, q) e como r é par α(w1 · · ·wr) = (−1)rw1 · · ·wr = w1 · · ·wr.
Então w1 · · ·wr ∈ Spin(V, q).

“ ⊆ ” ϕ ∈ Spin(V, q) ⇒ ϕ ∈ Pin(V, q) e ϕ ∈ Cℓ0(V, q) ⇒ ϕ = v1 · · · vr, vi ∈
S e α(ϕ) = ϕ⇒ ϕ ∈ Pin(V, q) e r é par. Logo, ϕ ∈ C.

�

Lembre que Ãd : P̃ (V, q) → O(V, q) e que ∀v 6= 0, q(v) 6= 0, w ∈ V, Ãdv(w) = w −
2〈v, w〉q
q(v)

v é a reflexão de w através do hiperplano perpendicular a v.

Proposição 2.0.14 P (V, q) ⊂ P̃ (V, q).

Demonstração: Seja V × = {v ∈ V ; q(v) 6= 0}.
v ∈ V × ⇒ Ãdv(w) = w − 2〈v, w〉q

q(v)
v ∈ V ⇒ v ∈ P̃ (V, q). Logo, V × ⊂ P̃ (V, q). Mas,

P (V, q) = 〈V ×〉. Portanto, P (V, q) ⊂ P̃ (V, q).

�

Considere o homomorfismo

Ãd : P (V, q) → O(V, q)

v1 · · · vr 7→ Ãdv1···vr
= Ãdv1 ◦ Ãdv2 ◦ · · · ◦ Ãdvr

,

onde Ãdvi
(w) = w − 2〈vi, w〉q

q(vi)
vi, i ∈ {1, · · · , r}.

Por definição, os subgrupos Pin(V, q) e Spin(V, q) são subgrupos de P (V, q) e portanto

Ãd(Pin(V, q)), Ãd(Spin(V, q)) e Ãd(P (V, q)) são subgrupos de O(V, q), e estes subgrupos

são gerados por reflexões.

Proposição 2.0.15 Ãd(Pin(V, q)), Ãd(Spin(V, q)) e Ãd(P (V, q)) são subgrupos normais

de O(V, q).

Demonstração: Já vimos que o grupo O(V, q) age por automorfismos em Cℓ(V, q).
Seja f ∈ O(V, q). Então, (f ◦ α)(v) = f(−v) = α(f(v)),∀v ∈ V. Ou seja, α comuta

com f,∀f ∈ O(V, q).

Sejam v, w ∈ V com q(v) 6= 0 e g ∈ O(V, q).

Vemos que g(v)g(v−1) = g(vv−1) = g(1) = 1. Analogamente, g(v−1)g(v) = 1. Então,

(g(v))−1 = g(v−1). Portanto,

Ãdg(v)(w) = α(g(v))w(g(v))−1 = g(α(v))wg(v−1) = g(α(v)g−1(w)(v−1)) =

= g(Ãdv(g
−1(w))) = (g ◦ Ãdv ◦ g−1)(w),∀w ∈ V,
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ou seja, Ãdg(v) = g ◦ Ãdv ◦ g−1,∀v ∈ V com q(v) 6= 0,∀g ∈ O(V, q).

Vamos provar que gÃd(Pin(V, q))g−1 = Ãd(Pin(V, q)),∀g ∈ O(V, q).

Seja ϕ ∈ Pin(V, q). Então, ϕ = v1 · · · vr ∈ Cℓ(V, q), vi ∈ S = {v ∈ V ; q(v) = ±1}.

g ◦ Ãdϕ ◦ g−1 = g ◦ Ãdv1···vr
◦ g−1 = g ◦ Ãdv1 ◦ · · · ◦ Ãdvr

◦ g−1 =

= g ◦ Ãdv1 ◦ g−1 ◦ g ◦ Ãdv2 ◦ g−1 ◦ · · · ◦ g ◦ Ãdvr
◦ g−1 =

= Ãdg(v1) ◦ · · · ◦ Ãdg(vr) = Ãdg(v1)···g(vr).

Como g ∈ O(V, q), vi ∈ S, q(g(vi)) = q(vi) = ±1. Então, g(v1) · · · g(vr) ∈ Pin(V, q).

Mostra-se de forma análoga para Ãd(Spin(V, q)) e Ãd(P (V, q)).

�

Definição 2.0.10 O grupo ortogonal especial é dado por

SO(V, q) = {λ ∈ O(V, q) : det(λ) = 1}.

O Teorema de Cartan e Dieudonné3 diz que para toda forma quadrática não degene-

rada em um espaço vetorial de dimensão finita, o grupo O(V, q) é gerado por reflexões e

SO(V, q) é gerado por pares de reflexões.

Definição 2.0.11 Um corpo K é chamado corpo spin se a caracteŕıstica de K não é 2

e se ∀a ∈ K,∃t ∈ K tal que t2 = a ou t2 = −a.

São exemplos de corpo spin R e C.

Teorema 2.0.3 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo spin K

e q uma forma quadrática não-degenerada fixada em V . Então existem sequências exatas

curtas de grupos

0 // F // Spin(V, q) Ãd
// SO(V, q) // 0

0 // F // Pin(V, q) Ãd
// O(V, q) // 0

onde F =

{
Z2 = {1,−1} , se

√
−1 6∈ K

Z4 = {1,−1,−
√
−1,

√
−1} , caso contrário

.

Demonstração: Considere

F
g

// Pin(V, q) Ãd
// O(V, q) .

3Ver Referência [1]
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Provemos que Im(g) = {1,−1} = KerÃd.

Caso 1) F = Z2

Neste caso pomos g(±1) = ±1.

“ ⊆ ” Ãd±1v = α(±1)v(±1)−1 = v.

“ ⊇ ” Seja ϕ = v1 · · · vr ∈ KerÃd = K×.

Por um lado,

N(ϕ) = ϕα(ϕt) = ϕα(ϕ) = ϕϕα(1) = ϕ2.

Por outro lado,

N(ϕ) = N(v1 · · · vr) = N(v1) · · ·N(vr) = q(v1) · · · q(vr) = (±1) · · · (±1) = ±1.

Logo, ϕ2 = ±1. Mas, ϕ = λ · 1, λ 6= 0, λ ∈ K. Então, λ2 = ±1. Como
√
−1 6∈ K, temos

λ = ±1 ⇒ ϕ = ±1. O que completa a igualdade neste caso.

Caso 2) F = Z4.

Nesse caso, pomos g(±1) = ±1, g(±
√
−1) = ±

√
−1.

“ ⊆ ” Para ±1 a verifcação é análoga a que fizemos no caso 1.

Ãd±
√
−1v = α(±

√
−1)v(±

√
−1)−1 = α(±

√
−1)v(±

√
−1) = v.

“ ⊇ ” ϕ = λ · 1 e ϕ2 = ±1 ⇒ λ2 = ±1. Agora,
√
−1 ∈ K, portanto λ = ±1,±

√
−1 ⇒

ϕ = ±1,±
√
−1.

Analogamente, prova-se a exatidão de

F // Spin(V, q) Ãd
// SO(V, q) .

Vamos provar a sobrejetividade de Ãd. Então temos que mostrar que Ãd(Spin(V, q)) =

SO(V, q) e Ãd(Pin(V, q)) = O(V, q).

É claro que

Ãd(Spin(V, q)) ⊆ SO(V, q)

Ãd(Pin(V, q)) ⊆ O(V, q).

Para provarmos “ ⊇ ”, basta verificar que qualquer reflexão Ãdv, q(v) 6= 0, per-

tence a Ãd(Pin(V, q)) e qualquer par de reflexões Ãdv ◦ Ãdw, q(v), q(w) 6= 0, pertence

a Ãd(Spin(V, q)). Dáı o resultado segue pelo Teorema de Cartan-Dieudonné.

Seja v ∈ V, q(v) 6= 0.

Como K é corpo spin, existe t ∈ K tal que t2 = ±(q(v))−1. Então, t2q(v) = ±1 ⇒
q(tv) = ±1. Logo, tv ∈ Pin(V, q).
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Afirmação: Ãdtv = Ãdv.

De fato, Ãdtv(w) = w − 2〈tv, w〉q
q(tv)

tv = w − 2〈v, w〉q
q(v)

v = Ãdv(w).

Como ρv = Ãdv, então ρv ∈ Ãd(Pin(V, q)).

Da mesma forma, Ãdv◦Ãdw = Ãdv◦Ãdw = Ãdvw.Mas vw ∈ Spin(V, q) ⇒ Ãdv◦Ãdw ∈
Ãd(Spin(V, q)) ⇒ SO(V, q) ⊆ Ãd(Spin(V, q)).

A injetividade das aplicações F → Spin(V, q) e F → Pin(V, q) é facilmente verificada

enviando cada elemento a de F(em ambos os casos) em a · 1, onde 1 é a identidade dos

grupos Spin(V, q) e Pin(V, q).

�

Seja V um R-espaço vetorial de dimensão finita, dimV = n, e q uma forma quadrática

n~ao-degenerada em V . Já que V é isomorfo a Rn escolhemos4 uma base tal que

q(x) = x2
1 + · · · + x2

r − x2
r+1 − · · · − x2

r+s, onde x = (x1, · · · , xn), r + s = n e 0 6 r 6 n.

Notação:

Neste caso, denotaremos

qr,s ≡ q

O(r, s) ≡ O(V, q);O(n) ≡ O(n, 0)

SO(r, s) ≡ SO(V, q);SO(n) ≡ SO(n, 0)

Pinr,s ≡ Pin(V, q);Pinn ≡ Pinn,0

Spinr,s ≡ Spin(V, q);Spinn ≡ Spinn,0

Pr,s ≡ P (V, q)

P̃r,s ≡ P̃ (V, q)

Cℓr,s ≡ Cℓ(V, q)
Cℓn ≡ Cℓn,0; Cℓ∗n ≡ Cℓ0,n.

É posśıvel mostrar que a álgebra de clifford Cℓr,s tem dimensão 2r+s. A prova pode ser

vista na referência [4].

Teorema 2.0.4 Existem sequências exatas curtas

0 // Z2
// Spinr,s // SO(r, s) // 1

0 // Z2
// Pinr,s // O(r, s) // 1

∀(r, s). Além disso, se (r, s) 6= (1, 1), este recobrimento duplo de SO(r, s) é não trivial.

Portanto, no caso especial

4Vide Referência [5]
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0 // Z2
// Spinn

ξ0
// SO(n) // 1

a aplicação ξ0 = Ãd representa o homomorfismo de recobrimento universal de SO(n),∀n >

3.

A parte algébrica deste teorema segue do Teorema 2.0.3. A parte topológica será

desenvolvida nos próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Fundamentos Topológicos

Discutiremos neste caṕıtulo algumas das ferramentas necessárias para entender os

aspectos topológicos do Teorema 2.0.4. Nossa apresentação será concisa. Para maiores

detalhes e exemplos, veja a referência [8].

3.1 Grupo Fundamental e Espaços de Recobrimento

Definição 3.1.1 Sejam X um espaço topológico e I = [0, 1]. Um caminho de x0 ∈ X a

x1 ∈ X é uma aplicação cont́ınua α : I → X tal que α(0) = x0 e α(1) = x1. Um caminho

é dito fechado em x0 se α(0) = α(1) = x0, e é fechado se é fechado em algum x ∈ X.

Definição 3.1.2 Para x ∈ X, caminho constante em x é definido por cx : I →
X, cx(s) = x,∀s ∈ I.

Note que um caminho constante é um caminho fechado.

Vamos definir no conjunto dos caminhos fechados em um ponto x0 do espaço topológico

X uma estrutura de grupo.

Definição 3.1.3 Sejam α, β : I → X caminhos fechados tais que α(1) = β(0). O

produto de α e β, denotado por α ∗ β, é um caminho em X definido por

α ∗ β(s) =

{
α(2s) 0 6 s 6 1

2

β(2s− 1) 1
2

6 s 6 1

Note que α ∗ β é uma aplicação cont́ınua, e de fato um caminho fechado.

Vemos que o produto de α e β, consiste em percorrer α e depois β. Como o tempo

que dispomos ainda é 1, precisamos dobrar a velocidade em α e β.
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Definição 3.1.4 Seja α : I → X um caminho fechado em x0. O caminho inverso α−1

de α é definido por α−1(s) = α(1 − s).

Definição 3.1.5 Sejam α, β : I → X caminhos de x0 a x1. Eles são ditos homotópicos,

α ∼ β, se existe uma aplicação cont́ınua H : I × I → X tal que

H(s, 0) = α(s), H(s, 1) = β(s),∀s ∈ I

H(0, t) = x0, H(1, t) = x1,∀t ∈ I.

A aplicação H é dita ser uma homotopia entre α e β.

Figura 3.1: A imagem de α sendo continuamente deformada na imagem de β, onde α e β

são caminhos fechados.(A figura foi retirada da referência [10])

Proposição 3.1.1 A relação α ∼ β é relação de equivalência no conjunto dos caminhos

fechados em x0.

Demonstração:

i) Reflexiva:

Seja α : I → X um caminho fechado em x0. Defina H : I × I → X,H(s, t) = α(s).

Então,

H(s, 0) = α(s), H(s, 1) = α(s),∀s ∈ I

H(0, t) = α(0) = x0 = α(1) = H(1, t),∀t ∈ I.

Logo, α ∼ β.
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ii) Simétrica:

Seja α ∼ β com uma homotopia H, defina G : I × I → X,G(s, t) = H(s, 1 − t).

Note que

G(s, 0) = H(s, 1) = β(s)

G(s, 1) = H(s, 0) = α(s),∀s ∈ I

G(0, t) = H(0, 1 − t) = x0

G(1, t) = H(1, 1 − t) = x0,∀t ∈ I.

Logo, β ∼ α.

iii) Transitiva:

Sejam α ∼ β e β ∼ γ. Se G é uma homotopia entre α e β e H é uma homotopia

entre β e γ Defina

F (s, t) =

{
G(s, 2t) 0 6 s 6 1

2

H(s, 2t− 1) 1
2

6 s 6 1

Vemos que

F (s, 0) = G(s, 0) = α(s)

F (s, 1) = H(s, 1) = γ(s),∀s ∈ I

F (0, t) =

{
G(0, 2t) 0 6 s 6 1

2

H(s, 2t− 1) 1
2

6 s 6 1,∀t ∈ I
.

Logo H(0, t) = x0,∀t ∈ I.

Analogamente para H(1, t).

Portanto, α ∼ γ.

�

Definição 3.1.6 A classe de equivalência dos caminhos fechados em x0 é denotada por

[α], onde α é um caminho fechado, e é chamada classe de homotopia de α.

Definição 3.1.7 Sejam C(X, x0) = {α : I → X;α(0) = α(1) = x0}. O conjunto das

classes de homotopia dos caminhos fechados em x0 é denotado por π1(X, x0) e é chamado

de grupo fundamental de X em x0, ou seja, π1(X, x0) = {[α] : α ∈ C(X, x0)}. O

produto das classes de homotopia [α] e [β] é definido por [α] ∗ [β] = [α ∗ β].
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Lema 3.1.1 O produto das classes de homotopia independe do caminho representante,

isto é, se α ∼ α′ e β ∼ β′ então α ∗ β ∼ α′ ∗ β′.

Demonstração: Sejam F uma homotopia entre α e α′ e G uma homotopia entre β e β ′.

Defina

H(s, t) =

{
F (2s, t) 0 6 s 6 1

2

G(2s− 1, t) 1
2

6 s 6 1,∀t ∈ I
.

Vemos que

H(s, 0) =

{
F (2s, 0) 0 6 s 6 1

2

G(2s− 1, 0) 1
2

6 s 6 1,∀t ∈ I
=

{
α(2s) 0 6 s 6 1

2

β(2s− 1) 1
2

6 s 6 1,∀t ∈ I
= (α∗β)(s).

Analogamente, H(s, 1) = α′β′(s). E vemos que H(0, t) = F (0, t) = x0 = G(1, t) =

H(1, t).

Portanto, α ∗ β ∼ α′β′.

�

O teorema seguinte mostra que o grupo fundamental é um grupo com a operação

produto, e identidade [cx0 ].

Teorema 3.1.1 Sejam α e β caminhos fechados em x ∈ X, então

i) ([α] ∗ [β]) ∗ [γ] = [α] ∗ ([β] ∗ [γ])

ii) [α] ∗ [cx0 ] = [α] = [cx0 ] ∗ [α]

iii) [α] ∗ [α−1] = [cx0 ] e [α−1] ∗ [α] = [cx0 ]. ou seja, [α]−1 = [α−1]

Demonstração:

i) Vemos que

([α] ∗ [β]) ∗ [γ] = ([α ∗ β]) ∗ γ = [(α ∗ β) ∗ γ]

e [α] ∗ ([β] ∗ [γ]) = [α] ∗ [β ∗ γ] = [α ∗ (β ∗ γ)].

Então para mostrarmos a associatividade precisamos mostrar que (α ∗ β) ∗ γ ∼ α ∗
(β ∗ γ).

Para isto, defina

F (s, t) =





α(4s/(1 + t)) 0 6 s 6 1+t
4

β(4s− t− 1) 1+t
4

6 s 6 2+t
4

γ((4s− t− 2)/2 − t) 2+t
4

6 s 6 1

.
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Segue que,

F (s, 0) =





α(4s) 0 6 s 6 1+t
4

β(4s− 1) 1
4

6 s 6 1
2

γ((2s− 1) 1
2

6 s 6 1

.

Mas,

(α ∗ β) ∗ γ(s) =

{
α ∗ β(2s)) 0 6 s 6 1

2

γ(2s− 1) 1
2

6 s 6 1
=





α(4s)) 0 6 s 6 1
4

β(4s− 1) 1
4

6 s 6 1
2

γ(2s− 1) 1
2

6 s 6 1

.

Logo, F (s, 0) = (α ∗ β) ∗ γ(s).

Analogamente, F (s, 1) = α ∗ (β ∗ γ)(s).

Vemos ainda que F (0, t) = α(0) = x0 = γ(1) = F (1, t).

ii) Sabemos que [α] ∗ [cx0 ] = [α ∗ cx0 ].

Queremos mostrar que α ∗ γ ∗ cx0 ∼ α.

Defina

F (s, t) =

{
α(2s/(1 + t)) 0 6 s 6 t+1

2

x0
t+1
2

6 s 6 1
.

Vem que,

F (s, 0) =

{
α(2s) 0 6 s 6 1

2

x0
1
2

6 s 6 1
= α ∗ cx0(s),

F (s, 1) =

{
α(s) 0 6 s 6 1

x0 s = 1
= α(s).

E F (0, t) = α(0) = x0 = F (1, t).

Analogamente,

F ′(s, t) =

{
x0 0 6 s 6 1−t

2

α(2s− 1 + t/(1 + t)) 1−t
2

6 s 6 1

é homotopia entre cx0 ∗ α e α.

iii) Defina

F (s, t) =

{
α(2s/(1 − t)) 0 6 s 6 1

2

α(2(1 − s)(1 − t)) 1
2

6 s 6 1
.
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Segue que,

F (s, 0) =

{
α(2s) 0 6 s 6 1

2

α(2(1 − s)) 1
2

6 s 6 1
=

{
α(2s) 0 6 s 6 1

2

α−1(2s− 1) 1
2

6 s 6 1
= α ∗ α−1(s),

F (s, 1) =

{
α(0) 0 6 s 6 1

2

α(0) 1
2

6 s 6 1
= cx0(s).

Logo, α ∗ α−1 ∼ cx0 .

Defina

F ′(s, t) =

{
α((1 − 2s)(1 − t)) 0 6 s 6 1

2

α((2s− 1)(1 − t)) 1
2

6 s 6 1
.

Dáı

F ′(s, 0) =

{
α((1 − 2s) 0 6 s 6 1

2

α(2s− 1) 1
2

6 s 6 1
=

{
α−1(2s) 0 6 s 6 1

2

α(2s− 1) 1
2

6 s 6 1
= α−1 ∗ α(s),

F ′(s, 1) = x0 = cx0(s).

Logo, α−1 ∗ α ∼ cx0 .

Portanto, [α−1] = [α]−1.

�

O próximo teorema nos diz que o grupo fundamental π1(X, x0) de um espaço topológico

X conexo por caminhos, independe da escolha do ponto x0 ∈ X.

Teorema 3.1.2 Sejam X um espaço topológico conexo por caminhos e x0, x1 ∈ X. Então

π1(X, x0) é isomorfo a π1(X, x1).

Demonstração: Seja η : I → X um caminho tal que η(0) = x0 e η1 = x1. Defina

Pη : π1(X, x0) → π1(X, x1)

[α] 7→ [η−1 ∗ α ∗ η]
.

Vamos mostrar que η−1 ∗ α ∗ η é um caminho fechado em x1.

De fato, se α(0) = α(1) = x0,

(η−1 ∗ α) ∗ η =

{
η−1 ∗ α(2s) 0 6 s 6 1

2

α(2s− 1) 1
2

6 s 6 1
=





η−1(4s) 0 6 s 6 1
4

α(4s− 1) 1
4

6 s 6 1
2

η(2s− 1) 1
2

6 s 6 1.

,
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Figura 3.2: A partir de um caminho fechado em x0, é constrúıdo um caminho η−1 ∗ α ∗ η
fechado em x1.(A figura foi retirada da referência [10])

(η−1 ∗ α) ∗ η(0) = η−1(0) = η(1) = x1,

(η−1 ∗ α) ∗ η(1) = η(1) = x1.

O fato de que não precisamos nos preocupar com parênteses pode ser visto na referência

[8].

Defina, agora,

P−1
η : π1(X, x1) → π1(X, x0)

[α] 7→ [η ∗ α ∗ η−1]
.

Vejamos que P−1
η é a inversa de Pη.

Pη(P
−1
η ([α])) = P−1

η ([η−1 ∗ α ∗ η]) = [η ∗ η−1 ∗ α ∗ η ∗ η−1] =

= [α],

P−1
η (Pη([α])) = Pη([η ∗ α ∗ η−1]) = [α].

Logo, Pη é bijeção.

Para verificarmos que Pη é homomorfismo de grupos, sejam [α], [β] ∈ π1(X, x0), então

Pη([α] ∗ [β]) = Pη([α ∗ β]) = [η−1 ∗ αβη] =

= [η−1 ∗ α] ∗ [β ∗ η] =

= [η−1 ∗ α] ∗ [η] ∗ [η−1] ∗ [β ∗ η] =

= [η−1 ∗ αη] ∗ [η−1 ∗ β ∗ η] =

= Pη([α]) ∗ Pη([β]).
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�

Logo, se X é conexo por caminhos, escrevemos simplesmente π1(X).

Definição 3.1.8 Um espaço topológico X é dito simplesmente conexo se é conexo por

caminhos e π1(X) = {1} (grupo trivial).

Proposição 3.1.2 Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → Y uma aplicação

cont́ınua. A aplicação φ# : π1(X, x0) → π1(Y, y0), y0 = φ(x0), φ#([α]) = [φ ◦ α], é homo-

morfismo de grupos.

Demonstração: Vejamos primeiramente que φ# está bem definida.

Sejam [α], [β] ∈ π1(X, x0) tais que [α] = [β]. Então, α ∼ β, donde existe uma aplicação

cont́ınua F : I × I → X tal que F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s), F (0, t) = F (1, t) = x0.

Defina G : I × I → Y,G(s, t) = φ(F (s, t)),∀s, t ∈ I.

Note que G é cont́ınua. Vemos ainda que G(0, t) = φ(α(s)), G(s, 1) = φ(β(s)) e

G(0, t) = φ(F (0, t)) = φ(x0) = y0 = φ(F (1, t)) = G(1, t).

Logo, φ ◦ α ∼ φ ◦ β. Dáı, [φ ◦ α] = [φ ◦ β]. Portanto, φ#([α]) = φ#([β]).

E também, (φ◦α)(0) = φ(x0) = y0 e (φ◦α)(1) = φ(x0) = y0. Donde [φ◦α] ∈ π1(Y, y0).

Portanto, φ# está bem definida.

Vejamos que φ# é de fato homomorfismo,

φ#([α] ∗ [β]) = φ#([α ∗ β]) = [α ◦ (α ∗ β)] =

= [φ ◦ α ∗ φ ◦ β] = [φ ◦ α] ∗ [φ ◦ β] =

= φ#([α]) ∗ φ#([β]).

�

Observação 3.1.1 Se φ : X → Y é homeomorfismo então φ# é isomorfismo. De fato,

(φ−1)# é a inversa de φ#.

Definição 3.1.9 Uma aplicação cont́ınua k : X̃ → X chama-se uma aplicaç~ao de

recobrimento quando para cada x ∈ X existe um aberto V ⊆ X conexo por caminhos tal

que k−1(V ) =
⋃

λ∈Λ

Uλ é uma reunião de abertos, dois a dois disjuntos, cada um dos quais

se aplica homeomorficamente sobre V. V é chamado de vizinhança distinguida e X̃

de espaço de recobrimento de X.

Lema 3.1.2 Se k : X̃ → X é uma aplicação de recobrimento e X é conexo por caminhos

então o número de pontos em k−1(x) - inteiro ou ∞ - é o mesmo para todo x ∈ X. (Este

número é chamado a multiplicidade do espaço de recobrimento.)

45



Demonstração: Para cada m 6 ∞, seja Om = {x ∈ X : k−1(x) tem exatamente m

pontos}.
Afirmação: Om é aberto.

Dado x ∈ Om. Então |k−1(x)| = m. Seja V ⊆ X aberto tal que x ∈ V. Então,

k−1(V ) = ∪λ∈ΛUλ,∀λk : Uλ → V é homeomorfismo ⇒ ∀p ∈ V, k−1(p) ∈ Uλ, λ ∈ Λ ⇒
|k−1(p)| = |Λ|,∀p ∈ V. Em particular, |k−1(x)| = |k−1(p)| ⇒ p ∈ Om. Ou seja, V ⊆ Om.

O que completa a afirmação.

Então, X = Om para algum m.

�

Lema 3.1.3 Seja k : X̃ → X uma aplicação de recobrimento. Dados um caminho α :

I → X e um ponto q ∈ X̃ tal que k(q) = α(0), existe um único caminho α̃ : I → X̃ tal

que k ◦ α̃ = α e α̃(0) = q.

Demonstração: Cada x ∈ Im(α) ⊆ X pertence a um aberto V ⊆ X tal que k−1(V ) =⋃

λ∈Λ

Uλ. Logo. Im(α) ⊆ ∪x∈Im(α)Vx. mas como α é compacto e α é cont́ınua, Im(α) é

compacto. Dáı existem Vx1 , · · · , Vxn
tais que Im(α) ⊆ Vx1 ∪· · ·∪Vxn

. Logo, α(0) pertence

a algum Vxi
, chamemos de V .

Então q ∈ k−1(V ) =
⋃

λ∈Λ

Uλ. Logo, q ∈ Uλ0 para algum λ0 ∈ Λ, onde Uλ0 se aplica

homeomorficamente sobre V.

Defina α̃ = k|−1
Uλ0

◦ α.
Vemos que α̃(0) = k|−1

Uλ0
(k(q)) = q, (k|Uλ0

◦ α̃)(t) = α(t),∀t ∈ α−1(V ).

Vejamos que α̃ é única.

Suponha que existe α tal que α(0) = q e k ◦ α = α. Então, (k ◦ α)(t) = α(t) ∈
V, α(t) ∈ k−1(α(t)) ⊆ Uλ0 pela conexidade. Então, k|−1

Uλ0
◦ α(t) = k|−1

Uλ0
◦ k|Uλ0

◦ α(t) ⇒
α̃(t) = k|−1

Uλ0
◦α(t),∀t ∈ α−1(V ). Como α é cont́ınua, α−1(V ) é aberto em I. Se α−1(V ) = I

não há mais o que fazer.

Se não, tome α−1(V1), V1 ∈ {Vx1 , · · · , Vxi−1
, Vxi+1

, · · · , Vxn
}, é aberto de I e intersecta

alpha−1(V ) por conexidade.

Seja t1 ∈ α−1(V ) ∩ α−1(V1) e α(t1) = k(q1), q1 ∈ X̃.

Repetindo o processo, concluiremos o resultado pois há um número finito de passos.

�

Definição 3.1.10 Dadas aplicações cont́ınuas π : E →M e φ : P →M, um levantamento

de φ por π é uma aplicação cont́ınua φ̃ : P → E tal que π ◦ φ̃ = φ.
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Por uma construção análoga ao lema anterior em duas dimensões, segue que se H

é uma homotopia em X e k(q) = H(0, 0) então existe uma única aplicação H̃ tal que

k ◦ H̃ = H e H̃(0, 0) = q.

Corolário 3.1.1 Sejam k : X̃ → X uma aplicação de recobrimento, α, β caminhos em

X com α ∼ β. Se α̃ e β̃ são levantamentos de α e β por k tal que α̃(0) = β̃(0), então α̃

e β̃ são homotópicos. Em particular, α̃(1) = β̃(1).

Demonstração: Vamos mostrar que H̃ definida acima é homotopia entre α̃ e β̃.

Vemos que k ◦ H̃(t, 0) = H(t, 0) = α(t), mas pelo lema anterior H̃(t, 0) = α̃(t),∀t ∈ I.

Analogamente, H̃(t, 1) = β̃(t),∀t ∈ I.

k ◦ H̃(0, s) = H(0, s) = x0 ⇒ H̃(0, s) ∈ k−1(x0), x0 ∈ U tal que k−1(U) =
⋃

j∈J
Vj. Logo,

pela conexidade das vizinhanças, H̃(0, s) ∈ Vj0 para algum j0 ∈ J,∀s ∈ I.

k ◦H(0, 0) = H(0, 0) = α(0) = β(0) ⇒ q = H̃(0, 0) = α̃(0) = β̃(0).

k ◦ α̃(1) = α(1) = β(1) ⇒ α̃(1) = β̃(1).

Afirmação: H̃(0, s) = q,∀s ∈ I.

Se H̃(0, s) = q′ para algum s ∈ I então k(q′) = k ◦ H̃(0, s) = H(0, s) = x0 ⇒ q = q′

pois k é injetora numa vizinhança.

Então H̃(0, s) = q = α̃(0) = β̃(0).

Analogamente, H̃(1, s) = α̃(1) = β̃(1).

�

Corolário 3.1.2 Se k : X̃ → X é uma aplicação de recobrimento, então k# : π1(X̃, x̃0) →
π1(X, x0) é injetora.

Demonstração: Sejam [α̃] = [β̃] tal que k#([α̃]) = k#([β̃]). Então

[k ◦ α̃] = [k ◦ β̃] ⇒ [α] = [β] ⇒ [α̃] = [β̃].

�

Lema 3.1.4 Sejam P um espaço topológico simplesmente conexo, p0, p ∈ P. Se α e β

são caminhos de p0 a p, então α e β são homotópicos.

Demonstração: Notemos que αβ−1 ∼ cp0 . Então existe H : [0, 1] × [0, 1] → P cont́ınua,

tal que H(t, 0) = α ∗ β−1(t), H(t, 1) = p0 e H(0, s) = H(1, s) = p0.

Defina γs : [0, 1] → P como γs(t) = H(t, s). Vemos que γs(0) = H(0, s) = p0 =

H(1, s) = γs(1). Logo, γs é caminho fechado em p0. Seja γ̂s : [0, 1] → P, γ̂s(t) = γ ∗ β.
Defina agora F : [0, 1] × [0, 1] → P por F (t, s) = γ̂s(t).
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É fácil ver que F é cont́ınua. Vemos ainda que

F (t, 0) = γ̂0(t) = γ0 ∗ β(t) = α(t)

F (t, 1) = γ̂1(t) = γ1 ∗ β(t) = β(t)

F (0, s) = γ̂s(0) = γs ∗ β(0) = p0 = α(0) = β(0)

F (1, s) = γ̂s(1) = γs ∗ β(1) = p = α(1) = β(1).

Logo, F é homotopia entre α e β.

�

Proposição 3.1.3 Seja k : X̃ → X uma aplicação de recobrimento e φ : P → X

cont́ınua. Sejam p0 ∈ P e q0 ∈ X̃ tais que φ(p0) = k(q0).

Então,

i) se P é conexo por caminhos, existe no máximo um levantamento φ̃ de φ por k tal

que φ̃(p0) = q0.

ii) se P é simplesmente conexo, tal levantamento existe. Além disto, se φ é aplicação

de recobrimento, φ̃ também o será.

Demonstração:

i) Sejam φ̃ e φ levantamentos de φ por k tais que φ(p0) = φ̃(p0) = q0. Então k ◦ φ̃ =

φ = k ◦φ. Seja p ∈ P. Como P é conexo por caminhos, existe um caminho α : I → P

tal que α(0) = p0 e α(1) = p.

Note que φ ◦ α é um caminho de k(q0) a φ(p).

De fato,

(φ ◦ α)(0) = φ(p0) = k(q0)

(φ ◦ α)(1) = φ(p).

Afirmação: φ̃ ◦ α e φ ◦ α são levantamentos de φ ◦ α.

De fato,

k ◦ φ ◦ α = φ◦

k ◦ φ̃α = φ ◦ α

φ ◦ α(0) = φ(p0) = q0

φ̃ ◦ α(0) = φ̃(p0) = q0.
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Mas pelo Lema 3.1.3, φ ◦ α = φ̃ ◦ α.

Portanto, φ = φ̃.

ii) Seja p ∈ P e α um caminho de p0 a p. Seja β o levantamento de φ ◦ α por k, então

k ◦ β = φ ◦ α, β(0) = q0.

Defina φ̃ : P → X̃, φ̃(p) = β(1),∀p ∈ P.

Vemos que k ◦ φ̃(p) = k(β(1)) = (φ ◦ α)(1) = φ(p).

Vejamos que a definição de φ̃ independe da escolha do caminho α.

Seja α′ um caminho de p0 a p. Então, pelo Corolário 3.1.1, α ∼ α′. Donde existe uma

homotopia H entre α e α′.

Afirmação: φ ◦H : [0, 1] × [0, 1] → X é homotopia entre φ ◦ α e φ ◦ α′.

De fato,

(φ ◦H)(t, 0) = (φ ◦ α)(t)

(φ ◦H)(t, 1) = (φ ◦ α′)(t)

φ ◦H(0, s) = φ(p0) = k(q0)

φ ◦H(1, s) = φ(p).

Sejam β e β ′ os levantamentos de α e α′, respectivamente, então β ∼ β ′ e β(1) = β ′(1).

Portanto, φ̃ está bem definida.

Agora temos que mostrar que φ̃(p0) = q0.

Temos que (k ◦ β)(0) = (φ ◦ α)(0) = φ(p0).

Como a imagem de β é conexo e k é uma aplicação de recobrimento, então β(0) =

β(1). Donde β é um caminho constante em q0. Portanto, φ̃(p0) = β(1) = q0.

Vamos mostrar agora que φ é cont́ınua.

Seja p ∈ P. Seja Up ⊆ X uma vizinhança distinguida de φ(p) ∈ X. Seja Up ⊆ P a

componente conexa de φ−1(Up) que contém p.

Afirmação: φ̃(Up) está contido em uma única componente conexa por caminhos, Vp,
de k−1(Up). Inicialmente, note que k ◦ φ̃(p) = φ(p) ∈ Up ⇒ φ̃(p) ∈ k−1(Up).

Seja Vp a componente conexa por caminhos de k−1()Up contendo φ̃(p).

Seja q ∈ Up. Queremos mostrar que φ̃(q) ∈ Vp. Como Up é conexo por caminhos,

existe γ : [0, 1] → P, γ(0) = p, γ(1) = q. Para todo p ∈ P, denote por αp o caminho

de p0 a p.
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Note que αq ∼ αp ∗ γ ⇒ φ ◦ αq ∼ φαp ∗ γ = (φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ).

Seja φ̃ ◦ γ : [0, 1] → X̃, o (único) levantamento de φ ◦ γ tal que φ̃ ◦ γ(0) = φ̃(p).

Afirmação: φ̃ ◦ γ(1) = φ̃(q).

Sejam φ̃ ◦ αq e ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ) levantamentos de φ ◦ αq e (φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ) tais que

φ̃ ◦ αq(0) = φ̃(p0) = ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ)(0.)

Temos φ̃ ◦ αq ∼ ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ), em particular φ̃ ◦ αq(1) = ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ)(1).

Vamos provar que ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ) = ˜(φ ◦ αp) ∗ (̃φ ◦ γ).

Notemos primeiramente que (φ̃ ◦ αp) ∗ (φ̃ ◦ γ)(0) = (φ̃ ◦ αp)(p) = βp(0) = q0 = φ̃(p0).

E vejamos, agora, que (φ̃ ◦ αp) ∗ (φ̃ ◦ γ) é levantamento de (φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ).

De fato, k ◦ [(φ̃ ◦ αp) ∗ (φ̃ ◦ γ)] = [k ◦ (φ ◦ αp)] ∗ [k ◦ (φ̃ ◦ γ)] = (φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ), e o

resultado segue pela unicidade do levantamento. Portanto,

φ̃(q) = φ̃ ◦ αq(1) = ˜(φ ◦ αp) ∗ (φ ◦ γ)(1) = (φ̃ ◦ α) ∗ (φ̃ ◦ γ)(1) = φ̃ ◦ γ(1).

Como queŕıamos.

Ora, k ◦ (φ̃ ◦ γ)(t) = φ(γ(t)) ∈ Up,∀t ∈ [0, 1]. Logo, Im(φ̃ ◦ γ) ⊆ k−1(Up). Como

Im(φ̃ ◦ γ) é conexa por caminhos, está contida em uma única componente conexa

por caminhos de k−1(Up). Mas φ̃ ◦ γ(0) = φ̃(p) ∈ Vp.

Portanto, φ̃ ◦ γ([0, 1]) ⊆ Vp. Em particular, φ̃(q) = φ̃ ◦ γ(1) ∈ Vp.

Mostramos assim que φ̃(Up) ⊆ Vp.

Logo, k ◦ φ̃|Up
= φ|Up

⇒ φ̃|Up
= k|−1

Vp
◦ φ|Up

. Donde p̃hi é cont́ınua.

Finalmente, se φ é aplicação de recobrimento e dada uma vizinhança distinguida

Up de φ(p), tomamos Up como a componente conexa de φ−1(Up) contendo p′ com

φ(p′) = φ(p) como antes.

Em Up′ , φ|Up
é homeomorfismo sobre Up′ . Portanto, φ̃|Up

é também homeomorfismo.

Logo, Vp é vizinhança distinguida de φ̃(p) para φ̃.

Vejamos que φ̃ é sobrejetora.

q ∈ X̃ ⇒ k(q) ∈ X ⇒ φ(p) = k(q) para algum p ∈ P para Up vizinhança distinguida

de φ(p). Então, φ̃|Up
= k|−1

Vp
◦ φ|Up

. Portanto, φ̃(p) = k|−1
Vp

◦ φ(p) = k|−1
Vp

◦ k|Vp
(q) = q.

Portanto, φ̃ é aplicação de recobrimento.

�
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Definição 3.1.11 Seja X um espaço topológico e X̃ espaço de recobrimento de X. Se X̃

é simplesmente conexo, X̃ é dito ser um recobrimento universal de X.

Proposição 3.1.4 Seja X um espaço conexo, localmente conexo por caminhos e semi-

localmente simplesmente conexo. Dados x0 ∈ X e um subgrupo H ⊆ π1(X, x0), existe

um recobrimento k : X̃ → X, com X̃ conexo por caminhos, e um ponto x̃0 ∈ X̃ tais que

k#π1(X, x0) = H.

A demostração deste teorema pode ser encontrada na referência [8].

Corolário 3.1.3 Todo espaço topológico X conexo por caminhos admite um recobrimento

k : X̃ → X onde X̃ é simplesmente conexo. Dois desses recobrimentos são homeomorfos.

Demonstração: Pelo Teorema anterior, dado H = {1} existe uma aplicação de recobri-

mento k : X̃ → X com X̃ conexo por caminhos tal que k#(π1(X̃)) = {1}. Como k# é

injetora, π1(X̃) = {1}. Logo, X̃ é espaço de recobrimento simplesmente conexo de X.

Sejam k1 : X̃1 → X e k2 : X̃2 → X recobrimentos universais de X. Dados p0 ∈ X̃2 e

q0 ∈ X̃1, k2(p0) = k1(q0). Então pela Propposição 3.1.3, existe um único k̃2 levantamento

de k2 por k1 tal que k̃2(p0) = q0. Analogamente, existe um único k̃1 levantamento de k1

por k2 tal que k̃1(q0) = p0. Então,

k1 ◦ k̃2 = k2 ⇒ k1 ◦ k̃2 ◦ k̃1 = k2 ◦ k̃1 = k1 ⇒ k̃2 ◦ k̃1 = idX̃1

k2 ◦ k̃1 = k1 ⇒ k2 ◦ k̃1 ◦ k̃2 = k1 ◦ k̃2 = k2 ⇒ k̃1 ◦ k̃2 = idX̃2
.

Logo, k̃1 é bijeção. Portanto, X̃1 e X̃2 são homeomorfos.

�

Vamos mostrar que Ãd é cont́ınua.

Seja ‖ · ‖ uma norma em Cℓ(V, q), com respeito a cuja topologia, a aplicação produto

· : Cℓ(V, q) × Cℓ(V, q) −→ Cℓ(V, q)
(a, b) 7→ a · b

é cont́ınua. (Cℓ(v, q) × Cℓ(v, q)) com a topologia produto)

Sejam (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) espaços normados.

Definição 3.1.12 Uma aplicação linear T : E → F é dita ser limitada se existe K > 0

tal que ‖ Tx ‖F6 K ‖ x ‖E .

Proposição 3.1.5 Seja T : E → F linear, são equivalentes:
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i) T é cont́ınua

ii) T é cont́ınua em 0E

iii) O conjunto {‖ Tx ‖F :‖ x ‖E6 1} é limitado em R

iv) T é limitada.

Demonstração:

(i) ⇒ (ii) É imediato.

(ii) ⇒ (iv) Existe δ > 0 tal que ‖ x ‖E< δ ⇒‖ Tx ‖F< 1. Seja y ∈ E. Se y 6= 0, escreva

x =
δ

2

y

‖ y ‖E
. Logo, ‖ x ‖= δ

2
< δ ⇒‖ T

(
δ

2

y

‖ y ‖E

)
‖< 1 ⇒‖ Ty ‖F<

2

δ
‖ y ‖E .

Faça K =
2

δ
,∀y ∈ E, ‖ Ty ‖F6‖ y ‖E .

(iii) ⇔ (iv)

(⇒) Seja y ∈ E. Escreva ŷ =





y

‖ y ‖E
sey 6= 0

0 sey = 0

Claro que ‖ ŷ ‖E6 1.

Se y = 0, então 0 =‖ Ty ‖F6‖ y ‖E= 0.

Se y 6= 0, por hipótese existe K > 0 tal que ‖ T ŷ ‖F6 K ⇔‖ Ty ‖F6 K ‖ y ‖E .
(⇐) Existe K > 0 tal que ∀x ∈ E, ‖ Tx ‖F6 K ‖ x ‖E . Para ‖ x ‖E6 1, ‖ Tx ‖F6 K.

(iv) ⇒ (i) Existe K > 0 tal que ‖ Tx ‖F6 K ‖ x ‖E,∀x, y ∈ E, ‖ Tx− Ty ‖F=

=‖ T (x − y) ‖F6 K ‖ x − y ‖E . Logo, T é lipschitz, logo uniformemente cont́ınua e

portanto cont́ınua.

�

Seja L(E,F ) = {T : E → F : T é linear tal que T é limitada}.
Não é dif́ıcil ver que L(E,F ) é espaço vetorial.

Defina ‖ T ‖:= sup{‖ Tx ‖F :‖ x ‖E6 1}.
Seja x ∈ E, x 6= 0, ‖ T

(
x

‖ x ‖

)
‖F6‖ T ‖ . Portanto, ‖ Tx ‖F6‖ T ‖‖ x ‖E .

Seja K > 0 tal que ‖ Tx ‖F6 K ‖ x ‖E,∀x ∈ E, para ‖ x ‖E6 1 ‖ Tx ‖F6 x⇒
⇒‖ T ‖6 K.

Agora, considere Ãd : Cℓ×(V, q) → GL(Cℓ(V, q)). Em Cℓ×(V, q) considere a topologia

induzida por Cℓ(V, q) e em GL(Cℓ(V, q)) a topologia dada pela norma de uma trans-

formação liner definida acima.

Note que ‖ Ãdϕx ‖=‖ α(ϕ) · x · ϕ−1 ‖6 K ‖ α(ϕ) ‖ · ‖ ϕ−1 ‖‖ x ‖ .
GL(Cℓ(V, q)) = {T : Cℓ(v, q) → Cℓ(V, q) : T é linear, limitada e com inversa limitada}

é grupo com a operação de composição.
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Vemos que ‖ (T ◦S)x ‖6‖ T ‖‖ Sx ‖6‖ T ‖‖ S ‖‖ x ‖ . Logo, ‖ T ◦S ‖6‖ T ‖ · ‖ S ‖ .

Teorema 3.1.3 i) Cℓ×(V, q) é aberto em Cℓ(v, q)

ii) Se o espaço vetorial V tem dimensão finita, então Ãd : Cℓ×(V, q) → GL(Cℓ(V, q)) é

cont́ınua.

Demonstração:

Afirmação: Existe K > 0 tal que ∀a, b ∈ Cℓ(v, q), ‖ a · b ‖6 K ‖ a ‖ · ‖ b ‖ .
Como · é cont́ınua em (0, 0) ∈ Cℓ(V, q) × Cℓ(V, q) existe δ > 0 tal que ∀x, y ∈ Cℓ(V, q)

com ‖ x ‖, ‖ y ‖< δ ⇒‖ xy ‖< 1.

Fixe um tal δ. Então, ∀a, b ∈ Cℓ(V, q), se a 6= 0, e b 6= 0, escolha x =
δ

2

a

‖ a ‖ e

y =
δ

2

b

‖ b ‖ .

Claro que ‖ x ‖=‖ y ‖= δ

2
< δ. Portanto, ‖ x ·y ‖< 1 ⇒ δ2

4 ‖ a ‖‖ b ‖ ‖ ab ‖< 1. Pondo

K =
4

δ2
, ‖ a · b ‖6 K ‖ a ‖‖ b ‖ . Desigualdade válida ainda que a = 0 ou b = 0.

i) Seja ϕ ∈ Cℓ×(V, q). Escreva r =
1

K ‖ ϕ−1 ‖ . Provaremos que Br(ϕ) ⊆ Cℓ×(V, q).

Afirmação: Se ψ ∈ Br(ϕ), então a série
∞∑

n=0

(1 − ϕ−1ψ)n converge absolutamente.

De fato, basta notar que esta é a série geométrica e ‖ 1− ϕ−1ψ ‖=‖ ϕ−1(ϕ− ψ) ‖6
6 K ‖ ϕ−1 ‖‖ ϕ− ψ ‖< 1.

Afirmação: Se ψ ∈ Br(ϕ), ψ é invert́ıvel e ψ−1 = (
∞∑

n=0

(1 − ϕ−1ψ)n) · ϕ−1.

De fato,

ψ(
∞∑

n=0

(1 − ϕ−1ψ)nϕ−1) = ϕ[
∞∑

n=0

ϕ−1ψ(1 − ϕ−1ψ)n]ϕ−1 = ϕ · 1 · ϕ−1 = 1.

Por outro lado,

∞∑

n=0

((1 − ϕ−1ψ)nϕ−1)ψ =
∞∑

n=0

(1 − ϕ−1ψ)nϕ−1ψ =
∞∑

n=0

(1 − ϕ−1ψ)n(1 − (1 − ϕ−1ψ)) = 1.

ii) É posśıvel mostrar que a aplicação

−1 : Cℓ×(V, q) −→ Cℓ×(V, q)
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é cont́ınua.1

Queremos mostrar que se {ϕn}n∈N é uma sequência em Cℓ×(V, q) e ϕn → ϕ0 em

Cℓ×(V, q) então Ãdϕn
→ Ãdϕ0 . Mas, ∀y ∈ Cℓ(V, q),

‖ (Ãdϕn
− Ãdϕ)y ‖ = ‖ Ãdϕn

y − Ãdϕy ‖=‖ α(ϕn)yϕ
−1
n − α(ϕ0)yϕ

−1
0 ‖=

= ‖ α(ϕn)yϕ
−1
n − α(ϕ0)yϕ

−1
0 + α(ϕn)yϕ

−1
0 ‖6

= 6‖ α(ϕn)y(ϕ
−1
n − ϕ−1

0 ) ‖ + ‖ (α(ϕn) − α(ϕ0))yϕ
−1
0 ‖6

6 [‖ α(ϕn) ‖‖ ϕ−1
n ‖ + ‖ α(ϕn) − α(ϕ0) ‖ · ‖ ϕ−1

0 ‖]· ‖ y ‖,

logo ‖ Ãdϕn
− Ãdϕ ‖6‖ α(ϕn) ‖‖ ϕ−1

n ‖ + ‖ α(ϕn) − α(ϕ0) ‖ · ‖ ϕ−1
0 ‖→ 0, n → ∞.

A dimensão finita foi importante para garantir a continuidade de α.

�

Para provar que Ãd é aplicação de recobrimento, usaremos o seguinte teorema2 sem

demonstrá-lo.

Teorema 3.1.4 Seja f : G → H um homomorfismo cont́ınuo sobrejetivo entre grupos

topológicos. A fim de que f seja uma aplicação de recobrimento é necessário e suficiente

que f seja cont́ınua, aberta e seu núcleo seja um subgrupo discreto.

Considere a sequência exata

0 // Z2
// Spinn

Ãd
// SO(n) // 1 .

Vamos considerar em Spinn a topologia induzida por Cℓ(V, q). Considere em Z2 e no

grupo trivial a topologia discreta.

Provamos que Ãd é uma aplicação cont́ınua. É posśıvel provar que Ãd é uma aplicação

aberta, mas não o faremos aqui. Logo, pelo teorema 3.1.4 Ãd é aplicação de recobrimento.

Logo, da sequência exata acima obtemos a sequência exata

0 // Z2
// π1(Spinn)

Ãd
// π1(SO(n)) // 1 .

Mas, π1(SO(n)) = Z2. (Referência [8]) Portanto, π1(Spinn) = Z2/Z2 = {1}.
Como Spinn é espaço de recobrimento de SO(n) e π1(SO(n)) é trivial, segue que

Spinn é recobrimento universal de SO(n).

1Ver referência [9]
2O leitor poderá encontrá-lo na referência [8]
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Caṕıtulo 4

Grupo de Spin de SO(3)

Neste caṕıtulo vamos ver que SU(2) é recobrimento universal de SO(3), e portanto

Spin3 é isomorfo ao grupo SU(2).

Assumiremos do leitor conhecimentos de Geometria Diferencial e Topologia ao ńıvel

do curso de graduação em Matemática.

4.1 Aspectos Geométricos e Topológicos do Grupo

O(r,s)

Fixado n ≥ 2, considere a matriz formada por s -1’s e r 1’s na diagonal, n = r + s.

η =




−1 0
. . .

−1

1

0
. . .

1




Seja O(r, s) = {A ∈Mn : AηAt = η}, onde Mn é o conjunto das matrizes n por n com

entradas em R. Note que detA 6= 0. Denotaremos por GL(n) o grupo das matrizes n por

n invert́ıveis com entradas em R.

Proposição 4.1.1 O(r, s) é subgupo de GL(n).

Demonstração: Sejam A,B ∈ O(r, s). Então ABη(AB)t = A(BηBt)At = AηAt = η,

logo AB ∈ O(r, s) e AηAt = η ⇒ A−1η(A−1)t = η, donde A−1 ∈ O(r, s).
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Note que GL(n) é aberto em Rn2
,1, pois det : Mn → Rn2

é uma função cont́ınua e

GL(n) = det−1(R\{0}).

Teorema 4.1.1 Seja U ⊆ Rn+m um aberto e f : U → Rm uma aplicação de classe Ck.
Seja c ∈ Rm um valor regular de f , isto é, ∀x ∈ f−1(c), Df(x) é sobrejetora. Então

f−1(c) é superf́ıcie de classe Ck e dimensão n.

O leitor encontrará uma prova deste teorema nas referências [2] e [6].

Teorema 4.1.2 O(r,s) é superf́ıcie de classe C∞ e dimensão n(n−1)
2

(em Rn2
).

Demonstração: Sejam S(n) o conjunto das matrizes n por n simétricas e

f : Mn(= Rn2
) → S(n)(= R

n(n+1)
2 )

x 7→ xηxt
.

Note que xηxt ∈ S(n), f é de classe C∞ e O(r, s) = f−1(η).

Afirmação: Para todo x ∈Mn, Df(x) = T, onde T é uma aplicação linear

T : Rn2 → R
n(n+1)

2

v 7→ vηxt + xηvt
.

Usaremos a norma do sup . ∀v ∈ Rn2
, v 6= 0, temos

‖f(x+ v) − f(x) − T (v) ‖
‖v‖ =

‖(x+ v)η(x+ v)t − xηxt − vηxt − xηvt‖
‖v‖ =

=
‖vηvt‖
‖v‖ 6

‖v‖2‖η‖
‖v‖ = ‖v‖‖η‖ → 0, para ‖v‖ → 0.

Afirmação: T é sobrejetora, ∀x ∈ O(r, s).

Seja s ∈ S(n). Escolha vs =
sηx

2
. Então,

T (vs) =
sηx

2
ηxt + xη

(sηx
2

)t
=
s

2
+ xη

xtηs

2
= s.

O resultado agora segue do teorema anterior.

�

Proposição 4.1.2 O(r,s) é fechado(em Rn2
).

1Utilizaremos, sem mais comentários, a identificação natural de Mn com R
n

2

, e subconjuntos de Mn

terão a topologia e estrutura diferenciável induzidas pelas de R
n

2

.
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Demonstração: Como O(r, s) = f−1(η), sendo {η} ⊆ R
n(n+1)

2 fechado, e como f é

cont́ınua, O(r, s) é fechado.

�

A partir de agora tomaremos r = n e s = 0. Em particular, η = Idn.

Proposição 4.1.3 O(n) é compacto.

Demonstração: Seja A ∈ O(n), e escreva A = [aij]. Nesse caso, AAt = Idn, e então
n∑

k=1

aikajk = δij,∀i, j ∈ {1, · · · , n}. Em particular,

|aij|2 6

n∑

k=1

aikaik = δii = 1.

Então, |aij| 6 1. Portanto, ‖A‖ 6 1.

Segue que O(n) ⊆ BRn

1 (0). Dáı, O(n) é limitado e tendo em vista a Proposição anterior,

compacto.

�

Observação 4.1.1 A aplicação (x, y) 7→ xηyt = 〈x, y〉 é uma forma bilinear.

Definição 4.1.1 Se |〈x, x〉| = 1, x é dito unitário.

Notação: ei denotará o i-ésimo elemento da base canônica de Rn.

Vamos provar que O(n) tem duas componentes conexas por caminhos, para isto pre-

cisamos do seguinte lema.

Lema 4.1.1 Para todo n ∈ N, n > 2, se ‖v‖ = 1, então ∃α : [0, 1] → O(n) cont́ınua tal

que α(0) = Idn, α(1)v = e1 e det(α(t)) = 1,∀t ∈ [0, 1].

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução.

Seja n = 2. Considere v = (a, b) onde a2 + b2 = 1. Então existe θ ∈ [0, 2π] tal que

a = cos θ, b = sin θ.

Defina
α : [0, 1] → O(2)

t 7→
(

cos(θt) sin(θt)

− sin(θt) cos(θt)

)
.

Claro que det(α(t)) =

(
1 0

0 1

)
,∀t ∈ [0, 1], e α(1)v =

(
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)(
cos(θ)

sin(θ)

)
=

=

(
1

0

)
= e1.
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Suponha, agora o resulatado válido para n.

Escreva v = (v0, v1, · · · , vn), v2
0+· · ·+v2

n = 1. Sejam v = (v1, · · · , vn) e ṽ =
v

‖v‖ . Então,

pela hipótese de indução, existe α : [0, 1] → O(n) com α(0) = Idn e α(1)ṽ = e1 (em Rn)

e det(α̃(t)) = 1.

Então pomos

α : [0, 1] → O(n+ 1)

t 7→




1 0 · · · 0

0
... α̃(t)

0




.

Vemos que α(0) = Idn+1, det(α(t)) = 1 · det(α̃(t)) = 1,∀t ∈ [0, 1] e α(1)v =

=




1 0 · · · 0

0
... α̃(1)

0







v0

v1

...

vn




=




v0

α̃(1)




v1

...

vn







=




v0

‖v‖
0
...

0




.

Ponha w =

(
v0

‖v‖

)
. Pelo caso n = 2,∃β̃ : [0, 1] → O(2) tal que β̃(0) = Id2, β̃(1)w =

(1, 0) e det(β̃(t)) = 1,∀t ∈ [0, 1].

Então defina
β : [0, 1] → O(n+ 1)

t 7→




β̃(t) 0 · · · 0

0
... Idn−1

0




.

Note que det(β(t)) = det(β̃(t)) · det(Idn−1) = 1, β(0) = Idn+1 e β(1)




v

‖v‖
0
...

0




=

=




β̃(1)w

0
...

0




=




1

0
...

0




= e1.
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Finalmente, ponha γ : [0, 1] → O(n+ 1), γ(t) = β(t)α(t).

�

Teorema 4.1.3 O(n) tem duas componentes conexas por caminhos.

Demonstração: Sejam

SO(n) = det−1(1) ∩O(n)

O−(n) = det−1(−1) ∩O(n).

Suponha, por absurdo, que existe uma aplicação cont́ınua α : [0, 1] → O(n) tal que

α(0) ∈ SO(n) e α(1) ∈ O−(n).

Nesse caso, det ◦α : [0, 1] → R, sendo cont́ınua, teria t ∈ (0, 1) tal que det ◦α(t) = 0,

uma contradição com α(t) ∈ O(n).

Afirmação: SO(n) (respectivamente, O−(n)) é conexo por caminhos.

Inicialmente, note que [aij] ∈ O(n) ⇔
n∑

k=1

aikajk = δik.

Seja F(n) = {(v1, · · · , vn) ∈ (Rn)n : 〈vi, vj〉 = δij}.

Temos então uma bijeção ϕ : F(n) → O(n), ϕ(v1, · · · , vn) =




v1

...

vn


 , vi = (vi1, · · · , vin).

Agora, procedemos por indução sobre n.

Para n = 2. Sejam A,B ∈ SO(2)(respectivamente O−(2)).

Escreva A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
.

Tome v1 = (a11, a12), v2 = (a21, a22), w1 = (b11, b12), w2 = (b21, b22) ∈ R2. Temos

‖vi‖ = ‖wi‖ = 1. Pelo lema, exsitem aplicações cont́ınuas α, β : [0, 1] → SO(2) tal que

α(0) = β(0) =

(
1 0

0 1

)
e α(1)v1 =

(
1

0

)
, β(1)w1 =

(
1

0

)
.

Defina α̃ : [0, 1] → SO(2), α̃(t) = A · α(t)t(respectivamente O−(2)).

Note que α̃ está bem definida, pois α̃(t)tα̃(t) = α(t)AtAα(t)t = Id2 e det(α̃(t)) =

det(A) det(α(t)) = det(A).
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Vemos ainda que

α̃(t) =

(
a11 a12

a21 a22

)(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
α(t)11a11 + α(t)12a12 α(t)21a11 + α(t)22a12

α(t)11a21 + α(t)12a22 α(t)21a21 + α(t)22a12

)
=

=

(
α(t)v1

α(t)v2

)
.

Ora, ∀t ∈ [0, 1] temos

〈α(t)vi, α(t)vj〉 = vtiα(t)tα(t)vj = vtivj = 〈vi, vj〉 = δij.

Em particular, α̃(1) =

(
α(1)v1

α(1)v2

)
=

(
1 0

α(1) v2

)
.

Ora, 〈α(1)v2, (1, 0)〉 = 0 e ‖α(1)v2‖ = 1. então, v2 =

(
0

±1

)
. Portanto, α̃(1) =

(
1 0

0 ±1

)
. Mas, como vimos, A ∈ SO(2) ⇔ α̃(1) ∈ SO(2). Sendo A ∈ SO(2), α̃(1) =

(
1 0

0 1

)
(respct. O−(2)).

De forma inteiramente análoga, definindo β̃ : [0, 1] → SO(2), β̃(t) = Bβ(t)t(respc.

O−(2)).

Conclúımos que β̃(t) ∈ SO(2), (respectivamente O−(2)), β̃ é cont́ınua e β̃(1) =(
1 0

0 1

)
(respectivamente

(
1 0

0 −1

)
). Como existe um caminho entreA eB e

(
1 0

0 1

)

(respectivamente

(
1 0

0 −1

)
) em SO(2) (respectivamenteO−(n)), então existe γ : [0, 1] →

SO(2)(respectivamente O−(n)) é cont́ınua com γ(0) = A, γ(1) = B.

Assumindo o resultado para n, tome A,B ∈ SO(n+ 1)(respectivamente O−(n)).

Escreva A =




a00 · · · a0n

...
. . .

...

an0 · · · ann


 e vi = (ai0, · · · , ain), 0 6 i 6 n.

Pelo lema, existe α : [0, 1] → SO(n + 1) cont́ınua com α(0) = Idn+1 e α(1)v0 =

(1, 0, · · · , 0).

Novamente, defina α̃ : [0, 1] → SO(n+1), α̃(t) = Aα(t)t (respectivamente O−(n+1)).

Verificar que α̃ está bem definida é análogo ao caso n = 2. Note também que α̃(0) = A
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e α̃(1) =




α(1)v0

...

α(1)vn


 =




1 0 · · · 0

α(1)v2

...

α(1)vn



, onde 〈α̃(t)vi, α̃(t)vj〉 = δij.

Mas note que 0 = 〈(1, 0, · · · , 0), α(1)vi〉 = (α(1)vi)1. Logo, α̃(1) =




1 0 · · · 0

0
... Â

0



,

onde Â ∈Mn.

Mas, α̃(1) ∈ O(n+1), então α̃(1)α̃(1)t = Idn+1 ⇒




1 0 · · · 0

0
... Â

0







1 0 · · · 0

0
... Ât

0




=




1 0 · · · 0

0
... Idn

0




⇒ ÂÂt = Idn. Logo, Â ∈ O(n). Mais ainda, det(α̃(1)) = det(Â).

Portanto, Â ∈ SO(n) (respectivamente O−(n)).

Analogamente, existe β̃ : [0, 1] → SO(n+1) (respectivamente O−(n+1)) cont́ınua com

β̃(1) =




1 0 · · · 0

0
... B̂

0



, com B̂ ∈ SO(n) (respectivamente O−(n)).

Pela hipótese de indução, existe γ : [0, 1] → SO(n) (respect. O−(n)) com γ(0) = Â e

γ(1) = B̂.

Defina γ̃ : [0, 1] → SO(n+1) (respectivamenteO−(n+1)) pondo γ̃(t) =




1 0 · · · 0

0
... γ(0)

0



.
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Temos γ̃(0) =




1 0 · · · 0

0
... γ(0)

0




= α̃(1) e γ̃(1) =




1 0 · · · 0

0
... γ(1)

0




= β̃(1).

Justapondo α̃, β̃ e γ̃constrúımos um caminho Γ : [0, 1] → SO(n + 1)(respectivamente

O−(n+ 1)) com Γ(0) = A e Γ(1) = B.

�

4.2 SU(2) é recobrimento universal de SO(3)

Definição 4.2.1

SU(2) = {A ∈M2(C) : AAt = AtA = 12×2, det(A) = 1},

onde At denota a matriz trasposta conjugada de A.

Proposição 4.2.1 Se A ∈ SU(2), então A =

(
a b

−b a

)
, |a|2 + |b|2 = 1.

Demonstração: Dada A ∈ SU(2), A =

(
a b

c d

)
, det(A) = ad − bc = 1, AAt =

(
a b

c d

)(
a c

b d

)
=

(
1 0

0 1

)
. Então, |a|2 + |b|2 = 1, |c|2 + |d|2 = 1 e ac+ bd = 0.

Se a 6= 0, c = −bd
a

⇒ c = −bd
a

⇒ 1 = ad − bc = ad +
bbd

a
⇒ a = |a|2d + |b|2d =

(|a|2 + |b|2)d = d⇒ a = d⇒ c = −b.
Se a = 0, então b 6= 0. Então,

d = −ac
b

⇒ d = −ac
b

⇒ 1 = ad − bc = −|a|2c
b

− bc ⇒ b = −|a|2c − |b|2c ⇒ b =

(−|a|2 − |b|2)c⇒ b = −c⇒ d = a.

Portanto, A =

(
a b

−b a

)
, |a|2 + |b|2 = 1.

�

Proposição 4.2.2 SU(2) é difeomorfo a esfera S3.

Demonstração: Seja C = {A ∈M2(C) : A =

(
x+ iy u+ iv

−u+ iv x− iy

)
, x, y, u, v ∈ R}.
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Defina f : R4 → C pondo f(x, y, u, v) =

(
x+ iy u+ iv

−u+ iv x− iy

)
.

Note que f é bijetora. Então, SU(2) ⊆ C ≡ R4.

Defina g : R4 → R, g(x, y, u, v) = x2 + y2 + u2 + v2.

Temos que SU(2) = g−1(1) e 1 é valor regular de g. Então, SU(2) é difeomorfa a S3.

�

Corolário 4.2.1 SU(2) é simplesmente conexo.

Demonstração: Segue da Proposição anterior e da Observação 3.1.1

�

A fim de construir a aplicação de recobrimento de SU(2) em SO(3), usaremos uma

caracterização da esfera S3 como grupo (isomorfo a SU(2)) com a operação de produto

de quatérnios.

Lema 4.2.1 Se o quatérnio w comuta com todo imaginário puro então w é real. Se, além

disso, w ∈ S3, então w = ±1.

Demonstração: Se w = a+bi+cj+dk então iw = −b+ai−dj+ck e wi = −b+ai+dj−ck.
De wi = iw conclúımos que c = d = 0, isto é, w = a + bi. Logo, wj = aj + bk e

jw = aj − bk. Dáı resulta (usando wj = jw) que b = 0. Portanto, w = a ∈ R. Então se

w ∈ S3, |w|2 = a2 = 1, donde w = ±1.

�

Proposição 4.2.3 Existe um homomorfismo cont́ınuo sobrejetivo ϕ : S3 → SO(3), cujo

núcleo é {1,−1}.

Demonstração: Primeiramente, observe que SO(3) = {T : R3 → R3 lineares tais que

detT = 1, 〈Tv, Tv〉} =‖ v ‖2,∀v ∈ R3.

A cada u ∈ S3 associaremos a transformação linear ϕu : R3 → R3, definida por

ϕu(w) = uwu−1.

Considerando inicialmente como definida em R4, como |u·w ·u−1| = |w|, ϕu é ortogonal

e vemos que ϕu é linear. Além disso, como ϕu(1) = 1, ϕ deixa invariante o subespaço R,

formado pela parte real, logo deixa também invariante seu complemento ortogonal R3,

formado pelos imaginários puros. Ou seja, se w = xi + yj + zk é imaginário puro, então

u · w · u−1 também o é e portanto a transformação ortogonal ϕu está bem definida. A

matriz de ϕu tem colunas u · i ·u−1, u · j ·u−1 e u ·k ·u−1, que dependem continuamente de
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u ∈ S3. Temos detϕu = ±1,∀u ∈ S3. Como S3 é conexa e, para u = 1, vale detϕu = 1,

segue-se que detϕu = 1. Logo, ϕu ∈ SO(3),∀u ∈ S3, o quer nos dá a função cont́ınua

ϕ : S3 → SO(3).

Evidentemente, ϕuv = ϕu◦ϕv, de modo que ϕ é homomorfismo de grupos. O núcleo de

ϕ é formado pelos quatérnios u ∈ S3 tais que u ·w ·u−1 = w, ou seja, u ·w = w ·u,∀w ∈ R3.

Pelo lema anterior, conclúımos que o núcleo de ϕ possui apenas os quatérnios 1 e −1, ou

seja ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ y = ±x. Agora vamos mostrar que ϕ é sobrejetora.

Como S3 é compacta e SO(3) é conexo, basta mostrar que ϕ é uma aplicação aberta.

De fato, então ϕ(S3) será um subconjunto fechado e aberto de SO(3) e portanto deve ser

SO(3).

Começamos observando que ϕ é uma aplicação de classe C∞, pois para cada u ∈ S3

os elmentos da matriz são funções C∞ de u. Como ϕ é um homomorfismo de grupos, seu

posto é constante. Pelo Teorema do Posto2, como ϕ é localmente injetora, seu posto é

máximo, isto é, igual a 3. Em particular ϕ é submersão e portanto uma aplicação aberta.

�

Agora considere a sequência exata

0 // Z2
// SU(2)

ϕ
// SO(3) // 1 .

Proposição 4.2.4 A aplicação ϕ : SU(2) → SO(3) é aplicação de recobrimento.

Demonstração: Pela proposição 4.2.3, a aplicação satisfaz as hipóteses do teorema 3.1.4.

Logo ϕ é uma aplicação de recobrimento.

�

Logo, da sequência exata acima obtemos a sequência exata

0 // Z2
// π1(SU(2))

ϕ
// π1(SO(3)) // 1 .

Mas, π1(SO(3)) = Z2 (Referência [8]). Portanto, π1(SU(2)) = Z2/Z2 = {1}.
Como SU(2) é espaço de recobrimento de SO(3) e π1(SU(2)) é trivial, segue que

SU(2) é recobrimento universal de SO(3).

Então, pela unicidade do recobrimento universal, temos que Spin3 é isomorfo à SU(2).

2Ver referência [7]
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Conclusão

Vimos a álgebra de Clifford Cℓ(V, q), onde V é um espaço vetorial e q é uma forma

quadrática fixada em V , através de uma propriedade universal, provamos unicidade a

menos de ismomorfismo e existência.

Estudamos uma importante subestrutura da álgebra de Clifford, o subgrupo Spin do

grupo das unidades. Mostramos que no caso em que V tem dimensão finita n, Spinn

é recobrimento universal de SO(n). Em particular para n = 3, mostramos que Spinn é

isomorfo ao grupo SU(2).

A álgebra de Clifford é uma estrutura riqúıssima. Exploramos vários aspectos, mas

ainda há várias coisas interessantes a serem feitas.
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Apêndice 1: Produto Tensorial

Para estudarmos álgebra de Clifford é importante alguns conhecimentos básicos de

produto tensorial de espaços vetoriais sobre um corpo K. Neste Apêndice, daremos a

definição de produto tensorial entre espaços vetoriais através de uma propriedade univer-

sal, bem como mostraremos a existência e unicidade a menos de isomorfismo de um tal

produto. Provaremos também algumas propriedades básicas. Todos os espaços vetoriais

são sobre um corpo K fixado.

Definição 4.2.2 Um produto tensorial entre dois espaços vetoriais V e W é um par

(T, ϕ) em que T é um espaço vetorial e ϕ : V × W → T é uma aplicação bilinear tal

que para qualquer aplicação bilinear f : V ×W → U existe uma única aplicação linear

f̄ : T → U tal que f = f̄ ◦ ϕ.

V ×W
ϕ

//

f
##H

H

H

H

H

H

H

H

H

T

f̄

��
�

�

�

U

Analogamente ao que fizemos provamos para álgebras de Clifford, prova-se que o

produto tensorial de dois espaços vetoriais é único a menos de isomorfismo.

Construção de um Produto Tensorial

Tome o espaço vetorial gerado por V ×W

〈V ×W 〉 =

{
∑

i

ai(vi, wi), vi ∈ V,wi ∈W,ai ∈ K e ai = 0 quase sempre

}
.

Sejam

J1 = {(v1 + v2, w) − (v1, w) − (v2, w) : vi ∈ V,w ∈W};
J2 = {(v1, w1 + w2) − (v, w1) − (v, w2) : v ∈ V,wi ∈W};
J3 = {a(v, w) − (av, w) : v ∈ V,w ∈W,a ∈ K};
J4 = {a(v, w) − (v, aw) : v ∈ V,w ∈W,a ∈ K};
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J = J1 ∪ J2 ∪ J3 ∪ J4 e S = 〈J〉 6 〈V ×W 〉.
Defina V ⊗W = 〈V ×W 〉/S, e denote a classe [(v, w)] por v ⊗ w.

Proposição 4.2.5 A aplicação ϕ : V ×W → V ⊗W com ϕ((v, w)) = v ⊗ w é bilinear.

Demonstração: Como os elementos de S são levados em 0, em particular para os ele-

mentos de J, temos que

(v1 + v2) ⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w,

v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2 e

(av) ⊗ w = v ⊗ (aw) = a(v ⊗ w).

�

Proposição 4.2.6 (V ⊗W,ϕ) é produto tensorial.

Demonstração: Seja f : V ×W → U aplicação bilinear.

Defina f̄ : V ⊗W → U, f̄(
∑

i vi ⊗ wi) =
∑

i

f(vi, wi).

Dados
n∑

i=1

vi ⊗ wi,
m∑

j=1

xj ⊗ yj ∈ V ⊗W e λ ∈ K.

Chame λxj = vj+i e yj = wj+i. Então,

f̄

(
n∑

i=1

vi ⊗ wi + λ
m∑

j=1

xj ⊗ yj

)
= f̄

(
n+m∑

i=1

vi ⊗ wi

)
=

n+m∑

i=1

f(vi, wi) =

=
n∑

i=1

f(vi, wi) +
m∑

j=1

λf(xj, yj) = f̄

(
n∑

i=1

vi ⊗ wi

)
+ λf̄

(
m∑

j=1

xj ⊗ yj

)
.

Portanto, f̄ é linear.

Vemos que (f̄ ◦ ϕ)(v, w) = f̄(v ⊗ w) = f(v, w),∀(v, w) ∈ V ×W.

Seja g : V ⊗W → U linear tal que g ◦ ϕ = f. Então,

g(
∑
aijvi ⊗ wj) =

∑
aijg(vi ⊗ wj) =

∑
aij(g ◦ ϕ)(vi, wj) =

∑
aijf(vi, wj) =

= f̄(
∑
aijvi ⊗ wj). Logo, f̄ é única.�

Note que, para um dado um elemento qualquer de V ⊗W não podemos afirmar que

ele possa ser escrito como v⊗w, v ∈ V,w ∈W mas, como combinação linear de elementos

desta forma.

De fato,

v ⊗ w = [(v, w)] =

[
n∑

i=1

ai(vi, wi), vi ∈ V,wi ∈W

]
=

n∑

i=1

ai[(vi, wi)] =
n∑

i=1

aivi ⊗ wi.
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Exemplo 4.2.1 K ⊗ V ≃ V.

Vamos mostrar que V é produto tensorial de K e V.

Seja

ϕ : K × V → V

(λ, v) 7→ λv
.

Claramente, ϕ é bilinear.

Para toda aplicação bilinear f : K × V → U, defina

f : V → U

v 7→ f(1, v)
.

K × V
ϕ

//

f
##G

G

G

G

G

G

G

G

G

V

f̄

��
�

�

�

U
Note que f̄ é linear, pois f é bilinear.

Vemos que, (f̄ ◦ ϕ)(λ, v) = f̄(ϕ(λ, v)) = f̄(λv) = f(1, λv) = f(λ, v),∀(λ, v) ∈ K × V.

Então f̄ ◦ ϕ = f.

Suponha que existe g : V → U linear tal que g ◦ ϕ = f. Então,

g(v) = g(1 · v) = g(ϕ(1, v)) = f(1, v) = f̄(v),∀v. Portanto, f̄ é única.

Teorema 4.2.1 Sejam {ei}i∈I base de U e {fj}j∈J base de V. Então {ei ⊗ fj}i,j é base

de U ⊗ V.

Demonstração:

Defina
πi : U × V → V

(u, v) 7→ uiv
, onde u = u1e1 + · · · + uiei + · · · + unen.

Não é dif́ıcil ver que πi é bilinear. Logo, pela definição de produto tensorial, existe

uma única πi : U ⊗ V → V linear tal que πi ◦ ϕ = πi.

Seja t =
k∑

α=1

uα ⊗ vα ∈ U ⊗ V. Então,

t =
∑

α

(
∑

i

uiαei

)
⊗
(
∑

j

vjαfi

)
=
∑

α

∑

i

∑

j

uiαv
j
αei⊗fj =

∑
λijei⊗fj. Logo, {ei⊗fj}

gera U ⊗ V.

Seja
∑

λijei⊗fj = 0U⊗V . Para todo l ∈ I, πl

(
∑

i,j

ei ⊗ fj

)
= πl(0U⊗V ) = 0V . Então,

∑

i,j

λijπl(ei ⊗ fj) = 0 ⇒
∑

i,j

λijπl(ϕ(ei ⊗ fj)) = 0 ⇒
∑

i,j

λijπl(ei, fj) = 0 ⇒
∑

j

λljfj =

0 ⇒ λlj = 0. Logo, {ei ⊗ fj} é linearmente independente.�

Proposição 4.2.7 i) Sejam ((U ⊗ V ), ϕ) produto tensorial de U e V e ((V ⊗ U), ψ)

produto tensorial de V e U . Então, U ⊗ V ≃ V ⊗ U.
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ii) Sejam ((V ⊗W )⊗U, η) produto tensorial de V ⊗W e U e ((V ⊗(W ⊗U)), µ) produto

tensorial de V e W ⊗ U . Então, (V ⊗W ) ⊗ U ≃ V ⊗ (W ⊗ U).

Demonstração:

i) Defina

t1 : U × V → V × U

(u, v) 7→ (v, u)
.

Vejamos que ψ ◦ t1 é bilinear:

(ψ◦t1)(u+λu′, v) = ψ(v, u+λu′) = v⊗(u+λu′) = v⊗u+v⊗λu′ = ψ(v, u)+λ(v⊗u′) =

= ψ(v, u) + λψ(v, u′) = ψ(t1(u, v)) + λψ(t1(u
′, v)).

Analogamente, (ψ ◦ t1)(u, v + λv′) = (ψ ◦ t1)(u, v) + λ(ψ ◦ t1)(u′, v′).

Logo, existe uma única aplicação f : U ⊗ V → V ⊗ U linear tal que f ◦ ϕ = ψ ◦ t1.

Vemos que f(
∑

i ui ⊗ vi) = f(ϕ(
∑

i(ui, vi))) = (ψ ◦ t1)(
∑

i(ui, vi)) =
∑

i ψ(vi, ui) =
∑

i vi ⊗ ui.

De forma análoga, defina

t1 : V × U → U × V

(v, u) 7→ (u, v)
,

vemos que ψ ◦ t2 é bilinear. Existe uma única aplicação g : V ⊗ U → U ⊗ V linear

tal que g ◦ ψ = ϕ ◦ t2.

Vemos que g(
∑

i vi ⊗ ui) = g(ψ(
∑

i(vi, ui))) = (ϕ ◦ t2)(
∑

i(vi, ui)) =
∑

i ϕ(ui, vi) =
∑

i ui ⊗ vi.

Segue que (f ◦ g)(∑i vi ⊗ ui) = f(g(
∑

i vi ⊗ ui)) = f(
∑

i ui ⊗ vi) =
∑

i vi ⊗ ui. Logo,

f ◦ g = idV⊗U .

Analogamente, g ◦ f = idU⊗V .

Portanto, U ⊗ V ≃ V ⊗ U.

ii) Defina

f : V × (W ⊗ U) → (U ⊗W ) ⊗ U

(v,
∑

iwi ⊗ ui) 7→
∑

i(v ⊗ wi) ⊗ ui
.
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Vejamos que f é bilinear. Sejam v, v′ ∈ V e
∑n

i=1wi ⊗ ui,
∑m

j=1w
′
j ⊗ u′j, chame

w′
j = wn+j e u′j = un+j, então

f(v+λv′,

n∑

i=1

wi⊗ui +
n∑

j=1

w′
j ⊗u′j) = f(v+λv′,

n+m∑

i=1

wi⊗ui) =
m+n∑

i=1

[(v+λv′)⊗wi]⊗ui =

=
n∑

i=1

[(v+λv′)⊗wi]⊗ui+
m∑

j=1

[(v+λv′)⊗w′
j]⊗u′j =

n∑

i=1

(v⊗wi)⊗ui+λ
n∑

i=1

(v′⊗wi)⊗ui+

+
m∑

j=1

(v+⊗w′
j)⊗u′j+λ

m∑

j=1

(v′⊗w′
j)⊗u′j = f(v,

n∑

i=1

wi⊗ui)+λf(v′,
n∑

i=1

wi⊗ui)+f(v,
m∑

j=1

w′
j⊗u′j)+

+λf(v′,
∑m

j=1w
′
j ⊗ u′j).

Pela propriedade universal, existe um única aplicação linear f : V ⊗ (W ⊗ U) →
(V ⊗W ) ⊗ U tal que f(v ⊗ (w ⊗ u)) = f(v, w ⊗ u).

Defina g : (V ⊗W ) × U → V ⊗ (W ⊗ U), g(
∑

i vi ⊗ wi, u) =
∑

i vi ⊗ (wi ⊗ u).

De maneira a como mostramos que f é linear, mostra-se que g é bilinear.

Portanto, existe uma única g : (V ⊗W ) ⊗ U → V ⊗ (W ⊗ U) linear tal que g((v ⊗
w) ⊗ u) = g(v ⊗ w, u).

Vamos mostrar que g é a inversa de f,

(f ◦ g)((v ⊗ w) ⊗ u) = f(g(v ⊗ w, u)) = f(v ⊗ (w ⊗ u)) = f(v, w ⊗ u) =

= (v ⊗ w) ⊗ u,∀v ∈ V,w ∈W,u ∈ U,

(g ◦ f)(v ⊗ w(⊗u)) = g(f(v, w ⊗ u)) = g((v ⊗ w) ⊗ u) = g(v ⊗ w, u) =

= v ⊗ (w ⊗ u),∀v ∈ V,w ∈W,u ∈ U.

Portanto, (V ⊗W ) ⊗ U ≃ V ⊗ (W ⊗ U).

�
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Apêndice 2: Álgebra de Lie

Seja K um corpo.

Definição 4.2.3 Uma K-álgebra de Lie é um K-espaço vetorial V com uma operação

[ , ] : V × V → V chamada colchete de Lie, tal que

i) [x, y] = −[y, x],∀x, y ∈ V

ii) [ax+ by, cz+dz] = ac[x, y]+ad[x,w]+ bc[y, z]+ bd[y, w],∀a, b, c, d ∈ K, x, y, z, w ∈ V

iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,∀x, y, z ∈ V , chamada Identidade de Jacobi.

Exemplo 4.2.2 (R3,×), onde × é o produto vetorial, é K-álgebra de Lie.

De fato, Sejam x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), z = (z1, z2, z3), w = (w1, w2, w3) ∈
R3, a, b, c, d ∈ R.

i) x× y = (x2y3 − y2x3, y1x3 − x1y3, x1y2 − y1x2) = −(y2x3 − x2y3, x1y3 − y1x3, y1x2 −
−x1y2) = −(y × x).

ii) (ax+by)×(cz+dw) = (ax1+by1, ax2+by2, ax3+by3)×(cz1+dw1, cz2+dw2, cz3+dw3) =

((ax2 + by2) × (cz3 + dw3) − (cz2 + dw2)(ax3 + by3), (cz1 + dw1)(ax3 + by3) − (ax1 +

by1)(cz3+dw3), (ax1+by1)(cz2+dw2)−(cz1+dw1)(ax2+by2)) = ac(x2z3−z2x3, z1x3−
x1z3, x1z2−z1x2)+ad(x2w3−w2x3, w1x3−x1w3, x1w2−w1x2)+bc(y2z3−z2y3, z1y3−
y1z3, y1z2 − z1y2) + bd(y2w3 −w2y3, w1y3 − y1w3, y1w2 −w1y2)) = ac(x× z) + ad(x×
w) + bc(y × z) + bd(y × w).

iii) (x× (y× z))+ (y× (z×x))+ (z, (x× y)) = (x2(y1z2 − z1y2)− (z1y3 − y1z3)x3, (y2z3 −
z2y3)x3−x1(y1z2−z1y2), x1(z1y3−y1z3)−(y2z3−z2y3)x2)+(y2(z1x2−x1z2)−(x1z3−
z1x3)y3, (z2x3−x2z3)y3−y1(z1x2−x1z2), y1(x1z3−z1x3)−(z2x3−x2z3)y2)+(z2(x1y2−
y1x2) − (y1x3 − x1y3)z3, (x2y3 − y2x3)z3 − z1(x1y2 − y1x2), z1(y1x3 − x1y3) − (x2y3 −
y2x3)z2) = 0
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Exemplo 4.2.3 (Mn(K), [, ]), onde [A,B] = AB −BA, é K-álgebra de Lie.

Este exemplo é um caso particular da proposição seguinte.

Proposição 4.2.8 Seja A uma K-álgebra associativa. A operação comutador [, ] : A ×
A→ A, dada por [x, y] = xy − yx é colchete de Lie.

Demonstração: Sejam ∀x, y, z, w ∈ A, λ1, λ2 ∈ K.

i) [x, y] = xy − yx = −(yx− xy) = −[y, x]

ii) [x + λ1z, y + λ2w] = (x + λ1z)(y + λ2w) − (y + λ2w)(x + λ1z) = [x, y] + λ2[x,w] +

λ1[z, y] + λ1λ2[z, w]

iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = x[y, z]− [y, z]x+ y[z, x]− [z, x]y+ z[x, y]− [x, y]z =

x(yz − zy) − (yz − zy)x+ y(zx− xz) − (zx− xz)y + z(xy − yx) − (xy − yx)z = 0

Definição 4.2.4 Sejam (A, [, ]) e (B, [[, ]]) K-álgebras de Lie. Dizemos que α : A→ B é

homomorfismo de álgebras de Lie se α é K-linear e α([x, y]) = [[α(x), α(y)]],∀x, y ∈
A.

Definição 4.2.5 Sejam B uma K-álgebra associativa e A uma subálgebra de B. Uma

derivaç~ao de A em B é um homomorfismo K-linear D de A em B tal que D(ab) =

aD(b) +D(a)b,∀a, b ∈ A.

Notação: DerK(A,B) denota o conjunto das derivações de A em B. Se A=B, deno-

tamos DerK(A).

Proposição 4.2.9 Se A é uma K-álgebra associativa, DerK(A) é álgebra de Lie.

Demonstração: Sejam D1, D2 ∈ DerK(A), α ∈ K.

(αD1)(ab) = αD1(ab) = α(aD1(b) +D1(a)b) = a(αD1)(b) + (αD1)(a)b.

Logo, αD1 ∈ DerK(A).

(D1 +D2)(ab) = D1(ab)+D2(ab) = aD1(b)+D1(a)b+aD2(b)+D2(a)b = a(D1 +D2)(b)+

(D1 +D2)(a)b. Logo, D1 +D2 ∈ DerK(A).

(D1 +D2)(ab) = a(D1 +D2)(b)+ (D1 +D2)(a)b = a(D1(b)+D2(b))+ (D1(a)+D2(a))b =

a(D2(b) +D1(b)) + (D2(a) +D1(a))b = a(D2 +D1)(b) + (D2 +D1)(a)b = (D1 +D2)(ab).

Analogamente, prova-se que (D1 +D2) +D3 = D1 + (D2 +D3), (α+ β)D = αD + βD e

α(D1 +D2) = αD1 + αD2,∀α, β ∈ K,∀D,D1, D2, D3 ∈ DerK(A).
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O elemento neutro é o homomorfismo nulo e a unidade da multiplicação é 1K.

Portanto, DerK(A) é K-espaço vetorial.

Defina [, ] : DerK(A) ×DerK(A) → DerK(A), por [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1.

Vejamos que está bem definido,

(D1 ◦ D2 − D2 ◦ D1)(ab) = (D1 ◦ D2)(ab) − (D2 ◦ D2)(ab) = D1(aD2(b) + D2(a)b) −
D2(aD1(b) +D1(a)b) = a(D1 ◦D2)(b) + (D1 ◦D2)(a)b− a(D2 ◦D1)(b)− (D2 ◦D1)(a)b =

a((D1 ◦D2) − (D2 ◦D1))(b) + ((D1 ◦D2) − (D2 ◦D1))(a)b.

Não é dif́ıcil verificar que é colchete de Lie.

�
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