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RESUMO

O trabalho lida com a resolucdo de funcdes discretas através das equacdes de
diferencas lineares e ndo lineares aplicadas a modelagem de processos bioldgicos. Esse estudo
é de grande interesse também para a area bioldgica, ja que permite a realizacdo de previsdes
do comportamento apds muitas geracGes dos processos modelados, e também porque através
da analise da estabilidade € possivel avaliar como os dados coletados podem afetar no
equilibrio, e se reconhecido algum problema tenta-se encontrar formas de reestruturar o

processo para que ele mantenha sua regularidade.

Palavras chaves: equacdes de diferencas lineares; modelagem de processos bioldgicos;

estabilidade.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho de concluséo de curso tem por objetivo abordar o assunto de equagdes de
diferencas e suas aplicagBes nas areas bioldgicas usando modelos discretos.

O conteudo de equac@es de diferencas foi escolhido por ndo ser um assunto abordado
dentro das disciplinas do curso de Matematica Licenciatura, e também pela quantidade de
aplicacbes que se podem encontrar nas demais areas. Entre elas a area bioldgica, a area
econdmica, entre outras.

Na biologia € relevante a utilizacdo de equacfes de diferencas para a modelagem de
problemas ja que nem todos os processos bioldgicos ocorrem em tempo continuo. Processos
como o de reproducdo e desenvolvimento de insetos que ocorrem em diversos estagios, a
colheita de plantas que ocorrem em periodos sazonais, ondas de doencas em que conta-se
como variacdo de tempo o periodo de infeccdo, entre outros problemas, séo representados de
forma adequada através de modelos discretos.

O trabalho foi dividido em seis capitulos, sendo este o primeiro que apresenta 0s
objetivos e o que serd abordado no decorrer do trabalho.

No segundo capitulo € apresentada a teoria das equacdes de diferencas lineares e
maneiras de como encontrar a equacdo solucdo das mesmas, contendo exemplos numéricos
para explicitar o contetdo.

No terceiro capitulo é apresentada a modelagem de dois processos bioldgicos, onde
foram feitas suposicBes para que fosse possivel resolvé-los atraves de modelos lineares. Os
dados supostos foram escolhidos aleatoriamente de forma que possibilitassem a resolucédo e
analise dos problemas, sendo assim os resultados obtidos sdo somente tedricos.

No quarto capitulo apresentam-se as equagdes de diferencas ndo lineares e sua
metodologia de como encontrar a equacdo solucdo. E também neste capitulo que sdo
definidos os critérios de estabilidade que auxiliam a analise do comportamento dos modelos,
possibilitando a avaliagdo dos dados no decorrer do processo.

J& no quinto capitulo sdo apresentados trés modelos matematicos aplicados a
processos bioldgicos. Os dados utilizados para que fosse efetuado o processo de resolucéo e
analise dos modelos ou foram retirados de livros como constam nas referéncias, ou foram
escolhidos aleatoriamente somente para que pudesse ser realizada uma breve analise sobre
estes parametros. Desta forma a maioria das conclusdes referidas nos modelos séo resultados

teoricos.



E por fim o sexto e Gltimo capitulo do trabalho é onde séo apresentadas as conclusdes
e sugestdes de futuras pesquisas e trabalhos referentes ao assunto abordado.

O material que o trabalho contém sdo dados iniciais necessarios para pesquisas na area
gue esta sendo abordada, mas por ndo dispor ainda de muitos recursos fica dificil a
modelagem de problemas bioldgicos realisticos. Sugere-se, em estudos posteriores, modelar
processos bioldgicos reais de uma regido e atraves da analise dos dados encontrar resultados

que possam contribuir para a resolucdo de problemas.
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2. EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES

Equacdes de diferencas séo usadas para descrever sistemas dinamicos discretos, que
expressam o valor de uma variavel em funcdo de seus proprios valores anteriores, tempo e

demais variaveis.

Definicdo 1: Seja k um inteiro positivo e uma funcdo f :R* — R. A equacio:

yn+k = f(yn! yn+1""’ yn+k—1) (11)

E chamada de equacdo de diferencas de ordem k. *

Neste primeiro capitulo serd apresentado como se faz para encontrar as solugdes das
equacOes de diferencas lineares por meio de equacdes de diferencas de primeira e segunda
ordem e também a forma de resolvermos sistemas de equacdes de diferencas de primeira
ordem.

Para elaborar este trabalho foram usadas as seguintes referéncias: BASSANEZI, R. C.
Ensino-aprendizagem com modelagem matemaética [1]; KESHET, L. E. Mathematical Models
in Biology [2]; MURRAY, J.D. Mathematical Biology [6]; BEAN, S.E.P. Matematica
Elementar para Biocientistas [8]. Este material estd devidamente citado nas Referéncias.

Uma equacdo de diferencas linear de ordem n pode ser representada pela formula:

a,y,+a, Y., +...+ay, +a,y,=h(n) (1.2)
onde h(n) € uma sequéncia que depende apenas dos valores de n e a,com i=012,...,n séo
constantes e para garantir que a equacgao seja de grau n devemos ter que o termo a, seja

diferente de zero.

Uma equacéo € linear quando a variavel y, e suas demais variacdes Yy, ;, Y, »:---» Yo

possuem grau um, ou seja, ndo possuem expoente diferente de um.
Para saber qual a ordem de uma equacdo de diferencas basta observar de quantas

variagdes (geracdes) anteriores y, depende. Exemplos:
@ y, =ay,,
(b) yn = alyn—l + az yn—Z

! Definigdo encontrada no Relatério disponivel na péagina www.mat.ufg.br/cursos/rialma/2003/rel_almr.pdf de
autoria RIBEIRO, A. L. M [9].
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(C) yn = a5 yn—5 + az yn—2 + a1yn—1
() Yo =2,
A equacéo da letra (a) depende de uma Unica variagdo imediatamente anterior a y, e

assim é uma equacdo de 12 ordem. As equacOes das letras (b) e (d) dependem de duas

variagdes imediatamente anteriores a y, e assim séo equagdes de 2% ordem. Ja a equacdo da
letra (c) depende de cinco variagOes anteriores de y, e assim é considerada uma equacéo de

52 ordem.

Definicdo 2: Uma equacdo de diferencas como a equacdo (1.2) é dita homogénea quando

h(n)=0 e ndo homogénea quando h(n)=0.

2.1. EQUACAO DE DIFERENCAS DE 12 ORDEM

Definigdo 3: Suponha que tenhamos uma fungdo f : R — R. Uma equacdo de diferencas de
12 ordem é uma seqiiéncia de numeros y, para neN, tais que cada um dos termos apds o
primeiro é encontrado pela relacdo recursiva:

yn+1 = f(yn)

Se f € uma fungdo linear em y, de (1.2), com h(n):O consegue-se encontrar uma

equacao de diferencas linear de 12 ordem homogénea como:
Yo=Y, (2)

Para encontrar a solucdo de uma equacdo de 1% ordem deve-se dispor de um valor
inicial dado, que é denominado y,. Tambem podem ser resolvidas equacOes de diferencas
sem que seja conhecido o valor inicial, mas estas ndo sdo interessantes para casos praticos.

O procedimento de resolucao pode ser feito de duas maneiras:

- Utilizando o processo recursivo onde o valor y, € conhecido. Neste caso tem-se:
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Y, = ayo
y, =ay, =a(ay,)=a’y,

Y, =ay,; =ala"y,)=a"y,
- Supondo que y, = CA" é solugdo da equacdo (2). Neste caso substituindo em (2), tem-se:
CA" =aCaA™*
CA(1-a)=0
Como C#0ea=0,entdo A=0o0u A=a.

Desde que, para n=0 tem-se y, =CA°, entdo C =y, . Logo:

| 0 se y,=0
o= y,a" se y,#0

Observa-se que é encontrada a mesma solucdo por ambos os métodos de resolucéo.
Logo conclui-se que a solucdo geral da equacgéo de diferencas linear de 12 ordem homogénea
(2) e
y.=a"y, (2.1
Se ao invés de fornecer o valor de y, for dado o valor de y, pode-se utilizar o
seguinte procedimento usando o método recursivo:
Y, =ay,
y; =ay, =alay,)=a’y,
Y, =ay,, =ala"?y,)=a"y,
Ly, =a"ty, (2.2)
Também pode ser utilizado o método de supor que y, = CA" é solugdo da equacdo

(2), onde so serdo feitas algumas alteragBes: Para n=1, tem-se y, =CA" e entdo C =%, e

assim:
n yl n
=CA"=2+.1
Yo A

LY, =AMy
Lembrando que A =a, chega-se novamente a equagdo: y, =a"'y, (2.2).

As expressdes encontradas em (2.1) e (2.2), apesar de diferentes, geram 0 mesmo

conjunto solucéo.
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Observacédo 1: Caso ndo fosse conhecido um valor inicial, a solucdo da equacéo de diferencas

pode ser encontrada utilizando o método de supor que a solucdo é y, =CA" e entdo seria

encontrado que a solugdo da equacdo de diferencase y, =Ca".

Outra forma de se ter uma equacéo de diferencas linear de 12 ordem é quando acontece

que h(n): b, onde b= 0 é uma constante, obtendo uma equacéo do tipo:
Yo =aY,, +b ©)
Partindo da idéia de que ja é conhecido o valor inicial y, e a solucédo geral (2.1), basta

agora ser encontrada a solucdo particular.
Seja: y, =D ey, , =D, onde D sera a solugéo particular de (3), entdo:
D=aD+b
D(l-a)=b

D=2 as1
1-a

A solucdo da equacdo (3) se d& de forma analoga ao que acontece nos processos
continuos, ou seja, sera a solucao geral homogénea mais a solugédo particular:
y.=a"y, + b a=l
" ° 1-a’
Utilizando o método recursivo encontra-se a solu¢do da equacdo (3) quando acontece
que a=1.
Y1 :1-yo +b:yo +b
y, =1y, +b=1(y, +b)+b=1y, +2b
y, =1y, +b=1(y, +2b)+b=1y, +3b
y, =Ly, +b=1(y, +(n-1p)+b=1y, +nb
Assim é encontrada a solucao da equacéo (3):

Yy, =Y, +nb a=1
Y, =Yoa" +—b azxl (31)
1-a



2.1.1. Exemplos

Resolvendo algumas equacgdes de 12 ordem com valores humericos:

a) X,,, —2%X,,,=0; x,=10

Supondo que x, = CA" é solugéo, tem-se:

CA™2 —2CA™ =0 (scam)
A-2=0
L A=2

A solucéo geral deste tipo de equagdo é: x, =X, - A"
Substituindo os valores de x, que é dado na questdo e A que ja foi calculado, tem-se:
x,=10-2"

Agora serd ilustrada a equacao acima através do grafico dado pela Figura 1:

Grafico da equagao An+2 - Zan+1 =0

0 : : : : :

b
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L A e .
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z ' : ' : :

< : : : ' :
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100 f-------- beenee beeseeees beesanens e e -
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1] SR e I e R .

i i ’ i '

+ : ' : '

oL : : : : :
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f

Figura 1: Grafico da solucao do exemplo a), com variagdo parande 1 a5.

14
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b) x,., =3X,; x, =12
Encontrando a solugdo homogénea considerando que x, = CA" seja solugdo:
CA™ =3CA" (+ca")
A=3

Lembrando que neste problema foi dado o valor de x, e ndo de X, , entéo:
n-1
X, =A7X
Substituindo os valores encontrados tem-se:
X, =12.3""

Agora serd ilustrada a equacao acima através do grafico dado pela Figura 2:

(Grafico da equagan xn+1 = 3xn

e R B
G0 - T
e R
s Tt S S e
L R e S

= : E E E E
% 500 I
L e
e,
B e R e
100------- besennoes oeeeees fonnenns oo s -

S S ; :
1] 1 2 3 4 5 B

il

Figura 2: Grafico da solucéo do exemplo b), com variagdo paran de 1 a 5.

€) Yoz +3Yna =85 Yo =5
Primeiro encontra-se a solu¢cdo homogénea considerando que y, = CA" seja solugéo:

Cﬂn+2 — —3Cﬂ,n+l (+ Cﬂ.nﬂ)
A=-3
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Agora supondo que y,., =D e y,,, =D, onde D sera a solug&o particular da equag&o:

D=-3D+8
4D =8
D=2

Como visto anteriormente a solucdo geral desta equacéo sera a soma da solucdo homogénea

com a solucéo particular:
Y, =Y, A"+D
Substituindo os valores encontrados tem-se:
y,=5-(-3)"+2

Agora serd ilustrada a equacao acima através do grafico dado pela Figura 3:

Grafico da equagao Yn+2 +3¥n+1 =8

: : : ' !
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Figura 3: Grafico da solucéo do exemplo ¢), com variagdo parande 1 a5
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2.2. EQUACAO DE DIFERENCAS DE 22 ORDEM

Usando (1.2) quando n=2 e h(n)=0, obtém-se uma equagio de diferencas linear de 22
ordem homogénea:
Yneo =@, —bY, (4)
Para ser resolvida uma equacdo de 22 ordem precisa-se de dois valores inicias dados,
Yo € Y;- Seja y, =CA" solucéo da equacédo (4), utilizando um procedimento anélogo ao que
foi utilizado na resolucdo das equacdes de diferencas lineares de 12 ordem, encontra-se entao:
CA™ —aCA"™ +bCA" =0
CA" (22 —al+h)=0
s A=0 ou A*-al+b=0
- Quando A =0 seré obtido y, =0 para todo valor de n o que so faz sentido se y, =y, =0.
Esta solucdo é conhecida como solucdo trivial e em situagdes praticas ndo faz muito sentido.

- Quando A =02 sera obtido P(4)=A? —al+b, denominado como polindémio caracteristico

da equacéo (4) e suas raizes A, , sdo chamadas de autovalores. As raizes de P(/l) séo:

at++a?-4b
/11]2 :f (4.2

Para equacGes lineares vale o principio da superposicdo, isto €, se existem varias

solucdes, entdo a combinacgéo linear entre elas também é uma solugdo. Como se inicia da idéia
de que 4, e 1, foram escolhidos para que CA; e CA; sejam solugdes de (4), conclui-se que:
Vo= AL +AL, (42,
também é solucdo de (4).
A solucdo geral para a equacdo (4) pode ser separada em trés casos dependendo do
valor do discriminante (disc = a® — 4b):
1°) Se disc = a® —4b >0, entdo a equagio possui duas raizes reais diferentes. A expressio

(4.2) serd a solucdo geral da equacéo (4).

? A equagdo pode ser apresentada na forma a,Y,,, =a,Y,.; + 85y, como visto na equacdo (1.2), sendo

a —a
a, # 0, fazendo as seguintes alteragdes a = 2 eb=—2 chega-se facilmente na equacéo (4).
al al

® A partir de agora seréo resolvidas equacBes deste tipo, assim serdo trabalhadas as equagdes de diferencas com
solugdes ndo triviais.
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2°) Se disc = a® —4b =0, entdo a equacio possui uma Unica raiz real de multiplicidade dois.
E possivel se encontrar a expressio da solucio geral da seguinte forma:
Primeiramente tem-se que o discriminante:
disc =a’®-4-1-b=0

Agora serdo calculadas as raizes:

—(~a)++/disc
/11,2 = 5
az0
ﬂ —
1,2 2
a
A=A, ==
1,2 2
Assim: 2,1:2,:3 e ,12:n.,1:n.§
2 2

A, também é solugdo da equagdo pois € uma combinacdo linear da outra solucéo encontrada.
Portanto a expressao neste caso € da forma:
y,=A -A"+A,-n- A"
Y, =4" -(A1+I’1-A2)

3% Se disc = a® —4b <0, serdo encontradas duas raizes complexas que s&o iguais em

(4.3)

modulo.

Olhando (4.1) sdo observadas as raizes, neste caso em que elas sdo complexas

denomina-se: A =t+ui e A, =t—ui  (4.4)
[ 42
Onde: t:% e u :++4b

Quando séo obtidos valores complexos para A € necessario que faca sentido as

solucBes gerais que envolvem poténcias de nimeros complexos, como por exemplo:
y, = At+ui)" +A,(t-ui) (4.5)

Um nimero complexo possui duas representacfes equivalentes. Uma delas é t + ui
que € a representacdo de um ponto no plano complexo com coordenadas (t, u). A outra forma
de representar é especificando um angulo ¢ na posicdo habitual (medido a direita do eixo
positivo até t+ui) e a distancia r, medida do ponto (t,u) até o ponto de origem,
representando entdo o nimero complexo pelo par (r,¢), assim as coordenadas podem ser

escritas como:
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t=r-cos¢
(4.6)
u=r-seng

Se for considerado (4.6) como um sistema pode-se obter as seguintes relacoes:

u
¢ = arctg (Tj

Agora reescrevendo (4.4) da seguinte forma:
t + ui = r(cos ¢ + iseng)
t —ui =r(cos ¢ — iseng)

(4.7)

Utilizando as expressdes encontradas em (4.7) reescreve-se a solucéo (4.5):
y, = A[r(cosg +iseng)]" + A, [r(cos¢ —iseng)]"
y, = Ar"(cos(ng)+isen(ng))+ A,r"(cos(ng)—isen(ng))
Ao fazerB, =A + A, e B, =(A — A)i, tem-se:
y, =B,r" cos(ng)+ B,r"sen(ng) (4.8)

2.2.1. Exemplos

Agora serdo resolvidas algumas equacGes de diferencas de 22 ordem lhes
acrescentando valores numéricos:
a) Xn,, + X,y —2X, =0; Xo=6 e X =3

Deve-se primeiramente obter o polindmio caracteristico e em seguida encontrar 0s

autovalores que sao as raizes do polinémio.

Dﬂm-z + D/’Ln+1 —-2DA" =0 (+ Dﬂn)
A +1-2=0
disc=1+8=9 = 11’22—112\/5
A =-2 A, =1
X, =A(=2)"+A,(Q1)
Logo a solugdo geral e: = A-2) (1)
Xy = Ai(_ 2)n + A2
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Mas como foram dados os valores inicias, X, € x,, pode-se encontrar os valores de A

e A, daseguinte forma:
{xo =A(2+A, {6= A -1+ A,
x, = A(-2) + A, 3=A(-2)+ A,
Ao ser resolvido este sistema encontra-se os valores de A, e A,, que sdo:
A =1 e A, =5
Agora substituindo os valores encontrados de A, e A,, serd encontrada a solucéo:
X, =1(~2)" +5(1)"

=(-2)" +5

X

n

Em seguida sera apresentado o gréfico da equacdo de acordo com a Figura 4:

Grafico da eguagan xn+2 + ¥n+l - Z¥n =10
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Figura 4: Grafico da solugdo do exemplo a), com varia¢do paran de 1 a 6.

b) Ynio _6yn+1 +9yn :O’ Yo =8 € Y1 =15

Encontrando o polinémio caracteristico e os autovalores:



DA™? —6DA™ +9DA" =0 (~Da")
A2 -61+9=0
disc=36-36=0 = 4,=

6

A=ty =2 =3

Yo =A(3)" +nA,3)'

Neste caso tem-se a solucéo geral: )
yn = 3 (Al + nAZ)

Falta encontrar A, e A,:

Yo =(A +0-A,)-3° 8= A _ __
{ylz(A1+1A2)'31 - {15:(A1+A2)'3 = A=8 e A=-3

Substituindo valores de A e A,:
Y, =@+n-(-3) ¥

Y, =(8-3n)-3"

A seguir o gréfico desta equagdo de acordo com a Figura 5:

Grafico da equagan Yn+2 - BY¥n+1 +S¥n=10
100 . . . .
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Figura 5: Grafico da solucdo do exemplo b), com variacdo paran de 1 a 4.
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€) Yoo ¥ ¥, =0;  y,=3 e y =8
Encontrando o polindmio caracteristico e os autovalores:

DA? +DA=0 (= DA)

/11'2 =]

Desta vez como foram encontrados autovalores complexos procede-se da maneira
vista anteriormente para que tenha sentido a solu¢édo da equacao.

Primeiramente observa-se que: A, =Fi=t+ui = t=0 e u=l1

r =07 + 17 =VI-1
¢:arctg[%):>¢:

Agora deve-se encontrar os valores de:

[N

ON

sen(ng))

Substituindo os valores na expressao: y, =r"(C, cos(ng)+

T T
=1"| C, cos| n= |+ C.,sen n—
Y, (1 [ 2} 2 ( 2]}
T T
y,=C, cos(n Ej + Czsen(n Ej

Agora falta encontrar a partir dos dados inicias os valoresde C, e C,:

Tem-se:

y, =C, cos(o %) +C, (O %) = 3=C, cos(0)+ C,sen(0)

T T T T
y, =C, cos(lzj C, (15) =8=C, COS(EJ + Czsen(Ej

3=C,-1+C, -0 3=C,
. .
8=C, 0+C, 1 8=C,

Logo a solucdo da equacéo é: Yy, = 3cos(n%] + 8sen(n%j
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2.3. SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES

Por exemplo, considere um sistema de equacao do tipo:

{xn =ex,, + fy, , ©)
Yo =0,y +hy
Este sistema pode ser resolvido de duas formas:
1°) Fazer o sistema de duas equacgOes de 12 ordem tornarem-se uma equacdo de 22 ordem para
uma das variaveis, da seguinte forma:
X, =X, + fy,
X, =ex, + f(gx,_, +hy )

Xn+1 = exn + fgxn—l + h(fyn—l)
Xpp = €X, + fgxn—l + h(Xn - eXn—l)
Xna =€X, + fox,_, +hx, —hex,

Xpi1 — (e + h)xn + (he - fg )Xn—l =0 (6)
Depois que foi encontrada a equagéo de 22 ordem (6) em funcéo da variavel x,, deve-

se resolvé-la conforme foi especificado anteriormente.

2°) A outra maneira de se resolver o sistema de equacg0es (5) é utilizando algumas técnicas de
algebra linear.
Reescrevendo o sistema (5) com notagdo matricial:
V. =MV_

ol e
Onde: M = Vo= V., =
g h Yn Yo

. « : Ay . (AL
Considerando como solugéo do sistema:  V, =| |1" =

" \B BA"
n f n-1
Serd obtido: AL [ ° | A
BA") \g h)(Ba
n __ n-1 n-1
_ A _eA;L71+fB;LI1 (1)
BA" = gAA"" +hBA"
0=A(e—A)+ Bf
0=Ag +B(h-21)
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, . . (O e—-A f A
Que é equivalente a: = .
0 g h-41)(B

Logo existem duas possibilidades:

A) (O
-Ou V= (Bj = {Oj , que ¢ a solucao trivial.

e-4 f
-Ou  det =0 = eh—(e+h)A+4*-fg=0
g h-4

= 1> —(e+h)i+eh—fg=0 (7)
E entdo seréd encontrado novamente um polindmio caracteristico em funcéo de 4.

Ao reescrevermos (7) como: A —al+b=0
Onde: a=e+h =Tr M = trago da matriz M*
b=eh - fg = det M = determinante da matriz M°
Para efetuar a resolucéo do polinémio caracteristico encontrado utilizam-se as mesmas
técnicas relatadas anteriormente.

Nota-se que ambas as formas levam ao mesmo resultado final.
2.3.1. Exemplos

Resolugdo de um sistema de equacdo de 12 ordem com valores numéricos.
a) {Xn = 3Xn—1 + 2yn—l
Yo =Xo1 +4Y04

Reescrevendo o sistema na forma matricial: V, = MV,

3 2 X, X, 4
Onde: M = V, = V., =
1 4 yn yn—l

n

n

Supondo que V, :(:/1 j seja solucdo:

* O trago de uma matriz quadrada é a soma das entradas da diagonal principal.

> Determinante ¢ um nmero que se associa a matrizes quadradas. O calculo do determinante para matrizes de
ordem 2x2 (estas que serdo utilizadas neste trabalho) € dado pela diferenca entre o produto dos elementos da
diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.
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AA" B 3 2\ (At
BA" 1 4) (At
AA" =3AA +2BA?
= . * B +Z”_1)
BA" = A" +4BA"

0=A(3-41)+2B
{O:A+ B(4-4)

.. . (0 3-4 2 A
Que é equivalente a: = .
0 1 4-1) \B

A solucdo trivial € fazer A=B=0, o0 que ndo &€ normalmente de grande interesse em
situacOes praticas.
< - 3-4 2
A solucdo procurada é entdo: det =0
1 4-1
=1 -71+10=0

disc=49-40=9 = A1, S W
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3. MODELOS BIOLOGICOS: UMA APLICACAO DAS EQUACOES DE
DIFERENCAS LINEARES

E de interesse dos bidlogos terem idéia de como sera o comportamento a priori de
certos processos, apés algumas geracOes, a partir de dados experimentais coletados. A
modelagem € a tentativa de encontrar os modelos matematicos mais realisticos possiveis que
descrevem o processo em questdo, de forma que se tenham condigdes de resolver estes
modelos e avaliar-se que parametros podem intervir na continuidade do processo.

Ja que nem todos os processos bioldgicos ocorrem em tempo continuo entdo se faz
necessario utilizar equacdes de diferencas. Por exemplo, a reproducdo de certos animais
acontece a cada seis meses, um ano, dois anos, etc. A colheita de plantas depende de periodo
sazonal que pode ser medido em meses. Assim deve-se avaliar que unidade de tempo sera
mais adequada para ser considerada como geragéo.

Nos processos tratados neste capitulo far-se-do0 algumas suposicGes para tornar
possivel a resolucdo destes problemas de uma forma simples através de equacgdes de
diferencas lineares. Estes modelos podem ndo ser os mais realisticos, mas mesmo assim
através da analise de suas resolucdes podem ser obtidas algumas informacdes interessantes.
Conforme for aumentando o nivel de estudo é possivel se trabalhar com modelos mais
elaborados, onde mais fatores sdo levados em consideracdo na sua modelagem.

Os modelos apresentados a seguir sao sugestdes de trabalhos e exercicios retirados dos

livros que foram utilizados para estudar e compreender o assunto em questéo neste trabalho.

3.1. MODELO 1: UMA POPULACAO DE INSETOS

Insetos geralmente tém mais que um estagio em seus ciclos de vida até chegarem a
maturidade. O ciclo completo pode levar semanas, meses ou anos. Porém, é de costume
utilizar somente uma geracdo como unidade basica de tempo quando se tenta descrever um
modelo para o crescimento da populacdo de insetos. Muitos estagios do ciclo de vida podem
ser descritos por muitas equac@es de diferencas, mas frequientemente o sistema de equacdes é
reduzido para uma Unica equacdo com combinacdes de todos os parametros elementares que

aparecem nas demais.
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Neste exemplo sera considerado o processo de reproducdo de uma populacdo de
afidios®. As fémeas desta espécie depositam uma secrecdo contendo ovos nas folhas dos
poplares’. Todos os descendentes dos afidios estdo contidos nesta secrecdo, mas somente
alguma fracdo destes eclode e sobrevive até a fase adulta. Embora geralmente a capacidade de
reproducdo e a probabilidade de sobrevivéncia dependam das condi¢cbes do ambiente, da
qualidade do alimento, do tamanho da populacdo, entre outros, momentaneamente estes
detalhes serdo ignorados para estudar um modelo simples onde todos os parametros sdo
considerados constantes e assim pode-se modelar o problema usando equag6es de 12 ordem.

Primeiramente serdo denominadas as variaveis e 0s parametros:

= a,:numero de fémeas adultas de afidios na geracéo n;

= p,:numero de descendentes na geragéo n;

f : nimero de descendentes por fémea;

m : taxa de mortalidade;

r : razdo de fémeas pelo total de adultos afidios.
Agora utilizando estes parametros e variaveis serdo representadas as sucessivas
populacdes de afidios que serdo utilizadas para obter uma expresséo para o numero de fémeas

adultas na n-ésima geracao, supondo que existam inicialmente ao8 fémeas.

A equacdo para 0 nimero de descendentes na geracdo n+1 é igual ao nimero de

descendentes de cada fémea multiplicado pela quantidade de fémeas adultas na geragéo n:
Poa =T -2, (5)

Alem disto, a fracdo de descendentes que sobrevivem até a fase adulta € de 1-m, isto
porque a fracdo de mortalidade € m. Conhecendo que a propor¢cdo de fémeas no total de
descendentes que chegam a fase adulta € r encontramos que o numero total de fémeas na
geracdo n+1 é igual a proporcdo de fémeas multiplicadas pela fracdo de descendentes que

sobrevivem até a fase adulta e ainda multiplicada pelos descendentes da geragdo n+1:

a,,=r-(-m)-p,, (6)
Ao serem agrupadas as equacdes (5) e (6) numa Unica equagao:
a,, =[r-(1-m)-f]-a, (7)

® Afidios: sdo insetos diminuidos que se alimentam da seiva de plantas. Sdo exemplos de afidios os pulgdes das
plantas. Classificacdo cientifica: Reino: Animalia. Filo: Arthropoda. Classe: Insecta. Ordem: Hemiptera.
Subordem: Homoptera. Superfamilia: Aphidoidea. Informagdes no site http://pt.wikipedia.org/wiki/Afidios [12].
" Poplares: arvores que hospedam os descendentes dos afidios.

® @, € natural e ndo nulo.
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Observa-se que a expressao f -r- (1— m) € 0 nimero de descendentes que chegam a
fase adulta que cada fémea produz.

Utilizando a metodologia vista no capitulo anterior é possivel resolver a equacao (7),
onde é encontrada a solucao para o numero de fémeas adultas na geracdo n, dada por:

a,=[f-r-Q-m)"a 8)

Vale ressaltar que pelo problema teoérico que esta sendo relatado as constantes f, r e m
terdo valores positivos, e que a, € o nimero inicial de fémeas a partir do momento que se esta
considerando.

A partir da solucdo pode-se agora analisar se haverd crescimento ou decrescimento
desta populacao de insetos. Tém-se as seguintes opgoes:

- Se f-r -(l— m)zl, a populacdo se manterd constante ja que teriamos
a,,=1"a, =a,;

-Se f-r-(1-m)<1, a populagdo ira decrescer até se extinguir;

-Se f-r -(l— m)>1, a populacéo crescera indefinidamente com o passar do tempo.

Outras questbes que podem ser avaliadas sdo quando se utiliza alguns valores

numéricos, como sera visto nos seguintes exemplos:

Exemplo 1: Se a taxa de mortalidade de afidios é de 80% e a razdo de fémeas pelo
namero total de afidios é de 50%, qual é o numero minimo de descendentes exigidos para que
se previna a extingdo?

Para resolver este problema primeiramente denominam-se os valores dos parametros
em questao:

m=20,8 r=05
Entdo é preciso saber para quais valores de f ndo acontecera a extincdo da espécie, ou seja,
precisamos saber qual a quantidade minima de descendentes que cada fémea deve ter para que
n&o acontega a extingao.
a, =[f-05-(1-08)" -a,
a, =[f-05-02]"-a,
a,=[01 f]"-a,

Neste caso para que ndo haja extingdo deve-se garantir que:
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f.05-(1-08)=f-01>1

f>10

O resultado é independente do numero inicial de fémeas, ja que f € o numero de
descendentes por cada fémea ndo é preciso saber a quantidade inicial de fémeas que existiam

para que se encontre este valor.

Exemplo 2: Se os dados coletados forem que a taxa de mortalidade é de 95%, a razédo
de fémeas pelo numero total de afidios é de 40%, o nimero de descendentes por fémea for
igual a 100 e para serem obtidas certas comparacdes serdo supostas as quantidades iniciais de
fémeas iguais a 15, 50 e 75. De acordo com estes dados pode-se esbocar o grafico da
continuacdo da populacédo apds algumas geraces.

Primeiramente denominam-se os valores dos parametros em questao:

m = 0,95 r=04 f =100 a, =15, 50, 75
Encontra-se a equacédo da solugéo substituindo os dados:
a, =[f-r-@-m) -a,
a, =[100-0,4-(1-0,95)]" - a,
a, =[40-0,05]" - a,
a,=15-2" (8.1)
a, =50-2" (8.2)
a, =75-2" (8.3)
A partir das equacdes (8.1), (8.2) e (8.3) sera feito o grafico para que se possa avaliar o

comportamento da populacdo apds algumas geracoes, conforme a Figura 6:
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Uma Populagao de Insetos
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n: numero de geragdes

Figura 6: Os pontos azuis correspondem a equacao (8.1), os pontos rosa correspondem a equacdo (8.2) e os
pontos vermelhos correspondem a equagédo (8.3). Este grafico apresenta a quantidade de fémeas no decorrer de 6

geracBes para alguns dados iniciais diferentes, estes de acordo com os valores citados no Exemplo 2.

Observa-se, a partir da analise do grafico, que com estes dados supostos a populacédo
de insetos ird crescer com maior ou menor intensidade no decorrer das geracGes dependendo

da quantidade inicial de fémeas adultas a, .

3.2. MODELO 2: ESQUEMATIZACAO DA PRODUCAO DE GLOBULOS VERMELHOS
NO SANGUE

O seguinte problema lida com o numero de glébulos vermelhos que circulam no
sangue. Através de uma aproximacdo € possivel de apresentar este problema como um

modelo discreto utilizando as equacdes de diferencas de 22 ordem.
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No sistema circulatério os globulos vermelhos estdo constantemente sendo destruidos
e substituidos, desde que as células que carregam oxigénio pelo corpo sejam suficientes para
manter um nivel estavel. Assumindo que o baco destroi certa fracdo de células diariamente e
gue a medula produz um namero de células proporcionais ao que foi perdido no dia anterior.

Para este problema serdo consideradas as seguintes variaveis e parametros:

R, : nimero de globulos vermelhos em circulagéo no dia n;

= M, : ndmero de globulos vermelhos produzidos pela medula no dia n;

f : fracdo dos glébulos vermelhos removidos pelo bago;

g : producdo constante (nimero produzido por numero perdido).
Disto seguem as seguintes equacoes:

Rn+1:(1_ f)Rn +Mn
Mn+1:g' f 'Rn

Segue que entéo: M,=g-f-R,

Logo a equagdo para o numero de glébulos vermelhos em circulacéo no dia n+1 pode
ser escrita como:

Rup=0-f)R,+g-f-R, (9
Onde (1— f)- R, significa as células que permanecem em circulagdo do dia anterior (n-1) no
dia atual (n),e g- f -R,, séo as celulas que foram produzidas no dia (n).

Resolvendo a equacdo (9) encontram-se 0s seguintes autovalores:

1112 2(1_ f)i\/(l_zf)z +4.g-f

Seréo analisadas as trés possibilidades de solugdo para R, :

19Se (1-f)° +4-g-f =0, entfio:

[

/11=/12=_—f=,1

Neste caso a solugdo para R, é:

R,=A-2"+B-n-A"
— ) _f\" (91
Rn:A.(uj +B.n.(u) O
2 2

2°)Se (1-f)* +4-g-f >0, ento:
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2 2
ﬂl:l—f+\/(l—f) +4-f.g ﬂzzl—f—\/(l—f) LA R,
2 2

Neste caso a solucéo para R, é:
R =A-1"+B-4,"

_ tVa+4.f.q) it ra.t.04)  (93)
N f 4 2f) +4f g} +B_[1 - 2f) i4-f.g

39)Se (1- ) +4-g-f <0, entdo:

1-f y-@-f)y-4-f.g.

A = + i=t-+ui 9.4

1= 5 9.4)
- —1-fyY-4-f.

12=12f—J ( )2 3 —t—ui (9.5)

Neste caso a solucéo para R, é:

R, =r"[A-cos(n-a)+B-sen(n-a)] (9.6)
Onde r=+t’+u® e a= arctg(&].

Em ambos os casos para saber os valores de A e B € preciso conhecer os valores de
duas condigdes iniciais R, e R, .
Sera trabalhada a questdo do seguinte ponto de vista:

“Para que ocorra a homeostase® deve-se ter que R, seja constante. Um caminho para

este resultado é se for feito A4, =1 na equacéo (9.2), assim deve-se chegar a alguma conclusao

sobre os valoresde g e 4,.

a - f)e@-f) +4-g-f
2
2-1+f=\A-f)+4.g-1
@+ f)=@-f)+4.g-f
4.-f=4.g-f
g=1

’ Homeostase: é a propriedade de um sistema aberto, seres vivos especialmente, de regular o seu ambiente

interno de modo a manter uma condicédo estavel, mediante multiplos ajustes de equilibrio dindmico controlados
por mecanismos de regulagdo inter-relacionados.
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Sendo que g =1, seque que A, na equagdo (9.2) deve ser:

N NN

A
? 2
Resolvendo esta equacdo chega-se a conclusao que:
A, =—1.

Para este caso, em que se deseja que ocorra a homeostase, tem-se que A, # 4, € que

A, A, € R, portanto a solucédo para a equacdo (9) deve ser da forma:

R,=A-(1)" +B-(-f)"
(9.4)

R,=A+B-(-f)"
Agora supondo dois valores diferentes para f e para cada um destes valores também

serdo supostas certas quantidades iniciais R, e R,. A seguir se fara a substituicdo destes

dados na solucédo (9.4) e em seguida sera feita a comparacdo do comportamento que ird surgir
dependendo dos dados iniciais coletados™.
a) Supondo que o bagco remove 50% dos globulos vermelhos, que a quantidade de
glébulos vermelhos contabilizados no primeiro dia foi 100 e no dia seguinte 40.
Os dados coletados sé&o: f=05 R, =100 R, =40
Com estes dados pode-se resolver um sistema para encontrar os valores de A e B.
R,=A+B-(-05) =100
{Rl =A+B-(-05) =40
{A +B =100
A-0,5B=40
= A=60 B=40
Portanto a solucéo para estes dados é:
R,=60+40-(-05)" (9.5)
b) Agora supondo que o bago remova 80% dos glébulos vermelhos, que a quantidade de
glébulos vermelhos contabilizados no primeiro dia foi 30 e no dia seguinte 84.
Os dados coletados séo: f=08 R, =30 R, =84

O sistema que sera resolvido assim que estes dados forem substituidos é:

19 Os valores numéricos que sdo supostos neste problema néo sdo dados reais. Em trabalhos posteriores espera-se
ter acesso a coletas de dados de exames veridicos.
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Portanto a solucdo para estes dados é:

(9.6)

R,=60-30-(-08)"

| observar na Figura 7

’

, Serd possive

Graficando juntamente as equacdes (9.5) e (9.6)

gue dependendo dos valores iniciais propostos o comportamento podera estabilizar mais

rapidamente.
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Figura 7: Os pontos em azul correspondem a equagdo (9.5) e os pontos em rosa correspondem a equacao (9.6).

Gréfico do comportamento da producéo de gldbulos vermelhos de acordo com os valores supostos nas letras a) e

b).
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4. EQUACOES DE DIFERENCAS NAO LINEARES

O que leva a estudar estas equacdes de diferencas ndo lineares é o fato de que a
maioria dos processos bioldgicos sdo na verdade constituidos de fungdes nédo lineares.

Tém-se como exemplos de problemas que envolvem as equacdes de diferencas nao
lineares os modelos que envolvem a taxa de crescimento per capita de uma populacdo, 0s
modelos de dependéncia entre a populacdo de presas e a populacdo de predadores, a
modelagem de ondas de doengas, entre outros.

Na biologia é de grande importancia estudar o que pode vir a acontecer se ocorrerem
perturbacdes em torno do equilibrio, pois caso ocorra a instabilidade alguns problemas podem
surgir, como a extin¢do de uma espécie, a homeostase pode ser interrompida, no balango entre
grupos que competem pode ser dada preferéncia a uns enquanto os outros podem ir se
extinguindo, entre outros.

Neste capitulo serdo estudadas as equacOes de diferencas ndo lineares através da

analise qualitativa dos seus pontos de equilibrio, como podera ser visto a seguir.

4.1. FORMA DE UMA EQUACAO DE DIFERENCAS NAO LINEAR

Uma equacdo de diferencas ndo linear € uma equacéo da seguinte forma:
Yo = f(yn—l’ Y2 ynfal---) (10)1
onde y, é um valor de y na geracdo n e a funcdo f é uma expressdo ndo linear dos
argumentos, ou seja, f pode envolver poténcias, exponenciais, etc. A solucdo serd uma
formula geral que relaciona y, com alguns valores inicialmente especificados, como por
exemplo y,, y, e assim por diante. Em poucos casos e possivel se obter diretamente uma

solucdo analitica quando a equacdo (10) é ndo linear; a seguir sera estudado um procedimento
qualitativo através da analise dos pontos de equilibrio para solucionar problemas que

envolvam estas equacdes.
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Definicdo 4: Um ponto 9 ¢ denominado ponto de equilibrio de uma funcéo f(y) se

fly)=y.

Em termos da equacdo de diferencas vy, ., = f(yn) a definicdo dada equivale a
Yy, = f(yn):y, ou seja, quando a partir de um valor n ndo ocorre variagdo no valor y, para
ovalorde f(y,)=y,,,, equivale a dizer que y,., —y, =0.

Exemplo: Encontrar os pontos de equilibrio da fungéo: f(x)=2x? + x —8:

Quer se encontrar para quais valores de X que sera verdadeira a afirmacéo f(?)zi. Desta
forma tem-se:
X=2X +x-8
8=2x"
Nl

X =42

Sendo assim os pontos de equilibrio desta equacdo séo os valores de X=12.

Definicéo 5 - (Definicdo para Estabilidade em 9R'): Um ponto de equilibrio 9 é considerado

estavel se dado ¢>0 existe n, tal que y, de acordo com a equacdo (10) satisfaca

Hy— y,|<é&,paratodo n>n,.

Observe que y, pode ser considerado como uma sequéncia de numeros assim a
definicdo acima quer dizer que para todo y, , tal que n>n,, a distancia entre y, e o ponto de
equilibrio y sera sempre menor que certa medida dada ¢, ou seja, que a partir de certo valor
Y,, 0S demais valores y, .,,¥, ., Y, 3,-.- S&€ Manterdo sempre bem préximos do ponto de

equilibrio.

A seguir apresenta-se uma ilustracdo da definicdo 5 dada pela figura 8:
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t

Figura 8: A figura acima ilustra um comportamento estavel monétono, onde
0s pontos Y, tendem ao ponto de equilibrio Y .

4.2. ESTUDO DA ESTABILIDADE DAS EQUACOES DE DIFERENCAS NAO
LINEARES DE 12 ORDEM

Uma equacdo de diferencas ndo linear de 12 ordem é da forma:
yn+1 = f (yn) (11)

Estas equagdes serdo analisadas através de seus pontos de equilibrio. Para as equacGes
de diferencas tem-se a estabilidade do processo quando ndo acontecem variages entre o

estagio n para o estagio n+1, ou seja, quando:
Yo =¥, =Y (12.2),
Um ponto de equilibrio ocorre quando:
y=1ly) (@22,
dessa forma pode-se observar que § é ponto fixo™ da funcdo f.
Serd dado inicio a um procedimento que permitird analisar estas equacGes, mesmo
sabendo que solugdes matematicamente exatas ndo sao facilmente encontradas, informacoes

qualitativas sobre a ocorréncia de mudancas s@o de grande importancia. Supondo, para iniciar

este procedimento, que ocorram pequenas perturbacdes proximas ao ponto do equilibrio e em

1 \er maiores informagdes sobre ponto fixo no Apéndice.
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seguida deve ser feita a analise de como serd o comportamento da solucdo apds estas

perturbacdes.
Assuma que ja tenha sido determinado ; um ponto de equilibrio de acordo com a

equacao (12.2). Para explorar a estabilidade seréd utilizada a seguinte pergunta: ‘Dado n,

suficientemente grande e n>n,, o valor y, ira tender para o ponto de equilibrio y , ou para

longe dele?’
Os passos que serdo mostrados a seguir reduzirdo o problema para uma equacdo de

diferengas linear onde se podem aplicar alguns métodos apresentados nos capitulos anteriores.
Supondo que y, seja uma pequena perturbagdo do ponto de equilibrio 9 e que seja
dada a solucéo:
Yo=Y +Y, (19)
Utilizando as equagBes (11), (12.1) e (12.2) e se a seguinte perturbagdo y, satisfazer a

equacdo (13), pode-se encontrar que y, , é igual a:

Vo = Yo~ Y= F(y,)-y=fly+v,)-y (14)
Esta equacdo ainda ndo esta escrita de forma onde as informacdes estejam claras, ja
que ndo é conhecido o valor da funcdo f avaliada para §+ y, . Mas o valor de f pode ser
aproximado ao ser explorado o fato de que y, é uma pequena quantidade, o que é bastante

utilizado na resolucdo de muitos problemas néo lineares. Sendo assim, escrevendo através da

expansdo da série de Taylor'?, encontra-se que:
~ —\ | df

fly+y,)=fly)+| —

(y yn) (Y) (dy

O termo O(y'nz) possui um valor muito pequeno e pode ser desconsiderado. Agora

y

Jy‘n +o(y?) ()

substituindo as informacdes encontradas em (15) na expressdo encontrada em (14), tem-se:

df .=
]yn _y'
Yl

mﬂzf@+yﬁ—§=f@%{a—

Lembrando que se esta supondo conhecido o ponto de equilibrio onde §: f(y) e entdo

f (y)_ y =0, conclui-se que:

12 \/er maiores informagdes sobre séries de Taylor no Apéndice.
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df

=y 16.1).
dy Yn (16.1)

yn+1 =

y

13 a equacdo (16.1) pode ser escrita da seguinte forma:

y

Definindo que A = j—f

Yon =AY, (162)

Desta forma para pequenas perturbacdes a equacdo ndo linear (11) tornou-se uma
equacdo linear vista na equacdo (16.2) que descreve o que acontece proximo de algum ponto
de equilibrio. Agora que o valor de A é conhecido pode-se analisar se havera crescimento ou
decrescimento em consequéncias desses pequenos desvios em torno do ponto de equilibrio,
para isso serdo usados os métodos que foram apresentados no primeiro capitulo.

Para descobrir como é o comportamento destes desvios devemos analisar a seguinte

equacdo que define o comportamento das perturbacdes:
Yo =A" (17)
Sendo assim, conclui-se que as condi¢cdes para se obter ou ndo a estabilidade sao

colocadas a seguir nos critérios de estabilidade.

4.2.1. Critérios de estabilidade para funcdes discretas ndo lineares**

- Se |/1| <1 as perturbacdes irdo se extinguir com o decorrer do tempo e tenderdo ao ponto de

equilibrio, ou seja, irdo convergir para 9 Neste caso € dito que 9 é um ponto de equilibrio
estavel, e ainda se 0<A<1 tem-se convergéncia mondtona e se —1<A<0 tem-se
convergéncia oscilatoria.

- Se |/1|>1as perturbacdes irdo aumentar indefinidamente com o decorrer do tempo e se

afastardo do ponto de equilibrio. Neste caso é dito que § é um ponto de equilibrio instavel ou

repulsor.

13 Nota: Se faz um abuso de linguagem ao utilizar os simbolos de derivadas para definir autovalores, ao invés do
simbolo de variagdes (A) Isto acontece ja que na maioria dos livros usados como referéncia os autovalores das
equacoes de diferencas também séo definidos através do calculo de derivadas, mas isto ndo afetara o trabalho,
pois como sera mostrado numa aplicacdo no préximo capitulo as derivadas e as variagdes levam aos mesmos

resultados para este tipo de equacdes.
4 parametros encontrados no livro [1] das referéncias.
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- Se |/‘t|=1 as perturbagdes continuardo com mesma intensidade com o passar do tempo.

Neste caso € dito que 9 é um ponto de equilibrio neutramente estavel. Isto significa que a

sequiéncia y,,, a partir de algum n, oscila em torno do ponto vy .

4.2.2. Exemplos

a) Seja dada a seguinte equacao de diferencas nao linear:

K K-X,

n+l — =
Kl+K2 K, X, +K,
X

n

(18.1),

onde K, K, e K, séo constantes. Sabe-se que os pontos de equilibrio s&o os estados em que

ndo ocorrem variagoes com a mudanca de geragéo, ou seja, deve-se fazer que X, =X, =X,

agora se faz esta substituicdo na equacdo (18.1):
K x
K, x+K,
x(K,x + K, )=KXx
XK, x+K, —K)=0

X =

Portanto existem dois pontos de equilibrio:

X=0 ou K, X+K,-K=0

- K=K,
= X'=

,para K, =0
1

Desta forma o ponto de equilibrio ndo trivial é igual a:

K=K,

,para K, #0. (18.2)

Observacdo 2: Este tipo de equacdo como o da letra a) representa modelos biol6gicos de

presa-predador, hospedeiro-parasita que utilizam a distribuicdo Binomial normal para sua

resolucéo.



41

b) Seja dada a equacdo de diferencas ndo linear:

B 1
2+Y,

Yn

Para encontrar o0s seus pontos de equilibrio deve-se fazer:

y=—t_ =y +2y-1-0
2+Yy

— —2+48 -—2+242
:}y: =
2 2
Vo112 ou  y=-1-432

Agora que foram encontrados os pontos de equilibrios, pode-se analisar se 0s mesmos

. . .. , , df
sdo ou ndo estaveis através do calculo do autovalor A :[d—
y

J. A funcdo desta equacgdo é
f(y)= Zi agora se deve encontrar a derivada em relacdo ao ponto de equilibrio:
Ty

g:d_f =i 1| = -1
ayl, | dy(2+y], ) (24yf

-Sendo y=y'=-1++/2, tem-se:

1= -1 = -1

o
+yf (-1+442f 3+242

Neste caso —1< A4 =-0,171572875<0, logo este € um ponto de equilibrio estavel

=-0,171572875

com convergéncia oscilatéria.
- Sendo 9 = 9"= ~1-+/2, tem-se:
A= -1__ —1

1
+y) (-1-v2f 3-2V2

Neste caso |4|=|—5,828427125|=5,828427125>1, logo este ¢ um ponto de equilibrio

=~ -5,828427125

oscilante instavel.
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4.3. SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCAS NAO LINEARES DE ORDEM 2

Nesta parte do trabalho serd apresentado um procedimento de como se analisar a
estabilidade de um sistema de duas equacdes de diferencas nao lineares.

Assumindo que duas variaveis independentes x, e y, estejam dispostas num sistema
de equacBes como 0 que segue:

Xn = f(Xn’yn)

19.1),
Yn :g(xwyn) ( )

onde f e g sdo funcdes ndo lineares e que os pontos de equilibrio X e 9 satisfacam o seguinte:

(19.2).

Definicdo 6 - (Estabilidade de um sistema de ordem 2): Um ponto de equilibrio (Q?) é

considerado estavel se dado um circulo C com centro em (ﬂ) e raio ¢, com & >0, existe

um n, tal que (x,,y,)eC, paratodo n>n,.

Esta definicdo quer dizer que a partir do ponto (xno,yno) 0s demais pontos

(xn0+l, yn0+l), (xn0+2, yno+2), ..., permanecerdo bem préximos do ponto de equilibrio &9) ou

seja, se manterdo dento do circulo C.
A seguir serd apresentada uma ilustragdo da defini¢do 6 dada na figura 9:

.
----

>
X

Figura 9: Esta figura apresentada um comportamento estavel onde os pontos
(X,,Y,) convergem para o ponto de equilibrio (X,Y).
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Para estudar a estabilidade nos pontos de equilibrios sera usado o fato de ocorrerem
pequenos desvios nestes pontos, e como anteriormente para ser efetuada esta analise o sistema

de equacBes de diferengas ndo lineares deveréa ser linearizado para as pequenas perturbacdes
x. ey . Usando o mesmo raciocinio desenvolvido no caso com uma Unica variavel encontra-

se 0 seguinte:

X =Xy @Yo

. . . (20),
Y, =PuXoq T P2Yna
df df dg dg
onde: =—] =— =— e =— .
(%% dx . D1r dy - (2% dx - @, dy -

O Prp

A matriz constituida destes quatro coeficientes: M :(
P P

j, ¢ chamada de

Jacobiano do sistema de equagdes (19.1).
Agora falta determinar se os pontos de equilibrios sdo ou ndo estaveis, aqui serao
relatadas duas maneiras de analisarmos a ocorréncia da estabilidade.
- Uma forma seria a de encontrar a equacao caracteristica de (20) que ¢é dada por:
det[M — A1]=0

I L
P Pn) \0 4 Py Pp A
O resultado sera o polindmio caracteristico:
A2 —ai+b=0 (21),
Onde: a=¢, +¢,, =Tr M =traco da matriz M

b=¢,0,, —@,p, =detM = determinante da matriz M

Utilizam-se os mesmos critérios denominados para A como no caso de uma Unica
variavel, s6 que agora para ambos 0s A4 encontrados, como por exemplo, para que o ponto de

equilibrio seja estavel é necessario que ambas as raizes da equacdo (21) sejam em mddulo

menores que um, ou seja, 0s autovalores |4,|<1 e |1,|<1.

Propriedade: Uma condicgéo suficiente para que seja garantida a estabilidade de um ponto de

equilibrio para o caso de sistema de ordem 2 é:

2>1+b>|a (22),

onde a é o traco da matriz M e b é o determinante da matriz M.
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Prova: Para encontrar este resultado parti-se da pergunta: ‘Quais sdo as condic¢des para o traco

e 0 determinante da matriz M para que seja obtida a estabilidade?’

Lembrando gque para um ponto de equilibrio ser estavel este deve satisfazer que |/”t| <1,
como no caso de um sistema de ordem 2 existem dois A & necessario garantir que ambos
sejam menores que um, ou seja, |4|<1 e |4,|<1 que é equivalente a —1<4 <1 e
-1<4, <1.

Para encontrar esta condicdo serdo feitas as analises das raizes do polindmio

caracteristico, equacéo (21). Estas raizes sdo:

a++a’-4b a—+a®-4b

= /12:—
2 2

a +a’-4b a +a’-4b

Ryt Rt g

A

Observa-se que 4,, 4, séo equidistantes ao valor %, ou seja, % é 0 ponto médio entre
os valores 4, e 1,. Como o que se deseja é que 4,4, €(-1 , 1), entdo sendo % 0 seu

ponto médio, logo %e(—l , 1), ou seja:

a
2

<1 = H<1 = |a|<2 (23)
5 :

esta € uma condicdo encontrada para que haja estabilidade.

Dividindo a analise através do estudo em trés casos:
1) Quando a* —4b=0;
2) Quando a® —4b>0;
3) Quando a® —4b<0.

Analisando o caso 1) onde a* — 4b =0 sabe-se que as raizes da equacio sero:

e, portanto para que ocorra a estabilidade basta somente satisfazer a condicdo (23) j& que os

A, e A, ndo dependem do valor de b.

Analisando o caso 2) onde a’—-4b>0, tem-se duas raizes reais distintas como

solugédo do polindbmio caracteristico (21). Para ambos 0s casos ja se ttm uma condicdo dada
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s . s ea A . .
por (23), alem disso, neste caso necessariamente a distancia rl até uma ou outra raiz sera

menor que a distancia até o Gltimo ponto do intervalo, isto implica que:

Ja?—4b

2

a

2

1-—

Como ambos os lados da desigualdade s&o maiores que zero (>0), pode-se elevar ao quadrado

mantendo o sinal de desigualdade:

? *_ap)
(1_2J >[a_—}
2 2

a’ a® 4b

=1-laf+ > - =

4 4 4
:>1—|a|>—b

~l+b>la  (24.0)
E ainda pela condicdo (23) se |a| <2 entdo a’ < 4. Juntando isto com a condigéo deste

casoqueé a’ —4b>0 = a’>4b, tem-se:

2
dh<a’<4 = b<a7<1

~b<1
Sendo assim:
b<l = 1+b<l+l1 = 1+b<2 (24.2)
Juntando (24.1) e (24.2) encontra-se a condi¢do desejada para que ocorra estabilidade:

2>1+b>|a (22).

Analisando agora o caso 3) observa-se que as raizes serdo complexas: A, =t+ui e

V—a® +4b

: a o -
A, =t—ui,onde t= r eu BT Nesta situacao para que se garanta a estabilidade

é necessario que o médulo seja menor que um, ou seja:

2 2
JtP+ul <l = 1/a—+4—b—a—<1 — Jb<1
4 4 4

~[p| <1 (25.1)

E a’—-4b<0 = a’<4b, como a’>0 e 4>0 entdo b>0, sendo assim o

modulo pode ser retirado de (25.1):
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b<l = 1+b<l+l = 1+b<2 (25.2)
E ainda:
a’—4b<0 = a’<4b=2b+2b

Se 0<b<1=1+b*>2b, tem-se que:

a’<2b+2b<2b+1+b?

=a’<b®+2b+1
Pode-se tirar a raiz mantendo a desigualdade ja que ambos os lados da inequacdo acima séo
maiores que zero (>0), logo:

la|<b+1 (25.3)

Agora se pode observar que das condi¢des (25.2) e (25.3) foi encontrada a condicdo
esperada (22):
2>1+b>|a (22).

4.3.1. Exemplo

Atraves de um exercicio proposto no livro KESHET, L. E. Mathematical Models in
Biology [2], pagina 63, nimero 11", serdo analisadas quais as condicBes necessarias para que
0s pontos de equilibrio do seguinte sistema sejam estaveis.

H.,=f(H, Pt):mHt(1+I%j

H
Pra :g(Ht’Pt): H, _Tul

onde as constantes k, |, m séo positivas.

Ho=H =H
Os pontos de equilibrio deste sistema sdo encontrados ao se fazer: t_
Ps=P =P

1> Este é um exercicio que possui um modelo utilizado para modelar sistemas de hospedeiro-parasita. Encontrado
também em May (1978), Host-parasitoid in patchy environments: a phenomenological model. J. Anim. Ecol., 47,
883-843.
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_ _ H — _ _ e _
p-n-Anl1i-t]l-pon[1-L =5(m% —1):>H _kmym™ -1
m m m) | I | m-1
i p . S [ Pu P2 . _ df
Agora e possivel encontrar a matriz Jacobiana: M = , onde: @, =—/
P P dH |55
df dg dg
=—| Q== e@y=— .
P dPl: 5 P dH | 5 P2 dPl: 5
m(m% —1) .
Desta forma: ¢, =1, ¢, =—k——=, @, =——, ¢, =0.

2
m%(m—l) m
Neste caso para se garantir a estabilidade sera levado em consideracdo a seguinte

condicdo: 2 >1+b > |a|, onde a=gy, + ¢, =TrMe b=g,,p,, — 0,0, = det M.

Para este sistema tem-se que:

a=@, +¢,,=1+0=1

0. _km(m% 1) {m—l}_k(m% ‘1)_{ 1 _1]

m’(m-1) m m

b=p,0, — 01,0,

Agora aplicando a condigdo para que haja estabilidade nos valores deste sistema

obtém-se: 2>1+k Ll—l >[=1
m

Assim observa-se que a estabilidade néo depende do valor da constante I. E que as

K

. L . L x 1
demais variaveis devem satisfazer a seguinte inequagéo: 1 > k(— - 1] >0.
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5. MODELOS BIOLOGICOS: UMA APLICACAO DAS EQUACOES DE
DIFERENCAS NAO LINEARES

O embasamento matematico apresentado no capitulo anterior serd agora utilizado para
efetuar o procedimento de modelagem de certos problemas biologicos. Por exemplo, a
dindmica populacional de organismos que possuem periodos de procriacao e ciclos de vida
por estagios, muito comum em insetos e outros artropodes.

Nos processos biologicos tratados neste capitulo serdo feitos alguns supostos para
tornar possivel a resolucdo destes problemas através de equacgdes de diferencas néo lineares.
A modelagem de problemas através de equacdes de diferencas ndo lineares ja pode levar mais
condicBes em consideracdo do que os modelos lineares vistos nos primeiros capitulos deste
trabalho.

Os modelos apresentados neste capitulo sdo exemplos modificados e exercicios

propostos retirados dos livros que estdo descritos na bibliografia.

5.1. MODELO 1: MODELO PARA POPULACOES DE PEIXES

Frequentemente para modelar a dinamica populacional dos peixes sdo usadas as
informacBes empiricas. A modelagem ¢ feita utilizando a equacdo de Ricker, ou também
conhecida como Ricker equation, que é mostrada a seguir:

N, =a-N -e % (26).
Nesta equacdo « € a taxa maxima de crescimento do organismo e B € a taxa de inibicdo de
crescimento causada pelo excesso de populacéo.

Para que se possa encontrar um dos pontos de equilibrio desta equacdo faz-se:

N=N,=N_,
Em seguida é feita a substituicdo na equacéo (26):
N=a-N-e®" N e

a-N
at=e®" = og'=e®™ = Inag=B-N-Ine
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E, portanto chega-se em um ponto de equilibrio igual a:
N=—=  (26.1)

Agora se deve analisar qual ou quais sdo as condi¢es que garantem que o ponto de

N

equilibrio encontrado em (26.1) seja estavel. Como f(N)=«a-N-e®" entdo se encontra o

autovalor em relacédo ao ponto de equilibrio:
P L .
dN

J:—(a- N -e‘B'N‘,):a-e‘B‘N ~a-B-N -e‘B'N‘,
N dN N N
Ovalorde N é dado na equacéo (26.1), ao substituirmos no autovalor, tem-se:

A=a-e®  _g.B-N.e®" :a-e‘BN(l—B-N)

Ina
i:a-e_B(Bj{l— Bln?a}:a-e"”“(l— Ina)

1 1 1 1
— —amlna:a——a—lna
e e [0/ (04

A=1-Ina

A=«

De acordo com os critérios de estabilidade, para que o ponto de equilibrio seja estavel

deve se ter que |/1|<1, assim a condicdo para que ocorra a estabilidade para o ponto de
equilibrio (26.1) da equacéo (26) é:
l-Inaj<1 (26.2)

Resolvendo a inequacéo:

O<l-Ina<l —1<lnag-1<0
-1<-Ina <0 e O<lna<l
O<lna<l l<a<e

~l<a<e (26.3)

Comentarios sobre o resultado obtido

Para que o crescimento populacional de certa espécie de peixe ndo ultrapasse o nivel
de equilibrio o valor de «, que é a taxa de crescimento do organismo, deve ser maior que um

e menor que e=2,71828...,ouseja, l<a<e.
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5.2. MODELO 2: DENSIDADE POPULACIONAL

Um modelo para densidade dependente de populagdes como a de insetos é dado por
Hassell (1975) pela equagéo:

N,,=r-N -(1+a-N,)” (27),
onde r, a e b sdo constantes positivas.

Se forem feitas certas modificagdes na equagdo (27), observa-se que esta equagao de
diferencas se assemelha a equacéo resolvida como exemplo na secdo 4.2.2. na letra a), e entdo
pode-se usar os valores calculados la para descobrir o ponto de equilibrio deste problema.

r-N,
(1+aN,)

t+1

Pode-se tirar a raiz da equacdo com relacdo a b, ou seja, elevar a equacao a poténcia % :

% (N K
(N, ) =$ (27.0)

E facil reparar que a equagdo (27.1) é semelhante a equagio (18.1), onde: N, =x,
(/= K, a=K, e 1=K, . Vale ressaltar que por N,, e N, estarem elevados a mesma

poténcia % ndo acontecera modificagdes no resultado ndo trivial do ponto de equilibrio

encontrado em (18.2), pois para que o ponto de equilibrio seja calculado é considerado que

n&o ocorram variacdes do estagio N, para o estagio N,,,, logo teremosque N=N, =N, e

assim eles se anulardo da mesma forma que acontece no exemplo da se¢do 4.2.2. na letra a).
No exemplo citado foi encontrado como ponto de equilibrio ndo trivial:

K=K,

,para K, #0 (18.2)

1
Ao serem feitas as substitui¢cbes para os valores deste problema na equacdo (18.2) €

encontrado o ponto de equilibrio da equag&o (27):

N
Nt (27.2).
a

Para analisar qual ou quais sdo as condicOes necessarias para que se garanta a

estabilidade deste ponto de equilibrio faz-se de forma similar a desenvolvida na secao 4.1., s6

que considerando f(N)=rN (1+ aN )‘b e entdo se encontra o autovalor A:
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gz(i
e
A=r(t+aN)"[-abN{L+aN)*|

N

j: [r(1+ aN)™ —rabN(1+aN )’b’l]N

O valorde N é dado na equacdo (27.2), ao substituirmos na Gltima expresséo, tem-se:

A o )

i=r(1+ % —1jb -{1—b(r% _1).(1+ 7 _1)1}

i:r-rl-[l+(b—br%)-r‘%}

ek
1=1-[1+b or ]=1b+br%

5

CA=1+ b(r_%’ —1) (27.3)

Como visto anteriormente para que o ponto de equilibrio seja estavel deve se ter que
|/1| <1, assim a condi¢do para que ocorra a estabilidade para o ponto de equilibrio (27.2) da
equacao (27) é:

<1 (27.4)

14 b[r% —1)

Hassell et al. (1976) fornece estimativas para os parametros r e b da equacéo (27) para

algumas populacOes de insetos, estes pardmetros serdo apresentados na Tabela 1. Utilizando
estes dados fornecidos na tabela pode ser realizado o célculo do autovalor, através da
substituicdo dos pardmetros na expressdo para o autovalor ja encontrada em (27.4), e a partir
dai usa-se os resultados para determinar se cada uma das espécies tera um ponto de equilibrio

estavel, ou seja, que mantenha o nivel da populagdo num certo padréo.

Espécie b r
1 Mariposa/ Traca: Zeiraphera diniana 0,1 1,3
2 Besouro: Leptoterma dolobrata 2,1 2,2
3 Mosquito: Aedes aegypti 1,9 10,6
4 Besouro batata: Leptinotarsa decemlineata 3.4 75,0
5 Vespa parasita: Bracon hebetor 0,9 54,0

Tabela 1: Os valores que compdem esta tabela foram retirados do livro do KESHET, L. E. Mathematical

Models in Biology [2].
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Usando as condicdes fornecidas no critério de estabilidade, pode-se concluir para cada

populacédo de insetos o seguinte:

1) Mariposa/ Traca:

1+ 0.1(1.3‘%l —1)‘ ~[0.907...] <1.

Logo uma populacdo de Mariposa/ Traca de acordo com 0s parametros citados na tabela

possui um nivel populacional estavel.

2) Besouro:

1+ 2.1(2.2%-l —1)‘ ~[0.3426.. | <1.

Logo uma populacdo de Besouro de acordo com os parametros citados na tabela possui um

nivel populacional estavel.

3) Mosquito:

1+1.9(10.6_%-9 —1]‘ ~|-0,35157..] <1.

Logo uma populacdo de Mosquito de acordo com os parametros citados na tabela possui um

nivel populacional estavel, com convergéncia oscilante.

4) Besouro batata:

1+ 3.4(75%-4 - 1)‘ ~|-1445..]>1.

Logo uma populacdo de Besouro batata de acordo com os parametros citados na tabela possui

um nivel populacional instavel oscilante.

5) Vespa parasita:

1+ 0.9(54‘%-9 —1j‘ ~[0.110699..] <1.

Logo uma populacdo de Vespa parasita de acordo com os parametros citados na tabela possui

um nivel populacional estavel.

Comentario sobre os resultados obtidos

Dentre estas espécies e com os parametros fornecidos apenas o besouro apresenta
uma dindmica populacional instavel. Ja& o mosquito apresenta uma dindmica populacional
estavel, mas com certas oscilagdes que irdo diminuir assim que a densidade populacional se

aproxima do valor de equilibrio.
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5.3. MODELO 3: ONDAS DE DOENCAS

Num artigo que apareceu na “Nova Ciéncia” (New Scientist), Anderson e May
(1982)*® sugerem um modelo discreto simples para o controle de doencas que mostram como
sdo os ciclos de infeccdo que podem surgir numa populacdo. Tomar-se-4 como unidade de
tempo o periodo médio de infeccdo. As equacbes foram escritas para 0 numero de casos de
doenca C, e o numero de individuos suscetiveis S, no intervalo de tempo t.

Para modelar o problema foram feitas as seguintes suposicdes:

= O numero de novos casos no tempo t+1 € alguma fragdo do produto de casos correntes
do tempo t, C,, e dos suscetiveis que existiam no tempo't, S, ;

= Um caso finaliza somente por um Unico periodo de tempo;

= O ndmero corrente de suscetiveis aumenta a cada periodo de tempo por um ndmero
fixado de nascimento B e diminui pelo numero de novos casos, (B >0);

= Individuos que se recuperam da doenca sdo imunes.

Baseada nestas informacdes pode-se escrever que o numero de casos C,., (em t+1) é
igual a uma fragdo f do numero de casos existentes no tempo t, C,, pelo nimero de
suscetiveis no tempo t, S,. Isto é:

C.,=f-C,-S, (28.1).

Por outro lado o numero de suscetiveis no tempo t+1, S, ., € igual ao nimero de
suscetiveis no tempo t, S,, menos o ndmero de individuos infectados no tempo t+1, C,,,,
mais 0 nimero de nascimentos fixado B. Assim sendo, tem-se a equacao:

S,,=S,—-f-C-S, +B (28.2).

t+1

O sistema modelado desta forma é dado por:

CI+1: f 'Ct 'St
S.,=S,—f-C,-S, +B

Encontrando os pontos de equilibrio:

Ct+l:Ct:E e St =Sy =S

'8 Foi tomado conhecimento deste artigo através do exercicio 16, pagina 65 do livro Mathematical Models in
Biology de KESHET, L. E. [2].
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Substituindo primeiramente em (28.1):

..C=B (29.2).
O sistema em questdo neste problema, que é composto pelas equacdes (28.1) e (28.2)
pode ser escrita também da seguinte forma:

C.. =9(C..S,) (30)
S..=h(C,,S,)
Onde: g(C,,S,)=f-C,-S, e h(C,,S,)=S, - f-C,-S, +B.
Para que se faca a analise da estabilidade o sistema em questdo sera linearizado para
pequenas perturbacbes C' e S', da seguinte forma:
C =¢uCii+91,50
S, =¢nCiy+ 925,

0 Al 0 Al oh Ah
Onde (pll:—g 29 : gplzz—g ] , Oy =—r] =—o
Clcs ACIgs OSlcs ASlcs Clcs AC[gs
| _an
P2 =55 cs AS|gs
Agora calculando os valores de A :
9| _ - 9(C+ACS)-g(CS) _ . f-C:S+f-AC-S—f-C-§|
28 0Clgs  ac AC |E,§ AC—0 AC |E,§
1
¢11_ f S|6,§: f T:].
o8| i 9(C8+as)-g(Cs) | TCS+fCAS-f.CS
0Slgg 220 AS lgs 0 AS les
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oh . h(C+AC,S)-h(C,S) S-f(C+AC)S+B-S+f-C-S-B]
@y =— = lim = lim

0Clgs ac>0 AC lgs aco0 AC les
. —f-(C+AC-C) S| .1

o = fim, AC I

oh . h(C,S+AS)-h(C,S)| (S+AS)— fC(S+AS)+B-S + fCS — B|
@y =— =Ilim = lim

0Slgs 220 AS g5 o0 AS les
= lim _f'C'Aszl—f-C|~=1—f-B
AS»O AS C,S

E neste exemplo serdo apresentadas através da demonstracdo dos célculos que as taxas

de variacBes nos casos discretos sdo equivalentes as derivadas parciais nos casos continuos. *’

Ag| _g(C+AC,S)-g(C,S) _g(C+1S)-g(C,S) —f.(C+1)-5—f-C-5.
AClgs AC es 1 &5 ©

Ag 1 a9

Bl . (C+1-C)-Sl-c=f -Sl.=f.-2=1=

AC cs ( " ) | |C'S f oC cs
Agl _g(C,s+As)-g(C,s) _g(C,5+1)-g(C,9) —f.Co(S41)=f-C S|
ASles AS lcs 1 lcs °*

Ag a9

= —f.c(S+1-S)..=f-Cl..=f.-B=2

AS Eyg ( + XC,S |C,S aS 6,§

Ah|_h(C+AC,S)-h(C,S) _h(C+1S)-h(C,S)
e AC e 1 |

c, c.s

A s f(C+1)S+B-S+fCS-B| =—f-(C+1-C)-S| .= f -S|
AC 6,§ C,S C,S
sl 1 09
AClzs  f 7 &Clss

Ah| - _h(C,s+AS)-h(C,S)| _9g(C,S+1)-g(C,S3)

ASles AS les 1 les
ah =(S+1)-f-C-(S+1)+B-S+f-C-S-B|c =1-f-C-(S+1-5)
AS cs C,S C,S
Ay -Clgg=1-f- g%
AS cs 0S cs

7 Por abuso da linguagem, em qualquer situagdo usamos notacdo de derivadas parciais como no capitulo
anterior.
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Assim conclui-se que os valores dos ¢ sdo: ¢, =1, ¢,=f-B, ¢, =-1 ¢

f-B

@, =1— 1 -B, estes que formam a matriz Jacobiana M z( 1 1-f.B

encontrar o polinémio caracteristico faz-se:
det[M —al]=0

1 f-B A 0 1-2 f-B
det - =det =0
-1 1-f-B 0 4 -1 1-f-B-41
Donde se encontra o polindmio caracteristico:
2 -(2-f-B)A+1=0  (31),
Assim: a=2-f -B =Tr M = traco da matriz M

b =1 = det M = determinante da matriz M

Por exemplo, supondo que f = % , que conclusdes poderiam se obter?

O polindmio caracteristico sera da seguinte forma:
’ 2
A= Z—E- BIA+1=0

2 —-(2-2)1+1=0
2 +1=0
A =-1
A=+

A =1 (31.1)

], e agora para

De acordo com o resultado encontrado em (31.1) chega-se a conclusdo que se f = B

entdo o ponto de equilibrio (29.2) possui um comportamento neutramente estavel. Este

resultado significa que o numero de casos da doenca se mantera num nivel constante, ndo

chegando a extinguir o nimero de casos e nem a se transformar numa epidemia.
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5.3.1. Analisando o comportamento do modelo de ondas de doengas para alguns valores

supostos

A idéia agora € de utilizar um programa computacional, neste caso sera utilizado o
MATLAB 6.5, para construir o grafico da funcéo para alguns valores supostos™ e entio se
tentara fazer uma andlise a partir dos resultados obtidos.

Primeiramente supondo que:
= A guantidade inicial de suscetiveis seja S, = 56680000 = 5,6680000 -107;
= A guantidade inicial de casos da doenga seja C, = 5668 = 0,005668 -10°;
= O ndmero fixado de nascimentos seja B = 680160 ;
= A fragdo de propagacéo da doenca seja f = 0,3-10 .
Assim o sistema composto pela equacao (28.1) e (28.2) pode ser escrito da seguinte

forma:
{cm =03-107-C,-S, 32)
S.,=5,-03-10"-C,-S, + 680160
Para obter-se alguma idéia do que pode vir a acontecer com 0 numero de casos da
doenca e de suscetiveis com o decorrer de algum tempo foi programado no MATLAB 6.5 o
sistema (32) para interagir trinta vezes, que resultou no grafico que pode ser visualizado na

Figura 10:

8 Os valores que estdo sendo utilizados na modelagem deste problema foram inventados, néo séo dados
experimentais. Em trabalhos posteriores pretende-se utilizar os conhecimentos deste trabalho para modelar
problemas reais.
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w 10 Incidéncia de Casos de uma Doenca

Miarmero de Suscetiveis

1] 2 4 5 g 10 12
Mimero de casos y 1EIE

1 1

Figura 10: O grafico expressa 0 comportamento do sistema (32). Vale ressaltar que as graduacgdes estdo

elevadas a poténcias de 10, por isto, apesar de parecer que no inicio e no final das interaces o nimero de casos é

aparentemente zero, na realidade este valor n&o chegar a zerar, s6 é um nimero pequeno multiplicado por 10° .

Observa-se neste grafico que acontecera primeiramente um grande aumento do
namero de casos da doenca e diminuicdo do nimero de suscetiveis e apds algumas interacdes

comecam a diminuir o nimero de casos da doenga e a aumentar o nimero de suscetiveis.

5.4, COMENTARIOS

Como € possivel observar neste capitulo os critérios de estabilidade aplicados a
modelagem de problemas bioldgicos auxiliam no fornecimento de dados que ajudam a prever
como serd a continuidade dos processos se forem mantidos certos parametros, e com bases
nos resultados encontrados podem ser tomadas algumas medidas necessarias. Por exemplo,

como evitar a extingdo de algumas espécies, como controlar ondas de doencas para que nédo se
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tornem epidemias, entre outros problemas que podem ser discutidos e modelados através de
modelos discretos. *°

Para estudos posteriores e a quem se interessa por assuntos nesta area serdo citados
alguns artigos encontrados que utilizam na sua composi¢do algumas idéias que foram
abordadas neste trabalho. Entre eles encontram-se 0s seguintes artigos que serdo citados a
sequir:

Uma citacdo de trabalho que trata de populacdes de salmdes e que utiliza a equacéo de
Ricker, intitulando ‘Phaser Module: Ricker Salmon Model’%.

Um artigo que fala de um estudo de Presa-Predador através de um modelo discreto,
mas que utiliza mais informacOes que as vistas neste trabalho, como Efeito Allce e Rede de
Mapas Acoplados, este intitulado por ‘Formacdo de PadrGes em um Modelo Presa-Predador

Discreto’®

, publicacdo de pesquisadores da UFSM, Santa Maria/RS.

Outro artigo muito interessante que fala sobre um estudo de controle bioldgico,
intitulado *‘Modelagem Matematica Aplicada ao Controle Biologico de Ceratitis capitata
Wiedemann (Diptera: Tephritidae) por Diachasmimorpha longicaudata Ashmed
(Hymenoptera: Braconidae) em Citrus’, de autoria de pesquisadores das universidades
UNESP, USP e UNICAMP %,

Outro resumo encontrado é de um pesquisador do Institute of Systematics and Animal
Ecology de Novosibirsk, Russia, intitulado ‘Application of parasite-host-fodder plant system
dynamics to the description of larch bud moth population cycles’, que trabalha com séries
temporais e também utiliza alguns critérios estatisticos.

Um outro artigo interessante é o que modela as doengas intersticiais pulmonares, onde
se considera as estruturas toracicas como pontos de controle e as ramificacbes pulmonares
foram calculadas considerando a distribuicdo do fluxo, este artigo € intitulado ‘Modelagem
Computacional das Doengas Intersticiais Pulmonares’, de autoria de cinco pesquisadores de
trés universidades de Sdo Paulo, USP, UMC, UNESP e do Hospital do Servidor Publico de

S3o Paulo.

% H& muitos trabalhos nesta direcdo usando modelos continuos que fazem parte de outra teoria néo abordada
neste texto.

2% 0 enderego do site onde se encontra o documento citado consta nas Referéncias [11].

21 A fonte de onde se retirou informag@es sobre este artigo se encontra nas Referéncias [5].

?2 0 enderego do site onde foi encontrado tal artigo esta citado nas Referéncias [3].

2 A fonte deste material se encontra citada nas Referéncias [7].

24 Este artigo se encontra disponivel no endereco citado nas Referéncias [4].
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Estas sdo apenas algumas sugestfes de artigos que trabalham com modelagem de
problemas bioldgicos, foram citados so alguns trabalhos dos varios que podemos encontrar

publicados.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo e a pesquisa necessarios para a realizacdo deste trabalho contribuiram no
aprendizado de conceitos e técnicas matematicas sobre funcGes discretas que até entdo eu ndo
conhecia devidamente, e também me levou a compreender alguns processos biolégicos, onde
pude constatar como 0s conhecimentos matematicos sdo importantes para a execucdo de
pesquisas em outras areas.

Quanto a parte de conceitos matematicos devo ressaltar que aprender sobre o que é e
como se resolvem as equacdes de diferencas foi um trabalho muito interessante e gratificante.
E que ap6s compreender realmente a diferenca entre funcbes continuas e discretas comeco a
observar em quantas outras pesquisas e trabalhos este material pode ser utilizado.

Os critérios de estabilidade que foram relatados e analisados no decorrer deste trabalho
figuram como um dos pontos principais do mesmo, ja que usualmente quando temos um
problema procuramos encontrar quais sdao os fatores relevantes para que se obtenha a
estabilidade ou instabilidade do ponto de equilibrio.

O interessante de utilizar a modelagem em processos biolégicos é o fato de que com a
resolucdo dos modelos podem ser analisados como os dados coletados auxiliam o processo
para que seja obtido o equilibrio ou desequilibrio da situacgéo.

Agora mencionarei uma das principais dificuldades encontradas, que é falta de
material didatico em portugués e também sem muitos materiais mesmo em outras linguas
disponiveis sobre este conteudo para os alunos na biblioteca. Mas, para contornar esta
situacdo utilizei como bibliografia alguns livros em inglés, cedidos pela orientadora do meu
trabalho e complementei o estudo com os livros disponiveis na biblioteca que possuem
material relevante ao assunto. Outra fonte da minha pesquisa foram artigos e sites disponiveis
na internet, que também deram sua contribuicdo ao trabalho.

Este material além de ser um trabalho de concluséo de curso é um relato do inicio do
meu trabalho de pesquisa na area de modelagem de problemas bioldgicos atraves de fungdes
discretas que utilizam equacdes de diferencas, e por ter-se um tempo delimitado para a
entrega do trabalho de conclusdo de curso aqui foram abordados somente os temas tedricos
essenciais sobre o contetdo em questdo e todos os modelos apresentados sao propostos nos
livros citados e ndo modelados a partir de dados experimentais, desta forma a maioria dos

resultados comentados sdo tedricos.
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Pretendo com o decorrer da pesquisa continuar em busca de mais conhecimentos
matematicos que me permitam posteriormente modelar algum processo bioldgico que tenha
relevancia para alguma regido do estado de Santa Catarina, e quando for resolvido e analisado
os resultados do modelo que seja possivel chegar a conclusbes Uteis para melhorarmos o
andamento do processo dado, ressaltando a importancia da Matematica através da sua

utilizacdo em processos préaticos.



63

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] BASSANEZI, Rodney C. Ensino-aprendizagem com modelagem matematica. S&o
Paulo, Contexto. 2002.

[2] EDELSTEIN — KESHET, Leah. Mathematical models in biology. New York, Random
House. 1988.

[3] FREIRE, R.M.; PREGNOLATTO, S.; WALDER, JM.M; VON ZUBEN, C.J.
Modelagem Matemaética Aplicada ao Controle Biologico de Ceratitis capitata
Wiedemann (Diptera: Tephritidae) por Diachasmimorpha longicaudata Ashmed
(Hymenoptera: Braconidae) em Citrus. Universidade de Campinas. 2005. Disponivel em:
<http://www.scielo.br/scielo.php?pid=51519-566X2005000200016&script=sci_pdf>. Acesso
em 06 de novembro de 2007.

[4] FRERE, A. F.; MARQUES, M. A.; NASCIMENTO, A. V.; NASCIMENTO, M. Z;
NEVES, L. A. Modelagem Computacional das Doencas Intersticiais Pulmonares.
Disponivel em <www.sbis.org.br/cbis9/arquivos/644.pdf>. Acesso em 11 de novembro de
2007.

[5] MISTRO, Dilmar C.; RODRIGUES, Luiz A. D.; SEIDEL, Denilson J. Formacado de
Padrdes em Modelo Presa-Predador Discreto. Biomatematica 16, XXIX CNMAC,
Campinas, SP, IMECC — UNICAMP. 2006.

[6] MURRAY, James D. Mathematical biology, 2" edition. Washington, Springer. 1993.

[7] NEDOREZOV, Lev V. Application of parasite-host-fodder plant system dynamics to
the description of larch bud moth population cycles. Il Conference on Computational and
Mathematical Population Dynamics, Campinas, SP. 2007.

[8] PALOMINO BEAN, Sonia. Matematica Elementar para Biocientistas. (no prelo)

[9] RIBEIRO, André L.M. Estabilidade Assintética de uma classe de equac6es diferencas.
Instituto de Matematica e Estatistica — Campus de Rialma. 2003. Disponivel em:
<http://www.mat.ufg.br/cursos/rialma/2003/rel_almr.pdf>. Acesso em 03 de novembro de
2007.

[10] ROUGHGARDEN, Joan. Primer of ecological theory. New Jersey, Prentice Hall. 1998.



64

[11] Phaser Module: Ricker Salmon Model. Disponivel em:
<www.phaser.com/modules/students/salmon/salmon.pdf>. Acesso em 30 de outubro de 2007.

[12] Wikipedia - Enciclopédia on-line. Afidios. Disponivel em:
<http://pt.wikipedia.org/wiki/Afidio>. Acesso em 02 de novembro de 2007.



65

APENDICE

Ponto Fixo de uma funcdo

O ponto fixo € definido como o ponto que nédo é alterado por uma aplicacao, ou seja,

se fé uma funcio f:A—> A efé continua, um ponto fixo de f é todo ponto X € A tal que:
F(x)=x".

Observacoes:
= Toda aplicacdo linear possui um ponto fixo trivial, o vetor nulo.

» Toda funcdo polinomial nos nimeros complexos de grau n>1, P(X), possui pontos
fixos. Isto equivale a termos, P(x):x ou investigar a equagdo polinomial

P(X)—X =0, que possui solugéo pelo teorema fundamental da algebra.

Séries de Taylor

Dada uma fungfo F(x) continua e infinitamente derivavel, a série de Taylor sobre x,
€ uma expressdo que envolve poténcias de (x — X, ) onde X, € um ponto de F e todas as suas

derivadas sdo conhecidas, que pode ser escrita como segue:
T(x)=

esta expressdo também é chamada de série de poténcias. A equacédo (33) faz sentido somente

a, (x—x,)" (33),

NgE

Il
o

n

para valores de xpara qual o somatério infinito seja igual a algum namero finito, ou seja,
quando a série converge.
Supondo que T(x) é uma série de poténcias que converge sempre que (x — x0)< r,

onde r é conhecido como o raio de convergéncia, tem-se que:

F(x):T(x)zian(x—xo)”,

n=0



66

. . . dF
desde que os coeficientes a, sejam dados da seguinte forma: a, = F(x, ), a, ik
Xy,
1 d’F 1 d"F o ]
a,=—- d e Q= d , onde estas expressdes séo derivadas de F evoluidas
2 dx* | ntodx" |

para 0 ponto X, .

A série de Taylor para uma funcdo de uma variavel pode ser escrita como:

1d%F
( _Xo)

1d°F
e, T

1d"F n
e (X=X, ) +.c+— (x—%,)

dF
F(x)= F(x, )+ —
(x)=F(x)+ dx n! dx"

%o Xo 0 0

Quando (x-Xx,) é uma quantidade muito pequena, o termo (x —x,), para k >1,

pode usualmente ser negligenciado, contanto que a funcdo F ndo tenha mudancas bruscas.

Desta forma:

F(x)= F(x, )+ 95

; (X = X, ) + ... + (termo negligenciado).
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Agora considerando uma funcdo de duas variaveis F(x, y) que possua derivadas
parciais de todas as ordens com respeito a x e y para algum ponto (xo,yo) tal que
P, =F(X,,Y,). Entdo o valor de F para um ponto P, =F(x,y) proximo de P, pode ser

calculado utilizando a expansdo por séries de Taylor para F, desde que esta expressdo

converge para o valor da funcéo, da seguinte forma:
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Comentério:

No contexto do nosso trabalho onde levamos em consideracdo ndo termos variagoes

F
instantaneas e sim taxas de variagdo E O desenvolvimento das séries de Taylor que foi
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utilizado neste texto € uma adaptacao onde &
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colocado no desenvolvimento do modelo 3 do capitulo 5.



