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Nesse trabalho nos propomos um esquema de previsao pa
ra um processo estocastico mascarado por Ruido Branco. Os proces
sos estocasticos desconhecidos sao considerados Gaussianos e ne

. -~ - . *
nhuma suposigao e feita no que se refere ao ruido nas observa

goes.

0 esquema de trabalho foi sugerido pela sequencia logi

ca que uma pessoa segue quando se propoe a fazer previsoes.

Primeiramente, nos tratamos o problema de determinagao

da forma funcional do Modelo Dinamico. Assumimos que os processos

estocasticossao a resposta de um .sistema linear excitado por Rul

do Branco. Usamos a representagao por variaveis de estado para o

sistema. Entao, propomos um método para -‘determinagao dos parame
tros do modelo a partir de dados, supostos isentos de erro. Final:
mente, conhecendo-se o modelo para o processo estocastico desco
nhecido, propomos um esquema de previsoes. Este consiste na deter

minagao de ser o processo de observagoes Gaussiano ou nao. Um es

quema linear e sugerido para processos Gaussianos e um esquema

nao linear para processos nao Gaussianos.

Uma correcao adaptativa e proposta de modo que 0s er

ros de previsao sao atenuados, corrigindo-se a fungao nao linear.

Mostramos claramente a superioridade de prev1soes nao'*

11neares para processos nao Gaussianos e de previsoes 11neares so

mente para processos Gaussianos.
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ABSTRACT

In this work we propose a foreéecasting scheme for
a stochastic process corrupted by white noise. The Unknown Sta
chastic Process is assumed Gaussian and no assumption is made re

garding the observation noise.

The scheme proposed follows a logical sequence
from the acquisation of the data to the final forecasting algo-

rithm.

First we treat the problem of deterﬁining the
functional form of the dynamic model. We assume the stochastic
process to be an output of a linear system ekXcited by white noise.
We use state-variable representation for the system. Them, we prg
pose a method for determining the parameters of the model from
the data assuming no error. Finally, knowing the modelo for the
unknown stochastic process, we propose a forecasting scheme. It
consists of determining whether the observation process is Gaus
sian or not. A linear model is suggested for Gaussian and nonli

near for non-Gaussian processes.

An adaptive correction is proposed sO that the
forecasting errors are corrected by correcting the nonlinear func

tion.

We show clearly the superiority of nonlinear f£fo
recast for non-Gaussian and linear forecast only for Gaussian pro

cesses.
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1 - INTRODUCAO

Com esse trabalho‘proéUramos estabelecer um novo metodo
de previsoes. Visando alcangar este objetivo, discorremos ao lon-
go deste trabalho sobre Modelagem Estocastica, Simulagao, Identi-
ficagao de Modelos para, finalmente, definirmos um esquema recur-
sivo e auto-ajustavel de previsoes. Tal linha de agao nos foi su

gerido pela sequencia logica que uma pessoa enfrenta quando se

propoe a fazer previsoes ou estimativas.

Assim sendo, procuramos, a partir do segundo capitulo, de
senvolver os temas acima referidos, iniciando pelo que chamamos
de Modelagem, ou seja, a obtenggo da forma matemética'de um mode-
lo de sistemas.estocésticos. Nesse capitulo analizamos inicialmen
te os processos estocasticos, pois sabe-se que o modelo geral de
um sistema linear pode ter uma parcela estocastica. Utilizando-se
~de um sub-espago do espago de Hilbert, expressamos um processo ég
tocastico, pertencente a esse sub-espago, como uma combinagao li-
near de processos de Ruido Branco. Baseados nisso definimos um mo
delo estocastico geral para representar o comportamento dinamico
dos sistemas. Depois tratamos dos modelos de observaggb, e faze-

mos tres hipoteses representativas de confiabilidade de dados.

'

No terceiro capitulo simulamos os modelos dinamicos e de
observagao, anteriormente encontrados. Obtemos graficos do compor
tamento de um processo de Ruido Branco, dos modelos dinamicos de

primeira e segunda ordem e dos modelos de observagao.

Analizando esses resultados, encontramos claras vincula-

goes entre as variaveis do processo e os modelos representados.

No quarto-capitulo;'que denominamos Identificaggo do Mode
16, procuramos,analizar as.tacnicas_usadas'pafa determinar os pa-
rametros dos modelos,‘conhecendo-se'um conjunto de dados. Tfés'cg
'sos sao frequentemente encon;radds na solugao pratica de proble-

mas de previsao e sao tratados em separado. Inicialmente tratamos



da determinagao do modelo conhecendo~se a sua forma funcional e
‘um conjunto de dados; depois tratamos da determinagZo do modelo -

quando desconhecemos sua forma funcional embora suponha-

,
mos que seja linear. Por ultimo, abordamos o caso’em'que ~a forma
funcional do modelo & descohhecida, mas encontra-se em um conjun-
to finito de modelos possiveis.

"A abordagem a esses tres casos propoe uma solugZo para ca
da um, sendo o primeiro caso solucionado pela tecnica do estima-
dor de maxima probabilidade (Maximum Likelihood = Estimator). A so
lugao do segundo tipo de problema recai no primeiro caso quando a
teoria desenvolvida no primeiro capitulo e usada. O’GItimo caso e
abordado com o auxilio da teoria da decis3o. Para esse problema;
desenvolvemos uma politica de tomada de decisao determinfética, -
pois assumimos como critéerio de avaliagao uma dicotomizagao do es

pago amostral.

Finalmente, no quinto e ultimo capit&lo, tratamos dos me-
todos e propomos uma tecnica para detefminaggo de previsoes. Esta
tecnica explora as caracteristicas estatIsticas dos processos es-
tocasticos envolvidos, e tem a vantagem de ser recursiva, permi-
tindo a facil programagzo em computadores sem sobrecarregar a me
moria ou utilizar artificios de programagao. Assim, determinamos_
estimadores cuja forma funcional depende exclusivamente das dis-
tribuicoes de probabilidade dos processos estocasticos envolvi -
dos e sao analizados varios casos, inclusiwe o caso mais comumen-—.
"te encontrado na prética.‘Por_ﬁltimo, sugerimos um esquema adapta -
tivo que ajusta os coeficientes dos modelos a medida que o tempo

.

decorre e novas informagoes sao obtidas.



2. DETERMINAGAO MATEMATICA DE UM MODELO ECONOMETRICO LINEAR

2.1 - INTRODUGAO

Os modelos econometricos.de sistemas de consumo e renda -
tem sido largamente utilizados e tem demonstrado ser preciosos au
xiliares em previsoes a curto e medio prazo, e tambem no estabele

cimento de politicas estrategicas.

Nosso objetivo sera estabelecer, de uma forma unificada ,
um modelo matematico linear para um processo de consumo de bens
normais. Tal modelo devera ser uma sintese de todos ou pelo menos
da maioria dos modelos lineares existentes. V

Os processos de consumo e de demanda tem, como de um modo
geral todos os processps.econsmicos, uma caracteristica inerente
que @ a aleatoriedade das fungSes representativas com’relaggo ao
tempo. Por isso, a propriedade principal de tais processos e apre
sentarem um comportamento estocastico. Evidentemente o modelo pro
posto deverélconter uma ‘parcela que represente esse comportamen-

to aleatorio.

OQutra caracteristica esperada do modelo & a capacidade de
podef-se utiliza-lo eficientemente para a computagao dos resulta
dos, permitindo a rapida operagao de massas de dados sem exceder
a capacidade de memdria ou exigir artificios de programagao, con-
siderando-se, sempre, o custo das estimativas fornécidas-pelo mo -
delo. Em outras palavras, o modelo. devera ser tal que nio'seja -
preciso carregar toda a informagao sobre o comportamento passado
do sistema, pois de outra forma a memoria requerida pelo :computg
dor seria impraticavelmente grande. |

Nesse capltulo nds expressaremos um Processo estocastico
como uma combinag5o 1inear de vetores de uma base ortogonal de
processos estocasticos de ruido branco (White noise processes ) .

Posteriormente, observamos os processos estocasticos como a res-



posta de um sistema linear excitado por um processo de Ruido Bran
Aco, expressaremos o processo usando o modelo das variaveis de es-
tado. Entao a representagao por variaveis de estado e mostrada
ser o modo mais geral de represéntaggo de um pfocessé estocastico

segundo um modelo linear.

2.2 - PROCESSOS ESTOCASTICOS

2.2.1 - Definiggo
Um prodesso estocastico pode ser definido como uma cole-

.

g¢ao de variaveis aleatorias.

Seja Q@ o espago amostral, e w ¢ £ um dado experimento;
seja I o conjunto dos numeros reais; entao o conjunto das fungoes
reais ou complexas {X(w,t)} com we Q, t eI @& um processo a-

leatorio ou processo estocastico.

~

Para interpretarmos o significado de {X(w,t)}tomemos wj
um dado_experiménto-e t ¢ I . Entao, para um dado w = wiyX(wi,t)
representa uma particular realizagao do processo e X(wj,t) = g(t)
e uma fungao dé t . Considerando t = ti,X(w,ti), e uma quantidade
que somente depende de w, portanto e uma variavel aleatoria. Os
dois casos acima podem ser graficamente representados como nas fi

e

guras 1 e 2 .

L

FIG. 1‘— RealizagSes'particulares do processo.

(w fixo )

Portanto, um processo estocastico pode ser considerado como  uma
fungao de duas variaveis, no caso w e t . Em nossas aplicagoes e

exemplos, consideraremos a variavel t como sendo representativa -



do tempo e w denotara os diferentes experimentos, porem, de um mo
do geral, w e t sao quaisquer.
Por exemplo, X(wi,t) fornece a evolugcao temporal do fendmeno alea

torio para um experimento particular w = wj .

XA

N7V

FIG. 2 - Vdriaveis aleatorias resultan-
tes de diversos experimentos.

(t fixo )

2.2.2 - Caracterizacao dos Processos Estocasticos

A fungao densidade de probabilidade cohjunta de {X(w,t)}
descreve completamente o processo, porem e muito dificil wusa- la
na pratica, como modelo para um processo estocastico*. Por outro-
lado, a fungao densidade de probabilidade conjunta apresenta o -
comportamento macroscopico final do sistema, envolvendo o conheci

- . - e . ~ -
mento da maxima informagao possivel sobre o processo.

No'entanto,’nos problemas usuais, a informégao e muito
1imitada, e mesmo nos casos em que grande quantidade de informa-
gzo e disponivel, o modelo resultante nao e simples, nem . geral.
Alem disso, exige extenso conhecimento de metodos estatisticos,di
vergindo do objetivo que e solucionar um problema de modelagem e

estimativa.

* - f(X(w,1),X(w, 2),...,X(w,n))— ARF (X(w,1) ,X(w, 2),...,X(w n))
8X(w 1)8X(w 2) .. 9X(w,n)

onde F(X(w,i)) & a fungdo distribuigdo de probabilidade conjun
ta acumulada de X(w,i),(i=1,2,..,n); portanto a determinagao da
fungao densidade de prObabili&ade‘coﬁjunta implica na exis-

tencia de derivadas parciais de ordem 1 a n .



2.2.3 - Classificacao dos processos estocasticos

a) Quanto a continuidade das variaveis: Podemos classifi

car os processos como discretos ou continuos, dependendo de:

. ‘ . : L4
1) ser t discreto ou continuo .

e o » N *
1ii) ser X discreto ou continuo

Dentro dessa classificagao poderemos ter, entao:

1) Processo de variavel aleatoria e tempo discreto = sao os

processos em que t pertence ao conjunto dos numeros inteiros posi
tivos, negativos-ou nulos. O processo em si pode tambem ser consi
derado como discreto, isto e, X(w,t) podera ssmente assumir valo-
res discretos, tais como X(w,0), X(w,i), X(w,2),...,. 0 processo
esbogado na figura 3 & um ekemplo de processo de variavel aleato-

ria e tempo discretos.

X A
o .
B |
FIG. 3 - Processo estocastico com tempo aleatorio.
2) Processo aleatorio continuo com tempo discretq = 'qﬁando o

processo admite valores continuos entre sucessivos valores de tem

po t, como representado na figura 4.

XA

M
71N TTIvVE -

FIG. 4 - Processo estocastico continuo ¢ tempo discreto.




3) Processo aleatorio com tempo continuo = @ o caso em que O

processo so pode assumir valores discretos atraves do tempo. Um &

xemplo desse caso e mostrado na figura 5.

E X A
t
FIG. 5 - Processo aleatorio. com tempo continuo.
4) Processo continuo no tempo = e o caso mais geral, em que

tanto o processo como 0 tempo de medida sao continuos, como o mos

trado na figura 6.

x 4

1 \/"“ d

FIG. 6 - Processo perfeitamente continuo

b) Quanto 3 existencia fisica do processo: Podemos clas-

.sificar os processos estocasticos como sendo ou nao um processo
fisico. Se o valor do processo em qualquer instante de tempo e es
tatIsticamente independente dos valores futures, entao & um pro-
cesso ééusai,vi.é; um processo estocastico & causal se X(w,t) e
estatisticamente independente de X(w,f) para todo § > t, ou ain

da:

P{X(W’t) l »X.('W’E)’i €.> t} i"? P'{X(W’.t).}_. |



c) Quanto ao campo de definigcao da variavel X : os proces

sos podem ser classificados como:

- Processos aleatorios de valores reais: quando X(w,t) e um

numero real para todo t e para qualquer experimento w .

- Processos aleatdrios de valores complexos: quando X (w,t)

pertence ao campo dos nuimeros complexos para qualquer t e
w . Nesse caso, X(w,t) pode ser expresso por: '
X(w,t) = X"(w,t) + j X"(w,t) ,

onde j e a unidade imaginaria V-1 .

Em nosso trabalho, a menos que explicitamente dito, conside
raremos somente OS processos estocasticos fisicos, causais, reais
com tempo discreto e variavel aleatoria continua. Nao considerare
mos os processos de tempo continuo porque podemos aproximar um
processo de tempo discreto a outro de tempo continuo tanto quanto
queiramos, tomando-se para isso um intervalo entre t e t+l tao pe
queno quanto se queira.

Alem disso, o processo a tempo discreto elimina muitas difi
culdades de ordem matematica, envolvidas nas definicoes de deriva
das. Por isso, a partir desse ponto, notaremos 0S processos esto-
casticos a tempo discreto X(w,t) por X(wyn), n =, ... , =k ,
ceey 0, 1, 2, ..., kK, ... '

d) Quanto a independencia estatistica no tempo: conside-

remos as relagoes estatisticas em relagao ao tempo:

1 - Caso geral: seja um processo estocastico X(w,n). No caso

mais geral de dependencia temporal X(w,n) e dependente de

-

todos X(w,m), para m = n-l1, n-2, ..., n-k+l, n-k, isto e,
-P{X(w,n)lx(w,m), m < n}= PfX(w,n)lx(w,n-l),X(w,n-Z), ceey

’ X(W’n-kj}

I

2 - Processo Markoviano: quando X(w,n) e estatisticamente de

pendente somente de X(w,n-1), ou seja:

P'{X(w,n).[ X(w,m), m < n} = P {X(w,n) 1 X(w,n=-1)}

'3 - Processo de ruido branco (white noise process): um proces
'so X(w,n) e chamado de processo de ruido branco se -

X(w,n) e estatiéticamente indepehdente de X(w,m) para



qualquer m De outra forma podemos expressar um proces-

so de ruido branco como:

P {X(w,n) I X(w,m) , ﬁ e I} = P'{X(Q;n)}

Portanto, um processo de ruido branco e uma sequencia de

. processos independentes. Devido a grande importancia que os pro-

cessos de ruido branco assumirao no decorrer desse trabalho, os
denotaremos por: '
W(w,n) , n.=.0, 1, X2, ..., *o
PROCESSO ESTOCASTICO
| ~ ]
FISICO NAO-FISICO
[ 1
REAL COMPLEXO
[ | 1
TEMPO TEMPO
DISCRETO CONTINUO
1
PROCESSO PROCESSO
DISCRETO CONTINUO
| [
i I | :
| Y
PROCESSOS DE » PROCESSOS CASO GERAL
RUIDO BRANCO MARKOVIANOS '
QUADRO 1 - CLASSIFICAGAO DOS PROCESSOS ESTOCASTICOS
Os processos de ruido branco apresentam a importante'pro-
priedade de serem ortogonais em relacao ao valor esperado 3 se

W(w,n) & um conjunto de processos com media nula e variancia uni

taria,



10

.E [W(w,n)-. W(w,m)] = <5nm’
: O,p/ m # n
onde 5nm = {‘

,p/ m = n

Finalizando a classificagao dos processos estocasticos ,

apresentamos no Quadro 1 um esquema geral dessa classificagao. -

2.2.4 -, Correlacao, ortogonalidade e independencia de processos

estocasticos.

Dois processos Xj(w,n) e X2(w,j) sao chamados de nao

-correlapionados se para qualquer n e j ,
E [X] . Xo] = E [x1] . E [x,]

onde. X1v= X1 (w,n) e Xg9 = Xo(w,j) .

Portantd, dois processos nao correlacionados apresentam
covariancia Cxjxy nula , -

Cxyxy = E {(X1 - uxy) (X3 =uxp)} = E {X1Xp}- E {X1}.E {X,}
pois, |
uxy = E[X1] e oy, - B(x,] .
No caso geral de n processos Xj, XZ, cevy Xp define-

se a matriz de covariancia COV (X1, X2, X3, «.., X) , cujo ele-

mento ‘de ordem i,j @ definido como - E{[Xi-E(Xi)].[Xj—E(Xj)l} ;

nesse caso o nao correlacionamento de dois processos Xj e Xj im

~plica na nulidade do elemento de ordem ij da ma;riz covariancia
COV (X1, ---, X3) . |

Dbis-processos sao ditos ortogonais se ‘Xi-l-Xj para to
- dos os pares Xj e Xi , i # j . B

" Dois processos estocasticos ¥(w,n) e Y(w,j) sao cha-
mados de independentes se a fungao densidade de probabilidade con
~ junta de X(w,n) e Y(w,j) satisfaz: -

£(X(w,n), Y(w,j)) = £(X(w,n). £(¥(w,j)) .

Ngo'hi dificuldade de se estender essa definigao paré n

processos.
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Portanto, se X(w,n) e uma sequencia de processos alea-

torios independentes, e com media nula, pode-se inferir:

E (X(w,j).X(w,k)] = E [X(w,D]E[X(w,k)] = (1)
= Sk - E [X(,3).x(w,10)]
onde. c(jk € o delta de Kronecker. |

Logo, uma sequencia de processos aleatorios independen -

tes com média nula e ortogonal em relagao ao valor esperado.

2.2.5 - Espaco de Processos Estocasticos

Neste trabalho, a menos que expressamente dito, conside-
raremos somente processos estocasticos de media nula e variancia
finita, i.e., '
E [X(w,n)] = 0 , ¥n (2)
E [Xz(w,n)] < o . 4f11 ' ' (3)

Tenha-se¢ em mente que a restrigao imposta por (2) nao im
plica em perda de generalidade, pois qualquer processo de media
nao nula poderi ser considerado por meio de X - ux . Podemos con
siderar os processos que satisfazem (2) e (3) como vetores de um

espago de vetores aleatorios.

Considere-se o espago de Hilbert10’14,

que notaremos por

$, formado por processos estocasticos, sendo o produto intermo e

a norma definidos como:

< X(w,n), Y(w,j) >= E[X(w,n).¥(w,5)], X(w,n) e Y(w, i) ¢ ¥ (4)

[1xGw,n) ] = NE [%%(w,n)| . (5)

Isto forma um espago de Hilbert, H, de todos os proces -

sos estocasticos X(w,n) , tal que:

. ¥

lIX(w,n)II < ® , ¥n - : o (6)
. Considere—Se os prbcessos em que
E [X(w,n)] = o - | (7)

A'reétrigao (7) nao implica em perda de generalidade por

'que os processos de media nao nula tambem pertencem a este espago.
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Seja um processo X(w,n) ¢ ;6; vamos procurar representa
lo por meio de 'uma base ortogonal, se esta existir.’
Sabe-se que os processos de ruido branco W(w,i), (i=1 ,

cee, ) satisfaZEm:
< Ww,i), W(w,i) > = 0 , (i,j =1, «vvs n) (8)
porque: ‘
< W(w,i).W(w,j) >= E[W(w,i).W(w,i)] = elwew,1)]. E[ww,i)] = o
Porfanto, {W(w,1)} forma uma sequéncia ortogonal de processos
de ruido branco. | ’ |

) Pode-se escrever X(w,n) na base dos vetores ortogonais
{W(w,i)} ? Para obter-se esta representagao consideraremos somen
te aquéles processos X(w,n) para os quais {W(w,i)} forma uma
base. Isto implica em que {W(w,i)} gera um sub-espago do espago
- de Hilbert ¥ e nos propomos escolher somente aqueles proces-

sos X(w,n) ©pertencentes a este sub-espago.

2.2.6 - Representacao por uma base de um sub-espaco de Hilbert.

Como vimos anteriormente, o conjunto {W(w,n)} & uma ba
se de um sub-espago H de %, e por isso , qualquer vetor .....
'{X(w;n)} ¢ H pode ser representado por uma combinagao linear de

{W(w,n)} -, i.e.,

"X(w,n) = 1lim g anj.W(w,j) . 9)
N+ j=-N . 4

Porem, a equac¢ao (9) & uma igualdade de variaveis aleato

rias. Qual o significado de (9) ? O significado de (9) & que
- » .
X(w,n) converge para z anj.W(w,j) quando N-=»® , no senti-
. ' ' J=-N '
do dos minimos quadrado, i.e.,
' . n 2 : .
lim E[X(w,n) - &  a,5.W(w,j)]° >0 - (10)
N> j:—N : ) ) :

E facil demonstrar que {ajj} & tal que:

E IXiw;h). W(w,i)] - o (11)

a
| E [(W2(w,i)]

nj
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Usando as equagoes (10) e (11) pode-se réescreyer (10) como:

n ) .
lin B (x(u,m)] - ;I af;. & (W2 (w,5)] =+ 0 (12)
No>-oo . .

Entao, desde que E [Xz(w,n)]'< w, podemos satisfazer (6).

Um exame mais detalhado da eq. (9) mostra que X(w,n) po-
de ser considerado como a resposta de um sistema linear discreto
excitado por um processo de ruido branco {W(w,j)}, (j= —»;...,n),’
como na Figura 7 .

Pelo que ficou dito, um processo estocéstico X(w,n) po
de ser representado pela respbsta de um sistema linear discreto
excitado por um processo de ruido branco. Pbr'conveniéncia, desse
ponto em diante deixaremos de represgntar o parametro w na des-

cricao dos processos estocasticos, de modo que:
X(w,n) sera notado por X(n) e
W(w,n) sera notado por W(n) .

Usando esta notagao, a equaggo (9) passari a ser:

. n ,
X(n) = I ap;-W(i) (13)
. J=-—co
w(') : SISTEMA o
n ’ X(n
, LINEAR .
- DISCRETO " :
) (S.L.D.) '
FIG. 7 - Sistema linear discreto excitado

por um processo de ruido branco. .

‘Se agora considerarmos. X(n) como a resposta de um
'sistema linear discreto a uma excitagao W(j) , e facil constatar
que a equagao (13) representa a solugao da equaggo'de-diferengas'

que descreve o sistema considerado. - Portanto, como a equagao do
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sistema descreve o comportamento do sistema e tambéem para maior
simplicidade de representagao, consideraremos, a partir desse pon
to, as equagoes do sistema linear discreto como representacgao dos

sistemas estocasticos considerados-.

Um sistema linear discreto pode ser considerado, em sua
forma mais geral, representado por uma equacao e - diferencas da

forma:
X(n-m) + anl.X(n-m-l) + anz.X(n-m—Z) + ... + agg-X(n) =
bnO.W(n-m) + bnl.W(n-m-l) ol # bam-W(n) (14)

Dependendo dos valores assumidos pelos coeficientes anj

e b a eq. (l4) representara diferentes sistemas, alguns muito

nj>
conhecidos como:

- Exemplo 1: Processo autoregressivo de ordem m . Quando os valo -

res de b,y = 0 se i #0, i.e.,

X(n-m) + anl.X(n—m-l) + ... *+ ajp.-X(n) = byp.W(n-m)

Exemplo 2: Se os coeficientes anj assumirem o valor ZEero ,
anj o , j » O processo e conhecido como processo de medias

moveis de ordem m ; a equagao (14) ficara:

X(n) = bpg.W(n-m) + b, .W(n-m-1) + ... + .Bnm.W(n)

2.3 - Representacao de um processo estocastico por variaveis de

~estado.

- Como sabemos que um processo estocastico pode ser represen
tado pela equacado de um sistema linear discreto, nada mais natu--
ral que procurar expressa-lo através das variaveis de estado do
sistema. Iremos agora mostrar, atraves de alguns exemplos simples,
como-umé equaggo'de diferengas de ordem m ., como a dada pela ’'eq.
(14), podevserkescrita como m equagSes de diferengas de primeira
ordem, usando a tecnica das variaveis de estado. '

A representagao por variaveis de estado e largamente utili

zada em estimaggo,_deteCQEO&.etc.7,§,16.



2.3.1 Exemplo 1:

Seja dada a equacgao:

Z(n+m) + anl.Z(n+m—1) + apo.2(n+m-2)+.

representativa de um sistema linear com

ggo 'U(n)_ e com resposta dada por

Define-se a variavel de estado X,

X = {xl, Xos +ees x5}
e
f
x1(n) = Z(n)
x9(n) = Z(n+l)
X3(n) = Z(n+2)
Xp-1(n)= Z(n+m—2)
Lxm(n) = Z(n+m-1)

Z(n+m),

15

Jo¥ agp-Z(n)= U(n)  (15)

pela fun-
7 .

excitagao dada

como na Fig.

tal que

(16)

Calculando-se as equagaes acima, no ponto n+l, e substi-

tuido o conjunto resultante na equaggo (15), obteremos:

xp(n+l) + ajq.xp(n) + a ,.x5-9(n) +...+ agp.xy(n)= U(n) (17)
ou ainda
xp(n+l) = -a;q.xp(n) = aj.xp_1(n) - apz.xp_,(n) -
- ... = apg.xy(n) + U(n) (18)

podemos entao expressaf as equagaes (16) , (17) e (18) em sua for

ma matricial:

X(n+l) = A X(n) + B' U(n) (19)
Z(n) = C" X(n) (20)
onde, o f
[ 0. 1 0 0 )
o o 1 . 0
A = : . . e A & uma matriz quadra
0 0 0 . 1 ‘da de ordem m '
 *an1 —an2> “anm
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o O

, com B e C vetores colunas

de m 1linhas.

Os vetores X(n+l) e X(n) sao vetores de m linhas repre-

sentativos dos m estados do sistema, e
Ay
[z (n)]

"0 sistema linear discreto representado pelas equagoes'

U(n)

z(n)

1]

(19) e (20) descrevem um sistema como o da Fig. 8

FIG. 8 - Diagrama esquematico do sistema linear
‘discreto representado pelas equagoes
(19) e (20).

representa um operador linear que

Observacao: O bloco
transfere uma variavel X(n+l) da-

da no tempo n+l para o tempo n .

‘Observamos mais uma vez que o sistema linear discre-
to acima representado pode ser tomado como um sistema linear dis-
creto excitado por uma fungao de ruido U e que responde. com a
variavel Z . ’ . = . '
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2.3.2 - Exemplo 2

Consideremos uma equagao de diferengas em sua forma mais

geral. Seja:
Z(n+m) + anlz(n+m 1) + a 2Z(n+m 2) +...% appZ(n) =

bnoU(p+m) + bnlU(n+m-l)+ ban(n+m-2)+{1.+bnmU(n). (21)

Vamos assumir as seguintes mudangas de variaveis:

Z(n) = x;(n) + B oU(n) - (22)
( . .
¥y (n+l) = x,(n) + BnlU(n)

x2(n+1) =Ax3(n) + anU(n) ' | (23)

{_ o ] : :

Xp-1(n+l) = xm(n) + Bhm-1U(n)

\xm(n+1) = —apx;(n) - appgx(n) - ... = apyxp-1(n) -

anlxm(n) + BnmU(n).

Calculando-se sucessivamente a equagzo (21) nos pontos

n, n+l, n+2, ..., n+m , obtem-se:

: ri(n).= xy(n) + ByoU(n)

Z(n+l) = x5(n) + B, 1U(n) + B, oU(n+l)
Z(n+2) = x3(n) + B,pU(n) + 8,,U(n+l) + B U(n+2)
q . s : : e

Z(n+m-1) = xp_1(n) + Bpyp-1U(n) + B oU(n+l) +...+

-+ Bh1U(n+m-2) + B, gU(n+m-1)

\Z(n+m) = -xl(n) anm ~ anm-1x2(n) - hes - aﬁlxm(n) +

+ BamU(n) ..+ BnOU(n+m)'

Substituindo (24) em (21) e agrupando 0s termos de mesma'

ordem de U, . obteremos
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~ .
1 . Bpo ' S = bng
an1Bno * Bn1 = bpi

< 2n28n0 * 2p1Bn1 * Bn2 . = bp2
anm-18n0 * 3nm-28n1 *-ot Bpp-i = bym-1
\antHO * apm-1Pfn1 tooot 3n1fam-1 * Pam = bom

0 sistema de equagoes acima permite-nos determinar facil
mente os valores de B , pois o sistema e triangular. Colocando- o

sob a forma matricial teremos:

(1 0 0 ... 0] (600]  [bno]
apy 1 0 ... 0 Bl bai
ap2an) ! ... 0 * Bn2| T |Pn2 (22
_ahmanm—l v 1J _ _Bnm_ _bnm_
ou entao:
A = B donde,
B = A-l. B permite obter os valores de B .

Por outro lado, o conjunto de eqs. (22) e (23) podera -

tambem ser posto sob a forma matricial, conforme:

X(n+1) = A . X(n) + B'.U(n)

. (26)
Z(n) = Cf. X(n) + D . U(n) o
onde:
[0 1 0 ...0 ENy (1]
0 0 1 ...0 Bn1 0
Apgp 9§ 0 0 0 ... 0 Bmx1=|Bn2 ’mel= 0 e Dixi1 =[5n0]
‘anm-anm-l""anﬁ ~ {Bam| 0
ad ’ : - g L -
'Entao,_pdde-se representar o conjunto de équégSes (26)

~por um diagrama esquematico representativo do sistema linear - que
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tem estas equagoes como modelo, como na figura 9 .

FIG. 9 - Sistema linear representativo do
sistema de equagoes (41) e (42).

2.4 - Analise comparativa e aplicacao do modelo

O sistema mostrado na figura 9 e uma representagao do sis
tema linear discreto mais geral. Vamos efetuar algumas hipoteses
sobre este modelo, de modo que possamos obter tres dos mais conhe

cidos modelos lineares:

a) Modelo Dinamico: Suponhamos que Bno seja nulo, como ocorre

normalmente nos sistemas fisicos. Entao:

logo:

e 0o sistema se reduz a:

vX(n+1) = A . X(n) + B'.U(n)
Z(n) = c'. X(n)

que & a forma do exemplo 1 da pag. l4 .

b) Modelo de Medias Moveis (Moving Average): Nesse caso vamos
supor que: ' ' '

3pg = 8p3 = ... = 3y =0 e by =0

Com isso as equagoes. (25) se tornarao:
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r = [~ T V' =

010 ....0| [ boo

001 ... 0] Ign1 b1

P T = . ou seja, bpi=ppi»(i=1,2,...,m).
0 0 O * & o 0 Bnm bnm

Da mesma forma as equagoes (24) se tormarao:

(‘ p— —
10 ...0
01 ... 0

X(n+l) = ° ‘? e ° . X(n) + 8 . U(n) (27)
' 00 ... 1
000 ... 0]
Z(n) = c'. X(n)

\ .
' As equagoes (27) sao representativa do metodo de previsao

atraves de medias moveis.:

¢) Modelo de Exponencial Ponderada. {(Exponential Smoothing)
Nesse modelo atribuimos mais peso 3s observagoes mais recentes e

- -~ N - .
menos peso as observagoes mals remotas. .Se_]a:

X(n+1) = a[X(n) + (1-0) X(n+l) + ... + (1-a)® X(0)] -+

n+l

+ (1-a) . W(n) (28)

a forma escalar das equagoes do metodo de suavizagao exponencial. -
Tomemos agora as equagoes (l9) e (20) em sua forma escalar e cal-

culemos seu desenvolvimento atraves do tempo

 x(n+1) = A x(n) + B U(n)
x(n) = A x(n-1) + B U(n-1)
ﬁ x(n-1) = A x(n=-2) + B U(n-2)
x(n-p) = A x(n-p-1) + B U(n-p-1)
\.
Substituindo-se as p+1 equagaes acima na primeira, ob-

‘tem-se sucessivamente:
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rx(n+1) = A x(n) + B.U(n)
x(a+l) = A2x(n-1) + AB.U(n-1) + B.U(n)
. o
< x(n+l) = A3x(n-2) + AB.U(n-2) + AB.U(n-1) + B.U(n)
x(n+1) = AP lx(n-p) + AB.U(n-p) +...+ AB.U(n-1) + B.U(n).
\.

Somando membro a membro:
x(n+1)=1/p[Ax(n)+ Azx(n—1)+...+ Ap_lx(n—p)] + Ky .W(n) (29)

onde W(n) e uma funggo de U(m) e K, e uma constante , fun-

gao de A e B .

- A equagao (29) evidencia o fato de ser o modelo de suaviza
¢ao exponencial, um caso particular do modelo geral de um siste-
ma linear discreto, como o expresso pela equagao (28).

Como vimos, a tecnica das variaveis de estado permite-nos
obter uma representagao unificada dos sistemas lineares diséretos;
Portanto, podemos afirmar que um processo éstocéstico . X(n) repre
éenta o comportamento de um sistema linear discreto excitado por

um processo estocastico do tipo Ruido Branco, ou seja:
X(n+l)

x(n)

A.X(n) + B.W(n) | . (30)

C.X(n) + D.W(n) o (3D

Como ja dissemos em 2.4, item a., ocorre que na maioria -
- - - -
dos sistemas fisicos D = 0 e, portanto, desse ponto em diante

consideraremos sempre a equagao (31) como sendo:
x¥(n) = C.X(n) (32)

Considere-se agora a equagao (9) e a equagao (30). Ambas
sao representativas da resposta de um sistema linear a uma excite
¢ao do tipo Ruido Branco, portanto, sao equagoes equivalentes. Ge

5?18 0os autores assumem como nodelo a e-

ralmente, na literatura
quagao (30). Como, porem, determinar quais sao as classes de pro-
Cessos éstoéésticos que podem ser representados desta maneira ?
Em nosso'caso, sabemos que sSmente aqueles processos que perten -
cam ao sub-espago de Hilbert, em que as condigoes (6) e (7) sao
satisfeitas, admitem essa representagao.

Outra grande vantagem da repreSEhtagEo dos sistemas linea-

res pela equagio (30) e a simplicidade que resulta de sua utiliza
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¢ao como modelo para computacao digital. Observe-se .que o valor
de X(n+1) depende explicitamente somente de um dos valores ante
riores da serie de X(n). Isso implica em que, para calcularmos
X(n+1) nao necessitamos lembrar X(0), X(1), ..., X(n-1) . Essa
classe de‘modelosﬂé chamada de modelos recursivos, enquanto . que
os modelos da forma da equagao (3) sao chamados de modelos linea-

res auto-regressivos.

Uma aplicagao largamente difundida no campo da econometria
dos modelos lineares auto-regressivos e o .estudo dos processos de

2,5,18
renda e consumo ou demanda ~ 7’ .

2.5 - Modelos de observacao

Nos modelos ate aqui estudados consideramos que os dados
- disponiveis fossem representativos do exatoe comportamento dos'sii
temas. No entanto, e évidentevque nos casos praticos isso nao o-
corre, pois o0s processos estocasticos raramente sao passiveis de
medida direta e sem erro. E importante, portanto, considerarmos
as observagoes como portadoras de um certo erro. |

De um modo geral, os valores observados Yn sao uma fungao

. -

gn dos valores reais X, e de uma variavel aleatoria Vg, , i.e.,
Yn = gn(xn,vn)

Para mantermos a unidade de nosso trabalho, consideraremos
que g, seja uma fungao linear de X, e V,, embora seja evidente

.que nao é esse o caso geral. Portanto, vamos admitir que:

Yn = Cp « Xp + Vg . (33)
No entanto, nao podemos, a priori, assumir qual seja o com
portamento estatistico de Vp .

Podemos classificar V, , em relacao.a media estatistica,

em duas classes, a saber:
a) V, tem media nula
b) V, ‘tem média nao nula

. ‘A classe dos valores observados de media nula define o con
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junto das observagoes nao tendenciosas. E o caso em que mais sa-
tisfatoriamente se obtem valores de Y,. Quando, porem, V, apresen
ta media nao nula, ocorre um erro sistematico nas medidas, que ,

se detectado, deve ser eliminado.

Em nosso trabalho vamos admitir tres hipotese a respeito
de V, :

a) v, ¢ normalmente distribuida com média nula e varian-

cia unitaria.

b) Vo, e Laplacianamente distribuida com media zero.

¢) V, distribui-se conforme a distribuigao de Cauchy.

Consequentemente V, podera assumir as seguintes distri-
buigoes:

1) distribuicao de Gauss:

- 2 k
_ f(v) = (20I) 1/2 . e ¥ /2 s, H = 0 e 02 =1

2) distribuigao de Laplace:

f(v) = a/2 . e-alvl , 4 =0 e 02 = 2/a

3) distribuicao de Cauchy:

o/l ' ‘
f(V)=‘—'—'——'—-— v ’u=0e0'2=o:>

"Fagamos um estudo comparativo das tres hipotese sobre Vp

considerando a figura 10.

E ficil verificar que a probabilidade dos valores.de Vﬁ
diferirem da média aumenta a medida’ que a distribuiggd de Vg e
sucessivamente gaussiana, laplaciana ou de Cauchy. Isto ocorre
‘porque, para valoresAgrandes de v , estas distribuigoes sao res
pectivamente proporcionais a Exp {-vz}v, Exp {-v} , e 1/v2 .
Tal comportamento assintotico permite que os valores de v se
afastem mais da média na distribuigao de Cauchy que nas demais,
e na distribuigao de Laplace mais que na de distribuigao  de '

Gduss. Isso implica que a confiabilidade dos dados coletados de
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pende fundamentalmente da fungao densidade de probabilidade do fa
tor de erro V, . Por isso, Y, & a mais confiavel se V, for
distribuida normalmente. Caso a distribuigao de V, for Laplacia-
na, os dados nao serao tao confiaveis como anteriormente, embora
E [Vz] < ® ., Porem, quando V, for diétribuida segundo Cauchy, tg

remos um conjunto de observagoes muito ruins, pois E [sz = o

—~— LAPLACE

—= CAUCHY
== GAUSS

FIG. 10 - Representacao comparativa das distri-

buigSes'de Gauss, Laplace e Cauchy.

2.6 - Conclusao do Segundo Capitulo

Nesse capitulo expressamos processos estocasticos em fun-
gEo de uma base 6rtogona1 dé processos de Ruido Branco. Apos isso,
vimos_cbmoArepresentar um processo estocéstico como a resposta de
um sistema linear discreto a excitagao de um processo .de Ruido
Branco, e o expressamos usando o modelo das variaveis de estado.

A representagao por meio das variaveis de estado e . mostfg
"da como sendo a forma mais geral de se representar um processo es
_tocésticg. Consideramos tambem as diferengas entre os modelos i-
deais e os modelos resultantes das observagoes, examinando-se

trés hipoteses sobre o comportamento do erro.

No entanto, o ponto mais importante de nosso frabalho, a



25

nosso ver, se refere a determinacao das condigoes de validade dos
modelos, as quais ficam perféitamente definidas quando do estudo
de caracter microscopico do sistema, que procuramos fazer atraves
da.definiggo de um processo estocastico por meio de uma base orto

gonal de um sub-espago de Hilbert.
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CAPITULO III

3. SIMULAGAO

3.1 - INTRODUCAOQ

A simulacao e largamente utilizada no estudo de sistemas -
ou organismos complexos. No estudo desses sistemas ou organismos,
ocorre, em alguns casos, muita dificuldade de especificar a forma
matematica exata do modelo do sistema, ou em outros casos, O Sis-—
tema tem equagoes que nao tem solugao atraves de metodos analiti
cos. Nesse caso a simulagao do sistema em computadores fornece da
dos sobre o comportamento do sistema que serao de grande valor.

Neste capftulo apfeéentamos a'simulagao 4ue efetuamos com
os modelos desenvolvidos no segundo capitulo. Nesse caso, a utili

zagao da simulagao se justifica pela estocasticidade dos modelos.

Sao apresentadas as tecnicas que usamos para simular nosso
modelo, usando linguagem FORTRAN em um computador IBM-1130 . Sao
apresentados esquemas geradores de numeros aleatorios com distri-~
buigoes de probabilidade uniforme, gaussiana, laplaciana e de Cau .
chy. '

Mostramos graficos, obtidos atraves dessas tecnicas , que 
simulam o comportamento dos modelos dinamicos e de observagao.

0 modelo de abservagdo & discutido em fungao de tres hipo-
teses assumidas com relagao a distribuigao de probabilidade da va
riavel de erro, simulando os casos em que a confiabilidade dos dg

dos e boa, muito boa e ma.
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3.2 - TESTES DE COMPORTAMENTO ESTATISTICO DOS GERADORES DE NUME-
' ROS ALEATORIOS.

Para confirmagao das propriedades esperadas dos geradores
de numeros aleatorios e suas distribuicoes de probabilidade, efe-
tuamos tres testes; os dois primeiros visam verificar a exatidao

dos valores esperados das medias e variancias das distribuigoes.

3.2.1 - Testes de Media e Variancia

Como esses testes sao amostrais, podemos escrever:
1 .

E [x] =

u= ¥

Xi

bt

i=1

2. =2
(x3-uw)" =0

el -

E [xz] = n q% =n
1=1

Utilizamos estes testes em todas as distribuigoes de pro

babilidade que usamos e obtivemos resultados muito bonmns.

Para o teste de independencia da sequéncia dos niumeros a
leatorios usamos o teste Chi-Quadrado, que € talvez o melhor tes-

9 e & largamente u-

te estatistico dentre todos os conhecidos %
tilizado por ser um teste basico e que pode ser usado em conexao

com muitos outros.

3.2.2 - Teste de Chi—Quadfado

Para executarmos este teste tomamos uma amostra de n nu-
meros. Divide-se o intervalo de variagao dos nimeros em K sub-in-
tervalos iguais. A medida que os numeros aleatorios forem sendo -
gerados, verifica-se a qual dos K sub-intervalos €le pertence e
anota-se a frequéncia de ocorrencia de numeros em cada sub-inter-
valo. Adotamos essa frequgncia como sendo a frequencia observada__
de ocorrencia, f, . Calcula-se a frequencia esperada de ocorren-.

cia de numeros aleatorios em cada sub-intervalo, e definimos:

(foi=fei)?

1=1 fei

em que V e uma variavel aleatoria com distribuigao aproximadamen-
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te chi-quadrado, com K-i'graus de liberdade.

A frequencia esperada e calculada por:
fe = n . pyg

onde n € o tamanho da amostra e pj e a probabilidade de ocorren -

cia de um numero aleatorio no sub-intervalo i, ou ainda:
pi = P [a < X i'b] = F(b) - F(a)

onde F(a) e o valor da funggo densidade de probabilidade acumula-

da no ponto a; e "a" e "b" sao os valores extremos dos sub-inter-
valos. ’

A Entao, de uma forma geral, o valor da frequencia esperada
fe para distribuigoes uniformes, sera:

£ = 2

e u K

Usamos este teste no gerador de numeros aleatorios unifor

1 . . .

mes RALEA =, mostrada na figura (13) e obtivemos resultados posi
tivos com um nivel de significancia de 95%, conforme mostrado no

exemplo 1.

Exemplo 1:

Seja uma populacao de 30.000 numeros aleatorios uniforme-
mente distribuidos entre (0, 1). Tomamos 30 amostras de 1.000 ele
mentos cada. Vamos determinar com 957 de confiabilidade se esses
nimeros sao independentes e realmente uniformemente distribuidos.
Para isso dividimos o intervalo (0, 1) em 100 sub-intervalos i-

guais. Entao:.

_n_ 1.000 _
feu = % = g5 = 10

entao, os valores s de V poderao estar entre:
Vpax = 128,422
Vain = 73,361
pois V tem distribuigao chi-quadrado com 99 graus de liberdade.
13

A figura 11 mostra umiprograma,FORTRAN -para executar o

exemplo 1.
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INTEGER F(100)
DATA 1X»JX9KsPI/193910093614159/
WRITE(3s12)

12 FORMAT(38Xy'##* RELACAD DAS ESTATISTICAS CHI=-QU!
1'ADRADO *%%14//433Xy'*%% VERIFICACAO DA UNIFOR!
2'MIDADE DO GERADOR RALEA #¥%'3//441Xy"%%% NIVE!
3'L DE SIGNIFICANCIA 95 PeCa's//933Xs54( ' =1)4//)

DO 5 M=1933
DO 10 N=1,K
10 FINI=0
'DO 40 J=1,1000
Ul=RALEA{IX)
U2=PALEA(JX)
THETA=2¢*PI#U2 |
PFL=(((=2)%ALOG(UL))%*045)%COS(THETA)

[=PFL*K+1
40 F(I)=F(1)+1
' QuUI2=04"
DO 50 1I=1sK
50 QUIZ2=RUI2+F (1) *%2

QUI2=QUIZ2/(1000/FLOAT(K))=1000s
[F(QUI2=734361)25926426

26 IF(QUI2=1284422)27+27+28
25  WRITE(3s13)MsQUI2 -
13 FORMAT(52X»165F8e3s'  #')
GO TO 5 -
28 WRITE(3s14)MyQUI2
14 FORMAT(52Xs169FB8e3y!  #%1)
GO TO 5 _
27 WRITE(3415)MsQUI2
15 FANMAT(52X9165F8¢3)
5 CONTINUVE
CALL EXIT
END

FIG. 11 - Progfama_teste Chi-Quadradb.

O gerador RALEA esta programado em ASSEMBLER e foi gentil

mente cedido para este trabalho pela autora, Professora Marcia Ra '

buske.

A_funggo RALEA pode ser utilizada atraves dos seguintes -
comandos: _ 7
X = RALEA (IX)
ou '

I = TALEA (IX)

conforme se queira valores respectivamente, reais ou inteiros..
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// ASM
H#LIST
0000
0023
. 0000 ©
0001 01
0003 01
0005 01
0007 00
0009 ©
000A 01
000C ©
‘000D 00
00OF
0010

0

0

0
0013 ©
0014 ©
0015 ©
0016 O
0017 ©
0018 0
0019 01
0018 00
001D 0O
001F 20
0020 1
0021 01
0023 0
0024 00
0026 01
0028 00
002A O
0028 01

0020 0O

002& 00
0Cc30 01
0032 00
0034 01
0036 O
0037 0
0038
0039
003A

19053141
09053141
0000
6E00001C
6D00001E
66800000
6800000
AQ2D
AC000036
1090
06800000
1890
108F
AC000036
6110
1140
1801
D021
7171
6920
74010000
66000000
65000000
064C4000
0038
4C800000
0000
6EQ00000
66800023
6800000
AQOQC

AC000036

1090

6800000

74010023
66000000
4C800023
7FED
03E5
0001
0001

00001
00002
00003
00004
00005
00006
00007
00008
00009
00010
00011
00012
00013
00014
00015
00016
00017
00018

00019

00020
00021
00022
00023
00024
00025
00026
00027
00028
00629
00030
00031
00032
00033
00034
00035
00036
00037
00038
00039
00040
00041

- 00042

RALEA -

ENT
ENT
0C

STX
STX
LDX
LD

.SLT

SAVE
SAVI

[ALEA

SAVA

MOD
IRAIZ
TEMP

STO
SRT
SLT

LDX

SLCA

SRA
STO
MDX
STX
MDM
LDX
LOX
LIBF
oC

oC
STX
LOX
LD

SLT
sTO
MDM
LDX

DC
DC
BSS
BSS
END

FIG. 12 - Funcao RALEA

L2
L1
12
I2

e

L2
Ll

L2
I2
12

12

L2

RALEA
IALEA
o=
SAVE+1
SAVI+1
RALEA
0
IRALZ
MOD

16

0

16

15

MOD

16

1

TEMP
113
TEMP+1
RALEA»1
% o 3

*-*

FLD
TEMP

RALEA

% o
SAVA+1

IALEA

o .

IRALZ

MOD

16

0

[ALEAs1

%* o 3t

IALEA

32749

997

1 v

1

30
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O programa mostrado na figura 11 executa esse teste para

o gerador RALEA, obtendo-se os seguintes. resultados:

®¥%  RELACAO DAS ESTATISTICAS Crl GUADRADG %%

#x% VERIFICACAT DA UNIFORMIOAUL OO0 CERADUR  RALEA  sxx%

¥x% WIVEL ©Z SIGHIFICANCIA 95 PeCa

1 109.CCC -
2 3565600
2 534,L00
4 131620C
5 356400
6 108.4C0O
7 994600
8 79600
9 934800
C 1034200
11 &2.C00
12 1804200
. 13 986200
14 62,600
15 YCe500
1% BELCTD
17 9245020
l\Q C*’)‘oéce
19 92640
20 994000
21 504(}‘/
22 1CQeuGC
24 ST7e600
25 974000
286, 7296400
27 S 5e200
28 1016801
25 G5 e 200G
0 Gl 500
31 1i6.54C0
32 T85..C0C
33 130440C8

FIG. 13 - Resultado de teste Chi-Quadrado

aplicado ao gerador'RALEA.
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3.3 - GERAGAO DE NUMEROS ALEATORIOS COM DISTRIBUIGAO NORMAL(0,1):

Para obtengao de numeros aleatorios com distribuigoes nao
uniformes, usamos a tecnica baseada na fungao inversa da fungao
distribuigao de probabilidade acumulada. Para o nosso gerador, ar

bitramos a media como zero e a variancia unitaria; portanto:

' . 2
f(x) = —vg?r vExp { 5 I

A funggo diStribuiggo de probabilidade acumulada F(x) e da
da por:

F(x) = /:_X f(t) . dt-

a
Como pode-se observar na figura 14, se dispormos da fungao

. -1 -~ . . -
inversa F (x), poderemos facilmente gerar um conjunto de numeros

aleatorios com distribuig¢ao normal atraves de uma variavel aleato -

ria independente uniformemente distribuida entre (0, 1).

F(x)
1

F(u)

FL(u)

FIG. 14 - Metodo grafico para obtencao de
um gerador de numeros aleatorios

normalmente distribuidos.

Ocorre, no entanto, que F_l(x) e muito dificil de ser obti

da analiticamente. Existem muitos metodos aproximados para deter-

minar F-l(x)._Escolhemos o algoritmo de Box, MlUller e Marsagliag;
O'algotitmo‘de Box-Mlller & Marsaglia se origina da “integracao -
da funcao densidade de probabilidade conjunta de duas variaveis

gaussianas. Em vista disto necessita de duas sequencias de nume-
ros aleatorios uniformemente distribuidos. Para maior comodidade,

programamos um gerador em. tudo igual ao gerador RALEA, que chama

1
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mos PALEA, para conjuntamente formarem as duas sequencias de nﬁmg
ros aleatorios requeridas. Mostra-se na figdra 15 um fluxograma -
simplificado do algoritmo de Box-MUller e Marsaglia, e na figura
16 a sub-rotina GAUSS que programamos para gerar numeros aleato-

rios normalmente distribuidos com media zero e variancia unitaria.

A sub-rotina Gauss pode ser utilizada atraves do comando:
CALL GAUSS (IX, JX, U, V)

em que: IX e JX sao variaveis inteiras positivas menores que -
32748, que inicializam os geradores uniformes, e U e V sao duas

. .- . . - . . . . . ~
variavels reals, estatisticamente independentes com distribuigao_

normal (0, 1).
INICIO

M |

Gera duas variaveis Uj e
Us independentes e uni-

formes entre (0, 1).

]
U = 2xUp7 - 1. A
vV = 2%Up - 1.
s = U?+v2

U=UxSQRT((-2.)*ALOG(S)/S)
V=V*SQRT((—2ﬁ)*ALOG(S)/S)

FIG. 15 - Algoritmo de Box, MUller e Marsaglia



// FOR
#LIST SOURCE PROGRAM

"SUBROUTINE GAUSS({IX+JXsX19X2)
1 Ul=RALEA(IX)

U2=PALEATJIX)

Vi=2e#Ul=1s

V2=20*U2'10

S=V1#ak24+V2%#2,

IF(S=1412s1s1

2 X1=V1I*SQRT((=24)*ALOG(S)/S)
X2=V2#SQRT((=2)*ALOG(S)/S)
~RETURN : : :

END

FIG. 16 - Sub-rotina GAUSS

34

3.4 - GERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS INDEPENDENTES COM DISTRIBUI

'GAO DE LAPLACE. -

A funcgao densidade de probabilidade de Laplace E:

f(x) = g . Exp {-a |x|}

e tem a forma mostrada na figura 17.

FIG. 17 -~ Distribuigcao de Laplace.
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Adotamos o =1 e entao teremos:
E [x] =0
' 2 2
E [x2] = % = o
o
~ ' _ 2
entao com ¢ =1 , o7 = 2 .

A funcao distribuigao de probabilidade acumulada sera:

{// % 2% . dx s, x < 0
F -0
(x) 0 x
/ @ %% | gx +/ L Tax dx s X >0
2 2
. \ T 0
logo:
1/2 . &** s X <0
F(x) ax
1 -1/2 . e , X >0

donde a funcao inversa F - 1l(x) sera:

1

-1 5 In(2.0) , ﬁ < 1/2
F ~(x) ' (34)
- 1 .
o

—  1n(-2.(U-1)) , U > ;/2
onde U = F(x) .

Usando as equacoes (34), programamos a sub-rotina LAPCE pa
ra gerar numeros aleatarios independentes com distribuicao de La-

place. Para utilizar a sub-rotina LAPCE usa-se o comando:
CALL LAPCE (IX, X, ALFA)

em que IX e uma variavel inteira positiva, menor que 32748, que
inicializa o gerador uniforme. ALFA & o parametro da distribui-
cao e X e a variavel aleatoria com distribuicao de Laplace . O

programa que usamos esta na figura 18. -

SUBROUTINE LAPCE(IXsXsALFA)
U=RALEA(IX)
IF(U=0e5)1019¢2

1 X=ALOG(2e#U)/ALFA
y GO TO 10
2 s=ALOG((=24)%(U=14))/ALFA
10 RETURN : -
' END

FIG. 18 - Sub-rotina LAPCE.
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3.5 - GERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS INDEPENDENTES COM DISTRIBUL
' CAO DE CAUCHY. '

A distribuicao de probabilidade de Cauchy tem a seguinte__
_fungao densidade de probabilidade:
1 1

S TR ——

com:

A fungao distribuigao de probabilidade acumulada eé:

F(x) = Lo 4 arc tg (x-y)
2 1 -
Tomando—sé F(x) = U e nu=20, othm-se:_

F-l(x) = tg (1 (U-1/2))

A sub-rotina Cauch , figura 19, utiliza a equagao (35) pa-
ra gerar numeros aleatorios independentes com distribuigao de Cau

chy. Esse gerador pode ser chamado pelo comando:
CALL CAUCH (IX, X)

onde IX e uma variavel inteira positiva menor: que 32748 que ini
cializa o gerador de distribuicao uniforme, e X e o numero alea

torio gerado.

// FOR .

*LIST SOURCE PROGKAM :
SUBROUTINE CAUCH(IXsX)
P1=3.14159 |
UsPALEA(IX)
ARCO=PI#{U=0e¢5)
X=SIN(ARCO) /COS (ARCO)
RETURN |
END

FIG. 19 - Sub-rotina CAUCH.

Assim ficam definidos os quatros geradores de numeros alea

torios que usaremos em nosso trabalho de simulagao.
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3.6 - SIMULAQAO DOS MODELOS

Nessa simulagao usamdés os modelos fornecidos pela equagao_
(38), desenvolvidos em forma escalar. Consideramos somente dois

modelos diferentes:

x(n+1)

a.x(n) + b.w(n)

x{(n+1) a1.x(n) +'a2.x(n—1)b+ bj.w(n)

onde a, aj, as, b e b14 sao constantes e w e uma variavel alea

toria que responde pelo comportamento estocastico dos modelos.

Simulamos o primeiro modelo através da sub-rotina PARPO
(figura 22), e o segundo modelo atraves da sub-rotina PARSO (fi-
gura 23). Essas sub-rotinas usam o Plotter6 do sistema IBM-1130
para tragar o comportamento dos modelos.

' O principio basico das sub-rotinas esta mostrado no dia-
'grama de blocos mostrado na figura 20 . Ambas as sub-rotinas PAR-
PO e PARSO wusam duas outras sub-rotina que sao as - sub-rotinas
‘GRAFC e GRADE (figuras 23 e 24), como auxiliares no tragado.A sub
rotina GRAFC define as escalas e traga os eixos de referencia dos
graficos. A sub-rotina GRADE traca as margens e escreve 0os para-
metros do modelo. Evidentemente, alem dessas sub-rotinas, fizemos

largo uso das sub-rotinas do plotter do sistema IBM-1130.
A sub-rotina PARPO pode ser usada atraves do comando:

CALL PARPO (Al, B, XO, IX, JX, VET)

onde: .

A1 = e o coeficiente de x(n)

B = e o coeficiente de w(n)

X0 = & o valor inicial do processo, fornecido pelo pro-

grama principal.

IX, JX = sao variaveis inteiras positivas menores que =+-«-:-
32748, que inicializa as fungaes geradoras de ni
meros aleatorios.

VET = & um vetor de dimensao igual ao tamanho da amostra

mais um. Deve ser dimensionado no programa princi-

pal. E usado para simular os modelos .de observg
gao. ‘



‘ Inicio ’

ENTRADA X(N+1) = AjX(N)+
_ DE
A1,A,, B | +AoX (N-1)+B.W(N)

l

GERA  Xg
GERA X3

SATDA DE
X(N+1)

(se for o caso)

X(N-1)= X(N)

X(N) = X(N+1)
® ‘
GERA W(N) FIM
FIG. 20 - Esquema de simulagao dos modelos.

A sub-rotina PARSO & chamada por:

CALL PARSO (Al, A2, B, X0, X1, IX, JX, VET)
em que os parametros sao os mesmos da anterior, com excegao de:

A2 = & o coeficiente de x(n-1)
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51
100

11

12

44

SUBROUTINE PARPO{AlsBsXOsIXsJXsVET)
DIMENSION VET(101)

VET(1)=X0

M=Q

N=100

WRITE(3911)A19BsXO

WRITE(3y12)

CALL GRAFC

CALL FPLOT(=~24043X0)
WRITE(3343)MsWO X0
FORMAT(39XsI3920XsF6e393XsF643)

DO 100 I=1sN

CCALL CCAUSS{ XX XV1eXV2)

WO=XV1

X1=A1l#X0+B#*WO

VET(I+1)=X1

T=FLOAT(I+1)

WRITE(3444)IsWOeX0eX1

CALL FPLOT(2sTsX1l)

X0=X1

CONTINUE

CALL FPLOT(19108e9~4s)
FORMAT(1HYLs50%s *VALOR DO PARAMETRO A'0F6o3 //951X
19 'VALCR DO PARAMETRO B!'sF6e39//951Xs'VALOR INICI!

"2'AL X0'94XsF6e39//)

FORMAT (45Xs 'DADOS PARA O TRACADO DO GRAFICO's//9s3

18Xs ' TEMPO! 920Xy "W(N) X{N) - XIN+1) 'y /)
FORMAT (39X 91399Xs8X93XsF6e393XsF64393X9F6e3)
RETURN

END

FIG. 21 - Sub-rotina PARPO.

39
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39
40
110

120

SUBROUTINE PARSO(AL9A2+BsX0sX1sIXsJXIVET)

DIMENSION VET(101) -

WRITE(35110)A1leim29BeX0sX1

WRITE(3+120)

VET{11=X1

M=0

N=100

CALL GRAFC

CALL FPLOT(=2904sX1)

WRITE(33s40)MeX0eX1

DO 100 1=1sN

CALL GAUSS(IXsJXeXV1sXV2)

WO=XV1

XN=A1#X1+A2%#X0+B*WO

VET(I+1l)=XN

WRITE{(3939)1sWOsXOsX1sXN
T=FLOAT(I)

CALL FPLOT(2sTsXN)

X0=X1

X1=XN

CALL FPLOT(19108e9s=4s)

FORMAT{31Xs13920X9sF6e394XsFbe304X9F6a393X9F663)

FORMAT(31X913940X9F6e393X9F6e3) .

FORMAT(1H1s50Xs 'VALOR DO PARAMETRO Al'sF6e3s//951
1X*VALOR DO PARAMETRO A2'9sF643s//951Xe'VALOR DC P!
2VARAMETRO B'9FT7e39//951Xe ' VALOR INICIAL XO'sT7XsF6
3e39///951X9 " WALOR INICIAL X1'97XsF6e39//s)

FORMAT (45X 'DADOS PARA O TRACADO DC GRAFICO's//»3
10Xe ' TEMPO' 919Xs *WIN) . X{N=2) X{N=-1) XIN)?
29/)

RETURN

END

FIG. 22 - Sub-rotina PARSO.

- 40
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SUBROUTINE GRAFC
PI=3614159
SX=13471000
SY=Te2/60
CALL SCALF{SXsSYs0e90s6)
CALL FGRID(O9s0e30esle9100)
CALL FGRID(190e900910e13)
CALL FGRID(3904300e91les3)
T=3e%P1/20 ' '
XD=0e4050/5X

zm({le/60)
X=10.
DO 10 I=104100510 :
CALL FCHAR(X=XDsY2¢1lO0s410sT)
WRITE(7s4)1
X=X+10s
CONT INUE
T=0+

z==3,
Xz=0e¢55/5X
XD=e05/SY
DEL=1ls
DO 20 I=1s7
CALL FCHAR(XsY*~XD3elOsel10sT)
WRITE(795)Y
Y=Y+DEL
CONT INUE
FORMAT(F5e1)
FORMAT(I13)
RETURN .
END

" FIG. 23 - Sub~-rotina GRAFC.

41



SUBROUTINE GRADE{(AlsA2,8)
X0=3e/25e4
YO0=54/2544

CALL SCALF(le9plesXOsYO)
CALL FPLOT(=2904e904)
CALL FPLOT(O¢0es104)
CALL FPLOT(Os1409104)
CALL FPLOT(Osl4es04)
CALL FPLOT(030e904)
XD=1e/54

XS212e=XD

YS=XD

XR=14e=XD

YR=2++XD

CALL FPLOT(I’XS’YS)‘
CCALL FPLOT{2sXSsYR)
CALL FPLOT(QsXRsYR)
CALL FPLOT(DeXRsYS)
CALL FPLOT(D9sXS»YS)
XN=XS+XD

YN=YR=XD

CALL FCHAR(XN3sYN9Ool5+0e15006)

WRITE(T799)
FORMAT(1Xs'FARAMETROS!)
XN=XN+3s%415

YN=YN=2¢#XD

- CALL FCHAR(XNsYN9Oe10s0410900)
WRITE(798)A1

FORMAT('ALl = '4F4,2)

YN=YN=XD

CALL FCHAR(XNsYN9s0s1090410904)
WRITE(797)A2 '

FORMAT('A2 = 'yF4e2)

- YN=YN=XD

CALL FCHAR(XNsYN»0e¢10s04104+0s4)
WRITE(7s6)B

FORMATI(!' B = '9F442)

CALL FPLOT(190e5454)
CALL FPLOT(250e5954)
RETURN

END

FIG. 24 - Sub-rotina GRADE.

42
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3.7 - SIMULAGAO DOS MODELOS DE OBSERVAGAO.

Simulamos os modelos de observacao segundo a equagao (33)-
na sua forma escalar. A simulagao dos modelos de observagao e fei

ta com a sub-rotina OBVS, figura 25; a chamada da sub-rotina 0BVS

e executada pelo comando:

CALL OBVS (VET, K, Al, A2, B, IX, JX)

com VET= o mesmo vetor referenciado em PARPO e PARSO.
K = constante inteira que define a distribuicao da
variavel de erro conforme o codigo:
K =1 = distribuicao de Gauss
K =2 = distribuicao de Laplace
K =3 - distribuicao de Cauchy
'Os demais parametros ja foram anteriormente definidos.
SUBROUTINE OBSVIVETsKsAlsA29B9IXsJX)
DIMENSION VET(101)
CALL GRADE(Al1sA2,8B)
CALL FCHAR(12¢904759041540¢159040)
GO TC (10s11512)K
10 WRITE(T7+13) :
GO TO 30
11 WRITE(T7914)
GO TO 30
12 WRITE(T7917)
30 CALL FPLOT(190e5950)
CALL FPLOT(240e5950)
CALL GRAFC
DO 15 1=1,101
GO TO (14293) K
1 CALL GAUSS(IXsJXsYsX)
' GC TO 9
2 CALL LAPCE(IXsY9sle0)
G T0 9
3 CALL CAUCH(IXsY)
9 OBS=VET(I1)+Y
T=FLOAT(I=1)
IF(I=1)31931s15
31 "CALL FPLOT(=29T+0BS)
15 CALL FPLOT(O0sT»0BS)
17  FORMAT(1Xs'CAUCHY!")
14 FORMAT('LAPLACE!")
13 FORMAT(1Xs!'GAUSS!)
RETURN :
END '

- FIG. 25 - Sub-rotina OBVS.
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Nas figuras que se seguem mostramos os resultados da simu-
lagao dos modelos. Estas figuras representam tres amostras de um
processo de Ruido Branco, de processos de auto-regressao de pri-
meira e segunda ordens, correspondendo respectivamente as figuras
(27) a (29), (30) a (32) e (33) a (35). '

Por ultimo estao as figuras representativas dos modelos de
observacao, em que cada conjunto de duas figuras mostra o modelo
ideal e o modelo com erro. Sao tres conjuntos mostrando o modelo
de observagao com fungao distribuicao de probabilidade da varia-
vel de erro sucessivamente, gaussiana, figuras (36) e (37), lapla

ciana, figuras (38) e (39), e de Cauchy, figuras (40) e (41).

Para simular o processo de Ruido Branco plotamos um proces
s0 auto-regressivo de primeira ordem com coeficiente Al nulo e
B= 1,0 . Para a simulacao dos modelos de primeira ordem adotamos

como parametros:

Al

0,50

B 1,00

enquanto que para os modelos de segunda ordem adotamos:

Al = 0,50
A2 = 0,25
B = 1,00

0 programa principal que executa toda a simulagao esta re-
‘produzido na figura 26 . A simulagao do processo de Ruido - Branco

e feita tomando-se Aj] e A, nulos.

3.8 - CONSIDERAGOES E OBSERVAGOES SOBRE ESTA SIMULAGAO.

Nos modelos dinamicos somente o0s modelos de primeira e se-
gunda ordem foram considerados, porque queriamos mostrar a vincu-
lagao, como efetivamente observa-se nos graficos, existente entre

um processo estocastico e um modelo estocastico.

Como era de se esperar, a vinculagao entre os valores mais
antigos da serie com o comportamento atual do processo, a cada -
instante, aumenta a medida que mais dados entram na formagao do

valor atual do processo. Esta vinculagao se aparesenta sob a for-

ma de uma "suavizacao" no comportamento dos processos. Lembrando
: P , :
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a atuagao do sistema linear sobre um processo estocastico, visto
no capitulo anterior, este comportamento se justifica por que a
solugao da equagao do sistema e uma exponencial decrescente.

Nos modelos de observagdo a simulagao mostra a influéncia

da distribuicao de probabilidade da variavel de erro no comporta-

mento do modelo com dados incorretos.



// FOR
#LIST SOQURCE PROGRAM »
#JOCSICARDYTYPEWRITERSKEYBOARD 1132 PRINTERGPLOTTER)
DIMENSION VET(101)
C INICIA A SIMULACAC D0 MCDELO DINAMICO
Al=0450 :
A2=740
B=1.0
IX=2
JX=7
DO 22 I1=143
CALL CAUSS(IX9sJXsV1sV2)
X0=V1
C GERA O VALCR INICIAL XO
WRITE(1,1)
PAUSE :
C ESCREVE MENSAGEM E ESPERA
CALL GRADE(Al1sAZ+B)
C TRACA MARGEM
CALL PARPOTALsBsXCsIXsJXsVET)
C EXECUTA SIMULACAO DO PROTESSO DE CBSERVACAQ
N=11 :
CALL OBSVIVETsKsAL1sA29BsIXsJUX)

C EXECUTA SIMULACAO DO MODELO DE O3SERVACAQ DEFPENDENDD
C DO VALOR DE K CONFCRME O CODIGO
C SE K=1s VR TEM DISTRIBUICAO DE GAUSS
C SE K=2s VR TEM DISTRIBUICAQO DE LAPLACE
C SE ¥=3s VR TEM DISTRIBUICAC DE CAUCHY
22 CONTINUE
C INICIA SIMULACAO DE MODELQ DIMNAMICO DE SEGUNDA CORDEM
Al=0.50
A2=0,25
B=1a0
Ix=11
JX=13

DC 90 JJ=1,2
CALL GAUSSI(IXsJXsV1sV2)
X0=V]
X1=V2
C GERA VALORES INICIAIS X0 E X1
- WRITE(1ls1)
PAUSE
C ESCREVE MENSAGEM E ESPERA
CALL CGRALE(De509Ce259140)
CALL PARSO(ALIsAZ9BsXOsX1sIXeJXsVET)

K=}
CALL OBSVIVETsKsAlsAZeBsIXeJX)
90 - CONTINUE
1 FORMAT(1Xs'POSICIONE A PENA DO PLOTTER!

1'NC CANTO INFERIOR DIREITOC DO PARPEL'9/y
21X "APERTE A TECLA START PARA PROSSECU!
3'IR O PROGRAMA!')

CALL EXIT.

END

FIG. 26 - Programa'principai de simulagao.
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4 - UM ESTUDO SOBRE IDENTIFICACAO DE MODELOS
4.1 - INTRODUGAO:
Nesse capitulo consideraremos a determinagao dos  parame-

tros do modelo de um sistema linear conhecendo-se um conjunto de

dados. Consideraremos tres casos:

I - A forma funcional do modelo & conhecida.

II - A forma funcional do modelo & desconhecida, mas sabe

se que e linear.

IIT - O modelo & desconhecido totalmente, embora saiba- se

ser um dentre um conjunto finito.

Na estimagao dos parametros usamos o criterio de avaliagao

de maxima probabilidade (maximum likelihood estimator).

No caso I a forma funcional do modelo e conhecida, e, dis-
pondo-se de um conjunto de dados, usamos o estimador de maxima

probabilidade para determinar os parametros desconhecidos.

No caso II, ja que o modelo & completamente desconhecido,
mas linear, assumimos a forma geral dos modelos lineares como mo-

delo e determinam-se os parametros.-

No Ultimo caso, usamos testes de hipoteses para determi-
nar qual o modelo mais provavel dentre um conjunto de modelos pos

- .
sivels.
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4.2 - O PROBLEMA GERAL DE ESTiMAQKO

O problema geral consiste na estimagao de parametros desco
nhecidos do modelo de um sistema de modo que se otimize um crite-

rio de avaliagao escolhido.

Seja 6, 6 ¢ R ™, um vetor representativo dos parametros
desconhecidos e X, X € R ®, um vetor representativo dos valores

dados. A transformagao do espago dos O para o espago dos X pode

ser probabilisticamente descrita por sua fungao densidade de pro- .-

babilidade f£f(X, 6), ou por uma representagao funcional do tipo:
gi (Xi, 8) = g4 . (36)
onde €j sao variaveis aleatorias independentes e identicamente_

distribuidas, representativas do comportamento estocastico do mo-
delo.

0 vetor O podera ser deterministico ou aleatorio, mas em
nosso trabalho trataremos os parametros sempre como quantidades -

deterministicas.

4.2.1 - Tipos de Estimadores

Os estimadores podem ser divididos em estimadores de pa-

rametros deterministicos ou aleatorios.

a) Estimadores de parametros deterministicos:
1. Metodo dos minimos quadrados: e uma aproximagao nao pro

babilistica do problema e consiste em:
. 2
min ||gj (X, 6)]]

. < . .~ . ~ ) . -
2. Estimador de minima variancia mnao. tendencioso: e um es-
» . -* . - . .
timador probabilistico, porem prescinde do conhecimento

da funcao densidade de probabilidade. 0 objetivo e:
min E [[|e - 8]]]?

3. Estimador de maxima probabilidade: (maximum likelihood)
e um estimador probabilistico que utiliza o conhecimen-
to completo da fungao densidgde_de probabilidade. 0 cri
terio de performance pode ser reduzido a: »

max L (X;,6) , (i =1, 2, ..., 1)
e . R
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ou ainda:

—%5 log (L (X, e)) =0

‘onde L e a funcao de probabilidade de X (Likelihood function of X)

b) Estimadores de parametros aleatorios:

1. Estimador de Bayes: esse estimador usa o conhecimento -
de probabilidades a priori sobre o comportamento do sis

tema.

2. Estimador de maxima probabilidade: & usado quando a fun

¢ao densidade de probabilidade a priori e desconhecida.

3. Criterio Minimax: como o proprio nome diz nao & exata-
mente um estimador e sim um critério para estabelecimen
to de politicas de procedimento otimo, baseando-se no
conhecimento das distribuigaes de probabilidade do sis-—

tema.

4.3 - OBTENGAO DOS PARAMETROS DO MODELO A PARTIR DOS DADOS:

Vamos apresentar os diferentes estimadores e criterios de
avaliagao de modo que, estudando-se as caracteristicas esperadas_
dos estimadores, possamos efetuar uma selegao adequada do metodo

de estimagao que usaremos.

4.3.1 - Estimadores e criterios de avaliacao

Seja um problema da forma:
g; (X3, 8) = ¢4 s (i'= 1, 2, ..., n)

onde"gi(e) e conhecida a menos de seus parametros 8 . Portanto,
o problema consiste em determinar estimadores & de 8 e de g (8),

'de modo a otimizar o criterio de avaliagao escolhido.

As caracteristicas esperadas de um bbm estimador sao:
1. Nao tendenciosidade

2. Consistencia

3. Eficiencia

4. Ser uma fungao de estatisticas suficientes

) .o - » - < . .
Em vista disso, definiremos estas caracteristlicas e 1re-
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mos analisa-las:

1) Nao tendenciosidade: um estimador e dito nao tendencioso

-

se E[é] = 0 , pois sendo 6 uma funcao das observacoes Y, & uma
variavel aleatoria. Juntamente com a nao tendenciosidade & preci-
so que a variancia de B seja pequend, pois caso contrario um. esti
mador tendencioso podera fornecer melhores resultados, como se po

de observar na figura 42.

-

£(89)
£(0,)

FIG. 42 - Tendenciosidade dos estimadores.

@)
I

efle;] [62] | o3

2) Estimador consistente: seja @(xl, X2, ..+, Xp) um estima

dor de 6 , onde  x7, xz, cess X e uma sequencia de dados. En-

tao 6 e dito um estimador consistente se:

lim 8 P .. 0

n->w

ou seja, 1im & converge probabilisticamente para 6 quando o nu-
n->« -

‘mero de observagoes cresce.

3) Estimador eficiente: um estimador e dito estimador efi-

. . - . - .
ciente de O se ele fornece o0 menor erro quadratico possivel, 1isto

e, 68 e um estimador eficiente se minimiza:

E [0 - 8]2

4) Estimador suficiente: 6 e um estimador suficiente de 6 se

uma fungao de estatisticas suficientes, ou ainda ©6(xy, X5,.) -

um estimador suficiente de 6 se e somente se:

‘fb(x]_s xz‘s seey Xpo 8) = g(§39)0h(x1’ Xz: R xn)

onde ‘g(é, 8) & a densidade ou fungzo de probabilidade de 6 e
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h(xy, ««.) xn) nao depende de 6 .

.. - . ' . )
Definidas as caracteristicas esperadas de um estimador ,
e preciso analisar os diferentes esquemas de estimagao, -tendo em
T . - < . . - )
vista tais caracteristicas, e . com isso escolher o metodo mais ade

quado.

11

4,3.2 - Propriedades do eétimador de maxima probabilidade

1) Se um estimador eficiente para®existir, ele & dado pe
% =

lo estimador de maxima probabilidade *.

2) Se ® @ o estimador de maxima probabilidade de 6, en-
tao V(6) e o estimador de maxima probabilidade de V(O) , onde

V(8) e qualquer fungao que admite inversa.

3) 0 estimador de maxima probabilidade sob condigoes ge-

rais de regularidade e um estimador consistente.

4) 0 estimador de maxima probabilidade nao precisa  ser

nao tendencioso.
5) E uma fungao de estatisticas suficientes.

6) O estimador de maxima probabilidade & assintoticamen-

te normal e assintoticamente eficiente.

0 metodo de maxima probabilidade, por suas caracteristi-
cas acima relacionadas, foi o escolhido para a estimagao dos para
metros neste trabalhé. Por outro lado, o estimador de mixima.pro—
babilidade e largamente utilizado em estimagao, quando a fungiq
densidade de probabilidade e conhecida 2,

Escolhemos a fungao deuprobabilidade como sendo:

L fley)

ft
N =29

i=1
entao: .

£(g;(X,8))

(nnd
(]
=B
ot

i

onde £(e;) e a funcao densidade de probabilidade de e; .

* - Se um estimador eficiente nao existir, entao poderao existir
estimadores de menor variancia; no entanto a dificuldade resi

de no fato de nao haver maneira de encontra-los.
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Tem-se agora definidos o metodo de estimagao e o respec-
tivo criterio de avaliagao. Resta-nos agora analisar a situagao

usual de estimacgao.

_ Desde que a premissa de linearidadé do modelo permane -
cga, podemds dividir os problemas usuais de estimagao em duas
classes distintas: o conjunto dos problemas em que a forma fun-
cional do modelo e conhecida.e a classe dos problemas em que se

desconhece a forma funcional do modelo.

Procurando uma forma simples e coerente de apresentacao
para tais problemas, abordaremos inicialmente os problemas ' emn

que a forma funcional & conhecida.

4.3.3 -~ Determinacao dos parametros de um modelo cuja forma fun

cional & conhecida.

Esse e o caso mais comum de problemas de estimagao 1li-
near, caracterizado pela disponibilidade de uma serie de . dados
representativos do passado de um sistema linear e pelo conheci -

mento, arbitrario ou nao, da forma funcional do modelo.

Suponhamos que se tenha uma sequencia de dados ......

{3} , 41 =1, 2, .c., N), e o modelo representativo do sistema®
seja

X(n) = A.X(n~1) + B.W(n)
onde:

E [W(n)] = o0 . ) (38)

A — - -A

E [W(n)‘. W(n)'] = An_ (39)

sao conhecidos. Temos que determinar A e B . Suponha-se que W(n)

tenha distribuigzo normal. Entao pode-se afirmar que (X (n) -
- A.X(n-1)) & uma sequencia de variaveis aleatorias independen -

tes, normalmente distribuidas com media nula e matriz de .. cova-

* - 0 modelo de primeira ordem X(n) = A.X(n-1) + B.W(n) pode -
Ser consideradd sem perda de generalidade porque pode ser
extendido a um modelo de ordem p qualquer; evitamos, as-

sim procedendo, 4 problemés de equagSes'simultEneas.
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risncia dada por:
E{[B.W(n)] [(B.w(m)J]} = B{[B][W(n)] [(w(n))] [B']} =
= [B] E{[w(n)] [w()Y]} [B'] =B A B

Assim sendo,.é fungao densidade de probabilidade conjun-
ta de W(n), » 5 sera:
1
(det.A)l/'2

F(W(L),W(2),...,W(n)) = '
(zﬂ)n/Z

W(m) ' A7 wen) 3 (40)
1

I M=

o1
. Exp.{ 5
n
Usando o estimador de maxima probabilidade determinamos__
A e B tais que maximizem a funcao densidade de probabilidade, is

to e, objetiva-se maximizar (40) com respeito a A e B .

‘ Tomando-se L = log f£(X(l), ..., X(n)), podemos afirmar
que N.
max f = max log(f) = min % T (X(n)-AX(n--l))':(BAB')_1 .
A,B A,B A,B n=1 :
. (X(n) - AX(n-1))
'ouAseja:
L N -1 )
%K = %K [ £ (X(n)=AX(n-1))"(BAB') " (X(n)-AX(n-1))| =0 (41)
bkn=1 : ‘ -
e
3L 3 N -1, ]
3B - 3B T (X(n)~-AX(n-1))'"(BAB'") " (X(n)-AX(n-1))| =0 (42)
n=1 v J
De (41) obtem-se, apos manipulacgoes algebricas:
N I | N »—1 | |
I (X(n-1)Y(BAB') ".X(n) = I (X(n-1))'(BAB') ".AX(n-1)  (43)
n=1 n=1

e de (42) obtem-se:

(X(n)-AX(n-1)) ' (BAB') "' BA(BAB') 1. (X(n)-AX(n-1)) +

1

o=

n

1

+ i(X(n)—AX(n—l))'(BAB')- JAB' (BAB') "1 (X(n)-AX(n-1)) (44)

donde entao e facil obter-se A e B .
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Exemplos de aplicacao:

1) Seja um sistema cujo modelo escalar seja:
X(n+l) = A.X{(n) + B.W(n) s, n =1, 2, ..., N)

sendo conhecido um conjunto de dados {X(n)}. Admita-se que A e
B sejam escalares e que, como o parametro B atua somente sobre a
covariancia da variavel W(n), assumimos B = 1 . Entao, podemos
escrever:

-1

, 2 '
Exp.{ Yo W(n)- } , (n=1,2,..,N)
(21!)1/2.02 202 [ uw]

£(W(n))

desde que W(n) seja normal e independentemente distribuida com

media e variancia dadas por p, e g?.

Vamos adotar uy = 0 e o5 =1 . Assim, tem-se:

: ' N
£(X(L),0eesX(N) = (5= 2 iExplg-1 3 [X()-a.x(n-1)]?%)
n=1 :

donde, aplicando o estimador de maxima probabilidade, ter-se-a:

N
“2L08 [(£(X(1) e, X)) = - 3

2 [X(n)-A.X(n—l)(—X(n—l))]= 0
_ ,

1

N
nil[x(n) . X(n—l)]'

1 [X2a-D)]
=1

e finalmente:

Al =

n

2) Analizemos agora o modelo de segunda ordem em sua . forma

escalar ¢com B =1 . Inicialmente tem-se:

W(n) = X(n+l) - A1X(n) - A,X(n-1) , (n =1, 2, ..., N)

Assumindo-se que W(n) & normal e independente com media

zero e variancia unitaria, escreve-se:

]l 5 I~

[X(n+1) -

1 ,
f(X(l),...,X(N)) = —;;;ﬁ7§ ..EXP{[(‘% 1

(

n

- A;X(n) - A2X(n—l)]2}}

Maximizando-se em relagao a Al e Ay,
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3 .log £ _ -1 N |

TR = nil[x(n+;)—A1x(n)—A2x(n—1)][-x(n)] =0 (45)
3 log £ -1 N ~

YT nZl[x(n+1)-A1x(n)—A2x(n—1)][—X(n-l)] = 0 (46)

Eliminando-se Al e Ay, de (45) e (46), resulta:

N N N N
I X2(n) I X(n+l) X(n -1)- I_X(n).X(n-1). X(n+1)X(n)
~ _ _n=1 n=1 n=1 n=1
A1 7 7y N N
nEl.x2(n) f ngl.xz(n—l) - [ 21 X(n- 1) . X(n)]
N N ‘ N N
. RZ1X(n-1).x(n) E,x%(n-1)- 2 X(n+1).X(n-1)_E X(n-1).X(n)
2 N N 5 N . )
nzl X2(n) _1 X“(n-1) - [nEI X(n-1) . X(n)}

Como podemos observar, e enorme a importancia da escolha
da ordem do modelo, pois a complexidade e o custo da estimagao -
cresce com O éumento da ordem do modelo. Em alguns casos, a melho
ria da estiméggo com o aumento da ordem do modelo nao compensa o

maior trabalho se o numero de dados nao for grande.

n X(n) X(n-1)

| 10

1 0,366 -1,619 5 x2(a-1) = 4,807
2 ~0,406 0,366

3 0,299 ©-0,406

4 ~0,762 ~0,299 L, X(n-1).X(n) = 0,546
5 -0,166 ~0,762 )

6 ~0,112 - -0,166 Valor Estimado

7 0,038 0,112 R, = 0,114

8 -0,772 -0,038 |

.9 V_—O,759 -0,772 Valor Real

10 -0,283 -0,759 A{ = 0.500

QUADRO 2 - Estimaéao»do Parametro de

Modelo de Primeira Ordem.
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‘'n - X(n+l) X(n) X(n-1)
o/ ; . 1 10 L2 4
1 0,941 1,481 | =1,432 £ X2 = 12,821
n= .
2 0,643 0,941 1,481
0 _
3 -1,432 0,643 0,941 z X% (@-1) = 13,145
. .z
4 -0,271 | -1,432 0,643
O
5 -0,990 | -0,271 | -1,432 5 X(n+1).X(n-1)= 4,283
| i
6 -0,052 | -0,990 | -0,271
_ 10
7 -1,946 | -0,052 | -0,990 I X(n+1) .X(n) = 4,965
n= .
8 ~0,839 | -1,946 | -0,052
10 )
9 -1,314 | -0,839 | -1,946 r X(n).X(a-1) = 2,504
n= . .
10 ~0,287 | -1,314 | -0,839

timagao dos parametros. O quadro 2 se refere a um modelo de

meira ordem e o quadro 3 a um modelo de segunda ordem.

Valores Estimados,

A

i

= 0,298

0,156

Valores Reais

A; = 0,500

0,250

A2

QUADRO 3 - Estimagao dos Parametros do

Modelo de Segunda Ordem.

Nos quadros 2 e 3 mostramos resultados que obtemos na es-

pri-

Estimamos

os parametros com dados obtidos da simulagao dos modelos.

4.3.4 - 0 Problema de Estimacao dos Parametros de um Modelo cuja

Forma Funcional e Desconhecida.

A teoria da informagao nos assegura que a qualidade de
uma estimagao e proporcional a quantidade de informagao (numero -
de dados) utilizada em sua obtenggo. Ora, o caso em que o modelo

e desconhecido poderia, a primeira vista, significar uma perda de
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qualidade na estimativa; no entanto, o problema e, teoricamente ,

facilmente solucionado sem perda de qualidade na estimativa.

E facil compreender que utilizando-se o modelo - geral dos
sistemas lineares ndo estaremos incorrendo em erro por omissao de
informagao, desde que o sistema seja linear, pois qualquer que se
ja o modelo real do sistema este sera um caso particular do mode-

lo geral.

Conseguentemente, um sistema linear admite como modelo:

X(n+l) = AjX(n) + ApX(n-1) + ... + ApX(n-p+l) +
1 2%(n P

+ BiW(n) + ... % BpW(n-p+1) s, P <N (47)
onde N e o numero de dados disponiveis.

Nesse caso a simulagao podera ser utilizada para determi-

nagao do melhor valor de p .

Evidentemente que com a quagao (47) o modelo fica deter-
minado e cai-se no caso anterior de estimagao dos parametros. Por
outro lado, o emprego da'simulagao para determinaggo da forma fun
cional do modelo podera ser um trabalho demorado e de custo apre-
ciavel. Em vista do exposto, discute-se a seguir um modo mais sim
Ples para escolher O'modélo mais adequado a cada situaggo, usando

a teoria dos testes de hipoteses.

4.4 - ESCOLHA DO MODELO MAIS ADEQUADO.

Devido a dificuldade de determinacao do modelo no caso an-
terior, consideraremos a seguir o caso em que e sabido que o mode
lo pertence a um conjunto finito de modelos 13.

Vamos abordar o problema de decidir dentre dois modelos ,
denominados modelo 0 e modelo I, qual o mais adequado a um conjun
to de dados preliminarmente obtidos. Para isso vamos supor que -
possamos dicotomizar o espago amostral Q em espagos mutuamente eXx
clusivos Q45 e Q71 , resbectivamente, representativos dos espa-
gos de resultados "{X} dos modelos 0 e I . A cada conjunto de
observagoes X ='{x1, xé, «++5 Xp} pode-se associar um ponto no

espago amostral. Assim podemos formular duas hipoteses:

1) - Hipotese Hy, - Modelo O Ekverdadeiro;
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2) - Hipatese Hy - Modelo I e verdadeiro.

Como criterio de escolha, adotaremos H, se {X} ¢ Qo e Hy

- se {X} ¢ 1 », como esquematizado na figura 43.

Q J—
// T
{ 2y %0 (x} \\
AN \ .’“\vp\@ FONTE DE
/ ,&,.—-—"x\ N OBSERVAGOESP
\

w0 L

FIG. 43 - Criterio de escolha de modelos.

Nosso objetivo reside na determinacao de qual hipotese,
Hyo ou Hy ,é verdadeira. Usando o critério de decisao esbogado aci

ma, ter-se—-a, em media, a decisao acertada.

Nessa situagao poderao ocorrer os seguintes casos:

a) H, € a hipotese verdadeira e decide-se por Hy
b) Ho e a hipotese correta e adotamos Hj

c) Hi e a hipdtese verdadeira e adotamos Hj

d) Hy & a hipotese verdadeira e adotamos H,

A cada uma destas situagoes associa-se um peso ou custo,
Cij» de modo Que, minimizando o .custo medio total, possamos obter
uma regra de deciggo.

Sejam Ci1os Co1> Coo & C11 _ésses pesos, em que o0 primei-
ro indice indica a hipdOtese escolhida e o segundo indice indica a
hipotese que ocorreu. E preciso assdmir, ainda; que a ocorrencia
de X em 27, ou Q, seja probabilistica, com probabilidades p1 e
P, » respectivamente. Tais probabilidades sao chamadas probabili-
dades a priori de ocorrencia. Estas probabilidades representam a
informagao do observador a respeito da fonte ou do sistema antes
de que o experimento seja efetuado. ‘

Agora pode-se calcular o valor esperado do custo de toma-



da de decisao em cada situagao. Assim tem-se:

certo)

™\

H

Custo de decidir por Ho|H, & verdade=Co1pjP(decidir H|

o

certo)

(R

Custo de decidir por H,|Hy; e verdade=C,,p;P(decidir H,|H7
_ oltl c1P1 ol

certo)

M\

Custo de decidir por Hllﬁl'é verdade=CjjpjP(decidir H1[H1

certo)

[ RY

Custo de decidir por Hy|H, & verdade=Cj_,poP(decidir Hj|H,

Denotaremos o. valor esperado do custo total como R, o ris

co esperado, logo:
R = CooPoP (dec.Hy|H, & vd.) + Co1P1P (dec.Hg |H] & vd.) +
+ C11p1P (dec.Hj|H} & vd.) + ClopoP_(dec.HllHO e vd.) (48)

Reescrevendo (48) em termos das probabilidades de ocorren

cia de {X} em cada espaco g ou Q1 , obtem-se:

R = CuoPp J[ f(X]Ho) dx + Clopo// f(XlHo) dx +
Qo 1

+ Co1Py /; £(X|Hy) dx + Ciipq /; f(X[|Hy) dx . ' (49)
o 1

Para que ospesos Cij possam ser encarados como custos e R
assuma o significado de risco esperado, devemos atribuir as deci-

soes erradas um custo maior que as decisoes corretas. Assim:

Clo > Coo

(50)
Cor > €11
Levando em conta que @ =@ U Q, , e que
J[ £(X|Hy) dx = j/ £(X|Hy) dx = 1 (51)
Q - » Ja o |
pode-se reescrever (49) assim:
R = PoCyo * P1C11 # /' A[p1¢Cor1-C11)] - £(x]H)) -
1o

= [Po(C157Coo)] - £(X|HgG)} dx . (52)

A equagao (52) nos permite obter uma interessante analise

sobre o problema: o primeiro termo de (52) representa o custo fi-
X0, enquanto a integral representa o custo controlavel pela ocor-

rencia de {X} em Qg . De acordo com (50), os termos entre pa-

!



‘rEnteses sao positivos. Portanto, todos os valores de {X} que -
contribuirem para reduzir o risco, i.e., que tornarem o segundo
.termo'da integral maior que o primeiro, deverao estar em Q, . Da
mesma forma, se o primeiro termo da integral for maior que o se-
gundo, o conjunto de resultados {x} que levou a este resultado
devera ser excluide de 2, , porque contribui para aumentar o ris
co esperado. Sendo assim, os espagos ‘de decisao podem ser defini-

dos atraves de: '
Se P1(Coy = C11)-£(X[H)) < po(Cyqy = Coq) - E(X[Hg) (53)

entao {X} ¢ Q, e, consequentemente, a hipotese H, e a verdadei-

ra, caso contrario H; e a verdadeira.
Define-se entao razao de probabilidade <y como:

A

Hh

( X| Ho ) - (54)

Y ( X| H1 )

rh

De (53) podemos entao estabelecer um criterio de decisao:

H _ ,
Y : Po(C10-Coo0) (55)
p1(Co1-C11) ~
Hy _
4.4.1 - Exemplo de Aplicacao

Dispondo-se.de um' conjunto de dados X = {X]1,X2j,«++5Xp}>

suponhamos que se queira decidir entre os modelos

M1 : X(n) = AgX(n-1) + W(n-1) , (n =1, 2, ...,N)
Mg : X(n) =:A1X(n41) + A92X(n-2)+W(n-1) , (n =1, 2, ;..,N)

validade do

(43

Vamos supor que a hipotese H, corresponda

modelo My e Hj corresponda a validade de Mj. Entao pode-se dizer:

£(X[Hg) £(X(n) - AgX(n-1))

£(X|Hq) £(X(n) - AyX(n-1) - A,X(n-2))

onde f£f(W(n) e a fqngao densidade de probabilidade de W{(n). As-

sim, teremos: N '
- | 1 [£(X(n) - AoX(n-1))]
y (x) = B -
: ngl [f(X(n) -‘_A]_X(nf'l)—AZX(n—Z’))]



Admita-se o desconhecimento total sobre a probabilidade a
priori da ocorrencia de H, ou Hj . Assumimos entao po = pj; gquan

to aos custos, atribuimos:

Coo = ‘Cll
Cio = Co1
de modo que
Hy
Yy (X) 2 1 (56)
Hy, '

Supondo que W(n) seja um ruido branco gaussiano, pode-se

escrever:

1 ) L
f(W(n)) = ——*——75 . Exp [—% HW(n) ' A l.W(n)] ,(n=1,..,N)

(2MH ¥
logo:
£(X(n)-A X(n-1)) = 1 Exp [-l (X(n) -
° (M)N/2 det (A) 2 :
- AoX(a-1) ' ATH(X(n) - ApX(n-1))]
e

f(X(n)-A{X(n-1)-A9X(n-2)) = N/% . Exp(—%(x(n)—
(21) det (M) -

- A.X(n-1) - A.x(n—z))'.Afl.(x(n)—A.x(n-l)PA.x<n—2))]

Como a fungao ln(x) e uma fungao monotonica, pode-se es

cCrever que se

y (X) 21 s In Y (X) 20 ’
portanto, pode-se modificar (56) para:
Hl ’
1np ¥ (X) .: 0 (57)
H, :

Portanto, aplicando-se (57) pode-ée obter facilmente:
1,7 = -[(X(n) - AoX(a-1))".A" . (X(n) - A X(n-1))] +

+ [(X(n)-A1X(n-1)-A,X(n-2))". A" 1 (X(n)-A1X(n-1)-A,X(n-2))] .

Entao, teremos como criterio final de escolha:



(X(n)-A;X(n=1)=A,X(n-2))". 4" . (X(n)=A,X(n-1) -A»X (n-2)

A VT
© ol

(X(n) -AoX(n-1)) ' A" . (R(n)-AgX(n-1)) .

0 quadro 4 mostra a utilizagao do criterio de decisao.

Sejam

X(n)

um, gerados pelo modelo:

X(n+l) =

e X(n-1)

. vetores com 10 componentes

cada

0,500 X(n) + W(n)

Simulemos a tomada de decisao entre os modelos

_X(n+1)

X(n+1)

0,5

1,0

X(n) + W(n)

X(n) + W(n)

+ Hipotese H,

> Hipotese Hj

Entao o criterio de decisao sera:
10 - S , Bl 10 .,
I (X(n) - 0,50 X(n-1))* 2 £ (X(n)- 1,0 X(n-1))
n= Ho n=1
n X(n-1) X(n)
‘ ) 10 p)
1 -1,619 0,366 £ (X(n)-0,50 X(n-1))“=2,925> H,
n:
2 0,366 -0,406
3 -0,406 -0,299
LU 2
4 -0,299 -0,762 I (X(n) - X(n-1))° = 5,945 > H;
V=
5 0,762 -0,166
6 -0,166 0,112
7 0,112 -0,038
8 -0,038 -0,772
9 -0,772 -0,759
10 -0,759 -0,283

QUADRO 4 - Uso do criterio de decisao.

Escolhemos entao

n=1

10 10
I (X(n)-X(n-1))2 >

como a hipotese correta, pois

n=1

(X(n)-0,50 x(n-l))2'



o que confirma a validade do criterio de decisao.

4.5 - OBSERVAGOES SOBRE ESTE CAPITULO

Da meesma forma que no trabalho de Zellner e Geiselkls, em

todo nosso trabalho adotamos, embora nao seja o caso geral, a su-
posicao de serem os parametros dos modelos quantidades determinii
ticas. Isso porqué o desenvolvimento da estimagao de parametros -

estocasticos diverge do nosso objetivo.

Por outro lado, neste capitulo mostramos uma forma unifica
da e geral para obtengao dos parametros, atraves da representacgao
matricial, evitando desta maneira, as consequentes variacoes de

tecnicas de estimagao como no trabalho supra citado.

Observado-se as tecnicas de obtencao de um estimador, pode
mos agora tecer algunS'comentErios.sobre os modelos de observagao:
Em primeiro lugar deve-se tomar cuidado na determinacao da funcao
densidade de probabilidade conjunta da variavel estocastica,pois
caso nao seja gaussiana, a fungao nao sera a mesma que determina
mos. Por isso.a suposigéo, frequentemente adotada, de que as va-
riaveis aleatorias tem distribuigao gaussiana nos processos fisi-

cos ou economicos, pode ser a causa de grandes erros.

Deve-se levar em conta que os valores dos parametros obti-

dos por estimagao podem diferir dos valores por ventura esperados.

OQutro fator a considerar, fruto da estocasticidade do pro-
cesso, e a propriedade de um modelo estocastico nao seguir exata-
mente, a cada-momento; o comportamento do sistema. No entanto, o
modelo estocastico representara o comportamento medio do sistema,
estando o valor fornecido pelo modelo na vizinhanga de seu valor
exato. Esta caracteristica pode nao ser a esperada em muitos pro-

cessos, mas nos parece que na area da Econometria este comporta -

mento ja esta assimilado e raramente ocasiona perdas.



cAPITULO \Y

5 - UMA ABORDAGEM A PREVISAOQ

5.1 - INTRODUGAO

A estimacao estatistica & talvez uma das mais ricas e exci
tantes Ereas do conhecimento cientIfico.vAparece'quase.que'na to-
talidade dos rambs das ciencias : nas ciencias sociais, no contro-
le de sistemas submetidos a disturbios aleatarios ou na tomada de

decisoes sob incerteza.

Existem um grande numero de tecnicas que sao utilizadas na
teoria da estimagao. A diferenga entre os diversos metodos de es-
timagao comumente usados, reside fundamentalmente na escolha do
criterio de avaliacao dos estimadores e das suposigoes estatisti

cas assumidas.

Geralmente os metodos de previsao existentes sao lineares,
no entanto os metodos lineares de previsao podem nmem sempre dar

bons resultados.

Nesse capItulo'proporemos um novo método'de previsoes. Es-
te metodo explora o comportamento estatistico dos processos em
consideragao. Aqui.mostra*se que as previsaes lineares sao boas -
Sempre que 0S processos envolvidos sao gaussianos. Nos casos em
que os processos envolvidos nao sao gaussianos os estimadores li-
neares sao falhos, pois mostra-se que nao e garantido que o valor

otimo (minimo erro), seja obtido.

Mais uma vez consideraremos os modelos dinamicos e de ob-
~ . -« . 0
servacao desenvolvidos no Capitulo II , agora com o objetivo de

se obter previsoes.

Consideraremos somente esquemas recursivos de previsao, pa

ra assim evitarmos dificuldades de computacao.
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5.2 .- O PROBLEMA DE PREVISAO ESTOCASTICA.

Consideremos os modelos dados por (30) e (32), aqui repeti
das para maior clareza: '
X(n+l) = A.X(n) + B.W(n) -
(58)
Y(n) = X(n) + V(n)

Assumimos que todos os processos envolvidos sao de:média -
nula, que " {W(n)} e um processo de ruido branco gaussiano e que
{v(n)} & um processo estocastico com distribuicdo de probabilida
de geralmente nao-gaussiana.

Nosso objetivo reside em obter ﬁrevisaes para os valores
de X(n+l) » conhecendo-se um conjunto de dados {Y(n)} e uma pre
visao previa , X(n) . Matematicamente, o problema pode ser expres

so pors
R(n+l) = P(Y¥(n), X(n))

em que ¥(Y(n), X(n)) e a fungao de previsao que deveremos deter
minar. Determinaremos ¢ de modo que se tenha em media o minimo

erro, isto e: ‘
min E [(X(n+1) - R(a+1))2 | Y(a), ()] (59)

Para melhor compreensao dividimos o problema em tres par-.

tes:
I - Estimacao com uma unica observagao.
I1 - Estimagao com um conjunto de observagoes.
ITI - Predicgao.

Em que assumimos os termos estimagao como a obtengao de -
X(n) conhecendo-se um conjunto de dados {Y(n)} e como predigao,
a determinagao de X(n+m) sabendo-se somente n dados, isto e,

{Y(n)} .

5.3 - ESTIMAGAO COM UMA UNICA OBSERVAGAO.

Seja :
Y = X +V

o modelo de observagao.

. Suponhamos que {X} seja um processo gaussiano, V um pro
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cesso nao-gaussiano e que X e V sejam processos independentes.

Adotemos X como estimativa de X ; evidentemente que X & u-

ma funcgao de Y , 1.e.,

D

= W
A estimativa ¥ de X , e obtida de:

min E [(X'~ 2)2]'
X

Como conhecemos Y , podemos reescrever a relacao acima co-

mo:

min & [(x - X)Z{Y] .. | (60)
Por outro lado, sabemos que3:
X = E [x]Y] (61)
ou da mesma forma:
[« )
e - [7 . £(X, Y) _
g = /_mX.f(X]Y) dx /_wx Fy (1) dx
1 /'w X.£(Y] £ d 62
o . X (YIX) . £x(X) dx (62)
Porem; como Y = X + V , resulta:
£y (Y[X) = £y(Y-X) (63)

Entao, (63) substituida em (62), resulta:
N e X Efy(Y-X) . fx(X).dx '
xR = Y = - (64)

Lembrando que £f(X) e a fungao densidade de probabilidade

de Gauss, podemos escrever:

d X | : »
Tdx fX(X) = - —O’T £ (X) . » (65)

" 'De (64) e (65) obteremos: _
/lm Fy(Y-X) . (~o? $= £,(X)) dx

2 e
- g : d
fy('Y) /_m £y (Y-X) 42 fxb(X) dx | (66)




Integrando (66) por partes tem-se:

2 o
g = —o- T -% -
X - Ey [0-5a x;‘ /_

—00

-]

o]

L d |
(0G5 - £, (-0 dx]

Mas, o primeiro termo e nulo porque F(-%) = £.(=) = 0

e entao: /m
d . v
£ (X)) =— f_(Y-X) dx
- -0 X v
% = 02 dx S
£y (Y)
- 02 © P d
= E-(—S?)_ u AX(X). g‘}‘" fV(Y X) dx
porque
d " ¢ (v~ = - 4 -
% fv(Y.X) = iy fv(Y X)

Como - £, (X) indépende de Y , pode—se'escrever:_

¢ z o2 ﬁ—'/wf(x) £,(Y-X) d - (67)
fy(Y) * dy e X . x
Mas sabemos que:
fy(Y) = /Cw £L.(X) . f,(Y-X) dx
porque Y = X + V , Dessa maneira (67) pode ser finalmente ©posta
sob a forma:
d_ . f,(V) |
£ = -0 &Y ° (68)
£y (Y)
5.3.1 - Analise do comportamento do estimador proposto

Analizaremos agora alguns sistemas estocasticos. Procura
remos determinar qual o comportamento do estimador dado por (68)

para alguns sistemas.

CASO 1 - Suponhamos que X e Y sejam processos gaussianos .inde-
pendentes. Consequentemente Y & gaussiano. Esse caso e o mais
simples, e como sabemos, resultara um estimador otimo linear

Assim sendo:
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‘ : 2
1 . 4 1 Y
£,() = ———— . Exp - {5~ 5}
29 Oy Uy
Como Y =X +V e XeY sao independentes:
o}z,= E [Y2] =& [x%] + E [v?]
 vamos adotar: E [V 21 = uz . e como 'E.[X2] = 02 - pode-se escre
ver: _
£(Y) - Bxp ~{ —io
y V21 (oZ+pu2) 2 (u2+02)
De acordo com (68) teremos
g - o2 D o2 | (69)
X = -0 . Y = —5—— ¥
(n?+62) o2+

Observemos a equagao (69), mostrada na figura 44 .

. X

FIG. 44 - Estimador Linear

Como. esperavamos, o estimador otimo & linear. No caso -
em que a variancia de X e zero, o estimador otimo o nulo,  por
que, 2 =0 implica no total conhecimento de X , sendo portan
to desnecessario um estimador. Nesse caso o angulo o =0 e a
reta da figura 44 se reduz ao eixo dos Y .

Se a variancia 62 de X for infinita, implicando na
falta absoluta de informacao,
-1 0,2

o = 1lim ¢t
g u+02

0'2->co

) = tg (1) = 1/4- .

Entao a maxima inclinacao da reta de estimagao sera T/4
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Podemos interpretar este resultado como a atribuigao de

pesos iguais para todas as observagoes Y(n) na obtengac de X{(n).

CASO 2 - Seja um sistema estocastico em que X seja um processo_
gaussiano, com E [Xz] = g2 » 'V um processo nao gaussiano tal que
E [VZJ = u2 e Y seja processo exponencial. Portanto:
a e—mX » X >0
£,(Y)= (70)
y aX .
o e y X < 0
Como:

E [YZJ = 03 = 22 = 02+u2 N ¢——§_27__ (71)
a : (" +u")

Aplicando-se em (70) as relacoes (68) e (71), tem-se:

-~

o o o2|f olsu? , Y 20
2 .
2.2 ' »
- (¢ .
R =9 e - | (72)
) _
- [0}
% . ,Y < 0
[ 2
L 02,n2

Plotamos a fungao (72) na figura 45.

<)

FIG. 45 - Estimador'duplo salto.

Analizando-se a .eq. (72) nota-se que novamente quando a

informagao em X for maxima, implicando em 2 =0 , o estimador %
) L. ~ . - .

se reduz a zero. Quando a informagao a respeito de X for minima,
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. - 2 . e , e )
i.e., se 0" = » , o0 estimador X perde seu significado e os pon-

tos a e a' da figura 45 se afastam infinitamente, resultando no

eixo dos X .

Qual o significado de tal comportamento do estimador X,
nesse sistema ? Nos parece que a explicagao reside em que a ten-
tativa de minimizagao do erro de estimativa leva o estimador a
desprezar os valores de X que se afastam substancialmente da me-
dia, o que e permitido pela propria distribuicao de probabilida-
de do processo de observagoes. Quando a informagao sobre o siste-

- b o - ) - . . 3 ~
ma e minima, 0 estimador perde seu significado pela agao do com-

portamento assintotico da funcao densidade de probabilidade de Y.

CASO 3 - Vamos assumir um sistema em que X @ um processo gaussia-
no como os anteriores, V um processo qualquer com E [Vz] = uz ’

que resulte em ser Y um processo de Cauchy.

Entao:
' 1
f,(Y) =
7 1 (12+32)
em que E [Yz] = o -
Como:
E [v?] E [x2] + E [v?] e E [x%] = ¢% < =
E [Y2] = o
Usando-se novamente -a eq. (68), teremos:
! 2
- 2Y
z = " (73)
1 + Y '

A eq. (73) esta mostrada na figura 46.

Na hipotese da maxima informagao disponivel ocorrer, este
sistema, no que se refere ao seu estimador, comporta-se como Os
anteriores, reduzindo-se a zero. No caso contrario, i.e., supondo

- . . ~ -' * . .
se minima a informagao disponivel, o estimador perde novamente o
significado. Na curva isso 1mp11ca na aprox1magao dos dois ramos

da curva para o eixo dos X .

0 comportamento deste estimador (Eq.(73)), preve perfei-
tamente a possibilidade de ocorrenc1a de valores muito distancia-

dos de seu valor esperado. Isso Just1f1ca 0 comportamento a331nto



tico da eq. (73), atribuindo a grandes valores* de Y um peso mfni

mo. Para os valores de Y proximo da media o estimador preve pesos

quase iguais.

Esse sistema entac, do ponto de vista de estimagao,e uma

combinagcao dos dois anteriores.

>

.

FIG. 46 - Estimador para processos de Caﬁchy.

‘CASO 4 - Nesse caso vamos analizar mais profundamente o comporta
mento assintotico de um sistema como o estudado no terceiro ca-
so. '

Admita-se Y como um processo estocastico, tal gque sua
funcao densidade de probabilidade tenha o comportamento assinto-
tico de: »

lim £f,(Y) -» —— n > 2
Yoo y . | Yn s

Entao, assintoticamente tem-se:

d |
&5 fy(M =

-n

Yn+1

Portanto, o estimador otimo desse sistema, quando Y> =,

de acordo com (68), sera da forma:

ag n Fs

X -~ v
Y

’ .‘ 3 .
Essa forma de comportamento assintotico mals uma vez e-

* - 0BS,: Assumimos como sempre que todos os processos tem media
nula. Dessa forma, "Grandes Valores" significa grande-

mente afastados da media.
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videncia~-se. Como no caso 3, o estimador nao permite a ocorrencia

de grandes desvios da media.

Por outro lado, nos processos encontrados na vida prati-
ca, a fungao densidade dos processos éstocésticos X, Y, V sao mui
to suaves, i.e., pelo menos a .primeira derivada da funcao densida
de de probabilidadé e continua. Processos com densidade de Lapla-
ce sao muito incomuns.

Na figura 47 mostramos os diferentes tipos de distribui
goes de probabilidade encontraveis na pratica e tambem os tipos
de estimadores correspondentes.

Também. pode-se assumir que na pratica a fungao densidade
de probabilidade nao e assintoticamente maior que a densidade ex-
ponencial.

Em outras palavras, o ruido {V(n)} nao mascara comple-
tamente os valores de X, pois densidades de probabilidades como a

de Cauchy sao muito irreais.

Assim podemos concluir que na pratica o comportamento as
sintotico dos estimadores estara entre linear e duplo-salto, como

os mostrados na figura 47 .

5.4 —,_PREVISKO DISPONDO-SE DE UM CONJUNTO DE OBSERVAGOES.

Nesta secgao propomos uma solugao para o problema de pre-
ver o valor X(n) , sabendo-se {Y(n)} e X(n-1), onde X(n-1)

e o valor previamente estimado de X(n~1).

Lembrando a eq. (59), e adaptando-a a presente situacgao fi

~camos com: ‘
min E [(X(n) - R(n))? | ¥(n), X(n-1)] C(74)
Dessa forma, a forma funcional do estimador de X(n) séri:
X(n) = ¢, [X(n-1), Y(n)] B (75)

Analizemos o problema por partes. Imagine-se a situagao em
que desconhecemos as informagoes {Y(n)} , dispondo-se somente de
X(n-1).

_ Se o comportamento do sistema & dado por (58), o melhor va

lor que se pode obter por estimagao de X(n) sera:



g(y)

-

X

= e [x(n)] = oF &Y

g(y)

FIG. 47 - Os processos praticos e

seus estimadores.
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X(n) = A.X(n~l)
Pois W(n) e V(n) sao processos de media nula.

Da mesma forma o valor mais proximo da realidade que pode-
mos obter por estimacao para Y(n) sera:

Y(n) = X(n) = A.%(n-1)

Porem, voltando ao nosso problema, dispomos das infqrma -
gSes {Y()} , e e logico que estas informacoes adicionais modifi
carao a forma da (74) para:

X(n) = A.X(n-1) + ¢n[Y(n) - A.i(n—l)] (76)
onde @, & desconhecida e geralmente nao linear.

A equagao (76) tem uma estrutura conhecida como preditor-

corretor, referindo-se aos dois termos do lado direito. O primei-

ro termo e chamado de preditor e o segundo de corretor.

Assim, usando (76) e (59), obtemos:

min E [(X(n)~A.%(n-1)-6, [¥(n)-A.%(n-1)])?|Y(n),R(n-1)] (77)
/2 ’ .
Definindo: )
gE(n) = X(n) - A.X(n-1) (78)
e | ]
¢(n) = Y(n) - A.X(n-1) (79)
e, usando a (77), obtemos:
gin B ([E( - balo @112 | o(n), R(a-1)} (80)
n , .
Mas entao, lembrando (59), pode-se escrever:
E(n) = B [s()] . | (81)
pois este problema e equivalente a determinagao de £(n) como -

fungao de ¢(n)
Apresentamos alguns exemplos a seguir da utilizacao da eq.

(81):

Exemplo 1: Suponhamos que &(n) e ¢(n) sejam processos dinde
pendentes e gaussianos. Entao, de acordo com (69),
E(n) =  a ¢(n)

~onde
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e - g = x(nj - A.X(n-1)
conforﬁe (78), entao:
" = X(n) - A.X(n-1)
Assim, a (81) fica: .
X(n) - A.X(n~-1) = a(Y¥(n) - A.X(n-1))
e finalmente:
X(n) = A.X(n-1) + a(¥(n) - A.i(n—l)) (82)
Comparando (82) e (76) verificamos que:
fn = a(Y¥Y(n) - A.X(n-1)

ou seja, f, e linear se os processos envolvidos sao gaussianos.

Exemplo 2: Vamos considerar &(n) e ¢(n) processos indepen

dentes, £&(n) gaussiano, e ¢(n) laplaciano.

De acordo.com (80) e (70) escrevemos:

R K >  ¢(n) 20
g(n) =
-K , ¢(n) < O
onde 02
K = 0’2 ——-—¢-—
3 2

Entao resulta para o estimador de - X(n):
K , Y(n) - A.X(n-1) > 0

R(n) = A.R(n-1) +.
| -K ,  Y(n) - A.R(n-1) < 0

Concluindo, considere-se o caso pratico em que as
distribuicoes de probabilidade de &(n) e ¢(n) sao suaves como

as mostradas na figura 47.

Entao, as analises anteriormente feitas permitem -

nos: afirmar que:
Z(n) = A.%(n-1) + Py(¥(n) - A.R(n-1))

em que @, e uma fungao cujo comportamento situa-se entre as fun
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goes estimadoras mostradas na figura 47, e cuja forma algebrica -
depende exclusivamente das distribuicoes de probabilidade de X,
Y e V.

5.5 - PREDIGAO

Nesse caso o problema difere um pouco em sua estrutura e
reside em determinar X(n+m) , m > 1 , sabendo-se.um conjunto de
n dados, {Y(n)} . Conhecemos o comportamento dinamico do siste-

ma, portanto sabemos que:
X(a+l) .= A.X(n) + W(n)
0 unico problema que.podemos resolver com segurancga consii
te em estimar X(n) , pois sabemos Y(n).
Como entao determinar X(n+m) , m > 1 2

A Unica solugao racional , admitindo que W(n) tem media

nula, sera fazermos:

R (n+1) A.%(n)

K (n+2) A.X(n+l) = Azi(n)

e assim sucessivamente ate:

£(n+m) A"%(n) .

£ importante‘considerar que em cada estagio da previsao a-
cima introduzimos um erro por desprezarmos.o comportamento esto-
castico do sistema. Portanto, somente obteremos bons valores para
X(n+m) se m for peQueno, Portanto este e um esquema de predi-

¢ao de curto prazo.

'5.6 - DETERMINAGAO DA FUNGAO DE CORREGAO

Resta-nos solucionar somente um problema. Como determinar_
o comportamento estatistico de X, Y e V j e assim obtermos @, em
cada caso ?

Nesse caso, somente podemos_dispor'dés observagoes Y(n).
A unica sugestao que podemos fazer e determinar se Y(n) & gaus-

siana, o que podemos fazer aproximadamente atraves de. um teste

chi-quadrado.
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Suponha-se que {Y(n)} & gaussiano, entao
n.
v = 3 17
i=1

tem distribuicao x2 , com 1 grau de liberdade, pois Y;,j depen-

de de Y; , (i =1, ..., n).

Com este.teste poderemos, estabelecendo~se um grau de con-
fiabilidade,determinar se adistribuigao de probabilidade Y(n) e
gaussiana, e consequentemente,yx(n), V(n) tambem o serao.

Caso o teste nao seja plenamente satisfatorio, i.e., muitos

i
valores de V nEo’pertencerem ao intervalo .{Xiax’ Xiin} » ter—-se-
‘3’ ‘ao menos um julgamento do quanto a fungao difere da distribui-
cao de Gauss.
| Como preliminar do capitulo de simulaggo testamos o gera-
dor de numeros gaussianos atraves de um teste de chi-quadrado e
obtivemos bons resultados. Mostramos na figura 48 o resultado des

se teste em 20 amostras de 1000 dados cada uma.
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FIG. 48 ~ Resultado do teste chi-quadrado

aplicado ‘ao gerador Gauss.
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Outra tecnica de grande valor pratico pode ser utilizada -
baseando-nos no trabalho de Wheelwright e Makridakis 17, para ob-

termos previsoes adaptativas..

Esta tecnica consiste em sempre atualizar as fungoes de -
previsao, fazendo uso das novas observagSes a medida que estas
possam ser obtidas. ‘ '

.Dessa forma, as fungaes e seus parametros sao sequencial -
mente ajustadas, de maneira que se reduzirao os erros para a pré
xima previsao.

‘Esta tecnica e repetida ate que um conjunto de parametros_

otimos sejam obtidos.
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CAPITULO VI

6. CONCLUSAO

Nosso trabalho nao tem a prefensgo de ser um trabalho defi
nitivo sobre previsoces. No entanto, esperamos ter alcancgado nosso
objetivo ao tratarmos o assunto de uma maneira unificada e abor-

.dando .todos .0os problemas relacionados. "

Olmétodo que propomos para obter-se previsoes, dentro de
sua caracteristica inerente de recursividade, € bastante geral,
pois explora as propriedades estatisticas dos processos estocasti
cos envolvidos.

A linearidade dos modelos due assumimos nao limita a utili
zagao do processo proposto quanto as possiveis distribuigoes de
probabilidades envolvidas no sistema objeto.

Os sistemas, modelos e processos estocasticos que usamos
sao, mais do que se pode imaginar a primeira vista, parte do coti
diano daqueles que administram e/ou controlam sistemas sujeitos a

estimulos aleatorios.

0 uso dos modelos e do metodo de previsao para calculo de
estimativas & simples, e sua programagao para computadores nao re
quer sofisticagao desde que o problema seja conhecido perfeitameg

te e dados sejam disponiveis.

Evidentemente que, se desconhecermos as distribuigoes de
"probabilidade dos processos estocasticos envolvidos, mesmo que se
tenham dados, o problema se complica e nos parece que, ate onde

vai nosso conhecimento, nao ha solugao conhecida.

A solu¢ao que sugerimos para determinarmos se um conjunto
de dados_teﬁ distribuicao gaussiana ou nao, atraves de um teste
chi-quadrado, somente tem sentido se o comportamento fisico do
sistema sugerir algo sobre a distribuigao. AI entao o teste pode-

ra somente confirmar a suspeita.

Atraves deste trabalho procuramos sempre manter uma linha
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de agao de modo que os resultados pudessem sempre ser obtidos em
computadores grandes ou pequenos. Por causa dessa caracteristica'

desejada optamos sempre por esquemas ou procedimentos recursivos.

Dentre o conjunto de resultados e conclusoes que obtive-

mos, podemos enumerar:

1 - A analise de caracter microscopico dos modelos estocasticos
nos levou a obtengao, embora de um modo muito amplo, dos limites
de utilizacao dos modelos estocasticos lineares. Assim sendo, con
cluimos que os processos estocasticos considerados deverao perten
cer aos sub-espagos de Hilbert em que o processo referido possa
ser obtido de uma base ortogonal de processos de Ruido Branco Gaus
siano. Como consequencia, os processos estocasticos envolvidos de

verao ter variancia finita.

2 - A simulacao e uma ferramenta Util ao problema e eficiente -
mente usada podera determinar o modelo mais adequado a um certo

conjunto de dados.

3 - 0 metodo do estimador de maxima probabilidade € o que tem
"melhores caracteristicas para solucionar o problema de estimagao-

dos parametros que usamos.

4 - A previsao otima nem sempre ¢ linear. Nos casos praticos a
previsao mais adequada situa-se entre linear e parcialmente 1i-
near. A forma funcional da previsao mais adequada depende funda-
mentalmente das caracteristicas estatisticas dos processos esto-
casticos envolvidos. Destas, a funggo densidade de probabilidade’
da variavel observada e a mais importante, pois define exclusiva-
mente o termo de correcao no ésquema recursivo de predigao-corre-

cao que adotamos.

5 - Testes estatisticos sobre as distribuigoes de probabilidade
poderao ser Uteis na determinagao das distribuicoes dos dados,mas
somentée o conhecimenfo previo ou o estudo do comportamento fisico
dos sistemas poderao definir a distribuigao de probabilidade de '
um determinado conjunto dé dados oriundo do sistema. A repeticao
dos testes, auxiliado pelo feedback dos resultados obtidos, pode-
ra levar ao estabelecimento de critérios de avaliacao dos results

dos dos testes.

6 - Esquemas adaptativos sao facilmente estabelecidos e apresen

tam excelerntes resultados, levando ineclusive a obtengao de um con
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junto de parametros otimos. O esquema adaptativo deve ser utiliza
dos principalmente nos sistemas dinamicos, em constante mutagao ,

como 0s sistemas economicos.

Na realidade, existe uma grande dificuldade em obter-se o
modelo a partir dos dados. Deve-se complementar estas informagoes
com conhecimentos a priori sobre o sistema e sobre o comportamen-—
to fisico do processo, porque os dados disponiveis sao limitados.
Mesmo se possuirmos muitos dados, nao poderemos dar-lhes total
confianga porque muitas mudangas ocorrem e afetam indiretamente
os sistemas. |

Para obtermos os. parametros A e .B fizemos a,aproximagao de
que nao ha erro nas observagoes Y , i.e., Y = X . Postefiormente,
a determinagao de A e B., consideramos observagoes com ruido para
- prever X .

Nossa aproximaggo e melhor, se conhecermos os parametros '
do modelo. Caso contrério, nosso metodo de determinaggo dos para—
metros e da previsao e sub-otimo.

Assumimos modelos recursivos para previsoes pela facilida-
de dé computacgao. No entanto, pode ocorrer que, se a exatidao das
previsoces & um requisito importante, os modelos nao recursivos se
jam melhores.

Finalmente sugerimos um esquema de évango cronoIEgico so-
bre o problema pratico de previszo, e que mostramos graficamente

na figura 49.

INFORMAGOES A PRIORI : J
SOBRE O SISTEMA
DADOS
+
r- = MODELAGEM PREVISAO FT*
I !
! T I
) |
; IDENTIFICAGEO }
|
| l
r B ESQUEMA | ]
- ADAPTATIVO

FIG. 49 - Esqhemé de avango cronologico do problema
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Observe-se o relacionamento indissoldvel entre a Modela -
gem e a Identificacao, pois a Identificacao faz uso do Modelo e
fornece parametros para o mesmo. Informagoes a priori sao indis-
pensaveis para um problema fisico real. Evidentemente que um es-
quema adaptativo so funcionara apos o primeiro ciclo do prdblema,

i.e., apos a obtencao da primeira previsao.
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NOTACAO E SIMBOLOGIA USADA

1. ESCALARES

a,b :  coeficientes do modelo escalar
X,U,y eomponentes dos processos aleatorios
t : tempo em sua forma continua
n : tempo em sua forma discreta
\4 : um experimento
u : media
o2 : variancia
B : coeficiente da transformagao de estado
a : parametro de distribuigoes de probabilidade
R : risco esperado '

2. VETORES

X,Y : processos . estocasticos

W : processo de Ruido Branco Gaussiano
\Y : processo de Ruido Branco Generico
e : vetor dos parametros de um modelo
) : vetor'dos estimadores do modelo

3. MATRIZES

A,B,C,D : matrizes coeficientes dos modelos vetoriais

A : matriz de covariancia

4. FUNCOES ESCALARES

£(.) : funcao densidade de probabilidade
£(.1.) : fungao densidade de probabilidade condicional
F(egosoense) ¢ funcgo densidade de brobabilidade cohjunta
F(.) : _fungao densidade de probabilidade acumulada
F-l(¢.) : funéao densidade de probabilidade acumulada in-
’ versa. ‘
Exp{.} ¢ exponencial

SJK : fungao salto (Delta de Kronecker)



g(.)
g(.)
v (.)
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fungao generica de correcgao

fungao distribuigao de probabilidade genérica
fungao generica de previsao

5. FUNGCAO DE CONJUNTO

BP{.}

P{.].}

6. CONJUNTOS

7. OPERADORES

E[.J
EL-1-]
)"

probabilidade

probabilidade condicional

conjunto indicial’
espago amostral
conjunto dos resultados da Hipotese 0

conjunto dos resultados possiveis na Hipotese 1

espectancia
espectancia condicional

transposto

derivada

integral

determinante
produto interno
somador

produtorio

I
([l =)
=
[

i=1

espago euclideano de_dimensgo n
espago de Hilbert '
sub-espago do espago de Hilbert -



10. SIMBOLOS

L]
[

_-)::«AID a LX— o

pertence a
perpendicular a
dado que

qualquer

uniao

igual por definigao
conjunto (processo)
modulo

valor estimado de

100
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