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RESUMO:

A presente dissertagdao apresenta um estudg dos aspectos
tedricos e numéricos do problema de posicionamento de pdlos por
realimentagao de estado em Sistemas Lineares Multivaridveis,
invariantes no tempo. Nesta também se desenvolvem e implementam

algoritmos numericamente estdveis para solugdo do problema.

Propdoe-se também neste trabalho, um algoritmo baseado na

abordagem de desacoplamento com distribuigdo do esforco de

controle entre todas as entradas. Através da analise de
resultados obtidos com este e outros algoritmos, comprova-se que
este algoritmo é numericamente confiavel, apresentando

geralmente solugdes adequadas para o problema.

Os algoritmos foram implementados em microcomputador
compativel IBM-PC, em simples precisao, usando-se linguagem
Fortran-77. Adotou-se um conjunto de regras bdsicas para a
codificagdao estruturada, foi pré-definido um plano de testes
para a integragdo e validagdo de cada um dos algoritmos e
utilizou-se, na maior parte dos casos, procedimentos

numericamente confidveis e computacionalmente eficientes.



ABSTRACT

The present dissertation 1is a study of the theoretical and
numerical aspects of the problem by pole placement by state-
feedback in Multivariable ILinear Time-invariant Systems. It
also deals with the development and implementation of

numerically stable algorithms to solve this problem.

In the present work, an algorithm based on the approach of
decoupling with control-effort distribution among all the imputs
is proposed. Trough the analysis of the results obtained with
this and other algorithms, it is verified that this algcrithm is
numerically reliable and generally presents suitable solutions

for the problem.

The algorithms were implemented in compétible IBM-PC
microcomputers, in single-precision, using Fortran-77 lanquage.
For the structured codification a set of basic rules was adopted
and a test-schedule was pre-defined for the integretion and
validation of each algorithm. In most of the cases numerically

reliable and computionally efficient procedures were used.



Capitulo 1

INTRODUCAO:

Os avangos tecnoldgicos na drea de informdatica, colocam a
disposigao do engenheiro de controle, atualmente, ferramentas
poderosas que viabilizam a implementacdo de resultados tedricos
j4 conhecidos e, ainda, induzem novos desenvolvimentos na drea
de controle e automagao de sistemas complexos. Para atender a
estas necessidades, desenvolveram-se, paralelamente, pacotes
computacionais orientados a andlise, projeto e implementagdo de
sistemas de controle (Jamishidi, 1985), com o objetivo de
auxiliar o projetista na escolha das opgdes mais adequadas a
solugao de um dado problema. Nestes pacotes, o esforg¢go
computacional associado & implementagdo de uma metodologia &
transparente ao usudrio, que exige, em contrapartida, qualidade
nos resultados. Assim, os algoritmos colocados a sua diéposigéo
devem ser numericamente robustos, computacionalmente eficientes

e solucionar problemas com diferentes graus de complexidade.

O problema central em teoria de controle 1linear, enfoque
por varidveis de estados, é o de encontrar uma Matriz de
Realimentacao de Estados (MRE) tal que os pdlos do sistema em
malha fechada tenham valores pré-estabelecidos. Este problema
caracteriza-se por apresentar varias solugdes para um mesmo
conjunto de autovalores, devido aos varios graus de liberdade,
para o caso multivariavel, encontrados na solucgao do problema.
Neste contexto, varias formas de abordagem da solugao sao

possiveis, dentre as quais destacam-se:
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- a redugao a um unico problema monovariavel;
- a redugdo a um determinado numero de problemas monovaridveis;
- a solugdo através da equacao de Lyapunov;

- e a solugao direta do problema.

Para cada uma destas abordagens, vdrios algoritmos, na sua
maioria matematicamente corretos, tem sido propostos. No
entanto, por se tratar basicamente de um problema inverso ao do
calculo de autovalores, onde estdo envolvidas todas as questdes
inerentes a autoestrutura de matrizes (Sstewart, 1973), os
resultados numéricos apresentados pela maioria podem diferir, em
maior ou menor grau, da solugdo correta.

O objetivo deste trabalho é estudar os aspectos tedricos e
numéricos do problema de posicionameneto de pdlos por
realimentagdo de estados em Sistemas Lineares Multivaridveis,
invariantes no tempo e desenvolver e implementar algoritmos
numericamente confidveis para solugao do problema. Com este
objetivo apresenta-se, no prdximo capitulo, a formulagao do
problema, seus aspectos tedricos e numéricos e, devido & sua
importancia no contexto do problema, apresentam-se, também, oOs
aspectos numéricos e computacionais da verificagao da
controlabilidade. Ainda neste capitulo, descrevem-se e discutem-
se os principais algoritmos numericamente estaveis para a
solugao dos casos monovaridvel e multivaridvel. A seguir,
descrevem-~se nos capitulos 3, 4 e 5 os algoritmos de
"Luenberger", apresentado em (Chen,1984) como Método 1II, o
algoritmo de Patel apresentado em (Patel,1985) e o algoritmo

proposto, respectivamente. Estes trés algoritmos utilizam como



estratégia de solugdo, a abordagem do desacoplamento com

distribuigao do esforgo de controle entre todas as entradas.
Embora o objetivo deste trabalho seja o desenvolvimento de
algoritmos numericamente estdveis para a solugdo do problema de

posicionamento de pdlos por realimentagao de estados e apesar do

algoritmo de Luenberger ser numericamente instdvel, sua
descrigao neste trabalho justifica-se, tendo em vista que este é
a base conceitual para o desenvolvimento dos algoritmos de Patel
e Proposto. No Capitulo 6 apresentam-se o0s detalhes Ade
implementag3o computacional destes algoritmos e, através de
resultados obtidos, avalia-se o comportamento numérico destes e
dos algoritmos de Petkov, apresentado em (Petkov,1986) e de
Kautsky, apresentado em (Kautsky e outros,1985), e a robustez
numérica das solugdes encontradas. Esta avaliagdo é feita

utilizando-se como critérios: os desvios entre os autovalores

efetivamente posicionados e os desejados: a sensibilidade dos

autovalores da matriz de malha fechada e a norma de Frobenius da

MRE _encontrada na base original do sistema. Com esta avaliagao,

comprova-se a eficiéncia numérica do algoritmo proposto e a sua
superioridade em termos de posicionamento de pdlos, com relacao
aos demais algoritmos gque utilizam a mesma forma de abordagem da

solugao.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1- Introducao:

O problema de posicionamento de pélosvde sistemas lineares
multivaridveis é formulado neste capitulo, apresentando-se 0s
seus aspectos tedricos e numéricos. A verificag3o computacional
da controlabilidade é abordada, e descreve-se e discute-se os

principais algoritmos numericamente estdveis para a solucdo dos

casos monovariavel e multivaridvel.

2.2- Formulacao do Problema:

Considere o sistema 1linear multivaridvel, invariante no

tempo, descrito pelo sistema de equacgdes :

p(x(t)) = Ax(t) + Bu(t) (2.1)

cx(t) (2.2)

y(t)

onde: "p" denota o operador diferencial (d/dt) ou o operador
avango, para sistemas continuos e discretos no
tempo, respectivamente, e x(t) € R*, u(t) € RP, y(t) € RY,

A € R, B€ R*™™F e C € RY" .,

O posicionamento de pdlos por realimentacao de estados
(PPRE) consiste em encontrar uma matriz de realimentacdao de

estados (MRE); K € R , da lei de contrcle:

u(t) = Kx(t) + r(t) (2.3)

tal que o conjunto de pdlos do sistema em malha fechada:



p(x(t)) = (A + BK)x(t) + Br(t) (2.4)

se encontre em valores pré-definidos no plano complexo, tomando-

se os pdlos complexos em pares conjugados.

A solugao do problema existe, e n3o ¢é udnica no caso
multivaridvel, se e somente se o par (A,B) é controlavel, ou se
os modos n3o controlaveis pertencem ao conjunto dos autovalores

desejados (Wonham, 1969).

No caso em que o vetor de estado nao é totalmente
acessivel, supondo-se o par (A,C) observavel, utiliza-se um
observador de estado adequado. Neste caso a solucao do problema
de PPRE &€ calculada independentemente do problema de observagao
(Principio da Separagao), podendo-se, com base no Teorema da
Dualidade, utilizar a mesma ferramenta para o projeto do

observador (Chen,1984).

O PPRE em sistemas lineares multivaridveis caracteriza-se
por apresentar vdrias MRE como solugdo para um mesmo conjunto de
autovalores, devido acs varios graus de liberdade encontrados na
solugao do problema. Isto se deve as vdrias combinacgdes

'd . [)
possiveis que se pode realizar, entre as entradas acopladas, na
agao sobre uma determinada variavel de estado. No caso
monovaridvel, o acoplamento inexiste e a solugdo nao apresenta

graus de 1liberdade.



2.3- Formas_de Abordagem da Solucao:

Dentre as formas possiveis de abordagém da solugao do
problema multivaridvel, sob a hipdtese de controlabilidade,

destacam-se (Chen,1984):

1) a redugao a um unico problema monovaridavel. Por exemplo,
através de uma MRE arbitrdria K, torna-se a matriz A = A + BK
ciclica (Chen, 1984) e, pela escolha de um vetor v € R',Atambém
arbitrdrio, torna-se o par monovariavel (X,Bv) controlavel por

uma unica entrada.

2) a reduééo a um determinado numero de problemas monovariaveis,
correspondente a um desacoplamento do sistema. Este
desacoplamento estd relacionado com um determinado critério de
escolha de uma matriz transformagao, construida a partir de n
colunas linearmente independentes da matriz de controlabilidade

U a seguir:
U=(B:2AB : ... : A"'B) (2.5)

3) a solucao através da equagao de Lyapunov. Neste caso,
escolhe-se uma matriz ciclica F € R"*” e uma matriz arbitradria
K€ R?*" , tais que o par (F,K) seja observdvel, o espectro de F,
G(F), seja o conjunto de autovalores desejados e ((F)NG(a) = #.

Seguramente existe uma matriz T € R"*"™ nao singular, tal que:
g9 g9 q

T (A + BKT )T = F (2.6)



A partir de (2.6) obtém-se a equagdo de Lyapunov seguinte,

cuja solugao é a matriz T desejada:
AT - TF = -BK (2.7)
onde: K = KT,
e consequentemente:
K = Kr-! (2.8)

4) a solucao direta do problema, geralmente reduzindo-se o par

(A,B) a uma forma adequada.

Para cada uma destas abordagens varios algoritmoé, na sua
maioria matematicamente corretos, tém sido propostos. No
entanto, a solugdao para sistemas de dimensao média ou elevada,
- s6 é viavel através do uso de computadores e, devido a precis3o
finita destes, os resultados apresentados pela maioria podem
diferir, em maior ou menor grau, da solugdao correta. Por outro
lado, a nao unicidade da solugdc conduz a obtengdo de diferentes
MRE, dentro do conjunto de solugdes possiveis, através de
diferentes algoritmos confidveis. Neste contexto, & necessirio
que certos critérios de avaliagao da solugdo sejam adotados,

conduzindo a um conjunto de solugdes mais restrito e

qualitativamente melhor.



2.4- Aspectos Numéricos e Critérios de Avaliacao da Solucao:

Neste item sdo apresentados primeiramente alguns conceitos
badsicos de andlise numérica inerentes ao problema (Stewart,1973;

Wilkinson,1965) e, logo apds, critérios de avaliagao da solugido.

2.4.1- Aspectos de Analise Numérica:

-~ Condicionamento de um problema: o© condicionamento de um
problema mede o comportamento das solucdes em face de
perturbagodes nos dados. Assim, um problema é considerado
bem-condicionado, quando, apesar de perturbagoes nos dados,
devido, por exemplo, as 1limitagdes prdticas de representacio
destes, ¢é possivel encontrar uma solucdao prdxima da correta;
caso contrario, o problema é mal-condicionado. O condicionamento
é uma caracteristica importante, inerente ao problema, e esta

relacionada a sua representacdo matemdtica (Wilkinson,1965).

Para a avaliagao do condicionamento de um problema
representado na forma matricial, em relagcdao a sua auto-
estrutura, destacam-se as medidas que indicam o grau de
sensibilidade global do problema e as que indicam a
sensibilidade de cada autovalor independentemente
(Wilkinson,1965). Utiliza-se como medida de condicionamento
global de uma matriz A € R"*" o numero de condicionamento k,,

definido a partir da matriz X dos autovetores pela relacgao:

k, (a) = “x"z -“Xd“z (2.9)



onde:||.|l, representa a norma-2 de uma matriz.

Como medida da sensibilidade de um autovalor A; de
A € R"""™ utiliza-se o nimero de condicionamento|s;-!|, definido
a partir dos autovetores normalizados a direita e a esquerda de
A, y; e X{, respectivamente, associados com o referido autovalor

(Wilkinson,1965), pela relacao:
-1
lsi* ] = |y =l (2.10)
onde: |Ix;ll, = lly:lt, =1

- Estabilidade numérica de um algoritmo: a estabilidade numérica
de um algoritmo mede o desvio da solugdo encontrada pelo
algoritmo adotado em relagao & solugdo exata. Um algoritmo &
numericamente estavel guando produz uma solugao prdxima a exata,
para o problema com os dados 1ligeiramente perturbados; caso

contrario, o algoritmo é numericamente instdvel (Stewart,1973).

A estabilidade Ade um algoritmo pode ser avaliada
utilizando-se o método de andlise de erro (Wilkinson,1965;
Stewart,1973), através do qual se contabiliza o erro total de
arredondamento acumulado nas operacgdes aritméticas executadas no

computador.

Os dois conceitos apresentados, o de condicionamento de um
problema e o de estabilidade numérica, s3o independentes e as

seguintes consideragdes s3o importantes (Chen,1984):



- a utilizacao de algoritmos numericamente estaveis para
resolver problemas bem-condicionados geralmente apresentara bons
resultados, o que ndo é garantido no caso de problemas mal-

condicionados;

- quando o método é numericamente instdvel, o resultado deve ser
cuidadosamente examinado, independentemente do condicionamento

do problema;

- no projeto ou na implementagao dos algoritmos, caso haja a
necessidade de se utilizar procedimentos numericamente nao-
confiadveis ou instaveis, deve-se fazé-lo t3ao ao final do

algoritmo quanto possivel.

- Transformagoes ortogonais: com o objetivo de simplificar o
problema, a maioria dos algoritmos propostos reduzem a
representagao original do sistema a formas ﬁais adequadas,
através de transformagoes de similaridade sobre o par (A,B).
Tais redugdes sdo, em geral, fontes de instabilidade numérica.
No entanto, uma classe de transformagdes, chamadas ortogonais,
sao0 numericamente estaveis. Estas s3o realizadas utilizando-se
matrizes ortogonais gque apresentam as seguintes caracteristicas

(Stewart,1973):
- para uma matriz ortogonal Q, tem-se: Q- = QF;

- nao modificam o condicionamento do problema;

10



- facilitam a andlise de erro, pois as normas espectral e
euclidiana sdo invariantes sob estas transformagoes,
possibilitando a fdcil verificagdo da estabilidade numérica de

um determinado algoritmo.

Geometricamente, estas caracteristicas podem ser
facilmente visualizadas pois através deste tipo de
transformagdes mantém-se a representacdo do sistema ainda numa
base ortogonal. As transformagcoes ortogonais usadas neste

trabalho, sao (Wilkinson,1965; Stewart,1973):

a) Rotagao de Plano: dado um vetor v € R", a rotagao de plano
que anula o elemento v; com o elemento v; é realizada através de

uma matriz ortogonal G € R"*", tal que:

G:.; (v,...v;...vj...v..).r = (Vyeee¥, «e.0...v,) (2.11)
onde: % 3
|
1 ... 0 ... 0 ,.. 0...0
0...1...0...0...0
G;'j = OocoOoo-doooﬂ . 00 0"1
0 e o O o = eo e ol oo Oﬂ-j
eee 0 ..o 0 .. 0 ... 1
o« = V; / (V.z + Vj')“2 (2.12)
p = v; / (V-,' + VJ'. )Ug (2.13)

b) Transformacao de Householder: é realizada através de uma

matriz ortogonal e simétrica H € R"*", tal que:

11



Hv =Tlivll,. e, (2.14)

onde: e, = (10 ... 0)%;

H=1- (uu") /p (2.15)
u=-e, +v /tivl, (2.16)
p=1+v, /1, (2.17)
T = sgn (vy) (2.18)

A transformagao de Householder, comparativamente & rotagao

de plano, é computacionalmente mais eficiente.

2.4.2- Critérios de Avaliacao _da Solucao:

Adota-se, neste trabalho, como critérios de avaliacao da

solugao:

a) Estabilidade numérica do algoritmo: tem por objetivo avaliar
a solugao apresentada pelo algoritmo com relacdao a uma soluc3do
exata. Os algoritmos gque utilizam procedimentos numericamente
estdveis s3o, em geral, numericamente estdveis. A utilizac3o de
um procedimento numericamente instdvel, torna o algoritmo também
numericamente instdvel. Este critério conduz & uma validacio da
solugao encontrada baseada na proximidade dos autovalores da

matriz de malha fechada com os desejados.

b) Robustez da solugao: avalia a sensibilidade dos autovalores
da matriz de malha fechada, obtida a partir de uma MRE

encontrada, com respeito a perturbacdoes nos coeficientes das
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matrizes do sistema e/ou da MRE, garantindo a eficiencia da lLei
de Controle no gque se refere ao posicionamento de pdlos. Neste
sentido, pequenas perturbagcdes nos parametros do sistema nao
deverao provocar grandes desvios nos autovalores alocados. Um
aspecto importante deste critério é gque a minimizagdo da
sensibilidade dos autovalores da matriz de malha fechada garante
também a minimizaga@o dos limites superior e inferior da resposta

transitdoria do sistema (Kautsky,1985).

c) Norma da MRE: com este critério seleciona-se uma MRE de menor
norma, tal que o esforgo dispendido na agao de controle seja
minimizado. Deve-se ressaltar a vinculagao deste critério com o
anterior, pois o atendimento do primeiro 1limita a norma

espectral da MRE (Kautsky,1985).

A adogdo desses critérios conduz a redugdao do numero de
algoritmos recomenddveis de serem  utilizados na solugao do

problema via computador.

2.5- Verificacao da Controlabilidade:

Outro aspecto importante do ponto de vista tedrico e
numérico, na solugao do problema, €é o da verificagdo da
controlabilidade. Dentre os métodos utilizados para verificacao

computacional destacam-se (Chen,1984):

1) calculo do posto da matriz de controlabilidade (2.5): se

Pe

posto(U) = n, entdao o sistema é controldvel.
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2) calculo dos postos das matrizes zZ; = (B : A - )\; I) para
i=1,2...n : se posto (Z;) = n, \Yi, entdo o sistema &

controlavel.

3) comparagao entre os autovalores das matrizes A e (A + BF),
onde F € RP*" é uma matriz arbitraria: o sistema é controldvel se
e somente se existir no minimo uma matriz F tal que os

autovalores de A sejam distintos dos de (A + BF).

4) redugao do par (A,B) a forma bloco de Hessenberg (FBH)

através de transformagdes ortogonais.

Todos os procedimentos desenvolvidos a partir dos trés
primeiros métodos, em varios casos, apresentam resultados nao

confidveis. Isto se justifica pelos seguintes motivos:

- embora o posto possa ser calculado através da "Decomposigao em
Valores Singulares" (Stewart, 1973), que é um método
numericamente estdvel, o condicionamento da matriz U deteriora-
se a medida que a dimensdo n do problema aumenta. Neste caso, os
angulos entre as ultimas colunas de U tendem a diminuir a
medida que n aumenta, dificultando a andlise computacional da

dependéncia linear.

- apesar do método QR para cdlculo dos autovalores ser
numericamente estdvel, os resultados n3ao sao confidveis em casos

mal condicionados (Wilkinson,1965).
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O método baseado na redugaoc do par (A,B) para a FBH
(An/Bu) também denominada forma canonica ortogonal, foi
sugerido por varios pesquisadores, entre eles Van Dooren (1981),
paige (1981), Eising (1981) e Patel (1982). Embora outras
transformagoes ortogonais sejam possiveis, como garantia de bom
comportamento e eficiencia computacional, utiliza-se a

transformagao ortogonal de Householder. A FBH é da seguinte

forma:
A:‘.:L Aa.a ¢ v A:L.K"':t. Ai:l‘l A:L@
AZ‘.:& Am:-. 2 0 A;i'.. [l 8 A;;'.,N 0
Y Bya LR Ay, ks Ay i o
A, =| . . . . : By =| . (2.1
0... 0  vv By xes A 0
onde: A;; € R™ %%
posto (A;,i.3) =n;, i =1...k e
K
k é o menor inteiro tal que ng, = 0 ou Z:n; = n.
i1
K
A controlabilidade se verifica guando 2:11; = n,
&

o que é equivalente ao posto da matriz de controlabilidade ser
mdximo. Os inteiros n; e k sao denominados, respectivamente,

fndices de Kronecker e fndice de controlabilidade do sistema.

Este procedimento também permite separar os modos
controlaveis do sistema, efetuando uma decomposigao equivalente
a decomposicao de "Kalman" (Chen,1984) e, além disso, é
utilizado em varios algoritmos como passo inicial das

transformacdes necessarias.



2.6- Alqgoritmos Numericamente Estaveis para Solucdo do Problema:

S3o0 apresentados, a seguir, algoritmos para solugdo do caso
monovariavel e, posteriormente, os utilizados no caso
multivaridvel. Os primeiros podem ser usados indistintamente
quando o problema multivaridvel é reduzido a um ou mais casos

monovariaveis.

2.6.1- Caso Monovariavel:

Considere o sistema linear monovariavel, invariante no

tempo, controlavel, descrito pela seguinte equagao:

p(x(t)) = Ax(t) + bu(t) (2.20)

onde: x € R", u(t) € R, A € R"™™ e b € R".

£ necessdrio achar um vetor 1linha k € R™ , tal gue os
autovalores da matriz de malha fechada A = A + bk sejam os
desejados. Como j& mencionado anteriormente, a solugao existe e

é unica.

Dentre os algoritmos propostos que utilizam somente
transformagoes numericamente estdaveis, para solugao deste
problema, destacam-se os apresentados por Miminis
(Miminis, 1981), Patel (Patel, 1984) e Petkov (Petkov e
outros,i986). Estes algoritmos tém em comum os seguintes

aspectos:

16



1) reduzem o par (A,b) para

(FsIH), (&,b),

a Forma Superior Irredutivel de

Hessenberg através de transformagdes ortogonais
de Householder. A FSIH é como segue:
Q54 g2 By sss Ay, n-a A4 .0 A
~ Qs Auz Azs e B, mes Az, ~ 0
A=PAP-t=| O a,. asa Q4,44 8zm.n| i PP O (2.21)
O O o an R Rt S an (] O
onde : a; ;., # O, para i=1,2,...,n, uma vez que
o par (A,b) é controldvel;
2) reduzem a matriz de malha fechada Xg = A + bk a Forma Real de
Schur (FRS) (Miminis,1982) a seguir, onde os blocos 2x2 e os
escalares da diagonal contém os autovalores desejados:
b SR pI 4
0 A, ¥ 0¥ ™ Lo
A. = |0 O oy Pu X » X (2.22)
0 O v, §; ~ > 0%
0 o 0 0 o, Ao
0 0O 0 O Yo §a

3) os dois primeiros

algoritmos citados

sao baseados no método

QR para calculo de autovalores.

a) Algoritmo de Petkov:

A idéia central

outros, 1986) é a seguinte:

do algoritmo proposto por Petkov (Petkov e

17



- desde gque as matrizes A e Ac = A + bk estao na forma de
Hessenberg e diferem somente na primeira linha, é possivel
~

encontrar um autovetor da matriz A,, assocciado a um

autovalor desejado, antes de calcular k.

Neste algoritmo, na alocagdao de um autovalor l; real, é
efetuado um conjunto de rotagoes de plano .com o objetivo de
anular todos os elementos do autovetor associado, exceto,
evidentemente, o primeiro. Estas transformagdes s3o aplicadas
nas matrizes A e K; e, pela condigao de alocacao de autovalor
adotada, obtém-se uma equagao para um elemento da matriz k. No
caso de um autovalor complexo, um procedimento similar baseado
em aritmética real é wutilizado e dois elementos de k sdo
determinados. Como A e Zc permanecem na forma de Hessenberg, é
possivel repetir o procedimento até a alocagaoc de todos os
autovalores. Em cada etapa o algoritmo trabalha com um
subsistema de dimensd3o uma ou duas unidades menor e as rotagdes
de plano sao determinadas para um autovetor deste. No final do

processo obtém-se wuma matriz ortogonal Q, e um vetor de

realimentagao de estados E, tal que:
Q"(A + bK)Q = S (2.23)

onde: Q é a matriz que representa todas as rotagoes
efetuadas;

S é€ a matriz final na FRS.

O vetor de realimentagdao de estado em relacdo a base

original é calculado por:
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k = kPQ (2.24)
onde: P é a matriz que reduz o par (A,b) para a FSIH.

b) Algoritmo de Patel:

O algoritmo proposto por Patel (Patel,1984;1985) baseia-se
no método QR com deslocamento implicito, permitindo, como no
caso anterior, a utilizacao de aritmética real na alocacdo de
autovalores complexos. O deslocamento é efetuado sobre a matriz
de malha aberta Z, onde se calcula uma matriz ortogonal P; a
cada alocagao de um autovalor, que anula o elemento
Q. n-y da n-ésima linha da matriz (A - A;I), no caso de A;
real, e os elementos a,;,-, e Qn.n-g ,» também da n-ésima
linha do produto das matrizes (A - MI) e (A - X*I), quando
A, e A;‘ sao complexos conjugados. Na alocagao de um autovalor
real ou par de autovalores complexos conjugados, semelhantemente
ao algoritmo anterior, determina-se um ou dois elementos do
vetor de realimentagao de estados E, respectivamente. No
entanto, devido as transformacdes efetuadas a cada alocacgao, é
necessario gue se utilize um processo de atualizagao do vetor E,
referenciando-o sempre ao sistema de coordenadés definidas para
o par (A,g). Quando o Ultimo autovalor alocado é real ou quando
os ultimos alocados s3ao um par de complexos conjugados, onde nao
sao efetuadas transformagoes, é necessario também,
contrariamente ao proposto por Patel em (Paté1,1984), que se
referencie o elemento, ou os elementos, de E encontrado(s), ao

sistema de coordenadas do par (K,b). No final do processo de

alocagao, obtém-se equacOes similares a (2.23) e (2.24).
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c) Algoritmo de Miminis:

O algoritmo proposto por Miminis (Miminis,1981); baseia-se
também no método QR com deslocamento implicito, que &, no
entanto, efetuado sobre a matriz de malha fechada i‘, gque se
encontra na forma de Hessenberg e tem sua primeira 1linha

P

desconhecida. Este algoritmo é executado em duas etapas:

1) varredura direta: reduz-se a matriz Zc a FRS, com os
autovalores desejados alocados em blocos 2x2 ou escalares da
diagonal e com os elementos acima desta desconhecidos.
Semelhantemente ao algoritmo de Patel, na alocagcao de um
autovalor real A; ou par de autovalores complexos conjugados Ay
e A", determina-se uma matriz ortogonal P; que anule o
elemento a, ,.; da n-ésima 1linha da matriz (& - A\;I) ou os
elementos a@a.n-2 € 8a,n-§ s também da n-ésima linha da matriz
(A - 2\;I) x (A - A1), respectivamente. A cada alocagao, uma

transformacao representada por P; é aplicada em Ac.

2) varredura inversa: onde determina-se a linha desconhecida de
Ac . Isto ¢é realizado, recursivamente, a partir do (n,n)-ésimo
elemento da matriz na FRS, no caso do ultimo autovalor alocado
ter sido real, ou a partir da primeira linha do Ultimo bloco da
referida matriz, no caso dos ultimos autovalores alocados terem

sido complexos. Neste processo, utiliza-se os elementos

correspondentes as transformagoes efetuadas.

A seguir, calcula-se k, como segue:



k; = (ac,; - as;) / a,, comi=1,2...k (2.25)

onde: ac.,, ; representa o i-ésimo elemento da primeira

linha de 5¢;

a;,; representa o i-ésimo elemento da primeira linha
~
de A;

~
- .

~
k; representa o i-ésimo elemento do vetor k.

2.6.1.1- Consideracoes Sobre os Algoritmos:

Algumas consideragdes sobre os algoritmos para solugao do

caso monovariavel, apresentados anteriormente, devem ser

destacadas:

1) No algoritmo de Petkov os elementos dos autovetores sao
calculados de forma recursiva: para sistemas de dimensao elevada

e mal-condicionados, este processo traz problemas numéricos.

2) No algoritmo de Miminis sao efetuadas divisodes por A(onde g
representa um elemento da matriz de rotagac de plano) na
varredura inversa: em problemas mal-condicionados, este elemento
pode se tornar bastante pegqueno, provocando instabilidade
numérica. Em (Miminis,1984) é apresentado um procedimento para o
calculo de k, onde se elimina o problema anterior, sendo gque, no
entanto, ha necessidade de armazenamento de todas as
transformagoes executadas durante o processo de alocagao. Este

fato torna este procedimento desvantajoso do ponto de vista de

ocupacac de memdria.
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3) O algoritmo de Patel apresenta propriedades numéricas
satisfatdrias, além de ser conceitualmente simples e facil de

ser implementado.

2.6.2~ Caso Multivariavel:

A seguir - sao discutidos os principais algoritmos

numericamente estéveis'para solugao do caso multivaridvel.
a) Algoritmo de Patel:

Dois algoritmos propostos por Patel (Patel e Misra,1984;
Patel, 1985) ambos com caracteristicas numéricas desejdveis,
utilizam a abordagem de desacoplamento do sistema original como
meio de solucionar o problema. Como citado em 2.3, a estratégia
de desacoplamento estd relacionada com a forma de escolha de n
colunas 1linearmente independentes da matriz U. Assim, entre os
algoritmos propostos por Patel existe uma diferenga fundamental
no desacoplamento: no primeiro (Patel,1984), este é obtido
concentrando o esforgo de controle entre as primeiras entradas,
enquanto no segundo (Patel,1985), as agdes de controle sao
distribuidas entre todas as entradas. Apds o desacoplamento, a
MRE pode ser obfida utilizando-se gqualquer um dos algoritmos

apresentados anteriormente para 0 caso monovariavel.

a.l) no primeiro algoritmo (Patel, 1984), obtém-se o

desacoplamento reduzindo-se a representagao do sistema original



4 uma forma bloco triangular superior (FBTS), através de uma

transformagao ortogonal, representada aqui por T, tal que:

Acu Byz ... A, Pes Dbuz ++. bup

- o A;’;! LI ] 2" - 0 bmg . a8 bm’
A=TAT "=} . . . ; B=TB=] . . . [(2.26)

0 O ... A, . 0 0 ...B,,,
onde: A;; , i=1,2,00., ., sdo matrizes  A;xpi , na

Forma Superior Irredutivel de Hessenberg (FSIH);

b-

v, !

comi =1,2,..., , sao vetores ‘f:xl, que tém a
seguinte estrutura: b;,; = (x o . . . o)T;

/9 representa o menor nimero de entradas, a partir da
primeira, com os quais é possivel controlar o sistema;

‘F; representa o numero de varidveis de estado
controladas pela entrada p;, nesta estratégia de

desacoplamento.

a.2) no segundo algoritmo (Patel, 1985), obtém-se o
desacoplamento reduzindo-se o par (A,B) em (2.1) para (a,B) numa
Forma Bloco Triangular Inferior (FBTI), utilizando-se os
seguintes procedimentos numericamente estaveis: rotagao de
plano, pré-realimentagdao de estados, permutagao de 1linhas e
colunas e transformagoes ortogonais de Householder. Este

algoritmo serad apresentado detalhadamente no capitulo 4.
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b) Algoritmo de Cavin-Bhattacharyya:

O algoritmo proposto por Cavin e Bhattacharyya (Cavin e
Bhattacharyya,1982) utiliza a terceira abordagem de solugao
apreéentada no item 2.3, usando os graus de liberdade para
tornar a matriz T, solugcao da equagao de Lyapunov (2.7), a
melhor condicionada quanto possivel. Com isto, é sensibilidade

as perturbagdes da matriz de malha fechada é minimizada.

c) Algoritmo de Kautsky:

O algoritmo propostoc por Kautsky (Kautsky e outros,1982)
também utiliza os graus de liberdade disponiveis na solugdo do
problema com o mesmo objetivo do anterior. Neste caso o problema

& solucionado diretamente e sua idéia central é:

- seja /\ uma matriz bloco diagonal, cujos blocos
contém os autovalores desejados. Se nao existe um
autovalor de multiplicidade maior que o numero de
entradas efetivas, entao existe uma matriz X, nao
singular (Davison,1970), tal que:
(A + BK) = xAx™ (2.27)

onde: X é a matriz formada pelos autovetores x;,

i=1,2,...,n, da matriz de malha fechada.

Sabe-se, no entanto, que no caso multivaridvel, devido a

n3o unicidade da solugdo, existem varias matrizes de autovetores
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para um mesmo'conjunto de autovalores. Utilizando-se estes graus
de 1liberdade, os autovetores x;, i =1,2,...,n, sao escolhidos,
dentre os possiveis, de tal forma que oOs angulos entre eles
sejam os mais préximos de 90% quanto possivel. Assim, os
parametros ls;“l apresehtados em (2.10), gue indicam a
sensibilidade dos autovalores da matriz de malha fechada, sao

minimizados. A matriz K é obtida como solugao da equagao:
BK = XAX™' - A (2.28)
Utilizando-se a decomposicao QR em B, obtém-se:

B = (U, U,)}_Z__l (2.29)
0 .

(U, U,) é uma matriz ortogonal;

onde: U

Z é uma matriz nao singular, triangular inferior.
Assim, a solucao de (2.28) é dada por:
K=2z"u,T(XAXx"' - 1) (2.30)
Este algqritmo consiste, entdo, das trés etapas seguintes:
1) etapa A: efetua-se a decomposigao QR de B, obtendo-se U,, U
e Z e constroem-se bases ortogonais para todos os possiveis

autovetores a direita, correspondentes aos autovalores

desejados;
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2) etapa X: seleciopa-se, utilizando-se um dos critérios de
otimalidade dados em (Kautsky e outros,1982), um conjunto de
autovetores a direita x;, com |x;l, =1 e i =1,2,...,n, destas
bases, tal que X = (x; X,...X,) € a melhor condicionéda quanto

possivel;

3) etapa K: encontra-se a matriz M = A + BK, resolvendo a

equacdo MX = XA e entd3o calcula-se K através de (2.30).

Neste algoritmo, além da reducao na sensibilidade da matriz
de malha fechada com a escolha adequada dos autovetores, atende-

se também a outros critérios, tais como:

- redugao do limite superior da norma da matriz de ganho K,
podendo-se esperar também uma redugao do esforgo dispendido na

agao de controle ;

- redugao dos 1limites superior e inferior da resposta

transitdoria do sistema em malha fechada;

- aumento da matriz perturbagac A, tal que a matriz de malha

fechada perturbada (A + BK +/\) permanece estavel.
d) Algoritmo de Petkov:

No algoritmo apresentado por Petkov (Petkov e outros,
1984), o par (A,B) é reduzido, inicialmente, para (A,,B,) na
forma superior de Hessenberg (2.19), onde as submatrizes A, -,

i=2,3,...,k tem posto n;, através de transformagoes
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ortogonais. Como no caso monovaridvel, a idéia bdsica é a

seguinte:

- desde que a matriz de malha fechada (A, - Bnﬁ) também
se encontra na FBH, é possivel achar um autovetor X3
desta matriz conhecendo somente a matriz A, e o

autovalor desejado A;.

Na alocagdo de um autovalor, os elementos do autovetor sao
sucessivamente anulados por meio de rotagdes de plano para se
obter uma equagao para uma coluna de K. A sequéncia de rotagdes
de plano ¢é executada de forma que a estrutura de Au é
preservada, garantindo-se assim, a possibilidade de prosseguir
da mesma forma na alocagao do prdximo autovalor, com um
subsistema de ordem menor. No final do algoritmo, obtém-se uma

' matriz de realimentacgao de estados i, tal que:
Q"(A, + B4K)Q = S (2.31)

onde: Q é matriz que representa todas as rotacoes efetuadas;

S é a matriz final, na FRS.

e) Algoritmo de Miminis:

O algoritmo proposto por Miminis (Miminis,1984) baseia-se
também no método QR para cdlculoc de autovalores, e o
deslocamento, como no caso monovariavel, também é efetuado sobre

a matriz de malha fechada. Inicialmente o algoritmo reduz o par



(A,B) para (A, ,B.;) na forma bloco superior irredutivel de
Hessenberg, onde as submatrizes Aug; ;.1 + COm i=1,2,...k estao
na forma (Ol R;), sendo R; uma matriz nao-singular triangular
inferior. Utiliza-se no processo de alocagao dos autovalores

dois procedimentos:

- o primeiro acontece na alocagao dos primeiros (ny - n,)
autovalores, quando n, » n,, e na alocagao de um autovalor A,
gquando o numero de elementos da menor subdiagonal inferior nao
nula da matriz Actn , gue representa a submatriz de gc
atualizada apds alocagdao de (i - 1) autovalores, for igual ao
numero de linhas desconhecidas da referida submatriz. Neste
caso, a alocagao é direta, sem necessidade de se efetuar
transformagoes, utilizando-se os graus de liberdade de tal forma

que o autovetor associado ao autovalor alocado seja ortogonal ao

espago gerado pelos demais autovetores.

- o segundo, que acontece nos demais casos, ¢é baseado no método
QR, onde se determina uma matriz Q; que representa todas as
rotacoes de plano necessarias para alocagao do autovalor Ai. A
MRE ﬁ, referida a base do par (Au;,Bu ), é determinada como

segue:
K=K"9T...0, (2.32)

onde: K ‘) corresponde a solugdo do caso monovaridvel, obtido
apds alocacgao de p-1 autovalores, assumindo Qque

posto(B) = p;
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Qi= | I;-4 ol, i = 1,2...n, sendo Q; a matriz que

representa todas as rotacoes executadas na alocagao de

A

2.6.2.1- Consideracoes Sobre os Algoritmos:

Algumas consideragoes sobre os algoritmos apresentados

neste item merecem destaque:

1) -no algoritmo de Petkov os graus de liberdade, representados
pela possibilidade de arbitrio de elementos dos autovetores, sao
utilizados arbitrariamente sem compromisso com a robustez da

solugao;

2) o algoritmo de Miminis, apesar de apresentar uma solugao
robusta, é conceitualmente complexo e apresenta dificuldades na

implementagao;

3) o algoritmo de Kautsky depende do condicionamento da matriz
X, qomposta pelos autovetores da matriz de malha fechada. Apesar
do algoritmo utilizar os graus de liberdade para minimizar o
condicionamento da referida matriz, esta pode ainda ser .mal—

condicionada, tendo em vista a natureza do problema;

4) o algoritmo de Cavin-Bhattacharyya, como no caso anterior,
depende do condicionamento da matriz T. Neste algoritmo, além

das consideragdes citadas anteriormente, deve-se ressaltar que a
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equagao (2.7) é mal-condicionada se os autovalores de F sao
proximos aos da matriz A (Golub,1979). Ainda neste algoritmo, um
outro problema é a necessidade de se ter algum conhecimento

sobre os autovalores de A, de forma a garantir que

G(a)n ¢(F) = #;

5) o primeiro algoritmo apresentado por Patel concentra o
esforco de controle entre as primeiras entradas. Com iéto,
apesar do algoritmo ser numericamente estavel, a solugdo
encontrada ndo atende aos criférios 2 e 3 aprésentados no item

(2.4.2);

6) o segundo algoritmo apresentado por Patel, ao contrario do
anterior, distribue o esforgo de contrble entre todas as
entradas, de forma que a norma da MRE encontrada é reduzida.
Consequentemente reduz-se também o esforgo dispendido na agao de
controle. Apesar da solugido encontrada nd3o ser a Stima, dentro
dos critérios citados no sub-item (2.4.2), esta nao depende do
condicionamento do sistema realimentado, além do gue este
algoritmo é conceitualmente simples e de facil implementacgdo.
Deve-se ressaltar, no entanto, que a pré-realimentagao de
estado, wutilizada neste algoritmo, modifica o condicionamento do

problema, o que pode comprometer, para sistemas mal-

condicionados, a estabilidade numérica do algoritmo.
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2.7- Conclusao:

Apresentou-se neste capitulo a formulagao do problema de
posicionamento de pdlos por realimentagao de esfados de sistemas
lineares multivaridveis invariantes no tempo, seus aspectos
tedricos e numéricos e uma breve discussao sobre os principais
algoritmos numericamente estdveis existentes para alsolugéo do
caso mono e multivaridvel. Também, devido & sua importdncia no
contexto do problema, abordou-se a questao da verificacao

computacional da controlabilidade.

Efetuando-se uma andlise do que foi apresentado e discutido
neste capitulo, e considerando-se a natureza mal-condicionada
do préblema e a extrema sensibilidade dos autovalores da matriz
de malha fechada a perturbagdes nos parametros da MRE, conclui-
se que o problema de PPRE ainda é uma questaoc nao totalmente
solucionada, porque hao existe um algoritmo numericamente
estavel, gque permita resolver o problema integralmente com todas

as caracteristicas citadas.
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Capitulo 3

ALGORITMO DE LUENBERGER

3.1- Introducao:

Descreve-se neste capitulo © algoritmo de Luenberger
(Anderson e Luenberger,1967), apresentado como Método II em
(Chen,1984). Este consiste em reduzir o sistema original para
uﬁa forma candnica controldvel multivaridvel (FCCM) e, entd3o
computar a MRE para o sistema efetivamente desacoplado. A FCCM é
encontrada baseando-se nos fndices de Controlabilidade (IC) e no
reagrupamento das variaveis de estado. Embora para sua obtencgao
seja obrigatdrio utilizar procedimentos numericamente instdveis,
sua descrigao neste trabalho deve-se ao fato de conter a base

conceitual para o desenvolvimento dos algoritmos descritos nos

dois proximos capitulos.

Para obtengao da FCCM, utiliza-se um algoritmo que reduz
inicialmente a representagao do sistema a FBH, através de
transformagoes ortogonais de Householder e determina-se, também,
os IC. A seguir, efetua-se uma redugao intermedidria para a
Forma Bloco de Frobenius (FBF), que corresponde ao passo
numericamente instdvel do algoritmo, e finalmente, através de
permutagoes de linhas e de colunas, obtém-se a forma desejada

(Chen, 1984).
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3.2- Reducao _a FBH: calculo _dos Indices de Controlabilidade:

A forma bloco de Hessenberg (FBH), mencionada em (2.19) é
obtida, recursivamente, através de condensagcao por linhas das
submatrizes de A, determinadas pelo particionamento desta com
base no posto da submatriz anterior ja condensada, e utilizando-
se transformagdes ortogonais de Householder. Na condensagdo, a
forma final das submatrizes A; ;_,, i=2,3,...,k é a
“escalonada. superior" (Strang,1980), necessaria para a obtencgao

da FCCM desejada. Esta forma facilita, também, o cdlculo dos

indices de Kronecker e dos fndices de Controlabilidade.

Os fndices de Controlabilidade (IC), que indicam o numero
de varidveis de estado controladas por cada entrada, sao
calculados analisando a dependéncia linear entre as colunas das
submatrizes A; ;-s+ em (2.19), o que é équivalente a andlise da
dependéncia linear entre as colunas da matriz de

controlabilidade U e utilizando-se os fndices de Kronecker.

Com o objetivo de ilustrar e facilitar o entendimento deste
algoritmo, e também dos apresentados nos capitulos seguintes,
tome-se como exemplo o par (A,B), controlavel, na FBH e B de

posto completo, representado pelas seguintes matrizes:

X X X; X X X{X X X X X
X X XiX X XiX X o X X
X X XixX X X /X X o o X
A =[x X X, X X X I x x| B =[0 0 '© (3.1)
© X X{X X X!X X o o o
©O O X, X X X!X X o o0 o©
o o olVo ¥ XX x o o o
©o 0 oio o xix x o o o
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onde : ny = 3, n, = 3, ny =2 e k = 3,

A tabela 3.1 abaixo ilustra, para o exemplo, O mecanismo de
obtengao dos IC, onde os campos preenchidos com "x" representam
as- colunas linearmente independentes na matriz de

controlabilidade, identificadas pelo processo de andlise das

submatrizes A;,;.:+ mencionado anteriormente.
by b, b,
1 X . X n,; =3
A X X X n.=3
Al o X X n; =2
Bpe=2 | mp=3 | ps=3

Tabela 3.1. Cdlculo deos fndices de Controlabilidade

Na redugdo do par (A,B) para a FBH, (A,,B,), obtém-se uma

matriz ortogonal T, tal que:

A, = TAT' e B, = TB (3.2)

3.3- Reducdao a Forma Bloco de Frobenius:

A redugdao & FBF (A,,B¢), como proposta em (Chen,1984), é

realizada nos seguintes passos:

1) transforma-se os elementos x; do par (A,B), i =1,2,...,n, em
B ei=n.+1,n,+2,...,n em A, para elementos unitarios, através
de operacoes elementares que podem ser representados pela

matriz:
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S; =diag (1 1 . . . 1/x; « « « yuse (3.3)

2) anula-se os elementos & direita dos elementos Xx;,

= n,+1,n,+2...n, através de eliminagdo gaussiana. A eliminagao

e

é feita por colunas, a partir do elemento a,, , fomando-se os
elementos x; = 1 como referéncia. Estas eliminagoes sa0
realizadas, sem pivoteamento, o que possibilita a obtengao da
FCCM desejada, e correspondem a operacoes elementares executadas
sobre as colunas de A,. Deste modo, a eliminagao de um elemento

ap.y de A, é representada por:

q

'
1 o . . . c ,0 . . . O
o 1 . . . o +0 . . .. O

)
O O . . ."a',,.‘ t O . . - O -_—s
. . - ", -
E;" =] : ' : (3.4)

Q““Q-_:--:--J.--};-LFL-: < -0
o o . . . 0 ST
. - . 1 I
. . - n-q
o O . . . o : nxn

onde: s representa a coluna ocupada pelo elemento Xx;, com

i = p.

Pode-se verificar facilmente que as transformagoes
envolvidas nos passos descritos sao nao-ortogonais e se
constituem nos passos numericamente instaveis do algoritmo. O

conjunto de operagdoes acima pode ser representado por:

R=' IE-.S;
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Realizando-se as operagOes descritas anteriormente, obtém-

se:

X X X! X X X! x X l1 x x

X X xXi x X x| x x o-1 x

X X XX X xjx Xx o o 1]
A,=|1"0 o0 o ©0,0 of ;Beg= 0o 0 © (3.5)

o 1 ojo o oo o o o o

o0 lio o o,0 o 9 o o9

© o o, 0 1 oto o 0o o o

o o 00 © 1lio o © 0 o

3.4- Reducdo a Forma Candnica Controldvel Multivariavel:

A FCCM é obtida a partir da matriz reduzida a FBF, usando
uma transformagcao ortogonal, pela permutagdao de linhas e
colunas. O objetivo das permutagoes é reordenar as variaveis de
estado, de forma:que cada entrada controle a parcela do vetor de
estado correspondente ao seu indice de controlabilidade, sem
conflito com as demais. As permutagdes correspondem as trocas de
posicao entre as colunas AlDb;, j=0...u;-1 e i=1...p, na
matriz U, formada pelas n primeiras colunas linearmente
independentes da matriz de controlabilidade U e a matriz Mg,

construida da seguinte forma:
M‘ = (b‘o..AA‘-‘b‘oo-bpoooA"’"‘ bP) (3.6)

Para o exemplo obtém-se:

Ue (b, b, b, Ab, Ab, Ab, A’b, A'b,) (3.7)

M (b, Ab, b, Ab, A’b, b, Ab, A’'b,) (3.8)

]

A matriz que efetua as permutagoes é, entao:



(3.9)

000~O0O0O0O
—~00000O0O0

o

"
0000000
00000+~00
00~00000
0000000
0O00O0=OO0O0
oO~=000000O0

Assim, a partir de (3.5) e utilizando-se a matriz de

permutagdo P, obtém-se o par (A,B) na FCCM, como segue:

X X1 W W W | W W Ww 1 x x
1 o0 o olo o-o0 o _o ol
- W W{X X X |W W W| - o 1 x
A=]o 0,1 o o:0 o of B=1}Jo o o (3.10)
o o, o_ 1l o f»o._ o o© 0O 0 ©
W W!lw W w'X X X o o 1
o o! o o ojl o o o o0 o
o olo o ofo 1 o o o o

onde: os elementos "w" representam o0s elementos gque devem ser

anulados para se efetivar o desacoplamento.

Verifica-se, facilmente que as matrizes A e B tém a forma
desejada, estando as submatrizes i;'; da diagonal numa forma
candnica controldvel monovaridvel. Uma andlise da estrutura de
désacoplamento mostra também que, apesar dos elementos x # 0 em
B, é& possivel anular os elementos w de A, 'sem conflito com o

posicionamento de pdlos desejado.

3.5- Calculo da MRE:

No cdlculo da matriz de realimentacdo de estados para o par
(A,B), realizado algebricamente, dois objetivos sao alcangados:

a efetivagdo do desacoplamento, transformando A para a Forma
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Bloco ADiagonal, onde se anula os elementos wem (3.10), e o
posicionamento dos pdlos desejados, utilizando-se os
coeficientes dos polinomios caracteristicos de cada subsistema
" monovariavel obtido com o desacoplamento e os coeficientes dos
polindmios desejados, a partir do p-ésimo subsistema. A‘matriz

A = (B + BK) correspondente é:

c ctro o °| 0 0 ©
|1 0,0 o o0j0 o o
o ojc ¢c clo o o

~ o oil o ot © o o

A=|lo oj0 1 olo o o (3.11)
3‘"61'6—75 T © € ¢
o olo o o|l1l o o
o olo o oio0o 1 o

onde: 0s elementos "c" representam os coeficientes dos

polindomios caracteristicos desejados.

A MRE em relagd3o a base original é calculada levando-se em
conta todas as transformagOes envolvidas para a obtencao da

FCCM, como segue:

K = KTRP (3.12)

3.6- Conclusao:

Descreveu-se neste capitulo o algoritmo de Luenberger,
destacando-se os aspectos conceituais. Este algoritmo, apesar de
numericamente instdavel é conceitualmente simples, de facil

implementacdao e se constitui na base para o desenvolvimento do
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Algoritmo de Patel (a.2) e do Algoritmo Proposto, apresentados

nos prdximos capitulos.

Uma andlise na estrutura de desacoplamento da matriz de
malha fechada, mostra que, ao‘ invés de reduzi-la a uma forma
diagonal, pode-se optar por uma forma triangular, superior ou
inferior, dependendo dos valores dos IC. Isto permite reduzir a
norma da MRE e consequentemente diminuir o esforgo dispendido na
agao de controle. Uma outra medida, com o objetivo de minimizar
a instabilidade do algoritmo, é evitar o procedimento de

obtengdao dos elementos unitdrios, que é a principal fonte de

instabilidade.
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Capitulo 4

ALGORITMO DE PATEL

4.1- Introducao:

o} algoritmo apresentado neste capitulo (Patel, 1985) &
conceitualmente semelhante ao anterior, distribuindo o esforgo
de controle, no desacoplamenfo, entre todas as entradas. O
desacoplamento é obtido reduzindo a representagao do sistema
original a uma Forma Bloco Triangular Inferior (FBTI).
Inicialmente reduz-se o par (A,B) a Forma Bloco Superior
Irredutivel de Hessenberg (FBSIH) e, a seguir, efetua-se uma
redugdo a uma forma intermedidria, onde todas as submatrizes
tem a forma triangular/trapezoidal inferior, usando-se, adequada
e 1iterativamente, pré-realiméntagées de estadé e rotagoes de
plano. Finalmente, através de permutacoes de linhas e colunas
obtém-se a forma desejada. Uma das caracteristicas .principais
deste algoritmo é gue todos seus passos sao executados_através

de procedimentos numericamente estaveis.

40

4.2- Reducao a___ FBSIH e Calculo dos fndices de

Controlabilidade:

A redugdo a FBSIH é realizada em duas etapas. Na primeira é
feita a condensagao por linhas, reduzindo-se o par (A,B) a FBH
mencionada em (2.19), através de uma matriz ortogonal, também
denominada T. Os inteiros n; (fndices de Kronecker), como no

algoritmo anterior, siao a base para o cdlculo dos Ifndices de



Controlabilidade. Na segunda

etapa realiza-se a condensagao por

colunas, através de uma matriz ortogonal V, que tem a seguinte
estrutura:
V = diag (Q’ . . L] Q“,L QK)'\‘I\ (4.1)
onde: Q;, com i = 1,2...k-1, s3o matrizes ortogonais n;xn;,
tais que Q:;Ai,;i.s Qi- = (R; 0), i=2,3,...k
e Q= I,.;

k é o indice de controlabilidade do sistema.

A matriz que reduz o

dada, entao por:

VT

Apds a redugao, a matriz A

AHI:L. EY Al"lli. .
Asz, 1 Al-’!&!.

0 o
o 0 .
onde: Ay, . € R™*"y

os 1inteiros n,,n;...n,,
530 definidos por
i=1,2...k;

par (A,B)

para a FBSIH,

(BAus »Buy ), €

(4.2)
tem a seguinte estrutura:
AHIL.I:—-:A. AHIi.k
* AH!&.M'—:‘. AHIE.k
HII .k —A AHI:S.k
. . (4.3)
Ankai.ﬁwa AHIk—i.k 1
AHIk.k_i Amxk,u ‘
chamados fndices de Kronecker,
n; = posto (A, ; ;.¢), com
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as submatrizes Ay i, ies = QiBi, i 0 Qi T, com
i=2...k, tém a forma (R,; : 0) e R,; € R™*™ s3do

matrizes triangulares inferiores.

A matriz Byy = ZB,, condensada somente por linhas, ¢é da

seguinte forma:

QiAo

B“‘, = - (4.4)

o

Q s o

onde: Q,A,, € uma matriz sem qualquer estrutura definida.

Devido a necessidade que todas as submatrizes do par
(Au; Bug) tenham a forma triangular/trapezoidal inferior,

determina-se, entao, uma matriz ortogonal Q_, € RFf*f , tal que:
Q,A,,Q," = (Ry) (4.5)
onde: R, é uma matriz triangular inferior.

Com isto o par (Au;,B,;) é reduzido para (A, ,B,) onde
B, = BuQ,”. Resulta, entdo, que a MRE (K) referida & base do
par (A, ,B,) deve ser multiplicada por Q.,', uma vez gue osA
espectros ((A.. + Boﬁ) e G(A,; + BusK*) devem ser iguais ao

~ ~ 3 .
desejado, onde K e K* s3o as MRE referidas a base do par

(A,,,B.) € (Au; ,Bur), respectivamente. Tem-se entao que:
(31 o

B_K = B,, K | (4.6)
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Consequentemente:

BuQ."K = By, K" ~ (4.7)

K* = 9, 7K (4.8)

Semelhantemente ao algoritmo anterior, o cdlculo dos indices
de controlabilidade é realizado utilizando-se os indices de
Kronecker e observando-se a dependéencia linear entre as colunas
das submatrizes A,;::-+ . No entanto, com a nova definigdo das
varidveis de estado, os IC sd3o facilmente calculados e verifica-
se que sempre se encontram em ordem decrescente de magnitude,
pelo fato que as colunas linearmente dependentes das referidas
submatrizes s3o sempre as ultimas.

P

Considerando-se o exemplo anterior, a FBSIH é como segue:

X X X'X X X'X X X 0 ©o
X X X'X X X :x X X X ©
X_X_ XX X X . X X X X _X
Ay, =|x 0o o |x x x'x x|; B,=|o o of (4.9)
X X 0,X X X ,X X o o o
X _X_X'X X X X X Q_0 _9°
6 o o0,x o o.,x x o o o
O 0 0 .:X X 0.,X X o o o
A tabela 4.1 a seguir, semelhante a apresentada

anteriormente, ilustra o mecanismo de obtengao dos IC (fi) para

o exemplo.

bﬂl bOl ba:

I X X X n; =3
Aug X X X n, =3
A,? X X 0 n,=2

/u, =3 /Ax=3 /ﬁ:=2

Tabela 4.1. Calculo dos indices de controlabilidade.



Como se observa, os IC s3ao os mesmos do algoritmo anterior,
uma vez que os IC do par (A,B) sao invariantes sob qualquer
transformacao de similaridade e qualguer ordenamento das colunas

de B (Chen, 1984, teorema 5.8).

4.3- Reducio a Forma Intermediaria (i,ﬁ):

Esta reducao visa tornar as submatrizes Auri,;, cCOM
i =1,2...k e j =i,i+l...k, triangular/trapezoidais inferiores,
através de um processo iterativo realizado k vezes na seguinte

sequéncia:

1) pré—realimentagéo de estado: que reduz a cada passo todas as

submatrizes A“f“;Jj , para j 1,2...k, onde t representa O
t-ésimo passo da iteragao, 4 forma bloco triangular/trapezoidal
inferior, sem alterar a estrutura de gqualquer das outras

submatrizes;

2) rotagao de plano: que até o final do processo iterativo

efetivard a redug3o das demais submatrizes.

~ ~
A matriz de realimentagao de estados K calculada para o par

(A, ,B,) é composta, entao, de duas parcelas:

A
- K,: parcela referente a pré-realimentacdo de estado, obtida na

reducao do par (A,,,B,) para a forma intermediaria desejada;
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A
- K,: parcela

correspondente

sistema desacoplado, referida a base do mesmo par.

4.3.1- Pré-realimentacao de Estado:

A matriz e € Rf*"
determinada tal que:

2 t

At = AHI( )

&)

onde: A, ; ’ com

ao posicionamento de
de pré-realimentacao de
- B,f? gt®
j = 1,2...k, sao

triangular/trapezoidais inferiores.

Da expressao (4.10)

lineares:

t)
B, of -

A solugao deste sistema,
n > p, sempre existe,
linearmente

consistentes. 1Isto se
i > ng
estrutura das submatrizes
devido a sequencia

lado, somente as

s . . o (t
necessarias para reduzir as submatrizes A,,

para a forma desejada.

B )

de n
uma vez
independentes e

deve ao
)

A, 'Y

apropriada de

primeiras (n;-1)

Como

- AWD

! equagdes

as demais equagoes nao

fato que os

/J'

linhas da matriz

1,y ’

consequéncia,

nulas

elementos

tt)
<]

contrariamente

do

pdlos

estado é

(4.10)

matrizes

obtém-se o seguinte sistema de equagOes

(4.11)

e nxp incdgnitas, com

que as n; primeiras equacgoes sao

sao

(i,3),

e j >n,, de B, o' , diferentes de zero, ndo alteram a
i=2,3...ke j=1,2...k,

rotagoes efetuadas. Por outro

Yoo j=1,2...k,

sao

ao
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proposto por Patel em (Patel,1985), deve-se encontrar a matriz
6" através da solugdo do sistema de equacdes lineares dado
por:
t)
c't ot D (4.12)
onde: C'" € Rt~ (no-t) é triangular inferior, obtido a
partir das n;-1 primeiras linhas e colunas de
BY , t =1,2...k;
D € Rim-tlxnm D = (Dy Dy . . . D), com
Dy; € R™-9*ni 4§ =1,2,..k, e
o X x - . L] x L - -
O O X o o o X o o
O O O v ¢ « X o « &
D‘L = - L ] * L
©O 0 O .. .0 . ..
© 0 O . . .0 .« v olia-nung
Obs.: os elementos representados por "x" correspondem, neste
p
caso, aos elementos de A,,W, ;o j=1,2...k,
que devem ser anulados.
A existéncia e wunicidade da solugdo é garantida uma vez que

posto(C ‘*?) é completo.

Assim,

(k)

para o exemplo,

obtém-se:

L)

o

00O
0O 0 M

X 0 X X o0 X
X 0 0o xXx o0 o (4.13)
©O 0 o 0 o o



£ importante ressaltar que, embora a solugao descrita acima
seja obtida por procedimentos numericamente estaveis, o
condicionamento do problema ¢é modificado neste passo, uma vez
que a pré-realimentagao de estado corresponde, de fato, a um
pré-posicionamento de pdlos realizado sem compromisso com a

sensibilidade final do problema.

4.3.2- Reducao por Rotacao de Plano:

As rotacdes de plano sa3o efetuadas numa sequéncia bem
definida, com sua operacgao inversa aplicada consecutivamente de

modo a nao alterar a forma ja alcangada das submatrizes

te)
i,i- 4

A e reduzir a forma triangular/trapezoidal as

submatrizes A;,j‘” ’ i=2,3...k e j=1i,i+l....k. Esta

sequéncia é como segue:

1) para t=1,2...k-1 e j=1,2...n -1 anula-se os

(j,n,)-ésimos elementos das submatrizes A, ] =x+1, ...2,

q =«+1, ...1, por meio de rotagao de plano, com Os (3,3)-
ésimos elementos das submatrizes triangular inferior
A"b,‘t) , sendo o maior inteiro tal que n.,= ny-l... = Ng;

2) no final, quando t =k, e para 1 = 3...k, Jj = 1l...n. e

g = 1...k-1, anula-se os (Jj,j)-ésimos elementos das submatrizes
Ai, ‘¥ , por meio de rotagiao de plano, com oS (j,3)-ésimos

elementos das submatrizes Alo:,q‘” .
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Assim no final do processo iterativo, descritos

anteriormenete, obtém-se:

- T

A = RA,, R - RB,K,R (4.14)
B = RB, | (4.15)
onde: 'i = Aus " = RAY™ R,T;
R = RyRy.q «--Ry;
Ky= ©, + 8, Ry + 8;R;R; + ... + O¢Ru.y «..Ry;
8. e Ry, com t=1...k, representam, para cada
t = 1...k a pré-realimentacdao de estado e o total de

rotacoes efetuadas em cada passo, respectivamente.

A expressao (4.14) mostra que os autovalores da matriz A s3do

os mesmos da matriz (A,, - BoK,).

Para o exemplo, no primeiro passo, obtem-se:

x @ @:x ® ®: x @ X o o
Jlx x ®'x x ®® . x X X X o
ffx x xix x x'x x X %X _X
Ayt X940 oax Tx % x “x|; B |{lo "0 "o (4.16)
X X*o :x X x; X X 0O O o
X_X X X _X X' X_X _9Q_ 0
©O 0 0.,X 0 0,Xx X o o o
©O 0 0'X X 0.,X X o o o

onde: 1 e 2 representam rotagdes de plano gque sao efetuadas

P . . 2

através de matrizes ortogonais R* e R,
respectivamente;

1° e 2° representam rotagoes de pland realizadas pelas

transpostas de R' e RY, respectivamente;



® representam, neste caso, o0s elementos que devem ser

anulados por pré-realimentagao de estado.

Neste passo, a matriz de pré-realimentagao de estado é:

. O X X O X X 0 X
2
e =0 X X O X X 0 X
©O 0 o o o o o o
No final obtém-se:
X X'X X Xt!X X X 0 O
]
X X ,X X X :x x X X O
éi%;&igigbes*iui X_X_X
©o "X -x o X ; B W o o o
X 0 X X 0 ,x X 2’ o o
X X 1+ X_ X_Xui X _X X_X_0Q
- = - - = -m- -
0 0 ,Xx*““0 0 ,X X o o o
© 0 !X X O 'X X o o
onde: A,, 'Y = R,"A'" Ry;
Botl) - R’Bo\‘);
R, = R,Rg.
O ultimo passo do processo iterativo resulta em:
X X O0'X X 0:!X X X o0 O
X X O+X X O0'X X X X o
X X X X X X X X X x_X
A, =|x 0 o0:x o0 o .x of :B,"" =|o" 0 ©
X X o'x x o0.x X X o o
X X _ X 11X X X, .X _X X_X O
O 0 0OI/X O 0.:X O o o o
X 0 0:!X X 0:i{X X X o0 o
A matriz de pré-realimentacao de estado é:
© X 0 0 X 0 o0 X
o' © X 0 0 X 0 o0 x
© 0 o o o o o o

-

A forma intermedidria (i,ﬁ) no final da reducgao é:

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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X o oy x O O(x O X o o©

X X 0, X X oi X X X x 0 -
~ XXX X x_xix X ~ | X
A=[x"0"0o]lXx o o[x of; B = |0 o o] (4.21)

X X o'x X O0!X X X o o

XX XiX X XX X X X 0

© o o; x O oi X © o o o

x o olx x o'x X X 0 o

= RA, R’ - RB,KiR";

>
|

onde:

vs b
I

= RBo;

A matriz R que reduz o par (A, ,B,) a forma intermediaria

(A,B) e a parcela K; referente a pré-realimentagao de estados,

sao dadas por:

R = R,R,R; (4.22)

K.= ©, + 6,R;y + 6,R,;R; (4.23)

4.4- Reducao a FBTI:

A FBTI desejada §é obtida pela permutagao de linhas e de
colunas na matriz A e de linhas na matriz B, através de uma
transformacdo ortogonal. Este procedimento € conceitualmente
semelhante ao apresentado no capitulo anterior e, como tal, visa
reagrupar as variaveis de eétado de acordo com os IC. Assim,
apés as permutagdes necessdrias, a representagdao final do

sistema desacoplado tem a seguinte estrutura:

> 3

voe B8

L] (4.24)

g}
3

TS
pod|
i

14}
™
]
3
la2}
7 .
B
ol
3

Y
ot
[

3
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onde: A;,j s3o matrizes de dimensao f‘fﬂi;
b:,; sao vetores de dimensao u:x1;
A, sao matrizes na forma superior de Hessenberg;

bi,: sao vetores de dimensao X x1,

com a seguinte estrutura:

T
b;". = (X O (o} e o e O) .
As submatrizes A, e b, com j=1...n,-1 e
i = j+l...n,, ndo tém estrutura especifica e nao contribuem na
alocacao dos autovalores desejados.
Entao, semelhantemente ao algoritmo anterior, para o

exemplo, tem-se

Up=(boy b,, Do Ay boy By b, Agybg, Auylb,, Au b, ) (4.25)

02 of

M,=(boy A, boy By ?bgy boy Ay by, A“,’b“ b3 Auzboa) (4.26)

[0}
LX)

A matriz P de permutagoes

(4.27)

o
n
0000000
0O000+O0O0O
0O~00000O0
000000HO
0O00~O0O0O0O
~000000O0
00000+—O0O
0O0~00000O0

Assim, a partir de (4.21) e utilizando-se a matriz P, obtém-

se o par (A,B) na FBTI, como segue:



X X Xx!0 o o0'0 O© X o o
X X X+t0 ©0 0.0 © o o o
_ |e.x_x,0 o o 0 o - °o_©o 9
A=|x x xi1x x x.0 oOf ; B = |x x o] (4.28)
X X X'X X X110 0 X o0 ©
X X _X10 ¥X_X,0_ 0 x_ o_.0]
X X XX X XX X X X X
X X X{X X X:!X X X x 0

4.5- Calculo da MRE (K):

A estrutura genérica de K visando manter o desacoplamento,
diminuir sua magnitude e, consequentemente, melhorar o]
condicionamento do sistema resultante e o comportamento

transitdrio das varidveis de estado, é:

k. g e o« o QO
_ g k, . . . 0
K =|{. . . (4.29)
Q 9 [ ] L ] [ ]
onde: k;T € R"™ , com i=1,2,...,p, Sao vetores obtidos nas

solugoes dos casos monovariaveis, representado pelos

YD)

pares (A, ;

@ s3o vetores nulos de dimensoes apropriadas.

Assim, para o exemplo, tem-se:

_ X X X;0 o o0:0 O
K =fo o o!x X x| o o (4.30)
o o oio o ol x x

4.6- Calculo da MRE (K) em Relacao a Base Original:

A partir de (4.140, (4.15) e (4.24), obtém-se:
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e
|

= PRA,;R"P" - PRB,K,R"P" (4.31)

o]
]

PRBo (4.320

O cdlculo da MRE K é realizado de forma que o espectro da
matriz demalha fechada (A - BK) seja o desejado. Entdo, a partir

de (.31) e (.32), obtém-se:

A - BK = PRA,,R"P" - PRB, (K{R"P"+ K) (4.33)
ou ainda:

R"P"(A - BK)PR = A.; - B,(K, + KPR) (4.34)

Esta express3o mostra que os autovalores da matriz (A - BK)

sio os mesmos da matriz (A,~ Bo,(K, + KPR)). Portanto, a matriz

~

K, citada em @.3), é:
K = K, + KPR (4.35)
- "~
onde: KPR = K, .
Tendo em vista a equacao (4.2) e (4.8), obtém-se:
K = 0,"(K, + KPR)Z (4.36)

Esta equagao permite calcular a MRE para o par (A,B), onde
sao consideradas todas as transformagoes efetuadas e a parcela

referente as pré-realimentagoes de estado.

4.7~ Conclusao:

O algoritmo apresentado neste capitulo (Patel,1985) utiliza
a abordagem do desacoplamentc com distribuigdo do esforgo de
controle entre todas as entradas como estratégia de solugao,

reduzindo a representagao original do sistema a forma bloco



triangular inferior, utilizando unicamente procedimentos
numericamente estdveis, tais como: transformagdes ortogonais de
Householder, rotagoes de plano; pré-realimentagao de estado e
permutagao - de linhas e colunas.  Esta estratégia é
particularmente vantajosa para sistemas com um grande numero de
entradas, pois as ordens dos subsistemas monovariadveis obtidos
com o desacoplamento, que correspondem aos fndices de

Controlabilidade do sistema, sao consideravelmente menores

No entanto deve-se resssaltar que, embora o algoritmo seja
conceitualmente simples como o descrito no capitulo anterior e
de fdacil implementagdo, a pré-realimentacdo de estado utilizada
neste algoritmo, apesar de ser efetuada por procedimentos
numericamente estdveis, modifica o condicionamento do problema.
Isto porque esta corresponde, como ja mencionado anteriormente,

” 13 . ) , .
a um pré-posicionamento de polos, neste caso realizado sem

compromisso com a sensibilidade final do problema.

Apresentou-se, também, um procedimento para o calculo da
pré-realimentagdo de estado valido para todos os casos, enguanto
que o] apresentado por Patel em (Patel,1985) é valido quando

n, > n,.

Os exemplos apresentados no capitulo de "Implementagao e
Andlise de Resultados" comprovam a influéncia da  pré-
realimetagdo de estado no comportamento numérico do algoritmo em
termos de posicionamento efetivo dos autovalores desejados e da

sensibilidade da matriz de malha fechada do sistema.
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Capitulo 5

"ALGORITMO PROPOSTO"

5.1- Introducao:

O algoritmo aqui proposto é conceitualmente semelhante ao
apresentado no capitulo 3, diferindo somente na etapa de redugao
é forma de Frobenius. As diferengas foram introduzidas com o
objetivo de minimizar os passos numericamente instdveis do
algoritmo de Luenberger e, consequentemente, obter um
comportamento numérico satisfatdrio. Nesta proposta, a partir
do par (A,,B,) na FBH, efetua-se uma redugdo a uma forma
intermedidria (FI) onde as submatrizes da subdiagonal principal
téem a forma escalonada inferior e os elementos "x;" mnao sao
transformados em elementos unitdrios, o que constitui a
principal fonte de instabilidade numérica do algoritmo de
Luenberger. A FI é obtida wutilizando-se dois procedimentos:
rotacdo de plano e eliminagao gaussiana, a qual além de ser
utilizada em um numero reduzido de casos, é efetuada tomando-se
como referéncia (pivot) o elemento de maior valor a esquerda do
elemento a ser eliminado. Deste modo, este procedimento, apesar
de nao serem efetuadas permutagoes de 1linhas e colunas,
corresponde a um pivoteamento parcial, garantindo-se um melhor
comportamento numérico. Como nos casos anteriores, através de
permutacdes de linhas e colunas, obtém-se uma forma controlavel
multivaridvel (FCM) desejada a partir da FI. A MRE é obtida
algebricamente de forma que a matriz de malha fechada
resultante, apds o desacoplamento efetivo, tem uma forma bloco

triangular inferior (FBTI).
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5.2- Reduc3o a Forma Intermedidria (FI):

Com o objetivo de facilitar a descrigdo do procedimento de
obtengao da FI, duas definigdes importantes, com base na matriz

A,, sao apresentadas a seguir:

Definigao 1: chamam-se "Elementos de Fronteira Principal® os

elementos a(i,1), com i = 1...n,, pertencentes a submatriz A,,;

Definicao 2: chamam-se "Elementos de Fronteira Secundaria" os

elementos a(p,l), com p = l...n;, pertencentes as submatrizes

A com i = 2...k e j 3...k, quando i = 2 ou j = i...k nos

i,y r

demais casos.

Considerando-se entdao, o exemplo, tem-se:

§NNN
]

Y
Y,
MM M M KN X M

|
U
i
t
[
1

&) bl B9
R
MMM M MM X X

g
i

00,0 % X %

0O O /X X M X ™

(5.1)

B>

0 0,0 0 %, ¥ X

|
.

%l’

(o I

onde: [X] sao os elementos de fronteira principal;

&séo os elementos de fronteira secundaria;

A forma intermedidria desejada, obtida a partir da FBH em

(2.19), tem a seguinte estrutura:
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Aras Aysio «oo Bra, s Ay n Avse
Aras o ... o) 0 0
A, =| . B ) . : By =| .| (5.2
0 0 . AIK,Kwi 0 0
onde: as submatrizes A;; ;. ,, com i =1,...k, tém a forma

escalonada inferior e os elementos correspondentes aos X

do par (A,,B,) sdo nao-nulos e nao necessariamente

. ’ °
unitarios.

Esta é obtida em duas etapas, como segue:
1) Primeira etapa: anulam-se as submatrizes A para

j = k,k-1...2 e i = j,j-1,...2, segundo o seguinte procedimento:

- para p =n;,n-1...1 e g = n;,n;-1...1 anula-se o (p,q)-
ésimo elemento da submatriz A;,;, por meio de rotagao de plano
com o (p,g-1)-ésimo elemento, caso nao seja de fronteira
principal ou secunddria. E anula-se estes por meio de eliminagao
gaussiana com o elemento a sua esquerda de maior valor x,, onde
"o" corresponde a linha de A a qual pertence a p-ésima linha da

referida submatriz;

2) Segunda etapa: reduzem-se as submatrizes A, ;. a forma

escalonada inferior, para i = k,k-1...2, conforme o procedimento

a seguir:

- para p =1,2...n; e g = 1,2...s-1, onde s corresponde a coluna

ocupada por x,, anula-se o (p,q)-ésimo elemento da submatriz



Aj,i-4 por meio de rotagao de plano com o (p,g-1)-ésimo

elemento desta submatriz;

Apds o processo de redugao de cada submatriz A efetua-se
a atualizagdo do par (A,,B,) em transformagao e no final obtém-
se uma matriz Q, tal que:

-4

A, = QALQ ; B, = OBy = (5.3)

onde: B €R™*" nao tem estrutura definida.

Tendo em vista a necessidade de reduzir B a forma triangular

superior, determina-se uma matriz ortogonal Q,, tal que:

BQ. = Ay (5.4)

onde: A é uma matriz triangular superior.

Assim, para o exemplo, tem-se:

(5.5)




» -

i ~
onde: ~~ representa a 1i-ésima rotagao;
3 P - ~
o—representa a j-ésima eliminacgao;
Obs.: supoe-se, neste caso, gque Xx; seja o elemento de maior

valor absoluto a esquerda do elemento a ser eliminado.

As matrizes A, e B;, apds a redugdo resultam em:

X X X'X X X'X X X X X
X X X.X X X X X o X X
X X X + X X X‘._X—_?{ 9_9__;

A, =[x o oo o o.0 o] ;iB,=]o o o (5.6)
X ¥ 0.0 0 0'0 o o o o

’ X_X _X,0 0 0,0 0 °c_o._ o
© o 0'x X 0,0 O o o o
© 0 0'X X X .0 © o o o

Com relagdo a redugdo a FI, as seguintes consideragdes sao

importantes:

1) a anulagao dos elementos de fronteira principal e de
fronteira secunddria por eliminagdo gaussiana, e ndo por rotagao
de plano, com gualquer um dos elementos a sua esquerda, visa

manter o desacoplamento, uma vez que:

- no primeiro caso altera a estrutura de B,, nao permanecendo

condensada por 1linhas;

- no segundo altera a estrutura das submatrizes A3'i' i=3...k,
j=1...k=2 e i > j+1.
2) o numero de eliminagdes é minimizado nesta proposta e pode

ser determinado por:
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K-3 .
N = }:: (k = i)n; + 1 - (5.7)
iz}

onde: N representa o numero de eliminagdes efetuadas.

3) quanto menor k, menor O numero de eliminagdes a sérem
efetuadas. Para o exemplo, tem-se 8 eliminagoes num total de 23
anulagdes, © que representa aproximadamente 33%. Para um sistema
com a mesma ordem, no entanto com quatro entradas, p =4 e
k = 2, tem-se 4 eliminagdes num total de 22 anulagoes,
representando 18%. Portanto, o desempenho do algoritmo aqui
apresentado melhora a medida que aumenta o nimero de entradas. O

mesmo nao acontece com o algoritmo de Luenberger.

5.3- Reducdo a FCM:

A forma candnica multivaridvel desejada é obtida de modo
jdéntico ao do algoritmo apresentado no capitulo 3, através de
uma matriz ortogonal de permutagoes P, e tem a seguinte

estrutura:

A, O~ O~ . [ -{311 512 .. E:\»
- Aoy Bosp o= .. o= - 0 boo .. ba.
A = . . . : B = ) (5.8
B.. Bow Bom ... B.. 0 0 ... b,
onde: as submatrizes 3;,;, QF. . , com i=1,2...p,

2 J

j = i+l1,...p, tem as seguintes estruturas:
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“l oy . . d’:-l d/,;
- al (o} . - 0o Q
A,. =1|o A e o o (5.9)
X X +s.0 X
© 0 ... ©
o*:.; =1|. . . (5.10)
o o * o o o ,:'nj
as submatrizes Z‘d , comi=2...p, Jj=1...p-1 nao tém
estrutura definida;
os vetores b;,; , com i=1...p, j = i...p, tem
a seguinte estrutura:
- -
bi,; = (x o . . . o)._./_j (5.11)
Para o exemplo, tem-se:
X X'w W wW'w w W X X X
x. 0,0 o olo o o ©.0 0
- X X,X X X 'Ww w Ww - 0O X X
A=|x 0:.X 0 0,0 0 © : B=|o o o (5.12)
Oo_Xi10 X_010_0_0 o o _o
X X'X X X Ix x X © o X
x o.!x o o '!Xx o o . o o o
o X '0 X o0 'o0 X o o o o
0 polindmio caracteristico A(X) de A, , em 5.9 é dado por:
A(/\) = X.:' 0‘4A"-“ a4 o, Nt ce ™ a.a,..,a/.;-,al . (5.13)
Isto é facilmente verificado, uma vez due 3;,; pode ser

transformada através das operacgoes elementares citadas em (3.3),

em:
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dl a‘“' a.a;-l, “ o n a(.g--.lf.'old,,‘-[ 3y Og - d,,‘-[ l,.‘
1 o] (o} e oo o (o]

- *

Ai’. = O (@] e o0 (o] o (5.14)
o] o o . 1 o

/-Ix,-.‘

cujo polindomio caracteristico é o apresentado acima (Chen,1984).

5.4- Calculo da MRE:

Também neste algoritmo, o cdlculoc da matriz de realimentacgao

de estado (K) para o par (A,B) é realizado algebricamente e tem

dois objetivos:

- a efetivagao do desacoplamento, transformando A para a forma

triangular inferior anulando-se os elementos w;

- o posicionamento dos pdlos desejados, utilizando-se também os
coeficientes dos polindmios caracteristicos de cada subsistema

monovaridvel obtido e os coeficientes dos polindomios desejados,

a partir do p-ésimo subsistema.

Assim, a estrutura genérica de K é:

k“ E,’ LI I E‘f’
(o] kgz e o k?P

K = . . . . (5.15)
o o ...k
onde: E;,; € Rf:, com i=1...p, sao vetores obtidos

na solugao dos casos monovariaveis;
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E;q € R" , com i=1...p e j = i+l...p, sao vetores
obtidos na anulagao dos elementos w da correspondente
submatriz Q*:,; de i, utilizando-se bip;

Q0 representa um vetor nulo de dimensao apropriada.

Para o exemplo, tem-se:

_ X X1 X X X|X X X
K=f0o o]x x x|x x X (5.16)
o olo o olx x x
Para um subsistema genérico (A, ; ,b;,;), o vetor de
realimentagao de estado k é dado por:

_ o + Ay 8700000855 o o
Ky = = ==ommmmmmm e (5.17)

- . . 7.
onde: k;, com Jj = 1...p;, representa o j-esimo elemento

do vetor k;, ; ;
&b representa o j-ésimo coeficiente do polinomio
caracteristico desejado;

b., corresponde ao elemento "x" diferente de =zero de

b;,: .

Deve-se . ressaltar que os a,, com i=1l...p;, sao
obrigatoriamente diferentes de zero, uma vez que o par (A,B) é
controldvel, e seus valores tanto podem ser maiores ou menores
do gque a unidade. Isto garante que, mesmo para B elevado, o

denominador de (5.17) nao tende a zero, principalmente quando a

distancia ao mais prdéximo sistema ndo controldvel é grande.



A MRE calculada para o par (A,B) é dada por:
K = Q,KPQT (5.18)

onde: T é a matriz que reduz o par (A,B) a FBH.

5.5- Conclusao:

Apresentou-se neste capitulo um algoritmo para
posicionamento de pdlos por realimentagdo de estados em sistemas
lineares multivaridveis, invariantes no tempo, que utiliza a

abordagem do desacoplamento com distribuicdao do esforgo de

controle entre todas as entradas como estratégia de solugao.

Esta estratégia, além de despertar grande interesse
tedrico/didatico, é particularmente vantajosa, como ja
mencionado, para sistemas com um grande numero de entradas, pois
as ordens dos subsistemas monovaridveis obtidos com o

desacoplamento s3ao consideravelmente menores.

Neste algoritmo, minimiza-se a utilizacao de procedimentos
que alteram o condicionamento do problema, de modo que o seu
comportamento numérico é satisfatdrio. Deve-se . ressaltar que,
apesar da existéncia de eliminag3o gaussiana no algoritmo, esta
é realizada com pivoteamento e em um numero reduzido de casos, ©

que garante o comportamento numérico desejado.

Os exemplos apresentados no prdximo capitulo comprovam que,

contrariamente ao algoritmo de Patel, o algoritmo proposto
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apresenta um comportamento numérico satisfatdrio em termos de
posicionamento efetivo de pdlos, norma da MRE, sensibilidade da
matriz de malha fechada e transitdrio das varidveis de estado.
No entanto, deve-se ressaltar que, a norma da MRE apresentada
por este algoritmo estd intimamente 1ligada a propriedade de
controlabilidade do sistema, 1isto porque os valores de x;, que
influenciam no calculo da MRE, est3ao relacionados com a

controlabilidade do sistema.
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Capitulo 6

IMPLEMENTAGAO E ANALISE DE RESULTADOS

6.1- Introducao:

Apresenta-se neste capitulo detalhes sobre a implementagao
computacional dos algoritmos, para o caso multivariavel,
descritos neste trabalho, e avalia-se, através de resultados, a
robustez numérica das solugdes encontradas. Esta avaliagao ¢é
feita utilizando-se como critérios o numero de condicionamento
definido em (1), a norma de Frobenius da MRE na base original e
o desvio entre os autovalores efetivamente posicionados e os

desejados.

Os algoritmos foram implementados em microcomputador
compativel IBM-PC, em simples precisao, usando-se linguagem
Fortran-77 e levando-se em consideracao a precisao finita da
magquina. Adotou-se um conjunto de regras bdsicas para a
codificagao estruturada, foi pré-definido um plano de testes
para a integragdao e validagao de cada um dos algoritmos e
utilizaram-se, na maior parte dos casos, procedimentos
numericamente confidveis e computacionalmente eficientes. Devido
as caracteristicas do  problema tratado, dentre estes

procedimentos, destacam-se:

1- os relacionados a operagoes gerais com matrizes: operagdes
algébricas (soma, subtracao, multiplicagdao, transposigdo e

invers3o); tratamento com submatrizes (criagdo e devolugdo a
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matriz original); calculo de norma; criagaoc de matrizes’

jdentidade e nula; rotagao de plano; etc.

2- os relacionados diretamente a autoestrutura de matrizes:
neste caso utilizou-se rotinas de pacotes comprdvadamente
eficientes e confidveis do ponto de vista numérico; destacam-se
os pacotes EISPACK (Smith,1977) e LINPACK (Dongarra,l1979), que

se adaptam facilmente ao problema e s3ao de dominio publico.

Os resultados obtidos nos vdrios casos testados permitiram
nao s6 verificar a estabilidade numérica de cada um dos
algoritmos,mas também, como mostrado neste capitulo, fazer uma

andalise comparativa detalhada entre eles.

6.2- Aspectos de Implementacao:

A seguir descrevem-se os principais procedimentos de
implementagcdo da verificagdo computacional da controlabilidade e

dos algoritmos descritos neste trabalho.

6.2.1- Verificacao da controlabilidade:

Para a verificacgao computacional da controlabilidade,
utilizou-se o método apresentado no item 2.5, por ser o
numericamente mais eficiente e, também, por se constituir no

primeiro passo nas transformagdes necessarias para os trés



algoritmos descritos. Além disto, este efetua a decomposigao

canonica de Kalman.

Na sua implementagdao, a determinagao de cada submatriz
A, ;., em (2.19), i = 2,3...k, é obtida pelo cdlculo do posto
da submatriz A;.,,;., ., ja condensada. A condensagao por linhas
é efetuada através de tranformagdes ortogonais de Householder,
utilizando-se uma versao modificada da rotina SQRDC do LINPACK
(bongarra,1979). A necessidade desta adaptagao, cujo pseudo-
cédigo é mostrado a seguir, deve-se & exigéncia da obtengao
destas submatrizes condensadas na forma escalonada superior.
Isto facilita o cdlculo do posto e permite, para o cdlculo dos
IC no algoritmo de Luenberger, identificar quais colunas sao
linearmente independentes (LI) nas referidas submatrizes.

\

Rotina SQRDCM: pseudocédigo

para i = 1 até numero de colunas faga

se (norma da coluna i = 0) entao

calcular a transformagao de Householder para a coluna

’ a partir da linha j;

e

aplicar a transformagao nas colunas restantes;

atualizar a matriz de transformagao; -
-3 =3+ 1
fim se

fim para
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O calculo dos n; é efetuado a partir da forma escalonada
pela andlise de elementos gque obrigatoriamente devem ser
considerados nulos. Devido ao erro de arredondamento, deve-se
considerar um desvio nestes elementos, 1levando-se em conta os

seguintes parametros:

- numero total de operagoes elementares realizadas;
- precisao da maquina;

-. norma Euclidiana ou de Frobenius da matriz.

Este desvio pode ser calculado pela seguinte relagao:
€ =eag(n).10"", |2, (6.1)

onde: ¢ & uma constante = 1;
@n) & um polindmio em n e de baixo grau (utiliza-se grau
2, neste trabalho);

t é a precisao do computador em ponto flutuante.

A atualizacao do par (A,B) e da matriz de transformagao no
decorrer deste processo é facilmente realizada utilizando-se
adequadamente os procedimentos de criagao e devolugao de
submatrizes, e os de multiplicacdao de matrizes. Para facilitar a
implementagao e reduzir a ocupaciao de memdria, utilizou-se,
neste caso e no decorrer das outras implementagoes, duas rotinas

distintas de multiplicagd3o de matrizes, como segue:

Pré-multiplica: que realiza o produto AxB, entre duas matrizes

genéricas A e B, retornando o resultado na segunda;
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Pos-multiplica: gue realiza o produto AxB, retornando o

resultado na primeira.

6.2.2- Algoritmo de Luenberger:

Na implementacao deste algoritmo, dois procedimentos

destacam-se:

1) o calculo dos IC (/; , 1=1,2,.. p), onde p é o numero de

entradas efetivas, que é realizado através da andalise da
dependéencia linear entre as colunas de cada submatriz
A;,;-s+ em (2.19), Dbaseado na forma escalonada, durante o

processo de obtengcao da FBH. A identificacdo das colunas LD com
as anteriores indica quais deixam de contribuir no cdlculo, na
préxima submatriz. Tal procedimento é representado pelo seguinte

pseudocddigo:

enquanto aux(m) = O faga

fim enquanto
1 =1
para j = 1 até b faga
se (1 < nl) entao
se (A;,;., (1,3) # 0) entao
enquanto (aux(m) = 0) faga
m=m+ 1

fim enquanto

70



IC(m) + 1

=
Q
=]
~
]

fim se
senao
para m = 1 até nc faga
aux(m+l) = O
fim para
fim se

fim para

onde: nc e nl representam (o] nimero de colunas e 1linhas da
submatriz A; ;.; , respectivamente;
aux(m) é um vetor auxiliar 1inicializado com elementos
unitarios;
1C(m) é o vetor que contera os indices de

controlabilidade.

2) a obtengao da FCCM, através da permutagao de linhas e de
colunas na matriz reduzida a FBF. A informac3do necessaria para
realizag3ao das permutagoes é obtida pelo seguinte procedimento:
A(1) =0
para i = 1 até (k+1) facga

p (i) = /s(i-l) + n; -1
fim para

j=1



para i = 1 até p facga
para m = 1 até i faga
nNea =0
para 1 = 1 até (i-1) facga

se (f (1) < m) entao

Nca = Nea + 1
fim se
fim para
V(3) =i+ (m) - nea
j = 341
fim para

fim para

onde: n¢a corresponde ao numero de colunas anteriores de U, LD
com A™'b;;
V(j) indica a 1linha e a coluna que devera ser permutada
coma linha e a coluna j, respectivamente;

p (i) contém os IK.

6.3- Algoritmo de Patel:

Os principais procedimentos da implementagao do algoritmo de

Patel, sao apresentados a seguir:

1) obtengao da FBSIH a partir da FBH, onde efetua-se a
condensagao por colunas das submatrizes A;, ;.¢, em (2.19), para
a forma triangular/trapezoidal inferior. 1Isto é realizado

efetuando-se a condensagao por linhas das transpostas das
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submatrizes A , 1 =k,k-1...2, onde k é o indice de
controlabilidade do sistema, utilizando-se a rotina SQRDC
(Dongarra, 1979) ou a modificagdao proposta. Considerando-se
(2.19), a FBH condensada por 1linhas e colunas tem a seguinte

estrutura:

QiAﬂ.iqi QiAﬂ.S.'QZ’. LA QS.AA .k'-':l.Qk'—:l. Q1A1 PR
Q:?AZ:LQ:S. Q;’ATJQQ;\! L Q&‘Aa PR L "'1QI( otk 2 Q:\L’A;! . fe
AHI = o QsiA;;ngx ¢ o . Q:BAS,k --~:1Ql( - Q:EBAG),R i
O . - - Au , ke SRR N A, .k
Q:l.As.o- Rnﬂ-
0 0
Bt:a=Bl-4J:Qc> = . Qe = . (6.2)
0 0

onde: Q; €R™ """ sao matrizes ortogonais;
Q;A;,;i.+ Q7 ;.¢ = (Ra; 0), i = 1 2..x, Q. = I, e

R., € R"*"" & triangular inferior.

O pseudocddigo deste procedimento é:

para i = k até 2 faga

condensa-se a submatriz Aot

atualiza-se a matriz A,

atualiza-se a matriz P de transformagao

fim para

2) obtencao dos IC. Semelhantemente ao algoritmo de Luenberger,

-

o calculo dos IC é realizado utilizando-se os IK e observando-se

a dependéncia 1linear entre as colunas das submatrizes
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condensadas de A,;. Com a nova definicao das variaveis de

estado, os IC sao facilmente calculados como segue :

para j = 1 até n faga

p(j) =0
fim para
para i = 1 até k facga

para j = 1 até n faga
M3 =p(3) 41
fim para '

fim para

3) obtengao da Forma Inteimediéria. Para obtengao da Forma
Intermedidria (F1), dada em (4.12) e (4.13), reduz-se as
submatrizes Ay i,; , com i =1,2...k e j =1i,i+l,...k, & forma
triangular/trapezoidal inferior através de um processo iterativo
realizado k vezes, utilizando-se pré-realimentacao de estados e
rotacao de plano. O pseudocddigo a seguir ilustra este

procedimento:

para t = 1 até k facga
- reduz-se as submatrizes AH!“’LJ , com j =1,2...k, a
forma triangular/trapezoidal inferior por meio de
pré—realiméntagéo de estados;
- reduz-se as submatrizes AH,“’;,j , com i = 2...k,
j=2...k a forma triangular/trapezoidal inferior por

meio de rotagoes de plano;

fim para
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Também neste caso, com o mesmo objetivo citado em relagado a
multiplicagao de matrizes, foram wutilizadas duas rotinas
distintas para realizar a rotagao de plano, denominadas: pré-
rotaciona e pos-rotaciona, que efetuam operagdes elementares

somente sobre as linhas ou colunas envolvidas, respectivamente.

4) obtengao da FBTI, como jd mencionado, através de permutagdes
de 1linhas e colunas sobre a matriz na Forma Intermedidria.
Embora conceitualmente semelhante ao algoritmo de Luenberger,
esta é de implementagao mais simples, uma vez que as colunas LD
nas submatrizes A; ;.; em A,; sao as ultimas. Com isto, o

pseudocddigo ¢é identico ao apresentado para o caso anterior,

exceto que n,= 0.

6.2.4- Algoritmo Proposto:

Devido a semelhanga do algoritmo proposto com o algoritmo de
Luenberger, para a sua implementagao foi necessario somente
desenvolver o procedimento de obtengdo da Forma Intermediaria,

o L4 3 P I3
cujo pseudocodigo é apresentado a seguir:

¢ = ordem
n=20
para i = k até 2 faga
r =0
para j = i até 2 faga
R =1
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m =20
enquanto (n, = 0) faga

l1 =ordem - n - m - ¢

. ¢ = ordem - n

t = coluna ocupada pelo elemento

valor da linha 1 a esquerda do

ser eliminado;
enquanto (n. = 1) faga

se (c > t) faga

- rotacionar o (1,c)-ésimo

de A com o
elemento;

- atualizar as

transformag3ao global,

de maior

elemento a

elemento

(1,c-1)-ésimo

matrizes de

sua inversa

e a matriz de transformacao desta

redugao;

fim se
n¢=ng-1
c=c¢c -1

fim enquanto

se (c > t) entao

- eliminar o (1,c)-ésimo

A como (1,t)ésimo elemento;

- atualizar as matrizes

global, sua inversa e

transformagao desta reducao;

elemento de

transformagao

matriz de
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o]
2]
]
["H

]

fim enquanto
- atualizar a matriz A
r =r + n;

fim para

k até 2 faga

n =mn+ n,;

1, = ordem - n; - n + 1

R =1I,

para 1, = (ordem - n + 1) até (ordem - n + n;) faga
n, =n; -1
c = ordem - n
t = coluna ocupada pelo elemento x;, com i = 1,;
enquanto (n. = 1) faga

se (c, > t) entao

- rotacionar o (1,,c,)-ésimo elemento de
A como (1,,c.~-1)-ésimo elemento;

- atualizar as matrizes de transformacgao
global, sua 1inversa e a matriz de
transformagao desta redugao;

fim se
n,=n, -1

c, =c, -1

fim para
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- atualizar a matriz A

fim para

onde: 1 e c representam a linha e coluna dos elementos das
submatrizes A;,;, J = k,k-1...2 e i=j...2, o0s quais
s3o anulados por rotagao ou por eliminacgao;
l, e c, representam a linha e coluna dos elementos das
submatrizes Aj,;.4 » 1 =k...2, os quais sao anulados
somente por rotagao de plano;
1. representa a 1linha na matriz A do elemento a ser
anulado;
n, e n, representam o nimero de 1linhas e de colunas de

cada submatriz A que esta sendo reduzida a forma

N
desejada;
¥, me n sao varidveis de controle que s3do utilizadas

para indicar a correspondéncia entre as linhas e

colunas de cada submatriz e da matriz A,.

6.3- Analise de Resultados:

Os exemplos apresentados a seguir foram escolhidos entre os
varios testados, visando Aavaliar a estabilidade numérica dos
algoritmos descritos néste trabalho, e também dos algoritmos de
Petkov e de Kautsky, em termos de posicionamento de pdlos e

dentro dos critérios mencionados em 2.3.2.



Exemplo 1. Coluna de destilagao (Kautsky, 1982):

-0,1094 0,0628 0 0 0
1,3060 -2,1320 00,9807 0] 0
A = 0 1,5950 -3,1490 1,5470 0
o 0,0355 2,6320 -4,2570 1,8550
0 0,00227 O 0,1636 -0,1625
. 0] 0,0638 0,0838 0,1004 0,0063
B =
0] 0] -0,1396 -0,2060 -0,0128

Autovalores desejados: (-0,2; -0,5; -1,0; -1,0 3j1,0)

Deve-se observar que este exemplo é apresentado em (Kautsky
e outros,1982; Petkov e outros,1986) e portantoc, serve como
referéncia para verifiqagéo da estabilidade numérica dos
algoritmos, uma vez que este é mal-condicionado e representa uma
situacdo real. Os resultados s3o apresentados em forma de
tabela, onde constam os principais parametros de avaliagao, e
para o algoritmo proposto, apresenta-se 0s pares (A.,B,),

(A,,B,) e (A,B) e a MRE (K) em relagdo a base original.

-1,0971 0,8847 1,7360! 0,8880 0,7024
_0,3002_-2,6280 -0,7901.-1,0180 _ 0,9899
A, =1|70,7817" 0,2165 -5,7337 | 0,1299 -0,0310
0 -0,2380 0,9399 | -0,2437 -0,00075
) 0 0.3808 ! -0,02908 -0,1074
-0,1456 O 0 0 0
B,T =
0,2230 =-0,1114 O 0 0

-6,7856 0,4476 -1,18761 -0,0226 =-0,0193
1,8687 -3,0243 -1,6448) -0,8242 -0,1134

Ar = 3,4986 0 o T T o 0
1,5828 0.2858 O ( o 0
0 0 1,2539/ o 0
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00,0923 0 0 0 0
B, T =
-0,2094 00,1758 0 0 0
-6,7856 -1,1876 -0,0193 + 0,4476 -0,0226
- 3,4986 0 0 ‘0 0
A= |0 _ . 1,2539 0 _ 0 o
1,8687 -1,6448 -0,1134 !-3,0243 -0,8242
1,5828 o] 0 ' 00,2858 0]
- 00,0923 0 0 0 0
BT =
-0,2094 0 0] 0,1758 0
-16,5050 140,2371 -376,5744 296,1104 10,2348
K =
00,2938 56,6945 -167,0607 115,7138 43,6623
Na tabela 6.1, abaixo, sao mostrados os autovalores

efetivamente posicionados ( A:) com seus desvios absoluto (7:) e
relativo - (e;%) para os algoritmos de Luenberger, Patel e

Proposto.

duz?bé -0,2 -0,5 -1,0 -1,0 31,0
Algor ~-
Ai -0,2 -0,5 -1,6001 -1,000 3j1,00
Proposto t:x10° 0,07 3,00 5,00 0,50
e; 3x10° 0,35 6,00 5,00 0,35
Ai -0,2 |-0,4998 |-1,0003 }0,9999 31,00
Patel tx10° 1,00 20,00 30,00 10,00
e %x10’ 5,00 40,00 30,00 7,10
A -0,0294 | 0,8748 |-1,7089 |-1,000 3j1,00|
Luenberger T.x10" * * 70.000 0,01
e;3x10’ * * 70.000 0,0671

Tabela 6.1. Pdlos efetivamente posicionados e seus desvios

absoluto e relativo. Exemplo 1.



Obs.: * representa um autovalor posicionado com um desvio

superior a 100% do autovalor desejado.

Na tabela‘6.2, abaixo, sao mostrados o condicionamento da
matriz de malha fechada e a norma de Frobenius da MRE também,

para os algoritmos de Luenberger, Patel e Proposto.

Algoritmo k(A + BK) kIl
Proposto 1.402 542
Patel 1.529 141
Luenberger - 4.364 480

Tabela 6.2. Condicionamento da matriz de malha fechada e norma

de Frobenius da MRE

Os resultados apresentados na tabela 6.1 mostram a
instabilidade numérica do algoritmo de Luenberger e a
superioridade em termos de posicionamento efetivo de pdlos do
algoritmo proposto com relagao ao algoritmo de Patel. A tabela
672 mostra que a sensibilidade da matriz de malha fechada para'o
algoritmo proposto é inferior a apresentada pelo _algoritmo de
Patel, consequentemente, as variaveis de estado, para o sistema

realimentado com a MRE obtida por este algoritmo apresentara um

melhor comportamento transitdrio (Kautsky,1985). Embora a norma
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de Frobenius da MRE, para o algoritmo proposto, seja superior as.

apresentadas pelos demais algoritmos, dJdeve-se ressaltar que

a sensibilidade da matriz de malha fechada, que



indica a robustez da solugao é um critério mais importante,

podendo-se entao concluir, para este exemplo, que o algoritmo

proposto apresentou resultados qualitativamente superiores aos

algoritmos de Patel e Luenberger, o0s quais utilizam a mesma

abordagem de solugao .(Kautsky,1985).

Exemplo 2. Sistema Maquina-barra infinita (Jorge Dantas, 1983)

n==6, p=2
0 377 0 0 0 0
-0,0970 O -0,1155 0 0,1000 0
A = |-0,2849 O -0,5518 0,1695 O 0
0] 0 0 -25 o 0
0 (0] 0 0 -3,3333 3,3333
0 0 0 0] 0 -12,5
0,9704 O 1,1551 0] 0 0
BT =
-0,0380 O 0,4814 0 0] 0
Autovalores desejados: (-11,1367 3jl1,2350;
-9,0000 39,0000 e
-8,8633 j1,0319)

Na tabela 6.3, abaixo, sao mostrados os autovalores
efetivamente posicionados ( x) para os algoritmos de
Luenberger, Patel, Proposto, Petkov e Kautsky.

Algor -9,0000 j9,0000 -11,1367 3j1,2350 -8,8633 j1,0319
* *

Luenberger|-8,9998 3j8,9997 -33,8690]-12,5300 -4,1911 j2,5097

_ - -
Patel -9,0000 3j9,0000 -10,3965 j2,5152 -3,6272(|~12,246
Proposto -8,9997 37,2010 -11,1678 jl1,2558 -8,8325 j1,0613
Petkov -9,0194 18,9548 |(-11,0753 j1,1967 -8,9046 j1,1302
Kautsky -9,0000 39,0000 |-11,1367 j1,2350 -8,8633 j1,0319

6.3 - Autovalores efetivamente posicionados. Exemplo 2.



Obs.: * representa um autovalor posicionado com um desvio

superior a 100% do autovalor desejado.

Na tabela 6.4, abaixo, sao mostrados o condicionamento da
matriz de malha fechada e a norma de Frobenius da MRE para os
algoritmos de Kautsky, Petkov e Proposto. .Nesta nao sao
apresentados os resultados obtidos'com o algoritmo de Patel e
Luenberger, tendo em vista que estes apresentaram instabilidade

numérica.

Algoritmo k(A + BK) il

Proposto 29.905 3.560
Petkov 13.497.000 84.253
Kautsky - 17.227 2.523

Tabela 6.4 - Condicionamento da matriz de malha fechada e norma

de Frobenius da MRE

Analisando-se os resultados apresentados nas tabelas 6.3 e
6.4, éonclui-se que o0 algoritmo proposto ¢é numericamente
eficiente e o seu comportamento mostrou-se superior, ndo so ao
algoritmo de Patel, como também ao de Petkov. Neste exemplo, a
influéncia da pré-realimentagao de estado no compdrtamento
numérico do algoritmo de Patel ficou evidenciada pela

instabilidade numérica apresentada.
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6.4~ Conclusao:

Apresentou-se, neste capitulo, detalhes sobre a
implementagdao computacional dos algoritmos de Luenberger, Patel
e Proposto, que utilizam a abordagem de desacoplamento como
solugdao do problema de posicionamento de pdlos por realimentagio
de estados em sistemas lineares multivariaveis, invariantes no

tempo.

Resultados obtidos numa extensa bateria de testes permitem
concluir que o algoritmo proposto é numericamente eficiente,
apresentando sempre uma MRE que efetivamente posiciona os pdlos
do sistema onde desejado e por utilizar a abordagem de
desacoplamento, a norma da MRE e a sensibilidade da matriz de

malha fechada atendem os critérios citados em 2.4.2.
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Capitulo 7

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

O objetivo deste trabalho foi o de apresentar um estudo dos
aspectos tedricos e numéricos do problema de posicionamento de
pdlos por realimentagd3o de estados em sistemas lineares

multivaridveis, invariantes no tempo.

85

Primeiramente foram mostrados os aspectos tedricos do

problema, destacando-se sua formulagao e as formas de abordagem,
e Oos aspectos numéricos bdsicos. Destes, foram dados os
conceitos de:

- condicionamento de um problema;

- estabilidade numérica de um algoritmo;

e apresentadas as transformagdes ortogonais utilizadas:

- transformagao de Householder;

- rotagao de plano.

Propuseram-se, entdo, critérios para avaliagao das solucgdes
encontradas, e verificou-se que, dentre, o de estabilidade
numérica do algoritmo é o mais representativo, uma vez que este
indica o posicionamento efetivo dos pdlos. No entanto, o
critério da robustez numéricaApermite validar a eficiéncia da
lei de controle. Como a adogao destes critérios reduz o numero
de algoritmos numericamente eficientes, apresentdu-se,
suscintamente, os principais algoritmos numericamente estaveis

para os casos monovariavel e multivariavel.



Pela importancia da abordagem de desacoplamento do sistema
multivaridavel para solugao, apresentaram-se detalhadamente os
aspectos conceituais, numéricos e de implementagao de dois
algoritmos baseados nesta abordagem:

- Algoritmo de Luenberger;

- Algoritmo de Patel.

O utilizado no primeiro, para obter a Forma Candnica
Controlavel utiliza procedimentos numericamente instdveis,
apresentou, e consequentemente, apresenta um comportamento
numérico insatisfatdrio. O algoritmo de Patel, utiliza somente

procedimentos numericamente estdveis, mas, no entanto, como

verificado através de resultados, tem uma robustez numérica
comprometida, devido a utilizagdo de pré-realimentagao de
estado.

PropOs-se, entao, um algoritmo também baseado na abordagem
de desacoplamento com distribuigao dos esforgos de controle que,
embora utilize eliminagao gaussiana com pivoteamento parcial em
um numero reduzido de casos, apresentou desempenho numérico
superior aos dois algoritmos citados anteriormente. Este,
consiste em desacoplar o sistema pela redugao a uma forma
candnica multivaridavel particular, tal que a matriz de malha

fechada, na base final, tem uma forma triangular inferior.

Deve-se ressaltar, no entanto que, considerando-se o que
foi discutido neste trabalho, a natureza mal-condicionada do
problema e a extrema sensibilidade dos autovalores da matriz de

malha fechada a perturbagdes nos parametros da MRE, conclui-se
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que o problema de posicionamento de pdlos por réalimentagéo de
estados ainda é‘ uma questdao nao totalmente resolvida. Isto
porque nao existe um algoritmo que, embora numericamente
estavel, resolva o problema integralmente, com todas suas

caracteristicas analisadas neste trabalho.

Como perspectivas de continuidade de estudos e pesquisas

nesta drea, propdoe-se:

- utilizagao da idéia basica do algoritmo de Patel para o caso
monovaridvel, que trabalha na alocagao dos autovalores com a
matriz de malha aberta, para a solugdo do caso multivariavel, em
conjunto com a idéia central do algoritmo de‘Miminis para o caso

multivaridvel;

- redugao, no _algoritmo de Patel, do numero de elementos
eliminados por pré-realimentacao de estado, | por exemplo,
utilizando-se somente pré-realimentagao para redugao da
submatriz A, ; . As demais submatrizes Ay, J = 2,3...k, seriam

reduzidas por rotagao de plano.

- especificacgao e desenvolvimento de um pacote de Projeto
Assistido por Computador para Sistemas de Controle, direcionado
ao PPRE. Este devera éonter algoritmos numericamente estdveis,
para os casos monovaridvel e multivaridvel, um conjunto de
ferramentas auxiliares para avaliagdo das solugdes (cdlculo de
normas, de autovalores e autovetores, simulagéo temporal, numero
de condiciohamento, saidas graficas, etc.) e auxilios ao

usuario, do ponto de vista conceitual e numérico.
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