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Resumo

Este trabalho tem como finalidade definir as formulagdes matematicas para os
problemas eletromagnéticos, incluindo propagacéo das ondas eletromagnéticas de alta
freqiiéncia em guias de onda e apresentar a resolugdo numérica das equagdes obtidas,
usando, para isso, 0 método das diferengas finitas.

Este estudo leva ao desenvolvimento de dois “softwares”. O primeiro foi
construido para modelar as mais variadas aplicagdes estaticas sujeitas as condigdes de
contorno especificas. O segundo foi implementado, especificamente, para simular a
propaga¢do de ondas eletromagnéticas de alta freqiiéncia em guias de onda

retangulares.



ABSTRACT

This work has the purpose of defining the matematical formulations to the
electrostatical problems, the propagation of high frequency electromagnetical waves in
wave guides and to present the numerical resolution of the obtained equations, through
the use of finite differences method.

This study leads to the development of two softwares. The first one was built to-
model a wide range applications under specific boundary conditions. The second one was
especially built to simulate the propagation of high frequency magnetic waves in

rectangular wave guides.
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Introducdo

.

O eletromagnetismo tem como alicerce inicial para a sua compreensio o
estudo das Leis de Maxwell, também conhecidas como Equagdes de Maxwell.
Maxwell foi um fisico escocés que teve como fonte principal de seu trabalho
cientifico os estudos e resultados de Ampeére, Gauss e Faraday para a elaboragio da
teoria eletromagnética. O grande mérito de Maxwell foi a unificagio dos resultados
desses trés cientistas citados em um conjunto de equagdes e a complementagio da Lei
de Ampere com a introdugdio do conceito das “correntes de deslocamento”,
generalizando a lei para todos os casos. Maxwell conseguiu através do
desenvolvimento destas pesquisas alcangar, através do conjunto de equagles, uma
total percep¢do dos fenomenos eletromagnéticos.

Para o estudo e compreens@o dos fendmenos eletromagnéticos envolvidos em
uma determinada aplicagdo € necessdria a resolugdo do sistema das Equagdes de
Maxwell. Geralmente essas equagdes sdo apresentadas em sua forma diferencial, que
infelizmente séo de dificil resolugdo. Para resolvé-las e assim conseguir analisar o
fendmeno eletromagnético do problema em questio existem duas maneiras: a
primeira, através de técnicas analiticas e a segunda através de técnicas numéricas.

Cada técnica de andlise matematica das equagles diferenciais tem suas
particularidades e as suas aplicagdes mais indicadas. As técnicas analiticas sdo,
geralmente, empregadas em problemas com estruturas de complexidade pequena e
meios homogéneos, conseguindo-se com isso simplificagdes algébricas e tomando a
solucdo bastante imediata.

Um fator que dificulta um maior uso na resolugéo das equagdes diferenciais
através de solugdes analiticas s@o as aproximagles e simplificagbes feitas na
modelagem do problema. Essas aproximagdes acarretam, geralmente, imprecisdes
numéricas, levando, com isso, a uma modelagem totalmente equivocada. Geralmente

as aplicagdes onde se trabalha em regides geometricamente complexas, com



condigdes de contorno mistas (varias condigdes de contorno numa mesma aplicagdo)
€ em meios ndo homogéneos ¢ anisotropicos, as técnicas de solugdo analiticas ndo sdo
indicadas.

Com o desenvolvimento computacional recente, sdo largamente empregadas
técnicas numéricas para a solugdo de equagdes diferenciais. Com o emprego dessas
técnicas, ampliou-se o numero de aplicagdes.

Existem vérias técnicas numéricas de solugdo de problemas envolvendo
.equag:(”)és diferenciais para as Equagdes de Maxwell. A escolha do método pode
depender do tipo de problema a ser resolvido. Os mais conhecidos sdo :

= O Método dos Elementos Finitos [3];

= O Método dos Momentos [3];

= O Método das Linhas de Transmisséo [3];

= O Método de Monte Carlo [3];

=> Método Variacional [3];

=> Método das Diferencas Finitas [3].

Este trabalho teve como objetivo analisar os campos eletromagnéticos
estaticos e dindmicos. No estudo estatico, procurou-se desenvolver uma formulagio
através do Método das Diferencas Finitas que fosse capaz de calcular, por exemplo, a
configuragdo dos campos € equipotenciais para um capacitor de placas paralelas,
configuragdes de campos elétricos ou magnéticos de imds permanentes sem
saturagfio, etc. No capitulo I, é mostrado todo o procedimento para a construgéo do
algoritmo numérico.

Com as Equagdes de Maxwell temporais, buscou-se construir uma formulagio
matematica através do Método das Diferencas Finitas no Dominio do Tempo, capaz
de analisar e observar os fendmenos dindmicos no eletromagnetismo. Procurou-se
modelar, através dessa técnica numérica, um dispositivo conhecido como guia de
onda. No capitulo II, é visto todo o procedimento para a construgdo do algoritmo
numérico.

Construidas as formulagdes numéricas através de cada método, procurou-se
desenvolver dois “softwares” que pudessem observar e produzir resultados

significativos para a posterior validagdo do trabalho cientifico.



Cap. 1 - Método das Diferencgas Finitas

1.1- Introducdo

Como foi dito anteriormente, existem varios tipos de solugdes numéricas para
a obtengdo dos campos eletromagnéticos. Dos métodos numéricos empregados para a
solugdo de problemas eletromagnéticos destaca-se o Método das Diferencas Finitas
(MDF). Esse método ¢ bastante utilizado, possuindo duas caracteristicas
fundamentais para o seu emprego: facilidade de entendimento e aplicagdo na
modelagem dos problemas eletromagnéticos.

O MDF foi desenvolvido por A. Thom, em 1920, com o titulo de ‘Métodos dos
Quadrados’, para resolver equagdes hidrodindmicas ndo-lineares. Desde entdo, o
método tem sido aplicado em diversas areas de interesse cientifico como, por
exemplo, na dindmica dos fluidos e gases, no calculo de fadiga em estruturas, etc.

As técnicas em diferengas finitas sdo baseadas em aproximagdes numéricas,
permitindo transformar equagdes diferenciais em equagdes por diferengas finitas.
Essas aproximagdes por diferengas finitas séo feitas algebricamente em uma regido
discretizada, que relaciona os valores das variaveis com pontos dentro da area de
estudo, os quais sdo chamados de nds.

A solugio por diferengas finitas envolve, basicamente, quatro passos :

(1) divisdo da regido em uma malha de nds ou uma discretizagdo da regido
-envolvida; _

(2) aproximagdo numérica da equag@io diferencial de interesse em uma
equagdo por diferengas finitas equivalentes, relacionando as varidveis independentes €
dependentes com 0s rds na regido;

~ (3) imposigdo das condi¢des de contorno no sistema matricial,

(4) resolugio da equagdo matricial por um método numérico conhecido.



1.2 - Equacées de Maxwell

As equagdes basicas no estudo do eletromagnetismo € o conhecimento das

Equagdes de Maxwell [1], observadas abaixo :

-~ - 0D
VxH=J+— 2.1
x 3 (1.2.1)
v.B=0 ' (12.2)
i
VxE=—-— . 123
> (1.2.3)
V.D=p (1.2.4)
e juntamente com as relagdes constitutivas tem-se :
B=uH (1.2.5)
D=¢kE (1.2.6)
J=ck (12.7)
Onde :

B ¢ a indugfio magnética ( T );

H é o campo magnético ( A/mi ),

E ¢ o campo elétrico ( V/m ) ;

D¢ a indugdo elétrica ( C/m?);

J é a densidade superficial de corrente ( A/m?);
p € a densidade volumétrica de carga ( C/m*);
4 é a permeabilidade magnética ( H/m );

£ ¢ a permissividade elétrica (F/m );

o ¢ a condutividade elétrica( S/m ).



O termo %?— na eq. (1.2.1) é conhecido como Corrente de Deslocamento.

Essa corrente apresenta valores significativos quando se trabalha em altas
freqiiéncias.

E importante destacar que existem dois dominios de estudo no
eletromagnetismo: o dominio das baixas e altas freqiiéncias.

O dominio das baixas freqiéncias compreende os dispositivos
eletromagnéticos como, por exemplo, motores elétricos, relés, contactores,
transformadores, etc. _

O dominio das altas freqiiéncias compfeende o estudo e analise de ondas
eletromagnéticas e a propagagdo de energia pelas mesmas. Nesse dominio aparecem
as correntes de deslocamento citadas anteriormente.

Precisa-se ressaltar que ndo ¢ muito bem definido o valor exato da faixa de
frequéncias onde comega o dominio de altas freqiiéncias € termina o das baixas
freqiiéncias. Isso deve-se ao fato do constante desenvolvimento tecnologico e em qual
aplicacdo se esta estudando ou trabalhando. Na presente dissertagdo, tem-se como

principio que, a partir de /0 kHz, ja se trabalha em dominios»de altas freqii€ncias.
1.3 - Equagdes de Poisson e Laplace

Para se obter a distribui¢do dos campos em um determinado dispositivo, ao

invés de se tentar calcular diretamente os campos (£ e H), pode-se abordar o
mesmo problema através do calculo de potenciais. Através dos potenciais calculados,
obtém-se a distribui¢io dos campos.

Assim, o problema original sera representado através de uma Equagio de
Poisson de segunda ordem. Como exemplo considere a equagio (1.2.4):

A obtengdio de Equagdo de Poisson é extremamente simples, pois se parte da

formaup(')ntual da Lei de Gauss [2],
V.D=p (13.1)

da relagdo constitutiva para D,



D=¢E - (13.2)

e o campo elétrico (E ) pode ser obtido através do gradiente de uma fungéio escalar

[1],

E=-VV (13.3)
Onde :
" V é potencial escalar.

por substituigdo, obtém-se:

V.D=V.(¢E)=-V.(¢ VV)=p
ou

vy =-£ (1.3.4)
&

para uma regido homogénea em que & (eq. 1.3.4) € considerado linear. Essa equagéo
(eq. - 1.3.4) é conhecida como a Equagio de Poisson para o Potencial Escalar
Elétrico. Com o mesmo desenvolvimento teédrico, ¢ formulada a equagio com o
Potencial Vetor Magnético, onde se tem, como termo do lado direito ou como termo
fonte, uma densidade superficial de corrente multiplicada por uma permeabilidade

magnética [1]:

Vid=puJ | (1.3.5)

Pode-se também representar de uma forma genérica as eqs (1 34)e(1.3.5):

2 2 2 ' .
viy2V OV, oV __P v (13.6)
. 2x* Jdy° 2Oz £

2 2 2
V"'A:aA oA 4 J (1.3.7)

==+ =
o 8y a2 "



em coordenadas cartesianas. Ao trabalhar apenas em duas dimensdes, obtém-se para
~aeq. (1.3.7):

2 2
V’A:fé+-§-—‘§-=w (1.3.8)

y

Em problemas ligados a engenharia elétrica, considera-se p =0 ¢ a equagio

(1.3.6) transforma-se na equagéo seguinte:

ViV =0 (1.3.9)
ou
2 2 .
V2V=g Z+%=o (1.3.10)
x* Oy

Nesse caso, a fonte de campo elétrico é, obrigatoriamente, a diferenga de
potencial imposta nas fronteiras do dominio [1]. As egs. (1.3.9) e (1.3.10) séo

conhecidas como Equagio de Laplace no Potencial Escalar Elétrico.

1.4 - Fundamenta¢cdo Matemdtica do Me’todo das

Diferencas Finitas

Para se ilustrar a fundamentagdo matematica do método em questdo, faz-se,
em primeiro lugar, uma aproximacgdo de uma fungdo f{x) qualquer por diferengas

finitas, como € observado na figura 1.1 [3] :

J=) 1\

>
x-Ax X, x,+Ax Tx

fig. 1.1 - fungdo f(x) genérica



Faz-se uma aproximag;ﬁo da derivada de 1® ordem da fung&o (fig. /./) no ponto

P, pela inclinagdo do arco tangente PB, obtém-se:

S(xo+Ax)-f(x)

fi(x)= e (14.1)

Ou pela inclinagdo do arco tangente AP :

f'(xo)___ f(xO)—i(xo—Ax) (142)

x
Ou ainda pela inclinacio do arco AB :
Fing) = Lot 8)= (5= ) (143)
x

Pode-se estimar a derivada segunda de f{x) em P, tem-se :

f”(xo)zé[f’(xo +Ax/2)~ f'(x, - Ax/ 2)] (1.4.4)

Sendo :

f’(xo+Ax/2)=f(x”+Ax)_f(x") (1.4.5)

Ax
e

Fixo-axs2) =2 (20) =Tz =) (1.4.6)

A Ax
“Substitui_-se egs. (1.4.5)e(1.4.6)em (1.4.4):
P [f(xo +A%) = f(x)) _ f(%) = f(% Ax)} 147)
Ax Ax Ax



(g + A% = 21 (1) + f(x, =A%)
- (Ax)?

f"(x,) (14.8)

Com o objetivo de ilustrar a obtengao das derivadas recorreu-se a visualizagéo
da fungdo f{x), que tormou sua dedu¢dio um tanto intuitiva. Geralmente estas

aproximagdes sdo feitas através de Séries de Taylor [3].
Se a fungdio f(x) e suas derivadas & f/Jx,8° f/Jx*... sdo continuas em x

, logo se pode fazer a expansdo em Série de Taylor da fung@o [4]: -

Flxo+ 8x) = fxy) 4 Ax f'(50) 4 (85)* F(50)

* (A% 7 5y (1.49)

Flx=83) = fg) = Ax ['(5) +5=(A )" £ (%)

—31—/(Ax)-3 £ (%,)4+... (1.4.10)
adicionando (1.4.9) € (1.4.10), obtém-se :

F(xg+Ax)+ f(xg—Ax)=2F(xe)+(Ax) ["(x,)+ O(Ax)" (14.11)

onde O(Ax)* sera o erro introduzido pelo truncamento da série. Esse erro serd da

ordem (A x)*. Com a omissdo do termo O(A x )* [3] tem-se para a derivada segunda:

S(xo+8x) = 2f (%) + [(%, = %) (1.4.12)
(Ax)

fr(x)=



Ao omitir o termo (A x )’ das eqgs. (1.4.9) e (1.4.10), obtém-se para derivada

primeira :

f'(xo)z f(xo +Ax)_f(x0 _Ax) (1413)
2Ax

Para as expressdes (1.4.12) e (1.4.13) o método torna-se , basicamente, uma

diferenga aritmética entre os pontos vizinhos.

1.5 - Método das Diferencas Finitas para as Equagdes de

Poisson e Laplace

O desenvolvimento numérico do MDF na resolugdo das Equagdes de Laplace
¢ Poisson contém com principios para sua aplicag@o : '

(D Movdelagem da regido de estudo;

(2) Obtengdo do sistema matricial com as condi¢des de contorno;

(3) Resolugdo do sistema matricial.

Ilustra-se na figura 1.2 como é executada a discretizagdo da regido de estudo:

ImEmat
;V,+Ayr il jt1

Vc-u Vu Ve 1

N\

Yo

{/\
E‘

y—A

"
C
’
?.
L

fig. 1.2 - Malha de discretizagdo
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Vale lembrar que para utilizar o referido método tem-se de discretizar a regiéo'
com elementos de geometria regular (quadrados, retingulos ou hexagonos). Serdo
utilizados elementos quadrados e retangulares (células quadradas e retangulares) pela
facilidade de visualizag3o e pela simplicidade encontrada nesse modelo (figura 1.2).

Quando se discretiza uma regido, ela possui dois tipos de nds

— nos fixos,

— nos livres.

Os nds fixos sdo os nés onde se conhece os valores dos potenciais e estdo na
fronteira da regido em questdo. Os nds livres s3o os nés onde se pretende determinar
seus valores de potenciais e estdo no interior da regido.

O objetivo sera obter a soluglio dos potenciais dos nds livres com uma

aproximagdo em diferengas finitas da Equagéo de Poisson

VA= uJ (1.5.1)
e da Equagéo de Laplace [4]

VI =0 | (1.5.2)

Como este trabalho envolvera problemas bidimensionais, logo se tem :

A4 A

el (15.3)
€

VO o | (1.5.4)

+ ———
axt 8y’

"



Derivando V(x,y) no ponto (x,,y,) da figura 1.2, obtém-se :

vl  _V(x,+Mxy,)-V(x,—Axy,)

x|~ 2Ax
X g (15.5)
. — I/;+1,j - Vi-l’j

2Ax

onde Ax é suficientemente pequeno.

Para a derivada segunda deg—K :
x

oV ..i(ﬁ V) _V'(x,+Ax/2y,)~V'(x,~Ax/2y,)
ox*|_, Ix\ox) Ax
_ Vix,+Ax,y,)— 2V(xo,;vo) +V(x,-Ax,y,) (15.6)
(Ax)
- Vi+1,j - 2Vi,f + Vi

(Ax)?

As eq. (1.5.5) ¢ (1.5.6) sdo aproximagdes em diferengas finitas da 1° e 28
derivadas parciais de ¥ em relagdo a x, para x = x,. A eq. (1.5.5) € associado um erro
da ordem de (4x), € a eq. (1.5.6) tem associado um erro da ordem de (Ax)°.

Obtém-se similarmente para coordenada y :

OW|  V(x,,y, A =2V (x,,3,)+V(x,,7, ~ AY)
OV, (Ay)y -
g '”"’ d (1.5.7)
Vi,j+1 - 2Vi,j + Vi,j-l
(Ay)

Substituindo (1.5.6) e (1.5.7) em (1.5.4) e fazendo 4 x = 4y = h , obtém-se .
como expressio :

-V

i+1j -

Viery # 4= Vs = Vi = 0 (1.5.8)

'l

12



A equagdo (1.5.8) ¢é o desenvolvimento do algoritmo no Meétodo das
Diferengas Finitas para a Equagdo de Laplace com elementos quadrados, onde o
potencial incognito 7, ¢ dependente dos valores de potencial dos nds vizinhos V.,
V:’-IJ: Vij+] € Vi,J-I-

A figura 1.3 mostra o arranjo de uma célula para eq. (1.5.8), que tem como

potencial incognito V; ;

°V.,

fig.1.3 - Célula basica para o desenvolvimento do algoritmo do MDF

onde % ¢ chamado de tamanho da malha. Se existirem fontes de corrente dentro da
malha (fig. 1.2) o problema torna-se uma aplica¢@o da Equagéo de Poisson e se inclui

um termo fonte na eq. (1.5.8) para ser aplicado no algoritmo. -

uJ

A, +44  —A =—-——4——h2 » (1.5.9)

i-1,j ij ij+l — tlig-l

~A

i+lj
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1.6 - Formulagdo do Método das Diferencas Finitas para

Elementos Quadrados em Meios Ndo-Homogéneos

Nesta secdo os conceitos apresentados anteriormente s@o desenvolvidas em
uma malha de elementos quadrados possuindo diferentes caracteristicas
constitutivas.

Considerando-se que a indugdo elétrica normal permanece constante ao
atravessar a fronteira entre meios de diferentes permissividades elétricas (figura 1.4)
[1], em uma célula de quatro elementos pode-se escrever a seguinte expressao para

circulag@o do campo elétrico, como mostrado na figura 1.5 :

{D,;+D,;+D,;+D,,}=0 (1.6.1)

fig. 1.5 - Célula com materiais diferentes em cada elemento

14



Esta condigdo ¢ proveniente da Lei de Gauss na forma integral [3]:
§, Ddl= ﬁel?.dl =0 (1.6.2)
substituindo £ =-VV , tem-se :

be(-vv).di= §s%.dl= 0 (16.3)

onde %V— ¢ a derivada de ¥ normal ao contorno /. Aplica-se no caminho das interfaces
n

£,,€,,&; € &, [3]eobtém:

- - - v,~,
SI(VI I/«;)f’_+82(1/3 Vo)_’1+€2(Vz %)ﬁ+£3(4 o)£+
h 2 h 2 h 2 h 2
V3_Vo) (VJ_Vo)h (V4—I/,,) (Vz_Vo)h
—+ —+ —+¢ —=0
83(17 TN T )T T )T T )
(16.4)
(o), -+ (2550 -+ (25205 - )
(16.5)
+(€3;£4)(I/4—I/0)=0
£, +¢ £, +¢&
(a,+£2+63+£4)V07( '2 ‘)V,—( 22 J{)Vz ]
(1.6.6)
_(82+6‘3)V3_(84+83)V4=0
2 2
ou
_771V1—772V2+770K)_773K?"774V4=0 (1.6.7)
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Sendo :

M-«

o= D8, (1.6.8.2)
- i=1

m=E%;Q (1.6.8.b)
m=E%22 (1.6.8.c)
m:k%;Q (1.6.8.d)
n,= (if;’l (1.6.8.¢)

Com as eqs. (1.6.7) e (1.6.8) tem-se o algoritmo matematico em diferengas
finitas na Equacgdio de Laplace para o Potencial Escalar Elétrico com elementos
quadrados. Para converter o algoritmo do potencial escalar elétrico no potencial vetor
magnético na Equagio de Poisson (eq. - 1.5.3) se écrescenta o termo fonte, uJ, ao
lado direito da formulagdo (eq. - 1.6.7) e substituem-se as permissividades (&) por

relutividades( v ) nas eqgs. (1.6.8). Conforme equagdes a seguir :

J
oAy — A, — 1,4, — 1345 — 11,4, =_#7h2 (1.6.9)
Onde :
4
EDN? (1.6.9.2)
i=1
(v,+v,)
7, (1.6.9.b)
2
(v, + vz)
)= (1.6.9.c)
2
(v, + v3)
= (1.6.9.d)
(v3 + v,,)
n,=" (1.6.9.€)
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1.7 - Formula¢cdo do Método em Diferencas Finitas para

Elementos Retangulares em Meios Homogéneos

Para ampliar o niimero de aplicagdes do MDF procurou-se construir um
algoritmo mais genérico, onde foi pretendido desenvolver uma formulagdo com

elementos retangulares em meios homogéneos.

-

™

114* h4 ) hz e

s

fig. 1.6 - Célula retangular

Com semelhantes premissas do item 1.4, logo se pode fazer uma expansido em

Séries de Taylor de V(x)[4]:

V‘“A"):V(")+(%]A"+%(fx5)<zsx)’ﬁ[‘;’xf](mf

+L(a4l4/)(Ax)4+...
41N\ x" )

-6 ) & 25 {28 Y

S

(17.1)

ou

(1.7.2)
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onde Ax é um incremento infinitesimal na diregdo x.

Tem-se entdo como incremento de coordenadas por no :
Ax,=x,—-x,=h, € Ax,=x,-x,=h, (1.7.3)

Fazendo as substitui¢des dos incrementos /, € sy nas eq. (1.7.1) e (1.7.2), tem-

s€:

]o(hz)’ +§[fxf]0(h2)3

1 (17.4)
vl G) s
v, =V0—(ZK) h4+—1—(&212) (h4)2_l(531§) ()
x/, VANZE 2 31\ ox"J,
(17.5)

1{&'V 4
+-47(—EXT}O(}Z4) e

onde 4, é o acréscimo para +Axe hy é 0 acréscimo para ~Ax para 0s nds 7, € 1,.
Similarmente, se V e suas derivadas sdo fungdes continuas em y, segue-se

semelhante expansdo em Séries de Taylor :

. (ov 1(&vY v, 1 a’"V) ;
V=V, "'(0,,_)/)0}71 +2!(ﬁy;)o(h1) +3!(5y3 o(hl)

(1.7.6)
1(8V ‘
(2] e

41\oy" ),
14 13V 2 1(8V 3
V3=Vo"('—"Jh3+_( 2)(3) _—( 3)(3) ;
2\ 4 31\ 3
o3/ Y 7o NV (1.7.7)

onde 4, e h; sdo os acréscimos +Ay e —Ay na diregdo y para 0s nos 1, € 17];.
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2

Multiplicando o termo (—Zz—z) na eq. (1.7.5) e somando a eq. (1.7.4), obtém-

4

s€:

R\ (, K h? a"V) 1, >V
(V; i VJ—(I— " v, + h2+h—f = 0+-§7h2(h2+h2h4) a7,
I NV -
+Zh§(h§ - h")(—ﬁ_xT)o . (1.7.8)

Para obter a derivada de 1* ordem evitando-se erros significativos, pode-se

truncar os termos a partir de 3* ordem (se 4, e h, forem suficientemente pequenos):

(ﬂj =M V2+h2_h”Vo— hy v, (1.7.9)
dx),  hyh,+h,) h,h, h,(h, +h,)

para as derivadas em relagdo a x.

Para a derivada em relagdo a coordenada y faz-se a mesma implementag@o que

2

foi feita no paragrafo anterior . Multiplicamos a eq. ( 1.7.7) por (—l};—;] ¢ somando

comaeq. (1.7.6), tem-se :

2 2 2\7
(V] - h_fz V;) = (1- h—g) v, + (h, + _’ij(fﬂ) + ih,(hf + h,hg)(éj-g]
% h N\ 8y), 3! 3y’ ),

+4i/-hf(hf -h;)(ﬁd V)O (1.7.10)

Também, neste termo (eq. 1.7.10) das coordenadas em y, trunca-se os termos a
partir de 3* ordem desde que 4; € A; sejam suficientemente pequenos, tem-se para a

coordenada y :

aV) h, h, —h, h,
— = vV, + vV, -
(5y o h(hrh) ' Rhy T bk +hy)

2 (1.7.11)
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Como se quer obter as derivadas de segunda ordem para as Equagdes de

Poisson e Laplace, ou seja as derivadas de segunda ordem de (—Z)—Z—Z—) e (-Z—Z—Z) , faz-se
x y

para a coordenada x a multiplicagdo de (2—2) com a eq. (1.7.5) e somando com a eq.
4

(1.7.4), obtendo-se :

h h I : v I av
_ (Vz +ZZ_V") = (1+i}lfo +3h2(h2 +h")(——é’x2) +§h2(hj —hf)(—————axJ
0 ) 0

4

x4

1 NGV
+4—!h2(h§+h4)(ﬁ )0 (1.7.12)

Para a coordenada y faz-se a multiplicagdo de (%J eeq. (1.7.7) e soma-se a
3

| eq. (1.7.6), obtendo-se :

(V, +-131—V3J = (1+ﬂ] v, + —]—h,(h, + hj)(éa—g) +—1-h,(hf - h;)(ii—j-?)
h, hy 2 oy ), 3! oy’ J,
_1_ T 2 0"4V)
+4/h,(h, +h3)(—-—~ay4 0 (1.7.13)

Nas equagdes (1.7.12) e (1.7.13) os coeficientes h, sdo considerados
suficientemente pequenos de forma que o desprezo dos termos acima de 3* ordem ndo

implique na geragdo de erros significativos [4]. Assim tem-se que :

(mﬁ =2y 2y, _ 2 v, (1.7.15)
ox), " hh+h) 7 k(b +h) kb,
€
(3213 = 2 V,+ 2 v, - 2 Ve (1.7.16)
8y’ ), m(h+h) ' hy(h+h) 7 b
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Com isso, pode-se entfio substituir estas derivadas na Equagio de Poisson e

Laplace :
o”zV] (an)
(axz 5_))2 0 ( )
1
nV,+nV,+n Vs +n,V, +n,V, ='§Fb (1.7.18)
Sendo :
n U (1.7.19.a)
byl +hy) o
1
= 1.7.19.b
7, hz(h2+h4) ( )
1
fy = (1.7.19.c)
P okl + i)
__ 1 (1.7.19.d)
T = 1, + ) Sine
1 1
=— + . 1.7.19.
o (h,h3 hzh,,) (1.7.19.¢)

Para a Equagdo de Laplace iremos apenas substituir F, = 0, tornando :

nVi+nV,+nV;+nV,+n,V;=0 (1.7.20)
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1.8 - Formulacdo do Método das Diferencas Finitas para

Elementos Retangulares em Meios Ndo-Homogéneos

Nas segdes 1.6 e 1.7 foram obtidas expressdes das formulagdes em diferengas
finitas com elementos quadrados em meios ndo-homogéneos e com elementos
retangulares em meios homogéneos. Agora, estas expressées serdo associadas de

forma a construir um algoritmo de abrangéncia geral.

)’Ar

&) G

13 4

(€ dy) (e:,J)

fig. 1.7 - Célula geral

Aplicando novamente o conceito do item 1.6 em que a indugéo elétrica normal

¢ invariavel ao ultrapassar meios de permissividades diferentes, tem-se :
§D.dl = baldi=0 ~ (1.8.1)
substituindo £ =-VV , obtém-se :
ov
pe(-v).dl= §g-§7.d1=0 (1.8.2)
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com o percurso do caminho / na figura 1.7, obtém-se a seguinte equagédo:

eVi=Vhy , eVi=V by elVi=Vi) by edVi=Vo) s
n, 2 P h, 2 h, 2

+52(VJ"V;))hz+53(V3—V;))h4+£3(V4_V0)h3+53(V4—V0)ﬁ___0
h, 2 hy 2 h, 2 h, 2

(1.8.3)

AET PR PEY LN ALY
2\n ) 2k h) 2\B h) 2\ K

&h, +&,h gh, +&h gh, +¢&,h gh +e.h
_Ifll: 1772 44]_172[ 27%3 ll:!_r/;!: 37%4 22}_[/4{: 41 33}_:0

2h, 2h, 2h, 2h,
(1.8.4)
V e +¢,h, N g,h, +¢&h, + g0, +€,h, N £hy + &850
2 2h, 2h, 2h,
v, &h, +&,h, +7, &,h + &y 7, &5h, +&,h (185)
2h, 2h, 2h,
v Eh +&3h,
¢ 2h,
Sendo :
ek tedh (1.8.6.2)
2h,
L RIUY (1.8.6b)
2h,
= eyt ok (1.8.6.c)
2h,
_Ehted 1.86.d
M4 o ( )
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obtém-se ento:
(mtmatnstn o =0l +nVs+ns+n0, (18.7)

ou

(Zm)% =20V, | | (1.8.8)

i=1

Com a adi¢io da fonte de corrente Fj:

(ini)A0=iniAi+F0 (1.8.9)

i=1 i=1

Sendo :
Fy = 3 + b+ i+ T ] (1.810)

1.9- Condicdes de Contorno

Na resolugdo das equagdes diferenciais sdo sempre necessarias que, nas
aplicagdes, sejam conhecidas as condigdes de contorno do problema, tambeém
chamadas de condigdes de fronteira. Estas sio fundamentais para a modelagem e
solugdo dos problemas no eletromagnetismo. No MDF utiliza-se usualmente, na
fronteira do dispositivo em estudo, duas condig¢des:

=» Condig¢do de Dirichlet;

=» Condi¢do de Neumann.

Antes de analisar as aplicagdes de cada condigdo no contomno (Dirichlet e
Neumann) do algoritmo numérico, ¢ necessario compreender, previamente, como ¢

formado o sistema matricial do método.
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O sistema matricial € expressado como se segue:
[SS].[V]1=[VDR]

onde :
[SS] = Matriz dos potenciais dos nds livres; |
[V] = Matriz dos potenciais incognitos;
[VDR] =» Matriz dos potenciais impostos pela fronteira.

1.9.1 - Condicées de Dirichlet

S3o as fungdes impostas sobre certas regides do contorno. No MDF a
condi¢des de Dirichlet é a imposigdo de valores de potenciais em certas posigdes da
fronteira. |

E mostrado na figura 1.8 como se deve agir no momento em que uma célula
do algoritmo contém potenciais impostos na fronteira.

Na figura 1.8, tem-se potenciais de 100 V e 0 V nas fronteiras superior e
‘inferior do dominio. A célula para a formagdo do algoritmo consiste dos nds

V,, V,,V; e V,, o no central 0 sendo o ponto inicial para se construir 0 processo

formal de calculo na demonstragdo a seguir :

V=100V

®
V=0V

fig. 1.8 - Célula Condigdo de Dirichlet
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Ao desenvolver a formulagdo com potencial imposto nas fronteiras da célula

da figura 1.8, obtém-se :

Wy =V, =V, =V, =V, =0 (1.9.1)

Na observagdo da figura 1.8, os nds 1 € 3 possuem valor de potencial /00 Ve
0 V, respectivamente, substitui-se, tendo :

4V,-100-V,-0-V,=0 (1.9.2)

na transposig@o dos valores numéricos para lado direito da equagéo, obtém-se :

4V, ~V,-V,=100. (1.9.3)

Agora, para se ter uma visdo global do conceito exposto, ¢ mostrado

(figura 1.9) em uma malha 3x 3 a imposigdo de uma maneira mais genérica.

V 100V
H i i i
; i i ]
L b .
hmmmmeee e fpr==mmmmme- S 1 Condicocs de
j | i E 5 Dmnichict
S . b R ¥
! ! ! '
V=0V

fig. 1.9 - Exemplo ilustrativo da condi¢éo de Dirichlet
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Formulagio para os nds :

4V,—V, -V, = 100
~V,+4V,~V, =V, = 100
—V,+4V,~V,~V, =100
—V,+4V,-V, = 100
—V,+4V,~V, =0
V=V + V=V, =0
~Vy=Vy+ 4V, =V, =0
Vo=V + 4V =0

1.9.2 - Condigoes de Neumann

Essa condi¢dio € aplicada no contorno restante onde se tem a chamada
“Condigdio Natural de Neumann”, é definida na parcela da fronteira para qual a
indugdo normal é constante, normalmente nula.

Para esclarecer o paragrafo anterior, continuar-se-a a usar o exemplo da figura

1.9.
Vo 100V
: : : :
I
a s a ;
s e S
| | | i
Condigdo™ | b ] -
de Neumann 55* ---------- :b ---------- a:-'- __________ -!b
i : - | Condigo de
V=0V

Neumann

fig. 1.10 - Exemplo ilustrativo para a condi¢do de Neumann
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Na figura 1.10 observa-se que os n0s 1, 4,5¢8 sdo fronteira e entretanto nio
possuem potenciais impostos. Nesses nds se tem as condigdes naturais de Neumann.

Para aplicar as condi¢des de contorno no sistema matricial, isola-se uma
célula para fazer a demonstragao.

Isolando a célula do no 1, tem-se :

fig. 1.11- Célula isolada para demonstragdo das Condigbes de Neumann

aplica-se o algoritmo do MDF nessa célula onde o né 1 esta na fronteira, e aplica-se a

formulagio na célula :
-V, +V,=4V, -V, -V, =0 (19.2.1)
Substituindo cada potencial por seu valor, fica :
-100+V, -4V, -V, -V =0 (19.2.2)

como esse no V esta fora da fronteira, ele sera rebatido simetricamente no no 2, de

onde se tem que :

+2V, — 4V, -V, = 100 (19.2.3)
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Esse rebatimento sera feito nos nés em que forem impostas Condigles de

Neumann. Corrigindo o exemplo do item 9.1, tem-se como equagdes :

4V, -2V, -V, =100

—V, +4V, =V, =V, =100
~V, +4V, =V, -V, = 100
—2V, +4V, -V, =100
—V, 4V, =2V, =0

—V, -V, +4V, -V, =0
—V, =V, +4V, =V, =0
—V, =2V, +4V, =0

1.10 - Método de Resolucido Numeérica

O sistema matricial ja com as condi¢des de contorno inseridas nas matrizes
[SS] e [VDR] ¢ do tipo A.x=B, onde :

[A] é a matriz [SS] onde temos os potenciais dos nds livres;

[x] é o vetor [V] onde temos os potenciais a calcular;

[B] ¢é o vetor [VDR] onde temos os potenciais impostos de cada célula.

Com a construgdo do sistema matricial, acima mostrado, parte-se, agora, para
a implementag@o de um método de resolugéo eficiente € simples de implementar [5].
Procurou-se nesta dissertagdo empregar o método de Eliminag@o de Gauss por ser um
algoritmo de resolugdo numérico matricial muito usado pela comunidade cientifica,
pela sua reconhecida eficacia [11].

A base do método consiste em efetivar transformagdes lineares no sistema
matricial de maneira que quando as mesmas estéo concluidas, a solugfio pode ser
obtida através de operagdes simples [1].

Observa-se na equagdo (1.10.1) o principio do método da eliminagdo de

Gauss, aplicado a uma matriz de forma banda ;-
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Qy 4y 4y A4y X b,
Qs Qa3 Q33 Gy dgs x5 |=|b; (1.10.1)
Qg Qg Qg Qg Ay || Xy b,

A eliminagdo inicia-se com a primeira linha multiplicada por aq,,/a,, €
subtraida nos termos correspondentes da i-ésima linha [1], onde i assume os valores 2

e 3 na equagdo (1.10.2).

a, 4p d4ag _\xﬂ bﬂ
* L] b‘
a,, 4y A4y X2 2
L3 * *
a;, a; a; Qas; x; |=|b; (1.10.2)
Qg Q4 4y Q5 Qu 0 Xy b,

onde somente os valores marcados por asterisco (*) sdo modificados, como por

exemplo :
a;z =4, —(a31 /au)au (1.10.3)
b, =b,—(ay, /a, ), (1.10.4)

Na segunda etapa, tem-se :

a, 4, 4a; -‘x,-| bJW
* L] b.
ay,, Qy dy X 2
ik - L]
a;; a; Qs x; | =1b; (1.10.5)
* * b.
A, Q4 Qi G4 %y 4

Onde, por exemplo
o =al,-a,/a ), (1.10.6)
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a;3 =dgy _(au /a;z)”u - (1.10.7)

by =b; —a},/a, b, (1.10.8)

Com a continuagio deste processo até a ultima linha, obtém-se um sistema
semi-banda inferior que ¢ eliminada.

Este sistema modificado serd'notado sob a forma U. x =c.

_ _ L
Uy Up Uy -| X, ] ¢y
Uy, Uy Uy X3 C,
Ugs Uz Uy X3 C3
=] (1.10.9)
un—l,n-l un—l,n xn-—] cn—l
L U JL %0 ] LCn
Assim tem-se x, =c, /u,, € com o valor de x,, obtém-se :
X, ; =(cn_,—un_,,nx,,)/u dned , (1.10.10)

E assim sucessivamente, até se chegar ao valor de x,.

Cabe salientar que, para se simplificar esta apresentagio, ¢ utilizado a banda A
inteira, entretanto, no caso de se ter uma matriz simétrica, os termos da semi-banda
inferior serdio obtidos na semi-banda superior [1]. De outra forma, se a matriz néo for
simétrica, este método pode ser empregado sem nenhuma restrigéo, a condi¢do que,
toda banda seja armada {11].

Com a introdugdio feita com respeito a forma de resolugdo do sistema
matricial, é mostrado a seguir como deve ser montado um problema genérico e o

comportamento do sistema matricial em diferengas finitas.

31



Ao aplicar o MDF em um capacitor de placas paralelas, como figura 1.12 :

100 mm
100V
@ l 0 o
1 2 3 4
: s s 7
o
-
9 10 M 12
[ O . 4 o
13 14 15 16
oV

Fig. 1.12 — Exemplo diddtico da aplicagdo do MDF em um capacitor de placas paralelas

Obtém-se a partir da eq. (1.5.8) o sistema linear para a solug@o do problema da

figura 1.12:

[ =V, +4V, -2V, -V, =0
-V, -Vs+4Vs -V, -V,, =0
-V, =Ve+4V, =V =V, =0

-V, -2V, +4V, -V, =0

Vs +4V, =2V, =V,;; =0
Vs =Vo+4V,y =V, =V, =0
V=V +4Vy =V, =V;5=0
L Ve =2V + 4V, =V =0
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0.219.J21-6

| Biblioteca Universitaria
Substitui-se as incognitas pelos potenciais impostos noas.m’m ; JrSG

4V, =2V, ~V, =100
—Vs+4Vs =V, =V,y =100
—Vs+4V, -V, =V, =100
OV, 4V, -V, = 100
V-V, 4V, =2V, =0
Vs Vot 4V, =V, =0
V=V =Vig+4V,, =V, =0
| V=2V, +4V,,=0

(1.10.12)

Com isso transforma-se em um sistema linear de 8 equagdes e 8 incdgnitas

num sistema matricial para se aplicar a elimina¢8o de Gauss, obtendo-se :

(4 -2 0 0 -1 0 0 o07vs] [100]
-1 4 -1 0 0 -1 0 0|V} |100
0 -1 4 -1 0 0 -1 01|V,| {100
0 0 -2 4 0 0 0 -I|V|_|100 (1.10.13)
-1 0 0 0 4 -2 0 01}V, 0
0 -1 0 0 -1 4 -1 0|V, 0
0o 0 -1 0 0 -1 4 -1V, 0
0 0 0 -1 0 0 -2 4(V,| 0]

Ao observar cuidadosamente o sistema matricial da eq. (1.10.13), [A].[x] =

[B], conclui-se que :
1 - A matriz [A] é uma matriz esparsa e ndo-simétrica;
2 — O vetor [B] é composto apenas dos potenciais que possuem condi¢des de

contorno impostas.

E importante notar que com a ndo-simetria da matriz [A], também conhecida
como matriz contribui¢do, o método de eliminagdo de Gauss armazena uma

quantidade maior de termos para a resolugéo numérica.
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L.11 - Conclusdo

Este capitulo analisou problemas estiticos no eletromagnetismo conforme
proposto nas equagdes desenvolvidas. Em grande parte deste capitulo pretendeu-se
expor a dedugdo dos algoritmos didaticamente.

Com o algoritmo estitico desenvolvido, no préximo capitulo sera
implementada uma formulagio variante no tempo (dindmica) para o MDF. A nova
meta sera estudar o Método das Diferengas Finitas no Dominio do Tempo, com o
intuito de desenvolver todas as equagdes de Maxwell temporais a partir da teoria das

~ diferengas finitas.



- ~ Cap. 2 - Método das Diferengas Finitas no Dominio

do Tempo

2.1 - Introducgdo

O Método das Diferencas Finitas no Dominio do Tempo (MDFDT) para a
obtengdio dos campos eletromagnéticos ¢ uma poderosa ferramenta devido a simples
conceituaqﬁo' e implementagfio, semelhante as caracteristicas do MDF. O MDFDT ¢
apliéado na resolu¢iio numérica das Equagbes Temporais de Maxwell, sujeitas as
condigdes de contorno impostas pelo sistema de estudo [3].

O método foi desenvolvido, inicialmente, por K. S. Yee em 1966 no seguinte
artigo ‘Numerical solution of initial value problems involving Maxwell’s equations in
isotropic media’ [6], havendo, posteriormente, uma evolugdo do algoritmo por A.
Taflove e outros pesquisadores (Umashankar, Navarro, Nufiez, Brodwin, Choi e etc).

Dentre as varias aplicagdes do método na Engenharia Elétrica destacam-se :

< Obtengdo das caracteristicas de espalhadores (scattering),

< Determinagdo da se¢do transversal de radar (RCS) de corpos de forma
arbitraria; '

< Analise de antenas € microtiras; ‘

< Avaliagdo dos efeitos da radiagio de microondas em tecidos vivos ou
corpos humanos;

<> Obtengio dos modos de propagagdo em cavidades ressonantes € em guias
de onda, etc. |

Neste trabalho é desenvolvido o algoritmo do MDFDT para o-estudo dos
modos de propaga¢do TE e TM em guias de ondas (apéndice I). O guia de onda tem
como finalidade confinar as ondas eletromagnéticas de alta freqiéncia em uma regido

limitada do espago.

35



2.2 - Equacgées Temporais de Maxwell

A partir deste momento, para se construir uma formulagio matematica,
visando a aplicagdo em um guia de onda, emprega-se as Equagdes de Maxwell

Temporais, eqgs. (1.2.3) e (1.2.3), mostradas a seguir:

- OB
VXE=—?';'; (221)
- = 8D
VxH=J+— 222
x a1 | (222)

Para a unicidade da solugdo, egs. (2.2.1) e (2.2.2), duas condi¢des devem ser
satisfeitas na aplicagdo do MDFTD :

(1) A condigdo inicial (+ = 0 ) para os campos deve ser especificada sobre todo
o dominio de interesse; .

(2) As condigdes de contorno dos campos devem ser conhecidas para ¢ > 0.
2.3 - Algoritmo de Yee em Diferencas Finitas

Como exposto no item 2.1, o desenvolvimento inicial para a solugdo das egs.
(2.2.1) e (2.2.2) foi realizada por Yee, tendo como idéia principal discretizar uma
regidio no espago e no tempo. Na formulagio do método, a obtengdo das solugdes dos
campos (elétricos € magnétiéos) sdo dadas a partir da resolug@o continua dos mesmos
com os valores de campos adquiridos de iteragdes anteriores [6].

Em um meio isotropico, as Equagdes Temporais de Maxwell podem ser

rescritas como :

= 0H - | ‘

VxE = —p— 23.1
x Sy (23.1)
VxH = E + 8% (2.3.2)
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Onde foram substituidas a indugdo magnética (B) e a indugdio elétrica (E)
pelas respectivas relagdes constitutivas (item 1.2).

Os vetores dos campos das equagdes (2.3.1) e (2.3.2) podem representar um
sistema com 6 equagles escalares expressas em um sistema de coordenadaé

retangulares tridimensionais (x,y,z) [3], ou seja :

- —) (23.3)

) (2.3.4)

AH, _l(ﬁEx _o”E,) 23.5)
ot u\ly Ox o
JE. I1{8H, OJH, )

R el S ~-oE 2.3.6
o1 g( 2y Bz o (2.3.6)
FE, 1(51{ SH )

=L T GFE 237
ot €\ Oz Ox TEy : ( )

OH,

OF, =1( » o8, —O'Ez] (2.3.8)
dt e\ Ix Jy

Seguindo as notagdes de Yee [6], definiu-se uma malha na regido com

(i,j.k) = (i4x, j4y, kAz) e uma fungdo de espago € tempo, como :
F"(i, j,k) = F(i5, JjO,k8, At) (2.3.9)
Onde § = Ax = 4y = Az é o incremento espacial, e 4r € o incremento

temporal. Usando aproximagdo em diferengas finitas, para as derivadas espaciais e

temporais, obtém-se como fungdes em derivadas espaciais e temporais [3]:

SF (i k) _F'(i+1/2),k)-F (i—f/lf'k)J,o(az) (2.3.10.2)
o x 5
a’?Fa(i,j.k)___F (i,j+1/2,k);F ("!—1/2"‘)+0(52) (2.3.10.b)
. |
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OF (i) okt 1/~ F" (k=170 oo

2.3.10.
dz o ( ©)

0"’F" (l, j, k) F"+1/2(i, j, k)_ Fn—I/Z(i, j, k) .
= - +0(Ar?) (2.3.10.d)

Nesta dissertagdo estuda-se 0s campos em guia de onda homogéneos e
isotropicos, ou seja, preenchidos com dielétricos que apresentam ¢ € y constantes €
o = 0. A diregdo de propagacdo da onda eletromagnética no interior de um guia €
escolhida ao longo do eixo z e, como se assume simetria translacional, a dependéncia
dos campos em z é removida. O problema torna-se bidimensional € as egs. (2.3.3) a

(2.3.8) que regem o dominio de estudo, para guias de onda, sfo simplificados

tornando-se :
L, =15H’ (23.11)
gt € Oy
7
10K, (2.3.12)
ot € O0x
E
oH, =i(aE’ _9 y] (2.3.13)
ot u\dy Ix
para os modos TE e
o, __12% (2.3.14)
at m oy
oH, =_1_0"Ez (2.3.15)
ot udx
JE, =i(5Hy _ “’x] (2.3.16)
ot e\ dx Oy

para os modos TM.

As disposi¢des das componentes dos campos nas células basicas utilizadas na

discretizagfo da segdo transversal do guia sdo mostrados na figura 2.1.ae b :
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f; (i+1/2)
EJ . H ...... TE @)
_.. (i-1/2)
E,
G-I () G+
(@
_H. | (+1/2)
HT E ...... ?H‘ ()
__, (i-1/2)
H,

G-172) () G+1/2)

(®

fig. 2.1 - Células basicas utilizadas na andlise dos : (a) modos TE,(b) modos TM

As equagdes recursivas para o calculo iterativo das componentes dos campos €
que sdo obtidas através do algoritmo MDFDT, transformando as equagdes

diferenciais e equagdes de diferengas finitas [6],eqs. (2.3.11) a (2.3.16), sdo
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£+ 3)=kE 2(a;+§)+é’.[”z(“ 2l Hz(“)] (23.17)

2 & Ay
mll 1 3. 1 N Al H)NG,j)-HI(i+ 1))
E, 2(1+3:])=Ey 2(’+-2-.J)+‘;[ Ax (2.3.13)
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(2.3.19)

1 _1 nf. N\ _ nf: -
By e )= (4 2]+ 2 £()) Ez(”“’)} (233.20)

Ay
1 1 n{f. N\ nf. -
H, 2(i+—1—,j)=Hy 2(i+i,j)+ﬂ EC+1)-EG)| 530
2 , 2 7, Ax
n+- 1 n+l
NS G URASY
l;n+1 ; : ==l;f ; N+ —
2(0) = EXGLJ) e
| N (23.22)
AU
_ x I.I 2 X J
Ay

para os modos TM.



2.4 - Precisdo e Estabilidade

Para assegurar os resultados computacionais, o incremento espacial & deve ser
pequeno, comparado ao comprimento de onda (geralmente <2/10) ou a minima
dimensdo do espalhamento [3]. Para assegurar a estabilidade do método, o

incremento de tempo At deve satisfazer & seguinte condigdo de estabilidade [3]:

-1/2
u"’”AtS[A12+A12+A12:) (24.1)
, X y z

onde u,, Até a condigiio de maxima velocidade de fase da onda dentro do modelo.

Ao utilizar uma célula cubica Ax = Ay = Az = 6, obtém-se :

”m:;A’ <vJn (2.4.2)

onde n é o nimero de dimensdes espaciais.
Como se esta trabalhando com células bidimensionais, 0 incremento temporal

(At) sera efetuado da seguinte forma :

At < - (243)

) ()

onde v ¢é a velocidade de propagagio :

—

(2.4.4)
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2.5 - Condicoes de Contorno

Uma dificuldade basica, encontrada na aplicagdo do MDFDT para problemas
de espalhamento, é que o dominio dos campos a serem calculados estdo abertos ou
sem fronteiras [3]. Como o computador nfio pode armazenar uma quantidade
ilimitada de dados, deve-se limitar a regiio de estudo. Em outras palavras, um
contorno artificial deve ser imposto, como na figura 2.2 para simular numericamente
o infinito.

Para se modelar infinito numa aplicagido qualquer no MDFDT, a regido deve
ser larga o bastante para englobar todo o objeto de estudo, ¢ as condi¢des de fronteira
devem ser usadas convenientemente para simular a extensdo da solug@o no infinito -
[3] (figuara 2.2). Existem varias outras condigdes de fronteira (contorno) aplicaveis
no método, como a Condi¢do de Irradiagdo, Condi¢do de Absor¢do de'Fronteira,
cada uma com o seu devido uso em determinados problemas.

Na aplicagiio para o guia de onda, no modo de propaga¢io TE, considera-se

que os campos elétricos na fronteira do dispositivo serdo zero (figura 2.3)

/ e

—_— /
Arbitrieis > </)“ X

\ | A.

fig. 2.2 - Condi¢des de contorno no modelagem do infinito
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E=0 E=0
E~0

fig. 2.3 - Condi¢do de Contorno para Guias de Onda para modo TE
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2.6 - Conclusdo

A teoria desenvolvida no capitulo 2 tem o objetivo de analisar problemas
dindmicos no eletromagnetismo que tenham como aplicagdo a obtengéio dos campos
(elétricos e magnéticos) em um guia de onda retangular.

A atengfio, mostrada neste capitulo, a4 aplicagdo em guia de onda € por se
constituir de estruturas largamente empregadas para conduzir sinais de alta
frequi€ncia.

Com os algoritmos desenvolvidos, a proxima fase sera simular os problemas
mais usados no cotidiano com os algoritmos (MDF ¢ MDFDT), fazendo um estudo

detalhado de sua eficiéncia, aplicabilidade e precisdo.



Cap. 3 -'Apresentacdo e Andlise de Resultados

3.1 - Introducgdo

Neste capitulo serd analisada a eficiéncia dos métodos numéricos estudados
(MDF e MDFDT). Para fazer esta analise foram implementados dois “softwares”, um
para cada método e simulados varios exemplos, téstando—se a sua validade.

Foram dois programas computacionais deseﬁvolvidos :

DFCS - Processador na resolugdo das Equagdes de Poisson, para o Potencial
Vetor Magnético e de Laplace, para o Potencial Escalar Elétrico ;

GUIAS -> Processador na obtengdo dos campos elétricos € magnéticos no
modo TE para guias de ondas (ver apéndice 1).

Ambos os “softwares” (DFCS e GUIAS) usam o sistema polivalente chamado
EFCAD (Eletromagnetic Field Computer Aided Designed) na exploragéo grafica de
resultados. '

Neste mesmo capitulo comparam-se os métodos estudados (MDF e MDFDT),
através dos programas computacionais, com outros métodos numeéricos empregados

pela comunidade cientifica, testando-se assim a sua eficacia.
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3.2- 0 EFCAD

O EFCAD foi desenvolvido pelo GRUCAD (Grupo de Concepgdo e Analise
de Dispositivos Eletromagnéticos), do Departamento de Engenharia da Universidade
Federal de Santa Catarina. E um conjunto de “softwares” destinados a andlise para
calculo de campos eletromagnéticos e térmicos pelo Método dos Elementos Finitos
(ver apé.na’ice 3).

O EFCAD ¢ dividido em trés grandes blocos de programas computacionais:

Pré-Processador > Nesse conjunto deve-se fornecer a estrutura fisica a ser
analisada (formas geométricas, malha, materiais, condi¢des de contorno, fontes de
corrente, etc.) ;

Processador =» Nesse grupo € onde realmente se aplica 0 método numeérico
para a resolugdo do problema gerado no pré-processador ;

Pos-Processador = Nessa etapa ¢ efetuada a andlise visual, onde se tem a

interface de resultados graficos e numéricos com o usudrio.

3.3.- Resultados do Método das Diferencas Finitas

Com a dedugdo completa da formulagdo do MDF, partiu-se para o
desenvolvimento de um software que fosse capaz de resolver problemas relativos a
aplicagdo do método numérico pelas eqgs. (1.3.8) e (1.3.10).

Serdo mostrados exemplos para o emprego nas solugdes das Equagdes de
Poisson e Laplace através do “software” desenvolvido, o DFCS. Na utilizagdo do
programa ¢ necessario que o desenho do dispositivo seja criado através de um
aplicativo do EFCAD, mais precisamente o0 mddulo gerador de malhas regulares,
EFR.

Neste capitulo serio mostradas as vantagens e desvantagens do método
utilizado, assim como uma comparagio com o Método dos Elementos Finitos e os
valores reais de cada modelo. '

Utilizou-se trés exemplos classicos para a aplicagdo do DFCS :



< Modelagem de Placas Paralelas = resolugdo da Equagéo de Laplace com o
Potencial Escalar Elétrico;

<> Modelagem de um Contactor = resolugdo da Equago de Poisson com o
Potencial Vetor Magnético;

<> Modelagem de Imas Permanentes -> resolugdo da Equagdo de Poisson com

o Potencial Vetor Magnético.
-3.3.1 - O Software Desenvolvido - DFCS

O DFCS (Diferengas Finitas Caso Estatico) ¢ um software de processamento
aplicado a resolugdo dos problemas magnetostaticos e eletrostaticos.

Para a utilizagdo do processador DFCS, é necessario que o problema seja
modelado através do programa EFR para que sejam trag:adés malhas regulares, pois o
MDF s6 é compativel com problemas aos quais a malha seja regular. A exploragdo de
resultados ¢ feita através do software EFGN, também do sistema EFCAD, onde
poderdo ser observadas as linhas de equipotenciais do dispositivo, linhas de campos ¢
diversas outras fungdes.

O programa ¢ compativel com o EFCAD pela disponibilidade dos softwares
de pré-processamento (EFR) e pos-processamento (EFGN).

O diagrama de blocos na figura 3.1 apresenta, de forma simplificada, a
estrutura do DFCS.

O primeiro passo do software ¢é a leitura dos dados geométricos da etapa de
‘pré-processamento. Esses dados serdo fornecidos pelo malhador EFR. Na entrada de
dados do programa DFCS ¢ definido em qual potencial se estd modelando o
dispositivo (potencial escalar - S ou potencial vetor - V). »

O segundo passo ¢ a formagio da matriz [SS] conforme a formulagdo da eq.
(1.7.18). Aqui serdo considerados os valores dos materiais para cada elemento € a
montagem de [SS] ¢ independente do tipo de potencial utilizado.

Com a definigdo do tipo de potencial em que se estd modelando o problema,
parte-se para a construgéo vetor lado direito [VV].

| A etapa final do programa ¢ a resolugfo do sistema matricial [SS] . [x] =[VV]

por eliminagfo de Gauss.
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fig. 3.1 - Diagrama de blocos do programa DFCS
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3.3.2 - Resultados Obtidos para o DFCS com o Potencial

Escalar

Como primeiro exemplo, na aplicagdo do DFCS em problemas com potenciais

escalares discretizou-se um capacitor de placas paralelas (figura 3.2).

100V
5 o= 1
S .
~
oV
10 mm

fig. 3.2 - Capacitor de placas paralelas
3.3.2.a - Aplicacdo para Capacitor de Placas Paralelas

No exemplo mostrado pela figura 3.2 , foi simulado o capacitor com varias
malhas e comparados os resultados de potencial com o EFCS. Verificou-se que os
valores de potenciais ficaram bem proximos entre os dois “softwares” (DFCS e
EFCS). O tempo de simulag8o do capacitor, com a malha ilustrada na figura 3.3, foi
de 0,07 s através de um PC com microprocessador Pentium 133 MHz - 12 Mb de
meméria RAM. Ambos os tempos de simulagdo entre o EFCS e o DFCS foram
idénticos, ndo existindo nenhuma superioridade entre os programas com relagéo ao

tempo de processamento, para a malha da figura 3.3.
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fig. 3.3 - Malha para capécitor de placas paralelas com 25 elementos e 36 nos

No grafico a seguir sdo mostradas as linhas de equipotenciais do capacitor
obtidas através do programa de pos-processamento EFGN, onde pode ser visto que os

potenciais estdo caindo linearmente com a distincia entre as placas.

fig. 3.4 - Linhas de equipotenciais entre as placas do capacitor do EFCAD
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fig. 3.5 - Grdfico dos Potenciais pela distdncia

E a seguir, para finalizar a apresentagdo de resultados do capacitor, €

mostrada a intensidade de campo em funcdo da distincia entre as placas:

E(V/m)

10000.6 —

10000.4

4

]0000.21
10000.0 ——

v ! ! I ]
00 0‘602 0.004 0.006 0.008 ©.010

d(m)

fig. 3.6 - Campo Elétrico x Distdncia
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3.3.3 - Resultados Obtidos para o DFCS com o Potencial

Vetor

Agora serdo apresentados os resultados das simulagdes com o DFCS,
resolvendo-se a Equagdo de Poisson para o Potencial Vetor Magnético, com os

seguintes exemplos: um contactor € um problema de imas permanentes.
3.3.3.a - Aplica¢do para um Contactor

Como segundo exemplo a ser simulado, tem-se um contactor (contactor 9 A) ,
(figura 3.7), com valor de densidade de corrente de J = 7,63 A/mm’ e valor de

permeabilidade do ferro x, = 1000.

48,60) -

A

N

—

=
"

~
]

17,70

23,85

49,00 >

fig. 3.7 - Contactor 9 A

O contactor foi simulado em um PC com microprocessador Pentium 133 AHz
=12 Mb de Iﬁeméria RAM. Para a simulagdo apresentada neste trabalho, foi utilizada

uma malha contendo 200 elementos e 234 nds (figura 3.8) :
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fig. 3. 8 - Malha utilizada na simulagdo do contactor

Simulado o contactor 9 A pelo programa DFCS, através do EFGN,
visualizou-se as linhas de equipotenciais, onde se pode ver, claramente, que as linhas
estdo concentradas no material ferromagnético. Os potenciais calculados com o
programa DFCS foram comparados aqueles obtidos com o processador de elementos

finitos do EFCAD, o EFCS, havendo concordéncia de valores.

el

fig. 3.9 - Linhas de equipotenciais para o contactor

Na mesma malha procurou-se calcular o valor da for¢a no entreferro. Para
efeito de comparagdo também foi utilizada a mesma malha no processador EFCS para

o mesmo calculo, observado na tabela I .
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Profundidade Modulo da Forga Forga

EFCS 16,5 mm 0,6595 N/m 10,88 N
DFCS 16,5 mm 0,6595 N/m 1088 N
Valor 16,5 mm 11 N
Medido

Tabela 1 - Tabela comparativa entre o DFCS e o EFCS para a for¢a no contactor

E ilustrado ainda o gréfico, obtido através do EFGN, da pressio no entreferro

em fungéo da distancia :

Pressao (N/m’)
45000

40000

w
52}
S
S
<
vl byl

20000

15000

mooo—f

5000
P v o B e L e e o
0.00 0.02 0.04 0.086 0.08 0.10

d(m)

fig. 3.10 - Grdfico da pressdo em fungdo da distancia

Com relagdo ao tempo de processamento do contactor pelo programa,
utilizou-se /2 s em simulagdo. Isto se tornou para esse problema, uma limitagdo do
algoritmo do DFCS em relagao ao EFCS, onde o processamento do EFCS foi mais
veloz em 11 s. Deve-se ao fato que a matriz contribuigdo [A] ser esparsa € ndo-
simétrica, ocupando uma maior espago computacional de memoria. Ocasionando uma

diminuigdo da velocidade de resolugéo numérica.
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3.3.3.b - Aplicacao para Imds Permanentes

O ultimo exemplo ¢ a simulagdo de um problema com imds permanentes

(figura 3. 11).

@ 80 cm =

fig. 3.1 1-Fi igura de imds permanentes

Foi utilizada uma malha com 900 nds e 841 elementos. O mesmo problema

também foi simulado no EFCS .

—

t o e et

Lt

fig. 3.12 - Malha do problema dos imds permanentes
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Para esse problema também foi utilizado, na simulagdo, um PC com
microprocessador Pentium 133 MH: - 12 Mb de memoria RAM.

Na simulagdo do problema, os valores de potencial entre os softwares DFCS e
EFCS foram muito semelhantes a diferenga. Abaixo é mostrada a distribui¢do das

linhas de campo elétrico através do pos-processador EFGN (figura 3.13).

fig. 3.13 - Linhas de Equipotenciais para imds

Também ¢ ilustrada a curva de indugdo magnética (B) entre os dois imas

(figura 3.14) :
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fig. 3.14 - Grdfico da Indu¢do x Distdncia
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Com relagdo ao tempo de processamento, foi levado 53 s para a simulagdo dos
imds permanentes no PC, isto €, um pouco desvantajoso com relagdo ao EFCS. Nessa
simulagdo, novamente, tem-se uma matriz contribuigdo [A] esparsa e ndo-simétrica,
ocorrendo, a partir disto, uma maior ocupagdo espago computacional de memdria e

impedindo uma maior velocidade de resolugdo numérica.

3.3.4 - Conclusdo para os Problemas Estdticos

Com as varias simulagdes para teste de eficiéncia do software DFCS foram
notadas as seguintes caracteristicas :

S nas trés aplicagdes, para as mais variadas malhas, na etapa de
processamento, possuiram valores de potenciais (escalar ou vetor) muito semelhantes
ao software EFCS, mostrando a convergéncia de resultados numéricos entre os
métodos (elementos finitos e diferengas finitas),

< quando ¢ aumentado o nimero de elementos para um mesmo exemplo, o
DFCS deixa um pouco a desejar com relagéo ao tempo de processamento. O motivo
crucial € que o método possui a matriz contribuigdo [A] ndo-simétrica, fazendo com
que se ocupe mais memoria na armazenagem das mesmas, aumentando, assim, o
tempo de simulagéo;

< 0 uso de elementos retangulares dificulta a modelagem em problemas mais
complexos com relagdo a sua geometria. Sera bastante util em futuros estudos a
implementagdo de elementos hexaédricos, tornando assim ao algoritmo do MDF

mais maleavel a simulag@o de geometrias mais complexas.
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3.4 - Resultados do Método das Diferencas Finitas no

Dominio do Tempo

Com a dedugdo completa da formulagio do MDFDT, partiu-se para o
desenvolvimento de um software que fosse capaz de resolver problemas
representados pelas equagdes (2.3.17) a (2.3.19).

Procurou-se aplicar o algoritmo do MDFDT a um guia de ondas rétangular. @)
software construido foi chamado de GUIAS.

Nos itens subseqiientes, serdo mostradas as vantagens e desvantagens do
emprego do método utilizado, bem como a comparagdo dos valores calculados do

método com os valores calculados.

3.4.1 - O Software Desenvolvido - GUIAS

Este programa € aplicado ao calculo dos valores dos mddulos de campo
elétrico e magnético no interior de um guia de ondas, no decorrer do tempo. Para
validar os valores obtidos pelo programa, procurou-se encontrar os modos de
propagacgdo do guia de onda, simulados através de uma analise harmonica para os
modos de propagagdo (no software GUIAS simulou-se os guias de onda apenas nos
modos de propagagdo TE) dos valores de campo.

A analise harmoénica foi realizada através de um software conhecido como
DSN. Esse software ¢ um aplicativo grafico com diversas fung¢des facilitando a
obtengdo de resultados graficos de valores numéricos.

Na figura 3.15 € mostrado o algoritmo do programa GUIAS. O primeiro passo
no programa € a entrada de dados onde se digita o0 namero de elementos na direg@o x
e y, 0 tamanho do guia em centimetros € o numero de passos desejado para a
simulagéo.

Em seguida, impde valores zero em todos os nds da matriz dos campos
elétricos e magnéticos. O terceiro passo € a ins'ercﬁo das condigdes iniciais do

problema. O quarto passo ¢ a imposi¢do das condi¢gdes de contorno (£, =0 e

E,=0) em toda a fronteira. Logo apds se aplica propriamente o algoritmo
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desenvolvido no capitulo 2 e, por fim, a armazenagem dos campos em um arquivo de
saida para o DSN, chamado de ffi.des.

Dados
de
Entrada |

Colocagzo
de Zeros
no Sistema
Matricial

Condigdes
Iniciais

Insergzo
das
Condigdes
de
Contorno

b

Algoritmo
Numérico

Armazenagem
dos
Resultados
para o DSN

fig. 3.15 - Algoritmo do programa GUIAS
3.4.2 - Resultados Obtidos para Guias de Onda

Foi simulado um guia de onda retangular (figura 3.16) utilizando-se diversas
malhas. O guia de onda (2 cm x 1 cm) foi excitado com uma fungéo impulsional (ver
apéndice II) e apos o processamento do software DSN, foi realizada uma analise
harménica para se observar os modos de propagagdo €, com isso, fazer um estudo
geral do algoritmo.

Para se fazer a analise harmonica procede-se da seguinte maneira:

1 - Simula-se o guia de onda,através do programa GUIAS, onde se tem, como

dados de entrada, o tamanho da malha, dimensdes e nimero de iteragdes;
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2 - O software GUIAS cria um arquivo chamado ffi.des para ser usado no
programa DSN; esse arquivo ¢ a armazenagem dos valores de campo magnético e
elétrico de determinados »ds do guia;

3 — Com o arquivo (fft.des), realiza-se a analise harmonica através do DSN,

onde, com intervalo entre as harmonicas ( Af ), s@o obtidas as freqiiéncias corretas de

propagagéo dos modos.

E importante esclarecer que sempre se devera fazer a analise harménica sobre
-varios nos no DSN, evitando a existéncia de modos espurios ou que modos de
propaga¢do deixem de ser observados na analise harménica. No arquivo (ff%.des),
teve-se 0 cuidado de armazenar, no minimo, trés nos, impedindo assim erros de

analise.
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fig. 3.16 - Guia de Onda padrdo simulado

O primeiro estudo realizado foi a simulagdo de um guia de onda retangular
para modo TE com uma malha de /0 x 5, dimensdes do guia de 2 x / cm. O valor,
através da eq. (2.4.3), do incremento temporal (4¢) éde At = 4,717 . 107 5.

Nesse primeiro estudo procurou-se observar a relagdo entre o aumento do
namero de iteragdes no software GUIAS, usando uma unica malha (malha adotada -
malha 10 x 5), com os valores das freqiiéncias dos modos de propagagdo obtidos
através do DSN. Foram feitas comparagdes com os valores exatos das freqii€ncias dos

quatro primeiros modos de propagagdo (tabela 2) encontradas a partir da eq. (3.1).
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R )

_— { m= [,2,3,...
n=0,123,...
Modos de Propagagdo | Valores Calculados das Freqii€ncias
TE o 7,4949 GHz
TEy 14,9898 GHz
TEq 16,7591 GHz
TE,, 21,1988 GHz

Tabela 2 —Tabela com os valores calculados dos quatro primeiros modos de propagagéo

Na tabela 3 é mostrado o erro relativo das freqiiéncias nos quatro primeiros
modos de propagagdo, onde ¢ visto que, com o aumento do numero de iteragdes para
a simulagdo da malha, os valores das freqiiéncias dos modos de propagagéo tendem a
se aproximar cada vez mais dos valores reais. Observado pelo calculo do modulo do

erro relativo :

Numero de Iteragoes
Modos 500 1000 2000 4000 6000
TE o (Erro %) 1,82 1,00 0,41 0,30 0,02
TE y(Erro %) 1,00 1,00 1,00 1,00 0,77
TE)(Erro %) 1,32 0,05 0,05 0,37 0,26
TE(Erro %) 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00
Meédia Erro % 2,04 1,51 1,36 1,42 1,26

tabela 3 - Média do erro da freqiiéncia na malha 10 x 5 nos quatro primeiros modos de propagagéo
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Também nesta primeira etapa (malha /0 x 5) sdo ilustrados as curvas das

analises harmonicas, desenvolvidas através do DSN :

- 3000— -

;g ] 0 TE

E 2000 20

o 5 TEﬂ
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L 1000 :

E . ,' E21

g 0 | 11.1]11111_;1[][!' !““!“”:“” III II“I:“I%I'IL[I&[’
0 20 40 60

Numero da Harmodnica

fig. 3.17 - Andlise harménica na malha 10 x 5 para os quatro
primeiros modos com 500 iteragdes tendo Af = 423,9821 MHz
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fig. 3.18 - Andlise harménica na malha 10 x 5 para os quatro

primeiros modos com 1000 iteragdes tendo Af = 211,9906 MHz
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fig. 3.19 - Andlise harmonica na malha 10 x 5 para os quatro

primeiros modos com 2000 iteragdes tendo Af = 105,9953 MHz
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fig. 3.20 - Andlise harménica na malha 10 x 5 para os quatro

primeiros modos com 4000 iteragdes tendo Af = 52,9975 MHz
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fig. 3.21 - Andlise harmdnica na malha 10 x 5 para os quatro

primeiros modos com 6000 iteragdes tendo Af = 35,3318 MHz

Nas ilustragdes das curvas (figs. 3.17 a 3.21), observa-se que o modo de
propagacdo dominante ou o modo de maior energia espectral (amplitude) é o modo
TE)o [9].

Como o0 modo dominante (TE;; ) € 0 modo que possui maior energia. Nota-se
uma diminuig@o do erro relativo para o modo com o aumento do nimero de iteragdes,
verificado na tabela 3.

E importante observar o comportamento do modo TE,; , o modo possui pouca
energia espectral (figs. 3.17 a 3.21) ndo existindo diminuig¢do do erro com 0 aumento
do nimero de itera¢do, conforme tabela 3.

Nesta segunda fase de estudo reduziu-se o intervalo dé tempo (At), eq. (3.2),
na tentativa de se obter uma maior convergéncia entre os resultados (tabela 1) e o

‘software® GUIAS.

w2 @2

Nesta analise observou-se o comportamento apenas do modo dominante, para

o exemplo foi usado um guia de onda de dimensées 2 x / cm e malha 10x 5. A tabela
4 e as curvas (figs. 3.23 a 3.27) mostram o comportamento do erro relativo para o

modo.

o4



A L TG T s e
Erros Relativos das freqiiéncias (%), para malha 10 x 3, no modo de

propagacdo TE ;y e com At = 4,717.10™

Nimerode | At | At/2 | At/3 | At/ 4 |At/6 [ At/ 8 | At/ 10| At/ 15
Iteragoes

500 1,82 | 1,82 1,83 9,49 1,83 | 949 | 13,14 | 15,15

1000 1,00 | 1,82 1,82 1,83 1,83 | 949 | 13,14 | 1515

2000 041 | 1,00 | 2,42 1,82 1,82 1,83 1,00 6,07

4000 0,30 | 1,00 | 030 1,00 | 2,42 1,82 | 1,00 | 15,15

6000 0,02 | 006 | 1,00 | 006 | 101 1,82 1,00 1,00

Médiado | 0,71 1,14 1,47 2,84 1,78 4,89 3,86 10,5
Erro

Tabela 4 - Andlise do erro relativo para o modo de propagagio TE,,

em uma malha 10 x 5, com a variagdo do At e o mimero de iteragdes

Erro rolativo (%)
(<]

NONI2 O NIZOONIS N6 NS N/IONSIS
Paseo de Tempo

fig. 3.23 - Grdfico ilustrativo do erro relativo para o modo de
propagagdo TE,,, para malha 10 x 5 com 500 iteracdes
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Erro relativo [i]

Erro relativo (%)

NN NIS O NIE NIE NS NSO

NN/ NI ONI4 N6 NS8 NSIOASIS

Paseo de Tempo

fig. 3.24 - Grdfico ilustrativo do erro relativo para o modo de
propagacdo TE,,, para malha 10 x 5 com 1000 iteragdes

Paseo de Tempo

fig. 3.25 - Grdfico ilustrativo do erro relativo para o modo de

propagacdo TE,,, para malha 10 x 5 com 2000 iteragdes
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A2 NS NS NI N8 NTIONFLS
Pseeo de Tempo ' '
Jfig. 3.26 - Grdfico ilustrativo do erro relativo para o modo de
propagagdo TE,,, para malha 10 x 5 com 4000 iteragées

i
10
14 4

12 4

Ermo relativo (%)

0.8
08
o4t

0.2

N N2 NS3 O NT4 N6 N/E NTIONMSIS

FPapeo de Temyo

Jfig. 3.27 - Grdfico ilustrativo do erro relativo para o modo de

propagacdo TE,, , para malha 10 x 5 com 6000 iteragdes

Observa-se nos graficos (figs. 3.23 a 3.27) que com uma diminui¢do muito
elevada do passo de tempo o erro relativo aumenta consideravelmente, apesar de ser

sugerido na eq. (2.4.3) a diminuicdo do passo de tempo para o aumento da

estabilidade e precisdo nas simulagdes [3].
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Na terceira fase deste item, procurou-se analisar 0 comportamento dos erros
relativos das freqii€éncias dos modos de propagagdo com relagdo ao numero de

iteragdes para diversas malhas. Neste caso continua-se a utilizar o passo de tempo
limite eq. (3.1) :

B Malha 10 x5
B Malha 20 x 10
O Malha 20 x 15
B Malha 40 x 20

Erro Relativo (%)

|
500 1000 2000 4000

Nimero de lteragdes

fig. - 3.28- Erro relativo do modo TE,, em fun¢do da malha e do mimero de iteragées

@ Malha 10x 5
B Malha 20 x 10
0O Malha 20 x 15
B Malha 40 x 20

Erro Relativo (%)

500 1000 2000 4000 6000

Nlmero de lteragdes

Jfig. - 3.29- Erro relativo do modo TE >, em fungdo da malha e do niimero de iteracoes

(5]5)




= BMakha 10x5

% B Malha 20 x 10
K} O Malha 20 x 15
L% @ Matha 40 x 20

Nlmero de lteragdes

fig. - 3.30 - Erro relativo do modo TE,, em fungdo da malha e do mimero de iteragdes

Nos graficos (figs. 3.28 a 3.30) verificou-se que, independente do tamanho da
malha, quanto maior o numero de iteragdes menor sera o erro relativo aos quatro
primeiros modos de propagagdo simulados pelo programa, faz concluir que quanto

maior o numero de iteragdes melhor sera o calculo.

3.3.4 - Conclusdo para os Problemas Dindmicos

Com as varias simulagdes para teste de eficiéncia do software DFCS em cada
aplicagdo foram notadas as seguintes caracteristicas :

S Com o aumento do numero de iteragdes tem-se uma maior convergéncia
dos resultados para as freqiiéncias dos modos de propagagdo com os valores medidos.

S Com a diminuigdo muito elevada do At do valor limite da equagdo (2.3.3),
os valores das freqiiéncias dos modos de propagacdo tendem a ndo convergir para
valores medidos independente do numero de iteragdes feitas na simulag&o.

S Modelando o problema com muito cuidado, a precisdo independera do
tamanho da malha. A precisdo do algoritmo dependera diretamente do numero de
iteragdes. Quanto maior for o nimero de iteragdes mais proximo se chegarda aos
valores medidos.

S Quanto menor for o espago entre as harmoénicas (Af ), pior serd a
visualizacio das mesmas, pois isso podera acarretar o aparecimento de modos

espurios.
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Conclusoes Gerais

Apresentou-se neste trabalho um método de analise numérica para o estudo de
fendmenos eletromagnéticos estaticos e dindmicos. Percebeu-se, inicialmente, que o
nosso grupo de estudo (GRUCAD) necessitava de um maior desenvolvimento tedrico
e pratico em diferencas finitas, pois sempre se trabalhou com o Método dos
Elementos Finitos. Dessa forma, a escolha por este tema possibilitou uma
significativa contribui¢do para a nossa comunidade cientifica.

No primeiro capitulo, foi elaborado o estudo do Método das Diferengas Finitas
para a resolucgéo das Equagdes de Poisson e Laplace, o qual foi iniciada com a andlise
de um elemento quadrado homogéneo no interior da regido e finalizando com
elementos retangulares ndo-homogéneos. Foi feita uma adaptagdo do programa
EFCAD para poder utilizar a técnica de diferengas finitas, utilizando o malhador
regular, o EFR. As caracteristicas mais marcantes observadas no desenvolvimento do
método foram a simplicidade de entendimento € a implementagdo do algoritmo
matematico no programa computacional.

No segundo capitulo, elaborou-se o estudo do Método das Diferengas Finitas
no Dominio do Tempo para a resolugdo das Equagdes Temporais de Maxwell.
Inicialmente, partiu-se para o desenvolvimento do método, visando a aplicagdo do
‘algoritmo matematico em um guia de onda retangular no modo TE.

Com ambos os algoritmos (estatico e dindmico) prontos, partiu-se para a etapa
de programagdo na qual se pudesse resolver os mais variados exemplos possiveis para
cada método numérico. Com o desenvolvimento dos programas computacionais
concluidos, procurou-se validar e conferir os resultados com os valores medidos ou
calculados pela comunidade cientifica.

O capitulo final mostra os resultados obtidos para cada método. No Método
das Diferengas Finitas foram analisados os seguintes exemplos: capacitor de placas
paralelas, contactor 9 A e um exemplo de imés permanentes. Ja para o Método das
Diferengas Finitas no Dominio do Tempo foi mostrada a simulagdo de um guia de

onda no modo TE.
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Ambos os métodos sdo bastante eficientes na busca de resultados reais. Todas
as simulagdes apresentaram resultados coerentes com os valores tabelados € medidos.

Para trabalhos posteriores recomenda-se o desenvolvimento de :

= Trabalhos com malhas com trés dimensdes, para obtengdo do
comportamento dos campos com profundidade.

= Construgio de algorimo.no MDF para elementos hexagonais ou ortogonais,
com o intuito de flexibilizar a simulagdo com geometrias complexas.

> Sistemas de resolucdo matricial mais veloz para o DFCS.

= Equacionamento global para modelagem de outras aplicagdes em

eletromagnetismo.
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Apéndice 1
Guias de Onda

Em freqiéncias muito elevadas, a poténcia eletromagnética deve ser
transmitida por meio de guias de onda ao invés das linhas de transmissdo
convencionais [8]. Quando a transmiss3o ocorre no interior de um condutor oco, tem-
se que abandonar os conceitos normais de corrente € tensdo € usar os conceitos mais
fundamentais de campos eletromagnéticos.

Qualquer configuragéo de campos eletromagnéticos no interior de um guia de
ondas deve satisfazer as condigdes de contorno impostas nas paredes do guia. No caso
ideal em que as paredes sdo condutoras perfeitas, a componente tangencial do vetor
campo elétrico da onda deve se anular sobre elas. Cada configuragdo de campo,
satisfazendo as condiges acima apresentadas, caracteriza um modo possivel de
propagagdo. Uma analise dos possiveis modos que podem existir em um guia de
ondas revela que eles pertencem a um dos tipos fundamentais seguintes :

a ) Ondas Magnéticas Transversais ( Modo TM ou Tipo E ) :

Sdo modos cuja unica componente longitudinal (na dire¢do do eixo do guia)
de campo ¢ dada pelo campo elétrico da onda ( E, # 0). Isto significa, portanto, que
nfo existem componentes de campo magnéti06 ao longo da dire¢do de propagacdo
que coincida com a diregéo do eixo z de coordenadas.

b ) Ondas Elétricas Transversais ( Modo TE ou Tipo M ) :

Sdo modos cuja unica compbnente longitudinal ¢ a do campo magnético da
onda (H, # 0). .

Os modos TE podem ser obtidos da fungéo escalar

| - } n=012,..
¥, = cos(”” a )cos(%) com m=0,1,2... (LI
N n#Em=0
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Onde ¥, ¢ uma solugdo da equagdo de Helmbholtz (eq. L3) e satisfaz a

condig@o de contorno ;l" = () . A constante de propagagdo ¢ dada por :
_ _ n
' ) (mr)’
Pam = (——) +(—b—) —ky =kl - k; 12)
a ,

A equagdo de Helmholtz = (Vﬁ +k? )‘P,, =0, kl=k’+p’ (1.3)

Para cada conjunto de inteiros (n,m) existe uma equagdo do problema de
‘contorno, caracterizando um determinado modo; esses modos TE sdo descritos por

TE, . ou H, . O comprimento de onda de corte ACM para o modo (n,m) € dado por :

4, =2F . 2ab . (14)

c, 172
"k, (n2b2+m2az)

O modo dominante de propagagdo (modo com o maior comprimento de onda

de corte) é o modo TE;, (m = 1 e n = 0) e seu comprimento de onda de corte é :

Ao, =2a (L5)

Os modos TM podem ser determinados da fungéo escalar

=123,... :
X )sen(%) com {n (L6)

nw
Y, = sen(

a m=123,...
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Onde ¥, ¢ uma solugdo da equagdo de Helmholtz (eq. 1.8) e satisfaz a
condi¢do de contorno ¥, =0 nas paredes do guia. A constante de propagacédo ¢ dada

por :

+ (M) T k? (L7)

2
Pom = (ﬂ)
a

A equagio de Helmholtz = (Vi +k? )‘Pe =0, Kl=k'+p* (18)

Al

O modo TM dominante ¢ 0 modo TM;, e seu comprimento de onda de corte

Aum € dado por:

1 = 2ab (19)

cnm 1/2
(a2 +b2)
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Apéndice IT
Anadlise Harmonica

A partir do instante em que a excitagéo ¢ estabelecida na se¢do transversal de
um guia de onda, o campo total da diregdo z pode ser expresso como a superposi¢do
de modos (TE ¢ TM) [7]:

6.(x.y.0)=>.C,@,(xy) 24 (I.1)

onde @, ¢ a distribuicdo espacial do modo m na segdo reta do guia, f, é a
autofreqiiéncia ou freqiiéncia de corte do modo e C,, ¢ uma constante complexa que
depende das condigdes iniciais € da excitagdo utilizada. Normalmente, utiliza-se
condigdes iniciais nulas € uma excitagdo do tipo impulsional, ou seja, em t = 0 faz-se
o campo nulo em toda a se¢do do guia exceto em alguns pontos arbitrariamente
escolhidos. Isto porque fungdes impulsionais possuem energia numa larga faixa de
freqiiéncias, a fim de que um grande nimero de modos possa ser excitado [9]. A
maneira pela qual as autofreqiiéncias f, aparecem na equagfo (II.1) sugere que a
transformada de Fourier (TF) possa ser utilizada para a sua determinagZo.

Aplicando a TF na equagéo (II.1) obtém-se:
TF{O, (5, 0} =Fxy /)= 223 C, @, (=N 27~ £,)]  (@2)

O espectro de magnitude correspondente a equagdo mostrada na figura I1.1.

Pode-se ver que 6,(x,y,¢) apresenta energia somente nas freqiéncias

correspondentes aos modos.

Obviamente, ndo se tem disponivel o sinal 6,(x, y, t) desde que —© a +w,
mas somente dentro do intervalo de tempo compreendido pelo processo de simulagio,
que se inicia em 7 = 0 e termina ¢ =1 = NAr, onde N € o numero total de iteragdes.

Assim, o sinal disponivel ¢ 8,(x, y,t) w(z), onde w(¢) representa a janela temporal
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utilizada. A forma da janela retangular bem como seu espectro de magnitude sdo

apresentados na figura I1.2.

Fx.3.1) %

fig. I1.1 - Espectro de magnitude de 0, (.x, ¥y, t)

W(E), (W(f)A

» L f
T “/To 1T |

(@ _ ®)
fig. I1.2 - (a) Janela retangular do sinal disponivel de largura T = NAt
(b) Espectro de magnitude correspondente

Dessa forma, a TF do sinal disponivel 6,(x,y,t)w(s) ¢ obtida através da

convolugdo entre F(x,y, /) W(f), resultando

TF{6,(x ) w(t)}=Fy (53 /) = TS C,®,,.Sa alf,, - )T} (13)
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sen(x) '

onde Sa(.) ¢ fungdo amostragem, Sa(x)= O espectro de magnitude

correspondente a equagéo (IL.3) ¢ mostrado na figura I1.3

| Fulxyib)l
A

£, f 1 f,

Jig. 11.3 - Espectro de magnitude de 0, (x, vt ) apos o janelamento

Desde que os maximos do espectro sejam suficientemente separados, as
freqiéncias correspondentes a esses maximos s3o, aproximadamente, as freqiiéncias
de corte de cada modo e podem ser obtidas diretamente a partir do espectro.

Assim, a distribuigdo espacial de um modo de interesse pode ser obtida (a
menos de uma constante) a partir da avaliagdo da TF na autofreqiiéncia
correspondente a esse modo. Isto deve ser feito para todos os valores de x e y, ou seja,
em toda a segdo transversal do guia.

Por fim, alguns esclarecimentos adicionais precisam ser feitos. Deve ser
lembrado que o algoritmo FD-TD d4 como resultado ndo uma fungéo continua do
tempo 6,(x,,t), mas sim uma série temporal, discreta, 6,(iAx, jAy, nAt). Também, a
TF ndo pode ser computada numa faixa continua de freqiiéncias, mas somente em
alguns valores Ideterminados. Portanto, em vez da TF, utiliza-se a transformada
discreta de Fourier (DFT), a qual € uma aproximagéo da primeira. Os valores da DFT

correspondem as amostras da TF em cada freqiiéncia. Tanto a resolugdo em

frequéncia (Af) quanto a méaxima frequéncia (f,,), na qual se pode obter
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informagdo, dependem dos pardmetros utilizados na

caracteristicas da DFT [10], tem-se :

1
& = Nar
€
1
fmax"EE

simulagdo. A partir das

(Ir4)

(IL5)

Através das equagdes (I1.4) e (I1.5), vé-se que a precisdo obtida na analise

espectral esta intimamente ligada as dimensdes da célula de discretizag@o espacial

utilizada.
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Apéndice 111

Método dos Elementos Finitos

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) comegou a ser desenvolvido na
década de 1950 com o objetivo de solucionar problemas ligados a engenharia
mecinica, como por exemplo: andlise tensorial em estruturas, difusdo de calor,
escoamento de fluidos, ... Em 1970 P. P. Silvester e M. V. Chari publicaram o artigo
‘Finite elements solution of saturable magnetic fields problems’, que propds a
utilizagdo desse método em problemas de eletromagnetismo, incluindo, na sua
formulagdo, a resolugdo de problemas néo-lineares.

A implementagiio da técnica dos elementos finitos ¢ bastante semelhante a
técnica das diferengas finitas, onde o primeiro passo ¢ a modelagem da regido de
estudo em elementos.

A implementagio da técnica de elementos finitos ¢ feita, geralmente, através
da utilizagdo do método variacional ou através do método de Galerkin, também
conhecido como residuos ponderados.

Vamos mostrar, a seguir, um breve resumo para o MEF, utilizando-se o
método Variacional. Utilizando tipo de elemento triangular figura II1.1, considera-se

que o potencial ¥ varia linearmente dentro do tridngulo, segundo a expressdo abaixo:

Vix,y)=a+bx+cy (1IL.1)

k (Xk, Y k)

z (Xiﬁ y}) J (X}, y})

fig.II1.1 - Elemento Basico Triangular para o Método dos Elementos Finitos
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Nota-se que nos nds i, j, k de um elemento genérico ou problema genérico, 0s
potenciais serdo regidos pela equagdo (II1. 1), podendo montar o sistema de equagdes

para cada no nas equagdes abaixo:

V. =a+bx; +cy,
V,=a+bx; +cy, (Il1.2.a.b.c)

V., =a+bx, +cy,

A solugdo para esse sistema de equagdes permite determinar as incdognitas a, b
€ ¢, da equagdo acima, em fungdo de x; x;, x, i, ¥j, vi. Vi, V; € Vj, podendo ser feito

simplesmente pela utilizagdo da regra de Cramer, abaixo :

; V., x, ¥ ] 1 V;..Vi
a=35\V Y =p|l
Ve X W I Vi ¥
1 X; V, ! X W
C=B 1 x; V onde: D={] x, y,
1 x, V, I X W

D ¢ o dobro da area do tridngulo.
Substituindo os valores de a, b e ¢ na equagdo (II1.1), através de operagdes

algébricas, ela pode assumir seguinte forma :

1 .
Vixy)= D, —(etax+ny)V, (IIL.3)
I=i,j k
onde :
D =X, Ve — XY,
q4,=Y; =W
=X o X,
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Os termos p;, g;, 7}, Pk, 9k € rx podem ser obtidos por permutagdes ciclicas dos
indices.
Como o nosso objetivo é ainda calcular o campo elétrico £, observa-se que

como E = —gradV , é obtido como equagio de campo:

E=Ei+Ej=-""i-=2] (II1.4)

onde i e j sdo os vetores unitarios ortogonais do sistema Oxy.

Utilizando a expressdo acima, tem-se:

1
E,==) —qV | (IIL5)
I=1,j,k D
€
1
E == —nv (IIL6)
I=i,j,k

que, ndo dependendo de x e y, sdo constantes em um elemento.

Outra técnica numérica para o desenvolvimento do MEF ¢ a utilizagdo do
Método Variacional. Os principios do Método Variacional é que, ao invés de resolver
diretamente a equagdo descritiva do fendmeno fisico, procura minimizar um certo
funcional energético. Este funcional € a energia associada ao campo elétrico presente

no dominio de calculo ou estudo, regido pela seguinte equagéo:

F=|[ égEst (I.7)
S

onde S é a superficie do dominio em questdo. A minimizag3o do funcional deve ser
feita em relagdo aos potenciais dos N nds incognitos. Obter-se-4 a minimizagdo da

energia quando as N equagdes obedecerem a seguinte condigio :
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JF
av,

n

=0 (n=12-N) (I1L.8)

A discretizagdo do dominio em M elementos leva-nos a escrever que a energia

do sistema serd a soma das parcelas de energia nos M elementos:

ﬁ V Z =0 (m=12-,M) (IIL.9)

F € a energia associada a um elemento “m”, diferente de zero no elemento

m

em questdo ¢ igual a zero fora dele. Procuremos entdo obter

. Assumindo que &

n

¢ constante no elemento conjuntamente com o fato que £ também o ¢, podemos

€SCréver que !
2
OF, 0 ngEzd _ Ezﬂd _LD2ET g
v, av,% 2 ¢ 2oh

2

Calcula-se entdo , lembrando que V, ¢ um dos trés potenciais V;, V; ou

n

V; do elemento m.

O Campo E pode ser escrito sob a forma:

Z(ql; +nj )Vl

S|~

("‘1;
®|~

[(q,V+qJV+qkn)z+(r,l{+ I/;+rka)j] (LL11)

&2




sendo EZ= EeE , tem-se:

.

E2=—D2[(q,.1/;+quj+quk)2+(I;V,.+erj+rka)2] | (IL.12)
&

SE’ 2 |

= =B§-[qu,+qJ.Vj+quk)qn+(I;V;+rjf/}+rka)rn] (IIL13)

que pode ser colocada sob a forma matricial abaixo :

V.

SE> 27t ’
= -5-,-[(9;% 1 X2, + 1 auda + 1)) Vs (TIL.14)

n : V'k

Quando se efetuar esta operagdo para os trés nos do tridngulo m, ¢ substituido

o resultado na equag@o (II1.10) para obter o resultado matricial abaixo:

(6F, ]

g? [aatrn agenn agcrnn |V

TR LA AR IR (IL.15)
51;{' 99t 49t G tnn |V

|V,

Como o objetivo € calcular Zgl;'" = (0, a matriz de contribuigdo S(3x3)
. M n

acima deve ser “condensada” em uma matriz global SS(NxN) que sera multiplicada
por um vetor coluna V(N) dos N potenciais incognitos. Assim o sistema de N
equagdes (I11.9) sera transformada no sistema matricial [SS].[V]=0

Na resolugdo em ambos os métodos : Variapional e Residuos Ponderados, ha
obrigatoriamente condigdes de contorno impostas. Essas condi¢les de contorno para

o método sdo as ja conhecidas condigdes de Dirichlet e Neumann.
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