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SIMBOLOGIA

- Potencial vetor

- Potencial vetor complexo

- Solugdo aproximada

- Potencial imposto

- Potencial vetor na superficie de separagdo
- Vetor indugdo magnética

- Matriz de contribuigio local

- Constantes desconhegidas

- Fungdes continuas, com derivadas parciais descontinuas
- indice de Convergéncia

- Vetor indugio elétrica

- Area do tridngulo

- Comprimento do elemento

- Vetor campo elétrico

- Matriz fonte

- Freqiiéncia



- Vetor campo magnético

3.1

h - "tamanho" do elemento

X

- Espago com dimensdo n

|

- Campo magnético tangencial

-

J - Vetor densidade superficial de corrente
J, - Descontinuidade na interface dos elementos
J, - Vetor densidade de corrente imposta
J, - Vetor densidade de corrente induzida
K, - Matriz real de contribuigio local

n, - Indicador local de erro

/7] - Vetor normal a superficie

nno - Numero de nos

nnf - Numero de nos da fronteira T,

N, - FungGes base

r, - Componente regular do erro

r - Residual

R, - Matriz de contribuigio local

Re - Real



t - Tempo

\'/ - Fungdo teste

w - Freqiiéncia angular

p - Densidade volumétrica de carga
€ - Permissividade elétrica

1l - Permeabilidade magnética

c - Condutividade elétrica

Q - Dominio de estudo

r - Fronteira do dominio

I, - Fronteira entre dois meios

o - Profundidade de penetragio

Y - Constante de propagagdo

\Y - Operador nabla

\Y% - Relutividade magnética

[ ] - Variagédo da grandeza no ponto
X - Produto vetorial

. - Produto escalar
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RESUMO

Neste trabalho estudam-se os conceitos de geragéo de malhas adaptativas

e condigdo de impedancia de fronteira em problemas magnetodindmicos.

Quatro critérios de erro sdo apresentados, sendo que um deles ¢é baseado
na "profundidade de penetragdo", e os outros sio baseados na andlise de valores de
campo. E apresentada também, a formulagdo matematica para condigdo de impedéncia de

fronteira pelo método de elementos finitos. -

Além do estudo tedrico, sdo apresentados e discutidos os resultados

obtidos através dos critérios de erro e da condigdo de impedancia de fronteira.



ABSTRACT

In this work the concepts of adaptive mesh generation and boundary

impedance condition in magnetodinamics problems are studied.

Four error criterions are presented. One of them is based on the
penetration depth, and the others are based on fields values analysis. It is also presented,
a mathematical formulation for the boundary impedance condition by the finite elements

method.

Besides the theoretical study, are presented and discussed the results
obtained by the error criterions and boundary impedance condition methods are presented

and discussed.
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INTRODUCAO

Na década de 70, o método dos elementos finitos, que vinha sendo
utilizado em problemas de engenharia mecéanica ja ha muitos anos, comegou também a
ser aplicado a problemas eletromagnéticos, permitindo que as estruturas geometricamente

mais complexas pudessem ser analisadas.

O método de elementos finitos € uma técnica geral para a solugio de
problemas de equagdes diferenciais com valores de contorno [3,5]. O seu principio basico
- consiste na discretizagdo do dominio de estudo, em um certo nimero de regides
elementares chamadas elementos finitos, caracterizadas por pontos definidos em seus
vértices e/ou fronteiras, chamados nos. A colegdo de nos € conhecida como malha de
elementos finitos. A equagdo diferencial é entdo aproximada dentro de cada elemento
como uma combinagdo, geralmente linear ou quadratica, das variaveis da equagédo

definidas em cada no.

A utilizagdo deste método tornou possivel a construgdo de poderosas
ferramentas de calculo que s@o aplicadas a modelagem de dispositivos eletromagnéticos
[1,4]. Gragas a evolugdo em termos de rapidez de calculo e capacidade de memoria dos
computadores, este método permite descrever de maneira cada vez mais concisa o
funcionamento destes dispositivos, onde intervém fendémenos complexos como as
correntes induzidas, movimentos relativos, etc. Entretanto, a solugdo obtida por este
método € apenas uma aproximagdo da solugio real, e a precisdo da solugdo calculada
pode variar consideravelmente em uma mesma estrutura. Nos ultimos anos muitos
trabalhos foram desenvolvidos nos campos de avaliagdo e redugdo de erros na solugdo
obtida com a técnica de elementos finitos . E muito conhecido o fato segundo o qual bons

resultados sdo atingidos neste sentido, aumentando-se o nimero de nds ou elementos da



malha. Sabe-se também, que ao refinar-se a malha apenas nas regides onde o erro €
importante, obtém-se melhores taxas de convergéncia do que refinando-se a malha

uniformemente [11,12,13,14].

A aplicagdo do método de elementos finitos na determinagido de campos
magnéticos variaveis no tempo apresenta um sério obstaculo, a discretizagdo das regides
com correntes induzidas. Como o campo magnético é rapidamente atenuado nestas
regides a "profundidade de penetragdo”, é em geral muito pequena. Para obter-se bons
resultados devemos discretizar a borda destas regides em elementos muito pequenos [1].
Em se tratando com médias e altas freqiiéncias a "profundidade de penetragdo” é quase
desprezivel, por isto ndo podemos usar o método de elementos finitos classico, o que
despenderia muita memoria em termos computacionais. Para contornar este problema,
uma alternativa viavel é a utilizagdo da condigio de impedancia de fronteira, que permite

a retirada das partes condutoras do dominio de estudo [17,18,19,20].

As comprovagdes das teorias expostas acima, s6 sdo possiveis em um
ambiente informatico essencialmente direcionado para o método de elementos finitos, o

que ¢ o caso do programa EFCAD [1], suporte 16gico para este trabalho.

O EFCAD (Eletromagnetic Field Computer Aided Design) desenvolvido
no GRUCAD ( Grupo de Concepgdo e Analise de Dispositivos Eletromagnéticos), ¢ um
programa polivalente e confiavel, destinado a pesquisa e a indistria. Ele permite a analise
de problemas de campos elétricos, magnéticos e térmicos pela técnica numérica de

elementos finitos.

Este sistema possui varios modulos (Figura 1), sendo que o mddulo
utilizado neste trabalho é 0 modulo EFCC (F.E. Complex Eddy Currents Calculation).
Este modulo permite o calculo de correntes induzidas, utilizando a formulagdo em

numeros complexos, onde as fontes de campo sdo densidades de correntes variando
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senoidalmente no tempo e onde nfo ha saturagio de materiais. A estrutura analisada por

este mddulo pode ser invariante por translagido ou invariante por rotagdo (axi-simetria).

Pacote S
z segmenios
usuério ontos
Pacote desenho EFD Apre
rdfx
Efconv . EFM gerais
o malhkas
I 1 ! ! relf
EFCC EFCJ EFCE EFCT EFCY
/"-‘-‘_H\
EFC'S
EFG \W
gréfico e [——gerais
malthas
EFN fiag
l —— ]
tenciai
efmat.dat Resultados potenciais
numéricos

Figura 1 Organizagdo do programa EFCAD.

No primeiro capitulo sfo revistas as equagdes fundamentais, a
formulagdo proposta para o céalculo de campos magnetodinimicos, e as condi¢des de
fronteira que devem ser satisfeitas pelos vetores de campo. No segundo capitulo, sdo
estudados os critérios de erro e o processo de geragdo de malha, e no terceiro, a
formulagdo proposta para condigéo de impedancia de fronteira. No quarto capitulo, serdo
analisados alguns resultados obtidos com os critérios de erro, e com a aplicagdo da

impedéancia de fronteira.



CAPITULO 1
CONCEITOS BASICOS

1.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo abordados os conceitos basicos, para a formulagio

matemdtica de campos magnéticos variaveis no tempo, pelo método de elementos finitos.

Inicialmente, s3o revisadas 'as equagdes fundamentais do
eletromagnetismo. Em seguida, estuda-se a formulacdo fraca para um problema a ser

resolvido, o método dos elementos finitos e a identificagio do erro neste método.
1.2 EQUACOES FUNDAMENTAIS

As equagbes fundamentais do eletromagnetismo s3o as equagdes de

Maxwell [1], que estdo representadas abaixo:

VXE+_0:t—=O (1.1
vxdg-22_; (1.2)
ot
V-B=0 (1.3)
V-D=p (1.4)

174
onde V = i+ j +
ox ay) 5z

D - vetor indugdo elétrica (C/m?);

E - vetor campo elétrico (V /m);



B - vetor indugdo magnética (T );

H - vetor campo magnético (4/m);

J - vetor densidade superficial de corrente (4 /m?);
p - densidade volumétrica de éarga (C/m),

t - tempo (s).

A estas expressdes sdo acrescidas relages adicionais denominadas

relagdes constitutivas, as quais dependem dos meios onde existe o campo:

D=|e|E (1.5)
B=|u|d | (1.6)
J=|o|E (17)

onde: | & | - tensor permissividade elétrica do meio (F /m);
I | - tensor permeabilidade magnética do meio (H /m);

| o | - tensor condutividade elétrica do meio (S /m).

>

Ble

| o | se reduzem aos escalares ¢, 4 e o. Neste estudo apenas meios 1sotropicos e lineares

Nos casos em que os meios sdo isotropicos, os tensores | £ |

sdo considerados.

Na faixa de freqiiéncia com a qual se trabalha em eletrotécnica, a
corrente de deslocamento, ° % , € muito menor que a corrente de condugo J . Em vista

disso, pode-se simplificar a equagdo (1.2)

VxH=J (1.8)



Neste estudo se estd interessado em fendmenos eletromagnéticos

variaveis no tempo. Assim as equagdes relativas & magnetodindmica sdo as seguintes:

VxH=J (1.9
V-B=0 ‘ (1.10)

- OB
== 1.11
VxE 57 ( )

A equagdo (1.11), é a equagdo que particulariza o dominio da

magnetodindmica, e indica que a variagdo temporal de B cria um campo elétrico E [1].
1.2.1 Condicoes de fronteira na interface entre os materiais

Na fronteira entre dois meios com caracteristicas constitutivas diferentes,
admitindo-se como hipétese que ndo existam cargas elétricas ou correntes superficiais

nos limites entre os meios 1 e 2, verificam-se as seguintes condig¢des de contorno [1,2]:

D, i=D,-n (1.12)
E xn=E,x# (1.13)
B, i=B,-n (1.14)
H xi=H ,xi (1.15)

onde 1 e 2 representam os meios adjacentes e 7 e o vetor normal a interface entre os dois

meios.

As equagbes (1.12) e (1.14) estabelecem que a componente normal das
indugbes elétrica e magnética sdo continuas na interface entre dois meios diferentes. As
equagdes (1.13) e (1.15) estabelecem que a componente tangencial dos campos elétrico e

magnético sd0 continuas na interface entre dois meios diferentes.



Para as condi¢des de contorno nos limites do dominio, sdo consideradas
as condigGes de Dirichlet, onde o valor do potencial é especificado, e as condig¢Ges de

Neumann, onde a derivada do potencial € especificada.
1.2.2) Potencial vetor na solugio de problemas magnetodinamicos

Para abordar um problema no qual existam correntes no dominio de

estudo, utiliza-se o Potencial Vetor A tal que:
B=Vx4 (1.16)
cuja validade ¢ verificada substituindo-se (1.16) em (1.10).

Agora, substituindo (1.16) em (1.9), e considerando a relagdo constitutiva

(1.6), obtém-se:

Vxv (Vxd)=J - (1.17)

onde v ¢ a relutividade magnética tal quev=1/u. A expressdo (1.17) representa a

equagdo de Poisson relativa ao potencial vetor magnético.

1.3 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

Seja o problema a ser resolvido representado esquematicamente pela
Figura 1.1, onde a corrente € variavel no tempo, e onde existam meios condutores. Tem-
se a subregido ; ndo susceptivel a passagem de corrente (o =0), e uma subregido Q,,
onde a condutividade ¢ diferente de zero (o # 0), permitindo assim a criag@o de correntes
induzidas no sentido perpendicular ao plano da figura. Considera-se que a subregido Q, ¢é
constituida de fios muito finos, para que as correntes induzidas possam ser negligenciadas

[1,25].



Figura 1.1 Representagdo de um problema bidimensional hipotético.

A densidade de corrente no dominio Q de estudo ¢ dado por:

J=

S

'+,

onde: J, - densidade de corrente externa imposta na subregido Q;;
J, - densidade de corrente induzida na subregido Q,;
Q=0,UQ,UQ;.

Observa-se que J =cE, onde E é o campo elétrico induzido na

subregido Q,. Apartir das equagdes (1.11) e (1.16) tem-se:
E=-——"7— (1.18)

onde os vetores E e A estio na diregdo o7 (perpendicular ao plano da Figura (1.1)).

Portanto, a equagéo (1.17) assume a forma:

V x V(Vx}i)+a%——je=0 (1.19)

onde A = A(t) k. O primeiro termo da equagfo (1.19) pode ser igualado a [1]:

Vx v(Vx4)=-V-(vVA(r)) (1.20)



onde A(¢) é a componente de A na diregdio oZ, portanto um escalar. Entdo a equagdo

(1.19) pode ser escrita sob a forma escalar:

SA(1) )
ot

V- (vVA(t)-o (£)=0 (1.21)

jaque J, =J (t)k.
1.3.1 Equacionamento utilizando o potencial vetor complexo

Nos casos onde a excitagdo é senoidal e os meios ndo apresentarem
"saturagdo”, ¢ mais conveniente resolver a equagio (1.21) no dominio freqiiéncia

utilizando o Potencial Vetor Complexo 4° [1].
Sendo J,(¢) a alimentagdo cossenoidal de pulsagdo w, tem-se:
J, (#)=J, cos(wt) (1.22)
ou entdo:
J, (1) =Re(J, e™) (1.23)
onde j=+/-1.

A resposta do sistema a esta excitagdo senoidal serd em regime

permanente, também senoidal e defasada. Portanto
A(t) = Acos(wt +a) =Re(4’e™) (1.24)

onde A*= Ae’?, com a representando a defasagem de A(r) em relagdo J,(¢), € a solugdo
da equagdo (1.21), isto é:

oA e™

V-(vVA e™)-0o +J,e™=0 (1.25)




o que da
V- (vVA)—jowA™+J,=0
1.3.2 Condicdes de contorno na fronteira do dominio de estudo
a) Condigdo de contorno de Dirichlet
A=A,
em I, onde A4 ¢ o valor do potencial imposto.

b) Condigio de contorno de Neumann homogénea

y 04" _ 0
on
em I,.
onde: - %4 A ; ¢ a derivada direcional de A* na diregdo 7;

UL =T;

I,NI,=@.

1.3.3 Descontinuidades entre regides do dominio

I, parcela de T’ onde se impde condigdes de contorno de Dirichlet,

I, parcela de I' onde se impde condigdes de contorno de Neumann;

(1.26)

(1.27)

(1.28)

A equagdo (1.26) descreve o comportamento do campo nos pontos

regulares do dominio de estudo Q, ou seja , nos pontos em que as propriedades

constitutivas sejam continuas. Entretanto, existem pontos de descontinuidade na

relutividade magnética. Dentro de cada subregiio Q4 e Q,, tem-se v, € v, continuos.



Uma descontinuidade de v ocorre na interface I, entre os dois meios. Nos pontos sobre

I,, sdo validas as relagdes (1. 14) e (1.15) [6], 1sto é:

[Vxa]a=0 (1.29)
[viA']xﬁ=0 (1.30)
onde [ ] indica o salto da derivada no limite onde existe a descontinuidade.

As equagdes acima tem por conseqiiéncia a continuidade da componente

normal e a descontinuidade da componente tangencial de B.
1.3.4 O problema a ser solucionado

O problema a ser solucionado ¢ a determinagdo da fungdo A4 que

sastifaga as seguintes condigdes:

1 - A equagdo diferencial parcial nos pontos internos as subregides, isto €, nos pontos

onde néo existem descontinuidades:
V-(vVA*)- jowAd +J,=0 (1.31)
em €, 3.
2 - A Condigdo de salto em pontos na interface I', entre Q, € Q,:
[viA']xﬁ:O | (1.32)
3 - A condigdo de contorno de Dirichlet em Ij:
A=A (1.33)
4 - A condigdo de contorno de Neumann homogénea em T, :
OA"

=0 1.34
Y on (1.34)




1.4 FORMULACAO FRACA

Devido a existéncia de descontinuidades nas interfaces entre os meios
com propriedades constitutivas diferentes, ndo se pode utilizar o tratamento classico de
equagdes diferenciais, que exige que a solugdo sastifaga a equagdo em todos os pontos do
dominio. Para superar esta dificuldade, reformula-se o problema de forma a admitir
solugdes fracas na solugdo e em suas derivadas [3]. A foi'mulagdo fraca para o ploblema

pode ser enunciada como segue: determina-se uma fungdo A° tal que a equagdo
diferencial (1.26), com apropriadas condigBes de contorno seja sastifeita em um sentido

de "médias ponderadas”.

A formulagdo fraca é obtida apartir da defini¢do do residual r, tal que
3}

r=V-(v VA - jow A+ J, (1.35)
em cada dominio regular de Q.

Multiplica-se agora r por uma fung¢do suficientemente regular, chamada

fungdo teste v, integra-se sobre cada subdominio no qual rv ¢ regular e faz-se a média
ponderada igual a zero.

frvdQ=0 (1.36)
Q

ou

JvV-(v V4 dQ- jfvow A"dQ+[v],dQ=0 (1.37)
Q Q Q

Integrando o primeiro termo da equagdo (1.37) por partes sobre Q4 €

Q ,, e aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se:

~[Vv-(vVA")dQ- [Vv.(vV4")dQ+ [ wVA RdT + [vwwVA"Rdl (1.38)
Q Q,

an, a0,
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onde 9Q, e 0Q, sdo as fronteiras das regides 1 € 2, € i e #, s30 0s vetores normais as

respectivas fronteiras.

Somando-se as contribuigdes do subdominio Q, e Q,, obtém-se:

- [vv-(vVv4")dQ+ [vwV4"-7dT+ [vwVA AdT (1.39)
Q,, aq, a0,

Nota-se que as fronteiras 0Q, e 9Q, sdo compostas de duas parcelas,
uma que ndo coincide com a fronteira I',, denotada de 8Q, -T,,, e Q, -T,, (Figura 1.2,)

e outra que coincide com a fronteira T,

A2 30, -Tm
_’ n.n

Figura 1.2 Fronteira da regido €,.

Decompondo as integrais referentes a 8Q, e 6Q,, da equagio (1.39),

obtém-se:

- [W-(VVA")dQ+ [VWVA*-§,dT+ [vwVA"5,dT
I )

0,

+ JWVA®.-f,dT+ [vwWVA®.f,dT (1.40)

aq,-T, 80, ~Ty,

Somando-se as integrais relativas a I',, tem-se:

JvwVA* -5 dT+ [VWVA".5,dT (1.41)
rm

I

Para que (1.30) seja sastifeita, (1.41) tem que desaparecer. Como n=-nem T, a

equagdo (1.37) torna-se:

~[Vv-(VV4")dQ+ [WVA RdT - j[vowd "dQ+[v),dQ=0 (1.42)
Q r Q Q
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onde T' =(8Q,-T,)U(8Q,-T,).

Como foi visto na segdo (1.3.2), se a condigdo de fronteira for de
Neumann homogénea, o termo referente a fronteira desaparecera. Para a condigdo de
contorno de Dirichlet, a fungédo teste v é escolhida como pertencente a uma classe de

fungGes teste tal que v=0 em I'. Assim, tem-se:

~[Vv-(vVA")dQ- j[vowd "dQ+[vJ,dQ=0 (1.43)
Q Q Q

1.4.1 Método de Galerkin

Na segdo anterior foi obtida a formulagdo fraca para o problema, ou seja,

a equagdo (1.44) para qualquer v em H,.

—[Vv-(v V4")dQ- j[vow A dQ+[vJ,dQ=0 (1.44)
Q Q Q

Onde H, ¢ definido como uma classe de fungGes teste para o problema e
contém somente as fungdes que se anulam na fronteira do dominio e cuja derivada tenha
seu quadrado integravel [3,4,5]. Ja a classe de fungdes admissiveis a qual pertence a
solugdo A", é composta por fungdes cuja primeira derivada tenha seu quadrado
intregavel. A solugdio A” e a fungdo de teste v sdo linearmente independentes e
pertencem a um conjunto de dimensdes infinita. Desta forma, a procura da solugfo de

(1.44) torna-se extremamente dificil.

O método de Galerkin consiste em procurar uma solugdo aproximada
para (1.44) em uma classe de dimens&o finita. Desta maneira, utiliza-se um nimero finito

de n termos linearmente independentes, obtendo a aproximagdo A~ de 4°.

A=YoN, (1.45)
i=1
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1.4.2 Método dos Elementos F initos

O método de Galerkin fornece uma atraente estratégia para obtengio das
solugdes aproximadas do problema de contorno, mas nio oferece uma maneira
sistematica para construgio de fungdes "base" N,. Esta situagdo torna-se critica quando o
dominio € bi ou tridimensional, com as fungdes N; tendo que satisfazer as condigdes de
contorno em regides com geometria complexa. Estas dificuldades podem ser resolvidas

usando o método de elementos finitos.

Na aplicagdo deste método, primeiramente o dominio é particionado ou
discretizado em elementos finitos. Sobre cada elemento sdo identificados certos pontos
chamados nés ou pontos nodais. O conjunto de elementos ¢ nds que formam o dominio
aproximado do problema é chamado de malha de elementos finitos (Figura 1.3). Uma
escolha adequada dos pontos nodais deve ser realizada e as fungdes de base N, séo

geradas de forma que sejam continuas nas fronteiras entre os elementos.

?

né
elemento fntto

¢

no

Figura 1.3 Malha de elementos finitos
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Neste trabalho é utilizado o elemento finito bidimensional com fungoes
de base lineares obtidas por polindmios de Lagrange com continuidade C°. Fungdes do

tipo C° sdo fungdes continuas com derivadas parciais descontinuas.

Considerando-se o seguinte elemento finito da Figura 1.4

No 1 [xy)

NG 3 [xy] No 2 [x.y]

Figura 1.4 Elemento finito triangular.
no qual A" varia linearmente em seu interior, ou seja:
A'(x,y)=a +a,x+a,y (1.46)

A equagio (1.46) deve ser satisfeita nos trés nos do elemento, logo:

Al=a+a,x,+a,y, (1.47)
Ai=a +a,x,+a,y, (1.48)
Ai=a+a,x,+a,y, (1.49)

Resolvendo o sistema para a,, a, € a, € substituindo os coeficientes em

(1.46), encontra-se:

A'(x,y)=N, A+ N, A+ N, 4} (1.50)
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onde:
N, =25[(x 3= x0) +(5,= 2 )+ (35 -%,)] (1.51)
Ny =—[(an =52+ (3 -3)x+(x-3,)y] (1:52)
Ny =[(x =50+ (=3 ) 2+ (5-%)] (1:53)

sendo que N, € igual a 1 sobre 0 no i e igual a zero nos demais nods, e D € a area do

tridngulo.
A aproximagdo de (1.44) por elementos finitos finalmente é obtida

~[Vv-(v VA Q- j[vewA"dQ+[vJ,dQ=0 (1.54)
Q Q Q

onde A" € a solugdo aproximada de 4~ dada por:

A =SAN, (1.55)
i=]

onde nno € o numero de nos do elemento e 4A; é o valorde A" noné i .

Substituindo (1.55) em (1.54), obtem-se:

~[EWvv-(vVN,AT)dQ- i S vowN ATdQ+[ V], dQ=0 (1.56).

Qi=1 Qi=1 Q
Escolhendo a fungdo de teste v de modo que v, = N, e substituindo em

(1.56), tem-se:

IS VN (vvN A d0- i N owN,ATdQ+ [NT, dQ=0 (1.57)

Q i=1 Qi=l Q

Retirando o somatdrio para fora da integral a equagéo (1.57) transforma-

S€ cm:
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f[jVN,.-(vVN,A,.')dmijjowN,.A,fdQ]:ij J.dQ (1.58)
Q Q Q

i=]
o que representando na forma matricial, torna-se:

3k, +jB,)A; =F, (j =1,nmo) (1.59)
i=l

Aqui K, e B; sdo respectivamente as matrizes real e imaginaria de

contribuigdo local, e F; é a matriz fonte, sendo elas especificadas abaixo:

K,=[VN,(vVN)dQ (1.60)
Q
B,=[N,owN,dQ . (1.61)
Q
F,=[N,;J.dQ. (1.62)
£

Finalmente, as matrizes de contribuigdo local sdo condensadas em um
sistema matricial global onde todos os nés da malha sio considerados, assim este sistema

é resolvido por um método de resolugdo de sistema lineares.
1.5 IDENTIFICACAO DO ERRO

Reescrevendo a equagio (1.41), relativa a fronteira entre dois meios com

diferentes relutividades

oA’

2

OA"
v dl +|v
Jvvdt vy

Ty 1

dT (1.63)

A aproximagao de (1.63) por elementos finitos € [4].

—

2

.[Nf Vﬁ%\‘
T : 1

dr+ [N, v ar (1.64)
LV o
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As fungdes de base N, sdo fungdes do tipo C°, sendo regulares dentro de
cada elemento, mas cujas derivadas sdo descontinuas nas interfaces entre 0s mesmos.

Assim, a expressdo (1.64), torna-se:

5 - a -
N vZZgdr+ [N . vZ2=—dI'= [J dT 1.65
'[ Vﬁﬁ, r‘[ ’Vﬁ 1:[" ( )

J
T 2
Como a solugdo de (1.41) é unica [4,6], entdo 4" e A" ndo sdo iguais, e
em geral:
V(v VA ) - jow A +J, =r, (1.66)
O erro entdo pode ser dividido em duas parcelas:

- r. a componente regular do erro interna ao elemento i ;

- J, a descontinuidade " concentrada" na interface dos elementos.
1.6 CONCLUSOES

Neste capitulo foi apresentada a formulagio matematica para campos
magnéticos varidveis no tempo. Mostrou-se também como a formulagio fraca do
problema ¢ resolvida pelo método de elementos finitos, bem como a identificagdo do erro

neste método.

No proximo capitulo serdo apresentados quatro critérios de erro, € 0

processo de geragdo e refinamento da malha.
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CAPITULO 2
GERACAQO AUTO-ADAPTATIVA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo tratados aspectos importantes no que tange a

construgdo de um sistema auto-adaptativo para problemas magnetodindmicos.

Em procedimentos adaptativos, o modelo de elementos finitos ¢ gerado
iterativamente, comegando com uma aproximagdo grosseira para o problema e refinando-
a sucessivamente para minimizar o erro na solugdo. Em um esquema auto-adaptativo, o
usuario ndo necessita controlar, ou mesmo estar atento & malha que estd sendo
desenvolvida. O computador determina onde colocar os elementos e providencia uma

melhor qualidade na solugdo.

Neste trabalho ¢ utilizado um refinamento auto-adaptativo Versao h.
Neste procedimento a ordem das fung@es de interpolag@o € mantida constante, enquanto o
tamanho dos elementos é progressivamente diminuido. Com esta estratégia consegue-se
aumentar o nimero de elementos em regides especificas da malha, reduzindo desta forma

o erro [4].

A anilise de elementos finitos adaptativa é baseada no acoplamento de
dois diferentes aspectos do método de elementos finitos: (1) Geragao e Refinamento da

malha, (ii ) Analise de erro.
2.2 ANALISE DE ERRO

No capitulo anterior foi constatada a existéncia de erros devido a

incapacidade das fungdes de forma N, sastifazerem as condigdes de fronteira, além do
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fato de que a sohig:?io obtida é apenas uma aproximagdo da solugdo real. Na realidade,
existem diferentes fontes de erros na solugio obtida com este método, sendo que entre

elas pode-se citar [4]:
- a discretizagdo do dominio de estudo;

- a aproximagdo do potencial por uma fungéo de interpolagdo de uma determinada ordem

P;

- a aproximagdo deficiente nas fronteiras dos elementos, originando descontinuidades

que violam as condi¢Ges de contorno na interface dos elementos;

- o residual resultante dos sistemas de equagdes. Este erro depende do método utilizado

na solugéo dos sistemas e da precisdo alcangada pelo computador utilizado.

Nesta sego serdo analisados quatro critérios de erro, um critério de erro
"a-priori" e trés "a-posteriori”. Duas situagdes sdo possiveis, uma com o critério de erro
"a-priori" sendo utilizado juntamente com qualquer um dos outros trés, € a outra, com a
utilizagdo apenas de um critério "a-posteriori". O critério de erro "a-priori" atua somente
na parte condutora do dominio, enquanto que os critérios "a-posteriori' podem atuar tanto
na parte condutora quanto na ndo condutora. Portanto, quando os critérios de erro "a-
priori" e "a-posteriori” forem utilizados conjuntamente, o critério de erro "a-priori" atuard

somente na regido condutora.
2.2.1 Critério de refinamento "a-priori"

O refinamento "a-priori", que atua somente na parte condutora do
dominio de estudo, utiliza o "tamanho" dos elementos da fronteira das regies condutoras
para identificar se estes elementos devem ser ou ndo refinados. Este refinamento €
baseado na comparagio entre o "tamanho" dos elementos da fronteira das regides

condutoras ¢ a "profundidade de penetragdo” (Anexo).
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: 2

O refinamento "a-priori" funciona do seguinte modo:
a - definir a malha inicial;
b - estimar o "tamanho" dos elementos da fronteira das regides condutoras;

¢ - se o "tamanho" destes elementos for menor ou igual &, parar o processamento "a-

priori", se ndo refinar estes elementos e voltar ao passo b.
2.2.2 Critérios de refinamento "a-posteriori"

O gerador de malhas auto-adaptativas, no refinamento "a-posteriori”,
utiliza erros locais, na solugdo calculada em uma malha inicial (geralmente
grosseiramente discretizada), para identificar as regides que requerem posteriores

refinamentos.
O refinamento "a-posteriori" funciona da seguinte forma:
a - definir a malha inicial,
b - calcular a solug:éo aproximada nesta malha;
¢ - estimar o erro;

d - se o erro estiver dentro dos limites aceitaveis parar o processamento, se ndo refinar os

elementos e voltar ao passo b.

Existem na literatura diferentes critérios para estimago de erros, os quais
estdo em grande parte divididos em dois grupos: Métodos Baseados em Formulagdes
Complementares [7,13,14], ¢ Método Baseado na Regularidade dos Campos e/ou

Potenciais [8,9,10,11,12].
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2.2.3 Critério baseado em formulac¢ées complementares

Neste critério, os principios variacionais complementares sdo utilizados
para obter duas solu¢Ges aproximadas para o problema. A diferenga entre as duas
solugdes prové uma medida de erro que pode ser calculada elemento por elemento.
Embora este critério estabeleca de forma elegante um limite superior para o erro na
malha, existem alguns inconvenientes na sua utilizag@o, tais como a necessidade de

resolver dois sistemas de equagdes bem como a dificuldade de implementagédo [13,14].
2.2.4 Critérios baseados na regularidade dos campos

Estes critérios baseiam-se na regularidade da solugéo aproximada e/ou,
na analise do comportamento dos campos eletromagnéticos (derivadas da solugdo) como

indicagdo da precisdo alcangada.

Os trés critérios de erro "a-posteriori" utilizados neste trabalho sdo

apresentados com detalhes na seqiiéncia.
2.2.4.1 Critério baseado na descontinuidade dos campos

Utilizando as trés equagdes abaixo:

VxH=J 2.2)
V-B=0 (2.3)
B=vx4° (2.4

A equagdo (2.3) ¢ satisfeita com a continuidade C° de 4°, o que ndo

ocorre na equagéo (2.2). Esta ultima resulta em:

VxH-J=r (2.5)
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Aplicando-se a equagdo (2.2) na interface entre duas regides quaisquer
desprovida de densidade de corrente superficial, obtém-se a seguinte condigdo de
fronteira (Figura 2.1): |
A, =8,

1 2

(2.6)

Esta equagdo deve ser satisfeita na interface entre dois elementos

quaisquer. Entretanto, considerando a equagdo (2.5), tem-se:

ﬁtl - ]712

=AH, 2.7

onde AH, é o salto ou descontinuidade na componente tangencial de H na interface entre

os elementos 1 e 2.

Figura 2.1 Condigdo de fronteira entre dois elementos vizinhos.

O indicador local de erro é definido por:

n, = Max,,,|| A ;f;")d‘# | 23)

O erro em cada elemento é dado entdo pela maior descontinuidade entre

cada elemento e os de sua vizinhanga.



22

2.2.4.2 Critério do teorema de Ampére

O residuo da equagdo (2.5), é estimado através da forma integral da
equagdo (2.2) [26]:
[H-dl = [JdQ (2.9)
T Q

onde I" é o contorno e Q ¢ a superficie do elemento.

A equagdio (2.9) é aplicada sobre o contorno I; e a superficie Q; do

elemento i (Figura 2.2).

O indicador local de erro ¢ definido por:

n=[Bdl+[H.d,+[Hdl-[JdQ (2.10)
I I, T3 Q

Figura 2.2 Aplicagdo do teorema de ampere.
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2.2.4.3 Critério da perturbag¢io dos campos

Este critério analisa a variagdo no modulo da indugdo magnética em um
mesmo elemento durante o processo iterativo [4,11]. Ap6s obter uma solugdo em uma

malha inicial sem que exista uma solugio referente a uma malha anterior, para que a

variagdo de |B| possa ser quantificada, a selegdo dos elementos a serem refinados ¢

efetuada, comparando-se o valor de |E| em um elemento com a média calculada nos

elementos vizinhos, ou seja, inicialmente o erro é estimado apartir de:

In.|=|B - B,| | (2.11)

onde, B, ¢ |B| no elemento i .

B =Bl+f32+ooo+l§,,

m

(2.12)

n

onde B, ¢ amédia de |B| nos elementos vizinhos, e n € o nimero de elementos.

Apoés os elementos terem sido subdivididos uma vez, 0 erro passa a ser

estimado por:

n,|=|Be, - B¢ |, (2.13)

e

onde B, ¢ a indugdo magnética calculada na K-ésima iterag@o no elemento i .

Neste procedimento é considerado que os noés da malha corrente sdo
conectados igualmente na malha anterior. Entretanto, isto € apenas uma aproximagéo,
pois algumas vezes os nos sdo reconectados de modo a evitar que surjam elementos com

dngulos muito pequenos entre os lados adjacentes de um elemento [11].
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2.3 GERACAO DA MALHA

A geragdo automatica é 0 mecanismo que permite ao computador, apds a
estrutura ter sido fornecida pelo operador, discretizar o dominio de estudo construindo

um modelo numérico do problema fisico automaticamente.

Existe um alto nivel de sofisticagdo nos algoritmos capazes de efetuar
este trabalho, pois entre outras coisas, deseja-se que a malha adapte-se perfeitamente a

regio fornecida pelo operador, sem que no entanto existam elementos distorcidos.
2.3.1 Algoritmo do programa EFCAD (1]

Para compreender o algoritmo utilizado no programa EFCAD, deve-se
observar a Figura (2.3). O primeiro passo, consiste na obtengdo de um segmento padrdo
na divisio do perimetro de R em segmentos de comprimento igual ou muito préximo ao
segmento padrio (2.3a). Em seguida, sdo fechados os angulos agudos existentes (2.3b),
iniciando assim a triangularizagdo. Quando todos os angulos estdo fechados, € procurada
alguma concavidade existente em R se encontrada, a regido R ¢ subdividida em duas

novas regides R, € R, no ponto da concavidade (2.3c).

Novamente, s3o procurados e fechados novos édngulos agudos que
possam ter surgido apos a operagdo anterior (2.3d). A regido R, estd agora totalmente
discretizada, enquanto em R, ndo existem angulos agudos, nem concavidades. O proximo
passo, ¢ entdo calcular o baricentro B de R,, formando o segmento B4 o qual, sendo
muito grande deve estar dividido no ponto C. Novos angulos agudos sdo fechados (2.3¢),
um novo baricentro B, é calculado e finalmente os novos nos restantes sio unidos a B,,
finalizando a discretizagdo (2.3f). Obviamente, a dimensio dos elementos e o nimero dos

mesmos na malha depende da extensdo do segmento padréo.



Figura 2.3a Divisdo da regido em segmentos.

Figura 2.3b Corte de dngulos agudos.

Figura 2.3c Corte na concavidade.

Figura 2.3d Corte de dngulo agudo em Ry

e defini¢do de baricentro em Rj.

Figura 2.3e Corte de dngulo agudo em Ry

e defini¢cdo de baricentro By.

Figura 2.3f Malha final.

25
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2.4 REFINAMENTO DA MALHA

O refinamento de um elemento qualquer na malha é efetuado, de maneira
geral, através da bissegdo dos lados do elemento. Ao ser refinado, cada elemento na
malha ¢ dividido em quatro elementos menores, através da conexdo dos pontos médios

dos lados de um quadriltero ou tridngulo (Figura 2.4 € 2.5).

Figura 2.4 Refinamento de um elemento quadrilateral.

Figura 2.5 Refinamento de um elemento triangular.
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2.4.1 Os elementos a serem refinados
2.4.1.1 Refinamento "a-priori"

Como a "profundidade de penetragio” ¢ em geral muito pequena, deve-se
discretizar os elementos da fronteira das regides condutoras, para que sejam menores ou
iguais a "profundidade de penetragdo". Seguindo este raciocinio, € calculado o "tamanho"
h (Figura 2.6) de todos os elementos da fronteira. Em cada iterag@o os elementos que ndo

satisfizerem a condigdo

serdo escolhidos para serem refinados.

Figura 2.6 Fronteira de uma regido condutora
onde: F - Fronteira da regido condutora;
h - "Tamanho" do elemento;
B - Indugdo magnética.
2.4.1.2 Refinamento "'a-posteriori"

O objetivo do refinamento é fazer o erro em cada elemento
aproximadamente constante em toda a malha [4,15]. Seguindo este raciocinio, € calculado

um valor médio para o erro em toda a malha, ou seja:
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|7 11= Z”%” (2.14)

onde: n_ - ¢ o erro médio na malha;

m

n, - ¢ o indicador de erro em cada elemento;

e

n - ¢é o numero de elementos.

Sendo este um processo iterativo, em cada iteragdo os elementos que nao

satisfazem a equagio (2.15), serdo escolhidos para serem refinados.

|7 [ <|n. =& (2.15)

Na equagdo (2.15), K € uma fungdo definida externamente que

em cada elemento. Atribuindo-se a unidade ao

estabelece o limite méaximo para |n,

valor de K, a cada iteragdo sdo refinados os elementos cujo n, seja igual ou superior
|n, |- Assim, o erro médio na malha tende a diminuir, a0 mesmo tempo em que 0 médulo
do erro por elemento torna-se aproximadamente constante na malha. A interrupgdo do
processo iterativo ¢ efetuada quando o indice de convergéncia, definido pela equagdo

(2.16), cai abaixo de um valor especificado externamente.

P L e L3 2.16)
_ ” Re "K

onde: K,K -1 - referem-se respectivamente ao modelo atual e o imediatamente anterior;
C - € o indice de convergéncia.

2.5 CONCLUSOES

Neste capitulo foi apresentado o processo de geragdo e refinamento da
malha. Apresentou-se também critérios de erro, que podem ser utilizados para identificar
regides em uma malha de elementos finitos que sdo mais afetadas pelo erro. Estas regides

sdo sucessivamente refinadas até uma malha de melhor qualidade ser obtida.
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CAPITULO 3

CONDICAO DE IMPEDANCIA DE FRONTEIRA APLICADA
AO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

3.1 INTRODUCAO

Quando se estd trabalhando com médias e altas freqiiéncias a
"profundidade de penetragdo” dos campos ¢ muito pequena nas regides com correntes
induzidas, portanto uma malha muito fina é requerida para discretizar estas regides. A
discretizagdo destas regides através de malhas adaptativas € muito dispendiosa em termos
de memoria computacional e tempo de processamento. Para superar esta dificuldade sera
utilizada a condi¢do de impeddncia de fronteira [17,18,19,20,21,22,23]. A condi¢do de
impeddncia de fronteira (IBC - Boundary Impedance Condition) é uma condigdo de
fronteira que é aplicada a fronteira das regides condutoras. A utilizagdo da condigdo de
fronteira permite que regides com correntes induzidas sejam retiradas do dominio de

estudo (Figura 3.1). Assim o nimero de elementos fica reduzido e¢ o sistema a ser

Y

solucionado torna-se menor. /

{

A condi¢do de fronteira utilizada neste trabalho é uma condi¢do de

fronteira de Neumann ndo homogénea.

Figura 3.1 Exemplo de aplicagdo do IBC.
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3.2 DETERMINACAO DA CONDICAO DE IMPEDANCIA

Supda-se uma onda viajando na diregéo do eixo y, conforme Figura 3.2.
O campo elétrico E tem somente uma componente E, na diregio z, € o campo magnético

H tem somente uma componente H, na diregdo x.

' z Regido condutoral
x.)_‘y .
lEt c U

Figura 3.2 Penetracdo do campo em regido condutora semi-infinita.

A equagio que descreve o fendmeno na regido condutora é:

ﬁV-(VJI'):]ch' (3.1)

uma vez que 4" = A'K e os campos, para a onda plana uniforme, variam somente com y,
a equagdo (3.1) torna-se:

2 -

- jwopud’=0 (3.2)

2

Definindo-se a constante de propagagdo como:

Y =jwou - (33)
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a equagdo (3.2) torna-se:

d’aA’
d y*

-y24"=0 (3.4)
Uma solugdo para equagdo (3.4), para uma onda se propagando na
diregdo y € [20,21]:
A=A e (3.5)
onde A ¢ o potencial vetor na superficie de separagio.
Como tem-se que para potencial vetor:
B=vVx4’ (3.6)

Para uma onda plana viajando na diregio y a unica parcela da equagdo (3.6) que

contribui é:
04 _p G.7)
oy
Seja, a equagdo (3.8),
A4;e™) :
sz—z—-}/A (3.8)
Jy -

Como a diregéo y € a dire¢@o normal entdo pode-se escrever:

B, =—64_ =-v4’ (3.9
on
A expressdo (3.9), ¢ a condi¢io de impedéincia de fronteira que sera utilizada neste

trabalho.
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3.3 MODELAGEM MATEMATICA

Considera-se que nesta segdo o problema a ser resolvido ¢ idéntico ao do

capitulo 1.

A equagdo que rege o fendmeno no dominio de estudo Q é:

V- (vV4*)- jwo d°+J, =0 (3.10)
onde Q=0 UQ,UQ,.
3.3.1 A formulacio fraca

A formulagdo fraca é obtida apartir da defini¢éo do residual r, tal que:

r=V~(vVA')—jw<5A'+J‘z (3.11)

em cada dominio regular de Q.

Multiplica-se agora r por uma fungio de teste v suficientemente regular

e faz-se a média ponderada igual a zero.

fvww(vv4")dQ-j[vow 4 dQ+[vJ,dQ=0 (3.12)
Q Q Q

A equagdo que rege o fendmeno nas regides ndo condutoras do dominio

de estudo (Q, ¢ Q,) é:

[vw-(vV4A")dQ+[v],dQ=0 (3.13)
Q

Q

Integrando-se o primeiro termo da equagdo (3.13) por partes e aplicando

o teorema da divergéncia, obtém-se:

~[W-(vW4")dQ+ [vvVA - idT + [v],dQ=0 (3.14)
Q I, Q :
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onde T, representa a fronteira entre as regides condutora e nio condutora.

Considerando-se o segundo termo da equagdo (3.14):

fvy 24 ar (3.15)
I, on

onde v, ¢ a relutividade magnética na regifio ndo condutora (Q,).

Este termo sera usado como um meio de acoplar as formulagdes
descrevendo o fendmeno em duas areas condutora e ndo condutora. Como a continuidade

de H, (tangencial) pode ser assegurada para a fronteira [17,18], entdo:
o4 54"
= 3.16
Vl(a"ﬁ)nc Vz(é’ﬁ ) (3.16)

onde: v, - relutividade magnética na regido condutora (Q,);

nc - nio condutora;
¢ - condutora.
Entdo a expresséo (3.15), torna-se:

vy, 24 ar (3.17)
L, ﬁn

Como mostra a aproximagdo unidimensional na se¢do 3.2, a derivada

normal do potencial A4°¢:

=—yd" (3.18)

Com a regido condutora retirada do dominio de estudo, a expressdo que

descreve o fendmeno nas regides Q, e Q, (Equagdo 3.14) torna-se:
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fvv-(vvA")dQ+ Jvv,y 47dT = [vJ,dQ (3.19)
Q Tn Q
3.3.2 A formulagio de elementos finitos

Como visto no capitulo 1, o método de elementos finitos fornece uma
técnica geral e sistematica para construir fungdes bases para a aproximagido de Galerkin

do problema de contorno.

Considerando-se o elemento finito da Figura 3.3:

N, Ny

Figufa 3.3 Elemento finito unidimensional.

no qual a solugio aproximada A"¢ da forma:
A'=a +a,& (3.20)
onde £ ¢ uma coordenada local.
A equagdo (3.20) deve ser satisfeita nos dois nos do elemento, logo:
Ai=a +af, (3.21)
A=a +ak, (3.22)

Resolvendo o sistema para a, e a, e substituindo os coeficientes na

equagdo (3.20), tem-se:
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A=N A+ N, 4; (3.23)
onde:
N=1-% (3.24)
! d
é .
N == 3.25
2= (3.25)

sendo N, igual 1 sobre o né i e igual a zero nos demais nos, € d € o comprimento do

elemento.

A aproximagio da integ_fal de fronteira da equagdo (3.19), por elementos
finitos é:

f Vv, yA"dT (3.26)
r'l

onde A" ¢ a solugdo aproximada de 4~ dada por :

nnf
A=Y 4N, (3.27)
i=1 .

onde nnf , é o numero de nés da fronteira I',,.
Substituindo a equagéo (3.27) na equagdo (3.26), obtém-se:

jv v, ;/ZA N,dT (3.28)

i=1

e escolhendo a fungéo de teste v da forma que v; = N; e substituindo em (3.28), tem-se:

_[N v, yzA N,dT (3.29)

i=1

retirando o somatodrio para fora da integral a equagéo (3.29), transforma-se:

nnf
sz v, yA; N, dT (3.30)
i=1T,
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Cénseqﬁentemente a equagdo a ser integrada em todo dominio de estudo

3 jVN.-(va,.A;)dm"ij, v,yN,A;dT=[N,J,dQ (3.31)
Q

J
i=l T Q

M3

3

onde o primeiro € o terceiro termo foram desenvolvidos no capitulo 1.

A equagdo (3.31) na forma matricial, torna-se:

nno

nnf
YK A+YR A =F (j=1nno e 1=1,nnf) (3.32)
i=1 i=1

Aqui K; e R; sdo as matrizes de contribui¢do local e F; ¢ a matriz fonte,

sendo elas especificadas abaixo:

K;=[VN,;-(VVN)dQ (3.33)
Q
R;= [N, v yN,dT (3.34)
T'm
F,=[N;J,dQ (3.35)
) ,

3.3.3 A matriz de contribui¢io local unidimensional

Considerando-se o elemento Q,, como mostrado na Figura 3.4, onde 1 ¢
2 representam os indices nodais. O sistema de coordenada local £ do elemento tem sua

origem no né 1. As fungdes N, e N,, 50 dadas em termos de coordenadas local por:

_1-&
N=1-= (3.36)

& |
N, == (3.37)
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Figura 3.4 Elemento finito unidimensional na fronteira.

De acordo com a equagdo (3.34), os coeficientes da matriz para o

elemento genérico sdo:

d
d
anvzy_[Nled&:VzYE (3.38)
0
¢ d
R12=VZYJN1N2dE.>=V2Y—g (3.39)
0
¢ d
R21=V2‘YJN2N,dE_,=V2‘yE (3.40)
0
. 4 d
R22=V27JN2N2dé=V27§ (3.41)
0

Entfo a matriz para o elemento Q, ¢€:

v,yd[2 1
- 4
“0 642

A matriz de contribuigdo local unidimensional para cada elemento da
fronteira é armazenada em um sistema matricial global, onde todos os nés da malha sdo

considerados.
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3.4 CONCLUSOES

A condi¢do de impeddncia de fronteira aplicada ao método de elementos

finitos, aplicando a formulagdo potencial vetor, apresenta as seguintes vantagens:
a) ganho no tempo de discretizagao,

b) sistema menor a ser solucionado e portanto ganho em memoéria computacional e
¢) ganho no tempo de processamento.

No proximo capitulo serd apresentado os resultados obtidos com a

geragdo adaptativa e a condigdo de fronteira.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E COMPARACOES

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados e comentados os resultados obtidos
com o refinamento auto-adaptativo e com a condigdo de impeddncia de fronteira. Os
resultados obtidos com os critérios de erro serdo analisados através da suavizagdo dos
campos nas regides de interesse e da variagdo da energia magnética a cada iteragdo para
um cabo trifasico. Para testar a validade da formula¢do de impeddncia de fronteira serdo

realizadas duas comprovagdes:

- comparagdo entre as linhas de campo obtidas com o programa (EFCC), e o
programa com a condi¢do impeddncia de fronteira (EFCC + IBC) para uma linha de

poténcia na presenga de uma blindagem [18];

- confrontagdo entre solugdes numéricas obtidas para o H, (tangencial) na superficie
de separagdo entre uma placa condutora e uma espira. O problema ¢ axi-simétrico e uma

fonte de excitagdo de alta freqii€ncia € utilizada [27].

4.2 REFINAMENTO AUTO-ADAPTATIVO
4.2.1 Cabo trifasico

Nesta se¢do o objeto a ser analisado € a estrutura da Figura 4.1, onde
temos um cabo trifasico com trés condutores ¢ uma blindagem. Os condutores internos
possuem um raio de 24.25mm. A blindagem tem um raio interno de 109.5mm, e uma
espessura de 16mm. Nos condutores 4 ¢ B e na blindagem C serdo induzidas correntes

J, devido a uma variagio temporal da corrente J,. As regides condutoras possuem p, = 1
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e 6=1x10" (1/Qm). Inicialmente ¢ apresentado a estrutura do cabo na Figura 4.1, e a
malha inicial na Figura 4.2. Em seguida sdo apresentadas as linhas equipotenciais para as
freqii€ncias de 100Hz (Figura 4.3), e 1000Hz (Figura 4.4). A malha inicial possui 444 nds
e 826 elementos, e a "profundidade de penetragido” do campo para 100Hz e 1000Hz sdo

respectivamente 15.90 mm e 5.035 mm.

Figura 4.1 Estrutura do cabo. Figura 4.2 Malha inicial.

Figura 4.3 Linhas equipotenciais-100Hz. Figura 4.4 Linhas equipotenciais-1000Hz.
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4.2.1.1 Descontinuidade de campo

As malhas finais obtidas com este critério sdo mostradas nas Figuras 4.5
e 4.6. Na freqiiéncia de 100Hz a malha final possui 1548 elementos e 805 nds, € em

1000Hz possui 3312 elementos e 1667 nds

- % ),
e bah
NN

2y ,;:%(

Figura 4.5 Malha final-100Hz. Figura 4.6 Malha final-1000Hz.

As linhas equipotenciais estdao mostradas nas Figuras 4.7 ¢ 4.8.

Figura 4.7 Linhas equipotenciais-100H:z. Figura 4.8 Linhas equipotenciais-1000Hz.
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4.2.1.2 Teorema de Ampére

As Figuras 4.9 e 4.10 apresentam as malhas finais refinadas , e as Figuras
4.11 e 4.12 apresentam as equipotenciais relativas a este critério de erro. Na freqiiéncia
de 100Hz a malha final possui 1930 elementos e 996 nds, e em 1000Hz possui 3396

elementos e 1729 nos.

Figura 4.9 Malha final-100Hz. Figura 4.10 Malha final-1000Hz.

Figura 4.11 Linhas equipotenciais-100H:z. Figura 4.12 Linhas equipotenciais-1000Hz.
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4.2.1.3 Perturbacao dos campos

As malhas finais obtidas com este critério sdo mostradas nas Figuras 4.13

e 4.14, e suas linhas equipotenciais nas Figuras 4.15 e 4.16. Na frequéncia de 100Hz a

malha final possui 1924 elementos e 993 nds, e em 1000Hz possui 2988 elementos e

1530 nos.

o

Jars
A'b‘,% :v‘h"
'ATA\.-

Sty
LKA
SN AvE S
S SAA‘ (XK
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BN KA

‘KVV 4 K
AY,
PN

Figura 4.13 Malha final-100H:z. Figura 4.14 Malha final-1000Hz.

Figura 4.15 Linhas equipotenciais-100Hz. Figura 4.16 Linhas equipotenciais-1000Hz.
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4.2.1.4 Refinamento "a-priori' e "'a-posteriori"

Finalmente, as malhas finais obtidas com este critério sdo mostradas nas
Figuras 4.17 € 4.18, e suas linhas equipotenciais nas Figuras 4.19 e 4.20. Na freqiiéncia
de 100Hz a malha final possui 1974 elementos e 1018 nds, e em 1000Hz possui 4802
elementos e 2432 nos. Como critério de erro "a-posteriori" € utilizado para este caso a

descontinuidade de campo.

X

SRR

AN A
ST
N/

Figura 4.17 malha final-100Hz. Figura 4.18 malha final-1000Hz.

Figura 4.19 Linhas equipotenciais-100Hz. ~ Figura 4.20 Linhas equipotenciais-1000H:z.
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4.2.1.5 Tabelas

A variagdo de energia magnética a cada iteragdo do cabo trifasico da
se¢do 4.2.1, para uma freqiiéncia de 60Hz ¢é fornecida na Tabela 4.1. A Tabela 4.2
apresenta 0 nimero de nds e o tempo de processamento para o cabo nas freqiiéncias de

100Hz e 1000Hz.

Energia (J/m) | Energia (J/m]) | Energia [J/m] | Energia [J/m]
1 iteracao 2 iteracao 3 iteracdo 4 iteracgao
Critério 1 | 0.6294x 107 | 0.8430x 16° | 0.1063x 10¢ | 0.1063 x 107
Critério 2 | 0.6294 x 10‘5 0.9405 x 1[]'5 0.1778 x 154 0.1778 x 164
Critério 3 | 0.6294x 10| 0.1172x107? | 0.2398 x 167 | 0.2399 x 137
saZ = '5 -5 ‘4 —4
Critério 4 | 0.6294x 10 0.7872x 10 0.2852 x10 0.2852 x10

Tabela 4.1
Critério 1 Critério 2 Critério 3 Critério 4
|[Fregiiéncia Tempo Tempo Tempo Tempo
[hZ] nno [S] nno [S] nno [S] nno [S]

100 1018 | 200 805 |166.8 [ 943 |180.9 | 996 | 175.4

1000 2432 | 689.3 | 1667 | 505 1530 | 464,4 | 1729 550

Tabela 4.2

onde: Criterio 1

Critério"a-priori" e "a-posteriori" (Descontinuidade dos campos);

Critério 2 - Descontinuidades dos campos;
Critério 3 - Perturbag@o dos campos;
Critério 4 - Teorema de Ampére.
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4.2.2 Conclusoes

Como pode ser observado através da analise das malhas e linhas
equipotenciais obtidas para o cabo trifisico na segdo (4.2.1), os critérios de erro
mostraram-se muito eficazes: em relago a suavizagdo dos campos, ¢ na identificagdo das
regides nessecitando refinamento. Através dos resultados obtidos em relagdo a variagao
da energia magnética, pode-se concluir que os quatro critérios de erro obtiveram uma boa
convergéncia para a freqiiéncia analisada (Tabela 4.1). Através da observagdo dos valores
apresentados pela tabela 4.2, pode-se notar que o critério da descontinuidades dos
campos apresentou um melhor resultado que os demais critérios em relagdo ao nimero de
nds e ao tempo de processamento. Para todos os casos acima considerados, o critério de

parada é o mesmo.

A grande dificuldade da utilizagdo de critérios de erro "a-posteriori” esta
na malha inicial. Uma malha inicial mal definida pode gerar falsas estimagdo de erro, €
por conseqiiéncia uma malha final incorreta. A proposta inicial deste trabalho foi
implementar um critério de erro "a-priori". Este critério teria o objetivo de colocar pelo
menos um elemento dentro da "profundidade de penetragdo". Com isto se conseguiria
uma malha inicial de melhor qualidade. Mas a utilizagdo conjunta dos critérios de erro "a-
priori" e "a-posteriori" apresentou grandes dificuldades na discretizagdo do dominio de
estudo em médias e altas freqiiéncias. O grande numero de elementos gerados nestas
freqiiéncias para promover a discretizagdo, despende muita memoria computacional e

tempo de processamento.
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4.3 CONDICAO DE IMPEDANCIA DE FRONTEIRA

4.3.1 Linha de poténcia

Para fazer uma comparagio entre as linhas equipotenciais entre os dois
programas, analizar-se-4 a estrutura apresentada na Figura 4.21. Primeiro o problema serd
solucionado utilizando o programa EFCC. Depois esta analise sera repetida retirando-se a

regido condutora do dominio de estudo e aplicando a condig¢do de impeddncia de fronteira.
a) EFCC

As Figuras 4.21 e 4.22 apresentam a estrutura a ser estudada e a sua malha.
A regido condutora possui um p, =1 e o=10" (1/Qm), e a "profundidades de penetragdo”
para as freqiiéncias de 3000Hz, 5000Hz e 7000Hz, sdo respectivamente 2,9mm, 2,2mm e
1,8mm. Para que bons resultados sejam obtidos para as trés freqiiéncias, ¢ necessario um
forte refinamento na fronfeira da regido condutora, devido ao decaimento exponencial do

campo a medida que penetra nesta regiao.

A*=p

=0 [:I At=Q

5mm 60mm

»

VA

20mm 40mm 'AvAv

Figura 4.21 Estrutura. Figura 4.22 Malha.



As linhas equipotenciais sdo mostradas nas Figuras 4.23, 4.24 e 4.25.

Figura 4.23 Linhas equipotenciais-3000Hz.  Figura 4.24 Linhas equipotencia-5000Hz

Figura 4.25 Linhas equipotenciais-7000Hz.
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b) EFCC + IBC

Nas figuras 4.26 e 4.27, tem-se a estrutura a ser estudada e a malha. As

linhas equipotenciais para as trés frequéncias sdo mostradas nas Figuras 4.28, 4.29 e 4.30.

BA -y A" A'=0
5

BA-

SR

Figura 4.26 Estrutura. Figura 4.27 Malha.

Figura 4.28 Linhas eqipotenciais-3000Hz. Figura 4.29 Linhas equipotenciais-5000Hz.



Figura 4.30 Linhas equipotenciais-7000Hz.
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Na Tabela 4.3 tem-se o nimero de nds e elementos, e o tempo de

processamento obtidos para os dois programas na freqiiéncia de 1000Hz.

Nuimero de nés Niamero de Tempo de
elementos resolugio (s)
EFCC 397 404 3
EFCC + IBC 104 169 0.28

Tabela 4.3
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4.3.2 Curvas para o campo tangencial

O campo magnético tangencial através da superficie de separagdo entre as
regides condutora e nio condutora da estrutura apresentada na Figura 4.31, € utilizado para
fazer uma confrontagdo entre duas solugdes numéricas. A solugéio numeérica calculada por
Sakellaris [27], para as freqiiéncias de 1IKHz e 10MHz sdo apresentadas nas Figuras 4.32 ¢
4.33. As solugBes numéricas obtidas para as duas freqiiéncias através do programa com
condi¢do de impeddncia de fronteira (EFCC + IBC) sdo apresentadas respectivamentes nas

Figuras 4.34 e 4.35. A regido condutora possui 4, =100 e 0=5x10°(1/Qm).

z .
I=1A4 ’ . -
' a=5mm
b=5mm

.
Cem e

c#0

Figura 4.31 Estrutura.
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Figura 4.32 Solugdio numérica (sakellaris) [27]- 1KHz.
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Figura 4.33 Solug¢do numérica (Sakellaris) [27]- 10MH:.
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Figura 4.35 Solugdo numérica (IBC)- 10MH:z.
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Na Figura 4.36, tem-se a curva do campo tangencial para a condigdo de
freqgiiéncia infinita, a qual corresponde ao caso em que 0 campo ndo penetra na regido

condutora (potencial vetor magnético constante na superficie de separag@o).

L] r LS Ls '[ T l L] I
8.00 9.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 4.36 Frequiéncia infinita.
4.3.3 Conclusoes

Através da confrontagio entre as linhas equipotenciais para a linha de
poténcia da segdo 4.3.1, conclui-se que existe uma boa concordincia entre o programa
EFCC e o programa com a condigdo de impeddncia de fronteira (EFCC + IBC). Os
resultados nimericos obtidos apresentados na Tabela 4.3, comprovam que a utilizagdo da
impeddncia de fronteira torna menor o sistema a ser solucionado e o tempo de

processamento.

Com referéncia a estrutura da Figura 4.31, pode-se notar que existe uma boa

concordancia entre as curvas obtidas por Sakellaris e o programa (EFCC + IBC) para a
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freqiiéncia de 1KHz (Figuras 4.32 e 4.34). Contudo para a freqiiéncia de 10MHz, obteve-se
uma pequena diferenga entre os dois programas (Figuras 4.33 e 4.35).

Como alternativa para fugir do refinamento das regides com correntes
induzidas em médias e altas freqiiéncias, geralmente era aplicada a condigdo Dirichlet na
superficie de separagdo (condigdo de freqiiéncia infinita - Figura 4.36). Pela observagéo das
curvas obtidas para o campo tangencial nas freqii€ncias de 1Khz e 10Mhz (Figuras 4.34 ¢
4.35), pode-se notar que este tipo de aplicagdo s6 consegue bom resultado na freqgiiéncia de

10Mhz.
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CONCLUSAO FINAL

No decorrer deste trabalho foram apresentados os conceitos de geragdo

de malhas auto-adaptativas e impedancia de fronteira.

Inicialmente, apresentou-se no Capitulo 1 alguns conceitos fundamentais
sobre eletromagnetismo e sobre a solugdo de problemas magnetodindmicos pelo método
de elementos finitos. Em seguida no Capitulo 2 foram apresentados quatro critérios de

erro e o processo de geragdo e refinamento da malha.

No Capitulo 3, foi apresentada a formulagdao matematica para condigdo

de impedancia de fronteira pelo método de elementos finitos.

O capitulo 4, apresentou os resultados obtidos com a condigdo de
impedéncia de fronteira € com os critérios de erro. Os valores numéricos obtidos
demonstram que a utilizagdo do refinamento adaptativo melhora bastante a qualidade da
malha inicial, tornando seu uso muito importante em problemas magnetodinimicos.
Constatou-se que em médias e altas freqiiéncias a utilizagdo do procedimento adaptativo
aumenta a dimensdo da matriz de contribuicdo global. Este procedimento torna o
processo de calculo muito lento e com grande custo computacional. Foi constatado
também, que a condigdo de impedédncia de fronteira é uma ferramenta muito 1til na

modelagem de problemas magnetodinidmicos em médias e altas freqiiéncias.

Concluiu-se ainda, que a utilizagdo da Condig:z“io de impedincia de
fronteira reduz o tamanho do problema e o tempo de processamento, permitindo a analise

de problemas magnetodinidmicos que antes eram de dificil abordagem.
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Como sugestio para trabalhos futuros, pode-se citar a utilizagdo da
condigdo de impedancia de fronteira em problemas magnetodindmicos tridimensionais em

médias e altas freqiiéncias.
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ANEXO
PROFUNDIDADE DE PENETRACAO

Supondo que uma onda progressiva se choca perpendicularmente &
fronteira de um meio condutor, como mostra a Figura 1. Uma parte da energia incidente é
refletida, enquanto o restante penetra no meio condutor. A onda refletida no nosso caso ¢

desprezada [24].

Meio condutor

z
Ez
(b ‘ Onda t.ransmitida para dentro
Y do meio conduter
H,, —

Onda Refletida

Fronteira do meio condutor

Figura 1 Onda plana entrando em um meio condutor com incidéncia normal.

A equagdo de Maxwell obtida da lei de Ampére é:

VxH=J+Z= 01
X 3 (01)

ou em coordenadas retangulares:

OH, O0H \. (8H, 0H,\. (0H, 0H_ \;
- 1+ -t —-—k =
o0y 0z 0z Ox O0x Oy
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_)+6(Dx7+Dy]+Dkl?)

o(Ef+E j+Ek = (02)

Para uma onda plana viajando na dire¢do y as uinicas componentes da

equagdo (02) que contribuem sdo:

——2=cFE, +£—= (03)

A equagdo de Maxwell obtida da lei de Faraday é:

. 0B
VvxE=-22 04
X Y (04)

ou em coordenadas retangulares:

OE,).- . (OE _ o\B.7+B,j+Bk
(6E,_ y)i+[6Ex_6Ez),+[ y_éEx)k____( , J )

05
5y 0z oz ox)) \8x oy Y, 05)
Para uma onda plana viajando na diregdo y, as unicas componentes da equagio (05) que
contribuem sdo:

AE SH
PP 06
2y = * a1 (06)

Derivando a equagédo (03) em relagdo a y e a equagdo (06) em relagdo a

t, tem-se:
E E  0?
_ G %k 1 2E O A, 07)
Jdy ot €\ Sy 2Oy
E *H
O OE, _ O H, (08)

“o1oy For

Visto que a ordem de diferenciagéo ¢ indiferente, o lado esquerdo da equagdo (07) é igual

ao lado esquerdo da equagdo (08), de modo que:
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6 H &°H oH
—_—x x _ X =0 09
ay: e T7H 5y (09)

Admitindo a varia¢@o harménica de H, em relagdo a ¢, pode-se escrever:
H =He™ (10)

Tomando a primeira ¢ a segunda derivada da equagdo (10) em relagdo a

t e substituindo estes valores na equagdo (09), tem-se:

2

H , :

2 t+euw?H - jwouH_ =0 11
557 7 .~ JWOouH, (11)

o qual, reagrupando os termos torna-se:

o' H
ﬁyz"—(jw,ua—wz,ua)flxzo (12)

seja
Y =jwuo-wlue (13)
Entdo a equagdo (12), reduz-se a:

S*H
Sy =0 (14)

onde o termo y é chamada de constante de propagagdo.

Uma solugdo da equagdo (14) para uma onda se propagando na diregéo

positiva y € [24]:
H =Hye” (15)
Nos condutores, o >> we, de modo que a equagdo (13) sereduz a :

y'=jwuoc (16)
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y=Jjwpo=(1+j) ﬂzlﬁ (17)

Portanto, y tem uma parte real e imaginaria. Fazendo y = a+ jB, vé-se que a parte real o

esta associada a atenuagdo e B, a parte imaginaria, esta associada a fase.

Substituindo o valor de y da equagéo (17) na equagdo (15), tem-se:

—Jwuo —JJywuo

H =Hye " e (18)

Na equagdo (18), o fator de atenuagdo ¢ dado por:

~Jwuo

e # (19)
e o fator de fase por:
-J w,uay
e 2 (20)

onde w e a freqii€ncia angular (rad/s), e y é a distincia (m).

A equagdo (18), € uma solugdo da equagdo da onda para uma onda plana
se propagando na direg4o positiva y em um meio condutor. Ela dé a variagdo de H, tanto

em grandeza como em fase, em funcio de y.

Recorrendo a Figura 1, e considerando a onda que penetra no meio
condutor, isto €, a onda transmitida. Seja y =0 na fronteira do meio condutor, de modo

que y aumenta positivamente para dentro do meio condutor.

Seja a equagdo (18) escrita na forma :

b J
H =He’e * 21)
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onde 6= 1 e f, ¢ a freqiiéncia.
Jrfuo

Em y=0, H, = H, esta é a amplitude do campo na superficie do meio condutor . Agora &
na equagdo (21) tem a dimensdo de distdncia. A uma distdncia y =4, a amplitude do

campo é:
|H, |=H,e (22)

Desse modo, H, diminui para 36,8 % do seu valor inicial, enquanto a

onda penetra a uma distancia §. Sera chamado de "profundidade de penetrag@o” o valor

6.

Observando a expressao (23):

P R - | (23)

Jrfuo
notamos que quanto maior a freqii€ncia, menor € a penetragdo do campo, por outro lado,
se o meio € ferromagnético (p>> p,) menor sera a penetragdo e , finalmente, quanto

maior a condutividade menor sera §.
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