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RESUMO

Neste trabalho estudam-se varias técnicas relacionadas com o calculo de
campos eletromagnéticos tridimensionais, utilizando o método de elementos
finitos. |

Inicialmente, sao analisadas detalhadamente diversas formulacgdes
matematicas que implementam o calculo de campos magnetostaticos
tridimensionais. Um programa que emprega a formulagio dos dois potenciais
escalares magnetostaticos &, entdo, desenvolvido. '

Na seqliéncia, analisam-se varias formulagdes para o caléulo de campos
quase—estaticos tridimensionais, concluindo-se que as'formulaqées existentes
tém dominio de aplicagdo bem definidos.

A seguir, ¢é proposto um novo método para o célculo do problema acoplado
termo-eletromagnético tridimensional. Este método utiliza a formulagdo do
potencial vetor modificado associado aos potenciais escalares, reduzido e
total, para representar a parcela eletromagnética do problema. A parte térmica
do sistema é modelada de modo a incluir as ndo linearidades associadas as
caracteristicas constitutivas dos materiais, a passagem pelo ponto de Curie e
a condigdo de contorno de radiagéo térmica.

Finalmente, s&o apresentados resultados que validam os programas de célculo

dos problemas tridimensionais analisados: o magnetostatico, o quase-estéatico e

o de aquecimento indutivo.
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ABSTRACT

In this work some teéhniques related to the three-dimensional
electromagnetic field computations, wusing the finite-element method, are
presented.

The formulations for the three-dimensional magnetostatic field computations
are studied and a software using the two-scalar potentials (total and reduced)
is implemented.

The methods for three-dimensional eddy-currents computations are analysed
and it is concluded that the formulations have well-defined aplicattions.

A new computational method for the three-dimensional thermo-electromagnetic
problem is proposed. This method uses the modified vector potential coupled to
two scalar potentials to represent the electromagnetic part of the problenmn.
The systems thermal part is modelled so as to include the non-linearities
associated to radiation boundary conditions, as well as to the thermal and
electric material properties variation with the temperature and the Curie
temperature point. '

Finally, some results are presented. They validate the software for the
three probléms: the magnetostatic problem, the eddy-currents problem and the

induction-heating problem.
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H(Q)
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HO(Q)
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ix
SIMBOLOGIA

-Potencial vetor magnético

~-Potencial vetor magnético modificado

-Forma bilinear entre v e u

-Indugdo magnética

-Inducdo magnética remanente

~Vetor segundo membro (método de Gradientes Conjugados)
—Capacidade térmica ‘

—-Capacidade térmica a O °c.

~Cada um dos coeficientes da aproximacdo de Galerkin

—Matfiz de pré-condicionamento (método de gradientes conjugados)
-Densidade de fluxo elétrico

-Operador divergente

-Regifio na qual circulam as correntes impostas externamente
-Aproximagdo do erro devido a discretizagio temporal

-Aproximacsio do erro devido a solugdo incompleta do problema ndo

linear
-Campo elétrico
-Vetor segundo membro da aproximagéo gerada pelo método de elementos
finitos
-Funcional linear de u
-Elemento da linha i do vetor do 20 membro da aproximagdo gerada
pelo método de elementos finitos
-Valor do salto entre y e ¢ na interface Ikj
—Coeficiente de transferéncia de calor por convecgao
-Forma quadratica a ser minimizada no método de gradientes
conjugados
—Classe das fungdes de teste

-Espago das fungbes com derivadas de ordem 1 com quadrado integravel

em Q

-Produto cartesiano de dimensdo 3 de HI(Q)

-Espago das fungdes com derivadas de ordem 1 de quadrado integravel
em Q e que se anulam na fronteira de Q (isto é, tém suporte
compacto em Q)

-Espaco gerado pelas fungdes de base

-Espago gerado pela intersecgéo de Hé e Hh.

-Campo magnético
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Ho(Q)

Ho(Q)
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Na, Nu
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—Parce1a  do campo magnético produzida pelos dipolos magnéticos

(induzidos ou permanentes)

" -Contribuigio dos condutores nio incluidos em Qj para o campo H.

—-Campo magnético criado pelas correntes impostas externamente, com
p=po constante em todo o espago.

-Classe das fungdes admissiveis

-Classe das fungdes admissiveis (Potencial vetor)

-Classe de fungdes teste para o potencial escalar (= classe das
fungdes admissiveis com condigdes de contorno homogéneas)

-Classe das fungdes teste para o potencial vetor (= fungdes
admissiveis com condigdes de contorno homogéneas)

-Classe de fungdes obtida pela intersecqib entre espago das fungdes
admissiveis (H) e o espago gerado pelas fungdes de base (Hh).
-Superescrito: indica uma fungdo aproximada por elementos finitos
-Superescrito: indica a trénsposiqéo de um vetor ou matriz complexa
com seus elementos sendo trocados pelos complexos conjugados.
-Funcional quadratico

-Matriz jacobiano

-Densidade de corrente elétrica

-Matriz do sistema de equagdes gerado pelo método de elementos
finitos '

-Un dos elementos da matriz K da aproximagio gerada pelo método de
Galerkin e de elementos finitos

-Condutividade térmica
-Coeficientes de variacdo da condutividade térmica com a temperatura
-Matriizes resultantes da decomposigdo da matriz nfo simétrica

-Nuimero total de nés da malha de elementos finitos
-Numero de nés em Qk, Qj, Qf, b v Qr e Qk v Qj, respectivamente.

-Nimero de nés sobre Tkf U Tkb, Tkf U I'kb v Tjr U I'jpe Tir U Tjb,
respectivamente

-Numero de equagdes independentes

-Vetor normal a-uma superficie

-Fungdes de base de Hh(Q). Para o método de elementos finitos sfo as
fungdes de forma globais

-Fungdes de base vetoriais
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-Diregédo de busca no esbaqo, na iteragdo i (método de Gradientes
Conjugadoé)
-bi-diregéo de busca no passo i (método de gradientes bi-conjugados)
-Calor gerado por unidade de volume
-Funcéo residuo escalar
-Fungdo residuo vetorial

-Residuo da iteragio i (método de Newton-Raphson)

. —Residuo da iteragfo i (método de gradientes conjugados)

-Bi-residuo no passo i (método de gradientes bi-conjugados)

-Conjunto dos numeros reais

-Produto cartesiano n—dimensional do espaco R

-Operador rotacional

-Superficie através da qual ocorre a trasferéncia de calor
-Parametro que permite variar a abertura da curva gaussiana que
representa a variacgfo da capacidade térmica com a tempertura
-Coordenadas de_um ponto no dominio padréo (sl,sz,sa)

-Mapeamento que gera o elemento padrido, a partir dos elementos
finitos

-Tempo

-Temperatura

-Temperatura ambiente

-Temperatura de Curie

- —Temperatura a partir da qual se desenvolve a série de Taylbr a fim

de linearizar o termo de radiagéao

-Vetor tangente a uma superficie

~Vetor de temperaturas no instante de tempo ti
-Vetor tangente a aresta associada a S
-Potencial vetor elétrico

-Superescrito: indica transposicao

fVetor de temperaturas no instante te
-Instante de tempo ti + OAt

-Fungéo de teste escalar

-Potencial escalar elétrico

- —-Potencial escalar elétrico modificado

-Vetor de variaveis eletromagnéticas (Problema acoplado
termo-eletromagnético)
-Funcio de teste vetorial

-Fungdes de interpolagio de aresta
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—-Coordenadas espaciais
—-Coordenadas de cada um dos nés da malha de elementos finitos
-Coordenadas de um ponto no dominio mapeado (x,y,z)

-Mapeamento que gera os elementos finitos a partir de um elemento de

referéncia
-Uma fungdo genérica
-Uma funcdo vetorial genérica
- C_1ri, método de gradientes conjugados com pré-condicionamento.
-Parametro que minimiza o erro segundo a diregéo P, (método de
Gradientes conjugados)
-Valor médio da derivada temporal no intervalo de integracgéo i
~-Vetor das derivadas temporais no intervalo de integragéo i
-Valor de oci na fase de previséo
-Coeficientes de variagdo da resistividade elétrica com a
temperatura
-Funcdo utilizada para levar em conta a variagio da permeabilidade
maghética com a temperatura
-Parametro utilizado para forgar que Py seja A-conjugado a P,
(método de gradientes conjugados)
-Constante de Stefan-Boltzmann
-Fronteira do problema
~Cap. II: Parcela da fronteira onde s3o impostas condigdes de
contorno de Dirichlet

-Cap.II1: Parcela da fronteira onde se impde a condigdo B.n = 0

~Parcela de I't que esta conectada a Qj, Qk, Qf e Qb, respectivamente
-Cap. 1II: Parcela da fronteira onde s&o impostas condigdes de
contorno de Neumann

-Cap.III: Parcela da fronteira onde se impde a condigdo H A n =20

-Parcela de I'2 que est4d conectada a Qj, (k, Qf e Qb, respectivamente
-Interface entre as regides (b e Qf

-Interface entre as regides Qj e b

-Interface entre as regides Qj e Qf‘

-Interface entre as regides & e

-Interface entre as regides Qx e Qj

-Interface entre as regides (k e Qf
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xiii

-Interface de descontinuidade entre regides de permeabilidade
magnética continua.
-Interface de descontinuidade entre regides de condutividade
elétrica continua.
-Primeira variagdo de 1

-Delta de Kronecker (8ij = 1 se i=j, 813 = 0 se i#j)
-Intervalo de integragéo temporal

—Atualizaqéo_na solugciio (Método de Newton-Raphson)

-Permissividade elétrica (Cap. I & 1II), ou emissividade da
superficie cinza (Cap. IV, V e VI).

~Valor do erro maximo permitido durante o processo de integragio no
teﬁpo
-Cada uma das fungdes de forma locais do método de elementos finitos
-Fungdes de forma locais sobre o dominio padréo

-Variavel que 1indica o instante, dentro de cada intervalo de

integragdo, para o qual a equagdo temporal discretizada ¢é

aproximada

-Permeabilidade magnética

—Permeabilidade magnética do vacuo

~Valor da permeabilidade equivalente para 1 ciclo da excitagéo
-Relutividade magnética

-Energia, por unidade de volume, necessaria para atravessar o ponto

de Curie

-Densidade de carga elétrica (Cap. I & II) ou resistividade elétrica
(Cap. 1IV)

-Condutividade elétrica

-Constante que dita a variagio exponencial da condutividade térmica
com a températura

-Constante que dita a variagio exponencial da permeabilidade
magnética com a temperatura

-Potencial escalar reduzido

-Potencial escalar magnético (também chamado de potencial escalar
total)

-Freqiiéncia angular do campo eletromagnético
-Dominio do problema ou potencial escalar elétrico (método T-Q)
-Regifo do dominio em que nZio circulam correntes de Foucault mas

onde se utiliza o potencial vetor magnético, de maneira a tornar Qr

v (b simplesmente conexa
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xiv

-Cada um dos elementos finitos gerados a partir do dominio padréo
-Regigdo do dominio onde s&o induzidas correntes de Foucault

-Cada um dos subdominios regulares do problema

-Regifio do dominio onde existem correntes impostas externamente e
materiais magnéticos de permeabilidade baixa

-Regido do dominio onde existem materiais magnéticos de alta
permeabilidade e nfo existem correntes

-Elemento finito de referéncia

-Fronteira da regifo Qi

-Norma euclidiana

-Norma de Sobolev de ordem 1°

-Indica a variagdo de uma grandeza em um ponto (se diferente de
zero, a grandeza é descontinua)

-Indica o produto vetorial

-Indica o produto escalar

-(Sobre uma variavel): Indica derivacgdo em relacgfo ao tempo

-Indica o conjugado complexo

-Para todo

~-Indica que um conjunto é subconjunto de outro (ou estd contido no
outro)

-Indica que um conjunto estd contido ou é igual a outro

-Unido entre conjuntos

-Interseccdo entre conjuntos

-Indica que um elemento pertence a um conjunto

—-Conjunto vazio

-Indica o produto cartesiano entre classes de fungdes

-Indica a ordem de convergéncia de um método numérico *
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INTRODUCAO

Os dispositivos = eletromagnéticos- maquiﬁas elétricas, transformadores,
transistores, guias de onda, etc..- tém seu comportamento governado pela
distribuic@o dos campos eletromagnéticos em seu interior e na regifo vizinha a
eles. Estes campos seguem as equagdes de Maxwell (Maxwell, 1891; Stratton,
1941). |

Para o projeto e andlise destes dispositivos é necessario, portanto,
solucionar as equaqées'de Maxwell. A resolugio destas equagles é uma area que
vem Pecebendo a ateng8o de engenheiros, fisicos e matemdticos ha muito tempo.
Em seu tratado sobre Eletricidade e Magnetismo, escrito em 1873, Maxwell ( 3°
ed. 1891) Ja apresentava uma série de métodos para a solugiio de suas equagdes.
Estes métodos, assim como outros desenvqlvidqs nos anos seguinfes (Para uma
éompilaqéo déles, ver Binns & Lawrenson, 1973), utilizam conceitos mateméticos
sofisticados, resultando em processos de calculo demorados e dificeis. Além
disto, esfas técnicas s6 se aplicam a algumas geometrias especificas e nfo
podem tratar, de forma geral, os problemas n3o lineares. A complexidade
geométrica crescente, assim como a necessidade de otimizagiio dos dispositivos
projetados, exigiu o desenvolvimento de métodos de calculo mais genéricos.

O advento dos computadores digitais permitiu a utilizacdio de métodos
numéricos para a resolugdo dos problemas do eletromagnetismo. Inicialmente,
utilizando—selq méfodo de diferencas finitas e, desde o final dos anos 60
(Winslow, 1967; Silvester, 1969; Silvester & Chari, 1970), o método dos
Elementos ?initos. ‘ .

O método de Elementos Finitos vem sendo empregado, desde entdo, no auxilio
ao projeto dos mais variados tipos de dispositivos eletromagnéticos: maquinas
elétricas rotativas de todas as faixas de poténcié,«transformadores, reatores,
equipamentos de alta tensdo, disjuntores, dispositivos semicondutores,
equipamentos para a Fisica Nuclear, sondas para ensaios ndo destrutivos,
guias de onda, antenas, dispositivos para gravagdo magnética, equipamentos
médicos(ressonancia magnética), etc... .

0 calculo dos campos que, inicialmente, era feito em duas dimensdes, passou
a ser feito,- também, em trés dimensdes. Na realidade, a maior parte dos
dispositivos ﬁtilizados em Engenharia Eléﬁrica. € tridimensional. O cé4lculo
bidimensional é apenas uma aproximagio da situagfio real (na maior parte dos

casos ela é uma boa aproximagfo; porém, em muitos casos, ela ¢ uma aproximagéo



muito ruim).

As décadas de 70 e, principalmente, 80 viram surgir uma grande quantidade
de formulagbes matemadticas para a resolugdo dos problemas eletromagnéticos
tridimensionais wutilizando a técnica de elementos finitos. Primeiramente,
foram abordados os problemas eletrostaticos e magnetostaticos. Os programas
desenvolvidos para efetuar o célculo destes problemas, apesar da atencido que
receberam dos maiores grupos de pesquisa em calculo de campos eletromagnéticos
do mundo, nfo atingiram, ainda, o nivel de generalidade e facilidade de
-utilizagdo que se tem hoje com os programas de calculo bidimensionais. Por
isto, esta é, ainda, uma area de pesquisa intensa, principalmente no que diz
respeito ao desenvolvimento de técnicas computacionais auxiliares, referentes
aos pré e poés-processadores, geradores automadticos de malha 3-D, etc.

Se, com relacgfdo as formulagdes matematicas, pode-se dizer que o calculo
magnetostatico tridimensional é baseédo em métodos universalmente aceitos, o
mesmo ndo se aplica as formulagdes para a solugdo dos ©problemas
quase-estaticos e dinamicos. Esta & uma &area de pesquisa intensa - ainda no
nivel das formulagcdes matemdticas - o que pode ser comprovado consultando-se
0os anais dos ultimos congressos mundiais de célculo de campos
eletromagnéticos. v

Outro tipo de problema que vem merecendo uma atengfo cada vez maior sio os
acoplados, pois uma caracteristica importante de grande parte dos sistemas em
Engenharia &€ a sua natureza acoplada. Uma maquina elétrica, por exemplo, é um
dispositivo complexo onde acontecem fendmenos eletromagnéticos, mecanicos e
térmicos simultaneamente. Estes fendémenos estéo interligados e afetam o
desempenho global da maquina. Como o método de Elementos Finitoé permite
também a solugdo dos problemas térmicos e mecénicos, o calculo deste
acoplamento é feito de forma elegante e natural.

Um dos problemas acoplados mais importantes para o projetista de
equipamentos em Engenharia Elétrica é o termo-eletromagnético. Normalmente, a
capacidade de fornecer, transmitir ou transformar poténcia dos equipamentos
elétricos estad limitada por sua capacidade de refrigeragido, isto é, pela
possibilidade de transmissfio das perdas ocorridas internamente para o meio
ambiente. Uma andlise do aquecimento deve ser feita para evitar condigdes que
possam causar superaquecimento e avaria dos equipamentos. OQOutro problema
termo-eletromagnético importanté é o calculo dos dispositivos de aquecimento
por indugdo.

Apesar da sua importéncia, este ¢ um problema que mereceu, até hoje, pouca

atengdo. Em duas dimensdes ele foi explorado por alguns grupos de pesquisa. Em
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trés dimensbdes ele ainda é um problema em aberto e acreditamos que, neste
trabalho, tem-se a primeira tentativa de analisa-lo levando em conta os
fendmenos associados a passagem pela temperatura de Curie.

O obJjetivo desta tese é o desenvolvimento de ferramentas computacionais
para a analise dos problemas eletromagnéticos em 3 dimensdes. Parte-se de
estudos Ja& desenvolvidos no GRUCAD (Grupo de Concepgdo e Andlise de
Dispositivos eletromagnéticos) da Universidade Federal de Santa Catarina para
0 céalculo de campos eletrostaticos e magnetostidticos em regides onde nao
existem correntes (Bastos, 1984; Raizer, 1987) e amplia-se a faixa de

problemas possiveis de serem calculados, incluindo:

1- Os problemas magnetostaticos tridimensionais em regides do espago onde

existem correntes;
2- Os problemas quase-estaticos (correntes de Foucault) tridimensionais;
3- O problema acoplado termo-eletromagnético tridimensional.

Os estudos desenvolvidos e os resultados obtidos estio organizados da
seguinte forma:

No capitulo I s&do relembrados alguns conceitos basicos associados ao
Eletromagnetismo e ao método de Elementos Finitos. No capitulo II é feita a
anadlise dos principais métodos utilizados para a resolugdo dos problemas
magnetostidticos tridimensionais. No capitulo III analisam-se os métodos de
resoluc@o dos problemas quase-estaticos tridimensionais.

Estes trés primeiros capitulos si3o fundamentais para o desenvolvimento das
técnicas de resolugdo do problema de aquecimento indutivo tridimensional,
apresentadas no capitulo IV.

No capitulo V apresentam-se algumas das técnicas computacionais utilizadas
para a implantagdo dos programas de resolugdo dos problemas anteriores.

Finalmente, no capitulo VI, apresentam-se os resultados obtidos com estes

programas.
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CAPITULO |  CONCEITOS BASICOS

I.1 Introdugéo

Para a aplicagdo do método de Elementos Finitos na resolugdo das equagses
do Eletromagnetismo, ¢é preciso relembrar alguns conceitos basicos. Neste
capitulo faz-se esta revisdo. Inicialmente, sZo apresentadas as equagdes
fundamentais do Eletromagnetismo. A seguir s&o abordados os conceitos de
formulagdo classica de problemas de contorno, condigdes de contorno,
formulagdo forte, formulagdo fraca e formulagdo variacional. Nesta abordagem
séo caracterizados os espagos das fungdes admissiveis e das fungdes teste.

Finalmente, s&o apresentados os métodos de Galerkin e de Elementos Finitos.

1.2 Equagdes Fundamentais do Eletromagnetismo

Un campo eletromagnético é caracterizado por quatro grandezas vetoriais,
dependentes da posigio espacial e do tempo: o campo elétrico E, o campo
magnético H, a induggo magnética ou densidade de fluxo magnético B e a
densidade de fluxo elétrico ou indugéo elétrica D. Assume-se que estes vetores
sejam finitos em seu dominio e que, em todos os pontos ordinarios, eles sejam
fungSes continuas com derivadas continuas. Por ponto ordinario entende-se um
ponto em cuja vizinhanga as propriedades constitutivas do meio
(permeabil idade, condutividade e permissividade) sejam continuas.
Descontinuidades nos vetores de campo ou em suas derivadas podem ocorrer,
entretanto, em supérficies onde exista uma mudanga abrupta das propriedades

constitutivas do meio.

As leis ©basicas do Eletromagnetismo sdo as equagdes de Maxwell
(Stratton, 1941):

3 B _
nat E + 5T - 0 (1.1)
D _ ’
din B =20 (1.3)
din D = p (1.4)

Onde:
t - Tempo;



J - Densidade de corrente elétrica;
o} - Densidade de carga elétrica;
din - Divergente;

nat — Rotacional.

Neste estudo, considera-se que os materiais do dominio nfioc possuem
movimento relativo, estando todos eles em repouso em relacdo a um referencial
inercial. Os vetores de campo estdo expressos neste referencial.

As equagdes de Maxwell n3io sfio as unicas relagdes existentes entre os
vetores do campo. As relagdes adicionais, denominadas equag¢fes constitutivas,

dependem do meio onde existe o campo:

D =[] E (1.5)
= [u] H+ Br (I.8)
J= (o] E | (1.7)

onde: ‘ _

[e] - Tensor de permissividade elétrica do meio;
[u] - Tensor de permeabilidade magnética do meio;
{o] - Tensor de condutividade elétrica do meio;
Br - Indugdo magnética remanente.

A indugdo magnética remanente é acrescentada para que se possa tratar imas
permanentes porventura existentes no dominio.

No caso em que os materiais sfo isotrépicos, os tensores [e]l, [p] e [o] se
reduzem aos escalares €, g e ¢. A isotropia ndo impede que os escalares sejam
funcdo do ponto, ou mesmo dos vetores E e H. Normalmente, € e o s@o
insensiveis as variagdes em E. Por outro lado, p pode variar muito com H.

A faixa de freqliéncias com a qual se trabalha em Eletrotécnica permite que
se simplifique a equagBo (I.2). Suponha-se o trabalho em regime permanente

senoidal. Entdo, de (I.2):
nat H = jwD + oE : (1.8)

onde w é a freqiiéncia angular do campo eletromagnético.

Supondo-se que
JjwD « oE

obtém-se:



nat H=J (1.9)
Para que (I1.9) seja valida,

f << — (I.10)

onde f é a freqiiéncia linear do campo eletromagnético. A restrigédo (I.10) é
geralmente verificada na Eletrotécnica, ‘onde se trabalha em baixas
freqiéncias. Portanto, utilizam-se as equacgdes de Maxwell na forma

quase-estatica (Macedo, 1988):

8B _
nat H=J (I.12)
din B=0 (1.13)
din D = p (1.14)

Aplicando-se o operador dis a ambos os lados da equagdo (I.12), obtém-se a

equagdo de continuidade da corrente:
din J =0 ' (I.15)

Na interface entre materiais com diferentes propriedades constitutivas,

verificam-se as seguintes condigdes sobre os vetores de campo (Bastos, 1989):

n. Bi=n. B2, ou n. [B]=0 (1.18)
naAH =naH, ou na[H]=0 (1.17)
n.Ji=n. Jz2, ou n. [J]=o0 (I.18)
nAEl=naEz2, ou nan [E]=0 (1.19)
n.Di=n. Dz, ou n. [D]=o0 (1.20)

onde:

n - Vetor normal a superficie entre os dois meios;
- Indica o produto escalar;

A - Indica o produto vetorial;

1 e 2 - Caracterizam os dois diferentes meios;

[ . ] - Indica a variagfo da grandeza no ponto.



As equagdes (I.16) e (I.17) estabelecem que o componente normal da indugao
magnética e os tangenciais do campo magnético s&o continuos na interface entre
dois meios de ©permeabilidade magnética diferentes. Isto implica na
descontinuidade tangencial de B e normal de H nesta interface. Analise
semelhante pode ser feita em relagdo a Jve E na interface entre dois meios de
condﬁtividades distintas.e em relagdo a D e E, na interface entre dois meios

de permissividades elétricas diferentes.

1.3 Formulagdo matemidtica de um problema de contorno

I.3.1 Modelamento matematico: Formulacédo cléssica

O objetivo desta segdo é introduzir uma série de idéias fundamentais para
este estudo. Considera-se um problema de contorno extremamente simples, porém
com estrutura matematica préxima a existente em problemas mais complexos. 4

Trata-se de um problema eletrostatico em uma barra n&oc condutora

unidimensional, composta por dois materiais (Fig. I.1.).

(951

€1 D €2

1l

Figura I.1: Problema eletrostatico unidimensional.

No ponto x1 a permissividade do material sofre uma descontinuidade. Porém
ela é regular (continua, com derivadas continuas) dentro de Q1 e Q2. Sobre a
barra ¢ introduzida uma distribuigfio regular de carga, p(x).

A estrutura matematica do problema é analisada a seguir:

1. Equagdes que descrevem o problema:

not E

I
o

(1.21)

3

p(x) (I.22)



D==¢E : (1.23)

De (I.21), pode-se definir o potencial escalar elétrico:

E = -grad V : (1.24)

visto que aot(qnadVi = 0, desde que V seja suficientemente
diferencidvel. Substituindo-se (I.24) em (I1.23) e (I.22), obtém-se:

-—din(e grad V) = p(x) (I.25)

para o caso unidimensional, a equagdo (I.25) se reduz a:

—?__[e—v] =p(x) (I.26)
e a equagdo (I.23) a:

D= -¢ ov (1.27)
ax

Nos pontos ordinarios, £ é regular, e a equagido (I.26) pode ser escrita

como:

av 8e 9V _
€ ﬁZ 55;— p(X) (128)
No ponto' de qescontinuidade na permissividade (x1), o principio de
continuidade de D, (I.20), é valido. Porém, como & nio é diferenciavel

em x1, as equagdes (I1.26) e (I.28) ndo sfo validas.

A escolha das condigdes de contorno do problema é governada pela
situacdo fisica que se estad modelando. No presente caso, esta escolha
esta limitada as seguintes alternativas:
a) Condigdo de contorno de Dirichlet, onde o valor do potencial
escalar elétrico é especificado.
v(0) = V0 , V(1) = V1 (1.29)
+ b) Condigdo de contorno de Neumann, onde o valor do componente

normal da densidade de fluxo elétrico é especificado:



n . D(0) = Do , n . D(1) =D (I.30)
~o 1

c) Condigd3o de contorno de Cauchy, onde uma combinagdo linear do
componente normal da densidade de fluxo e do potencial sio especificados

no contorno:
n.D=k (V- Vo) (1.31)

d) Condigdes de contorno mistas: Condigdes de contorno de um tipo em

uma parcela do contorno e de outro tipo em outra parcela. Por exemplo,

e n.D(1) =Dt

V(o) =V, o

E importante ressaltar que se forem especificadas condigdes de
contorno de Neumann nos dois extremos da barra, os valores estipulados

de densidade de fluxo devem obedecer a condigio de conservagfio global do

fluxo:

1
n . DO) +n . D) = jo p(x) dx

para que exista solug8o. Neste caso, a solugdo do problema sera Unica a

menos de uma constante. Isto ¢, se V for solugdo do problema, enté&o

,onde c é uma constante arbitraria, também sera. Esta arbitrariedade na
solugéo pode ser eliminada estipulando-se o valor do potencial V em um

ponto do dominio.

Em suma, tem-se a seguinte formulagio matematica para o problema: Dados e,

p, e as condigldes de contorno do problema, determinar a fungfio V que satisfaz:

1. A equagdo diferencial parcial em todos os pontos interiores dos

subdominios regulares:

) av) _ . .
5;[ € 5;-] = p(x) , Xe, i=1,2 (I.32a)
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2. A condigdo de continuidade de D nos poﬁtos de descontinuidade de e:

[ € v ﬂ =0 , X =x1 (I.32b)

- : ax

3. As condigdes de contorno em x = 0 e em x = 1 (Equagdes (I.29), ou
(1.30), ou (I.31), ou condig¢des de contorno mistas). (I.32c)

1.3.2 A Forma Fraca

O tratamento classico de equagdes diferenciais exige que a solugio V de
(I.32) satisfaga a equagiio diferencial em todos os pontos do dominio. Esta é
uma exigéncia muito forte para o presente caso, devido a existéncia da
descontinuidade em ¢. .

Para vencer esta dificuldade, reformula-se o problema de contorno de
maneira a se admitir condigdes mais fracas para a solugio e suas derivadas.

E importante ressaltar que se existir uma solucgiio classica ela também sera
solugdo fraca. N&o se pefde nada na reformulagio do problema na forma fraca,
além de se-poder solucionar problemas com dados irregulares (Becker et al.,
1981). Além disto, a formulagio fraca ¢ a maneira utilizada para se construir
a aproximacgdo por elementos finitos.

Suponha—se; inicialmente, o problema (I.32) com & continuo e condigdes de

contorno de Dirichlet homogéneas:
V(0) = V(1) =0 ‘ (1.33)

A formulagdo fraca pode ser obtida a partir da seguinte formulagio forte:
determinar a fung@o V tal que a equagio diferencial ¢ satisfeita em um sentido

de médias ponderadas, isto é:

1 1
J [— g;[ € g;-]]. udx = [ p(x) . udx , VueH - (1.34)
0

u € uma fung@o pertencente a uma classe de fungdes de teste H suficientemente
regular para que as integrais em (I.34) tenham sentido. O cénjunto KX ao qdal

pertence a solugdo V é denominado classe das fungdes admissiveis. A esta



11

classe pertencem as fungdes que satisfazem as'condiqées de contorno (I.33) e
que sejam suficientemente regulares para que sua derivada segunda, quando
multiplicada por uma fungfio de teste u, produza uma fungiio que seja integravel
no intervalo O < x < 1. Observe-se que o problema nio é simétrico pois as
classes H e H sfo distintas e em (I.34) V'néo pode ser intercambiado com u

indistintamente.

Para se obter a formulagio fraca, efetua-se a integracio por partes:
1 1 1
a av _ dV du av
J [— 5;[ £ 5;-]]. udx = J € 5;-5§-dx e(x) 5 U (I.35)

Estabelecendo-se que as fungdes de teste devem se anular no contorno, a

formulagdo forte (I.34) pode ser substituida pela seguinte formulacgio fraca:

Determinar V € Hé(O,l), tal que:

1 8V du ! 1
{ £ = &»dx = J p(x) u dx - , Y ue Ho(O,1) (1.38)
0

onde Hé(O,l) € uma nova classe de fungBes que sera caracterizada a seguir.

A formulagio agora é simétrica: a mesma ordem de derivadas nas fungdes
admissiveis e nas fungdes de teste aparece na integral e H = ¥ = Hé(O,l).

Como (I1.34) contém derivadas de segunda ordem da solugdo, ao passo que
(I.36) contém'apenas derivadas de primeira ordem, conclui-se que aoc se passar
de (I.34) para (I.38) diminui-se a regularidade necessaria para a solugdo,
aumentando-se a classe de fungSes para as quais o problema faz sentido.

Retorna-se, agora, - a caracterizacdo da classe Hé(O,l) das fungdes
admissiveis para o problema. Este conjunto contém todas as fungdes que
satisfazem as condigdes de contorno homogéneas e que sfo suficientemente

regulares para que a integral em (I.36) tenha sentido. O termo mais irregular
em (I1.3B6) é

Se V e u s@o irregulares, certamente suas derivadas s&o mais irregulares
ainda. Como V pode ser qualquer funcio do conjunto de fungdes admissiveis,

pode-se considerar a possibilidade u = V. Ent#o, é necessario que
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2
av
(2] (1.7

seja suficientemente regular para que sua integral seja .calculével no
intervalo (0,1). Fungdes satisfazendo esta condigio s#o fungdes de derivada
primeira de quadrado integravel; escreve-se V € H1(0,1). Portanto, o conjunto
Hé(O,l) consta de todas as fungdes que se anulam nos extremos do intervalo (
de onde vem o 1indice o de Hé) e cuja derivada primeira tenha quadrado

integravel ( de onde_vém o indice 1 de Hé). Portanto, uma fungdo w qualquer

pertence a Hé(O,l) se:
1 : 2 172 :
_ ow 2
h w “1 = [ [[ 3% ] + W ] dx < o (I.38a)

w(0) = w(l) = 0 (I.38b)
A definigédo de HS pode ser compactada da seguinte maneira:
CHO(0,1) = { w: we H(0,1); w(0) = w(l) =0} (1.39)

O fato de que HO & um cénjunto ¢ indicado pelas chaves. A notacgfio para um
elemento tipico do conjunto, no caso w, vem em primeiro lugar. Seguindo o
" sinal ":" vém as propriedades satisfeitas pelos elementos do conjunto.

A norma definida por (I.38a) é chamada de "norma de Sobolev". Pode-se
mostrar que Hl(O,l) e }6(0,1), equipados com a norma (If38) sdo espagos de
Sobolev (Oden & Reddy, 1976). Além disto, se for definido um produto escalar
compativel com esta norma , tem-se também espagos de Hilbert. '

Analisa-se, agora, o problema (I.32) completo. Considera-se que a solugdo V
tem ao menos derivadas de segunda ordem dentro de cada subdominio Qi, devido a

regularidade de € e p dentro destes subdominios. Define-se a funcéo residuo em
cada subdominio:
_ _ 8 av _ <
r(x) = 5;[ € 5;—] p(x) , x e, i= 1,2 (I.40)
Multiplica-se r por uma fungio de teste u € H, suficientemente regular,

definida sobre o intervalo O < x < 1. Integra-se o resultado por partes sobre

cada subdominio regular Qi:
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X1
_ v 3V du _ _
J rudx = -g % U + j € 3% Bx J p{x)u dx , i=1,2 (I.41)

T 31 Xi-1 Qi Qi

onde Xi-1 e Xi s&o o ponto inicial e final de cada subdominio.

Como V é solugdo do problema, em cada subdominio o residuo se anula, isto

é:
[ rudx =0 , ,.VueH (I.42)
(91
logo:
2
E: J rudx =0 ,VueH (I.43)
i=1 Qi
Portanto:
X A
8V du av(o) avi(x1) av(l) -
[ € 3% Fx dx + €(0) 3% u(0) + [e(xl)——gg——ﬂu(xl) e(l) 3% u(l) =
0 - |
= [ p(x) u dx , VueH (I.44)
0

Novamente, [.] denota o salto da variavel no ponto. Levando-se em conta a

condigdo (I.32b), o termo de salto em x, & nulo, obtendo-se:

1
' v au 8v(1) 8v(0) ! '
J € 3% 7= dx: = e(1) I u(l) - €(0) B u(0) + J p(x)udx , Vue H (I.45)
0

o

Este resultade é muito importante. Transformou-se o sistema composto pela
equagdo diferencial, condigdes de salto e condicdes de contorno em uma Unica
equagdo na qual todas as caracteristicas da solugio e do problema de dados
descontinuos estfo representados.

Para especificar totalmente o problema, é necessario, ainda, caracterizar
as classes das fungdes as quais pertencem V e u. Primeiramente, para que a
integral em (I.45) tenha sentido, V e u devem pertencer a Hl(O,l). Por fim, as
condigdes de contorho s80 introduzidas na formulagio fraca de duas formas
distintas: as céndicﬁes de contorno de Dirichlet s&o levadas em conta através

da especificagéo do espago das fungdes admissiveis, enquanto as condigdes de
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Neumann e de Cauchy sdo levadas em conta na prépria formulagdo fraca (Reddy,
1986). '

Com condigdes de contorno de Dirichlet, (I.29), define-se a classe ‘de

fungdes H:

K= { W: WE Hl(O,l) ; w(0) = VO , w(l) = V1 } (I.48)
a formulacdo,; entdo, é: achar a fungdo V € ¥ tal que:

1 4v au 1 1 '
J £ g{ _6_T< dx = J p(x) u dx , Vue Ho(o, l) (1.47)
0

Para condig¢des de contorno de Neumann (I.30) ou de Cauchy (I.31), tem-se:

achar V € Hl(O,l) tal que (I.45) seja verificado para todas as fungdes teste u
e H'(0,1).

Observacgdes:

1. As classes de funqées‘Hé e H1 s8o espagos vetoriais de fungdes. O terﬁo
espago vetorial denota uma estrutura linear no seguinte sentido: se cl e
c2 s@o constantes e v e w pertencem a H1, entdo ¢l v + ¢c2 w também
pertence a Hl. Ja a classe de fungdes ¥, definida pela equagdo (I.46),
nao é um espago vetorial devido as condigdes de contorno ndo homogéneas.
Por exemplo, se ue v € X, utv ¢ ¥ pois u(0) + v(Q) =2 VO’ devido a
definiqéo_(1.48). Por outro lado, se w = u-v, entdo w € Hé, pois w(0) =
w(l) = 0. O ponto chave a observar aqui é que se g € H, qualquer fungio
u € ¥ pode ser escrita como u =g + w, onde w € Hé. Isto é, a menos da
fungdo g, H e Hb sso compostas pelas mesmas fungSes. Usando a
terminologia matematica, H ¢ uma variedade linear de Hé (Luenberger,
1963).

2. Equivaléncia entre a forma fraca e as formulagdes variacionais: A
formulagdo fraca é freqlientemente chamada de "formulagdo variacional"
por um abuso de linguagem que serd justificado e explicado. Para isto,
sdo introduzidas algumas notagdes adicionais com o intuito de

simplificar as dedugdes subsequentes. Considere-se a seguinte

representagio da forma fraca (I1.47):
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B(V,u) = f(u) YV oue HO,1) (1.48)

onde B(V,u) é a forma bilinear simétrica:

1
BV, u) = J v ou

e f(u) é o funcional linear :

1
f(u) = [ p(x) u dx
0

A notagdo (I.48) ¢é extremamente concisa. Ao mesmo tempo ela
representa propriedades matematicas essenciais e conduz a um
entendimento mais simples de problemas variacionais. Varios tipos de
problemas fisicos podem ser descritos por formas idénticas a (I.48). Por

isto, as idéias a serem desenvolvidas e os resultados obtidos tém grande

general idade.
Considere-se, agora, o funcional quadratico:
I(V) = B(V,V) - 2 f(V) (I.49)
onde V € ¥ (I1.46). Para « € R e u € }6(0,1), V + au € H. Usando as

propriedades de bilinearidade e simetria de B, e a linearidade de f,

tem-se:

IV +au) = I(V) + 2 a ( BOV,u - £(u)) + a®B(u,u)  (I.50)

A primeira variag@io 8I(V,u) se anula no ponto de minimo do funcional
I(V), isto é:

SI(V,u) = lim % [I(V + au) - (V)] = 2 [B(V,u)-f(uw)] = 0 (I.51)
a — 0

Ou seja, o ponto de minimo de I é V € ¥, tal que:

B(V,u) = f(u) , V ueH60,1) (I.52)
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Nota-se que (1.52) ¢ 1idéntico a (I1.48), isto ¢é, a formulagio
variacional e a forma fraca sfo equivalentes (de onde vem a propensfo de
se chamar de "formulagio variacional" a forma fraca).

Na realidade, a equivaléncia sé existe quando B é simétrica. Porém,
seguindo este abuso de linguagem, chamar-se-4 de ‘"formulacéio
variacional” o sistema (I.48), mesmo quando B ndo for simétrica. Pode-se

J
pensar, neste caso, em uma "formulagio variacional abstrata" (Oden &

Reddy, 1976).

I.3.3 0 méfodo de Galerkin

Como visto na segdo anterior, a resolugdo do problema variacional consiste
na procura.da fungdo V , para a qual (I.48) é verificada. Esta procura ¢
feita em H (definido por (I.46)), uma classe de fungdes de dimensfio infinita.
Por isto, nesta classe, a procura é extremamente dificil.

O método de Galerkin consiste na procura de uma solugdo aproximada. para
(I.48) em uma classe de fungdes de dimensfio finita. Para exprimir este
fato de maneira um pouco mais formal, seja [Ni], i=1, N , uma familia de
funcdes do espacgo Hl(O,l). Explicita-se, mais tardé, como estas "fungdes de
base" séo selecionadas.- Seja Hh(O,l) o conjunto de todas as combinagles

lineares do tipo:

cit Ni (1.53)
1

tD"
1]
1=

i

0O superscrito h se refere a uma associagdo de Hh com uma malha, ou
discretizagdo do dominio, a qual é associado o parametro h, um comprimento
caracteristico da malha (Becker et al, 1981).

Suponha-se que Hh(O,l) e H tenham fungdes em comum. Define-se:

# = ® n H'(0,1) (1.54)
e
HS = H3(0,1) n H0,1) (1.55)

. h . . 1 .
Desta maneira, # e HS sso subconjuntos de ¥ e Ho, respectivamente.

0 método de Galerkin consiste na procura de Vh € ﬂﬁ, tal que:

h h

B(VE, ) = £ v ul e m0,1) (I.58)
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isto é:

n~1=

N N
B[ 1Z1ci Ni’jZ1bJ,NJ ] = f[

utilizando-se a bilinearidade de B e a linearidade de f:

b Nj} (1.57)
J=1 -

N _
bJ. [ 12;101 B(Ni,Nj) - f(Nj)] = 0 (1.58)

i~z

J=1

Como os bj s@o arbitrarios, obtém-se o sistema de equagBes lineares:

N
z °; Ky = f(N) , J=1, N (1.59)
i=1
onde
Kij = B(Ni’Nj) (I.80)
Para o problema (I1.47) tem-se:
1 8N, 8N
iy = [ € 73l 53 dx (1.81)
0]
1
f(N.) = p(x) N, dx - (I.82)
J J
0

Resolvendo-se o sistema (I1.59) determina-se os coeficientes ci da aproximagéo

de Galerkin.
Observacgdes:
1. Ortogonalidade do erro: Como (I.48) ¢é verificada para qualquer u e

Hé(O,l), ela é verificada, em particular, para uh € HB(O,I) < Hé(O,lL

Portanto:

BV, u) = £(ul) v ul e H0,1) (I.63)



18

Subtraindo-se (I1.58) de (I.83), obtém-se:
|

h h

B(V - vu®) = o , v u e E8(0,1) (I.84)
Pode-se interpretar este resultado como uma condigido de ortogonalidade:
o erro de aproximagdo e = V - Vh é ortogonal ao subspago HS(O,l) no

sentido de (I.64), isto &, com relagio ao mapeamento bilinear B.

2. Melhor aproximagfio: Suponha que B(V,u) seja simétrica e positiva
definida (i.e., B(u,u) 2z 0, = 0 & u=0). Sejam Vh e wh pertencentes a el
Vh é a solugdo de (I1.586) e wh é arbitrario. Seja uh = Vh—wh, uh €

H3(0,1). Seja V a solugéo de (I.48). Entdo,

B(V—wh,V—wh)

BC(V-VY) + (VP (v-vye ovPP))
B((V=v) + uff, (v-v!) + o =
h By (1.65)

B(V-VvV , V- Vh) + B(Vh - wh,Vh - W

Na ultima passagem, foi utilizada a propriedade de ortogonalidade do
erro, equacgdo (I.64). Como Vh é fixo e B é positiva definida, a equagédo
(I.65) indica que a menor distancia entre V e wh (no sentido da métrica
induzida por B) ocorre quando wh = Vh. Em outras palavras, de todas as
fungdes wh e H° aquela que mais se aproxima da solugdo real V do
problema é a aproximagio de Galerkin Vh.

N

1.3.4 O Método de elementos finitos

O método de Galerkin é extremamente poderoso, porém ineficaz se ndo se
dispuser de uma técnica sistematica para a construgio das fungBes Ni da base
de Hh(O,l). Para problemas geometricamente complexos, a selegdo das fungdes de
base Ni é uma tarefa formidavel. Mesmo em casos onde as fungdes de base sdo
conhecidas, o calculo dos coeficientes Kij ({Eq. 1.60) ndo pode ser
automatizado porque as fungles sio dependentes do problema. O método de
Galerkin s6 é efetivo se associado a uma técnica sistematica de construcédo de
fungdes de base simples, para dominios arbitrarios. Uma das técnicas mais
interessantes é fornecida pelo método de elementos finitos.

No método de elementos finitos, o dominio é, primeiramente, particionado em

subdominios simples conhecidos por elementos finitos. Em cada elemento séo
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selecionados alguns pontos - chamados de nés. A cada um dos ndés estd associada
uma fungdo de forma local wi -normalmente um polinémio de grau baixo - , que
pode ser construida de maneira sistematica. ﬁi é igual a 1 sobre o n6 i e O
nos demais nés. A solugdo do problema sobre o elemento é aproximada pela
combinagio linear destas fungdes.

A construcdo das fungdes de base globais, Ni, pode ser encarada como o
processo de acoplamento das fungdes de forma locais nos nés. As fungdes de
base globais s&o distintas de zero somente nos elementos contendo o nd
localizado em xi, isto é, tém suporte compacto (Reddy, 1986). Além disto, elas
devem ser suficientemente regulares para pertencer a }f(O,l). Por fim, os
parametros ci, que definem a solugio aproximada Vh, devem servprecisamente oS .

valores de Vh(x) nos nés. Entdo, a aproximagdo (I.53) para wh se escreve:

wh = wi Ni (1.66)

1

w1z

i

onde wi € o valor de w no né i. Torna-se facil a caracterizacdo dos elementos

pertencentes a # e H3(0,1) através das propriedades dos graus de liberdade

wi. De fato, se wi = 0 nos nés pertencentes ao contorno do probleha, a. fungéo

resultante pertence a HB(O,I). Por outro lado, se para o ndé correspondente a

x=0, Wi = V0 e, para o nd correspondente a x = 1, wi = Vl, tem—-se uma fungdo
h .

pertencente a ¥,

Detalhes sobre o método de elementos finitos sio encontrados em alguns
livros basicos (Becker et al, (1981); Bastos, (1989); Chung, (1977); Dhatt &

Touzot, (1984); Hughes, (1987); Zienkiewicz, (1977)), e ndo serdo repetidos
neste trabalho.
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CAPITULO I PROBLEMAS ESTATICOS

II.1 Introducao

Neste capitulo, faz-se uma revisfio dos métodos utilizados para a resolugéo
dos problemas estaticos tridimensionais em eletromagnetismo.

Problemas estaticos s&o aqueles nos quais Jja se atingiu um regime
permanente estatico, onde as variagdes temporais dos campos eletromagnéticos
ndo mais existem.

Por exemplo, as equagdes do problema eletrostatico podem ser obtidas das
equagdes de Maxwell (I.1 a I.4) e das relagdes constitutivas (I.5) a (I.7)
anulando-se os termos variaveis no tempo e desprezando-se as equagdes que nio

influenciam o fenémeno. Obtém-se:

not E =0 (1I1.1)
din D = p | (I1.2)
D=¢E (I1.3)
Ja o problema magnetostatico é descrito pelas equacgdes:
not H=J (1I1.4)
din B =0 (I1.5)
B = uyH + Br. | (11.8)

O problema eletrostatico apresenta equagdes semelhantes as do caso
magnetostatico sem correntes, podendo ser calculado facilmente por um programa
magnetostatico tridimensional. Por isto, neste trabalho somente é feita a
analise do problema mais geral, isto é, o magnetostatico.

Muitos métodos foram propostos na literatura para a resolugio por elementos
finitos deste problema. Os principais foram a utilizagdo do potencial escalar
total, do potencial escalar reduzido, do potencial vetor magnético e do
potencial escalar reduzido associado ao potencial escalar total. A seguir,

discute-se cada um destes métodos, utilizando os conceitos apresentados no

Al
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capitulo I, generalizados para o problema tridimensional.

I1.2. Utilizag8o do potencial escalar total

I1.2.1 Modelamento matematico: Formulagdo classica

Se no dominio, Q, onde se estuda o problema magnetostatico nfo existirem

correntes, a equagio (II.4) torna-se:
not H =0 (11.7)

Desta maneira, pode-se definir um potencial escalar magnético, ¥, tal que
(Bastos, 1984):

H = -grad ¢ (11.8)

Esta relagdo, que normalmente ¢ admitida sem discussdes, nio é tido direta. E
necessario que Q seja “simplesmente conexo" (Apostol, 1957), isto ¢é, senm
“furos". Isto significa que todo circuito fechado dentro de Q deve ser

redutivel a um ponto por deformagio continua (o que ndo é verificado, por

exemplo, em um toroide). Maiores detalhes s&o encontrados nos trabalhos de J

Kotiuga (1982) e Deschamps (1881).
Aplicando-se (II.8) em (I1.8) e (II.5), obtém-se:

din(-pgrady + BP) =0
isto é:
dixs(ugrady) = din(B_) ‘ (I1.9)

A equagdo (II.89) descreve o fenémeno nos pontos ordinarios de Q. Nos

pontos de descontinuidade de u sfo vAlidas as relagdes (I.18) e (I.17), isto

é:

13

. [-» grady + BP] = 0 (II.10)

1=

Aflowdy] = o0 (II.11)

A equag@o (II.10) implica a descontinuidade do componente normal de grady

[
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na interface entre dois meios de permeabilidade magnética distintas. Ja a
equagdo (II.11) tem como conseqiiéncia a continuidade tangencial de grady. Esta
condigédo € automaticamente satisfeita por um potencial ¥ continuo.

Na fronteira de Q, I', tem-se as seguintes condigdes de contorno:

a) Condic#o de contorno de Dirichlet:

¥ = Yo , em I't (I1.12)

b) Condigdo de contorno de Neumann:

oy =
v 7o + BP.Q =g , em I'2 (I1.13)
onde:
' - Parcela de I' onde se impSem condigdes de contorno de Dirichlet;
2 - Parcela de I' onde se impdem condig¢des de contorno de Neumann.
' vre = T H Mnnrlrza=g9

Normalmente, a condiqéo de contorno de Neumann é estipulada com

indugdo tangente a fronteira, isto &, indugdo normal nula:
Mo + B .n=20 L, em I'2 (II.14)
Além disto, se for tomado ¥ = yo constante sobre I't, entdo:
HAn = -gwdyy An = 0 , em I'1
isto é, o campo magnético é perpendicular a TIi.
Seja o problema tridimensional representado esquematicamente na figura
II.1. Suponha-se pi1i e p2 continuos dentro de cada subregido Q1 e Q2 e que haja

descontinuidade de p na interface I'm entre Q1 e Q2.

A formulagdo cléassica para este problema é: ache a fungdo Yy que satisfaca:

1. A equagdo diferencial parcial em pontos interiores as subregides

regulares M e Qe.
dins(ugrady) = dLu(Br) , em Qi, i=1,2 (II.15a)

2. A condigdo de salto em pontos da interface I'm:
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D. [-wouwdp+B ] =0 , em In (II.15b)
3. A condigdo de contorno de Dirichlet em I't

v = yo. , em I (II.15c)

4. A condigdo de contorno de Neumann em I'2

.n=0 , em I'2 (II.15d)

Figura II.1 Representagio esquematica de um problema tridimensional contendo

uma interface entre dois materiais de permeabilidades magnéticas diferentes.

. II1.2.2 A forma fraca

A forma fraca para o problema magnetostatico descrito pelo potencial

escalar total pode ser obtida utilizando-se uma técnica semelhante a empregada

na segéo 1.3.. Define-se o residuo :

r = dis(-p grady + B) = 0 (I1.16)

em cada subdominio regular de Q. Multiplica-se r por uma fungdo de teste u e

H(Q), suficientemente regular. Utiliza-se, entfio, a férmula de Green (Becker

et al., 1981) sobre cada subdominio:
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[ din(-p grad ¢ + Br) udQ =
Qi .

= J qradu. (pgrady - Br) daQ + [
Qi

(-pgrady + B ).n, u dIr = 0 (I1.17)
891 o

onde Qi é a fronteira da regifo i e n, é a normal a regifio i. Ao se somar a

contribuicéo dos dois subdominios, obtém-se:

2

{ ghadu. (ugrady - Br) daQ + }C J (-pgnady + BP).Q. udl = 0 (I1.18)
Q a0i
' 1

1

Note-se que as fronteiras 9Qi consistem de duas partes: as partes de 98Qi
que ndo coincidem com a interface I'm sdo denotadas 8Qi -~ I'm, i=1,2. A outra

parte coincide com I'm. Além disto,
V] [aQi - Fq = T (II1.19)
i

e em I'm a equagéo (II.15b) deve ser verificada. Portanto, (II.18) se reduz a:

J gradu. (pgrady - Br) dQ + J (-ugrady + BP).Q udll = O (I1.20)
Q

r

Esta equacio pode ser generalizada para problemas envolvendo mais de duas

regides de permeabilidade magnética regular de maneira bastante simples
(Bossavit, 1988(e)).

Séo definidas, agora, as seguintes classes de funcgdes:
H = {w: we Hl(Q) ; Ww=yYoem I} (I1.21)

Ho = {w: we Hl(Q) i w=0emI'1} (11.22)

onde Hl(Q) € o espago das fungdes que tém derivadas primeiras suficientemente

regulares para que seu quadrado seja integravel sobre Q. Isto é, w deve ser
tal que:
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2 2 2
il = oWl ofa L Y] T L 2] 4 < w (I1.23)
1 Q ax dy az -

A formulagédo "variacional"‘do problema, entfio, é: achar y € H, tal que

J Hgrady. gradu dQ = J'Br.gnadu dQ , VYV ueHo (II.24a)
Q Q

ou, usando a notagdo da segdo (I.3):
B(y,u) = f(u) , Vue Ho (II.24b)
Observagdes:
1. E importante notar que nesta formulag@o o termo de contorno desapareceu
porque: '
a) em I't, u=0, pois u € Ho
b) em I'2, -pgrady + Br =0
el urlz =T
2. Unicidade da solucgio: A unicidade da solugéo pode ser provada de maneira
simples. Suponha existirem em ¥ dois potenciais, ¢1 e wz, distintos,

tais que (II.24) seja verificado. Escreve-se (II.24a) para cada um deles

e subtrai-se membro a membro, obtendo-se
J uqnad(wl—wz).qnadu dQ =0 , Y ue Ho (II.25)
Q .
mas Y1-y2 € Ho. Portanto, u pode ser escolhido como y1-yo. Logo:
2 .
mlgrad(y. -y )| dQ = 0O (I1.28)
0 172

Isto é, gnad(wl - wz) = 0 sobre todo o dominio Q. Portanto:

onde ¢ é uma constante arbitraria. Mas, como wl e wz € X, wl = wz = Yo

em I'1; portantoAc = 0, isto é wl = wz.
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I11.2.3 Aplicac@o dos métodos de Galerkin e de elementos finitos

A aplicagdo dos métodos de Galerkin e de elementos finitos a forma fraca
(II1.24) ¢é trivial. Como feito na segdo (I.3.3), procura-se a solugdo
aproximada de (I1.24) em uma classe de fungdes de dimensfo finita #" contida
em K. As funqées’de base Ni sdo fornecidas pelo método de elementos finitos.

Para a aplicagdo do método, é necessario discretizar-se Q em uma malha de
elementos finitos. Pode-se definir a malha por uma seqiiéncia de transformacgdes:
que, a partir de um elemento padrdo Q, geram cada elemento finito Qe. As
fungdes de forma locais, 71, sfio imagens das fungdes de forma polinomiais wi
definidas sobre Q. Os pontos nodais sf@o escolhidos de modo que as fungdes de
base globais Ni sejam continuas nas fronteiras entre elementos. .

Neste trabalho, utiliza-se um elemento finito isoparamétrico, hexaédrico, 8
nés, com fungdes de forma de Lagrange trilineares, para as quais existe farta
bibliografia (Bathe, 1982; Bastos, 1989; Chung, 1877; Dhatt & Touzot, 1984;
Hughes, 1987;Raizer, 1987; Zienkiewicz, 1977). Por este motivo, apenas as suas
caracteristicas principais serio revistas. 0O elemento de referéncia @ & um
cubo, mapeado pelas fungdes de forma no elemento hexaédrico Qe (Fig. 1I.2),

utilizando-se as relacgdes:

8
x=Y n, x,
5=1 JJ
8 : .
vy=Y 7n.v. ‘ (11.27)
jo1 I
8
z=Y m, z,
j=1 9

onde Xj’ yj e zJ séo as coordenadas nodais.

As fungdes de base globais verificam a propriedade:

1, sei=]
N.(x.,,y.,z.) = , (11.28)
tJrdd 0, sei=#}

Logo, se
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no N
" =ZWN. (I1.29)

entédo:

= B
V’ - w (xi)yi,zi) (11.30)

S N S,
!
|
]
'
0
no

]
]
]
]
!
]
/
\x
%

n
—

Fig. II.2. Elemento de referéncia @, mapeado pelas funcdes de forma em um

elemento hexaédrico correspondente.

Portanto, pode-se definir:

N .
Q) = { wh : wh = z wiNi ; wi = yo, seond i el } (1I1.31)
' i=1

h h h N
#(Q) = { u :u = z U N, ; u, =0, seonéienl } (II.32)
o by 11 i

e a aproximag8o por elementos finitos de (II.24) é dada por: achar wh €

ﬂF(Q), tal que:

h

J uqnad(wh).qnad(uh) daQ = J Br.qaad(uh) dq , Vu € R;(Q) (1I1.33a)
Q Q
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ByM, uY) = £(u) v dl e ®)(Q)  (I1.33b)

Esta relagéo pode ser transformada, como visto na seciio I.3.3, no seguinte

sistema matricial:

onde:

N
Z K..y., = f, , i=1, N (II.34)

s = ). . = N, .3
K1J Jguqnad(Nl) qnad(NJ) dQ B(N1 NJ) (I1.35)

£, = JQBF.gaad(Ni) @ = f£(N) (I1I.38)

Observacgdes:

Condigbes de contorno: Pela definicéo de RZ(Q), vé-se que uh(xi,yi,zi) =
O, V n6 i € TI't. Conclui-se que os termos Kij e fi correspondentes 2
fungdo de interpolagio N.1 serdo nulos. Ou seja, a linha i pode ser
retirada da matriz K. Conseqiientemente, o niUmero de equagdes de (I.34)
ndo € N e sim neq = N - NCOND, onde NCOND é o numero de nés situados na
fronteira I't. Note-se, porém, que wi ¢ distinto de zero nesta fronteira
(Eq. II.31). Portanto, o termo Kji nédo € nulo. Este fato, que poderia
levar a uma quebra de simetria na matriz K, é evitado simplesmente pela
nao adigdo do ter‘mo_Kji a matriz global, e pela subtragio do termo Kjiwi
de fj (Dhatt & Touzot, 1884). Como resultado, a matriz K tem dimensio

NeqXneq e s6 contém informagdes referentes aos graus de liberdade

desconhecidos.

Propriedades da matriz K:

a) Simetria: Como a formulagiio "variacional” é simétrica e levando-se em
conta a Observagdo 1., 6btém—se uma matriz simétrica, neqxneq, ha
formulagéo por elementos finitos.

b) Somabilidade: A integracdo para a obtengédo de Kij ndo precisa ser

feita globalmente sobre , podendo ser feita elemento por elemento e
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\
depois somando-se ("condensando-se") a contribuigfo de cada elemento
na matriz K global.

Esparsidade: Para fungdes N.1 e Nj que ndo compartilham um mesmo
elemento, tem-se Kij=0' Isto implica que numa malha com muitos

elementos, a maior parte dos Kij val ser nulo, isto é, a matriz K é

esparsa.

Matriz positiva definida: Uma matriz K, neqxneq ¢ definida positiva
se:

. T . ~

i) ¢ Kc=z0, V vetor c de dimens&o neq;

ii) ¢’ Kc =0 , implica que ¢ = 0.

Devido as caracteristicas da formulagio, a matriz K ¢é positiva

definida. A prova é simples:
i) Seja c um vetor arbitrario de dimensio neq, onde neq, definido na

observagdo 1, é o numero de equagdes independentes do sistema.

Utiliza-se c para construir um membro de HB(Q):
Neq
wh = ZC.N.
. ii
i=1

onde s € um dos componentes do vetor c. Mas:

= ciB(Ni,N.)c.
i, 91 J

Utilizando a propriedade de bilinearidade de B, obtém-se:

Negq Neq
= B( Z c, N, '.Z c.N.)
i=1 g9
= B( wh R wh)

Usando a definigdo de B, obtém-se:



= { u(gradn™2 da = o
Q : .

.. T
ii)Se cKec =0

’

Ju(qmdwh)z @ = 0
Q
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Portanto, wh = constante. Mas wh € HS(Q), entdo, wh é nulo, isto

E importante ressaltar que uma matriz positiva definida  possui

inversa unica, isto é, o sistema (II1.34) possui solucgéo

(Lascaux & Théodor, 1986).

Unica

3. Solugdo do sistema de equagdes: Deve-se utilizar para a resolugido do

sistema de equagdes (II.34) um método que aproveite ao maximo as

caracteristicas da matriz K. Varios métodos podem ser utilizados, como a
eliminagio de Gauss, a fatorizagio de Cholesky ou o método de gradientes

conjugados. Este método sera discutido no capitulo V.

Calculo das integrais em II.35 e II.36: Através de transformaqées
geométricas, pode-se- levar o elemento distorcido Qe de volta ao elemento
padrdo Q (Becker et al., 1981 ; Raizer, 1987). -Neste elemento a
integrag@o é feita mais facilmente do que no elemento distorcido, e pode
ser utilizado um método de integragio numérica como, por exemplo, o

método de quadratura de Gauss (Dhatt & Touzot, 1984).

I1.3 Utilizagdo do potencial vetor magnético

I1.3.1 Modelamento matematico: Formulacio cléassica

P

O método de calculo de campos magnetostaticos 3-D utilizando o poténcial

escalar total sé pode ser empregado se na regifio de estudo ndo existirem

correntes elétricas. Este fato limita a sua utilizagBio a poucos casos.

formulagédo utilizando o potencial vetor magnético elimina este problema.

A
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Este método é a extensfo para geometrias tridimensionais de um método muito
utilizado em 2 dimensSes. Em 2-D o potencial vetor possui apenas 1 componente
ortogonal ao plano de analise (Bastosf’1989). Para problemas 3-D todos os 3
componentes do vetor devem ser  calculados. Sob este ponto de vista, a
utilizagdo do potencial vetor ¢é menos interessante que a utilizacdo de
potenciais escalares. Apesar disto, este é um método que ainda é utilizado por
varios grupos de pesquisa em cédlculo de campos eletromagnéticos (Chari et al.,
1981 & 1982; Coulomb, 1981; Demerdash et al., 1981(a) & (b)).

A equagdo (II.5)

din B =0
implica na existéncia de um potencial vetor magnético, A, tal que:
B = nat A ' (I1.37)
substituindo-se esta expressdo em (II.6) e (IT1.4), obtém-se:
nat(v not A ) = J + nat(v Br) (I1.38)
onde v ¢é a relutividade magnética, igual ao inverso da permeabilidade
magnética p.
A equagdo (II.38) descreve o fendmeno nos pontos ordinarios do dominio Q.

"Nos pontos de descontinuidade de v (I'm) sdio validas as relacdes (I.18) e
(1.17), isto é:

[netA] .n = 0 (I1.39)
" [v(net A- BP)] An =0 (I11.40)

As equagles acima tém por conseqiiéncia a continuidade do componente normal
do not A e a descontinuidade dos componentes tangenciais do nat A. A equacédo
(I1.38) ¢ satisfeita automaticamente por um potencial com componentes

tangenciais continuos.

Para completar a especifiéaqéo do problema, condigdes de <contorno

apropriadas devem ser especificadas:

a) Condicgdo de contorno de Dirichlet:
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AAan = aan ,em 1 (II.41)
onde a é um vetor arbitrario.
b) Condigdo de contofno de Neumann;
v (ot A - Br) An = han - , em I'e (II.42)
'rvrz = ro0 ; Mananlz2=2
onde Q.é um vetor arbitrario.
E importante notar que a equagdo- (II1.38) associada as condig¢des de contorno

(IT.41 e II.42) n3o sfo suficientes para assegurar a unicidade do potencial

vetor. De fato, seja

Ag = A + grad ¢ (1I.43)
com

¢ = ¢o , constante em I'1 (II1.44)

¢ continuo, com derivadas parciais continuas. Por conseqiiéncia, as seguintes

relagdes sfdo validas:
not(v not Ag) = not(v not A)
tendo em vista que nat(gradg) = 0.
Ag A n = A AnD+gudp An = AAnD , em I
tendo em vista que grad ¢ é perpendicular a fronteira I1.
v(not Ag - Br) An = virt A - Br) A D , em I'z
Logo, Ag também é solugdo de (II1.38) sujeito a (II.40), (II.41) e (II.42).

Isto é, a solugédo do problema n3o é Unica. Para se eliminar este problema, s3o

estipuladas duas condigdes adicionais sobre A:
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, em I's (II.46)

onde b é uma fungdo vetorial qualquer,

suficientemente derivavel e I's & uma
parcela da fronteira T.

- Tomando-se o dis de ambos os lados da equagiio (II.43), conclui-se que:

din( A-Ag) = disguad ¢ = din (b-b) =0 , em Q (II.47)

Sobre a fronteira I's, efetua-se o produto escalar entre A e n, obtendo-se:
- = 9 _ -
(A-Ag) . n = n (b - b)

.n = 0 , em I'3 (II.48)

0O problema composto por (II.47), (II.48)

e (II.44) estard sobre
especificado se

's n I * 2
Portanto, é necessario que
's € Iz
Como o objetivo aqui é restringir ao maximo a solucgio, toma-se
's = T2

Portanto, o potencial ¢ deve satisfazer:

divn grad ¢ = 0 , em Q (II.49a)
% - o0 , en T2 (I1.49b)
-rl .

¢ = ¢o , constante em I't (II.49c)

A solugdo de (II.49) é ¢ = ¢o , constante em Q. Portanto gudp = 0 e A
solugcdo € unica. As condigdes (II1.45) e (II.46) s#o estipuladas para

qualquer. Portanto, pode-se tomar b = 0. Com isto, a condigdo (II.45)

[\

= Ag:

passa a
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ser a condigdo de Coulomb, ou calibre (gauge) de

disto,

é:

Coulomb, din- A = 0. Além

a condigdo de contorno (II.42) normalmente é tomada com-g A n =0, isto

v (naot A_Br) An = 0 , em I'2 (I1.50)

’

Com base nestes resultados, passa-se a analise do problema da figura II.1.
A formulacio classica para este problema é:

ache a funcfio vetorial A que
satisfaz:

A equagio diferencial

regulares Q1 e Qg:

parcial em pontos interiores as subregides

not(v not A') = J + nat(v Br) , em Qi, i=1,2 (II.51a)

v

2. 0 calibre de Coulomb:

din A = 0 , em Q (II.51b)

3. A condigso de salto na interface entre Q1 e 22, Im:

[v(nat A - BP)]] An = .o , em I'm - (II.Slc).
4. A condigdo de contorno de Dirichlet em I1:
AAn = aan , em I't ) (I1.51d)
5. A condicido de contprno de Neumann em I'z:
v (not A - Br) An = 0 , em I'2 (II.51e)
6. A condigiio sobre o componente normal de A em I2:
A.n =0 , em I'z (II.51f)
Observacdes:
1.

Interpretacéio fisica das condigdes de contorno: As condig¢des de contorno |
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(II.51d-e-f) pode-se associar interpretacdes fisicas uteis. Para isto,

seja a parcela da fronteira representada na Fig. II.3.

Figura II.3: Parcela da fronteira com sistema local de coordenadas

(t1,t2,n).

Seja n o vetor unitario normal & fronteira e t1 e t2 dois vetores

ortogonais unitarios tangenciais a fronteira, definidos de maneira que:
t1 Ate = n

Estes vetores definem um sistema de coordenadas cartesiano local

(t1,t2,n). O vetor A pode ser referido a este sistema, gerando:
A = (At1, At2, An)

Tome-se agora o vetor B neste sistema de coordenadas:

{

[ 8At2 6At1]
- n

L2+ o otz

t1 +

B=WA=[6An BALZ]

OAn _ dAt: 8At1 _ GAn
dt2 on

én 8t1

Se é especificado um valor constante de a sobre a fronteira T,

entdo:

Bht

3L = 0 w1,j=1,2, em I

Portanto:
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B.n =0 , emI't

Ou seja, a indugdo magnética B ¢é tangencial a fronteira onde se
especificam os componentes tangenciais do potencial vetor A.

Ja em TI'2, a condigiio (II.S5le) é valida. Sabendo-se que o produto
vetorial H A n preserva somente os componentes tangenciais de H,

conclui-se que o campo magnético H é normal a T2.

2. Validade da formulagio apresentada: A formulagidoc matematica (II.51) ¢é

valida se:

a) A regiso T'1 onde os componentes tangenciais do potencial vetor

s8éo estipulados for conexa.
b) A regifio Q for simplesmente conexa.

Para o caso geral, com Q n-uplamente conexo e I't composto por "ilhas"

I onde se impdem os componentes tangenciais do potencial vetor, restricgdes

adicionais, de carater topolégico, s8o utilizadas para se garantir a

unicidade da solugido. Estas restrig¢des envolvem conceitos matematicos

mais avangados do que os que nos propomos a utilizar neste trabalho
)

(Para maiores detalhes ver Kotiuga, 1982 e Bossavit, 1988(b)).

I1.3.2 A forma fraca

A forma fraca para o problema (II1.51) é obtida a seguir. Primeiramente,

define-se o residuo vetorial
r = not(v nat A) - J - not(vBP) = 0 (I1.52)
em cada subdominio regular de Q. Efetua-se o produto escalar de r por uma.

fungdo de teste vetorial v, suficientemente regular. A partir da identidade

vetorial

u. naty = -disluay)+v. atu (I1.53)

e o0 do teorema da divergéncia, obtém-se a expressio:
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e

,t/\ f—\./\ TN .

J' ¥.. nat(v(rot A - B )) do =

. r
Qi

v M

" T VN
= v(inat A - B ) . nat(v) dQ + v. (nAv(rat A-B)) dr
Qi r aQi r

Efetua-se o produto escalar do residuo r (eq. 1I.52) pelas fungdes de teste

vetoriais v e utiliza-se a relacso acima, obtendo-se:

J r.vda = J(va.,mg-J.g—'qu.fwz‘g)dn +
Qi Qi

- J v. (naAavi(wt A-B))dr = 0 (1I1.54)
. : r
o0Ni

Ao se somar a contribuicdo dos dois subdominios, deve-se levar em conta as

condigdes (II.51c) e (II.19), obtendo-se:

J(u nat A.not v) dQ = J(J.g+ vBr./wf, v) dQ—J’\_’.(I_lA v(inat A - Br_)) dr
Q Q .

r
(11.55)
Definém—se, agora, algumas classes Gteis de fungdes:
1 1 1 1
H(Q) = H(Q) XH(Q) X H(Q) ‘ (II.56)
§={E:Eeﬂl(9);gAg=gAg,emI‘1;g.g=O,emI‘2} (I1.57)
Ho={ w: we H(Q); WAN=0, emT1; wn=0, em T2} (11.58)

onde X indica o produto cartesiano de espagos e HI(Q) foi definido na secgédo

I1.2.2 como o espago das fungdes que tém derivadas primeiras de quadrado
integravel ‘sobre Q.

De posse destas definigdes, obtém-se a seguinte forma fraca para o problema

definido pelo conjunto de equagdes (II.51): achar a fungéo A € X, tal que:

‘[(vmo/tA./wt v) dQ = J'(J.\_/+vBr./w,t v) dQ » Vv € Ho (11.59a)
Q Q
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isto é:
B(A,v) = f(v) . , Vv e Ho (I1.59b)
Além disto, o calibre de Coulomb deve ser satisfeito, isto é:
dis A = 0 (I1.59c¢c)
Observacgdes:
1. O termo do contorno desaparece nesta formulagio porque:
a) Em ', v A n =0, pois v € ﬂp e uma propriedade bem conhecida do
produto misto pode ser wutilizada na integral de superficie de
(I1.55):
v.(ah) = h. (¥yan) = 0 ,enn
b) Em I'2 a condigio (II.51e) é valida.
c)TTiurlz = T
2. O calibre de Coulomb estad forgado de maneira explicita por (II.S59c).
Esta forma nfo é eficiente do ponto de vista computacional. Varias
maneiras foram propostas para. incluir esta condigido na formulagio
(I1.59a), dentre as quais destacamos:
a) Coulomb (1981) propés um funcional onde a condicdo (II.58c) entra
como uma penalidade. O método da penalidade é bastante utilizado em
outras 4reas da Engenharia, como. a Mecanica dos Fluidos (Carey &

Oden, 1983), e consta dos seguintes passos:

i) Define-se um funcional equivalente a (II.59a). Como visto na segéo

(I1.3.2), este funcional & dado por:
I(A) = B(A,A) - 2 f(A)

isto é:
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I(A) = J v (nat A)Z dq - 2[ (J;A +v Br:nni A) dQ (II.80)
Q Q

i1)A penalidade sobre a condigsio (II.S59c)

D’J (dixs A)Z
Q

¢ adicionada a (II.60) gerando o funcional penalizado:

I(A) = J v (rat A)2 4 - 2{ (J.A + v B .nat A) dQ + v’J' (din A) HQ
Q Q r : Q
(II.61)

v’ é uma funcdo de peso‘que, se ndo for corretamente escolhida,
pode levar & instabilidade computacional (o chamado "locking"
(Carey & Oden, 1983)). Coulomb (1981) sugere que v' deve ser 1gual

a v, o que Morisue (1990) mostrou ser a melhor escolha.

iii)JAo se calcular o ponto de minimo do funcional (II.81)

encontra-se: Achar A e g, tal que:

Jv(/uzt A.naty + dis A disy) dQ = J (J.v + vB_.naty) d2 Vv e Ho
Q Q
(11.62)

que € a nova forma fraca para o problema (II.S59), para v’ = v,

Demerdash et al. (1981(a)) simplesmente utilizaram a formulacéo
(I1.59a) sem qualquer referéncia a equacgio (II.59c). Mohammed et al.
(1982) provaram que (II.58a), quando restrito as aproximagdes geradas
por elementos finitos tetraédricos de ordem 1, apresenta solugio
unica. Posteriormente, Hoole et al. (1988) generalizaram esta prova
retirando algumas de suas restriqées geométricas: porém, ainda se
‘mantiveram presos a elementos tetraédricos. Hoole et al. sustentam
que, como o valor de dis A ndo tem significado fisico relevante - o
que importa' para o calculo 'de B é o seu nat - , a formulacio de
Coulomb fornece resultados piores do que a formulagdo nfo penalizada,

porque ela tenta resolver ao mesmo tempo a equacfio fisicamente
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importante (II.59a) e a equagiio do din (II.59c). Com isto, a equagdo
(II.592) ndo ¢é verificada t&o bem quanto na formulagiio néo
penalizada. ' .

As conclusbes de Hoole, porém, ndo sdo compartilhadas por todos os
grupos de pesquisa enm célculo de campos 3D, e uma série de testes
ainda devem ser efetuados para que suas conclusdes sejam aceitas
(Hoole, 1989). Além disto, elas somente sfo validas para elementos

tetraédricos. Por isto, nesta tese adota-se a formulagio de Coulomb
(II.62).

I1.3.3 Aplicag@o dos métodos de Galerkin e de elementos finitos

A discretizagdo da regifio de estudos Q em elementos finitos pode ser feita
como descrito na segdo II1.2.3. A equagdo (II.27) ainda é valida. Porém, a
aproximag@o para a fungdo vetorial A deve ser efetuada usando funcdes de base

‘vetoriais, Ni' Estas fungdes sdo construidas tomando-se:

Ni 0 0

N, = 0 N 0
1 1

0] 0 N

onde Ni ¢ a fungdo de base "escalar" ligada ao né i. Desta maneira, a

aproximagdo para A é dada por:
h N
AY = ) NA (11.63)

onde Ai € o valor de A no ndé i. Definem-se as classes de fungdes:

N

#(Q) = {Eh : gh = Z N.A.; AAn=anVnéoiely; A,..n=0, Vnéoie F%}
— . 11 1 1

: i=1 I

(II.84)

h h h N
HO(Q) = {z C v =ZN.!.; v.An = 0V né i e Iy x..g=0,Vnc’>ieF2}
— = 171 1 1

(I1.65)

A aproximagdo por elementos finitos de (II.62) é dada por: achar Ah €
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ﬁf(ﬂ),-tal que:

J (v(nat v™ nat AP + diev® disaPyag = J (v 3+ v nat v"Ban . w" e #@
Q Q .
(11.68)
Desenvolvendo:
J § N N N
UPM( N. v. ). nat( N.A ) + din( N v. ) dinl Mkﬂ dQ =
Q i?p 1 JZ_-]. 121 tH J2;1 JJ

N oo N
= J'Q[(IZIN_y_i).J + v not( Z Niy_.l)‘.BP ]dQ, (11.87)
Levando-se em conta que os produtos escalares sfio efetuados com os pbimeiros
vetores transpostos e considerando-se a linearidade e bilinearidade dos termos
de (I1.67), obtém-se:

s

[dixs N, 1A, )] daQ =
J J

ne~1=

N N
T. T . T
14[91)[[%@1] '(JZ1[MJ]AJ) + [dis N, ] (Z

1 J=1
N T T T .
= Z V. J {N.1".J + vlnotN,]1 .B_ dQ, (11.88)
L. i i r :
i=1 Q
onde
0 —aNi/az aNi/ay
[nat Ni] = aNi/az 0 —aNi/ax
—aNi/ay aNi/ax 0
[ dix Ni] = [ aNi/ax , aNi/ay , aNi/az ]
Portanto:
N T ' T
) v[[/wt N.1". [nat N.1 + [dis N, 1" [dis N, ] ]dQ A, =
J=1ja 1 J 1 J J

= [ IN.1.J + vlrat N,]T.B_ 4dq, (11.89)
Q 1 1 r
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Isto é:
z K, . = f , i=1,N (11.70)
TR RN
onde:
K.. = v[[/wt N.1T. [nat N.] + [dixs N, 1T[din N.]] dQ = B(N,,N.) (II.71)
ij 0 i J 1 J 1 J
£, = [[N.]T.J+v[/w,t N.JT.B da = f(N.) (11.72)
i q 1| i r v i’
ObservacgOes:

1. As observagdes feitas na seg@o (I1.2.3) sobre a introdugido de condigdes’
de contorno, as propriedades da matriz K, etc ... , também sio validas

para o sistema (II.70). Mostra-se, a seguir, que K é positiva definida:

i) Seja ¢ um vetor arbitrario de dimensfo neq, onde neq € o numero de
equacdes do sistema, isto é, o nimero total de variaveis menos os
graus de liberdade impostos por condigdes de contorno (ver observagio

1 da segéo II.2.3). Utiliza-se c para construir um membro de ﬁﬁ(ﬂ):

Observe-se que N é o numero total de nés do problema e que N.1 e ¢
tém dimensdo 3-NCNOi, onde NCNOi é o numero de condigdes de contorno
impostas no né i. Portanto, no desenvolvimento a seguir, K.,. tem

1J
dimensé&o (3—NCN01, 3—NCNOJ).
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ii)Se c'Kc = 0 =

isto &, nat xh =0 ‘e dixs zh = 0. Levando-se em conta que zbe ﬁﬁ(ﬂ),
conclui-se, por argumentoé semelhantes aos wutilizados na secgfo
(I1.3.1), que !h € nulo, isto é, ¢ = 0. Observe-se que se nio fosse
introduzida a penalidade na formulacio (II.59a) o termo em dims zh nao

. . T
estaria presente no resultado, e se poderia ter c Kc = 0 com ¢ # O.

I1.4 Utilizagdo do potencial escalar reduzido

11.4.1 Modelamento matemadtico: Formulacdo classica

As formulagdes para o problema magnetostatico tridimensional apresentgdas

na segéo II.2 e II.3 apresentam as seguintes deficiéncias:

1. A formulagio utilizando o potencial escalar total, ¥, nfo permite a

inclusdo de correntes elétricas no dominio de estudos;

2. A formulagdo utilizando o potencial vetor magnético, A, apresenta trés

incégnitas por né.

Devido a estes'problemas,'formﬁlaqées que permitem a inclusdo de correntes
elétricas, mas que wutilizam potenciais escalares foram desenvolvidas. A
primeira delas foi proposta por Zienkiewicz et al.(1977). Ela parte do
principio de que a determinagio do campo Hs, soiuqéo da equagdo (II.4) e
(II.5) se n for constante em todo o espago e com o campo se anulando no

infinito, é relativamente simples. Este campo é dado, em qualquer ponto do
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espago, pela lei de Biot-Savart (Stratton, 1941):
\

1

Hs=—[ J A 4o (I1.73)
4 2
E; |z

onde

ro - Vetor unitario, posicionado entre o elemento portador de corrente e o

ponto de observagao;
|g| - Médulo da distéancia entre os dois pontos anteriores;

Ej - Regiao.na qual circulam as correntes.

A geometria pertinente a lei de Biot-Savart é mostrada na figura II.4. Em

casos geometricamente simples, a ‘expresséo (I1.73) pode ser integrada

de maneira a fornecer uma férmula para Hs. Para distribuigdes
complexas de corrente,

analiticamente,

a equagdo pode ser integrada usando quadratura numérica

ou um processo analitico - numérico. No Apéndice apresentam-se maneiras de se

calcular Hs para algumas geometrias tipicas (ver também Mesquita & Bastos,
1983(b)). Para configuragdes mais complexas, combinagdes destas geometrias
podem ser tomadas.

El\

N el

Figura 21.4 Geometria pertinente a lei de Biot-Savart.

Hs satisfaz:

not s =  J (I1.74)

Com Hs conhecido, pode-se dividir H:

H = Hs + Hm ' (II.75)
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onde Hm € o campo produzido pelos dipolos magnéticos (induzidos ou

permanentes).
De (II.4), (II.74) e (II.75), obtém-se:

not AHn = 0 (I1.78)
logo, Hm pode ser representado pelo gradiente de um potencial eécalar,

denominado potencial escalar reduzido, por representar apenas uma parcela do

campo total H (Simkin & Trowbridge, 1978):
Hn = -grad ¢ (11.77)
Combinando (II.77) com (II.75) e‘(II.S), tem-se:
div(u(Hs - gwad ¢) + Br) = O (I1.78)

Nos pontos de descontinuidade de p, as seguintes equacdes, obtidas de

(I.186) e (I.17) devem ser verificadas:

I3

[ -wgndo+puds+Br] = 0 (11.79)

Algwade] = 0 (I1.80)

I

Estas equagdes s&o semelhantes as equagdes (II.10) e (II.11) e foram
obtidas considerando-se que o campo Hs é continuo com derivadas continuas. A
condigéo (II.80) é automaticamente verificada por um potencial ¢ continuo.

As condigdes de contorno s#o:

a) Condig8o de contorno de Dirichlet:

¢ = ¢o , em I't (I1I1.81)

b) Condigio de contorno de Neumann:

Mo g'Hs.n + Br.n = O , em I'2 (11.82)
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Deve-se notar que um potencial ¢ = ¢o constante em I't significa que:
HAan = (-guad ¢ + Hs) An = Hs A n ‘ (11.83)

Logo, somente se o campo Hs for perpendicular a T'i, o campo resultante H

também sera.

I1.4.2 A forma fraca e a aplicagfio dos métodos de Galerkin e de Elementos

Finitos

A forma fraca para este problema é obtida de maneira similar a utilizada em
IT1.2.2. Definindo-se as classes de fungdes H e Ho como em (II.21) e (II.22),

chega-se a seguinte formulagfio para o problema: Achar ¢ € ¥, tal que:
[ pgradg. gradu dQ = { (n Hs + B ). gradu dQ , Yue Ho
Q ' Q

Os métodos de Galerkin e de elementos finitos também sfo aplicados da mesma

maneira, obtendo-se:

K¢ = ¢ (II.84)
com
Kij = JQ pqnadNi.qnade dQ = B(Ni,Nj) \ (II.85)
fi = [Q (pHs + BP).qnadNi dQ = f(Ni) (1I1.86)
Observagdes:

1. As equagdes obtidas sfo muito parecidas com as obtidas para o potencial
escalar total (Eqs. II.34, II.35 e II.36). A unica diferenga esta no
termo em Hs utilizado no calculo de f. Portanto, todas as conclusdes
relativas aquela formulagio também sio validas para' esta, com a

diferenga que esta permite a existéncia de correntes no dominio de

estudos.
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2. O método aqui apresentado segue o artigo de Zienkiewicz et al. (1977).
McDaniel et al. (1983) desenvolveram um método um pouco mais eficiente
computacionalmente, porque transformaram as integrais de volume em Hs
sobre todo o espago em integrais sobre as superficies de

descontinuidade de p e nos seus volumes de variacéo continua.

3. O Unico problema desta formulagiio é o erro de cancelamento que ocorre
quando (II.75) é utilizado para o calculo de H dentro de materiais

ferromagnéticos'de alta permeabilidade. Nestes casos,

B = u( Hs - grad ¢)

e ‘a quantidade calculada ¢ ¢, cujo gradiente tem a mesma ordem de
~grandeza de Hs (no limite, coh M > o, H-> 0). Como resultado, dois
numeros relativamente grandes sdo subtraidos um do outro, e o campo
total, H, ¢é determinado por uma diferenqa na faixa dos erros de
truncamentd. Este comportamento foi percebido por varios autores (Simkin
& Trowbridge, 1979; Mayergoyz et al., 1987; Magele et al., 1988;
Sussmam, 1988), e ele torna uma solugdo precisa de um ‘problema
magnetostatico ndo linear virtualmente impossivel, porque, neste caso,
uma boa precisdo no cédlculo dos campos dentro dos materiais magnéticos ¢
necessaria a cada iteragfo do método ndo linear, para que a determinacio
das permeabilidades magnéticas seja efetuada de maneira correta. Para
eliminar esta dificuldade, uma formulagio utilizando os dois potenciais

eécalares (o reduzido e o total) foi proposta, e sera discutida na

préxima secgéo.

II.5 Utilizag@o do potencial escalar total associado ao potencial escalar

reduzido

II.5.1 Modelamento matematico: Formulagio cléassica

Para se evitar o problema de cancelamento associado a utilizacio do
potencial escalar reduzido dentro dos materiais magnéticos de alta
permeabilidade e ainda permitir o calculo em regides onde existam correntes
utilizando potenciais escalares, Simkin & Trowbridge (1978, 1979 e 1980)

propuseram o acoplamento entre o potencial escalar total e o reduzido.
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Considere-se a fibgura 1I1.5. O dominio de estudo, Q, é dividido em dois
sub-dominios Qj e Qkx. Em Qj, existem correntes e a permeabilidade magnética é
constante igual a permeabilidade do ar, mo. Utiliza-se o potencial escalar

‘reduzido, ¢, nesta regifio. A equagio que descreve o seu comportamento
(I1.78), é: '

»

dis(po(Hs - grad ¢) + Br) =0

Figura II.5 Representagio esquematica do dominio dos potenciais e topologia

para o problema do potencial escalar total associado ao potencial escalar
" reduzido.

Note-se que Br pode ser eliminado destazequacéo porque no ar nao existem

imds permanentes. Além disto, com p = po constante, dis(pmo Hs) = 0. Portanto,

a equagdo acima se reduz a:

din(po(-gradg)) = 0 (I1.87)

Em Qk, simplesmente conexa, existem volumes de materiais magnéticos
quaisquer e ndoc existem correntes. Utiliza-se o potencial escalar total, y. A

equagdo (II.38) descreve o seu comportamento nos pontos ordinarios de «k:

din(-ugrady + Br) =0 o (II1.88)
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Nos pontos de descontinuidade de i, a equacdo (II.10) deve ser satisféita,

isto é:

n. [ -ugrad y + B ] = o (11.89)

Na interface Ikj entre as regioces Qk e Qj, as equagdes relativas ao salto
dos componentes do campo (I:16 e I.17) devem ser verificadas. Se n é um vetor
unitario normal a I'kj e t um vetor unitario tangente (Fig. I1.5), ent&o, para

satisfazer a condigdo (I.16):

(-u grady + Br).r_x = po(Hs - gradg).n , em Ikj {11.90)

Para satisfazer a condigéo (1.17):

-gady.t = (Hs - grad¢).t - , em Tkj (IT1.91)

A equagdo (II.S81) pode ser integrada utilizando qualquer caminho sobre a

fronteira I'kj. Sejam A e B dois pontos pertencentes a esta fronteira. Ent3o:

_ _ °B
"’A"”B“”A ¢B+JA Hs.t dl (11.92)

Seja A o ponto onde se estipula, de forma arbitraria, a igualdade entre os

potenciais ¢y e ¢. Tem-se, entdo, em um ponto 1 genérico de TIkj:

-— l —-—
o= [TEsa =y eg (11.93)

A integral em (II.83) é calculada por um caminho sobre TIkj, iniciando-se no
ponto de igualdade de potenciais e terminando no ponto onde se quer calcular a
diferenga entre os potenciais. Esta integral é independente do caminho de
integragédo, desde que nd3o sejam atravessadas as regides portadoras de
corrente, o que é garantido se a integragdo é feita sobre TIkj.

No contorno do dominio, I', tem-se as seguintes condigoes: °

a) Condig¢des de Contorno de Dirichlet:
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¢ = ¢o , em I'1j
‘ (I1.94)
Y = Yo , em Ik
b) Condigdes de Contorno de Neumann:
~HO g‘% + uoHs.n =0 , em I'2j
n (11.95)
3y -
u 3n + Br n =0 , em I'zk
Com IMj Tk urlegsulx = T ; TjyuTzyuTlky = 8(Q;) ; Tk v T2k

uTky = 3() ; 8(9)) na(x) = Tkj.

Com base nestes resultados, apresenta-se a formulacfio cléssica para o
problema de dois potenciais: Dados Qj e Qx e definidos os potenciais ¢ e ¥
sobre estas regides, determine ¢ e Y que satisfazenm:

1. A equagdo diferencial parcial em Qj:

dins(-po gad ¢) = 0 , em Qj (I11.96a)

2. A equagdo diferencial parcial em pontos interiores das subregides

regulares de Qk:
din( -u grad ¥ + B,) = 0 , em fx (I1.96b)
3. A condig@o de salto nas interfaces entre as regides regulares de Qk:
n. [-u qgad ¥ + B ] = o (I1.96c)
4. A condigdo de continuidade do componente normal de B em Ikj:
(-u grady + BP) . n = uo (Hs —>gnad¢).g , em Tkj (I1.96d)
5. A condigdo de descontinuidade entre os potenciais y e ¢ eﬁ Ikj:

¢1 = wl +r Hs.t d1 = "’1 +G1 , em Ikj (II.98e)
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6. As condigGes de contorno de Dirichlet em I'tj e Iik:

¢ = ¢o , em I'1)
(II.96f)
¥ = yo , em Ik
7. As condigdes de contorno de Neumann em I'2j e Ia2k:
-Ho g—% + uoHs.n =0 , emTI2j
n v (I1.96g)
-, 8y -
H ﬁ""Br‘.I_]_ =0 N em F2k

Observacgdes:

1. Se Ok for simplesmente conexa o potencial ¥ terad valor unico. Se for
multiplamente conexa e envolvef uma regido portadora de corrente
(conforme a Fig. II.6) o potencial em (x nio sera unico. Este fato é
facilmente verificavel através da aplicagdo da lei de Ampere a um
caminho fechado interiof a x. Se este caminho envolver a corrente I, a

integral:

3§H. t dl = SE-(qnad.w).gdl = 1 = yla)-y(a)

Onde "a" ¢ o ponto inicial.e final do caminho. Portanto, o potencial er

"a" tem mais de um valor. Para eliminar-se ‘este problema, deve-se
através de cortes, tornar {x simplesmente conexa (Harrold & Simkin, 188%

; Verite, 1987).

/

7

Figura II.6: Regiéo multiplamente conexa envolvendo uma regiao portador:

de corrente.



52

I1.5.2 A forma fraca

A forma fraca ¢é determinada tomando-se a formulagio em cada regifo e

adicionando-se os residuos (Mesquita & Bastos, 1989(a)). Na regisio Qx

define-se o residuo
rk = din (-ugrady + BP)’ =0
em cada regiido regular de k. Multiplicando-se por fungdes de teste u € H(Qx)

suficientemente regulares e adotando-se o mesmo procedimento da secdo I1I1.2.2,

obtém-se uma equagfo semelhante a equagdo (II.20)

]
Qo

J gradu. (pgrady - Br) daQ + J (-ugrady + Bb).g u dr (I1.97)
Qk .

3(Qk)

De forma semelhante, em Qj é definido o residuo:
ry = din(-po gradgp ) = 0

que é multiplicado por uma fungdo de teste w € H(Qj), resultando ao final do

processo:

J qradw. (pograde) dQ + J (-pogradg).n wdl = O (II.98)
Qj a(Qj)

Estipulando-se a condigdo u = w em I'kj pode-se definir uma unica funcio de
teste para (II1.97) e (II.98), isto ¢ u € H(Q). Além disto, lembrando-se que a
normal n tem sentidos opostos em I'kj se vista a partir de Qj ou Qk, obtém-se

através da soma de (II.97) e (II.98):

J qnadu.(uqnadw—Br)dQ + I gradu. (uogradeg)dQ + J (;.zqnadn[/-Br‘—poqnadxﬁ).g\j u dr
Qx Qj [k j

+ [ (-pgrady + BP).g udl + [ (-pognade¢).n u dr 0 {II.99)
I'ixulrak r

1j3ull2;}

onde gj ¢ a normal a regifo Qj em Ikj.
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Sao0 definidas, agora, as seguintes classes de fungdes:

#o(Q) = {u:ueH(Q) ; u=0emTlij url} (II.100)
RQ) = {¢: ¢eH(Q); ¢ = ¢o em I'1j } (II.101)
(%) = {¢: ¢eH(X); ¢ =yo em Ik } (11.102)

A classe a seguir é definida para os pares {y, ¢}

Q) = { {y,¢} : ¢ H(Q) ; YR ; ¢p=y + G, em I'ky }  (II.103)

Utilizando-se estas definigdes, a condigiio (II.90) e as condigdes de

contorno de Neumann (II.94) sobre a equagdo (II.93), obtém-se a seguinte
formulag&o fraca: achar {y,¢} € H(Q) tal que:

[ gradu. (pugrady)dQ + J guadu. (po grade)dQ = J gnadu.BrgQ +
Ok Qj Qx N
J po(Hs.n,) u dr + J po(Hs.n) u dr , Vue Ho(Q) (II.104)
k) J F2j
ou
B(g,u) = f(u) , YV u e Ho(Q) (II.105)
Observagtes:

1. Unicidade da solugfo: Suponha existirem em H(Q) dois pares de potenciais
{1, 41} e {y2,¢2} tais que (II1.104) seja verificado. Escreve-se (II.104)

para cada um destes pares e subtrai-se membro a membro, obtendo-se:

[ gradu. (pgrad(yi-y2))dQ + J gradu. (po grad(¢1-¢2) )dQ 0, Vue H(Q)
Qk

2y

Seja ¢d = {yd,¢a} = {Y1-y2, p1-¢2}. @da € Ho(Q), pois ¢d = 0 em Tik e T1j e
¢d é continuo em Tkj pois:

1 - g2 = Y1 + G1 - (Y2 + Gl) = Y1 -~ Y2 , em Ikj (II.108)
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Logo, u pode ser igual a ¢d, gerando:

J u(gnad(W1—¢2))2 dq + J uo(qaad(¢1-¢2))2 dQ = 0
Qx Q3

Logo yY1-y2 = constante; ¢1-¢2 = constante. Levando-se em conta as condigdes
de contorno e a condigdo (II.106), conclui-se que Y1-y2 = ¢1-¢2 = 0, isto

é, a solugdo é unica.

11.5.3. Aplicacdo dos métodos de Galerkin e de elementos finitos

A aplicag8o dos métodos de Galerkin e de elementos finitos a forma fraca
(II.104) é feita de maneira padrdo. As classes de fungdes definidas para a

aproximagao por elementos finitos sio:

N
#(Q) ={uh: ol = ZN.lui ; u, =0, VnoieTlu m} (1I.107)
i1

Nj
}e“(m)={¢h:¢h= N.¢.;¢.=¢0,Vnéier'1j}
i=111 1
non Mk
}eh(nk)={w . =1;N1¢i,¢l=wo,vmierm}

#Q) = { W, oM " e #a) ; o" e #hay); ¢t1‘ = .p}l‘+c;1 V¥V né 1 e Ik }

(II.108)

Onde Nj é o nuimero de nés em Qj, Nk € o nimero de nés em & e N & o numero
total de nés.

Com estas aproximagdes, obtém-se, a partir da equacio (II.104) o sistema de

equagdes:
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= [ guwdN,.B dQ + J po(Hs.n JN.dT, i=1, N (I1.109)
i'r Ji
Qx I'kjul'z;

Para verificar o que ocorre com nés situados sobre a interface Ikj, o
segundo termo do lado esquerdo da equacdio (II.109) é isolado e dividido em

duas parcelas: uma contendo os nés sobre a fronteira ['ky e a outra os demais
nés: '

NJj
E: J poqaadNi.qnadedQ ¢j = { HO qnadNi.qnaledQ ¢1 +
- Q) Q
J=1 lelk;
NJ
+ E: [ { Lo qnadNi.qnadedQ ¢5 ] (II.110)
. 4 Q
J=1, jelk}

Nos nés sobre a fronteira I'kj, o valor de ¢1 é dado por (III.96(e)). Com isto,

pode-se eliminar ¢1 nestes nés (Simkin & Trowbridge, 1978; Pissanetzky, 1982)
obtendo-se:

’

E: [ [ po qnadNi.qnaledQ ¢& ] =
Qy
lelk;

Z [ Ljuoq/wdni.qnad:«ldn Wy o+ J

uoqnadNi.qaaledQ G, ] (I1.111)
Q3
lelk;

Substituindo (II.111) em (II.110) e esta em (II.108), obtém-se:

Nk Nj .
}: J u gnadNi.gnade dQ wj E: J Mo gnadNi.gnade dQ ¢j +
J=1 Qk J=1, jelki¥ Qj
+ }: J uoqnadNi.gnaledQ ¥, = -}: [ uognadNi.qnaledQ Gy +
Qj Qj
lelk; lelk;

+ anadN..B dQ + J po(Hs.n N, dr , i=1, N (II.112)
i’r =j i
Qx I'kjurej
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Isto é:

. 9. = £, ‘ (I1.113)

-1z
juy
~
P
[
[
-

Observacodes:

1. Observe-se que nos nés 1 da interface I'kj é calculado apenas o potencial
wl’ isto ¢, 9 = wl em I'kj. Para se obter o potencial ¢1, deve-se

utilizar a equacdio (II.S96e).

2. A forma geral da matriz obtida é a mesma do problema com‘potencial_
escalar total (Equagdes I11.34 e II.35). As observagdes dai decorrentes
continuam vAlidas (Inclusdo de condigdes de contorno, simetria,

somabilidade, esparsidade e matriz positiva definida).

3. O vetor do segundo membro é modificado em relagio as equagdes (I11.34 e

I1.35) pela inclusfo do termo em G1 e da integral de superficie em I'kj v

Iz;.

I1.5.4 A Formulagdo com dois potenciais extendida

Como visﬁo na segdo II.4.1, o campo magnético H s6 é perpendicular a
fronteira I'tj onde se impde condicdo de conﬁorno de Dirichlef ¢ = ¢o constante
se Hs também for perpendicular a esta fronteira. Em diversos problemas, esta
condiqéovleva a necessidade de sé representar todas as regides portadoras de
corrente, mesmo aquelas situadas fora do dominio de estudos. Por exemplo, no
problema da Figura II.7a existe uma simetria evidente, fazendo com que somente
metade do problema‘precise ser calculado, como representado na Figura II.7b.

Porém, se sé a metéde superior dos condutores é representada, o campo Hs
ndo € normal a fronteira onde se especifica condicido de Dirichlet. Este fato
impSe que se leve em conta também os condutores situados na metade inferior da
peca, pois s6 assim o campo Hs resultante da soma dos campos produzidos pelos
dois condutores vai ser normal a fronteira. Isto, além de ser uma fonte de
erros, contradiz a nocdo matematica de que um problema de contorno ﬁode ser
.completamente especificado em seu dominio de solugdo. Do ponto de vista
- computacional, o pfoblema com mais condutores leva a tempos de processamento

maiores, pois o tempo necessario para o calculo de Hs é proporcional ao numero
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de . condutores.

Neumann

~

< ==

linho de simetria . T
>< Dirichlet

Condicao de contorno de

Neumann em todo o contorno

Cad- (o>

Figura II.7 Problema magnetostatico com linha de simetria: (a) Problema

completo; (b) Com simetria considerada

Pissanetzky & Xiang (1990) propuseram um método, "Formulagido com dois

potenciais escalares extendida", que elimina este problema. A idéia é simples:

em Qj, escreve-se:
H = Hm + Hs + Hr

Hm é definido como em (II.75). Hs é a contribuigdo dos condutores internos a
Q3. Hh é a contribuicdo dos condutores nio incluidos em Qj. Como os condutores

adicionais estio situados fora da regiso Qj, tem-se:
not( Hm + Hr ) = O

isto é

Hn + Hr = -grads

Ent30, a equagio II.96a é novamente obtida para ¢, mas agora ¢ é definido de
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maneira diferente.

As condigdes entre Q0 e x sdo tratadas da mesma maneira que na formulagdo
anterior. Todas as condigbGes de contorno também, a menos das condigdes de

contorno de Dirichlet em I'tj. Especificando-se em I'ij

H.

fer
i)
e+
e+

e integrando-se, obtém-se:

B
b, = ¢A+J-AHS.Ld1

que é a condigdo necessaria. Esta condigdo é levada em conta facilmente na

formulagdo (II.112), gerando um termo adicional igual ao primeiro termo do

lado direito de (II.112), com 1 € I1j.

I11.6 Comparacdo entre as formulagdes para o problema magnetostatico

Foram apresentadas 4 diferentes formulaqées matemdticas para o problema
magnetostatico tridimensional: a utilizagdo do potencial escalar total (PET);
do potencial vetor magnético (PVM), do potencial escalar reduzido (PER) e dos
potenciais escalares reduzido e total (PERT).

A utilizagdo do PET sé6 é Jjustificavel em problemas eletrostaticos ou em
problemas magnetostaticos que ndoc incluam correntes.

O PVM permite que se tratem problemas onde existam correntes, exigindo,
porém, o calculo de 3 incégnitas por nd, o que gera sistemas matriciais de
dimensdes muito grandes. |

O PER apresenta problemas numéricos em regides de alta permeabilidade
magnética, ficando restrito a casos onde néo existam materiais
ferromagnéticos. ]

Como consedﬁéncia, o uso dos PERT se impde. Este método ndo sofre de
nenhuma das desvantagens dos métodos anteriores e apresenta apenas 1 incégnita
por né. Por isto, esta é: a formulagdo adotada neste trabalho.‘ A versiao
impléntada utiliza a extensfo de Pissanetzky & Xiang (19390) apresentada na

secgao (II.5>4). Os unicos problemas desta formulag@o sdo:

a) O calculo de Hs consome, para geometrias complicadas dos condutores,

tempos de processamento consideraveis.
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b) Problemas topolégicos associados a existéncia de regifes (x
multiplamente conexas demandando cortes para tornar estas regides

simplesmente conexas.
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CAPITULO Il PROBLEMAS QUASE-ESTATICOS: CORRENTES DE FOUCAULT

III.1 Introducéo

Un grande nuamero de pesquisadores de varios grupos e paises esta
trabalhando na solugdo do problema de correntes de Foucault em 3 dimensdes.
Isto gerou uma série de formulagdes diferentes, cada qual com suas vantagens e
desvantagens. Nao gxiste, hoje, um consenso sobre qual é o melhor método e nem
se existiria um método que superaria, somente com vantagens, todos os outros
(Trowbridge, 1988). Existem grupos de pesquisadores que defendem que um
programa geral para correntes induzidas deve conter uma combinacio de
formulagdes matematicas diferentes, cada qual sendo utilizada para resolver o
problema especifico para o qual esta mais adaptada (Rodger et al., 1990; Biré
& Preis, 1990; Nakata et al., 1990(a)).

Por estarem estas questdes em aberto, neste capitulo faz-se uma revisio das
principais formulagdes propostas para a resolugiéo de problemas. envolvendo
correntes de Foucault em 3 dimensdes. Esta apresentagio se restringe aos
métodos mais utilizados e aos que utilizam elementos finitos, sem esquecer que
a técnica de elementos de contorno também tem sido utilizada com grande
sucesso nesta 4area (Nicolas, 1983 e 1988; Rucker & Richter, 1990),
apreseptando a vantagem de reduzir os problemas 3-D as suas fronteiras e
interfaces e a desvantagem de introduzir matrizes cheias e apresentar
dificuldades para tratar os problemas n3do lineares.

Todas as formulagdes para o problema de correntes de Foucault tém como

ponto de partida as equagdes de Maxwell no regime quase-estatico:

Q
o]

nat E + 7T - 0] (IT11.1)
not H=1J (I11.2)
din B =0 (ITI.3)
~din J =0 : ((III.4)

Mais as equagdes constitutivas, com meios isotrépicos:

B=uH (III.5)
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J=0E | o (I11.6)

na equagdo (II1.5) desprezou-se o termo Br’ induc@o remanente, que, se ndo
traz complicagées teéricas no desenvolvimento feito a seguir, traz um aumento
do numero de termos a serem manipulados nas equagdes, sem nenhuma contribuigéo
conceitual. '
Tem-se, também, as condigdes de continuidade dos vetores de campo nas

interfaces entre materiais com diferentes propriedades constitutivas:

n. [B] = 0 (I11.7)
na[H] = 0 (I11.8)
n.[J] =0 (I11.9)
nan[E] = 0 (III.10)

Um problema tipico de correntes de Foucault é representado na Fig.‘III.l.
Ele consiste de uma regifio condutora Qf, onde s&o induzidas correntes de
Foucault, envolvida por regides n3o condutoras. A regifio sem correntes de
Foucault, por sua vez, é dividida em duas partes: a primeira, Qj, onde existem
correntes externas impostas e que possui materiais com permeabilidade
magnética igual & do ar; a outra, Qk, possui materiais magnéticos de alta
permeabilidade e n&do tem correntes impostas externamente. -

As frohteiras entre regides sdo denotadas Tjr, Tkf e Tkj. O dominio total
do problema, Q, é igual a unifio dos subdominios Qf, & e Qj. A fronteira de Q,
I', é dividida em 2 partes, de acordo com as condigBes de contorno impostas: em
', o componente normal de B é imposto; em I'z, sido impostos os componentes

tangenciais de H. Normalmente, estas condi¢des de contorno sio homogéneas:
B.n =0 , em I't (III.11)
, em I'2 (III.12)

As fronteiras I't e '2, por sua vez, podem ser subdivididas em I''j, Tik, Tif e

2y, T2k, T2fr, com os novos indices indicando a sub-regifio conectada a

fronteira.
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1k

Figura III.1 Topologia de um problema tipico de correntes de Foucault.

As formulagdes existentes para a resolugio do problema de correntes de
Foucault tridimensional podem ser divididas em 3 grupos: os métodos baseados
no potencial vetor magnético (A), os baseados no potencial vetor elétrico,

(T), e os baseados na utilizacfio direta dos vetores de campo (H). Nas segdes a

seguir discute-se cada uma delas.

II1.2 Formulagdes utilizando o potencial vetor magnético

Na literatura, existem varias formulagdes para o problema de correntes de
Foucault 3-D wutilizando o potencial vetor magnético. Nesta seclo séo
apresentadas, detalhadamente, as formulagdes que utilizam o calibre de
Coulomb, mostrando-se o seu modelamento matematico (SegBes I[I11.2.1, III.2.2,
111.2.3), a sua forma fraca (Secio III.2.4) com a devida aplicagédo dos métodos
de Galerkin e de elementos finitos (Segéo 1I1.2.5). Na segdo 11I.2.86
apresentam-se, resumidamente, outras formulagdes que utilizam o potencial

vetor magnético, com o intuito de obter as suas caracteristicas basicas.

I11.2.1 O método A-V com calibre de Coulomb: modelamento matematico

0 método A-V ¢é, provavelmente, a técnica de resolugido de problemas com

correntes de Foucault tridimensionais mais direta, pois ¢ uma extens@o de um
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método tradiéionalmente utilizado em 2 dimensées. Talvez por isto, ele tenha
merecido a atengdo de inumeros grupos de pesquisa (Biddlecombe et al., 1982;
Biré & Preis, 1983; Bryant et al., 1980; Chari et al., 1982 e 1986; Kameari,
1988; Morisue, 1982, 1988 e 1990; Morisue & Fukumi, 1988; Renhart et al.,
1988; Rodger, 1983; Rodger et al., 1990; Salon & Peng, 1984)

O potencial vetor, A, é parcialmente definido, como na segdo II.3, por:
B = nat A (III1.13)

Mas, de (III.1):

/th=—<%9-E—A)— (II1.14)

e integrando, obtém-se:

E=—5—E—g/uzdv (III.].S)

Nesta equagdo foi introduzido o potencial escalar elétrico quase estatico, V,
que se reduz corretamente ao potencial eletrostatico quando o potencial vetor

nado depende do tempo.

A combinacgio desta relagdo com as equagdes (III.2), (III.4), (III.11) e
(I11.5) gera:

not (v not A) = -0 22 - o grad v , em @ (III.16)

Note-se que a equagdo estipulando que a densidade de corrente elétrica possui
divergente nulo esta implicita nesta equagdo, o que pode ser veérificado
tomando-se o din de ambos os lados de (III.16). Além disto, como em Q3 o = O,

a equaééo que descreve o problema nestas regides é:
nat (v nat A) = Js ‘ , em Qj (I11.17)

onde Js é a corrente imposta externamente em Qj. Conclui-se que, nestas
regides, a equagdo do problema, em termos do potencial vetor, é idéntica a
equagdo do problema magnetostatico (II.38). Em Ox, o termo da direita de

(IT1.17) é nulo e esta equagio se reduz a:

nat (v not A) = 0O , em Sk (III.18)
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As condigdes de interface (III.7) e (III.8) geram as condig¢des (II.39) e

(II.40), aqui repetidas:

n. [rtA] =

o

(ITI.19)

n A [ vinet A) ]

i
(@)

(III.20)

Estas equagdes devem ser verificadas em I'kj, Tkf, Tjr e em todos os pontos de
descontinuidade de v. A adogdo de um potencial vetor continuo faz com que
(III.18) seja automaticamente verificada.

Nos pontos de descontinuidade de o deve-se verificar:

n . [[—a?—%-o*qnadV]] = 0 (I1I.21)

Desta expresséo e, levando-se em conta que o = 0 em Qkx e Qj, conclui-se que,
nas interfaces I'kf e Ijr, o componente normal de J deve ser nulo, isto &,
nenhuma corrente sai da regiio Qr. ‘

Para que o sistema de equagdes no potencial vetor tenha solucéo unica,
devem ser fixados o dism A e condigdes de contorno apropriadas. Existem varias

escolhas para o dis A, cada uma gerando métodos de calculo diferentes. As

principais sio:

a) din A = 0, que é o calibre de Coulomb, j& utilizado na secdo II.3 para o

problema magnetostatico (Biré & Preis, (1989); Morisue (1982, 1988,

1990); Pillsbury, (1983); Renhart et al., (1988), Rodger , (1983) e
Rodger et al., (1990)).;
b) din A = —poV, que é o calibre de Lorentz em baixa fregiiéncia (Bryant et

al., 1990)..

A seguir apresenta-se a formulagdo que implementa o calibre de Coulomb. O
calibre de Lorentz é discutido na secdo (III.2.8).
Garante-se a unicidade de A, estabelecendo-se:

din A = 0 , em Q (I11.22)
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, em It (II1.23)
, em I'2 (I11.24)

Sujeita a estas condigdes, a formulagio composta pelas equagdes (III.18),
(I11.17), (I1I1.18), (III.20), (III.21) admite solugdo Unica, o que é provado
recorrendo-se aos mesmos argumentos utilizados na segio (II.3) (Ver Biré &
Preis, 1883).

Rodger (1983) impés o calibre de Coulomb utilizando multiplicadores de
Lagrange. Esta técnica introduz mais algumas incégnitas na equagio resultante
e, por isto, n&o sera vista neste trabalho.

Outra possibilidade é utilizar a técnica da penalidade, Jj& apresentada na
segéo II.3 para o problema magnetostatico. Como visto, esta técnica consta dav
adigdo do termo v(din A)2 ao funcional associado a equagdo (II.58a). Porém, no.
presente caso, ndo existe um funcional para a equagio (III.14), porque esta
equagéo ndo é auto-adjunta.

Uma solugio para este problema foi esbocada por Cendes et al. (1982) e
Morisue (1882) e, posteriormente, desenvolvida por Renhart et al. (1988), Biré
& Preis (18839) e Morisue (1990). Ela consta de se adicionar ao lado esquerdo
de (III.16), (III.17) e (III.18) o termo -grad(v div A). Note-se que, com
isto, a céndiqao de divergente zero para a densidade de corrente nio estara
mais implicita na equagdo (III.16) modificada e, por isto, ela deve ser
explicitamente estipulada. Acrescentando esﬁas condigdes o sistema de equagdes
(I11.16), (III.17) se transforma em:

not (v noet A) - grad(v din A) = -o g—% -0 gudV , em Q  (III.25)
; 8 A
din(-o 3t gwad V) = 0 , em Q  (III.26)
not (v nat A) - grad(v dis A) = Js , em Qe ik (III.27)

. (Obviamente, em Qx, Js = 0). Tomando-se o divergente de (III.25) e (III.27) e

levando-se em conta a equagdo (III.26) e que Js deve ter divergente nulo,

obtém-se:

div grad(v dism A) = 0 ' , em Q (I11.28)

Se condigdes de contorno homogéneas de Dirichlet ou de Neumann puderem ser
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forgadas sobre vdis A ao longo de I, a verificagfio da condicio de Coulomb é
assegurada. Com isto, é justificada a inclusio do termo -guad(vdinn A) em
(II1.25) e (III.27), isto é, o sistema de equagdes (III.25, III.26, III.27)
passa- a ser equivalente ao sistema (III.16, 1III.17, 1III.18, 1III.22).

Observe-se que tomando o componente normal de (III.25 ou III.27) em T2,

obtém-se:
n. (nat(v not A)) - n . guwdlv diwmA) = n. J = 0

Nesta equagio, levou-se em conta que qualquer corrente atravessando I2
levaria a n&o verificagdo de (III.12). Além disto, a equacéo (II.53) permite

.escrever: ’ N

‘n . (nat(v not A)) = -dis( n A (v not A)) + v nat A nrot(n) =0 (II1.29)

Conclui-se que:

n . grad(v diw A) = 0 , em Iz (I1I.30)

que é uma condigdo de contorno homogénea de Neumann em v dis A. Por
conseqiéncia, para que que a condigdo de Coulomb seja verificada, condigdes de

contorno de Dirichlet homogéneas devem ser fixadas em I'1:
v din A = 0 , em I'l (III.31)

Com isto garante-se que o calibre de Coulomb é satisfeito desde que v dis A
seja continuo ao longo das interfaces Ifk, Ikj e I'fj e nos demais pontos de
descontinuidade de v.

Para finalizar, devem ser estabelecidas condigdes de qontorno sobre V em

' e T2r. Em I'2, n . J = 0. Levando-se em conta a condigdo (III.24),

conclui-se que:

|
q

mlm

=<
I
o

, em Ie¢

Em I'if, para que a condigdo (III.11) se verifique, J A n = 0. Levando-se em

conta a condigéo (III.23) conclui-se que:

V = Vo , constante o , em I'if
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suma, o problema de correntes de Foucault 3-D, utilizando o potencial

magnético A com calibre de Coulomb é: determinar A e V que satisfacgam:

As equagdes diferenciais parciais nos pontos ordinarios de Qf:

not (v not A) - grad(v dis A) = -o g—é - grad V

T , em Qf (III.32a)

dis(-0 32 - ¢ grad V) =

o

, em Qf (III.32b)

A equacgdo diferencial parcial em Qj:
nat (v nat A) - guad(v dis A) = Js , em Qj (I1I.32c)
A equagfo diferencial parcial nos pontos ordinarios de Sk:

nat (v not A) - grad(v dis A) = O , em Qk (III.32d)

A condigd@o de interface em TI'jr, T'kf e em pontos de descontinuidade de o:
d A
n. |-czg-¢ guwd V| = 0 , emTiyr e Tk (III.32e)

As condigdes de interface em Tjsf, ke, I'ky e em pontos de

descontinuidade de v:
nAa[viwta)] = o , em Ty, Twe, Tky  (III.32f)
[v dw A] = o0 , em Tjf, Tke, Ikj (III.32g)
As condigdes de contorno em I'i:
nAaA = 0 , em I't (III.32h)
vdivsA = 0 , em I't (II1.321)

As condigdes de contorno em I'2:
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n A (v(rat A)) = O , em T2 (I11.32))

llo]
o>
]
(@]

, em I'2 {III.32k)

8. As condigdes de contorno em I'ir e TIer:

V = Vo , constante , em Tif (I11.321)
-0 oV _ 0 , , em I'2¢ (II1.32m)
d n :

I111.2.2 O Método A-V-¢-y com Calibre de Coulomb: modelamento matematico

Este método é um aperfeigoamento do método A-V, no sentido de diminuir o
numero de graus de liberdade por né (Kameari, 1988; Leonard & Rodger, 1988).
Originalmente, a formulagdo A-V tem 4 incégnitas por né da regifio Q e 3 nas
regites x e Qj. A idéia basica deste método é utilizar a formulagio A-V
somente na regifo Qf e os potenciais escalares reduzido e total nas regides Qj

e (k, respectivamente. As equagdes a serem resolvidas sio:

nat (v not A) = —ag—%—cqnadv , em Qf (III.33)
dis(-p grady) = 0 , em Qx (I11.34)
din(~po gradg) = 0 , em Qj (I11.35)

Na fronteira I' as condigdes de contorno sio:

a) Em TI1:
-u % = 0 , em Ik
—MO g—z + poHs.n = O , em I'j
‘. (II1.36)

naAaA = 0 e vdisn A = 0 , em [1f

V = Vo , constante , em I'1f
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b) Em I2:
Y = Yo , em 2k
¢ = ¢o , em I'2j
(I11.37)
n.A =0 e naA(vnatA) = 0 , em Tar '
-0 Q—! = 0 , em T2f
dn .

Note-se que em relagéo a formulagdo para o problema magnetostatico com dois
potenciais, as condigdes de contorno sobre os potenciais escalares magnéticos
est@o invertidas (Compare com as eq. I1.96f e II.96g).

As condigdes de interface em Ikj séo:
tl
¢ =y + J' Hs . t dl (I11.38)
0

- guad Y . n = po(-gradg + Hs) . n (III1.39).

Estas condigdes podem ser utilizadas, como na segio II.5, para fazer o

acoplamento em I'kj entre as regides k e Qj. Em I'kr, as condicdes de interface

sdo:

-—gudyYyAan = (vatAd) An (III.40)
-pgudy . n = notA.n (II1.41)
(<o 22 cguwiv).n = 0 (I11.42)

Em I'jr, as condigdes de interface sio:

(III.43)

I=

(-qnad¢.+ Hs) An = v not A

po(-gradep + Hs) . n = nat A . (III.44)

|o/
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(—wg—‘t‘-agmdw .n = 0 (111.45)
Além disto, as condigdes usuais de continuidade dos campos devem ser
verificadas nos pontos onde haja descontinuidade das caracteristicas
constitutivas dos materiais.

Para garantir-se a unicidade da solugso, o calibre de Coulomb é forgado na
equaGgéo (III.33) da mesma maneira que na secfio anterior. Porém existem algumas
diferengas, relativas a introdugdo das condigdes de contorno. Agora o contorno
da regifio com potencial vetor é Tjf v I'kr U I'tr U I'2r e ndo mais T.

Nas interfaces TIjr e Tkf, como sera visto na secgio III1.2.4, as condicdes
IT1.40 e III.43 s&@o utilizadas como condigdes de contorno para o potencial
vetor em Qf. Ao mesmo tempo, as equagdes III1.41 e III.44 sdo utilizadas como
condigbes de contorno para os potenciais escalares em Qk e Qj,
respectivamente. Isto significa que, do ponto de vista de Qf, as interfaces
[jf e Tkf podem ser encaradas como fronteiras onde se impés os componentes
tangenciais de H, isto é, como uma fronteira do tipo I'z. Como visto na secgao
anterior, para se assegurar a unicidade de A em fronteiras deste tipo, deve-se

fixar o valor do componente normal de A, isto é:

, em Tjf, Tkr (III.48)

Mostra-se, de forma semelhante a utilizada na segdo anterior, que com esta
condigdo adicional, obtém-se a unicidade da formulagdo (Biré & Preis, 1989).

Em suma, tem-se o seguinte problema de contorno: determinar as fungdes A-V-¢-y

que satisfazem:
1. As equagdes diferenciais parciais em Qf:

nat (v ot A) - grad(v dis A) = -0 SR - o guad v, em 0r (111.47a)

A

t

dis(-c 52 - 5 grad V) = o0 , em Q (III.47b)

2. A equagéo diferencial parcial em Qj:
din (-po gradg) = 0 , em Q3 (III.47c)

3. A equagdo diferencial parcial em Qk:
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dis (-p gradyy) = 0 , em Qx (III.47d)

>

n. [—0 g—% - o ghad Vﬂ = 0 , em Tjf,

5. As condigdes de interface em Tjr:
(-grade " HS)‘A n = (vt A An | , em
uo(—qngd¢_+ Hs) . n = notA . n , em
6. As condigdes de interface em Tkf:
- gruad Y A n = v aat A A n - , em

“-Hgudy . n = notA.n , em

¢ = Y + jtl Hs t dil , em
0

-4 guad ¢y . n = po(-gradp + Hs) . n | v , em

8. A condigdo sobre o componente normal de A em Ijf e Tkr.

n A = 0 , em I'kr e
9. As condigdes de contorno em I1:
_, Y _
u 55 = 0 , em
_uo 9% -
o 3n + pwo Hs.n = O , €em
naAaA=0 ; vdinmA=0 ; V= Vo, const. , em

ks

Ije

s

ke

ke

Tkj

I'kj

Csf

Ik

IS

I'is

A condigdo de interface em I'jr, Tkf e em pontos de descontinuidade de o

(I1I.47e)

(II1.47f)

(II1.47g)

(III.47h)

(ITI.471)

(III.473)

(II1.47k)

(111.471)

(III1.47m)

(III.47n)

(III.470)
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10. As condig¢des de contorno em I'2:
¥ = o ' , em 2k (III.47p)
¢ = ¢o , emI'zy (III.47q)
n. A=0; naA(vrtA) =0 ; -o g—%_= 0 , em I'ee (III.47r)
11. As condigdes de salto dos campos nos pontos ndo ordinarios de Qr e k.
Observacdes:
1. Uma caracteristica da formulagfio A-V-y-¢ deve ser ressaltada: se ndo

existir uma fronteira Iir (isto é, se nfo houver planos de simetria onde
a corrente de Foucault é perpendicular ao plano) as unicas condigdes de
contorno impostas sobre V sfo condigdes de contorno de Neumann. Neste
caso, o valor de V deve ser fixado em um ponto qualquer de Qf, para

assegurar a unicidade da solucdo.

Problemas multiplamente conexos e a utilizagdio de potenciais escalares
nas regides ndo condutoras: A formulagio (III.47) é valida para
problemas onde a regido Qr ¢ simplesmente conexa. Para problemas como o
da Fig III.2, a integral de linha de H ao longo do caminho "c" fechado
deve ser igual a corrente induzida que atravessa a superficie "A".
Conseqlientemente, esta integral é distinta de zero. Porém, se O campo
magnético for representado por um potencial escalar na regifio ndo
condutora, esta integral sera nula.

Para resolver esta contradigio, Kameari (1988) propdés o uso de
cortes na regifo complementar a Qf de modo a tornar Qr simplesmente
conexa. Nestes cortes, o potencial escalar é descontinuo e o salto no
potencial é igual ao valor da corrente que atravessa a superficie "A".
Rodger & Easthan (1987) também adotaram esta solugdio, além de propor a
utilizago do método de multiplicadores de Lagrange para resolver o
problema. Uma outra solugdo, mais simples, foi proposta por Rodger &
Easthan (1987) e Leonard & Rodger (1988). Ela consta da utilizacdio do
potencial vetor magnético nos "buracos" dos condutores. Biré & Preis

(1988) desenvolveram um pouco  mais este método que foi denominado
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A-V-A-y-¢. As equagdes s@o as mesmas do método A-V-¢-y, porém deve-se
levar em consideragéo que uma parcela de Qj (e/ou de §k), que denota-se

b, ndo vai mals ter o campo descrito por um potencial escalar, e sim

pelo potencial vetor magnético. -

Fig. III.2: Um problema de corrente de Foucault 3-D multiplamente

conexo.

Na Fig. III.3 Qf é multiplamente conexa.

Figura 1III.3: Topologia de um problema com regido Qf multiplamente

conexa.



74

A regidoc Qb é selecionada de modo que sua unifio com Qf resulte em uma
regido simplesmente conexa. Para este problema, as condig¢des a seguir
devem ser satisfeitas, em adigdo as outras 11 condigées do sistema

(IT1I.47): determinar a fungio A que satisfaz:
12. A equagdo diferencial nas regides de "buracos" dos condutores, Qb:
nat(v not A) - grad(v din A) = 0 , em Qb (III.47s)

13. As condigdes de interface em TIbf:

nAafvrtAa] =0 , em I'of  (III.47t)

[vdisa] = 0 , em T'be  (III.47u)
3 A .

n I[—O' 5T grad V]] = 0 , emI'bs  (III.A7v)

14. Condigdes de interface em I'jb idénticas a (III.47f), (III.47g) e
(II1.471) ; Condigdes de interface em I'kb idénticas a (III.47h),
(I11.471i) e (III.471).

15. Condigbes de contorno em I'tb e I'2b:

|=]

>

>
I

o

v dins A =0 , emTib (III.47x)

I3
5
I

C ;5 naA(vntd) =0 , emTI'zb (III.47y)

E 3
IIT.2.3 O método A yY—-¢: modelamento matematico

A formulagéo A-V-¢-y tem quatro incognitas por né da regido Qr. Porém, como
mostrado a seguir,o potencial escalar elétrico V pode ser eliminado desta
regido, gerando uma formulagdo com apenas trés incégnitas por né de Qf (Emson
& Simkin, 1983; Polak et al., 1983; Rodger & Eastham, 1983).

A equagdo basica do método A-V em Qr é:

d A

W(UWA)=—Uﬂ—GWdV , em Q (III.48)
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E 3
Escolhe-se como potencial vetor a fungio A , tal que:

*

A = A+ Jt grad V dt (III.49)
0

*
O potencial A ¢ denominado potencial vetor modificado {Emson & Simkin, 1883).

Substituindo-se (II1.49) em (III.48), obtém-se:

*

*
not(v not A ) = -o 6—5 . em Q¢ (I111.50)

[o}]

Nesta equagdo eliminou-se o potencial escalar elétrico , obtendo-se uma
formulagdo com uma incégnita a menos na regifio Qr.

Note-se que a condigio sobre o divergente de A* inerente a esta formulagio
estd implicita em (III.50). De fato, tomando-se o din em ambos os lados de

(III.50), obtém-se:

*
diste 22y = o (1I1.51)
*

Porém, se ndo houver variagfio de A em relagio ao tempo, esta condigdo deixa
de ser valida; em outras palavras, a formulagdo nfo funciona para o caso
estatico. Além disto, para o funcionamento em regime permanente senoidal, é
razoavel esperar-se que o condicionamento das equagdes piore a medida que a
freqiéncia diminui (Emson et al., 1985). Prevé-se, também, um pior
condicionamento & medida em que a condutividade for diminuindo. Este ¢ um dos
problemas desta formulagio.

Outro problema ¢ a impossibilidade de serem representadas descontinuidades
na condutividade utilizando-se um potencial continuo. Com efeito, na interface

entre dois meios de diferentes condutividades tem-se a condicao (III.9):

[J]n = o0 (II11.52)

portanto

(IT1.53)

Jo}
==
{

Q
QO @
o>
=
|
o

Integrando em relagéio ao tempo e desdobrando a equagéo, obtém-se:
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(n. A2 ) A (II1.54)

Esta equagio mostra que, na interface entre dois meios de condutividades
diferentes, existira uma variacido no componente normal de A* igual a razao
entre as condutividades das duas regides. Portanto, um potencial A* cont inuo
s6 pode ser utilizado em regides onde ndo existam descontinuidades de ¢. Isto
ndo impede, porém, que o possa sofrer variagdes continuas (Mesquita & Bastos,
1890(b) ).

O problema de contorno final tem estrutura semelhante & do método A-V-¢-y,

.
com pequenas diferencas. Em sintese, tem-se: determinar as fungdes A -¢—yY que

satisfagam:

1. A equagdo diferencial parcial em Qf:

[o}]
>

¥
ot (v nat A) = -0

, em Qf (III.55a)

o3}
P

2. A equacgéo diferencial parcial em Qj:
din (-po gradg) = 0 , em Q3 (III.55b)
3. A equagdo diferencial parcial em Qk:

din (-p gnady) = 0 , em Q& (III.S5c)

4. A condigdo de interface em I'jr e Tkf:

n. [—a 5t ] = 0 , em I'jr e Tke (III.55d)

5. As condigdes de interface em Tjf:

' *
(-gradgp + Hs) An = (v et A ) A n , em [jr (III.SSe)

*

po(~-gnradg + Hs) . n = nat A . n , em I'se  (III.55f)

6. As condigdes de interface em TIkf:
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»*
~—gudyAan = (VvVatA)Aan , em I'er (III.55g)
-wmguad Yy . n = notA . n , em I'ke (III.55h)

7. As condigdes de interface em Tkj:

6 = y + J“ Hs . t dl , em Tkj (III.55i)
0

[o]

- gudy . n = upo(-gradg + Hs) . “em T'kj (III.55j)

A
8. A condigdo de salto de A nos pontos de descontinuidade de o

* o2 *
n . A1 = o (n. A2 ) (ITI.55k)

9. As condigdes de contorno em I'i:

C_ oy ‘
h an - 0 . , em TIik (III.551)
3¢ ‘
“HO Z- + po Hs.n = O , em I'tj (III.55m)
*
naAA =0 ; , em Tir (III.55n)
10. As condigbBes de contorno em I2:
Y = yo , em T2k (I11.550)
$ = ¢o , em I'2j (I11.55p)
* *
n.A = 0 ; nanta) = 0 ; , em T2f (I11.55q)

11. As condigdes de salto dos campos nos pontos de descontinuidade de u em
Qr e Q.

Observacgtes:

1. A prova da unicidade da formulaciio é efetuada da maneira andloga as
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P

provas de unicidade anteriores. Uma prova alternativa é apresentada por.
Polak et al. (1983).

2. O problema de regides condutoras multiplamente conexas é mais dificil de
ser solucionado com esta formulagdo do que com a formulagido A-V-¢-y.

- Isto porque néo ée pode preencher a regido do buraco dos condutores, v,
com o potencial A*, pois o seu div ndo ¢é definido em regides de
condutividade nula. Uma possivel solugdio ¢ preencher-se Qb com um
condutor de baixa condutividade. Porém, deve-se levar em conta que na
interface I'bf o componente normal de A* serd descontinuo e que quanto
menor o, pior serda o condicionamento das equagdes, o que dificulta esta

solugdo.

I11.2.4 A forma fraca para os métodos que utilizam A com calibre de Coulomb

A dedugéo da forma fraca vai ser feita para o método A-V-A-¢-y, porque as

*
demais formulagdes (A-V-A, A-V-¢-y e A -¢~-y) podem ser consideradas como casos

particulares desta formulagéo.

Os seguintes residuos, fungdes das coordenadas espaciais e do tempo séo

definidos: -
Lp = noi (v not A) - grad(v dis A) + o g—% +0gwdV=0 , emQf (III.SSa)
re = dis(-c 32 - o grad v) = 0 , em Qr (III.S6b)
rJ_'= dixs (-po gradg) = 0 - , em Qj (III.56c)
P#l= di (-p grady) = O , em @ (III.56d)

gb=wt(thA)-gmd(va)

1]
o

em Qb (III.S56e)

Estes residuos s@o definidos no interior de cada subdominio regular de Qi,

i=1,j,k,b e no intervalo 0= t = tf, onde tf é o instante de tempo final. Os

residuos Lo er s@o vetores, e os demais sdo escalares. O produto escalar dos

residuos vetoriais é efetuado com fungdes de teste vetoriais v,

suficientemente regulares e independentes de t. Para os residuos escalares s&o

utilizadas funcdes de teste escalares ui, também independentes de t. Obtém-se:
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Jzf.[/w/t(v/th)—qnad(vdiuA)+0'g—t‘5+o-g/w,dV]dQ=0 (II11.57a)
Qr

J ugdiste 22+ o grad V) da = 0 - (II1.57b)
Qf
ujdw(—uowad¢) d2 = 0 (III.57c)
JQj ’
ukd,w(—uqladz/l) Q@ = 0 (I11.57d)
Jk
J Yy - [nat(v not A) - grad(v dis A)] dQ = O (I1I.57e)
Qb '

Utilizando-se a identidade II.53, o teorema da divergéncia e a identidade

vetorial:
(grad u) . v = dins(uy) - u dis(v) (I11.58)
Obtém-se, a partir de (III.57):

vinet v, . not A + div v, din Al + o v_ . [u+qnadV] dQ =
Q¢ f f f at

—J’ Ve - (Qf/\ (vaatA))dFi-J Ve Dev din A dr | (II1.5%a)
N a0
a A 3 A
J O'q/wd(uf).(—a——t+q/w,dv) dQ=J ufcr(—a———+gnadV).g dar (III1.59b)
t f
Qf
a0se
J po g/zad(uj).Q/wdgb do = J 1o %’; uj dr (III.5Sc)
2 8Qj J
[ 1 g/r,ad(uk).qnadlp dQ = J m - u, dr (I1I.59d)
Qi 30 &
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- { Yy - (gb A (v not A)) dI' + J v. . n, v dism A dr (I11.59e)

b
a0b Qb

Para a obtengfdo destas equagdes, considerou-se a continuidade dos componentes
dos campos (equ. III.7-III.10) nos pontos ndo ordinarios de cada regiso. Com
isto, as equagdes sio validas sobre todo o dominio Qi, i=f,k,j,b, e nfo

somente sobre os subdominios regulares. Desta forma, 8Qi é definida por:

0 = U i
j=1,2,f,k,j,b
J#Fi

, 1 =1f,k,3,b (III.80)

As integrais de volume eh (III1.59) s3o simétricas, com excegio dos termos
em (III.59a) e (III.59b) acoplando o potencial vetor com o potencial escalar
elétrico. A simetria pode ser restaurada, definindo-se V como a derivada em
relagdo ao tempo de V* {Chari et al., 1982):

*

_ v
Vo= o= | (II1.61)

Escolhe-se V. € Yy de maneira que estas fungdes sejam coincidentes em TIfb.
Com isto, pode-se substitui-las por fungdes v definidas em Qf U Q. Da mesma
maneira, as funcgdes escalares uj e uk s@o coincidentes em Tkxj e sé&o
substituidas por u, cujo dominio é Qj v Qk.

Sejam’as seguintes élasses de funcgdes:

H(Q3) {¢: ¢eHI(Q; ¢ =¢o em I'zy }

H() {¥: yeH(X); ¢=yo em T'x }

R=A{{yYy,p}:0e R ; yeHK); ¢=y + G1 em [kj } (I11.62)
o= {w: we Hl(Qj Uk); w=0emTI2; ulax} (III.83)
R, = { w: we H(Q); w= Vo em I'ir } (II11.64)
Hbv= {w: we Hl(Qf); w=0-enTIs } (II1.65)
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H'(Qr U @) = H'(Qr U D) X H'(Qr U @) X HY(Qr U Ob) (I11.66)

={ w: y_eﬂl(ﬂrqu);gAg=0eml"1qu1b;g. w =0,

em '2e UT2b UTkf UTjr kb U Fjb } (I11.87)
posse destas definigdes, analisam-se os diversos termos de (III.59):

Equagdes III.59a e III.53e: As fungdes de teste vetoriais v € ab. Com
isto, a segunda integral de contorno em (III.58a) e (III.59e) é nula en
IFar, T2b, Tkf, Tjf, Tkb e I'jpb. Levando-se em conta que v din A = O em
Fir e Tiv (eq. IIl.470 ve I11.47x), conclui-se que esta integral sé
possul integrando nZo nulo em Ibf.

A primeira integral de céntorno tem integrando nulo em I'if e Ti1b
devido as propriedades de v e da comutatividade do produto misto. O
integrando também é nulo em I'2f e I'2b devido ao fato de n A (vret A) ser
nulo nestas interfaces (Eq I11.47r e II1I1.47y). Com isto, ele vai ser
distinto de zero somente em I'bs, Tkf, T'jr, Tkb e Ijb. Nestas fronteiras,
sdo validas as condigdes (II1.47f e II11.47h).

Levando-se em conta estas consideragdes, as equagdes (II1.59a) e

(III.59e) podem ser somadas, gerando:

~ *
vinat v . nat A + din v din Al + o v . [g—% + grad g% ] dQ
Y QrUQb

v . (gj A (-gradg + Hs))dI + J v . (gk A (~grady)dr’ ,
Tijruljb

I'keulkb

Vv e Ho (I11.68)

Observe-se que:
a. Os termos em I'bsr desaparecem devido a utilizagfo de (III.47t) na
primeira integral' de superficie e de (III.47u) na segunda

integral de superficie.

b. o é nulo em Qb;
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c. gj é igual a D, e -, em I'st e b, respectivamente. Observacgéo

semelhante pode ser feita para o

fronteiras, foram utilizadas és relagdes (III.47f) e (III.47h), o

em Tk e Tkb. Nestas

que fez surgir os termos em ¢ e Y.

Equagéo III.58b: O termo de contorno em III.539b é nulo em I'if porque U
€ Hbv; ¢ nulo em TI2r devido & primeira e & terceira condicido em
(IIT1.47r); é nulo em TIjr, I'k¢ e I'bf, devido as condigdes (III.47e) e

(I11.47v); com isto, esta equacgdo torna-se:

#*
3 A av _
Jgfc qnad(uf).(g—f + grad 3t }de = 0O v U, € Hbv (II1.89)

Equagdes III1.59c e I11.59d: O termo de contorno em (III.59c e III.SSd) é
nulo em I'2j, I'2k e Tik porque u € Ho e devido a condigéo (III.47m); em
1y, a condigdo (III.47n) ¢ utilizada; em Ikj as condigdes (III.47j) e
(ITI.47k) podem ser utilizadas para efetuar um acoplamento semelhante ao
desenvolvido na segso (II.5); em Iry e TI'bj, a condicdo (III.47g) é
valida; em I'rk e 'tk a condigdo (III1.47i) pode ser utilizada; somando-se

as equagdes (III.5S8c) e (II1.58d) e efetuando-se estas operagdes,

obtém-se:

|

Ho grad(u). gradg dQ + J i grwad(u).grady dQ =
Q3 Qx
J po(Hs.gj) udr - J (nat A.gjk) u dr , YVue Ho (III.70)

Ikjyul'2juls julh 3 FexUlbkUle jUlD j

onde Ejk € a normal A regido Qk ou a regifo Qj, conforme a situagdo.A
equagdo (III.70) e a equagiio (III.B8) sdo assimétricas devido as suas
in£egrais de superficie. Para torna-las simétricas, utiliza-se um
artificio desenvolvido por Emson & Simkin (1983): a partir da identidade

vetorial:
u nat A = not(uA) - (grad u) A A (III.71)

aplicada ao ultimo termo de (III.70) e do teorema de Stokes, obtém-se:
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r

uo grad(u). grade dQ+J ¢ grad(u). grady dQ =I uo(Hs.gJ.) u dr

Q) Qk I'kjul'23uls Ul 3

- uA.t d1+JA. (gjk/\'qxuzdu) dlr , Yue o (III.72)
“8(TexUlokule jUlbj ) FexUlbkuUls 5UD j

A integral de linha acima é calculada sobre o contorno da superficie
gerada pela unido de TIfk, I'rj, I'bk e I'bj. Este contorno sé existira se
na unifo resultar uma super‘ficie aberta, isto é, se Qf ou O tiverem
parcela de seu contorno sobre o contorno I'. Neste éaso, o caminho
3 (Tkeuljeulkpuljb)  estard localizado na interface de fronteiras dos
tipo: (I'ik, TI'ij, Tib, T1r) ou do tipo (Iz2k, T2y, I'2b, I'2¢). Em Iib e Tif
os componentes tangenciais de A s3o nulos (Eq. III1.470 e III.47x). Em
'k e I'2j, u é nulo. (Eq III.B3). Portanto, a integral de linha em

(III.72) € nula. Multiplicando-se a equac;éd resultante por -1, obtém-se:

—J MO grad(u). grade dQ-J yqnad(u).qnadw daQ =
" ‘ e

—J' po(Hs.gj) u dr - J A . (I_IJ.A gnrad u) dr , YVue Ho (III.73)

Ikjull2juls jUlb j FexUlCokulf jUlb §

Associando-se (III.68), (III.69) e (III.73), obtém-se a formulacdo fraca do
problema: Determinar A = A(x,t); V = Vi(x,t) e {¢,¥} = {¢(x,t),¥(x,t)}, tais

que, para cada-instante t, 0 = t = tf, Ae Ho, Ve }fv e {y,¢9} € H, satisfazem:

: *
J‘v[mz. nat A+ dis v dis Al + oy . (32 + grad 21 an
QeuQb

J !‘(Qj A (-grad¢p + Hs))dI + J v .(r_l_k/\ (-grady)dl’ , ¥V v € Ho (I11.742)

I'jeul b I'keulkb

* : . .
o grad(u ).(a—A+qnad§X) dQ = 0 Y u, e Ho (I1I.74Db)
Qr f at at f v
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]

po grad(u). gradg dQ - J K grad(u).grady dQ =

Qj Qk ‘
- J po(Hs.gj) udl - [ A . (gjk A grad u) dr , Yue Ho (III.74c)
Ikjul'23ul's julb 3 IFexUlbkUls jUD j
Observacdes:

1.

A formulagdo (III.74) é simétrica.

Como Ja ressaltado, esta formulagéo para o método A-V-A-y-¢ engloba as
demais formulagdes, que s&o casos particulares dela; a forma fraca para

0os outros casos é obtida facilmente:

a) Método A-V: A equacdo (III.74c) ndo ¢é utilizada, os termos de
contorno de (III.74a) desaparecem e esta equacio é estendida para
todo o dominio Q. Obviamente, em Q% e Qj, o = 0, e em Qj o termo de
corrente induzida é substituido pela corrente imposta. A definigio de

Ho deve ser estendida para as fronteiras I't e I'z (ver eq. III.67).

b) Método A-V-¢-y: A regifio b nio é mais utilizada: os dominios de
integragéo nas integrais de (III.74a) passam a ser: Qr, Tir e I'ke. Em
(III.74c) o dominio de integracfio do Gltimo termo de contorno passa a

ser Itk v I'fj.

*
c) Método A -y-¢: A equaclio III.74b niio é utilizada; em (III.74a) e
#* *
(III.74c) A é substituido por A ; em (III.74a) os termos em V e disA
séo retirados; os dominios de integragfo passam a ser Qf, TI'jr e Tkr.

Na definigéo de Ho (eq. III.67), n.w = O somente em Izr.-

IT1.2.5 Aplicagéo dos métodos de Galerkin e de Elementos Finitos:

As seguintes classes de fungées s86 definidas para a aproximagido por

elementos finitos do problema (III.74):

Nu
H(Qu) = { dooP= Z Nju, 5 u; =0, Vnoielak vz } (I111.75)
i1
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N |
;eh(szj)={¢h:¢h= N. ¢, ;¢.=¢0,Vnéiel"2j}
i_=1 1 1 1

HP h h Nk L.
() = { ooy =.1le'1¢'1 ; n/;.l =yo, Vnoie sz}

ﬂW(quQk) = { {wh,¢h} : wh € Rh(Qk); ¢h € Rh(Qj); ¢T = ¢T+G1, Y né6 1 e I'kj }

(I11.78)
h h Nf
HO(Qr) ={u u =ZNu ; u, =0, Vno iEFlf} (III.77)
. i7i i
i=1
h h h Nf
H(Qr) = { u u = Z N.u, ; u, = Vo, vnoie Fl{} (II1.78)
. i1 i
i=1
h h h Na
Ho(Qeuldb) = { v v = z N.v. ; v.Aan = 0, VnéieTlirvTlm;
= g 1 E i

v,.n = 0, Vnéielzar ulaeh UuTlkr UTljr uTkb U Fj{} (11I1.79)

onde Nu ¢ o numero de nés na regifio Qk v Qj; Nf é o numero de nés em Qr; Na é

o numero de nés em Qf Vv Qb; Nj é o numero de nés na regifio Qj; Nk é o numero
de nés na regifio (k. As fungdes Ni e N.1 s@o definidas como nas segbes 11.3.3 e

I1.2.3, respectivamente. Observe-se que, agora, as variaveis nodais s#o

dependentes do tempo. Por exemplo, os Aj sdo, na realidade, Aj(t).
De posse destas definiglSes, e desenvolvendo (III.74a) de forma andloga a da

segéo (II.3.3) obtém-se a aproximacdo por elementos finitos:

Na
J v[[/wt N.1".[not N1 + [dis N, 1T[dis N, ] ]dQ A, +
i J 1 J J

J=1 Qb

Nkfb ' Nijfb
-.Z J Ny (ny A grad N ar g | - J Ni(njnguadN)drg+

I'kfulkb J=1 I'jeul o
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+ Ni (gj A Hs) dI i=1, Na (III.80a)
Tjeulib

De (III.74b), obtém-se:

Nf * ’
[ cgrad(N N do g—%j + | ograd N..grad N 40 g—¥j =0 1i=1,Nf (III.80b)
=1 J i J
Qf Qf
De (III.74c) obtém-se:
NK ¢ . Nj
- }: 1l gnadNi.gnade dQ wj - }: J o qnadNi.qnade dQ ¢j
J=1 +F 7 x J=1; jelr'k ¥ Qj
- }: uoqnadNi.gnaledQ wl = E: [ uognadNi.qnaledQ G1
lelkyt I9 1€Fk ; j

Njk
—[ uo(Hs.gj) N.1 ar - z J Nj (gjk A grad Ni) dr Aj i=1,Nu (III.80c)

Tkjulr2juls juln 3 J=1 IF'keulkbUljeull jb

onde Nkfb é o numero de nés sobre I'kf U I'kb; Njfb é o numero de nés sobre Tjf
v I'jb; Njk € o nUmero de nés sobre a fronteira I'ksul jeul'kbUl jb; gjk é o vetor
normal a estas fronteiras, vistas de Qj ou de €k, conforme o caso; Qj é a
normal a Qj; n, ¢ a normal a (x. Para se obter a equagdo (III.80c), foi
utilizado o mesmo método empregado na segiio (II1.5.3) para eliminar o potencial

escalar reduzido na interface TI'kj, gerando-se com isto o termo em G, do lado

1
direito de (III.8OC).
Pode-se agrupar o sistema III1.80 em um sistema matricial tunico:
e 1 1c 1 o]l A ] [k o [l a ] [¢g]
—aa “av = - —aa] = “ay¢ - —a
™ #*

ic. 1" 1c..1 o v |+ | o 0 0 v | =] 0| (III.81a)

=av v - = = -

0 0 0 | |{y, e} (k.17 o (k.1 ||{y, ¢ £
= SR |31 N L SPR R S e 1 A2 20 B LY

onde:
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"
(&
1]

Lo =

No regime permanente senoidal,

torna-se:

Jolg,,

[Kayg

[Eaa]+jw[§aa] jw[gav] (K ,.]

o N, N.dQ
1)
Y Qr

o Ni.qnad NJdQ
v Qr

oghad Ni.gnad Nj dQ
Qe

Qf UQb

[ Ni (gkj A gud Nj)

I'keulkbuUljeul jb

—J n qnadNi.qnade dQ
19,3

{ N. (n, A Hs) dr
1 J
T'jeuljb

lelkj

A =

“ay¢
T .
] JjwlcC vl 0

17 0 K, .]

dr

Z[Ljuoqmdni-wdul g | - J

f v[[aot Ni]T.[not N,J + [dis Ni]T[dLu N,] ]dn

po(Hs.gj) Ni dar

Tkjul2julrs jUlb j
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(III.81b)

(III.81c)

(ITI.814d)

(III.81e)

(ITI.81f)

(I1I.81g)

(ITI.81h)

(ITI.811)

c* »*
JwA e V= jwW e a equacio (III.81a)

Yo |

{y, ¢}

(I11.82)

II1.2.6. Outras formulagdes utilizando o potencial vetor magnético:

Nesta segio,

apresentam-se outras formulagdes que utilizam o potencial
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vetor magnético, discutindo-se, resumidamente, as suas principais

caracteristicas.

I111.2.6.1 0 poténcial vetor magnético com calibre de Lorentz:

Seja o problema de correntes de Foucault da figura III.1. Suponha uma
representagéo dos campos magnéticos em cada divisido de Q feita de forma
semelhante a‘da‘secéo I171.2.2: em Qj e x utiiizam—se os potenciais escalares
reduzido e total, respectivamente; em Qf, utiliza-se .o potencial vetor

magnético. A equagido que descreve o fendmeno nesta regido é a (III.16):
3 A
nat (v nat A) = -o 3T o gwad V , em Qf
0 calibfe de Lorentz

dis A = -poV , em Qf

foi utilizado por Bryant et al. (1990) para assegurar a unicidade de A.

Substituindo este calibre em (III.16), obtém-se:
8 A v . :
nat (v nat A) = -o 5Tt gwud |~ disA ., em Q  (III.83)

"A equagdo (III.18) gera ainda:

dirxs [ -0 g—% - 0o guad V ] = 0 , em Qf (II1.84)

Para garantir a unicidade da solugfo, condigdes de contorno apropriadas

devem ser aplicadas sobre A e V. Isto é:

AAn = 0 e V = Vo, constante , ‘'em I'tf (111.85)
' av :
A.n = 0 e -c0-— =0 , em I'zr (111.86)
on
Em Ijyr e I'ker fixa-se A . n, por motivos anadlogos aos da segio I1I11.2.2,
Bryant et al. (1990) mostraram. que, ao invés de se usar A.n = 0 como no

problema com calibre de Coulomb, uma boa solugdo para o problema com calibre

de Lorentz é escolher:
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A.n = K°V , em Tkt U Tye  (II1.87)
onde k é uma constante arbitraria cujo valor pode variar entre 10_6 e 106
(Bryant et al., 1990). Como condigdo adicional, tem-se, nas fronteiras de
descontinuidade de o interiores a Qf (I'e) (Bryant et al., 19890):
o A n = k2 v , em o (II1.88)
8t
A forma fraca para o problema descrito por (II1I1.83 - III.88) pode ser

obtida facilmente (Bryant et al., 1990):

J vinat v . nat A + % din(o v) din Al + o v . 9 A ] d@ =
Qf

>

t

—J z.(ng(vn,o,tA))dI"——ll(ZJ'O'g.r_l A.gdr——izjaz. n A nar

at
a0r keulje '
(III.89a)
e
8 A
J o gnad(u).(é—f + gwd V) d2 = O (ITI.83b)
Qf

As condigdes de continuidade dos campos podem ser utilizadas para acoplar a
equacdo (III.89a) com as equagdes das regides Qj e Qk, de maneira analoga a da

segao 1II.2.4.

Observagdes:

1. A equagdo (III.839a) ¢é desacoplada de (III.839b). Portanto, pode-se
resolver (III.89a), determinando-se A e sé solucionar (III.89b) se for
necessario o calculo da densidade de corrente (que precisa de V para a

sua determinacéo).

2. Se o ndo for constante em cada elemento, o segundo termo na integral de

volume da equagd@o (III.89a) gera um sistema de equacdes ndo simétrico.
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111.2.6.2. O potencial vetor magnético com dois componentes:

Em 1982, Hammond, seguindo resultados classicos apresentados por Morse &
Fesbach (1953) e Smythe (1968), propdés a utilizagiio do potencial vetor de
segunda. ordem para o calculo tridimensional de correntes de Foucault. Este
potencial possui apenas dois componentes,Ao que reduz ainda mais o numero de
incégnitas na regido Q. Sua desvantagem principal é que a permeabilidade
magnética e a condutividade elétrica devem ser constantes nesta regiso. Emson
et al. (1985), seguindo Hammond, exploraram esta formulagio, sem, no entanto,
apresentar resultados que a validassem.

Biré (1988) utilizou um outro artificio matematico para eliminar um dos
componentes do potencial vetor magnético, mostrando que, sob certas condigées,
o calculo de correntes de Foucault em trés dimensdes pode ser feito com apenas
duas incégnitas por né nas regides condutoras. Nesta formulagso, é utilizado o

calibre de Lorentz, e a sua equagfio basica é a (III.83):
3 A v '
nat (v nat A) = —¢o 3T+t grad 5 din A , em Qf (III.90)

E possivel eliminar-se um dos componentes de A , sem que haja

interferéncia sobre B e E. Sem perda de generalidade, eliminar-se-a4 o

componente z de A, isto é:

A=1[Ax, Ay, 01" (I111.91)

Para isto, mostra-se que a transformagio:

’

A =A- guwd a (III1.92)
sobre o vetor A ndo altera E ou B, desde que a funcédo escalar « satisfaga:

Voo _
3T g Wsgwda = c (III.93)

B = natA = natA = B (II1.94)
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- _ _G A v .
E = 3t + gnad( o—_d.wA) (ITI1.95)
isto é:
E = - 9 A, grad( Y dixs A) + grhad( da_v din gnada) (III.98)
at o at o ’

portanto, se a equagio (III.93) for verificada, ent3o:

A transformagdo (III.892) ¢é utilizada sobre A, um potencial vetor com 3

componentes. Escolhe-se

alx,y,z) = rh(x,y,s) d€ + B(x,y) (ITII.97)
0

onde Az é o componente na diregiio z de A e B(x,y) é uma funcao escélar

independente de z. Aplicando-se (III.92), obtém-se:

. ) . S
Ax o= 5wy ae) + 28

. 2 3 z 3

A=A = Ay - ﬁ(jo Az(x,y, &) dE) + 6—5- (III.98)
| 0 ] i 0 ]

B(x,y) deve ser selecionado de modo que «, dado pela equéqéo (I11.97),
satisfaga a equagdio (III1.93). Pode-se provar facilmente que este B existe,
desde que o e v sejam constantes dentro da regifio Qf (Bir6, 1988). Este fato
prova a existéncia do potencial vetor com 2 componentes.

Em seu artigo, Biré (1988) descreve a aplicagido do método de Galerkin a
formﬁlaqéo e a introducio das condig¢des de interface na fronteira I'ks. E
importante ressaltar que as equagdes finais, por ele obtidas, nio sfo
simétricas e que, para se obter as densidades de corrente, é necessario, uma
vez obtida a distribuicéio de A, resolver-se a equagio acoplada (III.89b). A

principal restrigédo deste método é o fato de que o e v devem ser constantes em
Qf.

ITI1.2.6.3. Formulago sem imposicdio de qualquer condigdo sobre o dis A.
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Alguns autores (Biddlecombe et al., 1982; Kameari, 1988) resolveram
diretamente as equagdes (II1.81) e (III.84) sem a imposicio explicita de
nenhuma. condigdo sobre o dis A. A solugfo, a principio, deixa de ser unica.
Porém, Biddlecombe et al. (1982) mostraram que estas equagdes, quando
restritas as aproximagges gerédas por elementos hexaédricos com condigdes de
contorno especificadas de maneira particular, geram solugio unica. Note-se que

a formulagdo ndo possui solugfo Unica para elementos tetraédricos.

IIT1.3 Formulag&o utilizando o potencial vetor elétrico: O método T-Q.

O método T-Q foi originalmente proposto por Carpenter (1977) e utilizado
pela primeira vez por Preston & Reece (1982). Outros autores introduziram
alguns aperfeigoamentos, modificando o nome do método para R-y, mas mantendo
as caracteristicas principais do método T-Q (Biddlecombe et al., 1982). Oufras
melhorias foram introduzidas posteriormente por Nakata et al.(1988b) e
Albanese e Rubinacci (1888, 1990(a), 1990(b)). O método, como aqui
apresentado, ¢ uma sintese destas propostas, introduzindo ainda o calibre de
Coulomb como proposto por Birsé & Preis (1990).

A topologia para este método é a da figura'III.l. Porém, para simplificar
o desenvolvimento a seguir, considera-se que nfo existem correntes impostas
externamente. Com isto, a regido (x engloba a regido 9Qj.

A definigdo do potencial vetor elétrico T é feita na regido Q a partir da
equagdo (III.4):
din J =0 , em Q (III.99)
gerando:
J=rnotT ,em Q¢ (III.100)
Combinando esta equagdo com a equagio (III.2) e integrando, obtém-se:

H=T - gwd Q , em Q¢ (III.101)

onde Q é o potencial escalar magnético. De (III1.B) e (III.1), associadas a
(II1.5), (ITII.100) e (III.101), obtém-se:
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'uw(é nat T) = - T - “g““d Q) , em Q¢ (III.102)

Aplicando-se o operador dis a esta equacio, obtém-se:

(LT - pgnad Q)) em Q¢ (III.103)

dis [a 3t ] =0 ’

Note-se que esta equacdo nio é independente da eqﬁaqéo (III.102).

Em Qx

portanto:

H = - gwad ¢ (1I1.104)

Na interface Tkf, as seguintes equagdes, deduzidas das equagdes de

continuidade dos campos, devem ser verificadas:

n A [ T - grad Q } = na [ - grad w] , em [kf

em I'er (III.108)

(III.105)

n . [ pr T - gaad‘Q ] = n. [ -u2 grad W] ,

n. wT = 0 em I'ks (III.107)

Verifica-se que existe a possibilidade de adotar

Q = y ‘ , em Q¢ (III.108)

e, com isto, obter-se de (III.105):
nAaT=0 , em 'ker (III.109)

As equagles anteriores, associadas a condicdes de contorno em I't e I'2 e a
condigdes de interface nos pontos de descontinuidade de p e o nfo séo
suficientes para assegurar a unicidade de T e y¥. Novamente, pode-se adotar o

calibre de Coulomb:
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din T = 0 , em Qf (III.110)

ou o calibre de Lorentz:
, ay
din T = AT , em Q (ITII.111)

para assegurar-se a unicidade da solugdo. A prova da unicidade é feita de
~ maneira semelhante a' apresentada nas segdes II1.3 e III.2. (ver também Albanese
& Rubinacci, (1990(a)) ).

A introdugcdo do calibre de Coulomb é feita de forma semelhante a

apresentada na segdo III.2.1. Subtrai-se o termo

grad ( T dis T ) (II1.112)

de (III.102) e adiciona-se a equagio (III.103) ao sistema para garantir-se a
verificagdo da equagdo (III.3). Além disto, condigdes de contorno homogéneas
em ?1.? din T devem ser introduzidas em T'kf e Tor.

Ent@o, o problema de correntes de Foucault 3-D, utilizando o potencial
vetor elétrico com calibre de Coulomb, torna-se: determinar T e ¥ que

satisfagam:
1. As equagdes diferenciais parciais nos pontos ordinarios de Qf:

em Q¢ (II1.1132)

1 _ 1 . ou(T - gnad y) _
/w/t(o—_rth) qnad(;dMaT)*‘ 3t =0 ,

dixs [a(uT - ugrad y)}  _ 0

8 t J - , em Q (III.113b)

~ 2. A equacgfio diferencial parcial nos pontos ordinarios de $k:
-dis(p grad y) = 0O , em @& (III.113c)
3. As condigdes de interface em Ike:

nAT=0 , em I'ke (III.113d)

n . [pr-ufg/Ladw] = g.[—pkg/wd.w] , em I'ker  (II1.113e)

> = . , em I'kee (III.113f)



4. As condigdes de continuidade dos campos em pontos de

o e u

I é dis T] =
n. [ (T-guwdy) ]
n. [ ugwdy]

T.n = 0
_, 9y _
Han = 0

1
nA(;WT)

6. As condigBes de contorno em I2:

Observacdes:

1. As condigdes de interface

(III1.107)

’

em I'tfr v

em IN2f v

(III.105)

s

Ik

I'ie

For

2k

I'2¢

séo

automaticamenfe, devido & condigdo (III.113n) e pelo fato

continuo em TIkf.
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descontinuidade de

(ITI.113g)
(ITI.113h)
(ITI.113i)

(III.113j5)

(ITII.113k)
(ITI.1131)

(ITII.113m)

(III.113n)
(IIT.1130)

(III.113p)

satisfeitas

de se ter ¥y

2. A deducdo da forma fraca e o acoplamento entre as regides Qf e Qx sdo

feitos de maneira bem mais simples do que na segdo III.2, devido ao fato

de se ter o mesmo potencial escalar Yy de ambos os lados da interface

Tke.
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Ao invés da utilizacfio dos calibres de Coulomb e de Lorentz, é possivel
tornar a solugio uUnica anulando-se um dos componentes de T. Com isto, o
numero de incégnitas se reduz a 3 na regifio Q¢ (Carpenter, 1977). A
prova de que a solugdo é uUnica neste caso é apresentada por Brown
(1982). Esta técnica foi adotada por Albanese e Rubinacci (1988,
1990(b)), mas traz problemas nas interfaces de descontinuidade de o. O
exemplo a seguir mostra este fato claramente (Albanese & Rubinacci,
1980(a)): suponha que se faga Ty = 0 e que se tenha descontinuidade de o
através do plano X = constante. Entédo, os componentes de J sio:
_ 9Tx

9y

_ 8Tz . . _ 8Tx _ 8Tz
ko= 3 y ' R i

;0 Jzoo=

Se o campo tangencial Ez ndo for nulo nesta .interface, ele deve ser
continuo para verificar a condicio (III.10). No entanto, como o sofre
descontinuidade segundo x, Jz deve ser descontinua, isto &, deve haver
descontinuidéde do componente normal de T, Tx, nesta interface. Esta
dificuldade pode ser evitada utilizando-se elementos de aresta (Albanese
& Rubinacci, 1988 , 1990(a) e (b)) que forgam a continuidade apenas dos
comﬁonentes tangenciais de T, permitindo que éeus componentes normais
sejam descontinuos. Neste caso, esta formulagio se torna semelhante a

formulagdo de Bossavit & Verité (1983), a ser estudada na préxima secgio.

O método tem problemas de cancelamento semelhantes aos encontrados para
o potencial escalar reduzido. De fato, o campo magnético H é calculado
pela equagdo (III.101) e, em regides de alta permeabilidadebmagnética,
ele é o resultado da subtragio de duas grandezas de valor semelhante e
-varias vezes superior a H, o que pode dar origem a erros substanciais (
Preston & Reece, 1982; Deshmukh & Mukherji, 1987). Um artigo mais
recente de Nakata et al. (1990(b)), porém, faz um estudo destes erros e
indica que eles ndo sfo relevantes, se é utilizada dupla precisio no
calculo. Mais uma vez ¢ necessario efetuar-se uma série de testes

adicionais para se chegar a uma conclusdo definitiva.

Se a regiéo condutora for laminada {como em transformadores), o método
T-Q pode ser otimizado, utilizando-se, nestas regides, apenas um
componente de T, além de Y. Este caso é descrito por Tokumasu et al.

(1984), Rodger & Atkinson (1987) e Jack & Mecrow (1987).



97

6. Para regides condutoras multiplamente conexas, o método T-Q apresenta
potencial escalar y ndo unico. Para torna-lo unico, pode-se efetuar
cortes, de modo a tornar Qr simplesmente conexa. O potencial escalar vai
sofrer um salto sobre estes cortes, como observado na secéio III.2.2. A
outra solugdo para este problema, proposta naquela segdo -o
preenchimento dos ‘“"buracos" dos condutores com’ uma regiso onde se
utiliza o potencial vetor- néo‘pode ser aplicada no.caso do método T-Q,
porque o potencial vetor elétrico n3o é definido em regides ndo
condutoras. Uma solugiio alternativa é o preenchimento do "buraco" com
uma regido de baixa condutividade. Outra possibilidade & efetuar o
acoplamento do método T-Q com o método A (Biré & Preis, 1990),

utilizando A na regido Ob.

I11.4 Formulagdo utilizando o vetor campo: a formulacio H.

I11.4.1. Introdugdo: Formulagio basica

Neste método sdo utilizados diretamente os vetores campo, isto é, ndo é
usado um potencial magnético ou elétrico para representa-los em Qr. Esta
formulag&o é interessante, visto que nfo ha perda de precisi@o causada pela
diferenciagéo de potenciais para a obtengfo dos campos, nem existe o. problema
de cancelamento resultante da subtragsio de campos parciais, pois os campos sio
palculados diretamente. Além disto, em Qf existirfio apenas 3 incégnitas em cada
.ponto da discretizagiio. Em Qk e Qj, os potenciais escalares magnéticos podem
ser utilizados para representar os campos.

O método parte da equacdo (III.1):

@
o]

ot E = - ' (III.114)

o3}
P

Utilizando-se (III.6) e (III.5) obtém-se:

J _ o H ' '
aplicando-se (III.2):
not( et Hy 0 uH | (III.116)
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Supondo-se que no tempo t=0 a solugdo do problema satisfaz:
din B(O) = O (I11.117)

entdo din B val automaticamente ser nulo ao longo do tempo, devido a equagdo
(II1.116). As condigdes de contorno para este problema sdo dadas pelas
equagdes (III.11) e (III.12), e as condigdes de continuidéde dos vetores de
campo nas interfaces entre materiais com diferentes propriedades constitutivas
séio dadas pelas equagdes (III1.7), (III.8), (III.9) e (III.10).

Suponha-se, para simplificar, que o problema estid restrito a Qrf e Q. Na
regido Qr, o produto escalar entre o residuo associado a equaciio (III.118) e

uma fungéo de teste vetorial v pode ser efetuado, gerando:

Jy_.[/wt(l/w/t}{)+a“}l]dn=0 . em Q¢ (II1.118)
o 8t ;
Qr :
Em Qk, din( g—%ﬂ } = 0, o que gera:
J u dixs 9-(;“3—- Lg‘“’“”))cm = 0 | . em @ (III.119)
Qk

Onde u é uma fung&o de teste escalar definida em Qk. Efetuando integragdes por

partes nas equagdes acima, obtém-se:

J Lé [nat v.not H] + z.g—%g]dﬂ = —{ z.(gf A (% not H))AlT ,em Q¢ (III.120)

Qr Qs

-| ¢rad u . ———a(“gw‘“’) o = | u (-dlegradd), o gp , em & (IIL.121)
o t 80k ot k :

Estas equagdes serdo utilizadas na segfio II1.4.3 para a obtengfo da forma

fraca do problema.

I111.4.2. Os elementos de aresta

A tentativa de resolugdo das equagdes (III.120) e (III.121) utilizando
elementos finitos tradicionais & feita com trés graus de liberdade para H em

cada n6 de Qf, um por componente de H. Com isto, os trés componentes de H sé&o
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continuos. Este fato impde nas interfaces entre materiais de diferentes
permeabilidades uma continuidade inexistente, pois o componente normal de H é
descontinuo nestas interfaces (equagdo III.7).

Damidau (1980) resolveu este problema através da escolha de um conjunto de
variaveis continuas nos nés -situados sobre as interfaces magnéticasf Nesta
formulagdo s&o utilizados os componentes tangenciais de H e o normal de B como
variaveis nodais nestes pontos. Isto traz uma série de complicagdes
computacionais adicionais (por exemplo, cada elemento tem variaveis de calculo
diferentes, dependendo dele estar ou nio situado sobre uma fronteira).

Uma solugdo mais elegante para este problema foi utilizada por Bossavit e
Vérité (1982). Trata-se do uso de elementos de aresta, que sdo elementos
finitos que forgam a continuidade tangencial das grandezas calculadas,
permitindo, ao mesmo tempo, a descontinuidade do componente normal. Neles, os
graus de liberdade ndo devem ser interpretados como os componentes de um dado
campo vetorial nos nés da malha, mas como a circulagiio, ao longo das arestas,
do campo a ser aproximado (Bossavit, 1988(a)). o

Bossavit (1988(c)) mostrou que, exprimindo as equagdes de Maxwell na
linguagem das formas diferenciais (Deschamps, 1981), os elementos de aresta
nada mais s@o do que formas de Whitney (Whitney, 1957) de grau 1, assim como
os elementos nodais s&o formas de Whitney de grau O.

Nedelec (1880) desenvolveu elementos de aresta tetraédricos e cubicos. Os
elementos tetraédricos foram utilizados por Bossavit & Vérité (1982, 1983) em
seu programa “TRIFOU". Posteriormente, Van Welij (1985) desenvolveu elementos
de aresta hexaédricos de 1% ordem e Kameari (1990) estendeu-os para elementos
de 2% orden.

Como estes elementos s&o menos conhecidos do que os elementos nodais, para
os quais existe farta bibliografia (Bastos, 1989; Chung, 1977; Dhatt & Touzot,
1984; Hughes, 1987; Zienkiewicz, 1877), apresenta-se a seguir a deducdo das
"funcdes de interpolacio de aresta" e de suas propriedades para um elemento
hexaédrico. Para elementos tetraédricos ver Nedelec (1980), Bossavit (1985),
Mur & Hoop (1985) e Barton & Cendes (1987).

Seja o elemento hexaédrico gerado pelo mapeamento trilinear x(s) a partir
de um elemento padréo cubico Q (fig. II1.4). Sejam s e x as coordenadas de um
ponto no dominio padrédo e no dominio mapeado, respectivamente.

O mapeamento inverso s(x) também existe, se x for restrito a um unico
elemento. A superficie ss(g) = 1, por exemplo, corresponde ao topo do
elemento. Evidentemente, grad S5 ¢ normal a esta superficie.

Como pode ser visto na fig. III.4, este elemento possui 12 arestas. Cada
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grau de liberdade estd associado a uma das arestas. Portanto, a aproximacéo de
H sobre o elemento é dada por:

v, hy (III.122)

onde xi'séo as fungdes de interpolag@o associadas as arestas e h, s8o os graus

de liberdade associados a cada fungio de interpolacéo. A fungdo Vv

1 associada a
aresta 1 onde S, = 85 = 1 (Fig. III.4) é definida por:

_ 1
Y. = § (sz+1)(53+1) ud s, (III.123)

aresta 1
(s2=1,53=D

aresta 2

E_E (s1=1,83=
S TS3 8
s | D\
1 ; z
. s2
\-\—-—-'T ————— —
> 3
sl

Figura II1.4: Definigdo dos elementos de aresta:
hexaédrico

Elemento padrio e elemento

Esta fungido vetorial é normal as faces sl= -1 e si= 1. Portanto, ela nao

contribui para os componentes tangenciais de H sobre estas faces. Isto inclui

todas as oito arestas que ndo correm na diregido de s

direcéo Sy (sz=—1, 53=1 ; sz=53=—1 : sz=1, 53=-1), o produto (1+52)(1+33) é

sempre nulo. Portanto a contribuiciio de v

1 Nas outras 3 arestas na

, Para o componente tangencial de H
em qualquer aresta diferente da aresta 1 é nula.

Para verificar o que ocorre sobre a aresta 1 s&o necessarias algumas
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definigdes adicionais. Sejam o vetor tangente A aresta associada a S; (Dhatt &

Touzot, 1984):
/

I, = ax/ds, (III.124)

a matriz Jacobiano da transformagfio dos sistemas de coordenadas (Dhatt &
Touzot, 1984):

6x/as1 8y/38s dz/8s

1 1
J = 8x/652 6y/652 82/652 (I11.125)
6x/6s3 ay/as3 Bz/as3

e a matriz Jacobiano inversa:

ds,/dx J8s,./8x 8s./8x%

1 2 3
gt o= 3s,/8y 8s,/8y 8s,/dy (I1I.128)
651/62 asz/az 853/82

A matriz J_1 tem colunas iguais a grad s; e ¢ inversa da matriz J que tem os

Ii como linha. Portanto:

li . (grad Sj) = aij (III.127)
Onde Sij € o delta de Kronecker (6ij=1, se 1i=j; aij=o, se 1i%j). Usando
(ITI.127) e (III.123), conclui-se que 11'!1 = 1/2, sobre a aresta 1, isto é, a
projecao de Hh sobre a aresta 1 ¢ uma constante ao longo de toda a aresta.
Para associar um sentido fisico aos h da equagdo (III.122), calcula-se o

valor da integral de linha de Hh ao longo da aresta i. Seja t o vetor unitario

tangente a aresta. Entéo:

h hvy Ly By 1 hy (v | I
Rhpda = | 21 da o= a = — a = h,
a, a, | I.] aillil -1 | T

i i =i

Verifica~se que hi é igual a integral de linha de Hh sobre a aresta 1i.
Outras propriedades importantes podem ser obtidas a partir da equagio

(II1.127). Por exemplo, um exame atento desta equagiio e da equagio (III.124)
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leva a:

grad s, = (12 A 13)/[(T A IB)'T ] (ITII.128)

A validade desta equagdo ¢ confirmada facilmente, efetuando-se os produtos

escalares com 11, 12 e 13 e constatando que (III.127) ¢é satisfeita.

Permutando-se ciclicamente os termos em (III.128) obtém-se as expressdes de
qrad s, e grad S4- ‘

A prova da continuidade tangencial inter-elemento também segue facilmente.
Em todas as quatro faces que ndo contém a aresta 1, a sua contribuicgso para o
componente tangencial de Hh se anula. Para as duas faces restantes, existe

contribuigdo desta aresta. Tome-se, por exemplo, a face superior (s3= 1). O

vetor unitario normal a esta face é paralelo a grad s Portanto, efetuando a

3
permutagéo ciclica em (III.125) para obter grad S5 © normalizando o valor de

n, obtém-se:

n = (T, A 12)/|11 A

1 1

Os componentes tangenciais de Yy sobre esta face podem ser obtidos por:

(sz+1)(53+1)(12 A 13) A (11 A 12)

8 (I, A T,).I,1 |T, A L]

(Sz+1)(s3+1)[[(IlAIZ)'IB]I ‘[IZA 12).18111] B

8L(I,A I).1,1|T A T, |
= ~(s,+1)(s5+1) L,/(8[T; A T,]] (III.131)

Todas as grandezas que aparecem nesté expressdo sio continuas ao se passar
deste elemento para o elemento imediatamente superior. Por simetria,
conclusdes  semelhantes podem ser obtidas para as demais faces. Segue que os
componentes tangenciais de v, sdo continuos nas interfaces inter-elementos e,

conseqiientemente os componentes tangenciais de Hh também s&o.

II11.4.3. Aplicagdo dos elementos de aresta: acoplamento entre Qf e Qk.

Se jam as seguintes classes de fungdes:
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= {w: we Hl(Qk) i W= Yo

, em I'zk } (II1.132)
Ho = {w: we Hl(Qk) ; w=0 , em I'2k } (III.133)
o = { w: yel_{l(ﬂf);r_l. W=0,emTir ; nAw=0, em I'2¢} (III.134)

De posse destas definigdes, pode-se somar as equagdes (III.120) e (III.121),

obtendo-se:

[l [rat v . not H] + v . Q—Eg]dﬂ - grad u . 8 ugnadyp) dQ =
Qr at O at

[ [—g . (gf A E) + u(nat E) . gj]dr , VveHoeVueH (III.135)
ks

Os termos de contorno se reduziram ao termo em I'kf porque:

Em I'’k, u = 0 ( u € Ho)
Em I'tk, a condigdo B.n = 0 deve ser verificada.
Em I'2e, n A v =0 (v € Xo)

Em Tif, B. n

=W N e

O, logo JAn=0, isto é, EAan = d

Utilizando-se a equagdo (III.71), o teorema de Stokes e argumentos semelhantes
aos desenvolvidos para eliminar a integral de linha da equacdo (III.72), a

equagdo (III.135) torna-se:

1 3 uH _ 8 (pgnady) _

{E . (0, Av) +E. (n. A guad u)] d' , VveHeVueHo (IIL.136)
Tkf f f N

Se for édotado:

DAY = -n. A gad u , em I'ee (III.137)

o termo de contorno de (III.133) sera nulo, isto é:
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J L; [noty . notH] + v . g—%g]dn - J grad u . §£E§ﬁ§9fl d@ = 0 (III.138)
ar o

A equagdo (III.137) deve ser forgada sobre a definigdo das classes de
fungdes ¥, Ho e Ho, para que (III.138) seja verificada. Seja o par {u,v}.

Sejam H-Ho e Ho-Ho as classes dos pares {u,v} definidas por:
H-#Ho = { {u,v} : ueH; ve Ho ; Do A Y =D A gruad u, em I'kee }  (III.139)
Ho-Ho = { {u,v} : u e Ho; v € Ho ; DAY= -ng A‘q.luld, u em TI'ke} (III.140)
Utilizando estas definigdes, a forma fraca do problema torna-se: determinar

{y , H} = {y(x,t) , H(x,t)}, tais que, para cada instante de tempo t, Ostst
{y , H € H-Ho, satisfaz: "

f’

| [l[naﬁgluuﬂl + X.Q—Eg]dn - gradu . 8 ugnadyp) dQ = 0, V {u,v} € Ho-Ho
0e \T at O at —

(ITI.141)

A aproximacdo por elementos finitos da equacdo (III.141) ¢é feita
utilizando-se elementos de aresta em Qf e elementos nodais em k. Para
verificar que a condigdo (II1.137) é satisfeita no dominio discretizado,

toma-se a fungfo de interpolacgféo nodal associada ao nd 8,785,787 1 da figura
II11.4 (Dhatt & Touzot, 1984):

u = (1+sl)(1+s2)(1+s3) (III.142)

0}

Utilizando a regra da derivagio em cadeia, obtém-se:

grad u =

1

1w
Q

55 Pwd s; (III.143)
1 i

Sobre a face SS=1’ o vetor normal n tem a diregdo de guwd s Portanto, o

3
produto vetorial de grad u com n nesta face preserva somente os componentes em

grad s, e grad S5 isto é:
grad u An = { %(1+52)(1+S3) grad s, * %(1+sl)(1+33) grad s, ] ANn =

Yy * ¥, ) An (III.144)
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Nesta equacéo foi utilizada a definicio de 2 (II1.123) e uma definicgéo

equivalente para a fungéo ¥2’
arestas terminam no né s, = S, = 845 = 1. A definicgédo de Yi d4 um sentido as

arestas. Arestas comegando em um né aparecem com sinal negativo.

associada a aresta 2 (Fig. III.4). Estas duas

Conseqiientemente, os graus de liberdade associados as arestas situadas sobre
[tk podem ser condensados fazendo-os iguais a diferenga entre os graus de

liberdade nodais que limitam a aresta, isto é:

(III.145)
onde 0 nd a ¢ o né inicial da aresta i e o né b o seu ndé final.

Observagdes:

1. O acoplamento entre Qf e Q) pode ser efetuado de forma semelhante
(Morinais et al., 1990). Ser4 gerado um termo adicional no lado direito
de (III.141) igual a:

[ u 9Ko Hs o (III.146)
£
I'rj

Além disto, h.1 sera dado por:

b

hi = ¢b - ¢a + J Hs . t dl (II1.147)
a

2. Bossavit & Vérité (1982, 1983) também utilizaram o potencial escalar

reduzido em Qj. Porém, ao invés de usarem o método de elementos finitos

nesta regifo, usaram o método de elementos de contorno, estendendo a

fronteira do problema até o infinito.

3. Esta formulagfo também apresenta o problema de potencial escalar ndo
Unico se a regifio Qf for multiplamente conexa. Novamente, a solugdo para
este problema é a imposigiio de cortes de modo a tornar Qr simplesmente
conexa (Vérité, 1987).

4. Depois do trabalho pioneiro de Bossavit & Vérité (1982), varios autores




106

usaram elementos de aresta em outras situagdes: Mur & Hoop (1985)
apresentaram novos elementos, nos quais o valor das variaveis sobre as
arestas ndo é constante, mas uma aproximacdo de 1a ordem. Com isto,
conseguiram erros menores do que com os elementos propostos por Nedelec.

Bossavit (1885) mostrou que a utilizacfio de elementos de aresta na
formulagdo com o potencial vetor modificado A* (segdo I11I1.2.3) permite a
descontinuidade do componente normal de Ai‘E nas superficies de
descontihuidade de o, retirando a principal restrigfio a utilizacso desta
formulagédo, além de produzir uma formulacgéo dual a formulagéo H.

Barton & Cendes (1987) utilizaram elementos de aresta e o potencial
vetor magnético para o calculo magnetostatico tridimensional.

Albanese & Rubinacci (1988, 1990(a) e (b)) utilizaram elementos de
aresta associados ao método T-Q, gerando um método semelhante ao método
H (pois T e H sdo idénticos, a menos de grad Q). Neste caso, T é
interpolado pélas fungdes de aresta e Q pelas funcgdes nodais. Eles
utilizaram o calibre T.w = O, onde w é um vetor arbitrario que n3o
possui linhas de campo fechadas (Carpenter, 1977; Brown, 1982), podendo
ser escolhido na diregéo das arestas de que formam uma Arvore na malha
de Qf. Com isto, os graus de liberdade associados a esta Aarvore sio
eliminados (Albanese & Rubinacci, 1990(c)). A principal vantagem deste
método em relagdo a formulagio de Bossavit & Vérité (1982) é que ela
pode ser utilizada também para o calculo do problema magnetostatico,
além de hé.o necessitar do cadlculo de Hs (Albanese & Rubinacci, 1980(c)).
Albanese & Rubinacci também utilizaram os elementos de aresta para o
calculo magnetostatico com o potencial vetor magnético, usando o calibre
A.w=0 (Albanese & Rubinacci, 1990(c)). Com isto, obtiveram uma
formulagio com menos incégnitas do que a formulagiio de Barton & Cendes
(1987). |

Ren et al. (1990) formularam o problema de correntes de Foucault em
termos do campolelétr‘ico E. A dificuldade desta; formulacdo estd no
acoplamento da regido Qf com a regifio Qj, onde se utiliza o potencial
escalar reduzido, pois agora a equagdo (III.147) ndo é mais valida. Ren
et al. (1990) evitaram esta dificuldade adotando o método de elementos
de contorno em Qj. Assim como o método T-Q é semelhante ao método H
quando formulado em termos de elementos de aresta, a formulagdo de Ren
et al. (1990) ¢ semelhante a formulagio A* com elementos de aresta
proposta por Bossavit (1985).

Mur (1980) usou uma formulagiio mista E-H, com o intuito de calcular
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os campos elétrico e magnético com a mesma precisio em problemas
eletromagnéticos contendo meios com propriedades constitutivas
extremamente variaveis, como o corpo humano ou o solo terrestre. 0 seu
método usa elementos de aresta nas regides de variacdo acentuada das
propriedades constitutivas e elementos nodais nas demais regides (Mur,
1988).

Kanayama et al. (1990) utilizaram o campo magnético H para efetuar 6
cadlculo magnetostatico. Neste caso, como o termo em derivada temporai'da
equagdo (III.116) ¢ nulo, ¢é necessario impor a condicio din B = 0
através do uso de multiplicadores de Lagrange, gerando uma formulagio
mista.

Finalmente, Bossavit (1983) aplicou os elementos de aresta nos
problemas de propagagdo de ondas eletromagnéticas e mostrou que, com
isto, evita-se o problema de "modos espurios" que aparece quando se

utilizam elementos nodais (Bossavit, 1990).

II1.S Comparagéo entre as formulagdes para o problema de correntes de Foucault

Nas seg¢les anteriores foraﬁ apresentadas as principais formulagdes
matematicas para a solugfio do problema de calculo de correntes de Foucault
tridimensionais: o método A-V com calibre de Coulomb (A-V:C), o método A-V-¢-y
com calibre de Coulomb (A-V-¢-y:C) e de Lorentz (A-V-¢-y:L), o método
A-V-A-¢-y com calibre de Coulomb (A-V-A-¢-y:C), o método A*—¢—w que possui
calibre implicito (A*—d)—w), o método do potencial vetor coxﬂ 2 componentes
(A2~¢—¢), o método T-Q com calibre de Coulomb (T-Q:C) e o método H com
elementos de aresta (H-¢-y).

Na ' tabela III.1 s&o sintetizadas as principais caracteristicas destes

métodos. As colunas indicam:

a) O numero de incégnitas por né em cada regifio, com a divisio do problema

feita como na Fig. (III.3).

b) Se o método permite a solugdo de problemas onde ocorre descontinuidade

das caracteristicas constitutivas dentro de cada regido.

c) Se o método permite a variagdo continua das caracteristicas

constitutivas dentro de cada elemento finito.
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d) Se as equagdes resultantes sio simétricas, gerando uma matriz do sistema

também simétrica.

e) Se as condigdes de interface entre as diversas regides s8o implantadas

de maneira simples ou complicada.

TABELA I11.1: METODOS PARA C_ALCULO DE CORRENTES DE FoucauLT 3-D
Incégnitas |Descon-|Variac. |Simet [Cond Qr Regim{Resol
por né tinuid. |[continu| das de mult. jestac|sist.

Método Q) |Q (Qf |QAb | 0o u o u |equac|intrf!|conex adic.
A-V: C 3| 3| 4] 3|{Sim|Sim|{Sim|Sim| Sim N/A | Sim Sim Néo
A-V-¢-y: C 1] 1| 4] 1|/Sim|Sim|Sim|Sim| Sim |[Compl| N&o Sim Nao
A-V-¢-y: L 11 1} 3] 1|Sim|Sim|(Sim|Sim|Depen|Compl| Nzo Sim Sinm
A-V-A-¢-y:C| 1] 1| 4| 3|Sim|{Sim{Sim|Sim| Sim |Compl| Sim Sim Néo
A*—¢—w 1] 1| 3| 1|Ndo |Sim|Sim|{Sim| Sim |Compl| Nio N&o N&o
A2—¢—w 1] 1| 2| 1|N&o|N&o|Nao |Nao| Nao |[Compl| Nio Sim Sim
T-Q: C 1] 1| 4| 1|Sim|Sim|Sim|Sim| Sim (Simpl| Nao Sim Nao
H-¢-y 1} 14 3] 1|Sim|{Sim|Sim|Sim| Sim ([Simpl| Nio Nao Nao

Obs: N/A = N&o se aplica (A formulacfio é Unica em todo o dominio)
Depen = Depende da aplicacgéio

Compl/Simpl = Complicadas/Simples.

f) Se o método permite o tratamento de regides Qr multiplamente conexas sem

a adogéo de complicadores adicionais (cortes).

g) Se a formulagio permite que se trabalhe no regime permanente estatico,

ou seja, se o problema pode ser calculado com freqiiéncia de alimentacéo

nula.

h) Se ¢é necessario resolver-se um sistema de equagdes adicional para

determinar J.

A partir destes dados, efetua-se uma analise comparativa entre os métodos

chegando-se as seguintes conclusdes:

1) O método A-V tem somente valor didatico e histérico, pois o numero de

graus de liberdade por né é tdo alto que sua implementacdio pratica sé



2)

3)

4)

5)
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pode ser feita em computadores de grande porte.

Os métodos A—V—¢4w com calibre de Coulomb e o método T-Q disputam uma
mesma faixa de aplicagSes. O numero de incégnitas por né é o mesmo.
Ambos permitem descontinuidades da permeabilidade magnética e da
condutividade elétrica. O método T-Q tem como vantagem o fato de que as
condigdes de interface entre as regides condutoras e nio condutoras sio
impostas de forma simples e direta. Por outro lado, alguns autores
observaram erros de cancelamento em regides condutoras de alta
permeabilidade magnética quando se utiliza este método (Preston & Reece,
1982; Deshmukh & Mukherji, 1887), embora outros afirmem que estes erros
ndo s&o significativos (Nakata et al., 1990(b)). Além disto, o
tratamento de regides multiplamente conexas ¢ mais simples com o método

A-V-¢-y (gerando-se o método A-V-A-¢-y) do que com o método T-Q.

Uma comparagéo entre os métodos A-V-¢-¢ com calibres de Coulomb e de
Lorentz mostra que a grande diferenga entre eles se deve ao fato de que
o método com calibre de Lorentz necessita de apenas 3 incégnitas por né
em Qf. Porém, se for necessario o calculo das densidades de corrente,
sera 'preciso resolver um vsistema de equagles adicional para a
determinagéo de V em Qr. Além disto, se houver variaciio da condutividade
dentro dos elementos finitos, o sistema de equacgdes resultante do método

com calibre de Lorentz nio sera simétrico.

O método A*—¢—w tem aplicagdes particulares. Ele tem o mesmo numero de
incégnitas que o método A-V-y-¢ com calibre de Lorentz, porém nio
necessita da resolucdo de um sistema de equagdes adicional para a
determinag@o de J. Além disto, permite a variacgfio continua de o mantendo
a simetria das equagdes. Por outro lado, ele nio permite a existéncia de
descontinuidade de o dentro de Qf nem pode trabalhar com faixas de
freqliéncia muito baixas, porque ndo se reduz corretamente ao regime

permanente estatico.

A utilizag@o do potencial vetor com dois componentes é indicada para os
casos em que os meios sejam lineares e homogéneos nas regides onde
circulam correntes de Foucault. Nestes casos ele é o método que
apresenta o numero minimo de incégnitas por né em Qf. Porém, o sistema

de equagdes ndo é simétrico e, para a determinagdo das densidades de



110

corrente, é necessario solucionar um sistema de equagdes adicional.

6) O método H emprega elementos de. aresta, técnica que ¢é ainda
relativamente nova  dentro do dominio de célculo de campos
eletromagnéticos. Esta é a sua principal desvantagem, pois a sua
utilizagdo. gera a necessidade de modificagdes substanciais nos programas
de calculc de campo por elementos finitos baseados em elementos nodais.
Por outro lado, as suas vanfagens sdo grandes: o campo magnético é
calculado diretamente, sem a necessidade de diferenciacgido de potenciais;
possui apenas trés incégnitas nas regides condutoras e permite, sem a
resolucéo de um sistema de equagdes adicional, que o e p tenham variacio
qualquer. Além disto, o seu acoplamento com o método de elementos de

« contorno é muito simples. Por isto, este é um método que esta recebendo

a atengéo de inumeros grupos de pesquisa no mundo.

Estas conclusdes reforgam o que foi dito na introducio do capitulo. N3o
existe um método que seja melhor que os outros em todas as condigdes. Cada
método tem as suas caracteristicas e sfo as particularidades do problema a ser

resolvido que indicar&o o melhor método.
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CAP{TULO IV CALCULO DO AQUECIMENTO

IV;l Introducéo

O problema acoplado termo-eletromagnético é de grande relevancia para um
projetista de equipamentos em Engenharia Elétricé. A capacidade de gerar,
transmitir ou transformar poténcia dos equipamentos elétricos esta limitada
por sua capacidade de refrigeragédo, isto é, pela possibilidade de transmissio
para o meio ambiente das perdas ocorridas internamente por efeitos
eletromagnéticos. Uma andlise do aquecimento deve ser -feita para evitar
condigdes que possam causar super-aquecimento e avaria dos equipamentos.

Um problema termo-eletromagnético importante & o problema de-aquecimento
indutivo. O calculo deste problema em duas dimensdes foi tratado por varios
autores utilizando diferencas finifas (Gibson, 1976) e elementos finitos
(Lavers, 1983; Bleuvin, 1984; Massé et al., 1985; Baudon et al., 1985). Vérité
et al. (1989) apresentaram um método para o calculo do problema de aquecimento
indutivo 3-D acoplando o programa TRIFOU, que usa o método H para o calculo
das correntes induzidas (Bossavit & Vérité, 1983) com um programa térmico.
Porém, o método de Vérité et al. (19839) ndo pode ser utilizado nas
proximidades do ponto de Curie, pois nfo prevé o tratamento das ndo
linearidades associadas a este ponto.

Neste capitulo apresenta-se um novo método para o célculo do problema de
aquecimento 1indutivo 3-D que prevé o tratamento das nfo linearidades
associadas as caracteristicas dos materiais e & passagem pelo ponto de Curie.
Inicialmente, s&@o revistos os principios basicos da transferéncia de calor e
as equagbes que regem este fendmeno. A seguir, apresentam-se as justificativas

para a.escolha do modelo utilizado. O método de calculo é, entdo, apresentado.

IV.2. Fundamentos da transmissfo de calor

A transmissiio de calor pode ser definida como a ciéncia que estuda a
transferéncia de energia sob a forma térmica entre duas regides que nso
estejam a uma mesma temperatura.

Existem trés maneiras distintas através das quais se processa a transmissio

de calor: condugdo, radiagfio e convecgédo. O mecanismo basico de cada uma delas

¢ apresentado a seguir.

IV.2.1 Transferéncia de calor por conducio
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A condugdo é um processo pelo qual o calor flui dentro de um meio (sélido,
liquido ou gasoso) ou enfre meios ‘diferentes em contato fisico.

O mecanismo da condugfio de calor pode ser explicédo de forma relativamente
simples: de acordo com a teoria cinética, a temperatura de um elemento de
matéria é ©proporcional a energia cinética média de suas moléculas
constituintes (Kreith, 1973). Quando as moléculas em uma regifio adquirem uma
energia cinética média maior do que a da regifio adjacente (o que é manifestado
por uma diferenga de temperatura), as moléculas possuidoras de maior energia
transmitirdo parte dela para as molécuias da regido de temperatura mais baixa.

Nos gases e nos liquidos, a transferéncia de calor tem lugar pelo impacto
entre moléculas. Nos sélidos, a energia_é conduzida de duas maneiras: vibragao
da estrutura do material e transporte por elétrons livres. O transporte por
elétréns livres é o meio mais efetivo e, por esta razdo, os bons condutores
elétricos s@o, quase sempre, bons condutores de calor, enquanto os isolantes

-elétricos s@o, geralmente, bons isolanteé térmicos (ver, por exemplo, Holman,

1883).

A equag@o basica que descreve a condugdo unidimensional de calor é a lei de

Fourier:

q_= -kS 5= | (Iv.1)
onde:

q - Taxa de transferéncia de calor através da supefficié S (W);

S - Area através da qual ocorre a transferéncia de calor (mz);

k - Condutividade térmica do material (W/(m.°C));

T - Temperatura (°C);
n

- Diregao normal a S.

A equagdo que descreve a condugdo tridimensional de calor é (Holman, 1983):

¢ %1 dis(-k grad T) = g (IV.2)

Q] @

onde: _
¢ - Capacidade térmica do material (J/(m3 °c).

q - Calor gerado por unidade de volume (W/m°).

IV.2.2. Transferéncia de calor por convecgio

Se uma particula de um fluido (liquido ou gas) tiver contato com uma

superficie aquecida, ela sera aquecida por condugio. Assim, pode-se calcular o
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calor transferido a esta particula, utilizando-se a equagdo (IV.1):

q = -ks ‘;—T (1IV.3)

Esta particula, ao se aquecer, vai dilatar, tornando-se menos densa. Assim,
afastar-se-a4 da superficie quente, fazendo com que uma particula mais densa -
portanto mais fria - aproxime-se da superficie, propiciando um movimento de
particulas denominado de correntes de convecgio. Esta convecgdo, unicamente
comandada pela diferenca de densidade de particulas, é chamada convecgso livre
ou convecgao natural.

Em outros casos, onde existe circulagio forgada do fluido, utilizando, por
exemplo, ventiladores, tem-se a chamada convecgdo forgada.

O efeito global da convecgio pode ser expresso através da lei de Newton do
resfriamento: '

qs= hS(Tp - Tw) (IV.4)
onde:

h - Coeficiente de transferéncia de calor por convecgio (W/mz.oc)'

»

Tp- Temperatura da parede que estd em contato com o fluido (°C);

To- Temperatura do fluido em um ponto suficientemente distante da parede.

~

Associando-se as equagdes (IV.3) e (IV.4), obtém-se:

~
I @
|

= -h(Tp - Tw) (IV.5)

Q@
(=]

O parédmetro h n3o ¢é, normalmente, facilmente calculavel. Para alguns
sistemas, € possivel o calculo analitico de h. Para situacdes complexas, a
determinagdo é experimental ou numérica. Pode-se afirmar (Holman, 1983) que
este parametro apresenta dependéncia da viscosidade do fluido, de sua
condutividade térmica, calor especifico, densidade e velocidade, além de

depender, também, da geometria da superficie do sélido.

IV.2.3. Transferéncia de calor por radiacgio

Para que ocorra a transmissfo de calor por conducdo e convecgio é preciso
que haja a participagdo de um meio material entre as fontes quentes e frias.
Todavia, pode haver transmissfio de calor no vacuo, associada a uma outra forma

de transmissdo de calor, bem diferente das duas anteriores: trata-se da
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radiagdo térmica.

Todo corpo em uma temperatura diferente do zero absoluto emite radiagdes
eletromagnéticas que, ao atravessarem um meio que lhes seja transparente,
prosseguirao sem nenhuma alteragdo de trajetéria. Porém, estas radiagdes, ao
colidirem com um meio que lhes seja opaco, serfo em parte absorvidas e em
parte refletidas pelo meio. Com isto, uma parcela da energia radiante da onda
serd transformada em energia térmica, aquecendo o meio opaco.

Define-se um irradiador ideal, ou corpo negro, como um corpo que absorve
toda a radiagio incidente sobre ele. Uma relagido quantitativa entre a
temperatura e a poténcia emissiva de um corpo negro foi obtida pelo fisico
austriaco Stefan, em 1879. Esta lei foi deduzida posteriormente, através de
consideragdes termodinamicas, por Boltzmann, gerando a equacio conhecida como

lei de Stefan-Boltzmann (Kreith, 1973):

E = SyT* (IV.6)

onde:
En - Poténcia irradiada pelo corpo negro;

¥ - Constante de Stefan-Boltzmann, y = 5.663 . 10 ° W/(m® °k*

)
Nesta equag@o a temperatura é expressa em graus Kelvin.

Quando dois corpos negros trocam calor por radiacio, a troca liQuida de
calor é proporcional a diferenga de temperatura na poténcia 4. Assim, sendo Ti
a temperatura do corpo negro emissor 1 e T2 a temperatura do corpo negro que

envolve completamente o corpo 1, tem-se:
.

q, = ¥S(T1* - T2Y (IV.7)

Os corpos reais ndo preenchem as especificagdes de um irradiador ideal,
emitindo radiagdo a uma taxa menor do que a dos corpos negros. Se eles emitem,
a uma temperatura igual & do corpo negro, uma fracdo constante da emissdo do
corpo negro a cada comprimento de onda, eles sfo chamados de corpos cinzas. A
razédo de transmissfo de calor liquida de um corpo cinza a temperatura Ti, para

um corpo negro envolvente, a temperatura T2, é:

q, = erS(T:* - T2*) (1V.8)
onde:
€ - Emissividade da superficie cinza: Razfo entre a emissio da superficie

'Y
cinza e a emissdo do corpo negro i mesma temperatura.
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As emissividades das substéncias variam com a natureza do material, a

temperatura e o acabamento da superficie (Araujo, 1978).

IV.2.4. Transferéncia de calor em um corpo metalico envolvido pelo ar: Equacdo

basica e condigdes de contorno

Dentro de um corpo metalico, o mecanismo de transferéncia de calor é,

basicamente, a condugfio. Portanto, tem-se a equagio (IV.2)

@

c 5—% + din(-k grad T) = q (1v.9)

Na superficie do corpo, ocorrerio transferéncias de calor por convecgéo e
por radiag8o. Portanto, levando-se em conta as equagdes (IV.1), (IV.4) e
(IV.8), obtém-se:

-k g-— = h(T - Ta) + ey(T* - TA) (IV.10)

1=

onde:
Ta - Temperatura ambiente.

O segundo termo do segundo membro da equaciio (IV.10) é, normalmente, muito
pequeno. Somente se a temperatura T for muito maior que Ta o seu valor sera
comparavel ao termo convectivo.

Em algumas situagdes especiais - notadamente sobre os planos de simetria -
ndo existem trocas de calor através da fronteira. Nestes casos, tem—-se uma

condigdo de Neumann homogénea:

e

@] ®

=l
I
o

(IV.11)

Outra condigio de contorno basica é a condigcdo de” Dirichlet, que aparece

quando uma superficie é mantida em temperatura fixa, isto é:

T = To (1v.12)

IV.3 Variag&o das propriedades constitutivas com a temperatura

A Fig. IV.1 apresenta a variagio dos parametros de um material utilizado em

aquecimento indutivo (Massé et al., 1985).

Pode-se notar wuma variagiio forte das caracteristicas do material
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(principalmente da capacidade térmica, c¢) na vizinhanga do ponto de Curie do

material ( neste caso, 760° C). Uma maneira simples de representar estas

variagdes é apresentada por Bleuvin (1984):

1.

Resistividade elétrica (R.m):
p(T) = po(1 + Bo T) , para T = Tc
p(T) = p1(1 + B1 T) , para T = Tc (1v.12)
onde Tc ¢ a temperatura de Curie. Para o material da Fig. IV.1, tem-se:
p(T) = 13.75 X 10 S(1 + 0.004T) para T = 760 °C
p(T) = 31.56 X 10 °(1 + 0.001T) para T > 760 °C
60 —
—\\\\\\\“--_________-__ Condutividade termica
40 H l i ] i l T
- l i
x10-6 !
0.75—
o.soé’//
O.25—§ Resistividade eletrics
0.00-3 x I : 1 : ] : i : |
1
4
i Beta
i i | ! i i i
X107 ‘
.3
2_3 4//n\\\‘Capacidade termica
1
=
0=

11 7 1 - T '-r‘_ - “f T T l
800 100C 1200

Temperatura (C)

n
oO—
o
H
O—
o

()]

o

o

Fig IV.1. Variagdo das propriedades constitutivas de um material utilizado em
aquecimento indutivo. “
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Condutividade térmica (W/(m.°C))

K(T) = Ko + K1 e (1/TK) (IV.13)

Para o material da Fig. IV.1 tem-se:

K(T) = 40 + 30 e (1/250)
Permeabilidade magnética

p (T) = u(0) B(T) (IV. 14a)

onde u(0) é o valor da permeabilidade magnética a temperatura de O °c

(uma fung&o apenas das condigdes magnéticas do problema), e B(T) é a

fungio:
BT) = 1 - T T/ (1V. 14b)
Observe-se que se
n(T) < po
adota-se
p(T) = ‘po

Para o material da Fig. IV.1:

B(T) = 1 - ¢(T-760)/150

A capacidade térmica (c) tem modelamento mais complexo. Para facilitar o
tratamento numérico, supde-se que a sua curva seja regular e simétrica

em relagéo a temperatura de Curie. Com isto, uma curva de Gauss pode ser

adotada (Bleuvin, 1984):

2
£ _ (T-Te)

=2

c = e 2 Sig + . co (IV.15)

Sig v 2n |
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onde:

Tec - Temperatura de Curie

co - Capacidade térmica a 0 °C

'3 - Energia por unidade de volume necessaria para atravessar o ponto

de Curie

Sig - Parametro que permite variar a abertura da curva em torno do ponto

de Curie

A curva (a) da Fig. (IV.2) foi obtida com: £ = 9.4 X 10° J/n°; Sig =

20°C; Tc = 760 °C; co = 4.88 X 10° J/(m3 °C). Na curva (b) modifica-se

somente Sig, que torna-se igual a 5 °c.

X107
8— \
W/m/ C) ' \
[ ]
- ]
]
Iy
§]
56— I
]
LK}
1
1 | Sig = 5
it
I
4 — h
]
[
1
- i
1
[}
2——.
[
[
i1\ Sig = 20
1 I
[
0 | l | ] 1 l | l 1 1
200 400 600 800 1000 1200

Temperaturs (C)
Figura 1V.2 Represénﬁaqéo ‘dé variagao da capacidade térmica com a
temperatura.
Cgm isto consegue-se modelar variagdes mais bruscas da capacidade
térmica em torno do ponto de Curie, mantendo a mesma energia necessaria

para ultrapassar este ponto.
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5. 0O coeficiente de transferéncia de calor por convecgdo (h) e a
emissividade da superficie <cinza (e¢) s#o considerados constantes

independentes da temperatura.

IV.4. A forma fraca do problema térmico: acoplamento termo-eletromagnético

Seja o calculo do transitério térmico gerado pelas correntes de Foucault em
um problema como o da Fig. III.1. Supde-se, neste caso, que o problema térmico
est4d limitado & regido Qf e que as condigdes de contorno sio de
convecgao/radiagéo (IV.10) ou, nos planos de simetria, condigdes de Neumann
homogéneas (IV.11). A classe das funcdes de teste é Hl(Qf). As fungdes
admissiveis, a cada instante de tempo t, OStStf, também pertencem a Hl(Qf).
Seja o residuo associado A equacdio (IV.9):

(o))

rp = ¢ 2T+ dis(k grad T) -q = 0 (IV.18)

@

Efetuando-se o produto escalar deste residuo com as fungdes de teste u e

integrando-se por partes, obtém-se:

J uc g_f daQ + [ K gudu. gwad T dQ + [ -k é}—- = J u q dQ
Qr Qr . Qs Qr

=14

, Vuenl(a) (1v.17)

Substituindo-se as condig¢des de contorno (IV.10), obtém-se:

J uc g—% dQ + J kgudu. gwd T dQ + [ h(T - Ta) udl +
Qf Qr aQr
+ [ ey(T* - Td) wdar = [ u q dQ Vue Hl(Qf) (Iv.18)
aQs Qr '

Para se efetuar o acoplamento desta equagio com as equagdes eletromagnéticas,

os seguintes fatos devem ser considerados:

1. @ é a poténcia dissipada por unidade de volume pelas correntes de

Foucault, isto é:
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qa = pl Ju? (IV.19)

Portanto, a solugdo do problema térmico depende da solugédo do problema
eletromagnético. Por outro lado, como visto na secdo IV.>3, a
resistividade elétfica e a per‘meabiiidade magnética dependem da
temperatura, ou seja, a solugdo do problema eletromagnético depende da

solugéo do problema térmico.

O sistema elétrico e o térmico tém constantes de tempo completamente
diferentes. A constante de tempo térmica é, normalmente, varias vezes
superior a constante de tempo elétrica. Para que a equagdo de
transmiss@o de calor possa ser integrada utilizando um intervalo At
compativel com a constante de tempo térmica, ¢ necessario que a parte
eletromagnética do problema seja representada por seu regime permanente
senoidal. Se esta aproximagdo nfio fosse adotada, seria preciso utilizar
tempos de integragdo compativeis com as constantes de tempo
eletromagnéticas, e o processo de cdalculo se tornaria muito pesado.
Lavers et al. (1985) comprovaram que, ao se adotar uma aproximagso
senoidal para um caso de aquecimento unidimensional por correntes de
Foucault, n8o se cometem erros apreciaveis em relaciio aos valores
previstos pela integragio numérica das equagdes eletromagnéticas. Desta
forma, os operadores g—t das equagdes eletromagnéticas s&o processados

como jw, onde w é a freqliéncia angular (rd/s) do campo eletromagnético.

Como a distribuigdio espacial da temperatura é continua, o e u também
terdo variagdo continua (se houver um uUnico material na regiao portadora
de correntes de Foucault).Portanto, a formulagdo a ser adotada para o
problema eletromagnético deve permitir a variacsio continua de o e .
Este fato elimina a possibilidade de utilizagiio do método A com dois
componentes, pois este ndo permite esta variagio, e do método A-V-¢-y
com calibre de Lorentz, que produz matrizes nfo simétricas quando existe

variacdo de o dentro dos elementos.

O resultado de maior interesse no calculo eletromagnético é a densidade
de poténcia gerada pelas correntes de Foucault, pois é ela que gera o

aquecimento. Quando se utiliza o potencial vetor T ou o campo magnético
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H como variadveis base, a densidade de corrente J é obtida calculando-se
o0 not destas variaveis, ou seja, é preciso efetuar a diferenciagdo das
variaveis, o que traz como conseqiiéncia a perda de precisfo do calculo.
Por outro lado, quando se utiliza o potencial vetor A, a densidade de

corrente, no regime permanente senoidal, é dada por:

J = -jue ( A+ grad V) (IV.20)

Neste caso, grad V nfio possui a mesma precisio de A, o que também gera
*
imprecis&o. Quando se utiliza o potencial vetor modificado A a

densidade de corrente é:

*
J = -jwr A (Iv.21)

*
isto ¢, J é obtida diretamente de A, sem nenhum tipo de diferenciagio

incluido. Isto implica que a precisfio do calculo de J deve ser maior

neste caso.

S. As pegas a serem aquecidas s#o, normalmente, compostas por um material
Unico. Com 1isto, ndo existe o problema de descontinuidade da

condutividade dentro da regiso Qr.

6. A freqiiéncia de trabalho no aquecimento indutivo & freqiientemente a
industrial, isto é, 60 Hz, ou uma freqiiéncia superior a esta. Portanto,

ndo é preciso que o regime permanente estatico seja calculavel pelo

método escolhido.

Utilizando a tabela III.1 e as observagdes acima, conclui-se que o método
com menor numero de varidveis e que melhor se adapta as caracteristicas deste
problema é o A* -Y-¢.

Escolhido o método para a representaciio da parcela eletromagnética do

problema, utilizam-se as equagdes I111.62, III.63 e III.66 para definir ®, Ho e

El(Qf) e define-se Ho por:
o = {w: we Hl(Qf); nAw=0enTir; n. w=0 em I'z¢ } (1v.22)

* *
Assim, a forma fraca do problema acoplado é: Determinar A = A (x,t), {¢y , ¢}

E 3
= {yx,t),o(x,t)} e T = T(x,t), tais que, para cada instante t, Oststf, A €
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Ho, {y,¢} e HeTe Hl(Qf), satisfazem:

‘l'uc—g—de+J(kqnadu.qnadeQ+J‘ h(T - Ta) u dI' +
Qf : Qr : aQs
: *
+ J ey(T* - Td) udr = J uow® A 240 , VueHDX0) (IV.232)
anr ' Qr

. * %
J Vawltyv . natA + jwov . A dQ = [ v . (gj A (-grad¢ + Hs))dr
: Fir

+ J v . (gk A (-grady) dr , Y veH (IV.23b)

—[ ‘uo grad(u). gradg dQ [ K guwd(u).grady dQ =

Qj : 1913
¥*
- [ uo(Hs.gj) udr - J A . (gj A guad u) dr , YueHo (IV.23c)
Frjulr2jul'r j I'exul's j

IV.5 A semidiscretizagido por elementos finitos

Utilizando o método de elementos finitos, pode-se discretizar,

espacialmente, a forma fraca (IV.23), fazendo-se:

f
™k, t) =

-1z

N, (x) T, (t) (IV.24)
X i i .

i=1
onde x s&o as coordenadas espaciais, Ni sa0 as fungdes de interpolagio nodais
do método de elementos finitos e Ti(t) sdo os valores nodais das temperaturas

no instante de tempo t. Derivando em relagio ao tempo, obtém-se:

@

N T :
T = Z N, (x) Fri (IV.25)

@

*
Definigdes semelhantes a (IV.24) podem ser adotadas para ¢ e y. Para A,
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tem-se:

A (x,t) N, (x) A (t) (IV.26)

1]
-1z

i=1

onde Ni sdo as fung®es de interpolagfo vetoriais (Eq. II.63).

O termo de contorno em (IV.23a) pode ser expresso por:
¢p = [ u (hT + €7T4) ar - J u(hTa + ezTé) dar
a0s 151913

1 X . . . s
O termo em T pode ser linearizado através do desenvolvimento em série de

Taylor em torno de um ponto de funcionamento T , gerando:
op * J u hT + uleyT® + 4e9T3(T-T )] dr - ( u(hTa + £9Ta) dr
aQ p p P 8
isto é:
or ® J u (h + 4eyT3) T dr - J ul3eyT ] dr —J u(hTa + eyTa) dI
aQs P aQr 8

Com estas aproximagdes, as equagles a seguir sfo obtidas. Elas sio
denominadas forma semi-discreta do problema (IV.23) porque estdo discretizadas

espacialmente, mas formam um sistema de equagbes continuo em relagio ao tempo:

C1T + (KIT = £A,T) (1V.27a)
(K 1+jwlC 1 [K . .] A £
K _1+jwlC 1S T
2 ? e | = (IV.27b)
(K2, Ky | |0 £,
onde:
C. = J c N, N, dQ (IV.27c)
ij g 1

K, . = k grad N, . grad N, dQ + (h + 4e3T2) N, N _dI'  (IV.27d)
ij Qr i J p 1 J

Qs
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* 4 4 2 * 2
f.(A,T) = N.[3eyT  + hTa + eyTa) dI + N, cw A 49 (IV.27e)
- s * P Q !

< J v [nat N.1T [ratN ] d@ (IV.27f)
a Or 1 J

C ¢ definido pela equagdo (III.81b), K ela equagdo (III.81f), K
aa P quag ayg P quag "

equagdo (III.81g), fa pela equagdo (III.81h) e fW¢ pela equagdo (III.811i).

pela

IV.6. A discretizacdo temporal

IV.6.1. Conceitos basicos: o algoritmo

O sistema de equagSes (IV.27) é um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias ndo lineares de 1% ordem. A forma mais o6bvia de solucso deste
sistema, sob o ponto de vista matematico, é a resolucdo global de (IV.27) como
um Unico sistema de equagdes (Molfino & Repetto, 1990). Porém, esta solugéo
exige uso intensivo de recursos computacionais e sé é Justificavel se nio
existir outra alternativa.

Um esquema alternativo consta da resolucio separada dos dois sistemas em
cada passo da integragdo temporal (Bastos et al., 1990; Molfino & Repetto,

1990). Este esquema parte da equagéo (IV.27), representada abaixo de maneira

condensada.:

,T) (IV.28a)
= f ' (IV.28b)

onde ye ¢ o vetor de variaveis eletromagnéticas, ge e ge sédo a matriz e o
vetor do segundo membro do sistema (IV.27b). Considere-se que num instante de
tempo ti qualquer sio conhecidos os valores de Ii = T(t1) e vi= ye(ti). Neste
trabalho utiliza-se o método @ para prever o valor de Ii+ = T(t1 + At). A

deducgdo das equéqées do método 6 é efetuada escrevendo-se a equacdo (IV.28a)

no instante

t = ti + 0 At (1vV.29)

com 0=6=1. Para isto, sejam as aproximagdes:
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o il I ] (IV.30)
° = T(t,) =~ (1-e)T' + o TM*! (IV.31)
Def inem-se:
(c1® = et ; k1 = (kar® v?=v.a® ;£ =20y ®
Entdo, no instante'te, (Iv.28a) fornece:
e’ t -1t 1 s 1 raeert v e it = £° (1v.32)
Rearranjando, obtém-se:
[[919 + 0 At [519] mr-r = - o
ou
[[g]e + 0 At [1519] d = £ - P (1v.33)
0 algoritmo basico do método é:
1. Calcule gi pela equagdo (IV.33)
2. Calcule Ii+1 usando
T ol st At (IV.34)

Observe que este algoritmo s6 funciona para o caso linear, onde as matrizes e
. i x .

vetores necessarios ao calculo de a sfo constantes. Para o caso ndo linear, o

algoritmo pode ser refinado incluindo uma fase de previsdao dos valores de

‘e i+ .
11 1, posterior calculo das matrizes, e correcao dos valores de Il 1, ou seja:

: . . q-1 o
1. g; = [[g]l + 0 At [511] [f_" - (kI f] (IV.35a)
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i+1 i i

2. T =1t 4 ol At (IV.35b)

3. 1% = (1-e)r! + o it . ‘ (IV.35¢c)

4. calcule [c1® , (k19 , £° (IV.35d)
i ¢} . o1} i

5. ol = [[g] + 6 At [K] ] [f - kP f] (1V. 35¢)

6. T o ol o4 ol At | (1V. 35¢)

Observe que os passos de 3 a 6 s#io repetidos até que haja convergéncia para o
valor de 1i+1. Este método ¢é também conhecido como método de Euler
semi-implicito (Dhatt & Touzot, 1984) e é incondicionalmente estavel para 0.5
=90 = 1.

Se 6 = 0, tem-se o método de Euler explicito, que tem precisdo de ordem
O(At) (Bathe, 1982). A principal caracteristica deste método é que as matrizes
e vetores utilizados no calculo de gi no passo 5 do algoritmo sio calculados
no tempo ti, ou seja, sfo calculados com valores de Ii e !i conhecidos.
Portanto, pode-se eliminar a fase de previsio e o calculo iterativo do
algoritmo (IV.35). A sua desvantagem é ser condicionalmente estavel,visto é,
existe um valor maximo de passo de integracdo, dependente de [C] e [K], acima
do qual o problema é instavel.

Se 8 = 1, tem-se o método de Euler implicito, que também tem precisido de
O(At). A sua desvantagem em relaciio ao método explicito é que as matrizes e

vetores do passo 2 do algoritmo sfio calculadas no tempo t = t1 + At, ou seja,

< ~ i+1 i+1 s s = ; .
elas s8o fungdo de T e !e que, a principio, sdo desconhecidos. Por isto,
para um problema n&o linear, os passos de 3 a 6 devem ser resolvidos
. : s o s i+1
iterativamente, até que haja convergéncia no valor de T . A sua vantagem em

relagdo ao método explicito é ser incondicionalmente estavel, isto &, seja
qual for o passo de célculo adotado, o sistema ndo apresenta instabilidade
numérica. A escolha do passo de calculo esta limitada, somente, pela preciséo
a ser obtida.

Se 6 = 1/2 tem-se o método de Crank-Nicholson, de ordem de preciséo Q(Atz)
(Bathe, 1982), também incondicionalmente estavel. A sua desvantagem em relagéo
ao método de Euler implicito é que ele pode apresentar oscilacdes ndo fisicas

na solugdo. Estas oscilagdes ndo aparecem no método de Euler implicito (Dhatt
& Touzot, 1984).
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IV.6.2 Mudanga do passo de integracéo

Através da analise dos termos que s8o desprezados no desenvolvimento em
série de Taylor do sistema de equagdes diferenciais de primeira orden,
Zienkiewicz et al. (1984) obtiveram uma medida aproximada do erro cometido em

cada passo de integragfo. Esta medida é dada por:

i ie1 .
_ (at- atTh) At
e = > (IV.386)

A norma deste -erro pode ser usada como critério para a mudanca do intervalo de
integragdo. Um procedimento razoavel ¢ reduzir (por exemplo a metade) o
intervalo de integragio, se a norma.do erro for maior do que um erro maximo,
€m, pré-estabelecido, e aumenté-la (por exémplo, dobrar) quando a norma do
erro for menor do que uma fragio do erro maximo.

A mudanga do intervalo de integragio pode se usada, também, como estratégia
para evitar o calculo iterativo nfo linear dentro de cada passo de integragio.
Sabendo-se que. a diferenca entre gi e g; é causada pela nfdo linearidade do
problema, o erro associado & solucéo incompleta do problema ndo linear pode

ser calculado, aproximadamente, por (Mesquita & Bastos, 1990(c)):

e = (o' -a)at (1v.37)

Entdo, ao invés de efetuar o calculo iterativo nos passos de 3 a 6 do
algoritmo (IV.35), pode-se fazer uma redugdo do passo de integragdo (a metade)
toda vez que a norma do erro associado a solugdo incompleta do problema nio
linear, Hgnﬁ, se tornar maior do que em. Alem disto, agora, o critério para
aumento de At deve ser verificado nio somente por lie I, mas, também, por HgnH.

—t

IV.7 Algoritmo final para a resolucio do sistema acoplado com passo variavel

Levando-se em conta os argumentos das segSes anteriores, tem-se o seguinte

algoritmo para o calculo do problema acoplado termo-eletromagnético:
Inicio

1. Inicialize o passo de integragfio At, os vetores T e a: T'= T(0) e = 0.



10.

11.

12.

13.

14.

Fim

i
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Calcule o sistema eletromagnético com T = T, determinando yé (Eq.

IV.28b)

Calcule [C]', [KI' e £' (Eq. 1IV.27 c,d,e)

Calcule a; (Eq. IV.35a)

Calcule T'*! (Eq. 1V.35b)

calcule T° (Eq. IV.35¢)

Calcule o sistema eletromagnético com T = IP (Eq. IV.28b)

e

Calcule [C1%, [K1° e £2 (Eq. 1v.27 ¢, d, e)

Calcule a' (Eq. IV.35e)

Calcule | e el e I (Eq. IV.36 e IV.37)

Se |l e I = em, ou H e I 2 em, entéo:

At = At/2
Va4 para o passo 2
Fim se
I1+1 - I1 + E1 At
i =1i+1
t =1t + At
Sell g, Il <eaNeell e Il <eale, entdo:
‘ At = 2*At
Fim se

Se t < tf va para o passo 2

Observacdes:
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Neste algoritmo, Ne é um numero que indica quio pequeno o erro deve ser

para que o intervalo de integragfo possa ser dobrado. Tipicamente, Ne =
4.

Levando-se em conta que as variagdes nas grandezas eletromagnéticas no
sdo muito grandes em cada passo de integragio, o passo 7 do algoritmo

pode ser eliminado, utilizando-se y; para calcular ﬁ?.
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CAPITULO V ASPECTOS COMPUTACIONAIS

V.1 Introducéo

Neste capitulo s&o apresentados alguns aspecfos relativos a implantagio dos
programas computacionais utilizados para resolugsio dos problemas dos Capitulos
II, III e 1IV.

A estrutura simplificada dos programas ¢ apresentada na Segido V.2 e a
estrutura de dados utilizados nestes programas ¢é apresentada na Secao V.3.
Nesta segdo s&o discutidas, também, as técnicas empregadas para o
gerenciamento da utilizacdo da meméria do computador.

Na Segéo V.4 apresenta-se o método de solucio de equagdes lineares adotado,

e na Seg8o V.5 o método de resolugéio de problemas nio lineares.

V.2 Estrutura dos programas

Os programas para calculo de campos eletromagnéticos utilizando o método de
elementos finitos, s&o, normalmente, separados em, no minimo, trés médulos

distintos (Bastos, 1889):

1. Pré-processador: neste médulo, de grande interag@o com o utilizador, ¢
introduzida a geometria do problema. Descrevem-se as caracteristicas dos
materiais magnéticos, a sua distribuigfio, especificam-se as condigdes de
contorho, as fontes de corrente, as éondiqﬁes iniciais, etc. Ainda nesta

etapa, a malha de elementos finitos ¢ gerada por um programa malhador.

2. Processador: neste médulo é efetuado o calculo utilizando o método de

elementos finitos.

3. Pés—proceésador: neste médulo exploram-se os resultados obtidos pelo
processador. Os resultados sfo apresentados de forma grafica (tragado de.
equipotenciais, de campos, etc) ou sob a forma numérica (valores de

campos, fluxos, forgas, indutancias, etc).

No presente trabalho, existem trés médulos processadores distintos: um para

0 problema magnetostatico; outro para o problema de correntes de Foucault e
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outro para o problema acoplado termo-eletromagnético. No entanto, tem-se
médulos pré-processador e pdés-processador uUnicos e utilizaveis pelos 3 médulos
de célculo.

0 médulo pré-processador, por ser o de maior interagfio com o usuario, tem
estrutura na forma de arvore de menus. Desta maneira, a entrada e modificacgéo
de dados é extremamente facilitada, podendo ser efetuada em qualquer sentido,
néo seguindo uma ordem seqiiencial pré-estabelecida pelo programa. Para os
usuarios nfo treinados, existe uma opgio de funcionamento seqliencial, com o
programa comandando a entrada de dados. _

Este médulo gera a malha de elementos finitos para o programa processador.
Esta gerac@o nfo é totalmente automatica, isto ¢, o utilizador deve fornecer
uma série de parametros para auxiliar o gerador.‘ 0O método empregado ¢é
apresentado na tese de mestrado de Raizer, (1987). \

O médulo pré-processador permite, também, a visualizagdo da estrutura
geométrica do problema, através da projegdo da figura em um plano
bidimensional e do tratamento de linhas escondidas. Se houver algum problema,
ele é facilemente detectavel por inspegio visual.

O médulo pés-processador também ¢ estruturado na forma de arvore de menus,
com seqiiéncia de comandos ditada pelo usuario. Neste médulo, além da fungdo de
visualizacéio grafica'de resultados sob a forma de superficies equipotenciais,
tem-se a representagio de grandezas vetoriais (campos, indugdes, densidades de
corrente, etc), a representagio no tempo de uma grandeza sobre um ponto, a
variagéo de uma grandeza, num determinado instante de tempo sobre uma linha
reta, um arco de circulo, etc. De fundamental importancia em um programa
tridimensional ¢é a possibilidade de mudanca do angulo de observagio da
estrutura, além do tratamento de linhas escondidas, que é efetuado por um
método bastante simples, porém com algumas limitagdes.

O moédulo processador ndo possui nenhuma interaciio com o usuario. Ele
simplesmente 1& a estrutura de dados gerada pelo pré-processador, calcula a
matriz do sistema, resolve o sistema de equagBes e grava os resultados

obtidos. Isto é, a sua estrutura é seqiiencial e completamente automatica.

V.3 Estrutura de dados

A estrutura de dados em um programa de elementos finitos é extremamente

importante, pois a eficacia dos algoritmos wutilizados esta intimamente

relacionada com ela.




Nesta segdo apresenta-se a estrutura adotada.

partes: na primeira, apresentam-se os dados gerados pelo pré-processador que
sdo utilizados pelos moédulos seguintes; na segunda, a estrutura de dados do

processador e, na terceira, os métodos utilizados para gerenciamento dinamico

da meméria do computador.

V.3.1 Estrutura de dados gerada pelo pré-processador

O pré-processador gera uma série de tabelas que descrevem a topologia e

geometria do problema a ser resolvido. As principais variaveis escalares s#o:

NEL —> Numero de elementos

NNO ———>  Nlmero de nés

NFACE ———> Numero de faces

NCOND —> Numero de superficies com condigdes de contorno impostas
IREP — Nimeros de nés periédicos

ICOR —> Namero de condutores com corrente imposta (fonﬁes de Hs)

Os principais arranjos sfo:

MMAT (NEL) , S Indica o numero do material que preenche cada
elemento

ICONEC(8, NEL) —_— Tabela de conectividade: nés ligados a cada
elemento |

ICOFAC(6,NEL) —_ Tabela de conectividade: faces ligadas a cada
elemento

MREP(2, IREP) —> Indica os pares de nés periédicos

INTF({NNO) _ Indica o posicionamento dos nés em relagfio as

divisSes em regides do problema (isto é, se o
né pertence a Qf, Q& ou Qj, oy se esta
localizado sobre uma interface (Ikr, Tkj,
Teg)). -

FACE(NFACE) _— Indica o posicionamento das faces em relagio
as divisdes em regides do problema. (Se a face
¢ interna a uma das regides, ou se esta
localizada sobre uma interface).

XCOR(NNO), YCOR(NNO)

ZCOR(NNO) : ——— Coordenadas.dos nés do problema
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ITIPC(ICOR), CORR( ICOR) S et

CORJ(ICOR) —_ Indicam, para cada condutor com corrente
imposta, a sua topologia (forma geométrica),
paréametros geométricos e densidade de
corrente.

ARESTA(6, NNO) _ Vetof légico que indica, para cada né, as
arestas que fazem parte da interface I'kj e da

‘ fronteira TI'1j.
DDP(NCOND), NCTIP(NCOND),
NC(NCOND) —_— Vetores utilizados para estipular as condigdes

de contorno.

Outros arranjos s8o fornecidos por uma base de dados de materiais:
permeabilidade magnética (materiais nao saturaveis), curva B x H,
condutividade elétrica (temperatura fixa), parametros para calcular a variagso
da condutividade elétrica, da permeabilidade magnética, da condutividade

térmica e da capacidade térmica em funciio da temperatura.

V.3.2 Estrutura de dados utilizada pelo processador

Alem dos dados gerados pelo pré-processador, o processador gera e utiliza

alguns dados adicionais. As principais variaveis escalares s3o:

NGRL —_ Namero de graus de liberdade. E igual a soma de todos os graus
de liberdade associados a cada né do problema.

NEQU _ Numero de equagdes. E igual ao numero de graus de liberdade
menos o numero de graus de liberdade impostos no contorno.

NUTIL —— Nimero de termos nio nulos da matriz do sistema.
Os principais arranjos sio:

DLNC(NNQO+1) > Tabela que armazena, de forma cumulativa, os graus de
liberdade de cada né. DLNC(I+1) representa a soma do
namero de graus de liberdade dos nés 1, 2,...,I-1, I. O
namero de graus de liberdade do né I é,
conseqiientemente, DLNC(I+1) - DLNC(I).
Se DLNC(1) = 1, o ntmero de graus de liberdade do

sistema pode ser calculado por:
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NGRL = DLNC(NNO+1) - 1

Exemplo: Suponha-se uma malha com 4 nés:
Né 1: 3 graus de liberdade
N6 2: 1 grau de liberdade
N6 3: 2 graus de liberdade
N6 4: 4 graus de liberdade.
O vetor DLNC é:
DLNC = [1 4 5§ 7 11]
O numero de graus de liberdade é:
NGRL = DLNC(4+1)-1 = 11-1=10
O numero de graus de liberdade do né 3 é:
DLNC(3+1)-DLNC(3) = 7-5=2
KNEQ(NGRL) —> Numero da equacgédo associada a cada grau de liberdade. J =
KNEQ(I):
a) J <0 - o grau de liberdade I é conhecido (imposto por
condigdes de contorno) e seu valor é dado por
© VDR(NGRL+2-J) |
B) J > 0 - o grau de liberdade I é uma incégnita e
corresponde a equagdo J do sistema de equagdes.
VDR(NGRL+2) —_ a) VDR(1:NEQU): vetor do 22 membro do sistema de
equagdes; ' _
b) VDR(NEQU+1:NGRL): graus de liberdade impostos,
acessados por J = KNEQ(I), quando J < O.

SS(NUTIL) ——> Matriz gerada pelo método de elementos finitos. Somente os
termos ndo nulos da parcela triangular inferior sdo
armazenados, pois a matriz é simétrica. Dois vetores,
PONT(NEQU+1) e INDIC(NUTIL) s&o utilizados para enderecar
os seus elementos.

PONT (NEQU+1) _— PONT(I) indica o inicio da linha I no vetor INDIC.

| PONT(I+1)-1 indica o ultimo elemento da linha I no -
vetor INDIC..

INDIC(NUTIL) —_ Indica o numero das colunas n&o nulas em cada .-linha da

matriz SS.

Exemplo . de armazenamento utilizando a estrutura acima:
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a
11
SIMETRICA
a21 a22
NUTIL = 11
SS=10 %32 %3 NEQU =5
a 0 -0 a
41 34
0 a a a
52 53 54 a
- - 55 -

V.3.3 Gerenciamento dinamico da memoria

Devido ao tamanho variavel dos arranjos de dados para cada problema a ser
resolvido, pode se tornar extremamente ineficiente fixar o seu dimensionamento
no programa fonte. A alocagdo dinadmica da meméria permite o dimensionamento
dos arranjos em tempo de execugéo.

A linguagem FORTRAN, porém, nfo permite o dimensionamento em tempo de
execugao. Para contornar este problema, utiliza-se a alocagédo

"pseudo-dinémica" da meméria (Dhatt & Touzot, 1984), apresentada a seguir:

1. Todos os arranjos volumosos, inteiros, reais ou complexos séo

armazenados seqiiencialmente em uma tabela complexa tUnica: VA(NVA).

2. Cada tabela, ’'ttttt’, & referenciada pela posigio Lttttt de seu primeiro
elemento em VA. Por exemplo, o primeiro elemento da tabela DLNC se
encontra na posigfio VA(LDLNC) (ver figura V.1).

3. O ponteiro IVA aponta para a Ultima posigio ocupada na tabela VA.

4. A criag@o de uma nova tabela (calculo do ponteiro Lttttt e modificacgédo

do ponteiro IVA) é efetuada por uma subrotina denominada ESPACE. Um dos
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parametros desta subrotina é o tamanho (em bytes) de cada elemento da
tabela, (Ex.; tabela real = 4, tabela complexa = 8), e outro é o numero
de posig8es da tabela. A supressfo de uma tabela (mudanca de posigdo das
tabelas que a seguem, modificag8io dos apontadores destas tabelas e do

apontador IVA) é efetuada por uma subrotina denominada VIDE.

Infcio da
préxima tabela
a ser criada:
VA(IVA+1)

l

tabela DLNC tabela SS
| | | | |
{ | i [ I
VA(1) T T T T
(Inicio da
VA(LDLNC) VA(LSS) VA(IVA) VA(NVA)
tabela VA)
(fim da dltima (Fim da
tabela) tabela VA)

Fig. V.1 - Alocagio "pseudo-dinamica" da meméria
5. A passagem de um arranjo para uma subrotina é feita utilizando-se a
posic@o do primeiro elemento do arranjo. Seja por exemplo, a seguinte
subrotina:

SUBROUTINE TRIFRM(PONT, INDIC, ICONEC, KNEQ, SS, .. .)

INTEGER PONT(1), INDIC(1), ICONEC(8,1),KNEQ(1)
COMPLEX SS(1)

END

A chamada desta subrotina é feita por:

CALL TRIFRM(VA(LPONT),VA(LINDIC),VA(LICONE),VA(LKNEQ),VA(LSSj,...)
Note-se que VA armazena vetores e matrizes inteiras, reais ou complexas

indistintamente. Além disto, nfo importa se VA corresponde a um vetor ou

uma matriz. Neste exemplo VA(LICONE) corresponde ao primeiro elemento da
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matriz ICONEC. Isto é possivel porque, em FORTRAN, as matrizes s#o

armazenadas na meméria por coluna. Conseqlientemente, o endereco de
ICONEC(I,J) & dado por:

LICONE + 8(J-1) + I - 1

Portanto, as dunicas informagdes necessarias para se determinar os
enderegos da posigfio (I,J) de uma matriz sfio o enderego de inicio (isto
€, LICONE), que é passado através do CALL, e o numero de linhas (no caso
8) que é estipulado pela declaragdo da variavel dentro da subrotina.
Isto explica pdrque ndo é necessario definir o numero de colunas de uma
matriz bidimensional dentro de subrotinas (elas podem ser feitas iguais
a 1). Para arranjos tridimensionais, as duas primeiras dimensBes devem

ser fixadas, ao passo que a terceira pode ser igual a 1, etc...

V.4 Resolugéo do sistema de equacdes lineares

Para se resolver o sistema de equacdes

A x = b (v.1)

quando a matriz A é real, utiliza-se o método dos gradientes conjugados com
pré-condicionamento por decomposigio incompleta de Cholesky (ICCG - Incomplet
Cholesky Conjugated Gradients). Quando a matriz A é complexa, utiliza-se o
método dos gradientes bi-conjugados complexos, com pré-condicionamento por
decomposigdo incompleta de Cholesky (ICCBCG - Incomplet Cholesky Complex
Bi-Conjugated Gradients).

0 método dos gradientes conjugados tem sido cada vez mais empregado pelos
grupos de pesquisa em calculo de campos eletromagnéticos (Trowbridge, 1988).
Este método foi apresentado por Hestenes e Stieffel (1952). Na teoria, ele é
um método direto que resolve (V.1) em, no méximo, N iteracdes, onde N é a
ordem do sistema. Na pratica os erros de truncamento computacional destroem
esta propriedade, e, de qualquer maneira, N iteragdes ¢é um numero
excessivamente alto. Portanto, ele é um método iterativo.

Este método ndo era muito usado até meados da década de 70, quando o
desenvolvimento de estratégias de pré-condicionamentos (Meijerink & Van Vorst,
1977) tornaram possivel a modificagiio do sistema (V.1) para um sistema onde o

método de gradientes conjugados funciona melhor. O pré-condicionamento ¢
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efetuado por uma matriz que se aproxima da matriz At e assim, a matriz do
sistema se aproxima da matriz identidade, para a qual o método de gradientes -
conjugados converge em uma Unica iteracdo..

A forma basica do método ICCG funciona para matrizes reais, simétricas e
positivas definidas. Para matrizes nfo simétricas, Fletcher (1976) desenvolveu
o método de gradientes bi-conjugados. O método foi extendido, para sistemas
complexos, por Jacobs (1980), gerando o ICCBCG.

A seguir, s8o apresentados o método ICCG para matrizes reais éimétricas
positivas definidas, o método de gradientes bi-conjugados para matrizes ndo
simétricas e o método de gradientes bi-conjugados complexos, para matrizes
complexas. Esta apresentagio é feita de maneira condensada. Para maiores
detalhes ver Nabeta (1990), Jacobs (1980), Lascaux & Théodor (1986), Aziz &
Jennings (1984) e Angeleri et al (1989).

V.4.1 O método de Gradientes conjugados para matrizes reais, simétricas,

positivas definidas

Seja X, uma aproximagdo para a solugdo do sistema de equacgdes V.1.

Define-se o residuo do sistema para o vetor X, por:

r =b-Ax (v.2)
1 1
Deseja-se obter um novo valor X, Ppara o qual Tiey . = 0. Para isto,
minimiza-se a forma quadratica:
h?=r" Al (V.3)

que € equivalente a:

h? = x"Ax - 2x'b + b'A"'b

Para que o minimo de h2 ocorra em r = 0, é necessario que A-1 seja positiva
definida, isto é, que A seja positiva definida. Seja p, uma diregdo no espago
R". Entso:

X + ap : (v.4)

i . i

define uma reta que passa por x, e tem a diregéo P, Procura-se um ponto sobre
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: 2 .. Qo
esta linha para o qual h” atinge um minimo. Isto ocorre para:

2 .
éh_ _ (V.5)
Jda

isto é:

gh™ _ , 1,-1 [ 8r } oo _
Ba " erA [ 3 ] . onde r = b‘ A(x1 + api)
= - ZfTA-lApi
= 2p "(aAp, - r )
Py Py i

Portanto, o minimo ocorre em:

isto é:

p TP )
0« =0 = —1 1 (v.8)
1 T
P, Ap
Portanto, o ponto
X =x + ap (v.7)
i+1 i 151

com a escolhido por (V.6) minimiza a medida de erro h2 ao longo da direcgéo
Py : ,
Resta o problema de escolher p,- No método do gradiente, P, € tomado na

diregdo do gradiente da medida de erro h2, isto é:

p =V (h?) | =2r . Alyr (V.8)
i X=X

i

Logo, P, € paralelo a r,. Portanto, pode-se adotar:

p =r (v.9)
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No método de gradientes conjugados P, ¢ feito t&@o préoximo quanto possivel da
diregdo do gradiente de h2, porém sujeito a restrigdo adicional de ser
A-conjugado (isto é, piTApb4= 0) a todas as diregdes de busca precedentes.
Dai decorre a propriedade teérica de término do processo de busca em N
iteragdes: procura-se o minimo de h® em um espago N-dimensional. h? ¢ uma
funcdo quadratica das coordenadas do espago e, portanto, se direcgdes
mutuamente.ortogonais séo escolhidas, ao longo das quais h? é minimizado, N
destas diregdes (ou destes vetores) formam uma base do espago (isto &, geram o
espago RN) e, portanto, apés no maximo N passos, h? = 0.

Suponha que se calculou X, 2 partir de X, utilizando a equagido (V.7). A

direcéo p“1 € selecionada de modo que:

p =r + B.p (v.10)

onde Bl € escolhido de maneira que P ., seja A-conjugado a P isto é:

T

P, Ap =0 (v.11)

Substituindo-se a expressio (V.10) em (V.11), obtém-se:

B = — ’ (V. 12)

Pode-se mostrar (Nabeta, 1990) que esta escolha de Biforga, ndo somente a

condigéo (V.11), mas, também:

p Ap =0 vV j=#i (V.13)
A prova de (V.13) exige que A seja simétrica. Se a matriz nio for simétrica,
os vetores de diregdo de busca ndo sfo necessariamente mutuamente A-conjugados

e o método pode ndo convergir em N iteracgdes.

Pode-se mostrar também (Jacobs, 1980) que:
r? p. =0 , para i > j (v.14)

rr =0 , para i # j : (v.15)
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Para se obter o algoritmo final do método de gradientes conjugados,

utilizam-se formas alternativas para (V.2), (V.8) e (V.12). Substituindo-se

(V.7) em (V.2), tem-se:

1+1 i i i
De (V.B8), (V.10) e (V.14) obtém-se:

T T
(r + . r r r
1 Bi—lpl—l) 1 1 1

o = =
i T T
P, AP P, AP

De (V.12), (v.16), (v.10), (V.15) e (V.14) obtém-se:

T .
- T {(r-r ) / «a r r
g = i+1 1 1+1 1 _ 141 141

T
(ri+ Bip1-1) (r1 Pi+1) / @ r'-1 r

0 algoritmo do método de gradientes conjugados é, entfo, obtido:

1. (a) r =b - A x
o} 0
(b) p0 =r, , 1 =0
T
Ny
2 ® = T
P A Py
3 a1 TX7 P,
4 A a A P,
5. Se r T . r < g houve convergéncia: PARE.
1+1 i+1
T
P1+1 P1+1
& Bx = T

(v.18)

(v.17)

(v.18)

(V.18a)
(V.19b)

(V.19c)

(v.184d)

(V.19e)

(V.19f)
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7. p =r + B p : (V.13g)
8. i=1+1 , VA para o passb 2.

Para cada passo do método o numero de operagdes é o seguinte (c é o numero

médio de coeficientes nZo nulos por linha de A):

Multiplicagobes Adigdes ou
ou divisdes Subtracgdes
Calculo de q = Ap Nc N(c-1)
Produto escalar qu i N N-1
a 1 -
X
r
rT.r N N-1
N N
Total (c + BN + 2 (c + 4)N - 2

Portanto o numero total de operagdes é igual a (2c + 9)N. Se o numero de
iteragdes i se aproxima de N, o numero de operagdes é da ordem de 2cN2. Se c
for grande, este numero se torna muito elevado (se c = N, tem-se 2N3
operagdes, ao passo que o método de Cholesky necessita de N3/3 operagcgdes!
(Lascaux‘& Théodor, 1986)). Por isto, para que o numero de iteragdes seja
pequeno, € necessario efetuar-se o pré-condicionamento de A.

O pré-condicionamento de uma matriz consiste na substituigiio da equagdo

(V.1) pelo sistema equivalente.
C Ax=C b (v.20)

com C? escolhido com o.objetivo de melhorar o condicionamento do- sistema
original. Na teoria, a melhor escolha é C-1 = A_l, porque assim o
condicionamento do sistema é 1. Na pratica, acha-se C—1 0 mais proéximo
possivel de A_& sem que o calculo de C-1 seja muito custoso. Observe-se,

porém, que nio se pode aplicar o algoritmo de gradientes conjugados
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diretamente sobre o sistema (V.20) pois, mesmo que c? seja simétrica, c'a
nao € necessariamente simétrica. Supondo-se que ¢t seja positiva definida,.
pode-se definir c™!'’? simétrica e definida positiva (Lascaux & Théodor, 1986)
tal que:

—1/2)2 = C—l

(C

Entao:

1/2

ct? (¢t

A) C—1/2 - C—1/2 A C—1/2

€ uma matriz simétrica e positiva definida. Portanto, ao invés de considerar o

sistema (V.20), considera-se o sistema:

i/2 ~-1/2

(c2% A V3 (ct?

-1/2

x) = (C b) (v.21)

ou

Ax=b (Vv.22)

o método de gradientes conjugados é, entdo, aplicado ao sistema (V.22). A

equagdo (V.2) torna-se:

-1/2 172 ~1/2

r =C b - (CV2 A V2 (et

x) = C%(b - ax ) = c e (V.23)

Define-se:
p =Cc’%p (V.24)

Em paralelo, pode-se escrever as equagdes para as diversas variaveis

utilizadas pelo algoritmo (V.18), levando-se em conta as igualdades

anteriores:



i+1

"3

i+1

~ T ~ T -1
r r (r r )
i i ~
~ T ~ ~ % = T
A A
P, P, pl P,
=X + « X =X + «
i i Py i+1 i 1 Py
=r -« A D r _=r -a A
i APy 1+1 i i P,
~ T ~ _1
r (r C r )
i+1 i+1 5 i+1 R i+l
~ T ~ B, = -1
r r r C r
i i i i
=, +B P -ctr  +B
i+1 i pl pi+1 i+1 i pi
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(v.25a)

(V.25b)

(V.25¢c)

Vo

(v.25d)

(V.25¢e)

Portanto, o algoritmo (V.19) transforma—ée no seguinte algoritmo, quando o

. s s -1
pré-condicionamento por C ° é efetuado:

1. (alr =b - A X v
0 0
(b) C Zo =r,
(c) P, = Z0 , 1 =0
PlT Zi
2 ai = -
Py A Py
3 xi+1= xi + ai pl
4 el °0 7 % A P,
5. Ser T r < g houve convergéncia:
i+1 i+1
6. {(a) C Z =r
i+

1 i+1

PARE.

(V.26a)
(v.26b)
(V.26c)

(V.26d)

(V.26e)

(v.26f)

(v.286g)
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e 211
(b) B, = —= M (V.26h)
i T
r 2z
i i
7. Piv1 © Zi+1 * Bi P, (v.261)
8. 1i=1+1 , VA para o passo 2.

Note-se que, a cada iteragfo, além das operag¢des habituais, é necessario

resolver um sistema da forma:
CZ=r (v.27)

Portanto, é essencial que esta resolugdo seja a mais simples possivel. Quando
se utiliza a fatorizagéo incompleta de Cholesky, C é decomposta no produto de
uma matriz triangular inferior por sua transposta, isto é:

C=TT" (V.28)

Com isto, a resolugdo do sistema (V.27) é direta.

A fatorizacfo incompleta de Cholesky é semelhante a fatorizagfio completa,
exceto pelo fato de que os unicos elementos que serdo calculados na matriz T
s@o os que ocupam posigdes em que existem elementos ndo nulos na matriz A

original, isto é:

t.. =0 se a =0
ij ]

Supondo-se calculados todos os elementos da matriz T até a linha i-1, os

elementos da linha i sfo obtidos por:

j-1
={a —z t ot /t o= i-1 (V.29a)
i) ij ik jk 33
k=1
2 =L
t =] a -z t (V.29b)
ii ;i i ik

Uma modificagdo do procedimento acima, proposta por Manteuffel (1978)

consiste em utilizar um fator de deslocamento a_ para escalonar os elementos
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fora da diagonal por 1/(1+as). A fatorizagio incompleta padrido é efetuada,
- entéo, sobre a matriz modificada. Este procedimento, denominado Fatorizagéo
incompleta deslocada ("Shifted Iﬁcomplete factorization") mostra-se bastante
efetivo, mesmo para pequenos valores de 'as, em problemas dque apresentam

convergéncia ruim com a fatorizagfo incompleta padrio (Angeleri et al., 1989).

V.4.2 0O método de gradientes bi-conjugados para matrizes reais nio-simétricas

e indefinidas

Considere a resolugdo do sistema

AX = b (V.BO)

onde A agora ndo é simétrica nem positiva definida.

Define-se o residuo:

r=b - Ax | (V.31a)
e o0 bi-residuo

r=b- A" x (V.31b)

e se estabelece a forma quadratica -

W =rTAtr s (AN F (V.32)

Substituindo as expressdes (V.31) em (V.32) obtém-se:

h? =x" (A+ADx - 4b'x + b (A + (AH) Hp . (V.33)

A matriz A + AT ¢ simétrica, positiva-definida e, portanto, o método de
gradientes conjugados pode ser aplicado a este sistema. No passo i do
algoritmo toma-se a diregdo de busca P, e a bi-diregao 51 para os dois
residuos acima e é feita a procura do ponto ao longo destas direg¢des para o

qual h2 ¢ minimizado. Ou seja:

X =X +a p (V.34a)
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=X +a p (V.34b)

Pode ser mostrado, de maneira andloga & utilizada na secgfio V.4.1, que o minimo
2 x
de h™ com relagdo a « ocorre quando

T T, T— —T —T _
P _alpiApi TP T, P Apl =0

Portanto
p’r +p 'r
o = 1 S| i1 . (V.35)
i 2 ST A
1 P,
Adotando a seguinte escolha dos valores iniciais: po = ro e po = ro, os
termos do numerador s&io iguais, na iteragdo i = 0. Jacobs (1980) prova que

esta igualdade ¢é mantida nas 1iteragdes subseqiientes, se a seguinte

generalizagdo da expressdo (V.18)

B = ' (V.36)
= |

p. Ap =0 , para i # j ' (v.37)

(v.38)

Tendo em vista estas expressdes, o algoritmo para o método de gradientes

bi-conjugados para matrizes reais nio simétricas é:
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1. (a) r,=b-A X, : (V.39a)
(b)) r_=r : (V.38b)
) )
(c) Eo = io (V.38c)
(d) P, = T, ,1=0 (v.394)
=T
i Oy
2. ¢ = ——— (V.39e)
i ST,
Py Py
3. x =X + ap (v.381)
1+1 i 1
4. (a) Tied =0, — & A P, (V.39g)
(b) 7. =T -« A" P (V.39h)
i+ i i
5. Ser T r < € houve convergéncia: PARE.
i+t i+1
- T
1+1 Tie1
6. B = —4m — (v.381)
i =T
r r
i i
7 (a) Pioy 5T, °F Bxpx (V.393)
P =r V.
(b) P te1 T Bxpi (V. 38Kk)
8. 1i=1+1 , VA para o passo 2.

No caso em que a matriz A é simétrica, o algoritmo (V.39) se reduz ao
algoritmo (V.19), isto é, este & um caso especial do algoritmo mais geral
(v.39).

O pré-condicionamento do sistema n3o pode ser feito por uma matriz obtida
pela fatorizagido incompleta de Cholesky, pois esta sé é valida para matrizes
simétricas. Uma solugfio é efetuar uma fatorizagio incompleta de Gauss, ou

fatorizagdo LU (Lascaux & Théodor, 1986), isto é:



Neste caso, o algoritmo (V.39) se transformavem:

(o)

(a) r,=b - Ax
(b) Fo =r,

(c) LU Zo = Po
(d) P, = 2,

T___
(e) (LU) P, = T,

C=LU

Z
i i
a1'= - T
A
pi pl
X =X + «
i+1 i 1p1
a)r =r - a A
(a) 1+1 i 1 pi
()T, =1 -o AP
i+1 i
T
Ser r < g
i+l i+1

(a) P,, = Z + B p
(b) (LT zZ =7F

1+1 i+1

(c) 51+1 =Z + 88 p

i=1+1 ,

houve convergéncia: PARE

VA para o passo 2.
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(v.40)

(Vv.41a)
(v.41b)
(V.41c)
(v.41d)

{V.41le)

(v.41f)

(V.41g)

(V.41h)

(v.411)

(V. 41j)

(V.41k)

(V.411)
(V.41m)

(V.41n)
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V.4.3 O método de gradientes bi-conjugados complexos para sistemas de

equagdes complexas

Na resolugéo do regime permanente senoidal dos problemas de calculo de
correntes de Foucault ¢ necessario determinar a solugfio de sistemas de

equagdes com coeficientes complexos do tipo:

Ax=0Db (v.42)

Jacobs (1980) generalizou o método de gradientes bi-conjugados para estes

sistemas. O algoritmo resultante, ja levando em conta o pré-condicionamento,

é:
1. (a)r =b - AXx : (V.43a)
0 0
(b) r, = (ro) (V.43Db)
(c)CZ =r (V.43c)
0 0
(d) pg i Z0 B (v.434d)
(e C° 2 =r (V.43e)
- 7o o
(r) P, = 2o , 1=0 (V.43f)
(Fi,Zi)
2. Q’.i = U — (V.43g)
(pi,A pi)
3. X = %, *¢P (V.43h)
4. (a) P,y =T, ~« Ap (Vv.431)
- - = * H — .
(b) r, =T (al) A P, (v.433)
5. Se Hr1+1H < g , houve convergéncia: PARE.
6. (a) CzZ =r (V.43k)
141 1+1
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(r V4 :
(b) Bi = (Vv.431)

7 (a) Pl = 21+1 + Bipi (V.43m)
: H = _
(&) c"Z =r . | , (V. 43n)
—_ — * . .
(c) P, = Zl+1 + (Bl) P, (V.430)

, VA para o passo 2.

. H A
Note que * denota o conjugado complexo, C  denota a transposicdo de um vetor
ou uma matriz com seus elementos sendo trocados pelos complexos conjugados. Os

produtos internos indicados sido complexos, isto é:
(x,y) = 'y = (x)Ty (V. 44)

A matriz C, no caso de sistemas complexos simétricos, ¢ obtida pela
fatorizagéo incompleta de Cholesky da matriz A:

C = TT'

onde T é uma matriz triangular inferior. No caso de sistemas complexos nio

simétricos, C é obtida pela fatorizagdo incompleta de Gauss:
C=LU

Varios grupos utilizam o método de Gradientes Bi-conjugados complexos na
resolugcido de sistemas complexos simétricos (Lavers & Kalaichelvan, 1985;
Armstrong & Biddlecombe, 1982; Biddlecombe et al., 1982). Se a matriz A for
Hermitiana (A =‘AH) este método se reduz ao método_de gradientes conjugados
com coeficientes complexos (Jacobs,  1880). _

Em um artigo recente, Van der Vorst & Melissen (1990) apresentaram um
método para matfizes complexas simétricas ndo Hermitianas, por eles denominado
método dos gradientes ortogonalmente conjugados (COCG: Conjugate Orthogonal
Conjugate Gradients), que é semelhante ao método de gradiehtes conjugados

(Algoritmo V.26) com a substituigdo dos produtos internos xTy por formas
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bilineares complexas:

[x,y] = )Ty = (x,y) | (V. 45)

- Segundo os autores, este método apresenta taxa de convergéncia semelhante a do
método de gradientes bi-conjugados com, aproximadamente, metade das operacdes
por iteragdo. O método vinha sendo utilizado com sucesso por alguns grupos de
pesquisa em calculo de campos eletromagnéticos, mas, antes do trabalho de Van

der Vorst & Mellissen (1990), nfo existia o ferramental teérico para
valida-lo.

V.5 Problemas ndo lineares: o método de Newton-Raphson

V.5.1 O método de Newton-Raphson

O método de gradientes conjugados, apresentado na seciio anterior, é
aplicéavel a sistemas de equagdes lineares. Em problemas ndo lineares, ele deve
ser associado ao método de Newton-Raphson, que é um método iterativo de
resolucéo de sistemas de equagdes nido lineares.

Seja o sistema de equagdes:

Ax=0b (v.46)
onde A e b dependem do valor de x. Define-se o residuo:
r=Ax-b (v.47)

~ . < . i
Supde-se conhecida uma estimativa para x, x . Com este valor, pode-se calcular

Al = A(x') e b' = b(x'). Com isto, o residuo r' = r(x') ¢ dado por:

r =A x -b (v.48)

. . = 1+1 ~
Dese ja-se calcular uma aproximacgfo x da solugdo, tal que:

ri+r = r(xi+1) = r(x1 + Ax) = 0 (v.49)

O algoritmo do método de Newton-Raphson é obtido desenvol&endo este residuo em

série de Taylor em torno do ponto xiz
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s rxt) 4 Z; . Ax + termos de ordem = 0 (v.50)

superior a 1

Desprezando-se os termos de ordem superior a 1 na equagio (V.S50) obtém-se:

g; Ax = - fi (vV.51)
Define-se a matriz Jacobiana:
1 i 1
R L B N - IR (v.52)
Com isto, o sistema (V.S51) torna-se:
J Ax = - r(x") ‘ (v.53)

Resolvendo-se este sistema de equagdes (usando, por exemplo, o método de
gradientes conjugados com pré-condicionamento), determina-se Ax. O valor de

i+1 ~
X pode, entdo, ser calculado:

X & =X + Ax (v.54)
Se ndo houver convergéncia, este vetor é usado para calcular os novos valores

de J e r (equagdo (V.53)) e novos valores de Ax. O processo continua, até que

a convergéncia seja alcangada.

V.5.2 Aplicagéo ao problema magnetostatico com dois potenciais escalares

No problema magnetostatico com dois potenciais escalares (segio II.5), o

sistema de equagdes a ser resolvido é:
KU=f. : (V.55)

onde o termo geral da matriz K é dado por (equaqéd (I1.112)):



164

K =qu/de gwd N da (V.56)
ij Q i J

e o termo geral do vetor do segundo termo é:

f‘i=z J Ho grad N grad N d@ Gl +J gad N Br do
Q Qk

+j w (B . n) N dr (V.57)
I'kjulrz; J

Supondo-se que a indug@o remanente ndo varie com o valor do campo nos imids, o
termo f‘i ¢ independente dos potenciais. Portanto, o termo geral da matriz

Jacobiana é dado por:

J =K +z i U (V.58)
1] 1] L aUJ m )

Porém, o unico termo de Kﬁm que depende dos pdtenciais-é a permeabilidade

magnética (quando se estd na regifo Qk, pois na regigo Qj, Ho=H constante).

Portanto:
aKim ou
j JOk j
Mas,
au au  all HI?
= . (v.860)
U, aimi? 8 U,
e
HHI1® = () guadN U ) () ¢wdN U ) (V.81)
K K ) K K
K K=1
Portanto:

—aT=29/w,de.[Z qnad,NU] (V.62)
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Substituindo (V.62) em (V.60) e o resultado em (V.59) e (V.58), obtém-se:

J =K +ZJ grad N . (grad N U)a“z‘. Z[Zg/deK U].'q/uth dQ (V.63)
3 3% Jax mm SIHI % K J

Levando-se em conta a definigéo do campo H dentro da regifo Qk, obtém-se:

J1=K1+J' 2 (grad N . 1) 22 (gad N . H) do (V.64)
. S [0 Bl HI ]

ou pode ser obtido facilmente da curva B-H do proble}na.

liHI

A expressf@o (V.64) ¢é valida para elementos situados dentro da regiso Qk.
Para estes elementos, ij deve ser recalculado a cada iteragido. Para elementos
situados na regifdo Qj, p = o, constante, e Ji é dado por:

Jlj = 1(ij =I Ho grad N grad Nj dQ (v.65)

Q3

Esta contribuigio pode ser calculada somente na primeira iteracdio do método de

Newton-Raphson, mantendo-se constante nas demais iteracdes.

V.5.3 Aplicagfio ao problema de correntes de Foucault wutilizando o método
A-V-y-¢

Suponha-se o regime permanente senoidal. A equacdio a ser resolvida é a
(II1.82), isto é:

i . | . | I ] i ]

EAA * JWEAA | ‘JWEAV I —AY¢ A £,
gwe, 1" | gwc,, | 0 vi | = o (V.66)
Kk 17 | 0 | K {y, ¢} £
Rave 2 K | e8]

Neste sistema de equagdes, varios termos nio dependem das incégnitas.
Usando as definigdes das submatrizes (equagdes (III.81) e sabendo-se que ¢ ndo
varia com a intensidade dos ci.mpos, conclui-se que EM, Q_Av, §A¢¢, Evv’ EA e
fy¢ s8o independentes de A, V ou {y,¢}. Portanto, a matriz Jacobiana deste
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sistema é dada por:

: | e | | o | ]
KAA JWEAA ‘ Jngv | IEA|p¢ [GEAA/GQ]Q ‘ 9 | 0
J= | LW, 1T e, | o |+ o |of 0
| | |
’r .
7 B IS B B 12 [aﬁw/"’{i”?}] (@2 |
(v.87)

A matriz §¢¢ é dada pela mesma expressdo da matriz K do problema
magnestostéfico. Portanto, a sua contribuigdoc para a matriz Jacobiana é

calculada pela expressdo (V.64). A Unica contribuigido adicional é o termo:

dK
—AA

ah - 4

que é calculado a seguir. gAA é dado pela expressdo (III.81le):

1y _ T . . ‘
K, -J v [[w NI . [rot N1 + [die N 1ldie N 1] de  (V.68)

QruQb

Portanto, o Unico termo que depende do potencial A é a relutividade v. (Quando

se estad em Qf, pois em.Qb v

1/u° = constante). Portanto:

aKim
1) _ 1) . —AA
iAA EAA * JwEﬁA * ; 6Aj ) Ah (V.89)
Mas:
aKim ) .
—AA v T . . T, ,. :
=f [not N1* . [not N + [dis N 1Tldis N 1| do  (V.70)
JdA OA i m i m
J Qs J
Mas:
av av aNBi?
'6A = 5 - 3A : (v.71)
b 3l Bll j
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Mas:

H

IBIZ = Z [rot N1 A| . Z [not N1 A (V.72)
K K ‘

onde H indica a transposigdo conjugada. Portanto:

2
alBIZ _
A -2 [wtN]. [Z [rot N ] A] (V.73)

*
K
Jj K

Substituindo-se (V.73) em (V.71) e o resultado em (V.70) e (V.69) obtém-se:

oy e +J 5 8V
Q

[[/th 17.B + [dinN ][cwm]]. [B' [ natN ]] do
—AA —AA —AA h 6"B"2 i i 3

(v.74)

onde:
B = z [not N1 A
m m
m
[dis Al =} [dis N1 A
m m
m
Observagdes:

1. Como B e H nfo sfo mais grandezas instantaneas, passando a ser tratados
em cada ponto do espago, por fasores, um valor de permeabilidade, peq,
deve ser utilizado, de modo a representar, de maneira "equivalente",
toda a parcela da curva de magnetizagfio percorrida durante um ciclo
pelas gr‘aLndezas senoidais. Do ponto de vista de calculo dos valores
instanténeos de B ou H, esta aproximagio leva a erros grosseiros (Jack &
Mecrow, 1990). Isto porque, na presenca de materiais saturéveis, a
excitagdo do sistema a uma determinada freqiiéncia leva ao aparecimento
de outras freqliéncias na resposta. A consideraciio de uma permeabilidade

equivalente ndo inclui estes efeitos no modelo e a resposta contém
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apenas componentes fundamentais. Do ponto de vista das perdas causadas
pela circulagéo de correntes de Foucault, porém, esta aproximagio traz
bons resultados, (Jack & Mecrow, 1990). Segundo Jack & Mecrow (1990)
isto é devido ao fato da excitagdo do problema ser feita em uma
freqiiéncia uUnica e que, portanto, somente o 12 harménico da resposta
produz poténcia ativa ao longo de um ciclo da excitagio.

Diferentes formas de se calcular ueq foram propostas na literatura
(Du Terrail et al, 1984; Lavers, 1983; Minnich et al., 1984; Jack &
Mecrow, 1990).

Lavers (1983) e Minnich et al. (1984) definiram M, COmo a razéo

entre os valores rms de B e H;

(B)
rms

“.eq = T— (V75)

rms
Du Terrail et al. (1984) definiram ueq como o valor rms de u sobre

um periodo de excitagdo, T:

T/2 172
2

- & . 2
u = IO W2(t) aT (V.76)

Jack & Mecrow (1990) definiram p a como a razdo entre os componentes
e

fundamentais de B e H:

(B)r

R = I (v.77)
£

Segundo Jack & b;iecrow (1990) estas ultimas aproximagbes levam aos

mesmos resultados desde que se considere que a excitagdo (no

necessariamente a resposta) é senoidal. Isto porque somente harmdnicos

de mesma freqliéncia produzirdo um valor médio diferente de zero sobre um

ciclo da senoide de entrada.

. A resolugdo do sistema de equagdes lineares gerado a cada passo do
método de Newton-Raphson é feita utilizando-se o método de gradientes
conjugados com pré-condicionamento. Suponha-se que o método de
Newton-Raphson atinja a precisfio desejada apés N iteragbdes. As N-1

iteracdes anteriores s@o somente passos intermediarios para se alcangar
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a solugdo final. Portanto, nfo é necessario estipular-se uma precisio
muito elevada para o término do método de Gradientes Conjugados durante .
estes passos. Com isto, o tempo de computacgio é diminuido.

Além disto, a matriz Jacobiano sofre grandes variagdes nos primeiros
passos do método, de Newton-Raphson. Apés alguns passos ela ndo muda
muito. Portanto, o calculo da fatorizagdo incompleta de Cholesky, pode
ser feita somente nos m primeiros passos do método de Newton-Raphson e,
nos passos seguintes, utiliza-se a mesma matriz de pré-condicionamento
calculada no passo m. '

Esta estratégia para acelerar o método foi proposta por Henneberger
et al (1990). Segundo os autores, mesmo com m igual a 2, sfo obtidos

resultados excelentes.



160

CAP[TULO VI - RESULTADOS OBTIDOS

VI.1l. Introdugédo

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com os trés programas
processadores, isto é, o magnetostdtico, o de correntes de Foucault e o de
aquecimento indutivo. Os programas foram implantados em um microcomputador
compativel com o IBM-PC-AT.

Para os problemas escolhidos existem solugdes analiticas ou resultados
experimentais. Com isto, se consegue validar os métodos empregados. Somente no
caso de aquecimento indutivo esta estratégia ndo foi obedecida, por ndo haver
resultados disponiveis. A comparagfdo, neste caso, é efetuada com os resultados

de um problema axi-simétrico obt idos por um programa bidimensional (Bleuvin,
1984).

VI.2. Problemas magnetostaticos

VI.2.1. Blindagem magnética: casca esférica em um campo magnético uniforme

Este exemplo possui solugfdo analitica (Jackson, 1983) e é um bom teste para
se checar o programa magnetostatico em dominios onde n&o existem correntes
elétricas. O problema consta de uma casca esférica de raio interno igual a "a"
e externo igual a "b", feita de material com permeabilidade relativa u, e
localizada em um campo magnético uniforme Ho, posicionado segundo a diregédo z,
conforme a figura VI.1.

Dese ja-se calcular o campo na regifo préxima a esfera. A solugdo analitica

para este problema é dada, em coordenadas esféricas, por (Jackson, 1983):

- cos 8r + & sen @ e , r<a
3 3
H = {(B+2y/r)Jcosér + (B+y/r)sen®8 8 ,a<r<b (VI.1)
3 3
L (Ho + 2o / r")cos@r + (-Ho +« /r’)sen®6 , r>b

onde:

9 u

(2u+1) (u+2)-22°3(p-1)2/ b3
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8 (2u+1)3 : - ag(u—l)s
3u 4 4 3u
Lo o) ) (6028

Su

e r e 8 sdo os vetores unitarios nas diregdes r e 6.

&

HQ

Z

% '

Fig. VI.1. Casca esférica em um campo uniforme

Neumann

Fig. VI.2. Esfera vazada em um campo uniforme: Geometria e condigdes de

contorno.
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Devido ao fato da esfera possuir 3 planos de simetria, ela pode ser
representada por apenas 1 octante (Fig. VI.2). Escolhe-se p = 1000, a = 0.05
m, b = 0.055 m. A fronteira esférica externa é localizada a 3 diametros de
distancia, em um raio de 0.3 m. O campo Ho é igual a 1/u0, o que gera uma
indugdo, Bo, igual a 1 T. As condigdes de contorno sio escolhidas de maneira a
que se tenha esta indugdo segundo a diregdo z. Uma escolha coerente consiste
em aplicar um potencial de magnitude z/p0 nos nés externos, onde z é a
coordenada z do n6é. No plano de simetria z = 0, o potencial é nulo. Nas demais
fronteiras, tem-se condicio de contorno de Neumann (Fig. VI.2).

O médulo do campo é constante dentro da esfera, servindo como teste para a
precisio do programa. Na Fig. VI.3 tem-se o erro percentual sobre este valor
para véarias malhas de elementos finitos diferentes. Na figura VI.4., o mesmo
grafico é apresentado em escala logaritmica, o que fornece uma idéia da taxa
de convergéncia do programa. Pode-se notar neste grafico que, para atingir

precisfio da ordem de 1% (log(0.01)=-2), seriam necessarias, aproximadamente,

5600 equacdes (% 10 '°),

10
Erro X
8 —
.
6 —1
4
2— \
|
0 T T :
I T L ] L} I T I L T 1
0 200 400 600 800 1000 1200 14‘00 Tsloo ;

Numero de equacoes

Fig. VI.3. Erro percentual para o campo no interior da esfera em fungdo do
numero de equagdes.

O erro entre os resultados analiticos e numéricos deve ser resultante do
erro de aproximagado do método de elementos finitos e do fato da geometria néo

estar representada de maneira totalmente correta {( a esfera é aproximada por
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superficies planas e a fronteira externa nado esta no infinito, mas somente a 3
diametros do centro da esfera). Este erro, porém, ¢& extremamente pequeno e

tende a diminuir a medida em que a malha é refinada.

-1.0
_1 LOG (Erro)

~-1.2+
-1.4—4
-1.6—
-1.,8+

-2.0—

-2.2 T Y T L L LIRALIRER SLIR AL 1T

2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 3.5 3.75 j1_.‘00
LoG(ET-aga'es)

Fig. VI.4. Erro em escala logaritmica

VI.2.2. O problema do IEEJ

Este problema foi proposto por um comité do Instituto .de Engenheiros
Eletricistas do Japdo (IEEJ) para testar e comparar programas de calculo
magnetostéatico tridihensional (Nakata et al., 1983).

A figura VI.5. mostra o modelo proposto. Um nucleo retangular aberto é
envolvido por um enrolamento com 457 espiras no qual circula uma corrente
continua de valor igual a 6.56 A (Numero de Ampére-espiras = 3000).

Uma caixa de blindagem, de espessura igual a 1.6 mm fecha o nicleo. As
permeabilidades relativas do nucleo e da blindagem s@o assumidas iguais a
1000, e problema é linear devido ao grande entreferro presente.

A fig. VI.B. mostra os pontos nos quais os valores calculados e medidos séo
comparados. A medig8o da densidade de fluxo é feita por uma sonda de efeito
Hall e, como a 4area da sonda ndo é suficientemente pequena, a densidade de
fluxo ndo pode ser medida com precis@o em regides onde a amplitude e a diregédo
do vetor indugdo variam abruptamente. Portanto, os pontos onde existe menor

variacio das indugdes sdo escolhidos para comparag&o.
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nucleo T nucleo/ ‘\enrolomento
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Fig. VI.5. O problema do IEEJ. (a) Vista lateral. (b) Vista superior.
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Fig. VI.B. Pontos de comparagéo entre os valores medidos e calculados.

As medigdes foram efetuadas na Universidade de Okayama e nas empresas Fuji,
Meidensha e Yaskawa, todas no Japao. »

Devido a simetria do problema, apenas 1/8 dele é analisado, conforme a Fig.
VI.7. Pode-se fixar condigdes de contorno de Dirichlet no plano z=0, porque o
campo magnético é perpendicular a ele. As outras fronteiras tém condigéo de

contorno de Neumann homogéneas.
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Fig. VI.7. Regifio analisada e condigdes de contorno

A malha de elementos finitos utilizada ¢ repreéentada esquematicamente na
Fig. VI.8. Nesta figura aparece somente a discretizacdo dos materiais
magnéticos. O problema tem um total de 1440 elementos e 1859 nos. O numero de

equagdes é igual a 1690.

Na figura VI.S8. apresenta-se a distribuigfio da indugdo magnética sobre os
materiais magnéticos.

Na tabela VI.1 apresentam-se os valores calculados e .os experimentaié nos
pontos indicados na Fig. VI.B.

Para os pontos de 1 a 4, os erros estfio em um limite de 4%. O ponto S
apresenta um erro inﬁermediario e o ponto 6 apresenta um erro muito elevado.
Os pequenos erros entre os resultados calculados e os medidos podem ser
resultantes de ter-se desprezado a nio lineridade do nucleo é da blindagem e
pelo fato da é4rea ativa da sonda de efeito Hall nao ser suficientemente

pequena para efetuar medidas precisas nas regides onde a variagao do campo
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magnético & grande. O erro mui‘to grande na proximidade da blindagem (ponto 6)
pode ser devido a existéncia de um orificio em seu ponto central superior,
necessario para a introdugdo da sonda no interior da caixa magnética (Nakata
et al., 1989).
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Fig. VI.8. Malha do problema.

Tabela VI.1. Comparacgio entre os valores calculados e experimentais

Ponto Coordenadas (mm) B (x 10-2) T Erro
X y z Calcul. Experim.
1 0 0 110 2.3585 2.400 -1,68 %
2 40 0 110 2.93391 2.981 -1.41 %
3 40 40 110 3.5274 3.550 -0.64 %
4 60 o g0 2.6793 2.773 -3.38 %
S 60 40 90 3.1058 3.405 -8.79 %
5] 0 0 180 1.2707 1.090 +16.58%
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Fig. VI.9. Distribuigfo da indugdo magnética sobre os materiais magnéticos.

VI.2.3. Um problema magnetostatico ndo linear

Este problema foi adotado como um dos problemas-teste para comparagdo de
programas de calculo de campos eletromagnéticos tridimensionais (Turner,
1980).

Ele consta de um enrolamento que atravessa dois nucleos de ago abertos e
deslocados em relagio ao centro da bobina (Fig. VI.10). Entre os nucleos
existe uma placa, também de aco, através da qual o fluxo dos nicleos se fecha.
A curva B-H do ago utilizado esta represéntada na fig. VI.1l1.

Somente 1/4 da geometria precisa ser considerada, se a sua simetria em

relagéo ao plano z = 0 e a condigdo de periodicidade entre os planos o-p e
o-q, isto é:

¢ = ¢ (VI.2)
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sdo consideradas.

unit ; mm
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(a) front view

coil (dc 1000 and 3000 AT)

(b) plan view

Fig. VI.10 Problema magnetostatico niio linear: (a) Vista de frente; (b) Vista

superior (Turner, 1990).

A figura VI.12 (a) mostra a distribuiqéo da inducio magnética segundo um
plano na diregioc x-y, com z = 63.2 mm. Na figura VI.12 (b) é mostrada uma

vista 3-D desta distribuicgao.
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Fig. VI.11l. Curva B-H do ago (Turner, 1990)

Nakata et al. (1990(0)) efetuaram medigdes do fluxo magnético nas secgdes
Sa, Sb e Sc do nicleo e da placa central (Fig. VI.13) com a f.m.m. de
excitagdo igual a 1000 e 3000 A-espiras.

Na fig. VI.14 os valores médios da densidade de fluxo nestas segBes sao
comparados com os valores obtidos através do calculo 3D.

A aproximagio entre os valores calculados e os medidos é melhor para
excitagdo igual a 3000 A-espiras do que para 1000 A-espiras. O erro existente
na excitagdo mais baixa deve ser devido a erros intrinsecos ao experimento
(determinacdo da curva B-H, medigc8io de B) e a variaciio de B dentro de cada
secdo. E importante ressaltar que os resultados obtidos sdo compativeis com os
calculados numericamente por outros grupos (Nakata et al., 1990(c)).

Este problema, por envolver um numero de variaveis elevado e ser nio linear
demanda tempos de proceséamento elevados. A malha de elementos finitos adotada
possuil 1560 nés. Destes, 56 sfo periddicos e 195 estio sobre o plano z = 0,

onde se impde o valor do potencial, o que reduz o numero de equagdes a 1316. A
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matriz gerada possui 15554 coeficientes ndoc nulos (parcela triangular

inferior: matriz simétrica).

1

!
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\

AN

(a)

Lot

(b)

Fig. VI.12. Distribuicfio das densidades de fluxo com excitagdo igual a 3000

A-e: (a) Vista superior (b) Vista 3-D.
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Fig. VI.13. Pontos de medigio do fluxo magnético (Turner, 1990). "
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Fig. VI.14. Comparag@o entre valores medidos e calculados para excitagdes

iguais a 1000 A-e e 3000 A-espiras.

O sistema nd3o linear convergiu apés 14 iteragdes, sendo 3 efetuadas pelo
método de aproximacdes sucessivas e 11 pelo método de Newton-Raphson. O tempo-

total de processamento em um microcomputador IBM-PC-AT foi igual a 2 h e 17

minutos.
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VI.3. Problemas de correntes induzidas

Existem varios problemas-teste definidos pela comunidade de calculo de
campos eletromagnéticos (Turner et al., 1988; Turner, 1988; Turner, 1990) com
o objetivo de comparar programas de célculo e seus resultados. A cada ano, sao
promovidos varios "Workshops" internacionais com esta finalidade. Estes
Workshops foram denominados de TEAM-Workshops (TEAM = Testing Electromagnetic
Analysis Methods). Os problemas incluem calculos transitérios, o regime
permanente senoidal, materiais magnéticos e nio magnéticos, etc. Para todos
eles existem soluqées analiticas ou resultados experimentais. Os problemas

apresentados nesta segf@o fazem parte dos TEAM-Workshops.

VI.3.1. Esfera em campo uniforme

Este problema é semelhante ao apresentado na segdo VI.2.1 e também possui
solugéo analitica (Emson, 1988). A geometria & a mesma, porém a casca esférica
é condutora (condutividade igual a 5x108 S/m e permeabilidade relativa igual a
1). O campo magnético, apesar de uniforme, tem variacfo senoidal no tempo, a
uma freqiiéncia de 50 Hz, e amplitude de pico de 1 T.

Devido a existéncia de simetria, apenas 1 octante da esfera precisa ser
calculado. O raio interno é';gual a2 0.05 m e 0 externo, 0.055 m. A fronteira
esférica externa é localizada a 3 diametros, em um raio igual a 0.3 m. As
condig¢des de contorno sobre o potencial escalar sido escolhidas de maneira a
conduzir ao campo de 1 T segundo a diregdo z. Na fronteira externa adota-se ¥

= z/po, onde z é.a coordenada z do né. No plano z=0, Y = 0. Nos planos y = 0 e
X =0, dY/8n = 0.

E 3
As condigdes de contorno sobre o potencial vetor A sfo:

*
1. plano z 0, A_ = 0;

»*
2. plano x =0, A =0 e Az = 0;

* *
3. plano y o, Ax =0 e A_ =0,
Estas condigdes estfo representadas na figura VI. 15.
Na Fig. VI.16. apresenta-se a variacfo de Bz (resultados numéricos e
analiticos), ao longo da linha radial correspondente ao eixo x. A linha se

estende da origem até um raio de 0.1 m (duas vezes o raio da esfera). Mais uma
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vez, verifica-se uma 6tima aproximagio entre os resultados numéricos e

analiticos.

Y = 2/40

Fig. VI.15. Condigdes de contorno para o problema da esfera em campo uniforme.

Bz (T)
1.5

+ Real {Analitico)
x imaginaria (Anal.)

1.0

RN Real {Num.)

0.5

0.0

{
K
X

X

0 . 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Fig. VI.16. Componentes real e imaginario de Bz em funcdo de x (em z=0 e y=0).
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Vi.3.2. O "Bath-cube"”

0 JBath—cube" é um experimento desenvolvido na Universidade de Bath
{(Inglaterra) com a finalidade de comparar os resultados de programas de
cdlculo de correntes de Foucault 3D com resultados experimentais (Davidson &
Balchin, 1981).

Ele consta de uma cavidade localizada entre oé pélos de um eletroimad (Fig.
VI.17). O pélo inferior é vazado, e é denominado de "caixa". O pélo superior
(daqui ' para frente denominado de pélo) quase fecha completamente a caixa. No
espago em forma de paralelepipedo assim delimitado s&o distribuidos,
simetricamente, quatro blocos de aluminio (daqui para frente chamados de
cubos). Uma forga magnetomotriz senoidal, de amplitude de pico igual a 1000
A-e e freqiéncia de 50 Hz é aplicada entre o pdélo e a caixa.

Entre os blocos de aluminio e a caixa é deixado um entreferro de 4mm,
espago sufciente para a passagem de uma sonda de efeito Hall, que pode ser
movida paralelamente a diregdo y, ao longo da linha z = 2 mm, x = 70 mm. A
sonda mede a amplitude de B segundo a diregdéo z e a sua fase com relagéo a
forca magnetomotriz de excitacgéo.

Devido a simetria do problema, pode-se calcular apenas 1/4 deie, no caso o
quadrante x =2 0 e y =z 0. Como o pdlo e a caixa sf@o feitos de ago laminado,
assume-se que sua permeabilidade magnética ¢ infinita, isto é, que o campo H é
normal as suas superficies. Levando-se em conta a forga magnetomotriz

aplicada, estipula-se:

1000

<
]

, sobre o pélo

¥y = 0 , sobre a caixa.

No restante do contorno, tem-se o campo H tangente a fronteira, e a condigdo

de contorno de Neumann:
5]
o n - 0 (VI.3)

Em z =96 mm, utiliza-se, também, esta condicdo (Bossavit, 1988(d)). Neste
caso, a equagido (VI.3) é apenas uma aproximagio da situagio real.
Na Fig. VI.18 apresentam-se os valores do médulo e fase de Bz ao longo da

linha x = 70 mm, z = 2 mm (Mesquita & Bastos, 1990(a)).
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Fig. VI.17. Geometria do "Bath-cube": (a) Vista superior e lateral; (b) Vista

em perspectiva.
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Na Figura VI.19 mostram-se os valores do
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médulo e fase de Bx ao longo da

linha x = 120 mm, z = 20 mm.
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Fig. VI.19 (a)Moédulo e (b)Fase de Bx ao longo da linha x =

(b)

120 mm e z. = 20 mm.
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Existe boa aproximagdo entre os valores experimentais e numéricos dos
médulos nos dois casos. A fase, porém, apresenta grandes discrepancias. Estes
erros, também aparecem nos resultados obtidos por outros grupos de pesquisa
(Bossavit, 1988 (d) e Emson, 1990, entre outros) e ocorrem na regido de baixos
valores de densidade de fluxo, onde erros numéricos no calculo da fase sé&o
comuns (Bossavit, 1988(d)).

A figura VI.20 mostra a distribuicfo da densidade de corrente e da indugéo
magnética sobre a superficie do cubo (componentes reais). Nota-se o efeito de

blindagem sobre a inducdo magnética, causada pela circulagio das correntes no

cubo.

Fig. VI.20. Distribuicio da densidade de corrente e indugio magnética sobre a

superficie do cubo (componentes reais).

A figura VI.21 apresenta as densidades de poténcia induzidas sobre a
superficie do cubo.
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BATH CUBE MELHORADO
t = .000000 s
V. MAX=  4000E+06
V. MIN=  Q00QE+00

DENS. OE POTENCIA

.3600E+06
.3200E+06
.2B00E+06
.2400E+06
.2000E+06 -
. 1600E+06
. 1200E+06
.8000E+05
.4000E+05

L

Fig. VI.21. Densidade de poténcia sobre a superficie do cubo.

OWENONA W

VI.3.3. 0 "Bath-plate"

O "Bath-plate" é outro experimento desenvolvido na Universidade de Bath
(Rodger, 1988). ‘

Neste problema, correntes de Foucault s&@o induzidas em uma placa retangular
de aluminio com dois furos internos, por agdo de uma bobina indutora por onde
circulam correnteé senoidais que criam uma forga magnetomotriz de amplitude
igual a 1260 A-e nas freqiiéncias de 50 ou 200 Hz (Fig. VI.22).

O topo da bobina ocupa a posigdo z = 235 mm.As fronteiras do problema sé&o
estendidas até x = * 255 mm, y = + 280 mm, z = 400 mm e z = O mm.

A bobina indutora é cilindrica e pode ocupar duas posigdes diferentes. Na
primeira, o seu eixo estd localizado sobre o centro do prato. Neste caso,
pode-se calcular apenas 1/4 do problema, conforme indicado na Fig. VI.23a.

As condigdes de contorno para os diversos potenciais neste caso sdo:

1. Emx =0, B.n = 0 e Jan = 0. Logo:

* »* *
A An =0, isto é: Ay =0 e A_=0.
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Fig. VI.22. Geometria do Bath-plate (Rodger, 18988).
2. Emy=0, B. n = 0 e JAan = 0. Logo:

po 8¢/6n = O

*

* *
A An =20, isto é: Ax =0 e A =0.

3. Nas demais fronteiras tem-se po 8¢/6n = O.

Na segunda posigdo, o eixo da bobina estd localizado no centro de um dos

buracos do prato. Neste caso, existe simetria somente em relagido a linha x =0

, e metade do problema deve ser calculado (Fig. VI.23b). As condigdes de



181

contorno, em x=0, s&o:

=
o
@
©
~N
b
1]
I
o

’ * *
A An =0, istoé A =0 ¢ A =0.

Nas deméis fronteiras, po 6¢/ag = 0.

f* * :
Ay =0 Az =0 J

-

Fig. VI.23: Condigdes de contorno para o "Bath-plate". (é) Bobina com eixo no

(b)

centro do prato. (b) Bobina com eixo no centro de um dos buracos do prato.

Devido a existéncia dos "buracos" no prato, a regifio Q¢ é multiplamente
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conexa. Por isto, introduz-se uma regifio de condutividade baixa no "buraco",
de modo a tornar ¥ simplesmente conexa.

Na interface entre as regides de diferentes condutividades forga-se:

onde n &€ o vetor normal a interface entre as duas regides. Com isto, o
problema de salto no componente normal de A* nesta interface nfo aparece neste
caso. _

A figura VI.24(a) mostra a distribuigio da densidade de corrente na placa,
para a bobina com eixo no centro da placa e freqiéncia de 50 Hz. A figura

VI.24(b) mostra a distribuicdo da densidade de poténcia sobre a placa.

(a)

BATH-PLATE,
t = .000000 s

V. MAX= . 4000E€+05
V. MIN= _0000E+00

L
m
z
7]

. DE POTENCIA

.3600€E+05
.3200E+05
.2B00E+05
.2400€+05
.2000E+05
. 4600E+05
. 1200E+05
.8000E+04
.4000E+04

L

CONOOAWN -

(b)

Fig.VI.24. (a) Correntes, (b) Densidade de poténcia: Bobina no centro da placa
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A Figura VI.25 mostra a distribuigfio da densidade de corrente (a) e da

densidade de poténcia (b) na placa, para a bobina com eixo no centro de um dos

buracos da placa (50 Hz).

(a)

BATH-PLATE,

t = .000000 s
V. MAX= _6000E+0S
V. MIN= _0Q0Q0E+00

1)
m
z
(7

. DE POTENCIA

.5400E+05
.4B00E+05
. 4200E+0S
.3600E+05
.3000E+0S
.2400E+05
. 1BOQE+0S
. 1200E+0S
.6000E+04

OENOUI A WN -

L

(b)

Fig. VI.25. (a) Correntes induzidas. (b) Densidade de poténcia: Bobina com

eixo no centro de um dos buracos da placa, 50 Hz.

A Figura VI.26 mostra a variagdo de BZ (médulo e fase) ao longo da linha x

= 0, z = 200.5 mm, com y variando entre O e 55 mm, na freqiéncia de 50 Hz,

quando a bobina estad centralizada.
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Fig. VI.26. Bz’ 50 Hz, bobina centrada. (a) Médulo ; (b) Fase.

A figura VI.27 mostra a variagdo de Bz ao longo da mesma linha (porém com y
entre *55 mm), com a bobina descentralizada.

A figura VI.28 repete as condigdes da Figura VI.25, porém com freqiéncia de
200 Hz.

Verifica-se que os resultados numéricos e os experimentais apresentam uma
boa correlacdo. Além disto, o erro aumenta com o aumento da freqiiéncia, o que
é razoavel, pois a 200 Hz a profundidade de penetragéo é bem menor que a 50

Hz, e a malha de elementos finitos torna-se pior.
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Fig. VI.27. Bz’ 50 Hz, bobina descentrada. (a) Moédulo; (b) Fase.
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Fig. VI.28. B, 200 Hz, bobina centrada.

(a) Médulo; (b) Fase.
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VI.4. Problemas termo-eletromagnéticos

Para estés problemas ndo foi possivel a utilizago de exemplos com
resultados analiticos ou experimentais. Por isto, para validar o programa,
calculou-se um problema com simetria axial para o qual existem resultados.
obtidos por um programa de aquecimento indutivo bidimensional (Bleuvin,'1984).
Somente depois de verificado que os resultados eram semelhantes é que se

calculou um caso totalmente tridimensional, onde as potencialidades do método

podem ser exploradas.

VI.4.1. Um problema de aquecimento axi-simétrico

0 problema apresentado na figura VI.29 (Bleuvin, 1984) é composto de um
enrolamento indutor percorrido por uma corrente de excitagdo senoidal, de
freqiiéncia angular w, mais uma armadura que canaliza as  linhas de campo. A
bobina induz correntes de Foucault em um tarugo metdlico, que sofre um

processo de aquecimento por indugéo.

Enrolamento Plano de simetria

|
indutor |
|
\\ ! armadura
Y * A

e
|
|

e - — — — _( Eixo de

‘ ) rotacao
% é——fcrugo
t

Fig. VI.29. Problema de aquecimento indutivo axi-simétrico.

Com a finalidade de comparagido de resultados, adotam-se as mesmas

aproximagdes empregadas por Bleuvin (1984), isto é:
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1. Leva-se em conta o eixo de simetria do problema (Fig. VI.29), o que

reduz a parcela da geometria a ser calculada;

2. A densidade de poténcia elétrica é calculada por um programa de calculo
bidimensional e & mantida constante ao longo de todo o transitério de
aquecimento. Limita-se a regifdo de circulagdo de corrente induzida a
parte hachurada da figura VI.30. Mantém-se, nesta regido, uma densidade

de poténcia constante no tempo e no espago igual a q = 2.35 x 107 W/m3.

3. As propriedades térmicas do material s&8o descritas pelas eqﬁaqées
(IV.13) e (IV.15). Os seguintes coeficientes sfio adotados: Ko = 40; K1 =
83.46; Tk = 250; £ = 9.36 x 108; Sig = 20; Tc = 1033 OK; co = 4.68 x 106

As temperaturas sdao expressas em OK. Note-se que, para este exemplo,
Bleuvin adotou uma representagfio parabdlica para a variagéo de k com a

temperatura, o que d4 origem a pequenas diferengas de resultados.

4. As condicdes de contorno térmicas sdo representadas na Figura VI.30. Os
valores adotados para os coeficientes de contorno térmico sfo: h = 10 e

€ = 0.8. A temperatura ambiente é igual a 300°K.

Radiagdo I

Pla
€ ~ D } simer:gr‘icie
convecgoo

“ad 9T —g

e ¥ _ _ _ N

2 1l 32:[:: I ¥ Eixo de
on

| rotogab

Fig. VI.30. O dominio térmico e suas condigdes de contorno.

Com estas condicdes, pode-se simular o crescimento da temperatura no tarugo
submetido a uma fonte térmica constante. Esta consideragdo torna o modelamento
do fenémeno fisico original - aquecimento por indugdo - imperfeito, pois a
variacio das caracteristicas eletromagnéticas com a temperatura ndo esta sendo
levada em conta, assim como a passagem do problema de magnético para ndo
magnético em torno do ponto de Curie. Porém, a preocupacéo deste exemplo é
apenas analisar as caracteristicas transitérias do problema do ponto de vista

térmico, com a finalidade de compara-las com um exemplo que possui solugao
numérica conhecida.
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A figura VI.31. mostra as linhas isotermas em varios instantes de tempo

ao longo do processo de aquecimento.

Teste Herve Blsuvin [ Tests Harve Blsuvin
t = 243.100000 » t = 454 .2939900 8
V. MAX= , 8400E+03 V. MAX= _41070E+04
V. MIN= _7400€+03 V. MIN= _9700E+03 ﬂ
p
TEMPERATURA 1 TEMPERATURA
1 .8300€+03 1 .{060E+04
' 2 .B200E+03 2 .1050E+04 |
3 .B100E+03 3 .1040E+04 P
4 .BOOOE+03 4 ,1030E+04
S .7900E+03 S .1020E+04
6 .7B00E+03 6 .1010E+04
7 .7700E+03 5 p 7 .1000E+04 e
B8 .7600E+03 8 .SS00E+03
9 .7500E+03 i 9 .9B00E+03 3
p
[ M [

Taste Herve Bleuvin
t = 3157.800000 8
V. NAXs  1500E+04
V. MIN= | $300E+04

Taste Harve Blsuvin
t = 761.500200 »
V. MAX=  4350E+04
V. MIN=  1450E+04

SN

TEREERATORR TEMPERATURA
-1 .1330E+04 SO
2 [1310E+04 S14e0E 0
3 [1290E+04 d4d0Eros
4 [1270E+04 o
5 .1250E+04 oo
6 .1230E+04 oo
7 [1210E+04 1360804
8 .11890E+04 13206404
S [1170E+04 :

L -

RNV

Fig. VI.31. Isotermas em véarios instanteside tempo ao longo do processo de

aquecimento.

A Fig. VI.32 mostra a variagdo da temperatura nos pdntos mais quente (ponto
1) e mais frio (ponto 2) em regime permanente (ver Figura VI.30). Estes
resultados sfio comparados com os obtidos com o programa 2-D de Bleuvin (1984).
Verifica-se uma diferenca pequena entre os resultados dos dois programas, que

deve ter sido causada pela representacio distinta da condutividade térmica
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pelos 2 programas.

1600
?Temcruturn K}

1400~

I ‘ T ‘ T
0 200 400 600 800 TO‘OO

Tempo (s)

Fig. VI.32. Evolugdo da temperatura nos pontos 1 e 2.

A figura VI.33. mostra a variagdo do intervalo de integragio ao longo do
tempo. Verifica-se que este intervalo cresce, até que seja atingida a
vizinhanga do ponto de Curie (t = 270 s), onde ele é reduzido automaticamente
para diminuir os erros causadoé pela rapida variagio das caracteristicas do
material. Enquanto todo o tarugo nfdo ultrapassa a temperatura de Curie, o que
acontece em torno dos 600 s, o passo de integracido se mantém baixo, com alguns
"instantes de crescimento e decrescimento.

A variagdo do intervalo de integragido ¢ comandada pelos estimadores de erro
de discretizagio temporal (EDT) e de n3o linearidade (ENL) do problema, cuja
curva no tempo é representada na figura VI.34.

Observa-se que o ENL é significativo quando se atinge a vizinhanga do ponto
de Curie. Além disto, os picos do EDT e do ENL ocorrem, quase sempre, nos
mesmos instantes de tempo. Note-se, porém, que os picos do ENL s&o mais
intensos do que os picos do EDT.

Um fato a ressaltar é que, -apesar de presentes nos graficos da Fig. VI.34.,
erros supefiores a 100% do valor do erro maximo especificado nunca ocorrem na
realidade, pois, se ocorrerem, o passo de integragido é reduzido e o calculo do

passo atual é refeito.

Este exemplo comprova o bom funcionamento da parcela térmica do programa.
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BOT

Intervalo de integracao (s)

60—

40—

20 —

T | | 1
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Tempo (s)

Fig. VI.33. Variagdo do intervalo de integragdo (At) ao longo da simulagéo
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Fig. VI.34. Erros estimados maximos.

VI.4.2. Um problema de aquecimento indutivo axi-simétrico

O problema a seguir ¢ composto por uma bobina indutora, percorrida por
corrente senoidal, induzindo correntes de Foucault em um tarugo metalice. O

comprimento do sistema na diregfio axial é muito superior ao seu raio. Com
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isto, pode-se eliminar os efeitos de borda e efetuar o calculo para uma

pequena segio do problema, representada na figura VI.35.

Eixo N
de |
rotacoao
F
| Tarugo Ar Indutor
{
o 8 22.65 23.83 mm

Fig. VI.35. Problema de aquecimento indutivo axi-simétrico.

A bobina cbia, sem a presenca do tarugo, um campo magnético constante, de

valor de pico igual a 76367 A/m.

Para se resolver este problema em 3D, utiliza-se apenas 1/4 da geometria,

conforme apresentado na Fig. VI.36.

Nesta figura estd3o também representadas as condigdes de contorno .

eletromagnéticas, isto é:

¢ = 0O , em z = 0;
¢ = 76367 , em Zz = 1mm;
Az =0 ,emz=0e z =1 mm;
Ax = AZ = 0 , emy =0
*
A = A = 0 , emx =0
Y Z

As condicdes de contorno térmicas s3o estipuladas sobre a superficie do
tarugo, conforme a figura VI.36b, isto &, condigdo de radiagio/convecgéo em
=8 mm e condiciio de contorno adiabatica nas demais superficies.

Os valores dos coeficientes de troca convectiva, h, e de emissividade, ¢,

sao:

h = 10 W/ (m® °C)
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*
¢ = 76367, Az = O

Radiagdo, Conveccéo

Fig. VI.36. Geometria do problema 3D, malha de elementos finitos sobre o

tarugo e condigdes de contorno eletromagnéticas e térmicas.

As propriedades térmicas do material sfio descritas pelas equagdes (IV.13) e
(IV.15). Os seguintes coeficientes sio adotados: Ko = 40; K1 = 30; § =
9.38x108; Tk = 250; Sig = 20; Tc = 760 oC, co = 4.88x108. As temperaturas sao

o
expressas em C.

As propriedades eletromagnéticas do material s&o descritas pelas equagles

(IV.12) e (IV.14), com: u(0) = 50 uo; TR = 150; po = 13.75x10_8; Bo = 0.004;

p1 = 31.56x10'8; B1 = 0.001.

A freqiiéncia de alimentagio é igual a 4000 Hz e a profundidade de
penetragio das correntes induzidas é, a temperatura inicial, igual a 0.42 mm.
A figura VI.37. mostra a evolugdo da tempebatura em dois pontos do tarugo:

o ponto 1, situado emr = 0 e o ponto 2, situado emr =8 mm.
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Fig. VI.37. Evolugdo da temperatura nos pontos 1 (r = O mm) e 2 (r = 8 mm)

A figura VI.38. mostra a evolugio do passo de integragio ao longo do tempo.

A figura VI.39. mostra a poténcia dissipada ao longo de uma linha radial em
varios instantes de tempo. A figura VI.40 mostra a distribuig@o da temperatura
sobre esta linha nos mesmos instantes de tempo.

A andlise das figuras (VI.37), (VI.39) e (VI.40) pode ser feita em
conjunto. Verifica-se que, inicialmente, quando as temperaturas estdoc todas

abaixo da temperatura de Curie, a poténcia dissipada se concentra na’
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superficie do tarugo e atinge valores muito elevados (curva correspondente a
7.72 s, fig. VI.33). Por isto, nestes instantes iniciais o aquecimento se
processa de forma répida e a superficie externa tende a se -aquecer mais
rapidamente do que a parte interna do tarugo (Fig. VI.37 e curva

correspondente a 7.72 s na figura VI.40).

4 Intervalo de integracao (s)

P |

0|llllfrt_ﬁ](lrllllllltlilllle

0 50 100 150 200 250 300

Tempo (s)

Fig. VI.38. Evolugédo do passo de integragéo.

xso:
ibﬂ\ud.n- de potancis (W/m3)
[+]

#___",/’// ta7.72

T B Y 1 T T T 1§ T

x109
1

-1 A #—__,_____,,afff’///,t-10.72
0

!
x3108 :
1
-1 4_____________________—__.._,__———”"t.22.7s
] T ~T 1
| ' 1 | | 1
x108
1
4_________________________._____——"—’t-asss.4
o 14 L] I T I L} I .
0F é 4 ] 8 wmm
Raic

Fig. VI.39. Poténcia dissipada ao longo de uma linha radial em varios
instantes de tempo.
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Fig. VI.40. Temperatura ao longo de uma linha radial em varios instantes de
tempo.

Quando se atinge a vizinhanca da temperatura de Curie, o material do tarugo

se torna nio magnético. A densidade de poténcia é cada vez menor (curvas

correspondentes a 10.72 s e 22.76 s na figura VI.38) e a profundidade de

penetracio ¢ maior. Com isto, a diferenga de temperatura entre um ponto

interno e outro na superficie do tarugo torna-se menor (figura VI.37. e curvas

correspondentes a t = 10.72 s e 22.76 s na figura VI.40).

Nos instantes anteriores ao regime permanente, todo o tarugo esta em
temperatura superior a de Curie, as fontes de calor sdo fracas, a temperatura

cresce lentamente e ha uma inversfo do gradiente térmico: o ponto mais quente

¢ o ponto do centro do tarugo (ponto 1) devido as trocas de calor por radiagéo
e convecGdo que ocorrem na superficie da pega (curvas correspondentes a
t=1566.4 s nas figuras (VI.39 e VI.40).

E de se notar a eficadcia do algoritmo de discretizag@o temporal e a sua
estabilidade numérica, que permitem o calculo desde a temperatura inicial (30
°C) até a final (aproximadamente 960 °C) em apenas 60 passos de integragéo,
apesar do problema atravessar duas fases criticas sob o ponto de vista

numérico: a fase de aquecimento inicial, durante a qual o processo de

aquecimento é muito rapido, e a passagem pelo ponto de Curie, durante a qual a

variacfo das caracteristicas do material é muito acentuada.
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VI.4.3. Um problema de aquecimento indutivo tridimensional

0 exemplo a seguir é uma adaptagdo do "Bath-cube" (segio VI.3.2) para
problemas termo-eletromagnéticos.

Nesta adaptagio, a geometria do problema ¢ mantida, assim como a freqiiéncia
de alimentacgdo (50 Hz)}. Porém, a intensidade da forga magnetomotriz de
alimentagio é aumentada para 20000 A-e e o material do cubo é substituido pelo
material do problema da seqéo’VI.4.2, que possul permeabilidade relativa igual
a 50. Com isto, as intensidades das correntes induzidas e da poténcia
dissipada v&o aumentar, fazendo com que o cubo se aquega.

Ao problema de aquecimento indutivo, assim definido, devem ser
acrescentadas condigdes de contorno térmicas, que sdo especificadas sobre a
superficie do cubo. Supde-se que as fronteiras internas (x = 40 mm e y = 40
mm) e as fronteiras superior e inferior do cubo estio isoladas do pdélo e da
caixa por um material termo-isolante. Portanto, estas fronteiras sdo
adiabaticas. Nas outras duas fronteiras (x=110 mm e y=110 mm) ha troca de

calor com o ambiente por convecgdo e radiagdo. Os coeficientes destas trocas
‘séo estipulados em h = 10 e € = 0.8. v

A profundidade de penetragdo a temperatura ambiente é igual a 3.8 mm.

A figura VI.41. mostra a evolugdo no tempo da temperatura em alguns pontos
do cubo: o ponto A (x = 70 mm, y = 110 mm, z = 64 mm), o ponto B (x = 40 mm, y
=40 mm, z = 64 mm), o ponto C (x = 110 mm, y = 110 mm, z = 40 mm) e o ponto D
(x =40 mm, y = 70 mm, z = 64 mm) (ver também a figura VI.43).

A figura VI.42. mostra a evolugdo do intervalo de integragdo. A figura
VI.43. apresenta as curvés isotérmicas sobre a superficie do cubo nos
instantes de tempo t = 2.1 s, 85 s, 13 s, 59 s, 187 s e 1877 s. A figura
VI.44 apresenta as densidades de poténcia sobre a superficie do cubo nestes
mesmos instantes.

Nota-se que, inicialmente, (t = 2.1 s), todo o cubo estd em temperatura
baixa, e a densidade de poténcia é elevada na parte superior externa do cubo.
A medida em que as temperaturas vdo aumentando, esta distribuigiio vai se
modificande (t = 8.5 s e t = 13 s), tendendo a se tornar menos intensa nos
pontos onde a temperatura se aproxima da temperatura de Curie (760 0C), pois o
material nestas regides se torna ndo magnético.

Verifica-se que, nestes instantes iniciais, os pontos que se aqueceﬁ mais
rapidamente sfo aqueles localizados em regides de densidade de poténcia alta,
como o ponto A, situado na intersecgfio entre as faces superior (z = 64mm) e

lateral externa (y = 110 mm) do cubo.
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Fig. VI.41. Evolugio da temperatura em alguns pontos, com.diferentes escalas

de tempo.

A medida que a temperatura aumenta, e a densidade de poténcia diminui, esta
= 1876.6 s}. Os pontos mais

situacdo val se alterando (t = 53s, t = 187 s e t
quentes vdo se situando ngs regides mais distantes das faces onde ha troca de

calor com o meio ambiente, como os pontos D e B. Os menos quentes se situam

sobre as faces onde ha troca de calor, como, por exemplo, os pontos A e C.

Nota-se, inclusive, que ocorre queda de temperatura no ponto A, devido a
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diminuigdo da poténcia dissipada na sua vizinhanga e a troca de calor com o
ambiente que ocorre na fronteira y = 110 mm).

Em regime permanente (t = 1877 s), o pbnto B é o mais quente do cubo

(apesar da densidade de poténcia nele ser baixa) e o ponto C é o mais frio.

4 60
_Jlnt-rvuo de integracso (&) - ?Intervno de integracasc (s)
< 50—
3 :
i 40—
2- 30—
- 20~
1 .
A 10—
o "'l|""[""|""|""]clrlvlTTrlIllrﬁ—rllrllvllrlrtll
] 10 20 30 40 50 o] 50 100 150 200 250 3&0
Tempo (8) Tempo (5)
400
qxntervalo de integraceo (s)
300
200 —
100+
1] T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000
Tempo (s)

Fig. VI.42. Evolugdo do intervalo de integracdo, com diferentes
tempo.

escalags de
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8ath cube termico
t = 2.100000 8
V. MAX= _ S0O00E+D3
V. MIN= _ODOOE+00

TEMPERATURA

.4500E+03
.4000€+03
.3500€+03
.3000€+03
.2500€E+03
.2000E+03
.1500€+03
.1000E+03
.S000E+02

<

Bath cube tarsico
t = 8.500001 s
V. MAX= _ 1000E+04
V. MIN= 0000E+00

OENONAWN -

TEMPERATURA

.9000€+03
.8000E+03
.7000E+03
.6000E+03
.5000€+03
.4000E+03
.3000€+03
.2000E+03
.1000E+03

<

th cubs tersico:
t = 13.000000 s
V. MAX= . 1000E+04
V. MIN» . 0000E+00

OENOAAWN-

TEMPERATURA

1 .9000E+03
2 .BO00OE+03
3 .7000E+03
4 .6000E+03
5 .5000E+03
6 .4000E+03
7 .3000E+03
8 .2000E+03
9 .1000E+03

<

Fig VI.43 (Parte I): Isotermas (t

= 2.1, 8.5 e 13 s)
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.4000E+03
.3000E+03
.2000E+03
- 1000E€+03

8ath cubs termico:
t = 58.990960 »
V. MAX= . 1000E+04
V. MIN=  COOOE+00
TEMPERATURA
1 .9000€E+03
2 .8000E+03
"3 .7000E+03
4 .G000E+03
S .5000E+03
6
7 .
8
8

S

8ath cuba tersico
t = 187.000000 s

TEMPERATURA

.8B00E+03
.8600E+03
.8400E+03
.B8200E+03
.B000E+03
.7800E+03
.7600€+03
.7400E+03
.7200E+03

Bath cube termico:
t = 1876.600000 s
V. MAX=  1000E+04
V. MIN= _ BOOOE+03
TEMPERATURA
1 .9800E+03
.9600E+03
.9400E+03
.9200E+03
.S000E+03
.BB00E+03
= .B600E+03
.8400E+03
.8200E+03

Fig. VI.43 (Parte I1): Isotermas (t = 59, 187 e 1877 s)

DENOANE W -

OENOMALWR
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th cubs tersico:
- 2.100000 s
. MAX= _2000E+10
. MIN= _QCO0E+00

FENS. DE POTENCIA

1 .1BOOE+10
2 .1600E+10
3 .1400E+10
4 ,4200E+10
5 ,1000E+10
& .BOODE+09
g
&
re

.6000€+09
2+ 4000E+09
.2000€E+08

<

Bath cube tarsico:
t= 8.500001 »
V. MAX= ,2000E+10
V. MIN= _0000E+00

DENS. DE POTENCIA

. 1BO0E+10
. 4600E+140
.1400E+10
.1200€+10
. 4000E+10
.B000E+09
.6000E+09
. 4000E+09
.2000E+09

OENOUIE W -

5

th cubs tersico:
- 43.000000 s
. MAX= .2000E+10
. MIN= . 0000E+OO

DE POTENCIA

. 1800E+10
. 1600E+10
. 1400E+10
. 1200E+10
.1000E+10
.BO0QE+09
.6000E+08
. 4000€E+08
.2000E+08

S

(Parte I): Densidades de poténcia (t = 2.1, 8.5 e 13 s)

DONON S WN- §

Fig. VI.44.
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Bath cubs tarmico
t = 58.999980 s
V. MAX= ., $000E+09
V. NIN= 0000E+00

DE POTENCIA

.9000E+08
.B8000E+08
.7000E+08
.5000E+08
.5000E+08
.4000E+08
.3000E+08
.2000E+08
.1000€+08

<

th cubs terwmico:
- 187.000000 s
. MAX=  BO0O0E+08
. WIN= _0O0CE+00

OCONOMAWN- E

DE POTENCIA

.4500E+08
.4000E+08
.3500E+08
.3000E+08
.2500E+08
.2000E+08
.1500E+08
.1000E+08
.5000E+07

<

Bath cubs teraico:
t = 1876.600000 s
V. MAX=  S000€E+08
V. NIN=  0000E+00

DONONAEWN - g

:

. DE POTENCIA

.4500E+08
.4000E+08
.3500E+08
.3000E+08
.2500E+08
.2000E+08
.1500E+08
. 1000E+08
.S000E+07

L

Fig. VI.44. (Parte II): Densidades de poténcia (t = 53, 187 e 1877 s)

OONONEWN -
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CONCLUSAO

No decorrer deste trabalho foram apresentadas varias técnicas relacionadas
com o calculo de campos eletromagnéticos tridimensionais utilizando elementos
finitos.

Estudou-se detalhadamente os principais métodos existentes para se efetuar
o calculo de campos magnetostaticos 3-D no capitulo II. Apdés a andlise critica
destas técnicas, escolheu-se a formulagdo dos dois potenciais escalares - o
total e o reduzido - para ser desenvolvida e implantada em computador. O
método foi testado através de problemas com solucio analitica ou resultados
experimentais, obtendo-se boa preciséo.

No capitulo III, foram analisados os métodos existentes para o calculo de
campos eletromagnéticos quase-estaticos. Neste caso, ndo existe uma formulagéo
com vantagens evidentes sobre todas és outras: para cada problema, existe uma

técnica que melhor se adapta.

Para o caso especifico do aquecimento indutivo, concluiu-se que o método
mais 1indicado é o do potencial vetor modificédo - A* - associado aos
potenciais escalares total e reduzido - Y e ¢. Por isto, ele foi adotado neste
trabalho. O seu algoritmo foi desenvolvido, implantado e validado através de
problemas mundialmente aceitos como padrido de teste.

No capitulo IV apresentou-se uma nova técnica para o calculo do aquecimento
indutivo em 3 dimensdes. Ela permite a inclus@o de fendémenos nfo lineares
associados a variagio das caracteristicas constitutivas dos materiais com a
temperatura e a passagem pela temperatura de Curie. O algoritmo adotado usa um
método de discretizagédo temporal que evita o calculo iterativo ndo linear em
cada intervalo de integracéo, atuando sobre o passo de tempo toda vez que o
erro associado & resolugdo incompleta do problema ndo linear ultrapassa
limites superiores ou inferiores pré-especificados. O método leva em conta,
também, o erro associado a discretizagio temporal, que atua sobre o intervalo
de integragio de forma semelhante a anterior.

As teécnicas desenvolvidas podem ser aplicadas a um grande numero de
problemas da Engenharia Elétrica para os quais a aproximagio bidimensional néo
é valida.

Esperamos, assim, que este trabalho tenha contribuido para o

aperfeigcoamento das técnicas - de calculo de <campos eletromagnéticos

tridimensionais.
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APENDICE : CALCULO DO CAMPO MAGNETICO CRIADO POR CONFIGURACOES TIPICAS DE
CORRENTE

-Este apéndice apresenta técnicas para o calculo do campo magnético criado

por algumas configuragdes tipicas de corrente:

Um segmento de reta;

Um arco de circulo;

Uma casca bidimensional plana;
Uma casca cilindrica; |

Unm paralelepipedo;

Um arco volumétrico de cilindro.

A combinagio destes condutores tipicos permite a representagdo de

praticamente todos os enrolamentos condutores possiveis de serem encontrados
em Engenharia Elétrica.

O campo Hs ¢ dado, em qualquer ponto do espago, pela lei de Biot-Savart:

Hs = ﬁ[ ‘-I-'—\—;—an (A1)
EJ Irl
onde:
ry -~ vetor unitario, posicionado entre o elemento portador de corrente e o
ponto de observagdo;
Irll - médulo da distancia entre os dois pontos anteriores;
Ej - regido na qual cifculam as correntes.

A geometria pertinente a lei de Biot-Savart ¢ mostrada na figura Ail.

Figura Al: Geometria pertinente a lei de Biot-Savart.
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0 cAlculo de Hs absorve uma grande parte do tempo de processamento de
programas que utilizam a técnica dos dois potenciais escalares. Alguns autores
(Diserens, 1983) chegam a citar porcentagens da ordem de 50% do tempo de
cdlculo. Adotando-se uma integracdo estritamente numérica, o calculo da
integral (A1) realmente torna-se demorado. Por isto, procedimentos analiticos,
ou analitico-numéricos sfo importantes no sentido do aumento da velocidade de

calculo. As secdes a seguir apresentam técnicas para este calculo, para

algumas configuragdes tipicas.

Segmento de reta filamentar

Seja um condutor reto de segio transversal desprezivel em relagdo ao seu

comprimento, conforme a figura AZ.

(xp,yp.Zp>

Figura A2: Condutor reto filamentar

Adota-se um sistema de coordenadas local X Yy Zqs tal que o eixo z, é
paralelo ao condutor e sua origem é coincidente com o ponto A, uma das

extremidades do condutor. Sejam i, ,j, k os vetores unitarios nas diregdes Xg

vy © Zs respectivamente. Entao

r=x_1+ i+ (z-z.)k (A2)
r p ity d (p J)_ )

onde xp, yp e zp sdo as coordenadas do ponto onde se calcula Hs, no sistema de

coordenadas local, e z‘j é a coordenada do ponto sobre o fio. Além disto:
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r, =/l : (A3)

- I '
J= =k (A4d)

onde I é a corrente do fio e S a sua sec¢do transversal. Portanto:

d
I ' 1
Hs = —(-y i+x j) J dz . (AS)
an p= P 0 (x 2+y 2+(z —z.)2)3/2 J
p p p J
onde d é o comprimento do fio. Logo:
(z - z.)
L ) — S
Hs = — (-y 1+ x j AB
i P P (x 2+y Z)V/ X 2+y 2+(z —z.)2 0
P P P P p J

3

Este vetor estd expresso no sistema de coordenadas local. E necessario efetuar

uma. transformacdo de coordenadas para retornar ao sistema global.

Placa retangular

Condutores retos de espessura desprezivel podem ser representados por
placas retangulares finas, conforme a figura A3. Nesta figura, Jja esta
posicionado um sistema de coordenadas cartesianas local, Xl’ yl, 21’ com x1 e
z, paralelos a placa e y perpendicular a ela. A origem do sistema local é
fixada em um dos vértices da placa, que tem lados de comprimento a e b. Um
ponto sobre a placa tem coordenadas Xj’ 0, z‘j e o ponto de calculo do campo.

tem coordenadas x , y , z_. Entéo:
P p P

e}

= (x_ - xj) i+ yp J+ (zp—zj) k (A7)

el

[
I}
n—'| [

k

onde 1 é a espessura da placa. Logo:

b (-y_ i+ (x-x.4)
Hs = &j r p2‘ > P J23/2dx.dz. (A8)
0J0 ((x-x.,)+y "+(z -z J o J
p J P Pp J

efetuando uma mudanga de variaveis: x*= x -x, ,z*= 2z —zJ e integrando,

obtém-se



- L % ] ’ - * - -
e o - J tg 1 xX*z i+ shl z X pa z pb(Ag)
4in v (x* 2+y 2, x 2172 (x* z;y CIRIE I 2
P p p P P
z A )
x1\
\
- -7
zl
Q
b
Yy

Figura A3: Placa retangular de corrente.

- Condutor paralelepipedico

Seja um condutor reto de espessura ndo desprezivel. Adota-se um sistema

local de coordehadas cartesianas (xl,yl,zl), posicionado conforme a figura A4.

Figura A4: Condutor paralelepipedicb

Se ja (xj,yj,zj) um ponto sobre o condutor e (xp,yp,zp) o ponto onde se quer

calcular o campo criado pelo condutor. Entéo:
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r=(x-x.)i+((y-y.) i+ ((z=-z.)k (A10)
L p Xy L by A+ (zmz5) K
J=Jk
Portanto:
c (b (-(y ~y JL + (x ~x ).J)
He = E%[[r IZ’J zp J S5 dx  dy ;dz .. (All)
0JoJo ttx-x )3y -y )%z 229 JTJ )
p g UpYJ P

Efetuando a seguinte mudang¢a de variaveis:

., Z¥ = z -z

x*¥ = x -x, y* = - :
Y yp yJ p J

p J

e integrando, obtém-se:

_1 X*Z*
[l s 1 . ]
4n v* (x* 2+y* 24.2* 2) 1/%
- * [ - * - *
z*sh ! X + y*sh1 2 +  z* sh1 Y
(y*2+z*2)1/2 (x* %y* % 1/ (x* - 3 1/
-1 *z* Z -C -b |x —a
- x*tg Yy -” . P yp p
s o o 1/2 d (A12)
X* (x* “+y* “42z* %) z y X
p p P

Arco filamentar de corrente

Para os condutores curvos de segido transversal desprezivel, define-se um
sistema de coordenadas cilindricas local (p,¢,21) com origem localizada no
centro do arco, conforme a Figura A5. O arco tem raio R e compreende um &angulo

¢f. O campo no ponto de célculo, de coordenadas (pp,wp,zp), é dado por:

I of APAL
Hs = 29750 R de (A13)
An 2 )
0 il

onde ap é o vetor unitario na diregéo ¢ e r, expresso no ponto de calculo, é:
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r = (pp - R(cos(<pj—gop)))gp + (Rsen(wp—wj))g_w + zp az (A12)

)

ap é o vetor unitario na diregdo p.

2 2 .2 2
(B! = + R+ =z - 2R cos{p .—¢ ) (A15)
r Pp p Pp ¢J wp

Portanto:

f z cos(g .~¢_) + z sen(p ~¢ )ap + (R-p cos(p ~¢ )laz
IRJ‘«J pcos(p e Jap + z sen(y j-¢ )ay pcosle e ))a

IR de . (A16)
In 2. .2 2 372 3
0 { + R+ z -2 cos(g ,—¢ )]
Pp p ~ Regoste ey
z A
R
21
Y
x
Figura A5: Arco filamentar de corrente
Efetuando a transformagio de variavel:
., =W - 20 +
¥ p
obtém-se:
a2 z_cos2a ap- z _sen2a ap - (R+p_cos2alaz
Hs = 7 . P dec (A17)
2n((R+pp) +zp ) al [1 - k“sen"a ]

onde:

al = (n + /2
“p

o2 = al - ¢f/2
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2 2 2
kK™ = 4Rp /((R+p )7 + 2. 7) (A18)
Reg o p
Define-se:

A= J(l—kzsenza)

IR

A=
2n( (Rep )24z 2)372

P p

k’2 = 1-k2

Hs = Hp ap + Hp ap + Hz az
Portanto:

azcos 20

P a1 A

Integrando, segundo Grandshteyn & Ryzhic (1980), obtém-se:

: ,2 2. a2
Hp = Az | 2= Fla,k) - ‘1K) prg k) + (1K )sen2a = Az Xintl (A20)
p 2 kzk,z p

k 2k’2A al

onde F é a integral eliptica incompleta de 12 classe e E ¢ a integral eliptica

incompleta de 22 classe. He é dado por:

senzo 2 o2
Hp = -Az J 5~ da = -Az 5 = -Az _Xint2 (A21)
Plar & Pl kA |a1 P
e Hz por:
a2 (R+p _cos2a)
Hz = - D 5 da (A22)
al A
Mas, de acordo com Grandshteyn & Ryzhic (1980):
o2 2 o2
J da = | 5 E(e k) - K3SD2% |y (A23)
al A k’ 2k’ "A «l
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Portanto:
Hz = -A( R Xint3 + pp Xint1) ' (A24)
Observacao:
Os resultados anteriores sio validos para 0<k<1l. Para k = 0, isto é, pp =
0, tem-se A = 1. Portanto:
o2
Hp = Az J cos2a da = é%p[ senZuJaz (A25)
P al
al .
o2
- _ _ Az o2
Hp = - Az, {. sen2a da = 2p[ cosZor.]OL1 (A26)
ol
o2 senZa| a2
Hz = - A R + p_cos2a da = -A| Ro + PPSSDEX (A27)
‘ P 2 al
al
Para k=1, isto é, zp=0 e pp = R, tem-se:
Hp =‘H¢ =0 (A28)
a2
Hz = -2AR| In( tg( m/4 + a/2)) (A29)
ol

Arco superficial de corrente

Para condutores curvos, de espessura desprezivel, define-se um sistema de

coordenadas cilindricas (p,¢,2z) com origem localizada no centro do arco,
conforme a Fig. AB.

Fig A6: Arco superficial de corrente
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O arco tem raio R, compreende o &angulo ¢f e tem altura a. O ponto de
calculo do campo tem coordenadas pp, wp, zp e um ponto genérico sobre o arco

tem coordenadas R, ¢j e zj. O campo Hs é dado por:

1 ot fa APAT
Hs=Hj' Ji—éo dz . R do . (A30)
0 Jo  irh J
onde:
= - R .~ )J)ap + (Rsen(p -¢.))ap + (z -z, A31
r (pp (cos(wJ wp) ap wp wJ))_p ( p J) az ( )
e
2 2 2 2
irll = + R+ (z-z,)°- 2R cos(¢.—¢ ) (A32)
- pp P J pp wJ ¢p
Portanto:

J
2 2 2 3/2
[ + R+ (z -z ))%-2 cos(¢ ~¢ )]
Pp P J Rpp ¢J¢P

4n

0

f -z Jcos(g ~¢ Jap + (z -z Jsen(¢ ~¢ )a
Hs—JRrJa [(Zp JOS P epeP T Epr gt e
0

(R-p_cos(¢ .-¢ ))az
. pycos(e =¢ ))a

S 5 dz‘j d¢j (A33)

2 372
{ + R+ (z -z.)" - 2Rp cos(g.-¢ )]
pp P J Rpp wJ wp

seja z*= zp—zj e definindo «, al e az como na segdo anterior, obtém-se:

Hes =

2z -a - % -
_JRJ [Zp z*cos2a ap - z*sen2a ap - (R + ppcos2a) az dz*de  (A34)
z

21} 1 [p 2+ R%+ 2z*% + 2Rp cos2a] 2

p p

integrando em z*

_ azcosZa ap-sen2ua ag z* (R + ppcos2a) az Zr;a
Hs = A 22 172 P) 2 52 172 ™ (A3S)
al (1-k"sen“a) (prR) (1-nsen”a) (1-k sen"a) zp
onde:
n = 4Rp /(R+p )2 (A3B)

p p

2 _ 2 2
k™ = 4Rpp/((R+pp) + zp ) (A37)
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A=

IR
21t((R+pp)2+zp2)3/2 _ (A38)

Seja A = J(l-kzsenza) e k’2 = 1—k2. Segundo Grandshteyn & Ryzhic (1980):

A : 5 a2lz -a
Ho =|—5|2E(a,k) - (1-k’ “)F(a,k) P (A39)
k ‘ al|z
p
[ a2lz -a
Ho = | | 22a P (A40)
L k allz
P
' o2 (R + p_cos2a) z -a
* .
Hz—| 22 5 : o175 da| P (A41)
(p +R)” Jal (p +R)“(1-nsen"a)}(1-k sen”«) z
P p p
Integrando segundo Grandshteyn & Ryzhic (1880):
' 2|z -a
#* -
Hz = | 227 | (B=PP) qopig k) + Fla,k) P (A42)
2 R (R+p_)
P allz

p

onde M(n;a,k) é a integral eliptica incompleta de terceira classe, parametro

k, amplitude a e caracteristica n.
Observacdo:
Os resultados anteriores somente sfo validos para n # k2-e #0e = 1.

Para k=0 e n=0 (pp=0) tem-se:

[ (a2 z -a [ A i «2]z -a '
Hp = A J cos2a da | P = |—= sen2a P (A43)
al z al]z
- P -t P
[ (a2 z-a [, 2]z -a
Hp = |-A sen2a da| P = — cos2a P (A44)
ol z | aliz
- p - p
[ o2 z -a [ 2]z -a
. »* *
Hz = %J Rae | P = | | 220 P (A45)
R™ Jal z aliz
- p - P

Para n=1, k # 1 (pp = R, z* # 0) Hp e Hp si@o dados pelas equagdes (39) e
(40).
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= |he_ T p - _AZ" p ,
Hz 5 R 3 da 5 RF(a,k) (A48)

Az* Jaz 1 z -a Az* o2iz —a
al z allz

Para n=1 e k=1 (pp =R, z* = 0)

Hz = O ' : (A47)
Hp = 74J—n[ 2sena - 1n( tg( m/a + oc/2))] (A48)
' J

He = 5o COS« _ (A48)

Para n = kz # 1 (pp # R, z* = 0) Hp e Hp séo dados pelas equagdes (39) e
(40). Hz = 0.

Arco Qolumétrico de corrente

Seja um arco de cilindro, conforme a Figura A7. Neste caso nao se conseguem
expressdes analiticas fechadas semelhantes as anteriores, e um procedimento
analitico-numérico deve ser utilizado. De acordo com a seqiiéncia de integragéo
adotada, s3o obtidos diferentes métodos de calculo (Diserens, 1983). No

presente estudo, adotou-se o método do cilindro fino (Diserens, 1983).

z1

N

Figura A7: Arco volumétrico de corrente

Neste método, integra-se a equagdo de Biot-Savart inicialmente na diregéo

axial e, em seguida, na diregdo angular, resultando em uma express@o para o
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campo criado por uma casca cilindrica : equagdes (A33), (A40) e (A42). Estas
equagdes sio, entdo, integradas numericamente, segundo a diregdo radial, de Py

até p2.

E importante notar que o componente Hp do campo pode ser integrado

analiticamente, fornecendo no caso geral:

Ho = J (p+p cosZa)Jb2+(2p cos2a)p+(p 2+z*2) + (z*2+p 2seﬂ22a)
¢ = gmp P P P P
p
2 2 2 p2la2iz -a
+ +z* + +
(ln(Z(Ip +(2ppcosZa)p (pp z*%) + p ppcosZa))) (A50)
llal]z
e P
Condi¢cdes especiais:
1. z* =0 e cos2a = * 1
He = 4ip (p2/2 + ppp) (AS1)
2
2. k=0, ( = 0)
pp
p2la2]z —-a
He = 71% p2 + z* 2 cos2a P (A52)
plial]z p

O método adotado para a integragio numérica de Hp e Hz foi o de Gauss.
Utilizou-se uma integragido adaptativa: para se calcular o campo em pontos

préximos do arco sdo utilizados mais pontos de integragido do que para pontos

mais distantes do arco.

Observacdo: As expressdes dos campos criados por arcos (filamentares,
superficiais ou volumétricos) necessitam do calculo numérico de integrais

elipticas de 12, 22' e 32' classe. A seguir apresentam-se métodos para

efetuar este calculo
.a) Definigdes:

A integral eliptica de 12 classe é definida por:
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0
F(p,k) = J do* (A53)

0 \/1 - kzsenzgo*

¢ € a amplitude de F e k é o seu mbédulo. A partir do médulo define-se o

moédulo complementar, k’:

K =V 1-k° | (A54)

Quando, na integral anterior, o limite de integragdo é ¢ = n/2, a integral
é denominada integral eliptica completa de 12 classe. Neste caso, adota-se

o simbolo:

/2
K(k) = J de* (ASS)

0 V/l - kzsen2¢*

A integral completa de médulo k’ €& notada:

/2
K’ (k) = r de* | (AS6)
0 V/ 2 2

1 - k’“sen ¢*

A integral eliptica incompleta de 22 classe é definida por:

" ‘ |
E(p,k) = J V1 - k%sen?* dp* (AS7)
0

Quando o limite superior de integragio ¢ ¢=n/2, a integral é completa, e

adota-se o simbolo E(k).

A integral eliptica incompleta de 32 classe é definida por:

'
M(n;¢,k) = J de*

(AS8)
0 (1-n senzgo*)(l—kzsenzw*)1

/2

k é o seu médulo, ¢ a sua amplitude e n é a sua caracteristica. No presente

caso, 1z n = k2 > 0, situacfio que configura o caso circular (Abramowitz &

Stegun, 1972).

b) Calculo numérico de integrais elipticas.

Para se calcular as integrais elipticas incompletas de 12 ¢ 22 classes,
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utiliza-se o método conhecido como processo da média aritmética geométrica
(Abramowitz & Stegun, 1972). A seqliéncia a seguir é formada, comegando com

a0 = 1, bo=k’, cO=k:

al=(a0+b0)/2 b1=(a0b0)1/2 c1=(a0-b0}/2
a2=(al+bl)/2 b2=(a.1b1)1/2 c2=(al-bl)/2

P

an={an-1+bn-1)/2 bn=(an—1bn--1)1/2 cn=(an-1-bn-1)/2

A tabela é calculada até que cn seja muito pequeno. Para o calcule das
integrais elipticas, uma série, ¢0, ¢l...¢n é calculada, com ¢O=¢p,

utilizando a relagido de recorréncia:

b
tglyn+l - ¢n) = == tglen) (A59)
A integral eliptica incompleta de 12 classe é calculada por:

Flp, k) = 22 . (A60)
n
2 an

A integral eliptica incompleta de 22 classe ¢ dada por:

n n .
E(p,k) = F(p,k) + ¥ ci senpi - =22y 2lci? (A61)
i=1 2" Tan i=

As integrais completas sdo dadas por:

K(k)

n/(2an) (AB2)

E(k) (AB3)

]
[\
|=
~
o
|
|
[ury
g =
\V]
e
[¢]
i
—

para angulos ¢ < 0, as propriedades a seguir podem ser usadas (Abramowitz &
Stegun, 1972):

Flp,k) = -F(|e¢]|,k) (AB4)

E(p,k) = -E(|e|,k) (AB5)
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Para angulos ¢ > m/2, usam-se as propriedades:

F(sm * ¢,k) = 2sK(k) = F(¢,k) (A6B)
E(sw * ¢,k) = 2sE(k) * E(¢p,k) (AB7)
Para a integral eliptica incompleta de 32 ordem - caso circuiar -

adota-se o seguinte algoritmo (Abramowitz & Stegun, 1972):

Define-se:

R [ FE TS| ke
k’2

_ wF(e,k’)
B = =k
-nK’ (k)
1= exp[ K(K) ]
nF(p, k)
M 2K(k)
1/2
52 = ___.__n_z_
(1-n) (n-k™)

o 2s
A = tg_l{ tgh(B) tg(v)} f2 7 (-1)s 1 d sen(st)Z:h(ZSB)
s=1 : s(1 - q7)

r
I

© 52 © SZ -1
Y s q sh(2sB)|[1 + 2 § q~ cosh(2sB)

s=1 s=1

entdo:
M(n; ¢, k) = 82(A - 4uv) (AB8)
para ¢ < 0, a propriedade a seguir é valida (Abramowitz & Stegun, 1972):

M(n; ¢, k) = -T(n; |¢|,k) (A69)

~para ¢ > m/2, utiliza-se:
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M(n; st t ¢, k) = 2sl(n; k) * M(n; e, k) (A70)

onde TM(n;k) é a integral eliptica completa de 32 classe, que pode ser

calculada por:

M(n;k) = K(k) + ’2—'62(1—A0(e,k)) (A71)

onde A0 é a fungio lambda de Heuman, dada por:

AO(p,k) = %{K(k)E(go,k’) - (K(k)-E(k))F(¢,k’ )} (A72)



