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RESUMO 

Neste trabalho estudam-se varias técnicas relacionadas com o cálculo de 
campos eletromagnéticos tridimensionais, utilizando o -método de elementos 
finitos. 

Inicialmente, são analisadas detalhadamente diversas formulações 
matemáticas que implementam 0 cálculo de campos magnetostáticos 
tridimensionais. lhn programa; que emprega. a formulação dos dois potenciais 
escalares magnetostáticos é, então, desenvolvido.

V 

Na seqüência, analisam-se várias formulações para o calculo de campos 
quase-estáticos tridimensionais, concluindo-se que as formulações existentes 
têm dominio de aplicação bem definidos. 

A seguir, é proposto um novo método para o cálculo do problema acoplado 
termo-eletromagnético tridimensional. Este método utiliza a formulação do 
potencial vetor modificado associado aos potenciais escalares, reduzido e 

total, para representar a parcela eletromagnética do problema. A parte térmica 
do sistema é modelada de modo a incluir as não linearidades associadas às 
características constitutivas dos materiais, à passagem pelo ponto de Curie e 

a condição de contorno de radiação térmica. . 

Finalmente, são apresentados resultados que validam os programas de cálculo 
dos problemas tridimensionais analisados: o magnetostático, o quase-estático e 

o de aquecimento indutivo.
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ABSTRACT 

In this work some techniques related to the three-dimensional 
electromagnetic field computations, using the finite-element method, are 
presented. 

The formulations for the three-dimensional magnetostatic field computations 
are studied and a software using the two-scalar potentials (total and reduced) 
is implemented. 

The methods for three-dimensional eddy-currents computations are analysed 
and it is concluded that the formulations have well-defined aplicattions. 

A new computational method for the three-dimensional thermo-electromagnetic 
problem is proposed. This method uses the modified vector potential coupled to 
two scalar potentials to represent the electromagnetic part of the problem. 
The systems thermal part is modelled so as to include the non-linearities 
associated to radiation boundary conditions, as well as to the thermal and 
electric material properties variation with the temperature and the Curie 
tmmmaümepmht ' 

Finally, some results are presented. They validate the software for the 
three problems: the magnetostatic problem, the eddy-currents problem and the 
induction-heating problem.
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SIMBOLOGIA 

-Potencial vetor magnético 
-Potencial vetor magnético modificado 
-Forma bilinear entre v e u 
-Indução magnética 
-Indução magnética remanente 
-Vetor segundo membro (método de Gradientes Conjugados) 
-Capacidade térmica

A 

-Capacidade térmica a O OC. 
-Cada um dos coeficientes da aproximação de Galerkin 
-Matriz de pré-condicionamento (método de gradientes conjugados) 
-Densidade de fluxo elétrico 
-Operador divergente ' 

-Região na qual circulam as correntes impostas externamente 
-Aproximação do erro devido à discretização temporal 
-Aproximação do erro devido ã solução incompleta do problema não 
linear 

-Campo elétrico 
-Vetor segundo membro da aproximação gerada pelo método de elementos 
finitos V 

-Funcional linear de u - 

-Elemento da linha i do vetor do 2° membro da aproximação gerada 
pelo método de elementos finitos ' 

-Valor do salto entre W e ¢ na interface Fkj 

-Coeficiente de transferência de calor por convecção 
-Forma quadratica a ser minimizada no método de gradientes 
conjugados 
-Classe das funções de teste 
-Espaço das funções com derivadas de ordem 1 com quadrado integrável 
em Q 
-Produto cartesiano de dimensão 3 de H1(Q) 
-Espaço das funções com derivadas de ordem 1 de quadrado integrável 
em Q e que se anulam na fronteira de Q (isto é, têm suporte 
compacto em Q) ` 

-Espaço gerado pelas funções de base 
-Espaço gerado pela intersecção de Hà e Hh. 
-Campo magnético \



Hm -Parcela' do 'campo magnético produzida pelos dipolos magnéticos 
(induzidos ou permanentes) 

Hr `-Contribuição dos condutores não incluídos em Q) para o campo H. 
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~ 
INTRODUCAO 

Os dispositivos' eletromagnéticos- máquinas elétricas, transformadores, 
transistores, guias de onda, etc .- têm seu comportamento governado pela 
distribuição dos campos eletromagnéticos em seu interior e na região vizinha a 
eles. Estes campos seguem as equações de Maxwell (Maxwell, 1891; Stratton, 
1941). 

Para o projeto e análise destes dispositivos é necessário, portanto, 
solucionar as equações de Maxwell. A resolução destas equações é uma área que 
vem recebendo a atenção de engenheiros, fisicos e matemáticos há muito tempo. 
Em seu tratado sobre Eletricidade e Magnetismo, escrito em 1873, Maxwell ( 

3a 

ed. 1891) já apresentava uma série de métodos para a solução de suas equações. 
Estes métodos, assim como outros desenvolvidos nos anos seguintes (Para uma 
compilação deles, ver Binns & Lawrenson, 1973), utilizam conceitos matemáticos 
sofisticados, resultando em processos de cálculo demorados e difíceis. Além 
disto, estas técnicas só se aplicam a algumas geometrias especificas e não 
podem tratar, de forma geral, os problemas' não lineares. A complexidade 
geométrica crescente, assim como a necessidade de otimização dos dispositivos 
projetados, exigiu o desenvolvimento de métodos de cálculo mais genéricos. 

O advento dos computadores digitais permitiu a utilização de métodos 
numéricos para a resolução dos problemas do eletromagnetismo. Inicialmente, 
utilizando-se o método de diferenças finitas e, desde o final dos anos 60 
(Winslow, 1967; Silvester, 1969; Silvester & Chari,_ 1970), o método dos 

,
_ 

Elementos Finitos. 
`

. 

O método de Elementos Finitos vem sendo empregado, desde então, no auxílio 
ao projeto dos mais variados tipos de dispositivos eletromagnéticosz máquinas 
elétricas rotativas de todas as faixas de potência, transformadores, reatores, 
equipamentos ,de alta_ tensão, disjuntores, dispositivos semicondutores, 
equipamentos para a Fisica Nuclear, sondas para ensaios não destrutivos, 
guias de onda, antenas, dispositivos para. gravação magnética, equipamentos 
médicos(ressonância magnética), etc... 

O cálculo dos campos que, inicialmente, era feito em duas dimensões, passou 
a. ser feito, também, em três dimensões. Na realidade, a maior parte dos 
dispositivos utilizados em Engenharia. Elétrica. é tridimensional. O cálculo 
bidimensional é apenas uma aproximação da situação real (na maior parte dos 
casos ela é uma boa aproximação; porém, em muitos casos, ela é uma aproximação
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muito ruim). . 

As décadas de 70 e, principalmente, 80 viram surgir uma grande quantidade 
de formulações matemáticas para a resolução dos problemas eletromagnéticos 
tridimensionais utilizando a técnica de elementos finitos. Primeiramente , 

foram abordados os problemas eletrostáticos e magnetostáticos. Os programas 
desenvolvidos para efetuar o cálculo destes problemas, apesar da atenção que 
receberam dos maiores grupos de pesquisa em cálculo de campos eletromagnéticos 
do mundo, não atingiram, ainda, o nível de generalidade e facilidade de 
utilização que se tem hoje com os programas de cálculo bidimensionais. Por 
isto, esta é, ainda, uma área de pesquisa intensa, principalmente no que diz 
respeito ao desenvolvimento de técnicas computacionais auxiliares, referentes 
aos pré e pós-processadores, geradores automáticos de malha 3-D, etc. 

Se, com relação às formulações matemáticas, pode-se dizer que o cálculo 
magnetostático tridimensional é baseado em métodos universalmente aceitos, o 
mesmo não se aplica às formulações para a solução dos problemas 
quase-estáticos e dinâmicos. Esta é uma área de pesquisa intensa - ainda no 
nível das formulações matemáticas - o que pode ser comprovado consultando-se 
os anais dos últimos congressos mundiais de cálculo de campos 
eletromagnéticos.

E 

Outro tipo de problema que vem merecendo uma atenção cada vez maior são os 
acoplados, pois uma característica importante de grande parte dos sistemas em 
Engenharia é a sua natureza acoplada. Uma máquina elétrica, por exemplo, é um 
dispositivo complexo onde acontecem fenômenos eletromagnéticos, mecânicos e 
térmicos simultaneamente. Estes fenômenos estão interligados e afetam o 
desempenho global da máquina. Como o método de Elementos Finitos permite 
também a solução dos problemas térmicos e mecânicos, o cálculo deste 
acoplamento é feito de forma elegante e natural. 

Um dos problemas acoplados mais importantes para o projetista de 
equipamentos em Engenharia Elétrica é o termo-eletromagnético. Normalmente, a 
capacidade de fornecer, transmitir ou transformar potência dos equipamentos 
elétricos está limitada por sua capacidade de refrigeração, isto é, pela 
possibilidade de transmissão das perdas ocorridas internamente para o nmio 
ambiente. Uma análise do aquecimento deve ser feita para evitar condições que 
possam causar superaquecimento e avaria dos equipamentos. Outro problema 
termo-eletromagnético importante é o cálculo dos dispositivos de aquecimento 
por induçao. 

Apesar da sua importância, este é um problema que mereceu, até hoje, pouca 
atenção. Em duas dimensões ele foi explorado por alguns grupos de pesquisa. Em
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três dimensões ele ainda é um problema em aberto e acreditamos que, neste 
trabalho, tem-se a primeira tentativa de analisa-lo levando em conta os 
fenômenos associados ã passagem pela temperatura de Curie. 

O objetivo desta tese é ‹› desenvolvimento de ferramentas computacionais 
para. a analise dos problemas eletromagnéticos em 3 dimensões. Parte-se de 
estudos já desenvolvidos no GRUCAD (Grupo de Concepção e Analise de 
Dispositivos eletromagnéticos) da Universidade Federal de Santa Catarina para 
o cálculo de campos eletrostãticos e magnetostãtícos em regiões onde não 
existem correntes (Bastos, 1984; Raizer, 1987) e amplia-se a faixa de 
problemas possíveis de serem calculados, incluindo: 

1- Os problemas magnetostáticos tridimensionais em regiões do espaço onde 
existem correntes; 

2- Os problemas quase-estáticos (correntes de Foucault) tridimensionais; 

3- O problema acoplado termo-eletromagnético tridimensional. 

Os estudos desenvolvidos e os resultados obtidos estão organizados da 
seguinte forma: 

No capitulo I são relembrados alguns conceitos básicos associados ao 
Eletromagnetismo e ao método de Elementos Finitos. No capítulo II é feita a 
análise dos principais métodos utilizados para a resolução dos problemas 
magnetostáticos tridimensionais. No capitulo III analisam-se os métodos de 
resolução dos problemas quase-estáticos tridimensionais. 

Estes três primeiros capítulos são fundamentais para o desenvolvimento das 
técnicas de resolução do problema de aquecimento indutivo tridimensional, 
apresentadas no capítulo IV. 

No capítulo V apresentam-se algumas das técnicas computacionais utilizadas 
para a implantação dos programas de resolução dos problemas anteriores. 
Finalmente, no capítulo VI, apresentam-se os resultados obtidos com' estes 
programas.
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CAPÍTULO | coNcE|Tos BÁs|cos 

l.1 Introdução aa 
Para a aplicação do método de Elementos Finitos na resolução das equações 

do Eletromagnetismo, é preciso relembrar alguns conceitos básicos. Neste 
capítulo faz-se esta revisão. Inicialmente, são apresentadas as equações 
fundamentais do Eletromagnetismo. A seguir são abordados os conceitos de 
formulação clássica de problemas de contorno, condições de contorno, 
formulação forte, formulação fraca e formulação variacional. Nesta abordagem 
são caracterizados os espaços das funções admissíveis e das funções teste. 
Finalmente, são apresentados os métodos de Galerkin e de Elementos Finitos. 

1.2 Equações Fundamentais do Eletromagnetismo 

Um campo eletromagnético é caracterizado por quatro grandezas vetoriais, 
dependentes da posição espacial e do tempo: o campo elétrico E, o campo 
magnético H, a indução magnética ou densidade de fluxo imagnético B e a 
densidade de fluxo elétrico ou indução elétrica D. Assume-se que estes vetores 
sejam finitos em seu dominio e que, em todos os pontos ordinários, eles sejam 
funções continuas com derivadas contínuas. Por ponto ordinário entende-se um 
ponto em cuja vizinhança as propriedades constitutivas do meio 
(permeabilidade, condutividade e permissividade) sejam continuas. 
Descontinuídades nos vetores de campo ou em suas derivadas podem ocorrer, 
entretanto, em superfícies onde exista uma mudança abrupta das propriedades 
constitutivas do meio. 

As leis básicas do Eletromagnetismo são as equações de Maxwell 
(Stratton,1941): 

m 
m 

m 
m

w 
U
Ú
w not E + -- = 0 (I.1) 

noi H -'-- = J (I.2) 

dio B = O (I.3) 

dim D = p (I.4) 

Onde: 
t - Tempo;
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J - Densidade de corrente elétrica; 
p - Densidade de carga elétrica; 
dia - Divergente; 
ant - Rotacional. » 

Neste estudo, considera-se que os materiais do dominio não possuem 
movimento relativo, estando todos eles em repouso em relação a um referencial 
inercial. Os vetores de campo estão expressos neste referencial. 

As equações de Maxwell não são as únicas relações existentes entre os 
vetores do campo. As relações adicionais, denominadas equações constítutivas, 
dependem do meio onde existe o campo: 

D = [8] E (I.5) 
B= [ul H+Br_ (I.8) 
J = [W] E (I.7) 

onde: 
[s] - Tensor de permissividade elétrica do meio; 
[ul - Tensor de permeabilidade magnética do meio; 
[0] - Tensor de condutividade elétrica do meio; 
Br - Indução magnética remanente. 

A indução magnética remanente é acrescentada para que se possa tratar imãs 
permanentes porventura existentes no domínio. 

No caso em que os materiais são isotrópicos, os tensores [e], [ul e [U] se 
reduzem aos escalares s, u e c. A isotropia não impede que os escalares sejam 
função do ponto, ou mesmo dos vetores E e H. Normalmente, c e ¢ são 
insensíveis as variações em E. Por outro lado, p pode variar muito com H. 

A faixa de freqüências com a qual se trabalha em Eletrotécnica permite que 
se simplifique a equação (I.2). Suponha-se o trabalho em regime permanente 
senoidal. Então, de (I.2): 

nat H = jwD + cE (I.8) 

onde w é a freqüência angular do campo eletromagnético. 
Supondo-se que 

jwD « U E 

obtém-se:



not H = J 

Para que (I.9) seja válida, 

onde f é a freqüência linear do campo eletromagnético. A restrição (I.10) e 

geralmente verificada na Eletrotécnica, onde se trabalha em baixas 
freqüências. Portanto, utilizam-se as lequações de Maxwell na forma

6 

(I.9) 

O' 
f << ãíš (I.10) 

quase-estática (Macedo} 1988): 

not E + 

not H = 

dLw B = 

d¿m D'= 

Aplicando-se o operador dim a ambos os lados da equação (I.12), obtém-se a 

equação de continuidade da corrente: 

Q›Q› WW

J

O

P 

d¿u J = O 

Na_ interface entre materiais' com diferentes propriedades constitutivas, 

(I.11) 

(I.12) 

(I.13) 

(I.14) 

(I.15) 

verificam-se as seguintes condições sobre os vetores de campo (Bastos, 1989): 

E
E
E
E 

H

E 
onde: . 

Q - Vetor normal à superfície entre os dois meios; 

B1 = 

A H1 = 

J1 = 

A E1 = 

D1 = 

Q . B2 

Q A H2 
Q _ J2 

Q A E2 
Q _ D2 

. 
- Indica o produto escalar; 

A - Indica o produto vetorial; 
1 e 2 - Caracterizam os dois diferentes meios; 

[ . ] 
- Indica a variação da grandeza no ponto

E
E
E
E
Q 

|=1f=1|=1f=1=1 

CJ 

P1 

C-‹ 

7-I-1 

0.1 

nznziâráaâ 

16) 

17) 

18) 

19) 
.20)
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As equações (I.18) e (I.17) estabelecem que o componente normal da indução 
magnética e os tangenciaís do campo magnético são contínuos na interface entre 
dois meios de permeabilidade magnética diferentes. Isto implica na 
descontinuidade tangencial de B e normal de H nesta interface. Análise 
semelhante pode ser feita em relação a J e E na interface entre dois meios de 
condutividades distintas e em relação a D e E, na interface entre dois meios 
de permissividades elétricas diferentes. 

1.3 Formulação matemática de um problema de contorno 

l.3.1 Modelamento matemático: Formulação clássica 

O objetivo desta seção é introduzir uma série de idéias fundamentais para 
este estudo. Considera-se um problema de contorno extremamente simples, porém 
com estrutura matemática próxima à existente em problemas mais complexos. 

Trata-se de um problema eletrostatico em uma barra não condutora 
unidimensional, composta por dois materiais (Fig. 1.1.). ' 

E9 Ê 
iii 

O__ 

×_. 

›-› 

Qxlí. v
× 

Figura 1.1: Problema eletrostático unidimensional. 

No ponto x1 a permissividade do material sofre uma descontinuidade. Porém 
ela é regular (contínua, com derivadas continuas) dentro de Q1 e Q2. Sobre a 
barra é introduzida uma distribuição regular de carga, p(x). 

A estrutura matemática do problema é analisada a seguir: 

1. Equações que descrevem o problema: 

not E = O (I.21) 

dia D = p(x) (I.22)
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D = 2 E (I.23) 

De (I.21), pode-se definir o potencial escalar elétrico: 

1:'= -wmv ‹1.z4) 

visto que aot(qnadVÍ = 0, desde que V seja suficientemente 
diferenciável. Substituindo-se (I.24) em (I.23) e (I.22), obtém-se: 

(I.25) f-dufle quad V) = p(x) 

para o caso unidimensional, a equação (I.25) se reduz a: 

-gázg] =p(×› ‹1.zõ› 

e a equação (I.23) a: 

D = -s Ê! (I.27) ôx 

ão (I.26) pode ser escrita 2. Nos pontos ordinários, e é regular, e a equaç 
COIIIOZ 

azv az av _ “C E2 _ ää; _ 

3. No ponto' de descontinuidade na permissividade (xi). o princípio de 
continuidade de D, (I.20), é valido. Porém, como e não é diferenciável 
em xi, as equações (I.26) e (I.28) não são válidas. 

4. A escolha das condições de contorno do problema é governada pela 
' " á modelando. No presente caso, esta escolha situação fisica que se est 

lternativas- está limitada as seguintes a . 

' ' hlet, onde o valor do potencial a) Condição de contorno de D1r1c 
escalar elétrico é especificado. 

= V (I.29) V(O) = V0 , V(l)
1 

\ b) Condição de contorno de Neumann, onde o valor do componente 
'ficado: normal da densidade de fluxo elétrico é especi
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n . D(0) = D0 , Q . D(1) = D1 (I.30) -0 1 

c) Condição de contorno de Cauchy, onde uma combinação linear do 
componente normal da densidade de fluxo e do potencial são especificados 
no contorno:

V 

r¿.n=1‹(v-vo) (1.31) 

d) Condições de contorno mistas: Condições de contorno de um tipo em 
uma parcela do contorno e de outro tipo em outra parcela. Por exemplo, 

V(0) = V e Q .D(1) = D1 0 i 1 

É importante ressaltar que se forem especificadas condições de 
contorno de Neumann nos dois extremos da barra, os valores estipulados 
de densidade de fluxo devem obedecer ã condição de conservação global do 
fluxo:

i

1 

%. mo) + El . n‹1›=ƒ0 p(×› dx 

para que exista solução. Neste caso, a solução do problema será única a 
menos de uma constante, Isto é, se V for solução do problema, então 

V' = V + c 

,onde c é uma constante arbitrária, também será. Esta arbitrariedade na 
solução pode ser eliminada estipulandoëse o valor do potencial V em um 
ponto do domínio.

H 

Em suma, tem-se a seguinte formulação matematica para o problema: Dados s, 

p e as condições de contorno do problema, determinar a função V que satisfaz: 

1 A equação diferencial parcial em todos os pontos interiores dos 
subdominios regulares: ' 

- 
g;{ s šš›] 

= p(x) ` 

, x e Qi, i = 1, 2 (I.32a)

1
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2. A condição de continuidade de D nos pontos de descontinuidade de ez 

H 
e Ê! 

¶ 
= O , x = xi (I.32b) f ôx 

3. As condições de contorno em x = C) e em x = 1. (Equações (I.29), ou 
(l.30), ou (I.31), ou condições de contorno mistas). (I.32c) 

1.3.2 A Forma Fraca 

O tratamento clássico de equações diferenciais exige que a solução V de 
(I.32) satisfaça a equação diferencial em todos os pontos do domínio. Esta é 
uma exigência muito forte para o presente caso, devido à existência da 
descontinuidade em 2. 

Para vencer esta dificuldade, reformula-se o problema de contorno de 
maneira a se admitir condições mais fracas para a solução e suas derivadas. 

É importante ressaltar que se existir uma solução clássica ela também sera 
solução fraca. Não se perde nada na reformulação do problema na forma fraca, 
além de se poder solucionar problemas com dados irregulares (Becker et al., 
1981). Além disto, a formulação fraca é a maneira utilizada para se construir 
a aproximação por elementos finitos. 

Suponha-se, inicialmente, o problema (I.32) com s contínuo e condições de 
contorno de Dirichlet homogêneas: 

V(0) = V(l) = O (I.33) 

A formulação fraca pode ser obtida a partir da seguinte formulação forte: 
determinar a função V tal que a equação diferencial é satisfeita em um sentido 
de médias ponderadas, isto é: 

` 

l l 

f 

Í 
[- %§[ e Ê;-]¶. u dx = 

Í 
p(x) . u dx , V u e H ‹ (I.34) 

O O 

u é uma função pertencente a uma classe de funções de teste H suficientemente 
regular para que as integrais em (I.34) tenham sentido. O conjunto R ao qual 
pertence a solução V é denominado classe das funções admissíveis. A esta
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classe pertencem as funções que satisfazem as condições de contorno (I.33) e 
que sejam suficientemente regulares para. que sua. derivada. segunda, quando 
multiplicada por uma função de teste u, produza uma função que seja integrável 
no intervalo O < x < 1. Observe-se que o problema não é simétrico pois as 
classes H e R são distintas e em (I.34) V não pode ser intercambiado com u 
indistintamente. 

Para se obter a formulação fraca, efetua-se a integração por partes: 

1 l l 8 ôV _ ôV ôu ôV H,.,[.ã]]. _ 
J 

z‹×›§u ms) 
O _ 0 O 

Estabelecendo-se que as funções de teste devem se anular no contorno, a 
formulação forte (I.34) pode ser substituída pela seguinte formulação fraca: 
Determinar V ê Hõ(0,l), tal que: 

1 ôV ôu l
1 2 ãš ãš dx = p(x) u dx ~ 

, V u e H0(0,1) (I.36) 
O O 

onde Hõ(0,l) é uma nova classe de funções que será caracterizada a seguir. 
A formulação agora é simétrica: a mesma ordem de derivadas nas funções 

admissíveis e nas funções de teste aparece na integral e H = R = Hõ(O,l). 
Como (I.34) contém derivadas de segunda ordem da solução, ao passo que 

(I.36) contém apenas derivadas de primeira ordem, conclui-se que ao se passar 
de (I.34) para (I.36) diminui-se a regularidade necessária para a solução, 
aumentando-se a classe de funções para as quais o problema faz sentido. 

Retorna-se,_ agora, »ã caracterização da classe Hõ(0,l) das funções 
admissíveis para o problema. Este conjunto contém todas as funções que 
satisfazem as condições de contorno homogêneas e que são suficientemente 
regulares para que a integral em (I.36) tenha sentido. O termo mais irregular 
em (I.36) é _ 

8 ôV ôu ôx ôx ` 

Se V e 11 são irregulares, certamente suas derivadas são mais irregulares 
ainda. Como V pode ser qualquer função do conjunto de funções admissíveis, 
pode-se considerar a possibilidade u = V. Então, é necessário que
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‹1.:zv› 

seja suficientemente regular para que sua integral seja ncalculável no 
intervalo (O,1). Funções satisfazendo esta condição são funções de derivada 
primeira de quadrado integrável; escreve-se V e H1(0,1). Portanto, o conjunto 
Hõ(0,l) consta de todas as funções que se anulam nos extremos do intervalo ( 

de onde vem o índice o de Hà) e cuja derivada primeira tenha quadrado 
integrável ( de onde vem o índice 1 de Hà). Portanto, uma função w qualquer 
pertence a Hõ(O,l) se: 

1 - 2 1/2 - 

H w U1 = 
Í Í [{ gš 1 

+ uz 
] 

dx 
} 

< m , (I.38a)
O

e 

w(O) = w(1) = O (I.38b) 

A definição de Hõ pode ser compactada da seguinte maneira: 

-Hâ(o,1) = ‹ w z w ê H1‹o,1);w(o)= w(1) = o} (Lee) 

O fato de que Hõ é um conjunto é indicado pelas chaves. A notação para um 
elemento típico do conjunto, no caso w, vem em primeiro lugar. Seguindo o 
sinal ":" vêm as propriedades satisfeitas pelos elementos do conjunto. 

A norma. definida. por (I.38a) é chamada. de "norma. de Sobolev". Pode-se 
mostrar que h1(0,l) e lÉ(0,l), equipados com a norma (IÍ38) são espaços de 
Sobolev (Oden & Reddy, 1976). Além disto, se for definido um produto escalar 
compatível com esta norma , tem-se também espaços de Hilbert.

H 

Analisa-se, agora, o problema (I.32) completo. Considera-se que a solução V 
tem ao menos derivadas de segunda ordem dentro de cada subdomínio Qi, devido ã 
regularidade de c e p dentro destes subdomínios. Define-se a função resíduo em 
cada subdomínio: 

r(x) = - 
g;[ s Ê;-J 

- p(x) , x ê Qi , í= 1,2 (I.40) 

Multiplica-se r por uma função de teste u e H, suficientemente regular, 
definida sobre o intervalo O < x < 1. Integra-se o resultado por partes sobre 
cada subdomínio regular Qi:
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ru dx = -s Ê! u + c Ê! ÊE'- p(×)u dx , i=1,2 (l.41) ôx ôx ôx W 
, 

Qi xi-1 Qi Qi 

onde xrú e-xi são o ponto inicial e final de cada subdomínío. 
Como V é solução do problema, em cada subdomínío o resíduo se anula, isto 

é: i 

Í 
ru dx = O ,V u e H (I.42) 

Qi 
logo: 

“'[\/1

N 

Í 
ru dx = O ,V u e H (I.43) 

=1 Qi 

Portanto:

l ÕV ôu ôV(0) 6V(×1) õV(l) _ 
Í 

c 5; 5; dx + e(0)-5;-u(O) + {e(x1)-5;-¶u(x1) - s(l)-ãš-u(1) - 
O : 

1
. 

= 
Í 

p(x) u dx , V u e H (I.44)
O 

Novamente, [.¶ denota o salto da variavel no ponto. Levando-se em conta a 
condição (I.32b), o termo de salto em xl é nulo, obtendo-se: 

1 1 - 

Í 
e gš gš dx: = c(l)Êššllu(1) - e(0)Êš§9lu(O) + 

Í 
p(x)u dx , Vu e H (I.45) 

O O 

Este resultado é muito importante. Transformou-se o sistema composto pela 
equação diferencial, condições de salto e condições de contorno em uma única 
equação na qual todas as caracteristicas da solução e do problema de dados 
descontínuos estão representados.

_ 

Para especificar totalmente o problema, é necessário, ainda, caracterizar 
as classes das funções as quais pertencem V e u. Primeiramente, para que a 
integral em (I.45) tenha sentido, V e u devem pertencer a H1(0,l). Por fim, as 
condições de contorno são introduzidas na formulação fraca de duas formas 
distintas: as condições de contorno de Dirichlet são levadas em conta através 
da especificação do espaço das funções admissíveis, enquanto as condições de
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Neumann e de Cauchy são levadas em conta na própria formulação fraca (Reddy, 
1986).

' 

Com condições de contorno de Dirichlet, (I.29), define-se au classe -de 
funções R: 

R = 
{ 

w z w ê H1(o,1) ; w(o) = vo , w(1) = V1 } 
(1.4õ) 

a formulação, então, é: achar a função V e R tal que: 

1 ôV ôu 1 
1 

V

' 

e ãš ãš dx = p(x) u dx , V u e H0(0,l) (I.47) 
O O 

Para condições de contorno de Neumann (I.30) ou de Cauchy (I.31), tem-se: 
achar V e H1(0,l) tal que (I.45) seja verificado para todas as funções teste u 
é1$(o,1). ' 

Observações: 

1. As classes de funções Hà e H1 são espaços vetoriais de funções. O termo 
espaço vetorial denota uma estrutura linear no seguinte sentido: se cl e 
c2 são constantes e v e w pertencem a HI, então cl v + c2 w também 
pertence a Hi. Já a classe de funções R, definida pela equação (I.46), 
não é um espaço vetorial devido as condições de contorno não homogêneas. 
Por exemplo, se u e v e R, u+v ë R pois u(O) + v(O) = 2 V0, devido à 
definição (I.4B). Por outro lado, se w'= u-v, então w e Hõ, pois w(0) = 

w(l) = O. O ponto chave a observar aqui é que se g e R, qualquer função 
u e R pode ser escrita como u = g + w, onde w E Hà. lsto é, a menos da 
função g, R e Hà são _compostas pelas mesmas funções. Usando a 
terminologia matematica, if é uma variedade linear de Hà (Luenberger, 
1989). 

2. Equivalência entre a forma fraca e as formulações variacionais: A 
formulação fraca é freqüentemente chamada de "formulação variacional" 
por um abuso de linguagem que será justificado e explicado. Para isto, 
são introduzidas algumas notações adicionais com o intuito de 
simplificar as deduções subsequentes. Considere-se a seguinte 
representação da forma fraca (I.47):
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B‹v,u› = f‹u› , v U É Hà‹o,1› ‹1.48› 

onde B(V,u) é a forma bilinear simétrica:

1 V Ô B(V,u) = 
Í 

s Ê; ãš dx
O 

e f(u) é o funcional linear :

1 

f(u) = 
Í 

p(x) u dx
O 

A notação (I.48) é extremamente concisa. Ao mesmo tempo ela 
representa propriedades matemáticas essenciais e conduz a um 
entendimento mais simples de problemas variacionais. Vários tipos de 
problemas físicos podem ser descritos por formas idênticas a (I.48). Por 
isto, as idéias a serem desenvolvidas e os resultados obtidos têm grande 
generalidade. 

_ 

Considere-se, agora, o funcional quadrático: 

I(V) = B(V,V) - 2 f(V) (I.49) 

onde V E R (I.46). Para a 6 R e u e }É(O,1), V + au e R. Usando as 
propriedades de bilinearidade e simetria de B, e a linearidade de f, 
tem-se: 

1(v + au) = 1‹v› + 2 « ( B(V,u) - f‹u)) + «2B(u,u) ‹1.5o) 

A primeira variação õI(V,u) se anula no ponto de mínimo do funcional 
I(V), isto é: 

õ1‹v,u› = 11m â [1‹v + «ua - 1‹v›1 = 2 ¡B‹v,u›-f‹u›1 = o (1.s1› 
a -à 0 

Ou seja, o ponto de mínimo de I é V e H, tal que: 

B(V,u) = ffu) , v u é Hä(o,1) (1.52)



16 

Nota-se que (I.52) é idêntico a (I.48), isto é, a formulação 
variacional e a forma fraca são equivalentes (de onde vem a propensão de 
se chamar de "formulação variacional" a forma fraca). ' 

Na realidade, a equivalência só existe quando B é símétrica. Porém, 
seguindo este abuso de linguagem, chamar-se-á de "formulação 
variacional" o sistema (I.48), mesmo quando B não for símétrica. Pode-se 
pensar, neste caso, em uma "formulação variacional abstrata" (Oden & 
Reddy, 1976). 

1.3.3 O método de Galerkín 

Como visto na seção anterior, a resolução do problema variacional consiste 
na procura da função V , para a qual (I.48) é verificada. Esta procura é 
feita em R (definido por (I.46)), uma classe de funções de dimensão infinita. 
Por isto, nesta classe, a procura é extremamente difícil. 

O método de Galerkin consiste na procura de uma solução aproximada para 
(I.48) em uma classe de funções de dimensão finita. Para exprimir este 
fato de maneira um pouco mais formal, seja [N1], i=1, N , uma família de 
funções do espaço H1(O,l). Explícita-se, mais tarde, como estas "funções de 
base" são selecionadas. Seja Hh(0,l) o conjunto de todas as combinações 
lineares do tipo:

ç 

h N 
w = Z cx N1 (I.53) 

i=1 

O superscrito h se refere a uma associação de Hh com uma malha, ou 
discretização do domínio, ã qual é associado o parâmetro h, um comprimento 
característico da malha (Becker et al, 1981). 

Suponha-se que Hh(0,1) e R tenham funções em comum. Define-se: 

H” = sf n H*`(o,1) (1.54) 
e . 

H8 = Hà(o,1) n H"(o,1) (I.s5) 

-. h - . 1 . Desta maneira, flk e Ho sao subconjuntos de H e Ho, respectivamente. 
O método de Galerkin consiste na procura de Vh e flà, tal que: 

B(vh,uh) = fuzh) ,v uh é. H3(0.1) (rss)
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isto é: 

N N N 
Bí íšlcí Níqjšlbjiuj 

1 

= 
f{j;1b¿ NJ1 (I.57) 

utilizando-se a bilinearidade de B e a linearidade de fz 

N N “ 

jëlbj [ ÍÃICÍ B(Ní,N¿) - f(NJ.)] = o (L58) 

Como os bj são arbitrarios, obtém-se o sistema de equações lineares:

N 
. K.. = f(N.) , 

`=1, N (I.59) 

onde 

K.. = B(N.,N.) (I.80) 1J 1 J 

Para o problema (I.47) tem-se:

1 ÔN. ÕN. 
Kíj = 

Í 
s ã§1.ã;J dx (I.61)

O

1 
f(N.) = 

Í 
p(x) N. dx ' ('I.62) 

J J
O 

Resolvendo-se o sistema (I.59) determina-se os coeficientes ci da aproximação 
de Galerkin. 

Observações: 

1. Ortogonalidade do erro: Como (I.48) é verificada para. qualquer u e 
HÊ(0,1), ela é verificada, em particular, para uh e H8(0,1) c HÊ(0,1L 
Portanto: 

B(v,uh) = f(uh) 
, v uh ê H3(o,1) (Les)
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Subtraindo-se (I.58) de (I.63), obtém-se:
I 

Btv - vh,uh) = o , v uh ê H8(o,1) (1.õ4) 

Pode-se interpretar este resultado como uma condição de ortogonalidade: 
o erro de aproximação e = V - Vh é ortogonal ao subspaço HS(0,l) no 
sentido de (I.64), isto é, com relação ao mapeamento bilinear B. 

2. Melhor aproximação: Suponha que B(V,u) seja simétrica e positiva 
definida (i.e., B(u,u) 2 0, = O e u=O). Sejam Vh e wh pertencentes a HP. 
Vh é a solução de (I.58) e wh é arbitrário. Seja uh = Vh-wh, uh e 
H8(o,1). seja v a søluçâø de (I.48). Então, 

Btv-wh,v-wh) = B‹(v-vh) + (vh-wh) 
, 

(v-vh)+ (vh-wh)) = 
- = B‹‹v-vh› + uh, ‹v-vh› + uh) = 

= B(v - vb , v - vh) + B(vh - wh,vh - wh) .(1.ôs) 

Na última passagem, foi utilizada a propriedade de ortogonalidade do 
erro, equação (I.64). Como Vh é fixo e B é positiva definida, a equação 
(I.65) indica que a menor distância entre V e wh (no sentido da métrica 
induzida por B) ocorre quando wh = Vh. Em outras palavras, de todas as 
funções wh e P aquela que mais se aproxima da solução real V do 
problema é a aproximação de Galerkin Vh. 

1.3.4 O Método de elementos finitos 

O método de Galerkin é extremamente poderoso, porém ineficaz se não se 
dispuser de uma técnica sistemática para a construção das funções Ni da base 
de Hh(0,l). Para problemas geometricamente complexos, a seleção das funções de 
base Ni é uma tarefa formidável. Mesmo em casos onde as funções de base são 
conhecidas, o cálculo dos coeficientes K1) (Eq. 1.80) não pode ser 
automatizado porque as funções são dependentes do problema. O método» de 
Galerkin só é efetivo se associado a uma técnica sistemática de construção de 
funções de base simples, para dominios arbitrários. Uma das técnicas mais 
interessantes é fornecida pelo método de elementos finitos. 

No método de elementos finitos, o domínio é, primeiramente, particionado em 
subdomínios simples conhecidos por elementos finitos. Em cada elemento são

/
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selecionados alguns pontos - chamados de nós. A cada um dos nós está associada 
uma função de forma local ni -normalmente um polinômio de grau baixo - 

, que 
pode ser construida de maneira sistemática. ni é igual a 1 sobre o nó i e O 
nos demais nós. A. solução do problema sobre o elemento é aproximada. pela 
combinação linear destas funções. 

A construção das funções de base globais, Ni, pode ser encarada como o 

processo de acoplamento das funções de forma locais nos nós. As funções de 
base globais são distintas de zero somente nos elementos contendo o nó 
localizado em xi, isto é, têm suporte compacto (Reddy, 1986). Além disto, elas 

. . 
» 1 . devem ser suficientemente regulares para pertencer a lI(O,1). Por fim, os 

. . - . h '

. parametros ci, que definem a soluçao aproximada V , devem ser precisamente os 
valores de Vh(x) nos nós. Então, a aproximação (I.53) para wh se escreve: 

h N 
w = Em Ni (rss) 

i 1 

onde wi é o valor de wh no nó i. Torna-se fácil a caracterização dos elementos 
pertencentes a HP e H3(0,l) através das propriedades dos graus de liberdade 
wi. De fato, se wi = O nos nós pertencentes ao contorno do problema, a função 
resultante pertence a H8(O,l). Por outro lado, se para o nó correspondente a 
x=O, wi = V0 e, para o nó correspondente a x = 1, wi = V1, tem-se uma função

h pertencente a H . 

Detalhes sobre o método de elementos finitos são encontrados em alguns 
livros básicos (Becker et al, (1981); Bastos, (1989); Chung, (1977); Dhatt & 
Touzot, (1984); Hughes, (1987); Zienkiewicz, (1977)), e não serão repetidos 
neste trabalho.

Í
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CAPÍTULOII PROBLEMAS ESTÂUCOS 

11.1 Introducãø 

Neste-capítulo, faz-se uma revisão dos métodos utilizados para a resolução 
dos problemas estáticos tridimensionais em eletromagnetismo. 

Problemas estáticos são aqueles nos quais já se atingiu um regime 
permanente estático, onde as variações temporais dos campos eletromagnéticos 
nao mais existem. 

Por exemplo, as equações do problema eletrostático podem ser obtidas das 
equações de Maxwell (I.1 a I.4) e das relações constitutivas (I.5) a (I.7) 
anulando-se os termos variáveis no tempo e desprezando¿se as equações que não 
influenciam o fenômeno. Obtém-se: 

not E = O (II.1) 

dim D = p (Il.2) 

D = e E (Il.3) 

Já o problema magnetostático é descrito pelas equações: 

not H = J (II.4) 

dim B = O (II.5) 

B = MH + Br (1I.6) 

O problema eletrostático apresenta equações semelhantes as do caso 
magnetostatico sem correntes, podendo ser calculado facilmente por um programa 
magnetostático tridimensional. Por isto, neste trabalho somente é feita. a 
análise do problema mais geral, isto é, o magnetostático. 

Muitos métodos foram propostos na literatura para a resolução por elementos 
finitos deste problema. Os principais foram a utilização do potencial escalar 
total, do potencial escalar reduzido, do potencial vetor magnético e do 
potencial escalar reduzido associado ao potencial escalar total. A seguir, 
discute-se cada um destes métodos, utilizando os conceitos apresentados no

'W
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capítulo I, generalizados para o problema tridimensional. 

II.2. Utilização do potencial escalar total 

II.2.1 Modelamento matemático: Formulação clássica 

Se no domínio, Q, onde se estuda o problema magnetostático não existirem 
correntes, a equação (II.4) torna-se: 

not H = O (II.7) 

Desta maneira, pode-se definir um potencial escalar magnético, W, tal que 
(Bastos, 1984): 

H = -quad W (II.8) 

Esta relação, que normalmente é admitida sem discussões, não é tão direta. É 
necessário que Q seja "simplesmente conexo" (Apostol, 1957), isto é, sem 
"furos". Isto significa que todo circuito fechado dentro de Q deve ser 
redutível a um ponto por deformação contínua (o que não é verificado, por 
exemplo, em um toroíde). Maiores detalhes são encontrados nos trabalhos de 
Kotiuga (1982) e Deschamps (1981). “ 

Aplicando-se (II.8) em (II.6) e (II.5), obtém-se: 

d¿u(-uqaadw + Br) = O 

isto é: 

úwmgzzzzzizp) =` âwtsr) (11.9) 

A equação (II.9) descreve o fenômeno nos pontos ordinários de Q. Nos 
pontos de descontinuidade de p são válidas as relações (I.16) e (I 17), isto 
é: ' 

'

1 

Q . [-p çnadw + BP¶ = O (II.10) 

g^[[qzwz1(ú]]=o '(11.11) 

A equação (II.10) implica a descontinuidade do componente normal de qnadw
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na interface entre dois meios de permeabilidade magnética. distintas. Já. a 
equação (II.11) tem como conseqüência a continuidade tangencial de gaadw. Esta 
condição é automaticamente satisfeita por um potencial ¢ contínuo. 

Na fronteira de Q, F, tem-se as seguintes condições de contorno: 

a) Condição de contorno de Dirichlet: 

¢ É Wo , em F1 (II.12) 

b) Condição de contorno de Neumann:

É QJQ› S5 + W - -- P.g = g , em F2 (II.13) 

onde: 
F1 - Parcela de F onde se impõem condições de contorno de Dirichlet; 
F2 - Parcela de F onde se impõem condições de contorno de Neumann. 

F1 u F2 = F ; F1 n F2 = ø 
Normalmente, a condição de contorno de Neumann é estipulada com 

indução tangente à fronteira, isto é, indução normal nula: 

- .Q = O , em F2 (II.14) 'C Q›Q› 

13€
+ 

¬W 

Além disto, se for tomado W = wo constante sobre F1, então: 

H A Q = -çaadw A Q = O , em F1 

isto é, o campo magnético é perpendicular a F1. 
Seja o problema tridimensional representado esquematícamente na figura 

II.1. Suponha-se pi e pe contínuos dentro de cada subregião Q1 e Q2 e que haja 
descontinuidade de p na interface Fm entre Q1 e Q2. 

A formulação clássica para este problema é: ache a função w que satisfaça: 

1. A equação diferencial parcial em pontos interiores às subregiões 
regulares Q1 e Q2. 

d¿o(pqnad¢) = d¿u(Br) , em Qi, i=1,2 (II.15a) 

2. A condição de salto em pontos da interface Fm:
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Q . Í 
-p çaadú + BP ¶ = O , em Fm (II.15b) 

3. A condição de contorno de Dirichlet em F1 

W = Wo. 
, em F1 (II.15c) 

4. A condição de contorno de Neumann em F2 

'C 0.303 

13€
+ W - r.g = O , em F2 (II.15d) 

T1 
1¬m_à

m 

Q1 9. 
nml ._ E 

nmã fl' 

n 

/“I Ha Tan, ~ 

Figura II.1 Representação esquemática de um problema tridimensional contendo 
uma interface entre dois materiais de permeabilídades magnéticas diferentes. 

II 2.2 A forma fraca 

A forma fraca para o problema magnetostático descrito pelo potencial 
escalar total pode ser obtida utilizando-se uma técnica semelhante a empregada 
na seção 1.3.. Define-se o resíduo : 

r = d¿u(-p qaadw + BP) = O (Il.18) 

em cada subdomínio regular de Q. Multiplica-se r por uma função de teste u e 
H(Q), suficientemente regular. Utiliza-se, então, a fórmula de Green (Becker 
et al., 1981) sobre cada subdominio: -
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Í 
d¿u(-H quad W + BP) u dQ = 

Qi 

= 
Í 

qnadu.(pçnad¢ - B ) dQ + 
Í 

(-pqnadw + B ).n. u dF = O (II.17) 
Qi . F' ôní P -1

v 

onde ôfli é a fronteira da região i e gi é a normal à região i. Ao se somar a 
contribuição dos dois subdomínios, obtém-se: 

wF\/1n› 

I-¡ 

Í 
qnadu.(uqnad$ - B ) dfl + 

Í 
(-uqnadw + B ).n. u df = O (II.18) 

Q P am P 1 

Note-se que as fronteiras 891 consistem de duas partes: as partes de 691 
que não coincidem com a interface Fm são denotadas ôQi - Fm, i=1,2. A outra 
parte coincide com Fm. Além disto 

U (891 - F¶ = F (II.19)
1 

e em Fm\a equação (II.15b) deve ser verificada. Portanto, (II.18) se reduz az 

Í 
gaadu.(pqnad¢ - Br) dfl + 

Í 
(-ugaadw + BP).Q u dF = O (II.20) 

Q F 

Esta equação pode ser generalizada para problemas envolvendo mais de duas 
regiões de permeabilidade magnética regular de maneira bastante simples 
(Bossavit, 1988(e)). 

São definidas, agora, as seguintes classes de funções: 

H = { w : w E H1(Q) ; w = Wo em F1 } (II.21) 

b = { w : w e H1(Q) ; w = O em F1 } (II.22) 

onde H1(Q) é o espaço das funções que têm derivadas primeiras suficientemente 
regulares para que seu quadrado seja integrável sobre Q. Isto é, w deve ser 
tal que: `
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2 2 2

' 

uwu = 
[ 

[al] + [W + F” + Ê] do < zz, (I 1.23) 1 Q ôx ôy ôz \ 

A formulação "variacional" do problema, então, é: achar W e R, tal que 

Í 
pçaad¢.çaadu dQ = 

J 
BP.gaadu dQ , V u e Hb (II.24a) 

Q Q 

ou, usando a notação da seção (I.3): 

B(¢,u) = f(u) , v u ê Ro (11.24b) 

Observações: _ 

1. É importante notar que nesta formulação o termo de contorno desapareceu 
porque: 

a) em F1, u=0, pois u e Hb 
b) em F2, ~pgaad¢ + Br = O 

e F1 u F2 = F › 

.2. Unicidade da solução: A unicidade da solução pode ser provada de maneira 
simples. Suponha existirem em R dois potenciais, ¢1 e W2, distintos, 
tais que (II.24) seja verificado. Escreve-se (II.24a) para cada um deles 
e subtrai-se membro a membro, obtendo-se 

Í 
uqaad(¢1-¢2).qnadu dfl = O , V u e Hb (II.25)

Q 

mas ¢1~¢2 e Hb. Portanto, u pode ser escolhido como wi-wa. Logo: 

2 . 

,z.[<Wzâ‹¢1-z/12)] zm = o ‹11.zõ› 
Q / 

Isto é, gaad(¢1 ' üz) = O sobre todo o domínio Q. Portanto: 

'wi = w2+‹: 

onde c é uma constante arbitrária. Mas, como WI e ¢2 6 H, wl = ¢2 = wo 
em F1; portanto c = O, isto é W1 = ¢2.
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Il.2.3 Aplicação dos métodos de Galerkin e de elementos finitos 

A aplicação dos métodos de Galerkin e de elementos finitos a forma fraca 
(II.24) é trivial. Como feito na seção (I.3.3), procura-se a solução 
aproximada de (II.24) em uma classe de funções de dimensão finita flw contida 
em R. As funções de base Ni são fornecidas pelo método de elementos finitos. 

Para a aplicação do método, é necessário discretizar-se Q em uma malha de 
elementos finitos. Pode-se definir a malha por uma seqüência de transformações 
que, a partir de um elemento padrão Õ, geram cada elemento finito Qe. As 
funções de forma locais, ni, são imagens das funções de forma polínomiais ni 
definidas sobre Õ. Os pontos nodais são escolhidos de modo que as funções de 
base globais Ni sejam contínuas nas fronteiras entre elementos. 

Neste trabalho, utiliza-se um elemento finito isoparamétrico, hexaédrico, 8 
nós, com funções de forma de Lagrange trilineares, para as quais existe farta 
bibliografia (Bathe, 1982; Bastos, 1989; Chung, 1977; Dhatt & Touzot, 1984; 
Hughes, 1987;Raizer, 1987; Zienkiewicz, 1977). Por este motivo, apenas as suas 
características principais serão revistas. O elemento de referência Õ é um 
cubo, mapeado pelas funções de forma no elemento hexaédrico Qe (Fig. 11.2), 
utilizando-se as relações:

u

8 
x = 2 n x. 

J-:I J J 

8 . 

y = 2 nj yj (II.27) 
J 1

8 
z = 2 n. z. 

¿=1 J J 

onde xj, yj e zj são as coordenadas nodaís. 
As funções de base globais verificam a propriedade: 

1 , se i = j 
N.(x.,y.,z.) = (II 28) 

1 J J J O , se i ¢ j 

Logo, se
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wh = É w N (11 29) ilíí . 
Q

. 

Wi = ¢h(xí,yí,zí) (II.30) 

_Í,ÍL_e 
=Ã<â> W O'

1 1 1 11 1 

zf-'° 

1/1

'

1 

1 
1 

1
1 /--1--- 

×

1 1I U1 R) 

Fig. 11.2. Elemento de referência S2, mapeado pelas funçoes de forma em um 
elemento hexaédrico correspondente. 

Portanto , pode-se definir: 

ea 

N _ 

flfçn) = 
{ 

uh 
z 
wh = 2 wíui ; wi = wo, se 0 nó 1 ê P1 

} 
(11.31) 

1=1 

~N 
?€2(Q) ={ uh: uh= ZuíNí ; ui = 0, se o nó í e F1 

} 
(II.32) il 

aproximação por elementos finitos de (II.24) é dada por: achar nflh e 
Rh(Q), tal.que:

. 

' 

'ípq/zad(I/1h).q/1ad(uh) dfl = íBr_.q/1.azd(uh) df! , V uh 6 96362) (II.33a)
Q Q
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ze 

B(wh,uh) = f(uh) 
, v uh é Hz(o) (I1.33b) 

Esta relação pode ser transformada, como visto na seção I.3.3, no seguinte 
sistema matricial: 

onde: 

\ N 
X K.. w.. = f. , 1 = 1, N (I1.34) 
5:1 13 J 1 

Kíj = íQugnaâ(Ní).qnaa(N¿) ao = B(Ní,N¿) (11.35) 

fi = íQBF.gàad(Ní) do = f(Ní) (11.3õ) 

Observações: 

1. 

2. 

Condições de contorno: Pela definição de Rg(Q), vê-se que uh(xí,yí,zi) = 
0, V nó i e F1. Conclui-se que os termos Kíj e fi correspondentes a 
função de interpolação Ni serão nulos. Ou seja, a linha i. pode ser 
retirada da matriz K. Conseqüentemente, o número de equações de (I.34) 
não é N e sim neq = N - NCOND, onde NCOND é o número de nós situados na 
fronteira F1. Note-se, porém, que Wi é distinto de zero nesta fronteira 
(Eq. II.31). Portanto, o termo Kjí não é nulo. Este fato, que poderia 
levar a uma quebra de simetria na matriz K, é evitado simplesmente pela 
não adição do termo Kjí a matriz global, e pela subtração do termo Kjíwí 
de fj (Dhatt & Touzot, 1984). Como resultado, a matriz K tem dimensão 
neqXneq e só contém informações referentes aos graus de liberdade 
desconhecidos. 

Propriedades da matriz K: ` 

a) Simetria: Como a formulação "variacional" é simétrica e levando-se em 
conta a Observação 1., obtém-se uma matriz simétrica, neqxneq, na 
formulação por elementos finitos. u 

b) Somabilidade: A integração para a obtenção de Kíj não precisa ser 
feita globalmente sobre Q, podendo ser feita elemento por elemento e
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depois somando-se ("condensando-se") a contribuição de cada elemento 
na matriz K global. 
Esparsidade: Para. funções Ni e NJ que não compartilham um mesmo 
elemento, tem-se Kíj=0. Isto imp1ica_ que numa malha com muitos 
elementos, a maior parte dos Kíj vai ser nulo, isto é, a matriz K é 
esparsa. 
Matriz positiva definida: Uma matriz K, rmqxneq é definida positiva 
se: ~ 

i) cT K c 2 O , V vetor c de dimensão neq; 

ii) cT K c = O , implica que c = O. 

Devido as características da formulação, a matriz K é positiva 
definida. A prova é simples: 

i) Seja c um vetor arbitrario de dimensão neq, onde neq, definido na 
observação 1, é ‹› número de equações independentes do sistema. 

. . . h Utiliza-se c para construir um membro de H0(Q):

H h °“ 
w = 

íZ1cíNí 

onde ci é um dos componentes do vetor c. Mas: 

T neq 
c Kc = Z cíKí.c. í,j=1 J J 

Deq 
= Z ¢íB(Ní,N.)¢. í,¿ 1 J J 

Utilizando a propriedade de bilinearidade de B, obtém-se: 

neq Heq 
= 4B(í;1¢íNí ,jÃ1¢¿N¿) 

= B( wh , 
uh) 

Usando a definição de B, obtém-se:
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= 
Í 

;z‹‹;zz‹zz1»zh›2 zm z o
Q 

í1)se ¢TKc = o , 

},;z(qzwAwh)2 zm = 0 
sz 

Portanto, wh = constante. Mas wh e H3(Q), então, wh é nulo, isto 
é, c = 0. ' 

É importante ressaltar que uma matriz positiva definida' possui 
inversa única, isto é, o sistema (II.34) possui solução única 
(Lascaux & Théodor, 1986). 

3. Solução do sistema de equações: Deve-se utilizar para a resolução do 
sistema de equações (II.34) um› método que aproveite ao maximo as 
características da matriz K. Vários métodos podem ser utilizados, como a 
eliminação de Gauss, a fatorização de Cholesky ou o método de gradientes 
conjugados. Este método sera discutido no capitulo V. 

4. Cálculo das integrais em II.35 e II.38: Através de transformações 
geométricas, pode-seélevar-o elemento distorcido Qz de volta ao elemento 
padrão Õ (Becker et al., 1981 ; Raizer, 1987). Neste elemento a 
integração é feita mais facilmente do que no elemento distorcido, e pode 
ser utilizado um método de integração numérica como, por exemplo, o 
método de quadratura de Gauss (Dhatt & Touzot, 1984). 

II.3 Utilização do potencial vetor magnético 

II.3.1 Modelamento matemático: Formulação classica
f 

O método de cálculo de campos magnetostáticos 3-D utilizando o potencial 
escalar total só pode ser empregado se na região de estudo não existirem 
correntes elétricas. -Este fato limita a sua utilização a poucos casos. A 
formulação utilizando o potencial vetor magnético elimina este problema.
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Este método é a extensão para geometrias tridimensionais de um método muito 
utilizado em 2 dimensões. Em 2-D o potencial vetor possui apenas 1 componente 
ortogonal ao plano de análise (Bastosƒ 1989). Para problemas 3-D todos os 3 
componentes do vetor devem ser» calculados. Sob este ponto de vista, a 
utilização do potencial vetor é menos interessante que a' utilização de 
potenciais escalares. Apesar disto, este é um método que ainda é utilizado por 
vários grupos de pesquisa em cálculo de campos eletromagnéticos (Chari et al., 
1981 & 1982; Coulomb, 1981; Demerdash et al., 1981(a) & (b)). 

` A equação (II 5) 

dim B = O 

implica na existência de um potencial vetor magnético, A, tal que: 

~B = not A (II.37) 

substituindo-se esta expressão em (II.6) e (Il.4), obtém-se: 

ant(v noi A ) = J + aot(v BP) (II.38) 

onde v é a relutividade magnética, igual ao inverso da permeabilidade 
magnética p. 

A equação (II.38) descreve o fenômeno nos pontos ordinários do domínio Q. 
Nos pontos de descontinuidade de v (Fm) são válidas as relações (I.18) e 
(I. 17), ísto é: 

[[zwz:A]].Q=o (11.39) 

' 

[[v(fwzt A- Br_)]] ^ Q = o (I1.4o) 

As equações acima têm por conseqüência a continuidade do componente normal 
do ant A e a descontinuidade dos componentes tangenciais do not A. A equação 
(II.39) é satisfeita automaticamente por um potencial com componentes 
tangenciais contínuos. 

Para completar a especificação do problema, condições de contorno 
apropriadas devem ser especificadas: 

a) Condição de contorno de Dirichlet:
z
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A A n - a A n , em F1 (II.41)
‹ 

onde Q é um vetor arbitrário. 

b) Condiçao de contorno de Neumann: 

v (not A - BP) A Q = Q A Q , em F2 (II.42) 

F1 u F2 =~ F ; F1 n F2 = ø 

onde Q é um vetor arbitrário. 

É importante notar que a equação (II.38) associada às condições de contorno 
(II.41 e II.42) não são suficientes para assegurar a unicidade do potencial 
vetor. De fato, seja 

Ag = A + quad ¢ (II.43) 
COII1 

¢ = ¢o , constante em F1 (II.44) 

¢ contínuo, com derivadas parciais contínuas. Por conseqüência, as seguintes 
relaçoes sao válidas:

_ 

aot(v not Ag) = not(v noi A) 

tendo em vista que na£(qnad¢) = O. 

Ag A Q = A A Q + gnad¢ A Q = A A Q , em F1 

tendo em vista que quad ¢ é perpendicular ã fronteira F1. 

v(nnt Ag - Br) A Q = v(aot A - BP) A Q , em F2 

Logo, Ag também é solução de (II.38) sujeito a (II.40), (II.41) e (II.42). 
Isto é, a solução do problema não é única. Para se eliminar este problema, são 
estipuladas duas condiçoes adicionais sobre A:

F
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div A = dim Q 
F A 'À h 

, em Q (II.45) 

A . Q = Q . Q , em F3 (II.46) 

onde Q é uma função vetorial qualquer, suficientemente derivável e F3 é uma 
parcela da fronteira F. 

- Tomando-se o dus de ambos os lados da equação (II.43), conclui-se que: 

d¿w( A - Ag) = dia quad ¢ = dim (Q _ Q) = O , em Q (II.47) 

Sobre a fronteira F3, efetua-se o produto escalar entre A e Q, obtendo-se: 

(A - Ag) . Q = gg = (Q - Q).Q = O , em F3 (II.48) 

O problema composto por (II.47), (II.48) e (II.44) estará sobre 
especificado se 

F3 n F1 ¢ ø 

Portanto, é necessário que 

F3 Q F2 

Como o objetivo aqui é restringir ao máximo a solução, toma-se 

F3 = F2 

Portanto, o potencial ¢ deve satisfazer: 

düsgnad ¢ = O , em Q (II.49a) 

âg = O , em F2 (II.49b) âg
_ 

¢ = ¢o , constante em F1 (II.49c) 

A solução de (II.49) é ¢ = ¢o , constante em Q. Portanto gnad¢ = O e A = Ag: a 
solução é única. As condições (II.45) e (II.48) são estipuladas para Q 
qualquer. Port t an o, pode-se tomar Q = O. Com isto, a condição (II.45) passa a
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ser a condição de Coulomb, ou calibre (gauge) de Coulomb, d¿u A = O. Além disto, a condição de contorno (II.42) normalmente é tomada com Q A Q =O, isto 
é: 

v (not A-BP) A Q = O 
, em F2 (II.50) 

Com base nestes resultados, passa-se à análise do problema da figura II.1. A formulação clássica para este problema é: ache a função vetorial A que satisfaz: 

1. A equação diferencial parcial em pontos interiores às subregiões 
regulares 91 e 92: l 

(II.5la) 
not(v noi A ) = J + no£(v Br) , em Qi, i=1,2 

2. o calibre de coulombz J 

,dim A = O 
, em Q (II.51b) 

3. A condição de salto na interface entre 91 e Q2, Fm: 

(II.51c) |[z›(fw¿A-BI_)]]^g = 0 ,em rm
× 

4. A condição de contorno de Dirichlet em F1: 

A A n = a A n 
, em F1 _ _ _ 

, (II.51d) 

5. A condição de contorno de Neumann em F2: 

v (not A - BP) A Q = O 
, em F2 (II.51e) 

6. A condição sobre o componente normal de A em F2: 

A. E = o ,em rz (I1.51f) 

Observações: 

1. Interpretação física das condições de contorno: Às condições de contorno
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(II.51d-e-f) pode-se associar interpretações físicas úteis. Para isto, 
seja a parcela da fronteira representada na Fig. II.3.

Z

X

Y 

Figura II.3: Parcela da fronteira com sistema local de coordenadas 
(L1.L2,n)- 

Seja Q o vetor unitário normal a fronteira e t1 e tz dois vetores 
ortogonais unitários tangenciaís a fronteira, definidos de maneira que: 

21/«t2 = Q 

Estes vetores definem um sistema de coordenadas cartesiano local 
(t1,t2,g). O vetor A pode ser referido a este sistema, gerando: 

A = (At1,At2,An) 

Tome-se agora o vetor B neste sistema de coordenadas:
( 

_ _ ôAn _ BAL2 ôAt1_ ôAn âAt2__df5¿ B'”°°“'[ã3 õí]2“[õ'í ã§]2“[õz_z õtzlfl 

Se é especificado um valor constante de Q sobre a fronteira F1, 

então: 

ôA . . 

ãšši = 0 ', 1,3 = 1,2 , em F1 

Portanto:
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B . n = O , em F1 

Ou seja, a indução magnética B é tangencial ã fronteira onde se 
especificam os componentes tangenciais do potencial vetor A. 

Já em F2, a condição (II.51e) é válida. Sabendo-se que o produto 
vetorial H A Q preserva somente os componentes tangenciais de H, 
conclui-se que o campo magnético H é normal a F2. 

2. Validade da formulação apresentada: A formulação matemática (II.51) é 
válida se: 

a) A região F1 onde os componentes tangenciais do potencial vetor 
são estipulados for conexa. 

b) A região Q for simplesmente conexa. 

Para o caso geral, com Q n-uplamente conexo e F1 composto por "ilhas" 
onde se impõem os componentes tangenciais do potencial vetor, restrições 
adicionais, de carater topológico, são utilizadas para se garantir a 
unicidade da solução. Estas restrições envolvem conceitos matemáticos 
mais avançados do que os que nos propomos a utilizar neste trabalho 
(Para maiores detalhes ver Kotíuga, 1982 e Bossavit, 1988(b)). 

II.3.2 A forma fraca 

A forma fraca para o problema (II.51) é obtida a seguir; Primeiramente, 
define-se o resíduo vetorial 

Q = nni(v ant A ) 
- J - aot(vBP) = O (II.52) 

em cada subdomínio regular de Q. Efetua-se o produto escalar de Q por uma 
função de teste vetorial 1, suficientemente regular. A partir da identidade 
vetorial - 

g . not 1 = -d¿u( Q A 1 ) + v . nat Q' (II.53) 

e o do teorema da divergência, obtém-se a expressão:
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V M _ M fi\/\ 

Í 
1,. ›zzzz:‹z›‹~›z‹úA-zB»›› do = 

ni P 
I/ 

,fl/L 
` pv/Í/"U «Mot = v(/wtA-Br_).woi(\¿)d§Z+ \¿.(x¿›\v(fLoztA-B))dI` 

Qi i am " 

Efetua-se o produto escalar do resíduo Q (eq. II.52) pelas funções de teste 
vetoriais 1 e utiliza-se a relação acima, obtendo-se.: 

íg.zd§2 = J‹(v/LoiA.›/uziy-J.v'-ivBr`./w×t^y_)dQ + 
Qi Qi 

-Í \¿.(g^zz(›zz›.ztA-B))âr=o (1154) am ` '" 

Ao se somar a contribuição dos dois subdomínios, deve-se levar em conta as 
condições (II.51c) e (II.19), obtendo-se: H 

J›(v /w×tA./Lozt 1) dQ = J(J.\¿+ vBr_./wufy_) dQ-J›\¿.(r¿›\ v(/voztA- Br_)) dl` 
S2 Q . 

I` 

111.55) 

Definem-se, agora, algumas classes úteis de funções: 

Em) = H*(m x Him) x Him) (11.sô) 

§={§: gefl1(Q); E/\g=a/\g, emI`1; g.Q=0, emI"2} (II.57) 

go = { E: ge fm); E/\ n= Q, em I`1; g.g= O, em F2 }' (II.58) 

onde X indica o produto cartesiano de espaços e H1(Q) foi definido na seção 
II.2.2 como o espaço das funções que têm derivadas primeiras de quadrado 
integrável -sobre Q. ' 

De posse destas definições, obtém-se a seguinte forma fraca para o problema 
definido pelo conjunto de equações (II.51): achar a função A E Ê, tal que: 

4í(v/LoztA./Lot 1) dfl = JV(J.\¿+vBr_./Lot 1) d§2 , Vveâío (II.59a)Q Q
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isto é: 

B(A,z) = f(v) , V 1 e äp (II.59b) 

Além disto, o calibre de Coulomb deve ser satisfeito, isto ézv 

dba A = O (II.59c) 

Observações: 

1. O termo do contorno desaparece nesta formulação porque: 
a) Em F1, v A n = 0, pois v e Ro e uma propriedade bem conhecida do 

produto misto pode ser utilizada na integral de superficie de 
(II.55): 

z . (Q A Q ) = Q . ( 1 A Q ) = O , em F1 

b) Em F2 a condição (lI.51e) é válida. 

c) F1 u F2 = F 

2. O calibre de Coulomb está forçado de maneira explícita por (II.59c). 
Esta. forma não é eficiente do ponto de vista computacional. Várias 
maneiras foram propostas para incluir esta condição na_ formulação 
(II.59a), dentre as quais destacamos: 

a) Coulomb (1981) propôs um funcional onde a condição (II.59c) entra 
como uma penalidade. O método da penalidade é bastante utilizado em 
outras áreas da. Engenharia, como_ a Mecanica. dos Fluidos (Carey & 
Oden, 1983), e consta dos seguintes passos: 

i) Define-se um funcional equivalente a (II.59a). Como visto na seção 
(I.3.2), este funcional é dado por: 

IÍÀ) = B(A,A) - 2 f(A) 

isto é:
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1(A) =ív (zw: Alzdn-2í(J.A+vBr.w¢A) do (11.eo) n 
V

Q 

íí)A penalidade sobrefa condição (II.59c) 

ví (dm M2 da 
sz 

é adicionada a (II.60) gerando o funcional penalizado: 

1(A) =ív (fm M2 an - zí (J.A + zz B .zm A) do + ví (âw A)2<m Q Q P 
sz 

(II.81) 

v' é uma função de peso que, se não for corretamente escolhida, 
pode levar à instabilidade computacional (o chamado "locking" 
(Carey & Oden, 1983)). Coulomb (1981) sugere que v' deve ser igual 
a v, o que Morisue (1990) mostrou ser a melhor escolha. W 

iii)Ao se calcular o ponto de mínimo do funcional (II.61) 
encontra-se: Achar A e R, tal que: 

Jz›‹w¢ .à.fw¢‹¿ + zu» A âwz) da = 
Í 
(mz + z›BP.w1\¿) ds: v 1 z 110 

sz sz 

tn.:-32) 

que é a nova forma fraca para o problema (II.59), para v' = v. 

b) Demerdash et al. (1981(a)) simplesmente utilizaram a formulação 
(II.59a) sem qualquer referência à equação (II.59c). Mohammed et al. 
(1982) provaram que (II.59a), quando restrito às aproximações geradas 
por elementos finitos tetraédricos de ordem 1, apresenta solução 
única. Posteriormente, Hoole et al. (1988) generalizaram esta prova 
retirando algumas de suas restrições geométricas: porém, ainda se 
mantiveram presos a elementos tetraédricos. Hoole et al. sustentam 
que, como o valor de dia A não tem significado fisico relevante - o 

V «que importa para o cálculo de B é <> seu ant - 
, a formulação de 

Coulomb fornece resultados piores do que a formulação não penalizada, 
porque _ela tenta resolver ao mesmo tempo a equação fisicamente



z 40 

importante (II.59a) e a equação do d¿u (II.59c). Com isto, a equação 
(lI.59a) não é verificada tão bem quanto na formulação não 
penalizada. 
As conclusões de Hoole, porém, não são compartilhadas por todos os 

grupos de pesquisa em calculo de campos 3D, e uma série de testes 
ainda. devem ser efetuados para. que suas conclusões sejam aceitas 
(Hoole, 1989). Além disto, elas somente são válidas para elementos 
tetraédricos. Por isto, nesta tese adota-se a formulação de Coulomb 
(II.62). 

II.3.3 Aplicação dos métodos de Galerkin e de elementos finitos 

A discretização da região de estudos Q em elementos finitos pode ser feita 
como descrito na seção II.2.3. A equação (II.27) ainda é válida. Porém, a 
aproximação para a função vetorial A deve ser efetuada usando funções de base 
vetoriais, Ni. Estas funções são construídas tomando-se: 

N. O O 
1 . 

N. = O N. O 
1 1 

O O N.
1 

onde Ni é a função de base "escalar" ligada ao nó i. Desta maneira, a 
aproximação para A é dada por: e 

h N 
A = X N.A. (I1.ô3) 

1 1 1=1 

onde Aí é o valor de A no nó i. Definem-se as classes de funções:

N 
R“(§z)={wh- wh-XN1A1;A1^n- azmvnó 1 é rz; A1 n-o, v nó 1 ê rz} 

“ 1 1 f 
(I1.ô4)

N 
Hãm) = ghz \¿h=§:N.z.; \¿.^n=gvnó 1 êr1;z..g=o,vnó 1 érz 1111 1"' 1 _ 

(II.65) 

A aproximação por elementos finitos de (II.62) é dada por: achar Ah e
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h Ê (Q), tal que: 

J. (vwzz zhmzz Ah + úwzh dwàhldn = 
Í 

§¿h.J +'zz fmz zh.Br)‹m , 
vzh ê 21619) 

sz Q 
* 

n 

‹11.õô› 

Desenvolvendo: .

2 
F5

z 2 
25 S Ê* F”Ú2 z v w¢( 

_ 
v.).w:( N.A.) + dw( `A_›] <m= 

L: [ 121 1-* JÃ1 J J 121 J D-4 J \./ /-\ 

C... D-¡ 

L.. 

F1 
no F! 

N 
_ 

U N 
= 

Í [( X v.).J +. v aot( V.)}B 
í 
dfl, (II.67) 

Q 1:1 iri 1:1 
1-1 r 

Levando-se em conta que os produtos escalares são efetuados com os primeiros 
vetores transpostos e considerando-se a linearidade e bilínearídade dos termos 
de (II.87), obtém-se: - 

2 »[wm.1.‹z[wm.1A.›+[ówN.1‹z[à,z»u.1A.›] àzz = 
Í: 1 = 1 

=]_ J J

Z 

)-¡ 

J< . 
'..¡

D 
I_'í1

H 

L;

Z 

D-¡ 

L¡ C_¢ 

>-I 

L;

Z

N 
. 

= EVT [N.lT.J + v[zw›:N.1T.B an, (ires) 
1:1-1 Q V1 1 r › 

onde 

o -ôNí/az ôuí/ay 
[zwz Ni 1 = ôNí/az o -aNí/õ× 

-auí/ay aNí/ax o 

[dLu Ni] = 
[ 

ôNí/ôx , ôNí/ôy , ÕNÍ/62
1 

Portanto: 

N r 

X v[[fwz N. 1T.[fzzú N.1+[‹zLw N.1T[‹zLwVN.1]dn A. = 
¿=1 Q 1 J 1 .1 J 

= í[N.1T.J + vlw: N.1T.B do, (11.õ9) 
Q 1 1 Í'
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Isto é: 

-N 
2 1<..A. = f. , 1=1,N (11.7o) 
¿=1 1a J 1 

onde: 

K.. = zz[[wzN.1T.[»wzN.1«+[¢wN.1Twwu.1]<m=B‹N.,N.› (1111) 1J Q 1 J 1 J 1 J 

f. = 
Í 

[N.1T.J + vlâzz N.1T.B do = f(N.) (I1.72) 
1 Q 1 1 Í' 1 

Observações: 

1. As observações feitas na seção (II.2.3) sobre a introdução de condições 
de contorno, as propriedades da matriz K, etc ... , também são válidas 
para o sistema (II.70). Mostra-se, a seguir, que K é positiva definida: 

i) Seja c um vetor arbitrario de dimensão neq, onde neq é o número de 
equações do sistema, isto é, o número total de variáveis menos os 
graus de liberdade impostos por condições de contorno (ver observação 
1 da seção II.2.3). Utiliza-se c para construir um membro de ¶$(Q): 

Eh = 
ÍÊI Nígí 

Observe-se que N.é o número total de nós do problema e que Ni e gi 
têm dimensão 3-NCNOÍ, onde NCNOÍ é o número de condições de contorno 
impostas no nó i. Portanto, no desenvolvimento a seguir, Kíj tem 
dimensão (3-NCNOÍ, 3-NCNOJ).

N 
cTKc = 2 c.K..g. 

‹ `1 1J J 
i,j = 1

N 
= 2 giB(Ní,N¿)g¿ 

1,5 = 1
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N N 

. 

-= 
BLÃ1 Nígí , 

JÃ1 NJQJ] 

= Bi zh. zh) 

= 
Í 

zziwzzó zh›2 + ‹_dw zh›21ófz z o 
Q

v 

11)se ¢T1<<z = o s 

Í 
v[(aot zh)2 + (d¿m zh)2] dfl = O

Q 

isto é, nat zh = O e d¿u gh = 0. Levando-se em conta que vhs §Ê(Q), 
conclui-se, por argumentos semelhantes aos utilizados na seção 
(II.3.1){ que zh é nulo; isto é, c = 0. Observe-se que se não fosse 
introduzida a penalidade na formulação (II.59a) o termo em dim gh não 
estaria presente no resultado, e se poderia ter cTKc = O com c ¢ 0. 

Il.4 Utilização do potencial escalar reduzido 

II.4.1 Modelamento matemático: Formulação clássica 

As formulações para o problema magnetostático tridimensional apresentadas 
na seção II.2 e II.3 apresentam as seguintes deficiências: 

1. A formulação utilizando o potencial escalar total, w, não permite a 
inclusão de correntes elétricas no dominio de estudos; 

2. A formulação utilizando o potencial vetor magnético, A, apresenta três 
incógnitas por nó. 

Devido a estes problemas, formulações que permitem a inclusão de correntes 
elétricas, mas que utilizam potenciais escalares foram desenvolvidas. A 
primeira delas foi proposta por Zienkiewicz et al.(1977). Ela parte do 
princípio de que a determinação do campo Hs, solução da equação (lI.4) e 
(II.5) se u for constante em todo o espaço e com o campo se anulando no 
infinito, é relativamente simples. Este campo é dado, em qualquer ponto do
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espaço, pela lei de Biot-Savart (Stratton, 1941): 
K . 

Hs = -1 
Í 

--_J 
^ 5° an (11."/3) 4 n 2 EJ IQI 

onde 
gp - Vetor unitário, posicionado entre o elemento portador de corrente e o 
ponto de observaçao; 

|g| 
- Módulo da distância entre os dois pontos anteriores; 

E1 - Regiãouna qual circulam as correntes. 

A geometria pertinente à lei de Biot-Savart é mostrada na figura II.4. Em 
casos geometrícamente simples, a lexpressão (II.73) pode ser integrada 
analiticamente, de maneira a fornecer uma fórmula para Hs. Para distribuições 
complexas de corrente, a equação pode ser integrada usando quadratura numérica 
ou um processo analítico - numérico. No Apêndice apresentam-se maneiras de se 
calcular Hs para algumas geometrias típicas (ver também Mesquita & Bastos, 
1989(b)). Para configurações mais complexas,A combinações destas geometrias 
podem ser tomadas. V 

Hs 
mí*-_ 

. X M _ _ _ _ _ _ _ ___
J 

-___-

A IQ 
¬v 

Figura lI.4 Geometria pertinente a lei de Biot-Savart. 

Hs satisfaz: 

nat Hs = J (II.74) 

Com Hs conhecido, pode~se dividir H: 

H = Hs + Hm (II.75)



onde Hm é o campo produzido pelos dipolos magnéticos (induzidos 
permanentes). 
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De (II.4), (IIL74) e (II.75), obtém-se: 

logo, Hm pode ser 
denominado potencial escalar reduzido, por representar apenas uma parcela do 

not Hm = O (II.76) 

representado pelo gradiente de um potencial escalar, 

campo total H (Simkin & Trowbridge, 1978): 

H... = -qfz‹zz1'¢ (IL77) 

Combinando (II.77) com (II.75) e (II.5), tem-se: 

d¿u(u(Hs - quad ¢) + Br) = O (II 78) 

Nos pontos de descontinuidade de p, as seguintes equações, obtidas de 
(I.16) e (I.17) devem ser verificadas: ' 

E

E 

. Í 
-p quad ¢ + u Hs + Br ¶ = O (II.79) 

^[[gzz.‹z‹1¢]| = 0 (I1.8o) 

, 
Estas e u ” " 

1
" q açoes sao seme hantes às equaçoes (II.10) e' (II.11) e foram 

obtidas considerando-se que o campo Hs é continuo com derivadas continuas. A 
condição (II.80) é automaticamente verificada por um potencial ¢ continuo. 

As condições de contorno são: 

a) Condição de contorno de Dirichlet: 

u 

¢ = ¢›o ,em F1 (I1.s1) 

b) Condição de contorno de Neumann: 

'H 3% + p Hs.Q + Br.Q = O , em F2 (II.82) 

OLI
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Deve-se notar que um potencial ¢ = ¢o constante em F1 significa que: 

` H A Q = (-quad ¢ + Hs) A Q F Hs A Q (II.83) 

Logo, somente se o campo Hs for perpendicular a F1, o campo resultante H 
também sera. ` 

II.4.2 A forma fraca e a aplicação dos métodos de Galerkin e de Elementos 
Finitos 

A forma fraca para este problema é obtida de maneira similar à utilizada em 
II.2.2. Definindo-se as classes de funções H e flb como em (II.21) e (II.22), 
chega-se à seguinte formulação para o problema: Achar ¢ e R, tal que: 

Í 
pgfzzz×1¢.gzwz1udn = í(;111s+Br).‹;zumud§z ,vuéäfq 

fz A 

sz 

Os métodos de Galerkin e de elementos finitos também são aplicados da mesma 
maneira, obtendo-se: 

1<¢ = f (11.s4) 
`

. 

COITI 

Kíj = 
Jg 

pqnadNí.gnadNj dQ = B(Ní,Nj) (II.85) 

f. = 
Í 

(pfls + B ).qnadN. dQ = f(N.) (II.86) 1 Q r 1 1 

Obseryações: 

1. As equações obtidas são muito parecidas com as obtidas para o potencial 
_ escalar total (Eqs. lI.34, II.35 e II.38). A única diferença esta no 

termo em Hs utilizado no cálculo de f. Portanto, todas as conclusões 
relativas aquela formulação também são válidas para' esta, com a 
diferença que esta permite a' existência. de correntes no domínio de 
estudos. 

nv.
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O método aqui apresentado segue o artigo de Zienkiewicz et al. (1977). 
McDaniel et al. (1983) desenvolveram um método um pouco mais eficiente 
computacionalmente, porque transformaram as integrais de volume em Hs 
sobre todo o espaço em integrais sobre as) superfícies de 
descontinuidade de p e nos seus volumes de variação contínua. 

O único problema desta formulação é o erro de cancelamento que ocorre 
quando (Il.75) é utilizado para o cálculo de H dentro de materiais 
ferromagnéticos de alta permeabilidade. Nestes casos, 

_ 
B = u( Hs - quad ¢) 

e -a quantidade calculada. é ¢, cujo gradiente tem a mesma ordem de 
Àgrandeza_de Hs (no limite, com u + m , H ê 0). Como resultado, dois 
números relativamente grandes são subtraídos um do outro, e o campo 
total, H, é determinado por uma diferença na faixa dos erros de 
truncamento. Este comportamento foi percebido por vários autores (Simkin 
& Trowbridge, 1979; Mayergoyz et al., 1987; Magele et al., 1988; 
Sussmam, 1988), e ele torna uma solução precisa de um problema 
magnetostático não linear virtualmente impossivel, porque, neste caso, 
uma boa precisão no cálculo dos campos dentro dos materiais magnéticos é 
necessária a cada iteração do método não linear, para que a determinação 
das permeabilidades magnéticas seja efetuada de maneira correta. Para 
eliminar esta dificuldade, uma formulação utilizando os dois potenciais 
escalares (o reduzido e o total) foi proposta, e será discutida. na 
próxima seção. 

II 5 Utilização do potencial escalar total associado ao potencial escalar 
reduzido 

II 5 1 Modelamento matemático: Formulação clássica 

Para se evitar o problema de cancelamento associado à utilização do 
potencial escalar reduzido dentro dos materiais magnéticos de alta 
permeabilidade e ainda permitir o calculo em regiões onde existam correntes 
utilizando potenciais escalares, Simkin & Trowbridge (1978, 1979 e 1980) 
propuseram o acoplamento entre o potencial escalar total e o reduzido.
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Considere-se a figura 11.5. O dominioide estudo, Q, é dividido em dois 
sub-domínios S21 e Qu. Em Q), existem correntes e a permeabilidade magnética é 
constante igual à permeabilidade do ar, po. Utiliza-se o potencial escalar 
reduzido, ¢, nesta região. A equação que descreve o seu comportamento , 

(11.7e), éz
' 

d.‹',u(¡10(Hs - quad. ¢) + Br) = O 

Tm-à 

-E ;:i 

J/L. 

TU 

c O
J 

:flu QJ 
[Í] 

H fl 

izg *< Ho "“ ø Taj 

Figura II.5 Representação esquemática do domínio dos potenciais e topologia 
para o problema do potencial escalar total associado ao potencial escalar 
reduzido. ' 

Note-se que BF pode ser eliminado desta: equação porque no ar não existem 
imãs permanentes. Além disto, com p = po constante, dÂAs(¡1o Hs) = 0. Portanto Y 

a equaçao acima se reduz az
. 

d¡Ju(uo(-qf‹ad¢)) = O (II.87) 

Em Qu, simplesmente conexa, existem volumes de materiais magnéticos 
quaisquer e .não existem correntes. Utiliza-se o potencial escalar total, 111. A 
equação (II.9) descreve o seu comportamento nos pontos ordinários de Qk: 

d.w(-uq/zada/1 + Br) = O (II.88)
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Nos pontos de descontinuidade de u, a equação (II.10) deve ser satisfeita, 
isto é: 

Q . Í -ugnad ¢ + Br ¶ = 0 (II.89) 

Na interface Fkj entre as regiões Qk e Q), as equações relativas ao salto 
dos componentes do campo (I;16 e I.17) devem ser verificadas. Se Q é um vetor 
unitário normal a Fx] e L um vetor unitário tangente (Fig. II.5), então, para 
satisfazer a condição (I.16): 

(-u gnadw + Br).g = po(Hs - gnad¢).g , em Fx; (Il.90) 

Para satisfazer a condição (I.17)f 

-qaad¢.L = (Hs - gaad¢).§ ~ 

, em Fu) (lI.91) 

A equação (II.91) pode ser integrada utilizando qualquer caminho sobre a 
fronteira Fk). Sejam A e B dois pontos pertencentes a esta fronteira. Então:

u 

wA - ¢B = ¢A - ¢B + ÍB Hs.; dl (11.92)
A 

Seja A o ponto onde se estipula, de forma arbitrária, a igualdade entre os 
potenciais w e ¢. Tem-se, então, em um ponto l genérico de Fky 

¢1 = wl + ft* Hs.g dl = ¢1 + Gl (11.93)
o 

A integral em (II.93) é calculada por um caminho sobre Fkj, iniciando-se no 
ponto de igualdade de potenciais e terminando no ponto onde se quer calcular a 
diferença. entre os potenciais. Esta integral é independente do caminho de 
integração, desde que não sejam atravessadas as regiões portadoras de 
corrente, o que é garantido se a integração é feita sobre Fky 

No contorno do dominio, F, tem-se as seguintes condiçoeszi 

a) Condições de Contorno de Dirichlet:
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¢= çbo , em F1; 
(II.94) 

1/1 = npo , em I`1x‹ 

b) Condições de Contorno de Neumann:

+ -no z ;.LoHs.r¿ = O , em l"2j
u 

" (ÍL95) 
-u i fg = O , em I`2x‹ 

QJCD DÊ- 

OJO: DÊ + W 

Com I`›11u Fix u F2; u 'Fx = I` 
; I`1_1u F2; u Fx; = ô(§2_1) § l"11‹ u I`2k 

U ng =` amk) ; ômj) n ôtnk) = nz). 

Com base nestes resultados, apresenta-se a formulação clássica para o 
problema de dois potenciais: Dados Q) e Qu e definidos os potenciais ¢ e gl; 

sobre estas regiões, determine ¢ e 1/1 que satisfazem: 

1. A equação diferencial parcial em Qj: 

d‹`›m(-po g/w,d.¢) = O , em S2; (II.96a) 

2. A equação diferencial parcial em pontos interiores das subregiões 
regulares de Qkan 

dÃ,u( -uq/w,dgl¡+Br_) = O , emflk (II.96b) 

3. A condição de salto nas interfaces entre as regiões regulares de Qu: 

r¿.|]:-'pg/zadz/¡+Br_]] =O (II.96c) 

4. A condição de continuídade do componente normal de B em l"kj: 

(-1.: qlzzadzll + BP) . Q = po (Hs - 9/w,d¢).n , em l"kj (II.98d) 

5. A condição de descontinuidade entre os potenciais W e ¢ em 1"k1= 

_ ¢1 = 
;/,I + Jtl Hs.td1 = 

zpl + G1 , em l"1‹j (II.96e)
O
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_8. As condições de contorno de Dirichlet em F1) e Fin: 

¢ = ¢0 , em F1; 
(II.96f) 

ú = wo , em F1k 

7. As condições de contorno de Neumann em F2; e Fzk: 

Q›QJ 

Q>Q› 

É 

51'9- + -po -- poHs.g = O , em F2j_ " ' (II.96g) 
-p -- _ = O , em Fzks 

'Ó' 

¬w

5 
Observações: 

1. Se Rx for simplesmente conexa o potencial W terá valor único. Se for 
multiplamente conexa e envolver uma região portadora de corrente 
(conforme a Fig. II.6) o potencial em Qu não será único. Este fato é 

facilmente verificável através da aplicação da lei de Ampere a um 
caminho fechado interior a Qk. Se este caminho envolver a corrente I, a 
integral: `

_ 

flfin. ;‹11'= SÉ-(qzzwiz/›).g‹11 = 1 = wta)-Wa) 

Onde "a" é o ponto inicial e final do caminho. Portanto, o potencial en 
"af tem mais de um valor. Para eliminar-se «este _problema, deve-se 
através de cortes, tornar Qu simplesmente conexa (Harrold & Simkin,1985 
; Verité, 1987). V

,

I 

~ ~ Figura II.6: Regiao multiplamente conexa envolvendo uma regiao portador: 
de corrente.
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II.5.2 A forma fraca 

A forma fraca é determinada tomando-se a formulação em cada região e 
adicionando-se os resíduos (Mesquita & Bastos, 1989(a)). Na região Qu 
define-se o resíduo 

rx = dia (-uqaadw + BF)› = O 

em cada região regular de Qk. Multiplicando-se por funções de teste u E H(Qk) 
suficientemente regulares e adotando-se o mesmo procedimento da seção II.2.2; 
obtém-se uma equação semelhante à equação (II.20) 

Í 
gaadu.(uqaad¢ - B ) dQ + 

Í 
(-uqnadw + B ).g u dF = O (II.97) 

Qu c 

r ô(Qk) F 

De forma semelhante, em Qj é definido o resíduo: 

rj = d¿u(-po gnad¢ ) = O 

que é multiplicado por uma função de teste w e H(Qj), resultando ao final do 
processo: 

Í 
gaadw.(poqnad¢) dQ + 

J 
(-poçaad¢).g w dF = O (II.98) 

S11 a(m) 

Estipulando-se a condição u = w em_Fkj pode-se definir uma única função de 
teste para (II.97) e (II.98), isto é u e H(Q). Além disto, lembrando-se que a 
normal Q tem sentidos opostos em Fkj se vista a partir de Qj ou Qk, obtém-se 
através da soma de (II.97) e (II.98): 

Í 
qnadu.(pçnadw-Br)dQ + 

Í 
gnadu.(pognad¢)dQ + 

Í 
(uqnadw-Br¡poqaad¢).gj u df 

Qu Q] Fkj 

+ 
Í 

(-uqnadw + Br).g u df + 
Í 

(-poqaad¢).g u df = O (II.99) 
F1kuF2k F1juF2j 

onde gj é a normal à região Q) em Fky
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São definidas, agora, as seguintes classes de funções: 

b(Q) = { u z u e H1(Q) ; u = O em F1; u Fix } (II.100) 

mm) = ‹¢= ¢ é H*‹m›; ¢ = ¢‹› em m› ‹11.1o1› 

aflszz) = ‹ w z w ê H*(n1z); zp = z/zo em rum (1I.1o2) 

A classe a seguir é definida para os pares {¢,¢} 

1‹(§2)_={ {1/1.¢} z ¢ é mm) ; w ê 1‹(Q›‹) ; ¢ = w + G1 em 1¬kj} (II.1o3) 

Utilizando-se estas definições, a condição (II.90) e as condições de 
contorno de Neumann (II.94) sobre a equação (II.99), obtém-se a seguinte 
formulação fraca: achar {¢,¢} e R(Q) tal que: 

Í 
gaadu.(pgaad¢)dQ + 

Í 
gaadu.(uo çaad¢)dQ = 

Í 
gnadu.BrdQ + 

Qk Q) Qk \ 

Í 
po(Hs.g.) u df É 

Í 
uo(Hs.g) u df , V u e flb(Q) (II.104) 

Fx] J F2) 

ou 

B(‹p,u) = fm) , v u ê 1fo(m (I1.1o5) 

Observações: 

1. Unicidade da solução: Suponha existirem em R(Q) dois pares de potenciais 
{¢1,¢1} e {¢2,¢2} tais que (II.104) seja verificado. Escreve-se (II.104) 
para cada um destes pares e subtrai-se membro a membro, obtendo-se: 

Í 
qaadu.(ugaad(w1-¢2))dQ + 

Í 
gaadu.(uo çaad(¢1-¢2))dQ = O , V UHE Hb(Q) 

Qk Q; 

Seja ou = {¢d,¢d} = {¢1-¢2;¢1-¢2}. ou E Hb(Q), pois ou = O em flk e F1] e 
wa é contínuo em Fkj pois: 

¢1 - ¢2 = W1 + G1 - (wa + G1) = wi - wa , em Fkj (II.108)
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Logo, u pode ser igual a wa, gerando: 

Í 
n‹‹;zzzu1‹z/n-¢z››2 da + 

Í 
nó‹gzzzzâ‹¢1-¢z››2âsz = ó 

Qk Qj 

Logo Wi-W2 = constante; ¢1-¢2 = constante. Levando-se em conta as condições 
de contorno e a condição (II.106), conclui-se que W1-W2 = ¢1-¢2 = OQ isto 
é, a solução é única. 

II.5.3. Aplicação dos métodos de Galerkin e de elementos finitos 

A aplicação dos métodos de Galerkin e de elementos finitos à forma fraca 
(II.104) é feita de maneira padrão. As classes de funções definidas para a 
aproximação por elementos finitos são:

N 
flšín) = 

{ 
uh 

z 
uh = Z Níuí ; ni = 0, v nó 1 ê rzk U F1; 

} 
(11.1o7) 

í=1

‹ NJ 
H'h(Q1)={¢h= ¢h= ZNí¢í;¢í=¢0, Vnóí€l"11} 

1 1 _
1 

Nk 
Hftnk) = 

{ 
wh z wh = Z Níwí ; wi = wo, v nó 1 ê r1z

} 1=1 

*(9) = 
{ 

{¢h 
, 

¢h} z wh ê R“(n×) ; 
¢h e R“(n¡); ¢? = wT+G1 , v nó 1 ê rn;

} 
(11.1os) 

Onde Nj é o número de nós em Q), Nk é o número de nós em Qk e N é o número 
total de nós. 

Com estas aproximações, obtém-se, a partir da equação (II.lO4) 0 sistema de 
equações: 

Nx NJ 

Ê: 
[ Í 

uqnadNí.qnadNjdQ Wj 
} 

+ 
Ê: 

Í Í 
uoçaadNí.gnadNjdQ ¢j = 

5:1 Qk J=1 Q)
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= qaadN..B dQ + po(Hs.g.)N.dF, í = 1, N (II.109) 
Qk 1 P Fk1uF21 J 1 

Para verificar o que ocorre com nós situados sobre a interface Fkj, o 
segundo termo do lado esquerdo da equação (II.109) é isolado e cdívidído em 
duas parcelas: uma contendo os nós sobre a fronteira Fk) e a outra os demais 
nós: V 

NJ 
poqaadN..çaadN.dQ ¢. = po qnadN..qnadN dfl ¢ + E: 

[ ín 
1 J J 

} 
Ê: 

[ ía 
1 1 1 j=1 J leFkj 

NJ 
+ 

Ê: [ Í 
po çaadNi.qnadNjdQ ¢3 ] 

(II.110)
Q j=1,jÉFkj 

Nos nós sobre a fronteira Fkj, o valor de ¢1 é dado por (III.96(e)). Com isto, 
pode-se eliminar ¢1 nestes nós (Simkin & Trowbridge, 1978; Pissanetzky, 1982), 
obtendo-se: 

1.109/w,d.Ní.q/u1dN1dQ¢1:| = 
lefxj 93 

ÊZ [ Í 
poqnadNí.qnadN1dfl ¢1 + 

Í 
poqaadNí.qmadN1dQ G1 

] 
(II.111) 

Q; Q) lefkj 

Substituindo (II.111) em (II.110) e esta em (II.109), obtém-se: 

Nx NJ 

Ê: 
[ Í 

p qnadNí.gnadNJ dfl wj 
1 

Ê: [Í 
po gnadNí.gnadNJ dfl ¢J + 

j=1 Qu j=1,jeFkJ Q; 

+ 
Ê: 

[ Í 
poçaadNí.gnadN1dQ wl = -Ê: 

Í Í 
uognadNí.qaadN1dQ G1 + 

lefkj Q] lefkj Q) 

+ 
Í 

qnaâNí.Brdn` + 
Í 

po(Hs.g.)Ní dr , 1=1, N (11.112) 
Qu Fkjufzj J
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Isto é:

N 
K.. . = f. II.113 JL IJ ¢›J 1 ‹ › 

Observações: 

1. Observe-se que nos nós l da interface Fkj é calculado apenas o potencial 
WI, isto é, ¢1 = wl em Fkj{ Para se obter o potencial ¢1, deve-se 
utilizar a equação (II.98e). 

l

V 

2. A forma geral da matriz obtida é a mesma do problema com potencial 
escalar total (Equações II.34 e II.35). As observações dai decorrentes 
continuam válidas (Inclusão de condições de contorno, simetria, 
somabilidade, esparsidade e matriz positiva definida). 

3. O vetor do segundo membro é modificado em relação às equações (II.34 e 
II.35) pela inclusão do termo em G1 e da integral de superfície em Fkj u 
Fay 

II.5.4 A Formulação com dois potenciais extendida 

Como visto na. seção lI.4.1, o campo magnético II só é perpendicular à 
fronteira F1] onde se impõe condição de contorno de Dirichlet ¢ = ¢o constante 
se Hs também for perpendicular a esta fronteira. Em diversos problemas, esta 
condição leva à necessidade de se representar todas as regiões portadoras de 
corrente, mesmo aquelas situadas fora do dominio de estudos. Por exemplo, no 
problema da Figura II.7a existe uma simetria evidente, fazendo com que somente 
metade do problema precise ser calculado, como representado na Figura Il.7b. 

Porém, se só a metade superior dos condutores é representada, o campo Hs 
não é normal a fronteira onde se especifica condição de Diricblet. Este fato 
impõe que se leve em conta também os condutores situados na metade inferior da 
peça, pois só assim o campo Hs resultante da soma dos campos produzidos pelos 
dois condutores vai ser normal à fronteira. Isto, além de ser uma fonte de 
erros, contradiz a noção matemática de que um problema de contorno pode ser 
completamente especificado em seu domínio de solução. Do ponto de vista 
computacional, o problema com mais condutores leva a tempos de processamento 
maiores, pois o tempo necessario para o cálculo de Hs é proporcional ao número
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de.condutores. 

Neumanng 

unho de simetria T 

Condicoo de contorno de 
Neumann em todo o contorno 

(o)' (b) 

Figura II.7 Problema magnetostático com linha de simetria: (a) Problema 
completo; (b) Com simetria considerada 

Pissanetzky & Xiang (1990) propuseram um método, "Formulação com dois 
potenciais escalares extendida", que elimina este problema. A idéia é simples: 
em Qj, escreve-se: 

H = Hm + Hs + Hr 

Hm é definido como em (II.75). Hs é a contribuição dos condutores internos a 

QJ. Hr é a contribuição dos condutores não incluídos em 91. Como os condutores 
adicionais estão situados fora da região Qj, tem-se: 

ant( Hm + Hr ) = 0 

isto é 

Hm+Hz~ = -zy«zà¢ 

Então, a equação II.96a é novamente obtida para ¢, mas agora ¢ é definido de
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maneira diferente. 
As condições entre Q) e Qk são tratadas da mesma maneira que na formulação 

anterior. Todas as condições de contorno também, a menos das condições de 
contorno de Dirichlet em Fij. Especificando-se em F1; 

11.; = o = Ha;-‹;zw.â¢.¿z_ = o 

e integrando-se, obtém-se:

B 
¢B = ¢A+J'AHs.;d1 

que é a condição necessária. Esta condição é levada em conta facilmente na 
formulação (II.l12), gerando um termo adicional igual ao primeiro termo do 
lado direito de (II.l12), com l 6 F1). 

II.6 Comparação entre as formulações para o problema magnetostatico 

Foram apresentadas 4 diferentes formulações matemáticas para. o problema 
magnetostatico tridimensional: a utilização do potencial escalar total (PET), 
do potencial vetor magnético (PVM), do potencial escalar reduzido (PER) e dos 
potenciais escalares reduzido e total (PERT). 

A utilização do PET só é justificável em problemas eletrostaticos ou em 
problemas magnetostáticos que não incluam correntes. . 

O PVM permite que se tratem problemas onde existam correntes, exigindo, 
porém, o calculo de 3 incógnitas por nó, o que gera sistemas matriciais de 
dimensões muito grandes. 

O PER apresenta problemas numéricos em regiões de alta permeabilidade 
magnética, ficando restrito a casos onde não existam materiais 
ferromagnéticos. 

Como conseqüência, o uso dos PERT se impõe. Este método não sofre de 
nenhuma das desvantagens dos métodos anteriores e apresenta apenas 1 incógnita 
por nó. Por isto, esta él a formulação adotada neste trabalho. A versão 
implantada utiliza a extensão de Pissanetzky & Xiang (1990) apresentada na 
seção (II.5.4). Os únicos problemas desta formulação são: 

a) O cálculo de Hs consome, para geometrias complicadas dos condugpres, 
tempos de processamento consideráveis.
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b) Problemas topológicos associados à existência de regiões Qk 
multiplamente conexas demandando cortes para tornar estas regioes 
simplesmente conexas.
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CAPÍTULO III PROBLEMAS .QUASE-ESTÂTICOS: CORRENTES DE FOUCAULT 

lII.1 Introdução 

Um grande número de pesquisadores de varios grupos e países está 
trabalhando na solução do problema de correntes de Foucault em 3 dimensões. 
Isto gerou uma série de formulações diferentes, cada qual com suas vantagens e 
desvantagens. Não existe, hoje, um consenso sobre qual é o melhor método e nem 
se existiria um método que superaria, somente com vantagens, todos os outros 
(Trowbridge, 1988). Existem grupos de pesquisadores que defendem que um 
programa geral para correntes induzidas deve conter uma combinação de 
formulações matemáticas diferentes, cada qual sendo utilizada para resolver o 
problema específico para o qual esta mais adaptada (Rodger et al., 1990; Bíró 
& Preis, 1990; Nakata et al., 1990(a)). 

Por estarem estas questões em aberto, neste capítulo faz-se uma revisão das 
principais formulações propostas para. a resolução de problemas. envolvendo 
correntes de Foucault em 3 dimensões. Esta apresentação se restringe aos 
métodos mais utilizados e aos que utilizam elementos finitos, sem esquecer que 
a técnica de elementos de contorno também tem sido utilizada com grande 
sucesso nesta area (Nicolas, 1983 e 1988; Rucker & Richter, 1990), 
apresentando a. vantagenl de reduzir os problemas 3-D às suas fronteiras e 
interfaces e a desvantagem de introduzir matrizes cheias e apresentar 
dificuldades para tratar os problemas não lineares. 

Todas as formulações para o problema de correntes de Foucault têm como 
ponto de partida as equações de Maxwell no regime quase-estático: 

(DO) WW not E + = O (III 1) 

ant H = J (III.2) 

u 

d¿u B = 0 (IlI.3) 

_ d¿u J = 0 .(III.4) 

Mais as equações constitutivas, com meios isotrópicos: 

B=;zH (I11.5)
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J = 0 E (III.6) 

na equação (III.5) desprezou-se o termo BP, indução remanente, que, se não 
traz complicações teóricas no desenvolvimento feito a seguir, traz um aumento 
do número de termos a serem manipulados nas equações, sem nenhuma contribuição 
conceitual. '

V 

Tem-se, também, as condições de continuidade dos vetores de campo nas 
interfaces entre materiais com diferentes propriedades constitutivas: 

Q. [[13]] = o (I11.7) 

Q^[[H]] = o (111.8) 

Q. [[J]] = 0 (I11.9) 

QA [[2]] = o (I11.1o) 

Um problema tipico de correntes de Foucault é representado na Fig. III.1. 
Ele consiste de uma. região condutora 9;, onde são induzidas correntes de 
Foucault, envolvida por regiões não condutoras. A região sem correntes de 
Foucault, por sua vez, é dividida em duas partes: a primeira, Qj, onde existem 
correntes externas impostas e que possui materiais com permeabilidade 
magnética igual ã do ar; a outra, Qk, possui materiais magnéticos de alta 
permeabilidade e não tem correntes impostas externamente.~ 

As fronteiras entre regiões são denotadas Fjf, Fkf e Fky O domínio total 
do problema, Q, é igual à união dos subdominios Qf, Qk e Qj. A fronteira de Q, 

F, é dividida em 2 partes, de acordo com as condições de contorno impostas: em 
F1, o componente normal de B é imposto; em F2, são impostos os componentes 
tangenciais de H. Normalmente, estas condições de contorno são homogêneas: 

B. Q = _o ,em F1 (111.11) 

H A Q = O , em F2 (IlI.12) 

As fronteiras_F1 e F2, por sua vez, podem ser subdivididas em F1), Fik, Fif e 

F21, F2k, Fzf, com os novos índices indicando a sub-região conectada à 
fronteira.
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Figura III.1 Topologia de um problema típico de correntes de Foucault. 

As formulações existentes para a resolução do problema de correntes de 
Foucault tridimensional podem ser divididas em 3 grupos: os métodos baseados 
no potencial vetor magnético (A), os baseados no potencial vetor elétrico, 
(T), e os baseados na utilização direta dos vetores de campo (H). Nas seções a 
seguir discute-se cada uma delas. 

III.2 Formulações utilizando o potencial vetor magnético 

Na literatura, existem várias formulações para o problema de correntes de 
Foucault 3-D utilizando o potencial vetor magnético. Nesta seção são 
apresentadas, detalhadamente, as formulações que utilizam o calibre de 
Coulomb, mostrando-se o seu modelamento matemático (Seções III.2.1, III.2.2, 
III.2.3), a sua forma fraca (Seção III.2.4) com a devida aplicação dos métodos 
de Galerkin e de elementos finitos (Seção III 2.5). Na seção III.2.6 
apresentam-se, resumidamente, outras formulações que utilizam o potencial 
vetor magnético, com o intuito de obter as suas características básicas. 

III.2.1 O método A-V com calibre de Coulomb: modelamento matemático 

O método A-V é, provavelmente, a técnica de resolução de problemas com 
correntes de Foucault tridimensionais mais direta, pois é uma extensão de um
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método tradicionalmente utilizado em 2 dimensões. Talvez por isto, ele tenha 
merecido a atenção de inúmeros grupos de pesquisa (Biddlecombe et al., 1982; 
Bíró & Preis, 1989; Bryant et al., 1990; Chari et al., 1982 e 1986; Kameari, 
1988; Morisue, 1982, 1988 e 1990; Morisue & Fukumi, 1988; Renhart et al., 
1988; Rodger, 1983; Rodger et al., 1990; Salon & Peng, 1984) 

O potencial vetor, A, é parcialmente definido, como na seção Il.3, por: 

B = noi A (III.13) 

Mas, de (III.1): 

' wz*.1-:=-“%'¿:_-51 (111.14) 

e integrando, obtém-se: 

Ez-__-gzgzzv ‹111.1s› o›m ‹¬'> 

Nesta equação foi introduzido o potencial escalar elétrico quase estático, V, 

que se reduz corretamente ao potencial eletrostático quando o potencial vetor 
não depende do tempo. Y 

A combinação desta relação com as equações (III.2), (III.4), (III.11) e 
(IlI.5) gera: 

CDO) 
¢'*> 

/z,o×t(v/wtA)=-o'à-o'q/v.adV ,emflf (IlI.16) 

Note-se que a equação estipulando que a densidade de corrente elétrica possui 
divergente nulo está implícita nesta equação, o que pode ser verificado 
tomando-se o dim de ambos os lados de (III.18). Além disto, como em Qj U = 0, 

a equação que descreve o problema nestas regiões é: 

ant (v act A) = Js , em Q) (III 17) 

onde Js é a corrente imposta externamente em Q). Conclui-se que, nestas 
regiões, a equação do problema, em termos do potencial vetor, é idêntica ã 
equação do problema magnetostático (II.38). Em Qk, o termo da direita de 
(III.17) é nulo e esta equação se reduz az 

nat (v not A) = O , em Qk (III.18)
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As condições de interface (III.7) e (III.8) geram as condições (II.39) e 
(II.40), aqui repetidas: , 

Q. [[zwzA]] = 0 (111.19) 

gx [[z›(zwz: A)]] = o (111.2o) 

Estas equações devem ser verificadas em Fkj, I`1‹r, FJ; e em todos os pontos de 
descontinuidade de v. A adoção de um potencial vetor contínuo faz com que 
(III. 19) seja automaticamente verificada. 

Nos pontos de descontinuidade de 0' deve-se verificar: 

OJO.) 

<'*> Q. H-o' -crq/1a‹iV1I = O (III.21) 

Desta expressão e, levando-se em conta que 0' = O em Qk e Q), conclui-se que, 
nas interfaces Fkf e l`jf, o componente normal de J deve ser nulo, isto é, 

nenhuma corrente sai da região Qt. 

Para que o sistema de equações no potencial vetor tenha solução única, 
devem ser fixados o dus A e condições de contorno apropriadas. Existem várias 
escolhas para o das A, cada uma gerando métodos de cálculo diferentes. As 
principais sao: 

a) dm A = 0, que é o calibre de Coulomb, já utilizado na seção II.3 para o 
problema magnetostático (Bíró & Preis, (1989); Morisue (1982, 1988, 
1990); Pillsbury, (1983); Renhart et al., (1988), Rodger , (1983) e 
Rodger et al., (1990)).; 

b) dim A = -po'V, que é o calibre de Lorentz em baixa freqüência (Bryant et 
al. , 1990). - 

A seguir apresenta-se a formulação que implementa o calibre de Coulomb. O 
calibre de Lorentz é discutido na seção (III.2.6). 

Garante-se a unicidade de A, estabelecendo-se: 

d¿4sA = O , em!! (III.22)
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A A Q = 0 , em F1 (IIl.23) 

A . Q = O , em F2 (III.24) 

Sujeita a estas condições, a formulação composta. pelas equações (III.18), 
(IlI.17), (III.18), (III.20), (III.21) admite solução única, o que é provado 
recorrendo-se aos mesmos argumentos utilizados na seção (lI.3) (Ver Bíró & 
Preis, 1989). ' 

Rodger (1983) impôs o calibre de Coulomb utilizando multiplicadores de 
Lagrange. Esta técnica introduz mais algumas íncógnitas na equação resultante 
e, por isto, não sera vista neste trabalho. 

Outra possibilidade é utilizar a técnica da penalidade, já apresentada na 
seção II.3 para o problema magnetostático. Como visto, esta técnica consta da 
adição do termo v(d¿u A)2 ao funcional associado à equação (lI.59a). Porém, no 
presente caso, não existe um funcional para a equação (IIl.14), porque esta 
equaçao nao e auto adjunta. 

Uma solução para este problema foi esboçada por Cendes et al. (1982) e 
Morisue (1982) e, posteriormente, desenvolvida por Renhart et al. (1988), Biró 
& Preis (1989) e Morisue (1990). Ela consta de se adicionar ao lado esquerdo 
de (III.16), (lII.17) e (III.18) o termo -qnad(v dba A). Note-se que, com 
isto, a condição de divergente zero para a densidade de corrente não estará 
mais implícita na equação (III.16) modificada e, por isto, ela deve ser 
explicitamente estipulada. Acrescentando estas condições o sistema de equações 
(IIl.18), (III.17) se transforma em: 

QJQ› 
¢"'> 

not (v noi A) ~ qnad(v dba A) = -¢ -- - q quad V , em Qf (IlI.25) 

QJCD 
<"'> 

d¿u(-¢ -- - ¢ quad V) = O , em Qf (III.26) 

ant (v ant A) - gaad(v dia A) = Js , em Q; e Qk (III.27) 

(Obviamente, em Qu, Js = 0). Tomando-se o divergente de (III.25) e (III.27) e 
levando-se em conta a equação (III.26) e que Js deve ter divergente nulo, 
obtém-se: 

dLu gnad(v dia A) = O , em Q (III.28) 

Se condições de contorno homogêneas de Dirichlet ou de Neumann puderem ser
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forçadas sobre vdbu A ao longo de F, a verificação da condição de Coulomb é 
assegurada, Com isto, é justificada. a inclusão do termo -qnad(vd¿m A) em 
(III.25) e (III.27), isto é, o sistema de equações (III.25, III.26, III.27) 
passas a ser equivalente ao sistema (III.l6, III.17, III.18, III.22). 
Observe-se que tomando o componente normal de (III.25 ou III.27) em F2, 
obtém-se: 

Q . (nn£(v not A)) - Q . gnad(v dia A) = Q . J = O 

Nesta equação,. levou-se em conta que qualquer corrente atravessando F2 
levaria a não verificação de (III.l2). Além disto; a equação (II.53) permite 
escrever: ' 

» 
V

` 

Q . (nLú(v noi A)) = -d¿u( Q A (v apt A)) + v not A.noi(Q) = O (III.29) 

Conclui-se que: 

Q . gaad(v dia A) = 0 , em F2. (III.30) 

que é uma condição de contorno homogênea de Neumann em v dtu A. Por 
conseqüência, para que que a condição de Coulomb seja verificada, condições de 
contorno de Dirichlet homogêneas devem ser fixadas em Fu 

v dia A = 0 
, em F1 (III.31) 

Com isto garante-se que o calibre de Coulomb é satisfeito desde que v dtu A 
seja contínuo ao longo das interfaces Ffk, Fkj e Ff] e nos demais pontos de 
descontinuidade de v. 

Para finalizar, devem ser estabelecidas condições de contorno sobre V em 
Ikf e Fzr. Em F2, Q . J = O. Levando-se em conta a condição (III.24), 
conclui-se que: › 

-G -- = O 
V 

, em Fzf (DO: D< 

Em F1f, para que a condição (III.11) se verifique, J A Q = O. Levando-se em 
conta a condição (III.23) conclui-se que: 

V = 'Vo 
, constante , em F1:
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vetor magnético A com calibre de Coulomb é: determinar A e V que satisfaçam: 

1. As equações diferenciais parciais nos pontos ordinários de Qf: 

uot (v uot A) - quad(v dia A) = - 

QJQJ 
¢"'> 

dhfl-0 

2. A equação diferencial parcial em Qy 

m
m 

‹¬'> 
- 0 quad V , em Qf (III.32a) 

- W quad V) = 0 
, em Qf (III.32b) 

not (v uol A) - quad(v dim A) = Js , em QJ (IlI.32c) 

3. A equação diferencial parcial nos pontos ordinários de Qk: 

uni (v uni A) - guad(v dia A) = O , em Qu (III 32d) 

Q›Q› 
<"'> Q . 

5. As condições de interface em Fjr, Fkf, Fx) e em pontos 
descontinuidade de vz 

Q A Í v(uot A) ¶ = O 

[[zzd,wA]]=o 

6. As condições de contorno em Fu 

n A A ~ O 

v dim A = O 

7. As condições de contorno em F2: 

4. A condição de interface em Fjf, Fkf e em pontos de descontinuidade de 0: 

H-0 -- - 0 quad V¶ = O , em Fjf e Fkf (III.32e) 

, em Fjf, Fur, Fkj (III.32f) 

, em F3f, Fkf, Fx) (III.32g) 

, em F1 (III.32h) 

, em F1 (111.32i)

de
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Q A (v(/Lot A)) = O , em l"2 (IlI.32j) 

Q. A = O , em F2 (III.32k) 

8. As condições de contorno em I`1f e I`2f: 

V = Vo , constante , em I`1f (III.321) 

CDO: 

›'3< 

-o--- = O , em l"2f (III.32m) 

III.2.2 O Método A-V-¢-1/1 com Calibre de Coulomb: modelamento matemático 

Este método é um aperfeiçoamento do método A-V, no sentido de diminuir o 
número de graus de liberdade por nó (Kameari, 1988; Leonard & Rodger, 1988). 
Originalmente, a formulação A-V tem 4 incógnitas por nó da região Qt e 3 nas 
regiões Qk e Qj. A idéia basica deste método é utilizar a formulação A-V 
somente na região Qf e os potenciais escalares reduzido e total nas regiões S21 

e Qk, respectivamente. As equações a serem resolvidas são: 

o›o› 
‹*> /w1í(ufwtA) = -o- -o'q/w,dV 

, emflf (III.33) 

di/.9(“l1 Ç/wdl/J) = Og , em Qk (III.34) 

dÃ,u(-po 9/u1dz¢) = 0 , em S21 (III.35) 

Na fronteira I` as condições de contorno são: 

a) Em F1: 

-p. ä = O , em Flk

6 -po‹%+¡1oHs.g = O , em I`1_1 

(III.38) 
Q/\A=O e vdwA =.O ,emI`1r 

V = Vo , constante , em l"1f



b) Em F2: 

I/1=I/10 , em I`2k 

¢›=¢o ,emI`2j

Q Q›OJ 
I3< 

_ = O , 

Note-se que em relação à formulação para o problema magnetostátíco com dois 
potenciais, as condições de contorno sobre os potenciais escalares magnéticos 
estão invertídas (Compare com as eq. II.96f e II.96g). 

As condições de interface em l"kj são: 

Q.A=O e 1¿/\(11/LotA)=O ,emI`2f 

em l`2f 
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III.37 

¢ = ¢, + Ju Hs.gd1 (111.3s
o 

-u g/uuiu/1. Q = uo(-g/u1d4› + Hs) . Q (III.39) 

Estas condições podem ser utilizadas, como na seção II.5, para fazer o 
acoplamento em l`kj entre as regiões Qk e Qj. Em I`kf, as condições de interface 
säo: 

-gfúazdnll/\r¿= (vfw£A)An (III.4O 

o›o› 
f"'> 

(-o' - cg/uuiV) . Q = O (III.42) 

Em I`jf, as condições de interface são: 

(-q/w,d¢.+Hs)/\Q_= v/wztA/\ 

po(-g/wd4vS+Hs).r¿ = /wtA. 

E

E 

-¡4g/u1d|/¡.r_1_=/wÍ,A.g (III.4l) 

III.43) 

(III.44)
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Q>Q› 

f'*> 
(-q -- - a gnad V) . Q = O (III.45) 

Além disto, as condições usuais de continuidade dos campos devem ser 
verificadas nos pontos onde haja descontinuidade das características 
constitutivas dos materiais. 

Para garantir-se a unicidade da solução, o calibre de Coulomb é forçado na 
equação (lII.33) da mesma maneira que na seção anterior. Porém existem algumas 
diferenças, relativas à introdução das condições de contorno. Agora o contorno 
da região com potencial vetor é Fjr U Fkr U Fif U Fzf e não mais F. 

Nas interfaces Fjf e Fkf, como será visto na seção III.2.4, as condições 
III.40 e III.43 são utilizadas como condições de contorno para o potencial 
vetor em QI. Ao mesmo tempo, as equações III.41 e III.44 são utilizadas como 
condições de contorno para os potenciais escalares em Qk e Q), 
respectivamente. Isto significa que, do ponto de vista de Qt, as interfaces 
Fjf e Ikf podem ser encaradas como fronteiras onde se impôs os componentes 
tangenciais de H, isto é, como uma fronteira do tipo F2. Como visto na seção 
anterior, para se assegurar a unicidade de A em fronteiras deste tipo, deve-se 
fixar o valor do componente normal de A, isto é: 

A . Q = 0 , em Fjf, Fkf (III.46) 

Mostra~se, de forma semelhante à utilizada na seção anterior, que com esta 
condição adicional, obtém-se a unicidade da formulação (Bíró & Preis, 1989). 
Em suma, tem-se o seguinte problema de contorno: determinar as funções A-V-¢-¢ 
que satisfazem: 

1. As equações diferenciais parciais em Qr: 

CDO) 
<'*> 

noi (v not A) - gnad(v dia A) = -0 - U quad V , em Qf (III.47a) 

CDO) 
<"'> 

dLu(-U -- - W quad V) = O , em Qt (III.47b) 

2. A equação diferencial parcial em Q): 

dio (-po 9aad¢) = O , em Q) (III.47c) 

3. A equação diferencial parcial em Qk:
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dLu (-u guadw) = 0 
, em Qk (III.47d) 

4. A condição de interface em Fjf, Fkr e_em pontos de descontinuidade de az 

m 
m 

‹¬'> 
- w quad V¶ = O , em Fjf, Fkf Q. [W 

5. As condições de interface em Fjf: 

(-guad¢ + Hs) A Q '= (v uni A) A Q , em Fjf 

po(-quad¢_+ Hs) . Q = uai A _ Q , em Fjf 

6. As condições de interface em Fur: 

- quad W A Q = v uni A A Q - 

, em Fkr 
A \ 

-p quad W . Q = uai A . Q , em Fkr 

7. As condições de interface em Fky 

¢ = w + Ítl Hs . Q dl , em Fkj
O 

-p quad w . Q = po(-çuad¢ + Hs) . Q , em Fkj 

8. A condição sobre o componente normal de A em Fjr e Fkf. 

Q . A = O 
, em Fkr e Fjf 

9. As condições de contorno em Fu 

_ ôw _ u ãš 
- O 

, em F1k 

-po gg + po Hs.Q = O , em F1; 

Q A A = O ; v d¿m A = O ; V = Vo, const. , em F1: 

(III.47e) 

(III.47f) 

(111.47g) 

(III.47h) 

(III.47í) 

(111.47¿) 

(111.47k) 

(III.471) 

(III.47m) 

(III.47n) 

(III.47o)
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10. As condições de contorno em I`2: 

W '= WO , em F2k (III.47p) 

‹I> = çbo , em I`2j (III.47q) 

Q›Q› 

›'3< 

g.A=O;g^(v/wtA)=0 ; 
-o-í_=O ,emI`2f (lII.47r) 

11. As condições de salto dos campos nos pontos não ordinários de Qt e Qk.

~ Observações: 

1. Uma característica da formulação A-V-‹/1-¢ deve ser ressaltada: se não 
existir uma fronteira I`1r (isto é, se não houver planos de simetria onde 
a corrente de Foucault é perpendicular ao plano) as únicas condições de 
contorno impostas sobre V são condições de contorno de Neumann. Neste 
caso, o valor de V deve ser fixado em um ponto qualquer de Qt, para 
assegurar a unicidade da solução. ' 

2. Problemas multiplamente conexos e a utilização de potenciais escalares 
nas regiões não condutoras: A formulação (III.47) é válida para 
problemas onde a região Qr é simplesmente conexa. Para problemas como o 
da Fig III.2, a integral de linha de H ao longo do caminho "c" fechado 
deve ser igual à corrente induzida que atravessa a superficie “A". 

Conseqüentemente, esta integral é distinta de zero. Porém, se o campo 
magnético for representado por um potencial escalar na região não 
condutora, esta integral sera nula. 

Para resolver esta contradição, Kameari (1988) propôs o uso de 
cortes na região complementar a Qt de modo a tornar Qf simplesmente 
conexa. Nestes cortes, o potencial escalar é descontínuo e o salto no 
potencial é igual ao valor da corrente que atravessa a superfície "A". 

Rodger & Easthan (1987) também adotaram esta solução, além de propor a 
utilização do método de multiplicadores de Lagrange para resolver o 
problema. Uma outra solução, mais simples, foi proposta por Rodger & 
Easthan (1987) e Leonard & Rodger (1988). Ela consta da utilização do 
potencial vetor magnético nos "buracos" dos condutores. Bíró 8z Preis 
(1989) desenvolveram um pouco› mais este método que foi denominado
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A-V-A-W-¢. As equações são as mesmas do método A-V-¢-W,_porém deve-se 
levar em consideração que uma parcela de Q] (e/ou de Qk), que denota-se 
Qb, não vai mais ter o campo descrito por um potencial escalar, e sim 
pelo potencial vetor magnético.-

, 

ø_` \ _ I
\
\ 3. ~ O lz

' 

//z."

D 
\
\

` 

\ 1/ `_-f 

Fig. III.2: Um problema de corrente de Foucault 3-D multiplamente 
conexo. 

Na Fig. III.3 Qf é multiplamente conexa. 

TÊÚ 

Tèr 
gb» -Kg 

-à Q? 
. 

'\_Í¬-z° K ' TJ J 
' 

_Í_JF À F H» * 

Tzu F 

Figura III.3: Topologia de um problema com região Sk multiplamente 
conexa.
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A região Qb é selecionada de modo que sua união com Qt resulte em uma 
região simplesmente conexa. Para este problema, as condições a seguir 
devem ser satisfeitas, em adição às outras 11 condições do sistema 
(III.47): determinar a função A que satisfaz: 

12. A equação diferencial nas regiões de "buracos" dos condutores, Qb: 

/wt(v /wtA) - q/u1.d(v d,¿zuA) = O ,em Qb (III.47s) 

13. As condições de interface em Fur: 

Q/\ [[11/u1tA1| = 0 , emI`bf (IlI.47t) 

[[vúwA]] = o ,emrbf (I1I.47u) 

QJQJ 
<"'> Q. lí-0' -vg/LadV}] = O , em Fbf (III.47v) 

14. Condições de interface em Fjb idênticas a (III.47f), (III.47g) e 
(III.47l) ; Condições de interface em Fkb idênticas a (III.47h), 
(III.47í) e (III.47l). 

15. Condições de contorno em l`1b e I`2b: 

Q/\A=0 ; vdi.4sA=O ,emI`1b (III.47x) 

g.A=O ; Q/\(u/z,oztA)=0 ,eml`2b (III.4?y) 

ii 

III.2.3 O método A ‹/1-¢: modelamento matemático 

A formulação A-V-¢-|/1 tem quatro íncógnitas por nó da região Qr. Porém, como 
mostrado a seguir,o potencial escalar elétrico V pode ser eliminado desta 
região, gerando uma formulação com apenas três íncógnitas por nó de Qf (Emson 
& Simkín, 1983; Polak et al., 1983; Rodger & Eastham, 1983). 

A equação básica do método A-V em Qf é: 

Q›QJ 
<"'› 

/wt(v/wtA)=-o'i-o'g/LadV ,emflf (III.48)
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`

i Escolhe-se como potencial vetor a função A , tal que: 

A*_ = A + ít quad V dt (III.49)
0 

§ ›

- 

O potencial A é denominado potencial vetor modificado (Emson & Simkin, 1983). 
Substituindo-se (lII.49) em (lII.48), obtém-se: 

ii 

QJQJ 

‹"'l' 

›* 
aot(v not A ) = -U -- 

, em QI (III.50) 

Nesta equação eliminou-se o potencial escalar elétrico , obtendo-se uma 
formulação com uma incógnita a menos na região Qf.

§ Note-se que a condição sobre o divergente de A inerente a esta formulação 
esta implícita em (III.50). De fato, tomando-se o dtu em ambos os lados de 
(III.50), obtém-se: 

Q>Q› 

f'*> 

ar 

d¿u(¢ -~ ) = O (IlI.51)

i Porém, se não houver variação de A em relação ao tempo, esta condição deixa 
de ser válida; em outras palavras, a formulação não funciona para c› caso 
estático. Além disto, para o funcionamento em regime permanente senoidal, é 
razoável esperar-se que o condicionamento das equações piore a medida que a 
freqüência diminui (Emson et al., 1985). Prevê-se, também, um pior 
condicionamento a medida em que a condutividade for diminuindo. Este é um dos 
problemas desta formulação. 

Outro problema é a impossibilidade de serem representadas descontinuidades 
na condutividade utilizando-se um potencial contínuo. Com efeito, na interface 
entre dois meios de diferentes condutividades tem-se a condição (III.9): 

|[J]].r¿ = o (IIL52) 

portanto 

Q›Qâ 
‹'*'>

w 
,¿_ |[_.,_ 

H 
= 0 (I11.53) 

Integrando em relação ao tempo e desdobrando a equação, obtém-se:
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'Í Ã' Q.A =Ê(Q_A) (I1I.54) 1 (T1 2 

Esta equação mostra que, na interface entre dois meios de condutividades 
diferentes, existirá uma variação no componente normal de A* igual a razão 
entre as condutivídades das duas regiões. Portanto, um potencial A* contínuo 
só pode ser utilizado em regiões onde não existam descontinuidades de q. Isto 
não impede, porém, que W possa sofrer variações contínuas (Mesquita & Bastos, 
1990(b)). 

O problema de contorno final tem estrutura semelhante à do método A-V-¢-¢, 
' il- com pequenas diferenças. Em síntese, tem-se: determinar as funções A -¢-¢ que 

satisfaçam: 

1. A equação diferencial parcial em Qf: 

I- 

ant (v not A*) = -¢ -- 
, em Qf (III.55a) CDQJ 

f"'> 

2. A equação diferencial parcial em Qy 

d¿u (-po çaad¢) = 0 , em Q) (III.55b) 

3. A equação diferencial parcial em Qk: 

d¿u (-u gaadw) = O , em Qu (III.55c) 

4. A condição de interface em Fjf e Fkf:

§ 
Q>Q› 

¢"'> Q . [-q 
] 

= O , em Fjr e Fur (III.55d) 

5. As condições de interface em Fjr: 

(-qnad¢ + Hs) A Q = (v not A*) A Q , em Fjf (III.55e)

i 
po(-qaad¢ + Hs) . Q = nat A . Q , em Fjr (III.55f) 

6. As condições de interface em Fkf:



- quad ¢ A Q = (v noi A*) A Q ' 

, em Fkf (III. 

'X' 

-u quad W . Q = aut A . Q , em Fkf (III. 

7. As condições de interface em Fky 

¢=‹/z+J`°1Hs.g‹11 ,emm (111.
o 

-p quad ¢ . Q = po(-gaad¢ + Hs) . Q Q em Fkj (III. 

1' 

8. A condição de salto de A nos pontos de descontinuidade de vz 

ii- Q.A1=§(Q.A;) (111. 

9. As condiçoes de contorno em F1: 

._ ôzp uag 
_Õ¢ #0 ãí

* 
Q A A

+ 

10. As condições de contorno em F2: 

w = 

¢ = 

wo 

¢0

O 

po Hs.Q = O 

0 ; 

il- i 
Q . A 

11. As condições de salto dos campos nos pontos de descontinuidade de p em 
Q: e Qk. 

Observações: 

1. A prova da unicidade da formulação é efetuada da maneira análoga às 

= 0 ; Q A (v aaLA ) = 

em F1k (III. 

em F1) (III. 

em F1f (III. 

em Fzk (III. 

em F2; (III. 

em F2: (III 
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55g) 

55h) 

55í) 

55j) 

55k) 

551) 

55m) 

55n) 

550) 

55p) 

55q)
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provas de unicidade anteriores. Uma prova alternativa é apresentada por 
Polak et al. (1983).

_ 

2. O problema de regiões condutoras multiplamente conexas é mais difícil de 
ser solucionado com esta formulação do que com a formulação A-V-¢-¢. 
Isto porque não se pode preencher a região do buraco dos condutores, Qb, 

-li 

com o potencial A , pois o seu .din não é definido em regiões de 
condutividade nula. Uma possivel solução é preencher-se Qb com um 
condutor de baixa condutividade. Porém, deve-se levar em conta que na

i 
interface Fbf o componente normal de A será descontínuo e que quanto 
menor U, pior será o condicionamento das equações, o que dificulta esta 
solução. › 

III.2.4 A forma fraca para os métodos que utilizam A com calibre de Coulomb 

A dedução da forma fraca vai ser feita para o método A-V-A-¢-W, porque as 
* i 

demais formulações (A-V-A, A-V-¢-w e A -¢-W) podem ser consideradas como casos 
particulares desta formulação. 

Os seguintes resíduos, funções das coordenadas espaciais e do tempo são 
definidosz- 

r = not hzfuú A) - qaad(v dbu A) + ø -- + 0 V = O , em Q: (IlI.56a) “f Q›QJ 
<"'> 

QJQJ 
<"'> rf = dLu(-0 - d quad V) = O , em Qf (III.56b) 

rJ'= dia (-po çaad¢)' = O ,-em Qj (III.56c) 

rk = diw (-p qnadú) = O , em Qk (III.58d) 

z;b=zwt(zzzwzA) -‹;zuz‹1(v‹u,‹zA) =o ,em nz. (I1I.56e) 

Estes resíduos são definidos no interior de cada subdomínio regular de Qi, 

i = f,j,k,b e no intervalo OS t 5 tf, onde tf é o instante de tempo final. Os 
resíduos rf e gb são vetores, e os demais são escalares. O produto escalar dos 
resíduos vetoriais é efetuado com funções de teste vetoriais ví 
suficientemente regulares e independentes de t. Para os resíduos escalares são 
utilizadas funções de teste escalares ui, também independentes de t. Obtém-se:



m 
m 

‹¬'> 'ízf.[/1zozt(v/wtA)~q/Lad(vdLuA)+o'_- 
Qf 

Q›Q› 
<'*'> 

udÃ›\s(o'---+crq/v.adV)dS2=0 
gf f

n 

u.d.¿zu(-poq/1.a.d¢) df! = O 
.nz J 

u d¿u(-pq/uzdi/1) dfl = O 
Qk k 

J4zb.[/wt(vn,otA)-9/1ad(vdLuA)]d§2=O 
Qb 

Utilizando-se a identidade II.53, o teorema da divergência e a identidade 
vetorial: 

(q/md u) . 1 = dLu(u\¿) - u¶d.Lu(z) 

Obtém-se, a partir de (III.57):

L 
Í

~ 

OJO.) 

<"'> 
Q›QJ 

¢"'>
+ 

ôflr ôflf 

Í 
o'q/w.d(uf).(--+9/1,adV) dQ=í ufo'(-- 

V 

gr ôQr 

QJQ› 
:'39- 

L. 
J' po g/w,d(uj).q/1ad¢dQ i= 

ví 

po m 
6523 J 

Í 
pg/1,a‹i(uk).q/z.ad1/.vdfl = 

Í 
-- 

Qu 
'E Q›OJ 

*DS 

âílk 

ív[/wzotz./zzo£A+dÃ,uzdL‹sA]d§Z= 
gb b b 

+o'q/w,dV]dS2=0 

vhoztzf. moztA+dÃ›ugfdÃ›uA]+‹r\¿f 
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(III.57a) 

(III.57b) 

(III.57c) 

(III.57d) 

(III.57e) 

(III.58) 

Q›Q.› 

f"> -_+gfz‹zz1v1‹1§z = 

' if- (Qf A (v /wzt A)) df' +Í zf. gfv d.Lu`A dl" (III.59a) 

g/1.adV).gf dI` (III.59b) 

u.dI` (III.59C) 

uk dl" (III.59d)
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` 
Í 

lb - (Eb ^ (U noi A)) df + 
J 

gb . gb U dim A df (III.59e) 
ôflb ôflb A 

Para a obtenção destas equações, considerou-se a continuidade dos componentes 
dos campos (equ. III 7-III.10) nos pontos não ordinários de cada região. Com 
isto, as equações são válidas sobre todo o domínio Qi, i=f,k,j,b, e não 
somente sobre os subdomínios regulares. Desta forma, ôQi é definida por: 

em = U Im , 1= f,1<,¿,b (I11.õo) 
J:1›2›f›k›.1›b 

:#1 

As integrais de volume em (III.59) são simétricas, com exceção dos termos 
em (III.59a) e (III.59b) acoplando o potencial vetor com o potencial escalar 
elétrico. A simetria pode ser restaurada, definindo-se V como a derivada em 
relação ao tempo de V* (Chari et al., 1982): 

‹X› 

ôV V - ãí 
A 

(III.61) 

Escolhe-se zf e vb de maneira que estas funções sejam coincidentes em Ffm 
Com isto, pode-se substitui-las por funções 1 definidas em Qr U Qb. Da mesma 
maneira, as funções escalares uj e uk são coincidentes em Fkj e são 
substituídas por u, cujo dominio é Q] U Qu. 

Sejam as seguintes classes de funções: 

mm) = ‹¢z ¢›z n*m11;¢=¢<›emrzJ› 

H(Qk) = { W : ¢ e H1(Qk); W = Wo em Fzk } 

2‹={{w,¢} z ¢ê2‹(m) ; z¡›ês‹(mz) ; ¢=w+G1emm} (II1.62) 

1e‹›= ‹wz we H1(mun1z);w=o em fz; urzm (I11.õ3) 

RV = { w : w e H1(Qf); w = Vo em Fir } (III.84) 

Hb = { w : w e H1(9f); w = O em F1: } (III.85)v
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g1(nf U ab) = H*(Qf U Qb) x H1(nf U ob) x H1(Qf U mb) '(111.6õ) 

äo={g:gelilíflruflbl;QAg=0eml"1fuI`1b;Q.g=0, 

em I"2f u I`2b u l"1‹f U l"_1f U Fkb u I`jb} (III.67) 

De posse destas definições, anal isam-se os diversos termos de (IIL59): 

1. Equações lII.59a e lII.59e: As funções de teste vetoriais z e 910. Com 
isto, a segunda integral de contorno em (III.59a) e (III.59e) é nula em 
I`2r, l"2b_, Fur, l"jr, Fkb e Fjb. Levando-se em conta que v dus A = O em 
I`1f e I`1b (eq. III.47o e III.47x), conclui-se que esta integral só 
possui integrando não nulo em I`bf. 

A primeira integral de contorno tem integrando nulo em I`1f e l`1b 

devido as propriedades de 1 e da comutatividade do produto misto. O 
integrando também é nulo em F2: e I`2b devido ao fato de Q A (v/wi A) ser 
nulo nestas interfaces (Eq IlI.47r e III.47y). Com isto, ele vai ser 
distinto de zero somente em Fbr, Fm", I`jf, Tnb e I`jb. Nestas fronteiras, 
são válidas as condições (III.47f e IlI.47h). 

Levando-se em conta estas considerações, as equações (III.59a) e 
(III.59e) podem ser somadas, gerando: 

if 

Q›Q› 
<"'> '[v[/mig./wt'A+d,¿As1\¿dLuA]+o'z.[ +9/La.dÊ_:'l]d§2= 

Qfušlb 

Í 
1 . (nj A (-gnad¢ + Hs))dF + 

Í 
1 . (Qk A (-gnad¢)dF , 

l"_1fuI`jb l"kfuI"1‹b 

v 1 é gp (I11.õs) 

Observe-se que: 

a. Os termos em I`bf desaparecem devido a utilização de (IlI.47t) na 
primeira integral de superfície e de (III.47u) na segunda 
integral de superfície. 

b. 0' é nulo em Qb;
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c. gj é igual a -nf e -gb em F3; e Fjb, respectivamente. Observação 
semelhante pode ser feita para Qk em Fkr e Fkb. Nestas 
fronteiras, foram utilizadas as relações (III.47f) e (III.47h), o 
que fez surgir os termos em ¢ e W. 

Equação III.59b: O termo de contorno em III.59b é nulo em F1; porque uf 
e Hbv; é nulo em Fzf devido ã primeira e ã terceira condição em 
(III.47r); é nulo em I¶f, Fur e Fbf, devido as condições (III.47e) e 
(IIl.47v)§ com isto, esta equação torna-se: 

Í' 

íflf 
Q›Q› 

<"'> ‹f<;zzzzz1(uf).( +‹;zwz1Ê_`t'›<1sz`= o vuféuov (I11.e9) 

Equações III.59c e III.59d: O termo de contorno em (III.59c e III.59d) é 
nulo em F2), Fzk e Piu porque u e Hb e devido ã condição (III.47m); em 
F1), a condição (llI.47n) é utilizada; em Fu) as condições (III.47j) e 
(IIl.47k) podem ser utilizadas para efetuar um acoplamento semelhante ao 
desenvolvido na seção (Il.5); em Ff; e Fbj, a condição (III.47g) é 
válida; em Ffk e Fbk a condição (III.47í) pode ser utilizada; somando-se 
as equações (III.59c) e (III.59d) e efetuando-se estas operações, 
obtém-se: ' 

Í 
po gaad(u).gaad¢ dfi + 

Í 
p çaad(u).qaad¢ dfl = ` 

Q) Qu 

Í 
po(Hs.gJ) u df - 

J 
(not A.QJk) u df , V u e Hb (III.70) 

Fkjufzjuffjufbj Ffkufbkuffjufbj 

onde gjk é a normal à região Qk ou ã região Q), conforme a situação.A 
equação (IIl.70) e a equação (III.68) são assimétrícas devido as suas 
integrais de superfície. Para torna-las simétricas, utiliza-se um 
artifício desenvolvido por Emson & Simkín (1983): a partir da identidade 
vetorial: 

u noi A = nat(uA) - (quad u) A A (III.71) 

aplicada ao último termo de (III.70) e do teorema de Stokes, obtém-se:
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J 
no g/_uui(u).g/wd4›dQ+v|( ug/uui(u).q/uzdz/1 dQ =í ¡.zo(Hs.r¿J) udl" 

Q] Qu I`kjul"2juI`fjul"bj 

-J. uA.t d1+'[A.(gJk/\'g/1,a,du)dI`, V_ue?€0 (III.72) 
6 (I`f1‹ul"bkuI`f juI`bj) Ff kul"bx‹uI`r_1ul`bj 

A integral de linha acima é calculada sobre o contorno da superfície 
gerada pela união de Ffk, Ff), I`bk` e Fbj. Este contorno só existirá se 
naunião resultar uma superfície aberta, isto é, se Qf ou Qb tiverem 
parcela de seu contorno sobre o contorno F. Neste caso, o caminho 
ô(I`x‹ful"jfuI`1‹r›u¡"_1\›) estará localizado na interface de fronteiras dos 
tipo: (I`1k, l"1_1, I`1b, l"1f) ou do tipo (I`21‹, I"2_1, I`2b, I`2f). Em I`1b e Far 
os componentes tangenciaís de A são nulos (Eq. III.47o e III.47x). Em 
I`21‹ e I`2_1, u é nulo. (Eq III.63). Portanto, a integral de linha em 
(III.72) é nula._ Multiplicando-se a equação resultante por -1, obtém-se: 

-Í ,po g/zzad(u).g/v,ad¢ dfl -JV u qnad(u).q/Ladafi d§2 = 
S21 flk 

Í 
po(Hs.gj) udl`-}›A. (r¿`j^g/Lad u) dI` 

, Vueflo (III.73) 
I`|‹jul"2Jul`f_1ul`b_1 l`r¡‹uI`bkuI`r 3uI`bj 

Associando-se (III.68), (III.69) e (III.73), obtém-se a formulação fraca do 
problema: Determinar A = A(¿,t); V = V(¿,t) e {¢,\/¡} = {¢(§,t),I/I(¿,t)}, taíS 
que, para cada-instante t, O 5 t S tf, A e ão, V e RV e {¡/1,¢} E R, satisfazem: 

*- 

QJQ> 
<"'>

+ J¿`v[/totnz./1zo×tA+d¿zugd,¿›uA]+o-_\¿.[ 9/Ladâš-]dQ.= 
Qfuüb ~ 

Í 
z.(QJ A (-gftad¢ + Hs))dI` 

+'í y_ .(1_1_k A (-q/u1d|fl)dI` , V 1 E Jio (III.74a) 
I`jful`)b l"krul"1‹b

l 

QJQ› 
‹"'> Lzfo' q/w.d(uf).(; + 9/uui 3% ) dfl = 0 V uf ê Rov (III.74b)
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-Í po qnad(u).qaad¢ dfl - 
Í 

p qnad(u),qnad¢ dfl = 

Qj Qu 

_ 
Í 

po(Hs.gj) u df - 
Í 

A . (gjk A quad u) df , V u e Hb (III.74c) 
FkjuF2juFfjuFbj FfkuFbkuFfjuFbj 

Observações: 

1. A formulação (III.74) é simétríca. 

2. Como já ressaltado, esta formulação para o método A-V-A-¢-¢ engloba as 
demais formulações, que são casos particulares dela; a forma fraca para 
os outros casos é obtida facilmente: 

a) Método A-V: A equação (III.74c) não é utilizada, os termos de 
contorno de (III.74a) desaparecem e esta equação é estendida para 
todo o domínio Q. Obviamente, em Qk e Qj, q = 0, e em Qj o termo de 
corrente induzida é substituído pela corrente imposta. A definição de 
go deve ser estendida para as fronteiras F1 e F2 (ver eq. III.67). 

b) Método A-V-¢-W: A região Qb não é mais utilizada: os domínios de 
integração nas integrais de (III.74a) passam a ser: Qf, Fjf e Fkf. Em 
(III.74c) o domínio de integração do último termo de contorno passa a 
ser Frk u Ffy 

c) Método A*¬¢-¢: A equação III.74b não é utilizada; em (lII.74a) e 
(III.74c) A é substituído por A*; em (III.74a) os termos em V* e d¿uA 
são retirados; os domínios de integração passam a ser Qf, Fjf e Fkf. 

Na definição de ab (eq. III.67), g.g = O somente em Fzff 

III.2.5 Aplicação dos métodos de Galerkin e de Elementos Finitos: 

As seguintes classes de funções são definidas para a aproximação por 
elementos finitos do problema (III.74): 

Nu 
Ê(QjuQk) = 

{ 
uh 

: 
uh = Z Niuí ; ui = 0, V nó i e Fzk u F2; 

} 
(III 75) 

í=1
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H' 
NJ _ 

1e“(szj)={¢hz¢h=ZNí¢í;¢í=¢0,vnóiérz;} 
1 1 

Nx 
1‹“(§zk)={‹/Jhz z/1h=ZNí¢í ; z/;í=z/zo, vnó1érz1‹} 

1=1 

HW(QjuQk) = 
{ 

{¢h,¢h} : wh e Rh(Qk); ¢h e Rh(Qj); ¢T = ¢T+G1, V nó 1 e Fx;
} 

(III.76) 

. Nf 
1‹*ô(nf) = 

{ 
uhz uh = X Níuí ; ui = o, v nó 1 é 1¬1f} (111.'/7) 

1=1 

h h h Nf V 

H (Qf) = 
{ 

u z u = 2 N.u. ; u. = Vo, V nó i e F1{} (III.78) 
1 1 

1 1 1 

Na 
%B(QfuQb) = zh : 

gh = N. 1. ; 1. A n = Q , V nó i e Fxf u Fib ; - 
1:1 1 1 1 - 

zí.n = 0, V nó i e F2f u Fab u Fur u Fjf u Fxb u F3n} (III.79) 

onde Nu é o número de nós na região Qk u Q); Nf é o número de nós em Qf; Na é 
o número de nós em Qf U Qb; Nj é o número de nós na região Q); Nk é o número 
de nós na região Qk. As funções Ni e Ni são definidas como nas seções II.3.3 e 
II.2.3, respectivamente. Observe-se que, agora, as variáveis nodaís são 
dependentes do tempo. Por exemplo, os AJ são, na realidade, Aj(t). 

De posse destas definições, e desenvolvendo (III.74a) de forma análoga à da 
seção (II.3.3) obtém-se a aproximação por elementos finitos: 

Na 
2 zz[[›z.‹›z N. 1T.[»‹zz N.1+[úw N. flâw N.1]<1n A. + 
F1 1 J 1 .1 .J 

Qruüb 

Nf * 
ô A. ô v. _ ‹r Ni Njdn Ê; + ízf Ní.z;zzzzz1 Nƒm É-tJ - 

J Q; Qf 

Nlífb 

Í 

` N'fb 
- N. (Q A quad N.) dF W. - É Í 

N. (Q .A quad N J df ¢ . + 
¿ 1 

1 K J J J 1 
1 J .1 J = 

Fkfufkb 
-= 

Fjrufjb



86 

+ 
J 

Ni (gj A Hs) df i = 1, Na (III.80a) 
Fjfufjb 

De (III.74b), obtém-se: 

Nf * ~ 

A. . . 

Z ¢gzw,â(Ní)N¿<1n %_t¿ + 
Í 

âgzzazi Ní.<¡zwú Njdn Ê_`t'¿ = o 1=1,Nf (111.sob) 
5:1 nf nf 

De (III.74c) obtém-se: 

N1< NJ 
_ 
Ê: 

[ Í 
p gnadNí.gaadNj dfl wi 

} 

- 
Ê: [Í 

no qnadNí.qnadNJ dfl ¢J
1 j=1 Qk j=1;j¢Fkj Q] 

_ 
Ê: 

[ Í 
pognadNí.gaadN1dQ ¢1 = 

Ê: 
[ Í 

pogaadNí.qnadN1dQ G1 
lefkj Q) lefkj Q) 

Njk 
- (Hs. .) N. df - ` N. ( . N.) df A. '=1,N (III 80 ) 

Í 
po QJ 1 JÃ1 Í J gdk A qnad 1 J 

1 u c 
Fkjufzjufrjufbj Fkrufkbufjfufjb 

onde Nkfb é o número de nós sobre Fur u Fkb; Njfb é o número de nós sobre Fjr 
U Fjb; Njk é o número de nós sobre a fronteira Ikrufpmülbufjb; Qjk é o vetor 
normal a estas fronteiras, vistas de flj ou de Qk, conforme o caso; gj é a 
normal a Qj; gk é a normal a Qk. Para se obter a equação (III.80c), foi 
utilizado o mesmo método empregado na seção (II.5.3) para eliminar o potencial 
escalar reduzido na interface Fkj, gerando-se com isto o termo em G1 do lado 
direito de (III.80c). 

Pode-se agrupar o sistema IIl.8O em um sistema matricial único: 

[gw] lçavl Q 5 l%1 Q I1¿¿W1 
› 

¿ Q 
ic 1* lc 1 g v' + Q- Q Q v' = Q ‹111.a1z› ÊV ¬/V _ - 
Q Q Q ‹zg.g› [1¿¿¢¢1T g 1%¢1 ‹‹/¿.¿>› %¢ v 

onde:



cíj 
_¿a. 

cíj 'ÊV 

cm -VV 

z .

K 

fi = 
Í 

N. (Q. A Hs) df (III. -a 1 J

í 

É/›¢ 

zw -aa 

1J _ 
§aw¢ - 

Í 
Ni (Qkj A quad NJ) df (III. 

_w¢ = -Í p çaadNí.qnadNj dfl (III. 
Qk 
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n 

= 0 Ni Njdfl (III.81b) 
Qf 

= c Ní.gaad Njdfl (III. 
*Qt 

81c)

n 

= cçaad Ní.gnad NJ dfl (III. 
'Qt 

81d) 

= íz›[[×z‹ú Ní1T.[w: N¿1 +[‹1wNí1T[àwNJ.1]‹1n (111.s1e) 
flruflb 

81f) 
Fkfufkbufjfufjb 

81g) 

81h) 
Fjfufjb 

= 
ÊI[ 

poqnadN..qaadN1dQ G1 
] 

- p0(Hs.g.) N. df (III.81í) 
Q) 1 J 1 - 

lefkj Fkjufzjuffjufbj 

. .* Ã' No regime permanente senoídal, A = jwA e V = jwV e a equação (III.81a) 
torna-se: 

lšaal 

l1;aw¢1T Q n<1 ‹‹/z,¢› f 

+¿z.›[‹;¿a1 ¿‹.›[g¿V1 IQW1 A ga 
j‹.›[g¿v1T jwlgwl g V* = g (I11.82) 

`¢¢ '¢¢ 

III.2.6. Outras formulações utilizando o potencial vetor magnético: 

Nesta seção, apresentam-se outras formulações que utilizam o potencial
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vetor magnético, discutindo-se, resumidamente, as suas principais 
características. 

III.2.6.1 O potencial vetor magnético com calibre de Lorentz: 

Seja. o problema. de correntes de Foucault da figura III.1. Suponha uma 
representação dos campos magnéticos em cada divisão de Q feita de forma 
semelhante à`da seção III.2.2: em Q) e Qk utilizam-se os potenciais escalares 
reduzido e~ total, respectivamente; em Qf, utiliza-se o potencial vetor 
magnético. A equação que descreve o fenômeno nesta região é a (IIl.16): 

m 
m 

‹'*> 
uot (v not A)_= -c -- - c quad V , em Qf

_ 

O calibre de Lorentz 

dia A = -p ø V , em Qf 

foi utilizado por Bryant et al. (1990) para assegurar a unicidade de A. 

Substituindo este calibre em (III.16), obtém-se:
_ 

Q>°.> 

<"'> uot (v uol A) = -c -- + 0 quad 
[ É dim A ] , em Qf (IIl.83) 

A equação (III.l8) gera ainda: 

m 
m 

‹¬'{› dia 
[ 
-ø -- - a quad V 

] 
= O , em Qf (III.84) 

Para garantir a unicidade da solução, condições de contorno apropriadas 
devem ser aplicadas sobre A e V. Isto é: 

A ^_g = O e V = Vo, constante ,'em F1f (III.85) 

A.g='o e -‹f%= o ,emrzf (II1.ss) 

Em Fjf e Fur fixa-se A . Q, por motivos análogos aos da seção III.2.2, . 

Bryant et al. (1990) mostraram que, ao invés de se usar A.Q = (3 como no 
problema com calibre de Coulomb, uma boa solução para o problema com calibre 
de Lorentz é escolher: .
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A . Q = kz V , em Fkf U Fjf (lII.87) 

onde k é uma constante arbitrária cujo valor pode variar entre 1O_6 e 106 
(Bryant et al., 1990). Como condição adicional, tem-se, nas fronteiras de 
descontinuidade de ¢ interiores a Qf (F0) (Bryant et al., 1990): . 

OJO: 
¢"'> 

-- 
. Q = kz V , em F0 (III.88) 

A forma fraca para o problema descrito por (III.83 - III.88) pode ser 
obtida facilmente (Bryant et al., 1990): 

(nf *T 
QJQ› 

¢"'> 
v[nnt 1 . nat A + 1 d¿m(U 1) dim A] + v 1 . ] dQ = 

-Í z.(gf^(v›t‹úA))‹11¬--l-i2}'‹›~g.z¿ A.Q‹1r-_i2í¢z. Q %¿`.Qç11¬ 
ôflr 

i 

Fkfufjr Pq 

(III.89a)

e 

Í 
q qaad(u).(-- + quad V) dfl = O (III.89b) 

Qf 
OJO) 

<"'> 

As condições de continuídade dos campos podem ser utilizadas para acoplar a 
equação (IlI.89a) com as equações das regiões Q] e Qk, de maneira análoga à da 
seçao III.2.4. ' 

Observações: 

1. A equação (III.89a) é desacoplada de (III.89b). Portanto, pode-se 
resolver (III.89a), determinando-se A e só solucionar (III.89b) se for 
necessário o cálculo da densidade de corrente (que precisa de V para a 
sua determinação). 

2. Se 0 não for constante em cada elemento, o segundo termo na integral de 
volume da equação (III.89a) gera um sistema de equações não simétrico.
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III.2.6.2. O potencial vetor magnético com dois componentes: 

Em 1982, Hammond, seguindo resultados clássicos apresentados por Morse & 
Fesbach (1953) e Smythe (1968), propôs a utilização do potencial vetor de 
segunda ordem para o cálculo tridimensional de correntes de Foucault. Este 
potencial possui apenas dois componentes, o que reduz ainda mais o número de 
incógnitas na região Qf. Sua desvantagem principal é que a permeabilidade 
magnética e a condutividade elétrica devem ser constantes nesta região. Emson 
et al. (1985), seguindo Hammond, exploraram esta formulação, sem, no entanto, 
apresentar resultados que a validassem. 

Bíró (1988) utilizou um outro artifício matemático para eliminar um dos 
componentes do potencial vetor magnético, mostrando que, sob certas condições, 
o cálculo de correntes de Foucault em três dimensões pode ser feito com apenas 
duas incógnitas por nó nas regiões condutoras. Nesta formulação, é utilizado o 
calibre de Lorentz, e a sua equação basica é a (lII.83): 

OJO) 
<'*'> 

›z<ú(z›zw1:A)=-zr +‹r‹;zzzzâ[š¢wA] ,emm (I1I.9o) 

É possível eliminar-se um dos componentes de A , sem que haja 
interferência sobre B e E. Sem perda de generalidade, eliminar-se-á o 
componente z de A, isto é: 

A =[ AX, Ay, o1T (I11.91) 

Para isto, mostra-se que a transformação: 

A' = A - çzzzzâ zz (I11.92) 

sobre o vetor A não altera E ou B, desde que a função escalar a satisfaça: 

Q›Q› WR --šàwgzzzzàzz = zz (I11.93) 

onde c é uma constante arbitrária. De fato : 

B' = zwzâ' = /mà = B (I1I.94)

e
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\ 
Q›Q› 

<"'>

\ 

E = -__ +gzw,â( šdwk) (Ines) 

isto é: 

E/ = - -- + gaad( - dtu A) + gnad( -- - - dLw çnada) (III.98) m
m 

‹¬'> q
Q 

m
m 

HQ q
Q 

portanto, se a equação (III.93) for verificada, então: 

E'=1~: 

A transformação (III.92) é utilizada sobre A, um potencial vetor com 3 
componentes. Escolhe-se 

a(x,y,z) = Íz Az(x,y,§) dE + B(x,y) (III.97)
O 

onde Az é o componente na direção z de A e B(×,y) é uma função escalar 
independente de z. Aplicando-se (III.92), obtém-se: 

Ax2 Ax - Az(X y dg) + -- 
8 x o ' ' 

A' = Ayz = Ay - ô_(Jz Az(× y 5) dg) + __ (11I.98) ô y O Y Q 

O O 

B(x,y) deve ser selecionado de modo que a, dado pela equação (III.97), 

Q›QJ 

Q›Q› 

°<É 

KW 

satisfaça a equação (III.93). Pode-se provar facilmente que este B existe, 
desde que c e v sejam constantes dentro da região flf (Bíró, 1988). Este fato 
prova a existência do potencial vetor com 2 componentes. 

Em seu artigo, Bíró (1988) descreve a aplicação do método de Galerkin a 
formulação e a introdução das condições de interface na fronteira Fur. É 
importante ressaltar que as equações finais, por ele obtidas, não são 
simétricas e que, para se obter as densidades de corrente, é necessário, uma 
vez obtida a distribuição de A, resolver-se a equação acoplada (III.89b). A 
principal restrição deste método é o fato de que v e v devem ser constantes em 
Qt. 

III.2.6.3. Formulação sem imposição de qualquer condição sobre o dLu A.



92 

Alguns autores (Biddlecombe et al., 1982; Kameari, 1988) resolveram 
diretamente as equações (IlI.81) e (III.84) sem a imposição explícita de 
nenhuma condição sobre o d¿u A. A solução, a principio, deixa de ser única. 
Porém, Biddlecombe et al. (1982) mostraram que estas equações, quando 
restritas as aproximações geradas por elementos hexaédricos com condições de 
contorno especificadas de maneira particular, geram solução única. Note-se que 
a formulação não possui solução única para elementos tetraédricos. 

III.3 Formulação utilizando o potencial vetor elétrico: O método T-Q. 

O método T-Q foi originalmente proposto por Carpenter (1977) e utilizado 
pela primeira. vez por Preston & Reece (1982). Outros autores introduziram 
alguns aperfeiçoamentos, modificando o nome do método para R-w, mas mantendo 
as características principais do método T-Q (Biddlecombe et al., 1982). Outras 
melhorias foram introduzidas posteriormente por_ Nakata et al.(1988b) e 
Albanese e Rubinacci (1988, 1990(a), 1990(b)). O método, como aqui 
apresentado, é uma síntese destas propostas, introduzindo ainda o calibre de 
Coulomb como proposto por Biró & Preis (1990). 

A topologia para este método é a da figura III.1. Porém, para simplificar 
o desenvolvimento a seguir, considera-se que não existem correntes impostas 
externamente. Com isto, a região Qk engloba a região Qy 

A definição do potencial vetor elétrico T é feita na região Qf a partir da 
equaçao (III.4): 

d¿u J = O , em Qf (III.99) 

gerando: 

J = nat T ,em Qf `(III.100) 

Combinando esta equação com a equação (III 2) e integrando, obtém-se: 

H = T - quad Q , em Qf (III.101) 

onde Q é o potencial escalar magnético. De (III.6) e (III.1), associadas a 
(III.5), (IIl.100) e (III.101), obtém-se:
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fuú(- not T) = - -------- 
, em Qf (III.102) q 6 t 

Aplicando-se o operador dia a esta equação, obtém-se: 

dm [eua 5 ,iãzwzi 52)] 

Note-se que esta equação não é independente da equação (III. 102). 
Em Qu 

/w×tH=O 

portanto: 

H=-q/Ladn/1 

= 0 , em Qt (III.103) 

(III. 104) 

N`tf` I` 't " ' " a 1n er ace kr, as seguin es equaçoes, deduzidas das equaçoes de 
continuidade dos campos, devem ser verificadas:

_ 

Q/\[T-q/1adQ} =Q^[-g/w,d.¡/1] ,emfkf 

Q.[p1T-mg/wdQ]=g.[-|.L2g/1a.d|/1] ,emfkf 

Q . /wi T = O 
H 

, em Fkf 

Verifica-se que existe a possibilidade de adotar 

S2 = W , em Qt 

e, com isto, obter-se de (III.105): 

Q/\T=0 ,emI`kf 

(III. 105) 

(III. 106) 

(III. 107) 

(III. 108) 

(III. 109) 

As equações anteriores, associadas a condições de contorno em I`1 e l"2 e a 
condições de interface nos pontos de descontinuidade de p e o- não são 
suficientes para assegurar a unicidade de T e W. Novamente, pode-se adotar o 
calibre de Coulombz
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dLu T = O , em Qf (III.110) 

ou o calibre de Lorentz: 

awr = -pzrš-',¿¡¿ ,emszf (I1I.111) 

para assegurar-se a unicidade da solução. A prova da unicidade é feita de 
maneira semelhante à apresentada nas seções II.3 e III.2. (ver também Albanese 
& Rubinacci, (1990(a)) ). 

A introdução do calibre de Coulomb é feita de forma semelhante a 
apresentada na seção III.2.1. Subtrai-se o termo 

qzzzzzi ( T) (IIL112) 

d 111.102 d'° - " ' '- e ( ) e a iciona se a equaçao (III.103) ao sistema para garantir se a 
verificação da equação (III.3). Além disto, condições de contorno homogêneas 

1 . . . em E dàu T devem ser introduzidas em Fur e Fzr. 

Então, o problema. de correntes de Foucault 3-D, utilizando o potencial 
vetor elétrico com calibre de Coulomb, torna-se: determinar T e 
satisfaçam: ` 

1. As equações diferenciais parciais nos pontos ordinários de Qf: 

m‹šmT)-¢m‹§mT›+~=o ,emm (111. m[~} = o ,emnf (Iii. 

_ 
2. A equação diferencial parcial nos pontos ordinários de Qu: 

-d¿u(p quad W) = O , em Qk (III 

3. As condições de interface em Fur: 

Q A T = O , em Fur (III. 

Q . 

[ 
pf T - pf quad w 

] 
= Q . 

[ 
-pk quad W] , em Fkf (III. 

‹lr‹1w'r= o. ,emm (111. 

W que 

113a) 

113b) 

113c) 

113d) 

113e) 

113f)



4. As condições de continuidade dos campos em pontos de 
a e p: 

,

t 

Q A [ š ant T ¶ = O , em Qr 

[ ë ¢uz1'] = o , em nf 

Q . [ u ( T - quad w ) ¶ = o , em of 

Q . Í p quad ú ¶ = 0 , em Qk 

5. As condições de contorno em Fu 

T . Q = O 
, em Fit 

-p 
2% = O , em Fxf u Fik 

Q A ( š nai T ) = O , em Fit 

6. As condições de contorno em F2: 

T A Q = O , em fm* 

w = wo , em F2: u Fax 

šdi›uT=0 ,eml`2r 

Observações: 

1. 

2. 

As condições de Vinterface (III.107) e (III.105) são 
automaticamente, devido a condição (III.113n) e pelo fato 
contínuo em Fkf. 
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descontinuidade de 

(I1I.113g) 

(1I1.113h) 

(I11.1131) 

(I11.113¿) 

(III.113k) 

(III.113l) 

(III.113m) 

(III.113n) 

(III.113o) 

(III.113p) 

satisfeitas 
de se ter W 

A dedução da forma fraca e o acoplamento entre as regiões Qf e Qk são 
feitos de maneira bem mais simples do que na seção III.2, devido ao fato 
de se ter o mesmo potencial escalar w de ambos os lados da interface 
Fur.

H

-
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Ao invés da utilização dos calibres de Coulomb e de Lorentz, é possível 
tornar a solução única anulando-se um dos componentes de T. Com isto, o 
número de incógnitas se reduz a í3 na região Qƒ (Carpenter, 1977). A 
prova. de que a. solução é única neste caso é apresentada por Brown 
(1982). Esta técnica foi adotada por Albanese e Rubinacci (1988, 
1990(b)), mas traz problemas nas interfaces de descontinuidade de q. O 
exemplo 21 seguír_ mostra. este fato claramente (Albanese 8z Rubinacci, 
1990(a)): Suponha que se faça Ty = O e que se tenha descontinuidade de ø 
através do plano x = constante. Então, os componentes de J são: 

_ 6Tz 
_ A 

A 

_ ôT× _ ôTz _ _ _ ôT× J×'ã_y~.JY'âz õ×›~'="W 
Se o campo tangencial Ez não for nulo nesta interface, ele deve ser 
contínuo para verificar a condição (III.10). No entanto, como ¢ sofre 
descontinuidade segundo x, Jz deve ser descontínua, isto é, deve haver 
descontinuidade do componente normal de T, Tx, nesta interface. Esta 
dificuldade pode ser evitada utilizando-se elementos de aresta (Albanese 
& Rubinacci, 1988 , 1990(a) e (b)) que forçam a continuidade apenas dos 
componentes tangenciais de T, permitindo que seus componentes normais 
sejam descontinuos. Neste caso, esta formulação se torna semelhante ã 
formulação de Bossavit & Verité (1983), a ser estudada na próxima seção. 

O método tem problemas de cancelamento semelhantes aos encontrados para 
o potencial escalar reduzido. De fato, o campo magnético H é calculado 
pela equação (III.101) e, em regiões de alta permeabilidade magnética, 
ele é o resultado da subtração de duas grandezas de valor semelhante e 
varias vezes superior a H, o que pode dar origem a erros substanciais ( 

Preston & Reece, 1982; Deshmukh & Mukherji, 1987). Um artigo mais 
recente de Nakata et al. (1990(b)), porém, faz um estudo destes erros e 
indica que eles não são relevantes, se é utilizada dupla precisão no 
cálculo. Mais uma vez é necessário efetuar-se uma série de testes 
adicionais para se chegar a uma conclusão definitiva. 

Se a região condutora for laminada (como em transformadores), o método 
T-Q pode ser otimizado, utilizando-se, nestas regiões, apenas um 
componente de T, além de ¢. Este caso é descrito por Tokumasu et al. 
(1984), Rodger & Atkinson (1987) e Jack & Mecrow (1987).'
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6. Para regiões condutoras multiplamente conexas, o método T-Q apresenta 
potencial escalar w não único. Para torna-lo único, pode-se efetuar 
cortes, de modo a tornar flf simplesmente conexa. O potencial escalar vai 
sofrer um salto sobre estes cortes, como observado na seção III.2.2. A 
outra solução para este problema, proposta naquela seção -o 
preenchimento dos "buracos" dos condutores com» uma região onde se 
utiliza o potencial vetor- não pode ser aplicada no caso do método T-Q, 
porque o potencial vetor' elétrico não é definido em regiões não 
condutoras. Uma solução alternativa é o preenchimento do "buraco" com 
uma região de baixa condutividade. Outra possibilidade é efetuar o 
acoplamento do método T-Q com o método A (Bíró & Preis, 1990), 
utilizando A na região Qb. 

III.4 Formulação utilizando o vetor campo: a formulação H. 

III.4.1. Introdução: Formulação básica 

Neste método são utilizados diretamente os vetores campo, isto é, não é 
usado um potencial magnético ou elétrico para representa-los em Qf. Esta 
formulação é interessante, visto que não ha perda de precisão causada pela 
diferenciação de potenciais para a obtenção dos campos, nem existe o problema 
de cancelamento resultante da subtração de campos parciais, pois os campos são 
calculados diretamente.Além disto, em Qf existirão apenas 3 incógnitas em cada 
ponto da discretização. Em Qu e Qj, os potenciais escalares magnéticos podem 
ser utilizados para representar os campos. 

O método parte da equação (III.1): _ 

QJQ› WW noi E =~- (III.l14) 

Utilizando-se (III.8) e (III.5) obtém-se: 

J _ _ 6 pH 

aplicando-se (III.2): 

/mz H _ _ ô un
/
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Supondo-se que no tempo t=0 a solução do problema satisfaz: 

di/uB(O) = O (III.117) 

então dia B vai automaticamente ser nulo ao longo do tempo, devido à equação 
(III.116). As condições de contorno para» este problema são dadas pelas 
equações (III.11) e (IIl.12), e as condições de continuidade dos vetores de 
campo nas interfaces entre materiais com diferentes propriedades constitutivas 
são dadas pelas equações (III.7), (III.8), (III.9) e (III.10). 

Suponha-se, para simplificar, que o problema está restrito a Qt e Qk. Na 
região Qf, o produto escalar entre o resíduo associado à equação (III.116) e 
uma função de teste vetorial 1 pode ser efetuado, gerando: 

íflr 
QJQ) "É Q- IO z.[/wz:(ä›wzH)+ =o ,emnf (I11.118) 

Em Qk, dLu( Ê-äg ) = O, o que gera: 

íum(~)dn = o ,emszk (I1I.119) 
Qk 

Onde u é uma função de teste escalar definida em Qk. Efetuando integrações por 
partes nas equações acima, obtém-se: 

Â [zm z.zwzH1 + z.§-inda = -l z.(n A (íwz:H))dr ,emszf(111.12o) 
gr ¢ 6 t any 

-f U 

4. ‹;/wdu_ ~dQ=í u (-_i_ô(“g"Í“d'¡')) 
. uk dr ,emm (III.121) 

Qk ôflk / 

Estas equações serão utilizadas na seção III.4.3 para a obtenção da forma 
fraca do problema. 

III.4.2. Os elementos de aresta 

A tentativa de resolução das equações (III.120) e (III.121) utilizando 
elementos finitos tradicionais é feita com três graus de liberdade para H em 
cada nó de Hr, um por componente de H. Com isto, os três componentes de H são
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contínuos. Este fato impõe nas interfaces entre materiais de diferentes 
permeabilidades uma continuidade inexistente, pois o componente normal de H é 
descontínuo nestas interfaces (equação III.7).. * 

Damidau (1990) resolveu este problema através da escolha de um conjunto de 
variáveis contínuas nos nós situados sobre as interfaces magnéticasf Nesta 
formulação são utilizados os componentes tangenciais de H e o normal de B como 
variáveis nodaís nestes pontos. Isto traz uma série de complicações 
computacionais adicionais (por exemplo, cada elemento tem variáveis de cálculo 
diferentes, dependendo dele estar ou não situado sobre uma fronteira). 

Uma solução mais elegante para este problema foi utilizada por Bossavit e 
Véríté (1982). Trata-se do uso de elementos de aresta, que são elementos 
finitos que forçam a continuidade tangencial das grandezas calculadas, 
permitindo, ao mesmo tempo, a descontinuidade do componente normal. Neles, os 
graus de liberdade não devem ser interpretados como os componentes de um dado 
campo vetorial nos nós da malha, mas como a circulação, ao longo das arestas, 
do campo a ser aproximado (Bossavit, 1988(a)).

1 

Bossavit (1988(c)) mostrou que, exprimindo as equações de Maxwell (na 

linguagem das formas diferenciais (Deschamps, 1981), os elementos de aresta 
nada mais são do que formas de Whitney (Whitney, 1957) de grau 1, assim como 
os elementos nodaís são formas de Whitney de grau 0. 

Nedelec (1980) desenvolveu elementos de aresta tetraédricos e cúbicos. Os 
elementos tetraédricos foram utilizados por Bossavit & Véríté (1982, 1983) em 
seu programa "TRIFOU". Posteriormente, Van Welij (1985) desenvolveu elementos 
de aresta hexaédricos de la ordem e Kameari (1990) estendeu-os para elementos 
de 2a ordem. 

Como estes elementos são menos conhecidos do que os elementos nodaís, para 
os quais existe farta bibliografia (Bastos, 1989; Chung, 1977; Dhatt & Touzot, 
1984; Hughes, 1987; Zienkiewicz, 1977), apresenta-se a seguir a dedução das 
"funções de interpolação de aresta" e de suas propriedades para um elemento 
hexaédrico. Para elementos tetraédricos ver Nedelec (1980), Bossavit (1985), 
Mur az Høop (1985) e Bzrmiz s. cendes (1987). 

` Seja o elemento hexaédrico gerado pelo mapeamento trilinear ¿(§) a partir 
de um elemento padrão cúbico Õ (fig. III.4). Sejam § e x as coordenadas de um 
ponto no dominio padrão e no domínio mapeado, respectivamente. - 

0 mapeamento inverso §_(§) também existe, se x for restrito a um único 
elemento. A superfície s3(x) = 1, por exemplo, corresponde ao topo do 
elemento. Evidentemente, quad S3 é normal a esta superfície. 

Como pode ser visto na fig. III.4, este elemento possui 12 arestas. Cada
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grau de liberdade está associado a uma das arestas. Portanto, a aproximação de 
H sobre o elemento é dada por: 

12 
Bh = 2 zí hi (I11.122) 

í=1 

onde gi são as funções de interpolação associadas as arestas e hi são os graus 
de liberdade associados a cada função de interpolação. A função 11 associada ã 
aresta 1 onde sz = s3 = 1 (Fig. III.4) é definida por: 

É 2 e 5 

6
8 › A cmesto 1 

___ aresta E 4 (s2=Ls3=D 

š 2 
<s1=Ls3=1)g 

5 SÍ3 8 3 

Z .Í 
E 3 . 

sl ' 

11 = à (s2+1)(s3+1) quad sl (III.123) 

s3=1 

šflg) 

l_* 
3 | | I

_ 

1 

»f"" 

|/| 

n

| 

1

I
| 

,*"'F"" 

/À: 

f

1 
U1 FU 

>< 
'~< 

Figura III.4: Definição dos elementos de aresta: Elemento padrão e elemento 
hexaédrico 

Esta função vetorial é normal às faces s1= -1 e si= 1. Portanto, ela não 
contribui para os componentes tangenciais de H sobre estas faces. Isto inclui 
todas as oito arestas que não correm na direção de sl. Nas outras 3 arestas na 
direção sl, (s2=-1, s3=1 ; s2=s3=-1 ; s2=1, s3=-1), o produto (1+s2)(1+s3) é 
sempre nulo. Portanto a contribuição de 11 para o componente tangencial de H 
em qualquer aresta diferente da aresta 1 é nula. 

Para verificar o que ocorre sobre a aresta 1 são necessárias algumas



definições adicionais. Sejam o vetor tangente a aresta associada a sí (Dhatt & 
Touzot, 1984):

/ 
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Ii = õg/ôsí (III.124) 

a matriz Jacobíano da transformação dos sistemas de coordenadas (Dhatt & 
Touzot, 1984): 

ôx/ôsl ôy/ôsl 

J = ôx/852 ôy/âS2 

ôx/ôs3 ôy/ôs3 

e a matriz Jacobíano inversa: 

âsl/ôx ôsz/ôx 
-1 J = ôsl/ây ôsz/ôy 

ôsl/ôz ôsz/ôz 

Qz/ôsl 

âz/ôsz (III.125) 

ôz/ôs3 

âsg/ôx 

ôs3/ôy (III.126) 

8s3/ôz 

A matriz J_1 tem_colunas iguais a quad sí e é inversa da matriz J que tem os 
11 como linha. Portanto: 

zí. (qzuzú SJ) = õíj (111.127) 

Onde ôíj é o delta de Kronecker (õíj=1, se i=j; õíj=O, se itj). Usando 
(III.127) e (III.123), conclui-se que 11.11 = 1/2, sobre a aresta 1, isto é, a 
projeção de Hh sobre a aresta 1 é uma constante ao longo de toda a aresta. 

Para associar um sentido físico aos hi da equação (IIl.122), calcula-se o 
valor da integral de linha de Hb ao longo da aresta i. Seja L o vetor unitário 
tangente à aresta. Então: 

h.z..1. h. h +1 T 
h.

1 
' ' _' 0 ._' _' 

_ 
1 
_.| íHh.t dl = l._1-im - 1 

‹11 - 1 
z-11 

al al ¡ T1| z1¡ rl| 1|r1| 

Verifica-se que hi é igual a integral de linha de Hh sobre a aresta i. 

Outras propriedades` importantes podem ser obtidas a partir da equação 
(III.127). Por exemplo, um exame atento desta equação e da equação (III.124)
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leva a: a 

quad sl = (12 A 13)/[(12 A I3).I1] (III.128) 

A validade desta equação é confirmada facilmente, efetuando-se os produtos 
escalares com 11, 12 e 13 e constatando que (III.127) é satisfeita. 
Permutando-se ciclicamente os termos em (III.128) obtém-se as expressões de 
quad sz e quad s3. _ 

A

` 

A prova da continuidade tangencial inter-elemento também segue facilmente. 
Em todas as quatro faces que não contêm a aresta 1, a sua contribuição para o 
componente tangencial de Hh se anula. Para as duas faces restantes, existe 
contribuição desta aresta. Tome-se, por exemplo, a face superior (s3= 1). O 
vetor unitário normal a esta face é paralelo a quad s3. Portanto, efetuando a 
permutação cíclica em (IIl.125) para obter quad s3 e normalizando o valor de 
Q, obtém-se: 

Q = (11 A 12)/|11 A I2| 

Os componentes tangenciais de 11 sobre esta face podem ser obtidos por: 

(s2+1)(s3+1)(I2 A 13) A (Il A 12) 

_s [(12 A 13).111 111 A 121 

= _ 
(s2+1)(s3+1)[[(I1AI2).I3]I2-[I2A I2).I3]I1] = 

s[(12^ 13).111|11^ 121 W 

= -(s2+1›(s3+1› 12/[e|11 A 12|1 (111.131) 

Todas as grandezas que aparecem nesta expressão são contínuas ao se passar 
deste elemento para o elemento imediatamente superior. Por simetria, 
conclusões semelhantes podem ser obtidas para as demais faces. Segue que os 
componentes tangenciais de gi são contínuos nas interfaces inter-elementos e, 

conseqüentemente os componentes tangenciais de Hh também são. 

III.4.3. Aplicação dos elementos de aresta: acoplamento entre Qf e Qk. 

Sejam as seguintes classes de funções:
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R = { w : w 6 H1(Qk) ; w = WO , em Fzk } (III.132) 

no = {wzwéH1(n×);w=o ,emrz×} (111.133) 

go = { E : E E §1(Qf) š E . E = O , em Fit ; Q A 1 = 0, em F2f} (III.134) 

De posse destas definições, pode-se somar as equações (III.120) e (III.121), 
obtendo-se: 

QJQJ 
<""C 

7-I-1 

‹|4[Ê'[/Izúztz./LO1ZH]+! 
nf c 

[Fur 

-_]<1Q-J' gzwàu. ~dn = 
mz 

[-1 _ (Qf A E) + u(nat E) . Qj]dF , V 1 e Éh e V u ê Hb (III 135) 

Os termos de 

1. Em Fzk, 
2. Em Fik, 
3. Em Fzr, 
4. Em Fit, 

Utilizando-se a equação (III.71), o teorema de Stokes e argumentos semelhantes 
aos desenvolvidos para eliminar a integral de linha da equação (III 72) 

contorno se reduziram ao termo em Fkf porque: 

u
a
E
B 

= O ( u ê Hb) 
condição B.Q = O deve ser verificada. 
^*¿ 
.Q 

= O (1 e ëp) 
= O, logo J A Q = O, isto é, E A Q = Õ 

equação (III.135) torna-se: 

ígftš 
[not 1 . nat H] + 1 _ Ê-%§]dQ - ínkçaad u . âíggfiëëgl dfl = 

E . (n A 
íFkf[ -f 1) + E . (Qf A quad u)] df , V 1 e_§o e V u e Ro (III 

Se for adotado: 

Qf A 1 = -Qf A quad u , em Fkr (III 137) 

o termo de contorno de (III.133) será nulo, isto é:
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[l [uat1 . uaifl] + 1 . --ldfl - quad u _ ÊLEÍÍEÉÉÀ dQ` = O (III.138) 
nf U nk 6 t 

A equação (III.137) deve ser forçada sobre a definição das classes de 
funções R, Ro e Ko, para que (III.138) seja verificada. Seja o par {u,1}. 
Sejam R-ab e Hb-ëb as classes dos pares {u,1} definidas por: 

R-gb = { {u,1} : u e R ; 1 e §@ ; Qf A 1 = -Qf A quad u, em Fkf } (III.139) 

Hb-äb = { (u,1} : u e flb; 1 e p ; Qf A 1 = -Qf A quad u, em Fmü (III.140) 

Utilizando estas definições, a forma fraca do problema torna-se: determinar 
{w , H } = {¢(¿,t) , H(¿,t)}, tais que, para cada instante de tempo t, Oítstf, 
{W , H} e R-Qt, satisfaz: ` 

l[uaa¿/uúfll + 1.Ê-Eë dfl - quadu . ÊLEÍÍÊÉÉÀ dfl = O , V {u,1} e Hb-gb 
gr 0 6 t QR 8 t . 

(III.141) 

A aproximação por elementos finitos da equação (lII.141) é feita 
utilizando-seu elementos de aresta em Q: e elementos nodais em Qk. Para 
verificar que a condição (III.137) é satisfeita no domínio díscretizado, 
toma-se a função de interpolação nodal associada ao nó s1=s2=s3= 1 da figura 
III.4 (Dhatt & Touzot, 1984): 

u = š (1+s1›‹1+s2)(1+S3› (111.142› 

Utilizando a regra da derivação em cadeia, obtém-se:

3 
quad u = X êg quad s. (III.143) 

1:1 ôsí 1 

Sobre a face s3=1, o vetor normal Q tem a direção de quad s3. Portanto, o 
produto vetorial de quad u com Q nesta face preserva somente os componentes em 
quad sl e quad sz, isto é: 

quad u A Q = 
{ 
š(1+s2)(1+s3) quad sl + à(1+s1)(1+s3) quad sz 

] 
A Q = 

= ( 11 + 12 ) A Q (III.144)
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Nesta equação foi utilizada a definição de 11 (III.123) e uma definição 
equivalente para a função 12, associada à aresta 2 (Fig. III.4). Estas duas 
arestas terminam no nó sl = S2 = s3 = 1. A definição de ví da um sentido às 
arestas. Arestas começando em um nó aparecem com sinal negativo. 
Conseqüentemente, os graus de liberdade associados às arestas situadas sobre 
Ffk podem ser condensados fazendo-os iguais a diferença entre os graus de 
liberdade nodais que limitam a aresta, isto é: 

hi = Wb - wa (lII.145) 

onde o nó a é o nó inicial da aresta i e o nó b o seu nó final. 

Observações: 

i. C) acoplamento entre Qf e Q; pode ser efetuado de forma. semelhante 
(Morinais et al., 1990). Será gerado um termo adicional no lado direito 
de (IlI.141) igual az 

Í 
u ÊEÊÍÊÊ . Q. dr (1I1.146) 

Fr; J 

Além disto, hi sera dado por:

b 
hi = ¢b - ¢a + 

ía 
Hs . g dl (1I1.147) 

2. Bossavit & Vérité (1982, 1983) também utilizaram o potencial escalar 
reduzido em Q). Porém, ao invés de usarem o método de elementos finitos 
nesta região, usaram o método de elementos de contorno, estendendo a 
fronteira do problema até o infinito. 

3. Esta formulação também apresenta o problema de potencial escalar não 
único se a região Qf for multiplamente conexa. Novamente, a solução para 
este problema é a imposição de cortes de modo a tornar Qf simplesmente 
conexa (Vérité, 1987). 

4. Depois do trabalho pioneiro de Bossavit & Vérité (1982), vários autores
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usaram elementos de aresta em outras situações: Mur & Hoop (1985) 
apresentaram novos elementos, nos quais o valor das variáveis sobre as 
arestas não é constante, mas uma aproximação de la ordem. Com isto, 
conseguiram erros menores do que com os elementos propostos por Nedelec. 

Bossavit (1985) mostrou que a utilização de elementos de aresta na 
formulação com o potencial vetor modificado A* (seção III.2.3) permite a 
descontinuidade do componente normal de A* nas superfícies de 
descontinuidade de q, retirando a principal restrição ã utilização desta 
formulação, além de produzir uma formulação dual ã formulação H. 

Barton & Cendes (1987) utilizaram elementos de aresta e o potencial 
vetor magnético para o calculo magnetostático tridimensional. 

Albanese & Rubinacci (1988, 1990(a) e (b)) utilizaram elementos de 
aresta associados ao método T-Q, gerando um método semelhante ao método 
H (pois T e li são idênticos, a menos de çnad. Q). Neste caso, T é 
interpolado pelas funções de aresta e Q pelas funções nodais. Eles 
utilizaram o calibre 'Lg = O, onde E é um vetor arbitrário que não 
possui linhas de campo fechadas (Carpenter, 1977; Brown, 1982), podendo 
ser escolhido na direção das arestas de que formam uma árvore na malha 
de Qf. Com isto, os graus de liberdade associados a esta árvore são 
eliminados (Albanese & Rubinacci, 1990(c)). A principal vantagem deste 
método em relação à formulação de Bossavit & Véríté (1982) é que ela 
pode ser utilizada também para o cálculo do problema magnetostático, 
além de não necessitar do cálculo de Hs (Albanese & Rubinacci, 1990(c)). 
Albanese & Rubinacci também utilizaram os elementos de aresta para o 
calculo magnetostático com o potencial vetor magnético, usando o calibre 
A.g?O (Albanese & Rubinacci, 1990(c)). Com isto, obtiveram uma 
formulação com menos incógnitas do que a formulação de Barton & Cendes 
(1987).

H 

Ren et al. (1990) formularam o problema de correntes de Foucault em 
termos do campo) elétrico E. A* dificuldade desta formulação está no 
acoplamento da região Qt com a região Q), onde se utiliza o potencial 
escalar reduzido, pois agora a equação (III.147) não é mais válida. Ren 
et al. (1990) evitaram esta dificuldade adotando o método de elementos 
de contorno em Q). Assim como o método T-Q é semelhante ao método H 
quando formulado em termos de elementos de aresta, a formulação de Ren 
et al. (1990) é semelhante à formulação A* com elementos de aresta 
proposta por Bossavit (1985). 

Mur (1990) usou uma formulação mista E-H, com o intuito de calcular
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os campos elétrico e magnético com a mesma precisão em problemas 
eletromagnéticos contendo meios com propriedades constitutivas 
extremamente variáveis, como o corpo humano ou o solo terrestre. O seu 
método usa elementos de aresta nas regiões de variação acentuada das 
propriedades constitutivas e elementos nodais nas demais regiões (Mur, 
1988). 

Kanayama et al. (1990) utilizaram o campo magnético H para efetuar o 
cálculo magnetostático. Neste caso, como o termo em derivada temporal'da 
equação (III.116) é nulo, é` necessário impor a condição din B = O 
através do uso de multiplicadores de Lagrange, gerando uma formulação 
mista. V 

Finalmente, Bossavit (1989) aplicou os elementos de aresta nos 
problemas de propagação de ondas eletromagnéticas e mostrou que, com 
isto, evita-se_ o problema. de "modos espúrios" que aparece quando se 
utilizam elementos nodais (Bossavit, 1990). 

III.5 Comparação entre as formulações para o problema de correntes de Foucault 

Nas seções anteriores foram apresentadas as principais formulações 
matemáticas para a solução do problema de cálculo de correntes de Foucault 
tridimensionais: o método A-V com calibre de Coulomb (A-V:C),-o método A-V-¢-w 
com calibre de Coulomb (A-V-¢-W:C) e de Lorentz (A-V-¢-¢:L), 0 método 
A-V-A-¢-w com calibre de Coulomb (A-V-A-¢-¢:C), o método A*-¢-w que possui 
calibre implícito (A*-¢-#1), o método do potencial vetor com 2 componentes 
(A2-¢-¢), o método T-Q com calibre de Coulomb (T-Q:C) e o método H com 
elementos de aresta (H-¢-W). 

Na. tabela III.1 são sintetizadas as principais características destes 
métodos. As colunas indicam: 

a) O número de incógnitas por nó em cada região, com a divisão do problema 
feita como na Fig. (III.3). 

b) Se o método permite a solução de problemas onde ocorre descontinuidade 
das características constitutivas dentro de cada região. _ 

c) Se o método permite a variação contínua das características 
constitutivas dentro de cada elemento finito. .



d) Se as equações resultantes são simétricas, gerando uma matriz do sistema 
também simétrica. 

e) Se as condições de interface entre as diversas regiões são implantadas 
de maneira simples ou complicada. 

TABELA-I 1.1: MÉTODOS PARA CÁLCULO DE CORRENTES

1 

DE FoucAuLT 3-D

O 

Incógnitas 
por nó 

Descon- 
tínuid. 

Variac. 
continu 

Método Qj Qk Qf Qb v u U # 

Simet 
das 
equac 

Cond 
de 
intrf 

Q; 
mult. estac 
COIIGX 

Regim Resol 
sist 
adic 

A-V:C 3 3 4 3 Sim Sim Sim Sim Sim N/A Sim Sim Não 
A-v-¢-w c ` 

1 1 4 1 Sim Sim Sim Sim Sim Compl Não Sim Não 
A-V-¢-W:L 1 1 3 1 Sim Sim Sim Sim Depen Compl Não Sim Sim 
A-v-A-¢-wzc 1 1 4 3
* 

Sim Sim Sim Sim Sim Compl Sim Sim Não 
A -¢-W 1 1 3 1 Não Sim Sim Sim Sim Compl Não Não Não 
A2-¢-w 1 1 2 1 Não Não Não Não Não Compl Não Sim Sim 
T-Q:C 1 1 4 1 Sim Sim Sim Sim Sim Simpl Não Sim Não 
H-¢-ú 1 1 3 1 Sim Sim Sim Sim Sim Simpl Não Não Não 

Obs: N/A = Não se aplica (A formulação é única em todo o domínio) 
Depen = Depende da aplicação 
Compl/Simpl = Complicadas/Simples. 

f) Se o método permite o tratamento de regiões Qf multiplamente conexas sem 
a adoção de complicadores adicionais (cortes). 

g) Se a formulação permite que se trabalhe no regime permanente estático, 
ou seja, se o problema pode ser calculado com freqüência de alimentação 
nula. 

h) Se é necessário resolver-se um sistema de equações adicional para 
determinar J. 

A partir destes dados, efetua-se uma análise comparativa entre os métodos 
chegando-se as seguintes conclusões: 

1) O método A-V tem somente valor didático e histórico, pois o número de 
graus de liberdade por nó é tão alto que sua implementação prática só
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pode ser feita em computadores de grande porte. 

Os métodos A-V-¢Â¢ com calibre de Coulomb e o método T-Q disputam uma 
mesma faixa de aplicações. O número de incógnitas por nó é o nesmo. 
Ambos permitem descontinuidades da permeabilidade magnética e da 
condutividade elétrica. O método T-Q tem como vantagem o fato de que as 
condições de interface entre as regiões condutoras e não condutoras são 
impostas de forma simples e direta. Por outro lado, alguns autores 
observaram erros de cancelamento em regiões condutoras de alta 
permeabilidade magnética quando se utiliza este método (Preston & Reece, 
1982; Deshmukh & Mukherji, 1987), embora outros afirmem que estes erros 
não são significativos (Nakata et al., 1990(b)). Além disto, o 
tratamento de regiões multiplamente conexas é mais simples com o método 
A-V-¢-W (gerando-se o método A-V-A-¢-W) do que com o método T-Q. 

Uma comparação entre os métodos A-V-¢-W com calibres de Coulomb e de 
Lorentz mostra que a grande diferença entre eles se deve ao fato de que 
o método com calibre de Lorentz necessita de apenas 3 incógnitas por nó 
em Qf. Porém, se for necessário o calculo das densidades de corrente, 
será preciso resolver um sistema de equações adicional para a 
determinação de V em Qf. Além disto, se houver variação da condutividade 
dentro dos elementos finitos, o sistema de equações resultante do método 
com calibre de Lorentz não sera simétrico. 

O método A*-¢-W tem aplicações particulares. Ele tem o mesmo número de 
incógnitas que o método A-V-W-¢ com calibre de Lorentz, porém não 
necessita da resolução de um sistema de equações adicional para a 
determinação de J. Além disto, permite a variação contínua de q mantendo 
a simetria das equações. Por outro lado, ele não permite a existência de 
descontinuidade de 0' dentro de Q; nem pode trabalhar com faixas de 
freqüência. muito baixas, porque não se reduz corretamente ao regime 
permanente estático. 

A utilização do potencial vetor com dois componentes é indicada para os 
casos em que os meios sejam lineares e homogêneos nas regiões onde 
circulam correntes de Foucault. Nestes casos ele é o método que 
apresenta o número mínimo de incógnitas por nó em Qf. Porém, o sistema 
de equações não é simétrico e, para a determinação das densidades de
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corrente, é necessário solucionar um sistema de equações adicional. 

6) O método H emprega elementos de_ aresta, técnica' que é ainda 
relativamente nova dentro do domínio de calculo de campos 
eletromagnéticos. Esta é a sua principal desvantagem, pois a sua 
utí1ização.gera a necessidade de modificações substanciais nos programas 
de cálculo de campo por elementos finitos baseados em elementos nodais. 
Por outro lado, as suas vantagens são grandes; o campo magnético é 
calculado diretamente, sem a necessidade de diferenciação de potenciais; 
possui apenas três incógnitas nas regiões condutoras e permite, sem a 
resolução de um sistema de equações adicional, que 0 e p tenham variação 
qualquer. Além disto, o seu acoplamento com o método de elementos de 

t contorno é muito simples. Por isto, este é um método que está recebendo 
a atenção de inúmeros grupos de pesquisa no mundo. 

Estas conclusões reforçam o que foi dito na introdução do capítulo. Não 
existe um método que seja melhor que os outros em todas as condições. Cada 
método tem as suas caracteristicas e são as particularidades do problema a ser 
resolvido que indicarão o melhor método.
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CAPÍTULO IV CÁLCULO DO AQUECIMENTO 

IV.1 Introdução 

O problema acoplado termo-eletromagnética é de grande relevância para um 
projetista. de equipamentos em Engenharia Elétrica. A capacidade de gerar, 
transmitir ou transformar potência dos equipamentos elétricos esta limitada 
por sua capacidade de refrigeração, isto é, pela possibilidade de transmissão 
para o meio ambiente das perdas ocorridas internamente por efeitos 
eletromagnéticos. Uma análise do aquecimento deve ser /feita para evitar 
condições que possam causar super-aquecimento e avaria dos equipamentos. 

Um problema termo-eletromagnético importante é o problema de aquecimento 
indutivo. O cálculo deste problema em duas dimensões foi tratado por vários 
autores utilizando diferenças finitas (Gibson, 1976) e elementos finitos 
(Lavers, 1983; Bleuvin, 1984; Massé et al., 1985; Baudon et al., 1985). Vérité 
et al. (1989) apresentaram um método para o calculo do problema de aquecimento 
indutivo 3-D acoplando o programa TRIFOU, que usa o método H para o cálculo 
das correntes induzidas (Bossavit & Vérité, 1983) com um programa térmico. 
Porém, o método de Vérité et al. (1989) não pode ser utilizado nas 
proximidades do ponto de Curie, pois não prevê o tratamento das não 
linearidades associadas a este ponto. 

Neste capítulo apresenta-se um novo método para o cálculo do problema de 
aquecimento indutivo 3-D que prevê o tratamento das não linearidades 
associadas às características dos materiais e à passagem pelo ponto de Curie. 
Inicialmente, são revistos os princípios básicos da transferência de calor e 
as equaçoes que regem este fenômeno. A seguir, apresentam-se as justificativas 
para a escolha do modelo utilizado. O método de cálculo é, então, apresentado. 

lV.2. Fundamentos da transmissão de calor 

A transmissão de calor pode ser definida como a ciência que estuda a 
transferência. de energia sob a forma térmica entre duas regiões que não 
estejam a uma mesma temperatura. 

Existem três maneiras distintas através das quais se processa a transmissão 
de calor: condução, radiação e convecção. O mecanismo básico de cada uma delas 
é apresentado a seguir. 

IV.2.1 Transferência de calor por condução
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A condução é um processo pelo qual o calor flui dentro de um meio (sólido, 
líquido ou gasoso) ou entre meios diferentes em contato físico. 

O mecanismo da condução de calor pode ser explicado de forma relativamente 
simples: de acordo com a teoria cinética, a temperatura de um elemento de 
matéria é proporcional à energia cinética média de suas moléculas 
constituintes (Kreith, 1973). Quando as moléculas em uma região adquirem uma 
energia cinética média maior do que a da região adjacente (o que é manifestado 
por uma diferença de temperatura), as moléculas possuidoras de maior energia 
transmitirão parte dela para as moléculas da região de temperatura mais baixa. 

Nos gases e nos líquidos, a transferência de calor tem lugar pelo impacto 
entre moléculas. Nos sólidos, a energia é conduzida de duas maneiras: vibração 
da estrutura do material e transporte por elétrons livres. O transporte por 
elétrons livres é o meio mais efetivo e, por esta razão, os bons condutores 
elétricos são, quase sempre, bons condutores de calor, enquanto os isolantes 
elétricos são, geralmente, bons isolantes térmicos (ver, por exemplo, Holman, 
1983). 

A equação basica que descreve a condução unídimensional de calor é a lei de 
Fourier: T 

qS= -ks __ 
_ 

(1v.1) Q›Q› 
D'-i 

onde: 

qs- Taxa de transferência de calor através da superfície S (W); 
S - Área através-da qual ocorre a transferência de calor (m2); 
k - Condutividade térmica do material (W/(m.°C)); 
T - Temperatura (°C);

~ 
Q - Direçao normal a S. 

A equação que descreve a condução tridimensional de calor é (Holman,l983): 

*c --A+ dLu(-k çaad T) = q (lV.2) Q›Q› ‹-P'-1 

onde: «

_ 

c - Capacidade térmica do material (J/(m3 °C). 
q - Calor gerado por unidade de volume (W/m3). 

IV 2.2. Transferência de calor por convecção 

Se uma partícula. de um fluido (líquido ou' gás) tiver contato com uma 
superfície aquecida, ela será aquecida por condução. Assim, pode-se calcular o
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calor transferido a esta partícula, utilizando-se a equação (IV.1): 

Q>O› '.3›-l qS= -ks _ (1v.3) 

Esta partícula, ao se aquecer, vai dilatar, tornando-se menos densa. Assim, 
afastar-se-a da superfície quente, fazendo com que uma partícula mais densa - 

portanto mais fria - aproxime-se da superfície, propiciando um movimento de 
partículas denominado de correntes de convecção. Esta convecção, unicamente 
comandada pela diferença de densidade de partículas, é chamada convecção livre 
ou convecçao natural. 

Em outros casos, onde existe circulação forçada do fluido, utilizando, por 
exemplo, ventiladores, tem-se a chamada convecção forçada. 

O efeito global da convecção pode ser expresso através da lei de Newton do 
resfriamento: ' 

qS= hS(Tp - Tw) (IV.4) 
onde: » 

h - Coeficiente de transferência de calor por convecção (W/m2.°C); 
Tp- Temperatura da parede que está em contato com o fluído (°C); 
Tm- Temperatura do fluido em um ponto suficientemente distante da parede. 

Assocíando-se as equações (IV.3) e (IV.4), obtém-se: 

Q.›Q› 13'-1 k = -h(Tp - Tm) (IV.5) 

O parâmetro h não é, normalmente, facilmente calculável. Para alguns 
sistemas, é possível o cálculo analítico de h. Para situações complexas, a 
determinação é experimental ou numérica. Pode-se afirmar (Holman, 1983) que 
este parâmetro apresenta dependência da viscosidade do fluido, de sua 
condutividade térmica, calor específico, densidade e velocidade, além de 
depender, também, da geometria da superficie do sólido. 

IV.2.3. Transferência de calor por radiação 

Para que ocorra a transmissão de calor por condução e convecção é preciso 
que haja a participação de um meio material entre as fontes quentes e frias. 
Todavia, pode haver transmissão de calor no vácuo, associada a uma outra forma 
de transmissão de calor, bem diferente das duas anteriores: trata-se da
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radiaçao térmica. 
Todo corpo em uma temperatura diferente do zero absoluto emite radiações 

eletromagnéticas que, ao atravessarem lun meio que lhes seja transparente, 
prosseguirão sem nenhuma alteração de trajetória. Porém, estas radiações, ao 
colidírem com um meio que lhes seja opaco, serão em parte absorvídas e em 
parte refletidas pelo meio. Com isto, uma parcela da energia radiante da onda 
será transformada em energia térmica, aquecendo o meio opaco. 

Define-se um irradiador ideal, ou corpo negro, como um corpo que absorve 
toda a radiação incidente sobre ele; Uma relação quantitativa entre a 
temperatura e a potência emissiva de um corpo negro foi obtida pelo físico 
austríaco Stefan, em 1879. Esta lei foi deduzida posteriormente, através de 
considerações termodinãmicas, por Boltzmann, gerando a equação conhecida como 
lei de Stefan-Boltzmann (Kreith,1973): 

En = sff* (1v.6) 
onde: 

En - Potência irradiada pelo corpo negro; 
z - cønstante de Stefan-Boltzmann, 7; = 5.669 . 

1o`8 w/(mz °1<*) 

Nesta equação a temperatura é expressa em graus Kelvin. 
Quando dois corpos negros trocam calor por radiação, a troca liquida de 

calor é proporcional a diferença de temperatura na potência 4. Assim, sendo T1 
a temperatura do corpo negro emissor 1 e T2 a temperatura do corpo negro que 
envolve completamente o corpo 1, tem-se: 

`
. 

qn = gsm* - Tz*) (1v.7) 

Os corpos reais não preenchem as especificações de um irradiador ideal, 
emitindo radiação a uma taxa menor do que a dos corpos negros. Se eles emitem, 
a uma temperatura igual à do corpo negro, uma fração constante da emissão do 
corpo negro a cada comprimento de onda, eles são chamados de corpos cinzas. A 
razão de transmissão de calor líquida de um corpo cinza à temperatura T1, para 
um corpo negro envolvente, à temperatura T2, é: 

qn = s7S(T14 - T24) (JV 8) 
onde:

ú 

c - Emissividade da superfície cinza: Razão entre a emissão da superficie 
Q. c1nza e a emissão do corpo negro a mesma temperatura.
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As emissividades das substâncias variam com a natureza do material, a 
temperatura e o acabamento da superfície (Araújo, 1978). 

IV.2.4. Transferência de calor em um corpo metálico envolvido pelo ar: Equação 
básica e condições de contorno 

Dentro de um corpo metálico, o mecanismo de transferência de calor é, 
basicamente, a condução. Portanto, tem-se a equação (IV.2) : 

QJQJ <'*'*-1 c -__ + d¿u(-k quad T) = q (IV.9) 

Na superficie do corpo, ocorrerão transferências de calor por convecção e 
por radiação. Portanto, levando-se em conta as equações (IV.1), (IV.4) e 
(IV.8), obtém-se: 

Q>Q> 23'-1 -1‹ -_ = h(T - Ta) + ›:z(T'* - Tá) (Iv. 10) 
onde:

_ 

Ta - Temperatura ambiente. 
O segundo termo do segundo membro da equação (IV.10) é, normalmente, muito 

pequeno. Somente se a temperatura T for muito maior que Ta o seu valor será 
comparável ao termo convectivo. 

Em algumas situações especiais - notadamente sobre os planos de simetria - 

não existem trocas de calor através da fronteira. Nestes casos, tem-se uma 
condição de Neumann homogênea: 

QJQJ 
D'-1 k = O (IV.11) 

Outra condição de contorno básica é a condição de Dirichlet, que aparece 
quando uma superfície é mantida em temperatura fixa, isto é: 

T = To (IV.12) 

IV.3 Variação das propriedades constitutivas com a temperatura 

A Fig. IV.1 apresenta a variação dos parâmetros de um material utilizado em 
aquecimento indutivo (Massé et al., 1985). 

Pode-se notar uma variação forte das características do material
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(principalmente da capacidade térmica, c) na vizinhança do ponto de Curie do 
material ( neste caso, 780° C). Uma maneira simples de representar estas 
variações é apresentada por Bleuvin (1984): 

1. Resistívídade elétrica (Q.m): 

p(T) = po(1 + Bo T) , para T 5 Tc 

p(T) = p1(1 + 81 T) , para T 2 Tc (IV.12) 

onde TC é a temperatura de Curie. Para o material da Fig. IV.1, tem-se: 

p(T) = 13.75 x 1o`8(1 + o.oo4T) para 1: z vso °_c 

P(T) = 31.56 X 10_8(1 + 0.001T) para T > 760 OC 

E0 
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mf; 
0.75-ä 
0 .50'-¡_! 

'Â 

Q_25ií_ Resistividade eletrica 
o.oo-Â ¡ 

¡ 
,

¡ 
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Í I

¡ 
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I 

¬. 
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Í 

› 
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o 

Fig IV.1. Variação das propriedades constitutivas de um material utilizado em 
aquecimento indutivo.

H
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condutividade térmica (w/(m.°c)) 

p 

k(T) = Ko + Ki e`(T/T*) (Iv.13) 

Para o material da Fig. IV.1 tem-se: 

k(T) = 4o + ao e`(T/25°) 

Permeabilidade magnética
Q 

u (T) = u(0) B(T) (IV.14a) 

onde u(0) é o valor da permeabilidade magnética à temperatura de O °C 
(uma função apenas das condições magnéticas.do problema), e B(T) é a 
funçao:

A 

B(T) = 1 - e(T`T¢)/TB (Iv 14h) 

Observe-se que se 

u(T) < po 

adota-se 

u(T) = po 

Para o material da Fig. IV 1: 

A capacidade térmica (c) tem modelamento mais complexo. Para facilitar o 
tratamento numérico, supõe-se que a sua curva seja regular e símétrica 
em relação à temperatura de Curie. Com isto, uma curva de Gauss pode ser 
adotada (Bleuvin, 1984): 

¿ _ <T-lã 
c = ----- e 2 sig + . do (1v.15) 

Sig V 2n
.
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onde: 
Tc - Temperatura de Curie 
cc - capacidade térmica a o °c 

5 - Energia por unidade de volume necessária para atravessar o ponto 
de Curie 

Sig - Parâmetro que permite variar a abertura da curva em torno do ponto 
de Curie

I 

A curva (a) da Fig. (IV.2) fcí obtida ccmz 5 = 9.4 x 108 J/m3; sig = 
20°C; Tc = vôo °c; cc = 4.68 x 106 J/(m3 °c). Na curva (b) mcdifíca-sc 
somente Sig, que torna-se igual a 5 °C. 

x1o7 8-
I (H/m/ C)
,

I 
._ ll 

II 

II 

ll 5- II 

II 

II

H 

fz sig = 5 
II 

|I 4-* H
H
H 

. H _ || 
ll 
II 

2-. 

Sig = 20 

--4 `_ °¬*1'|'|fi|*| 
200 400 600 800 1000 1200 

Temperatura (C) 
Figura IV.2 Representação da variação da capacidade térmica com a 
temperatura.

. 

Com isto consegue-se modelar variações mais bruscas da capacidade 
térmica em torno do ponto de Curie, mantendo a mesma energia necessária 
para ultrapassar este ponto.
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5. O coeficiente de _transferência de calor por convecção (h) e a 
emíssividade da superfície cinza (s) são considerados constantes 
independentes da temperatura. 

IV.4. A forma fraca do problema térmico: acoplamento termo-eletromagnético 

Seja o cálculo do transitório térmico gerado pelas correntes de Foucault em 
um problema como o da Fig. III.1. Supõe-se, neste caso, que o problema térmico 
está limitado à região Q: e que as condições de contorno são de 
convecção/radiação (IV.10) ou, nos planos de simetria, condições de Neumann 
homogêneas (IV.11). A classe das funções de teste é H1(Qf). As funções 
admissíveis, a cada instante de tempo t, Oststf, também pertencem a H1(Qf). 
Seja o resíduo associado à equação (lV.9): 

Q›Q> rf'-I rT = ¢ -__ + à¿w‹-k quad T) - q = o (1v.1s) 

Efetuando-se o produto escalar deste resíduo com as funções de teste u e 
integrando-se por partes, obtém-se: 

m
m 

rf-›-1 

m 
m 

D»-i 

J 
u c -- dfl + 

Í 
k quad u . quad T dfl + 

Í 
-k -- = 

Í 
u q dfl 

Qr Qf . õflf _ Qr 

, v zz 6 H1‹s›.‹› ‹1v.1v) 

Substituindo-se as condições de contorno (IV.10), obtém-se: 

CDC): <"'>-1 

J 
u c -- dQ + 

Í 
k quad u . quad T dfl + 

Í 
h(T - Ta) u dF + 

Qt Q: ôflf 

+ 
Í 

zz(T* - Tá) u dr = 
Í 

u q da v u é H1(Qf) (Iv.18) 
ôflf Qf ' 

Para se efetuar o acoplamento desta equação com as equações eletromagnéticas, 
os seguintes fatos devem ser considerados: 

1. q é a potência dissipada por unidade de volume pelas correntes de 
Foucault, isto é:
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q = p u J nz (1v.19_) 

Portanto, a solução do problema térmico depende da solução do problema 
eletromagnético. Por outro lado, como visto na seção IV.3, a 
resistividade elétrica e a permeabilidade magnética dependem da 
temperatura, ou seja, a solução do problema eletromagnético depende da 
solução do problema térmico. 

O sistema elétrico e o térmico têm constantes de tempo completamente 
diferentes. A constante de tempo térmica é, normalmente, várias vezes 
superior à constante de tempo elétrica. Para que a equação de 
transmissão de calor possa. ser integrada utilizando um intervalo At 
compatível com a constante de tempo térmica, é necessário que a parte 
eletromagnética do problema seja representada por seu regime permanente 
senoidal. Se esta aproximação não fosse adotada, seria preciso utilizar 
tempos de integração compatíveis com as constantes de tempo 
eletromagnéticas, e o processo de calculo se tornaria. muito pesado. 
Lavers et al. (1985) comprovaram que, ao se, adotar uma aproximação 
senoidal para um caso de aquecimento unidimensional por correntes de 
Foucault, não se cometem erros aprecíaveis em relação aos valores 
previstos pela integração numérica das equações eletromagnéticas. Desta 
forma, os operadores ãí das equações eletromagnéticas são processados 
como jw, onde w é a freqüência angular (rd/s) do campo eletromagnético. 

Como a distribuição espacial da temperatura é contínua, q e p também 
terão variação contínua (se houver um único material na região portadora 
de correntes de Foucault).Portanto, a formulação a ser adotada para o 
problema eletromagnético deve permitir a variação contínua de G e lr 
Este fato elimina a possibilidade de utilização do método A com dois 
componentes, pois este não permite esta variação, e do método A-V-¢-w 
com calibre de Lorentz, que produz matrizes não simétricas quando existe 
variação de 0 dentro dos elementos. 

O resultado de maior interesse no cálculo eletromagnético é a densidade 
de potência gerada pelas correntes de Foucault, pois é ela que gera o 
aquecimento. Quando se utiliza o potencial vetor T ou o campo magnético
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H como variáveis base, a densidade de corrente J é obtida calculando-se 
o not destas variaveis, ou seja, é preciso efetuar a diferenciação das 
variáveis, o que traz como conseqüência a perda de precisão do cálculo. 
Por outro lado, quando se utiliza o potencial vetor A, a densidade de 
corrente, no regime permanente senoidal, é dada por: 

J = -jwq ( A + quad V) (IV.20) 

Neste caso, quad V não possui a mesma precisão de A, o que também gera
§ imprecisão. Quando se utiliza o potencial vetor modificado A a 

densidade de corrente é: 

J = -jwv A* (IV.21)

1 isto é, J é obtida diretamente de A , sem nenhum tipo de diferenciação 
incluído. Isto implica que a precisão do calculo de J deve ser maior 
neste caso. ` 

5. As peças a serem aquecidas são, normalmente, compostas por um material 
único. Com isto, não existe o problema de descontinuidade da 
condutividade dentro da região Qf. 

6. A freqüência de trabalho no aquecimento indutivo é fieqüentemente a 
industrial, isto é, 80 Hz, ou uma freqüência superior a esta. Portanto, 
não é preciso que o regime permanente estático seja. calculável pelo 
método escolhido; 

Utilizando a tabela III.1 e as observações acima, conclui-se que o método 
com menor número de variáveis e que melhor se adapta às caracteristicas deste 

*K 

problema é o A -w-¢. 
Escolhido o método para a representação da parcela eletromagnética do 

problema, utilizam-se as equações III.62, III.83 e III.66 para definir R, Hb e 
H1(Qf) e define-se gb por: 

gb = { g : E E fl1(Qf); Q A 3 = 0 em Fit; g . E = O em Fzf } (IV.22) 

'I 1* Assim, a forma fraca do problema acoplado é: Determinar A = A (g,t), {¢ . ¢} 
X' = {¢(ä,t).¢(§,t)} e T = T(§,t), tais que, para cada instante t, Ostfitf, A e
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'mm 
‹+›-1 u c dfl + k quad u _ quad T dfl + h(T - Ta) u df + 

go, {¢,¢} e R e T e H1(Qf), satisfazem: 

íflf íflf ' íôflf 

4 4 ' 2 * 2 1 + e¶(T - Ta) u df = u 6 w A dfl , V u 6 H (Qf) (IV.23a) 
ôflr ` Qr 

4 .y _ gp 

Í 
v not 1 . nat A + jwd 1 . A dfl = 

Í 
1 . (gj A (-qnad¢ + Hs))df 

Qf - 
- 

` f3r_ 

+ 
Í 

1 . (ng A (-qnadw) df › V 1 e gp (IV.23b) 
fkf 

-Í po gnad(u).gaad¢ dQ - 
{ 

p gnad(u).gaad$ dfl = 
91 Qk 

I- 

f 
Í 

po(Hs.Qj) u df - 
Í 

A . (gi A quad u) df , V u e b (IV.23c) 
fkjufzjuffj ffkufrj 

IV.5 A semidiscretização por elementos finitos 

Utilizando o método de elementos finitos, pode-se discretizar, 
espacialmente, a forma fraca (IV.23), fazendo-se: 

h Nf 
T (M) = Z Ní‹z› rim ‹1v.24› 

1=1 ` 

onde 1 são as coordenadas espaciais, Ni são as funções de interpolação nodais 
do método de elementos finitos e Ti(t) são os valores nodais das temperaturas 
no instante de tempo t. Derivando em relação ao tempo, obtém-se: 

h Nf - 

o›Q› ‹¬››-1 
_ ai". _ 

121 
Ní(¿) ãíz (Iv.25) 

'I Definiçoes semelhantes à (IV.24) podem ser adotadas para ¢ ea W. Para A ,
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tem-se: 

Nf 
A*h‹¿,‹z› = E Nim) Âšm ‹1v.zõ› 

l=1 

onde Ni são as funções de ínterpolação vetoriais (Eq. II.63). 
O termo de contorno em (IV.23a) pode ser expresso por: 

‹pT = 
Í 

u (hr + zzT'*) dr - 
Í 

u(hTa + zflâ) dr 
ôQf ôQf 

4 . . , . , . O termo em T pode ser 11near1zado atraves do desenvolvlmento em serle de 
Taylor em torno de um ponto de funcionamento Tp , gerando: 

¢T z 
J 

u hr + u[zzT"* + 4z:zT°(T-T )1 dr - \› u(hTa + zzrâ) dr am P P P am 
ísto é: 

¢T 2 
Í 

u (h + 4e¶T3) T df - 
Í 

u[3e¶T4] df - 
Í 

u(hTa + e7TÉ) dF am P am P am 
Com estas aproximações, as equações a seguir são obtidas. Elas são 

denominadas forma semi-discreta do problema (IV.23) porque estão discretízadas 
espacialmente, mas formam um sistema de equações contínuo em relação ao tempo: 

[gl 1 + ly 1 = g‹¿*,p ‹1v.zvz› 

Ã' 

[É 1+' [Q 1 [E 1 À É a Jw 
Ía PWP1 

` = (1v.27b) 
l15zW1 [gw] ‹z¡¡_,¢_›_› gw 

c. = ' ¢N.N.a§z (1v.27‹z) 1â 9, 1 J 

onde: 

K.. = 1‹gzwúN..qzw.âN.an+ (h+4zzT3) N.N.ó1¬ (1v.2'/â) U m 1 J am P 1 J
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* 4 4 2 * 2 f.(A ,Il = N.[3€¶T + hTa + s7Ta) df + N. q w A dfl (IV.27e) *_ õnfl P ml 

Kíj = zz [fm N.1T [zmN.1 an (1v.27f) a. Qt 1 J 

Caa é definido pela equação (III.81b), Ka¢¢ pela equação (III.81f), K¢¢ pela 
equação (III.81g), fa pela equação (III.81h) e fw¢ pela equação (III.81i). 

IV.6. A discretização temporal 

IV.6.l. Conceitos básicos: o algoritmo 

0 sistema de equações (IV.27) é um sistema de equações diferenciais 
ordinárias não lineares de la' ordem. A forma mais óbvia. de solução deste 
sistema, sob o ponto de vista matemático, é a resolução global de (IV.27) como 
um único sistema de equações (Molfino & Repetto, 1990). Porém, esta solução 
exige uso intensivo de recursos computacionais e só é justificável se não 
existir outra alternativa. - 

Um esquema alternativo consta da resolução separada dos dois sistemas em 
cada passo da integração temporal (Bastos et al., 1990; Molfino & Repetto, 
1990). Este esquema parte da equação (IV.27), representada abaixo de maneira 
condensada: 

[gi + [g] I = £(y_e,1) (IV.28a) 

É Y = Â (IV.28b) e e e 

onde Ye é o vetor de variáveis eletromagnéticas, ge e fe são a matriz e o 
vetor do segundo membro do sistema (IV.27b). Considere-se que num instante de 
tempo ti qualquer são conhecidos os valores de Ii = I(t1) e Vi = Ye(ti). Neste 
trabalho utiliza-se o método 9 para prever o valor de Ií;T; I(t1 + At). A 
dedução das equações do método 9 é efetuada escrevendo-se a equação (IV.28a) 
no instante 

te = ti + 9 At (IV.29) 

com 05951. Para isto, sejam as aproximações:
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1 (te) = «Í z É 1 zm- lí 1 ‹1v.ao1 

1° = lua) z (1-ami + e 11” ‹1v.31› 

Definem-se: 

1g1° = 1g‹1911 z 11516 = 1§‹1°›1 ; v 9 = y ‹1°› z z;° = â‹1°,v °› -e e -e 

Então, no instante te, (IV 28a) fornece: 

1g1°š 1 zm- 11 1 + 1519 [(1-ergí + e 1í“`11 = É ‹1v.3z1 

Rearranjando, obtém-se: 

[me + e At 1g1°›] É 11m- 111 = ge - 11519 f 
OU 

[lge + e At 11519] gi = É - 1519 11 ‹1v.sa› 

o algoritmo básico do método é: 

1. Calcule 51 pela equação (IV.33) 

2. Calcule [i+1 usando 

11” = gi + 51 At (Iv.34) 

Observe que este algoritmo só funciona para o caso linear, onde as matrizes e 
. 1 ~ - . vetores necessarlos ao cálculo de a sao constantes. Para o caso nao linear, o 

algoritmo pode ser refinado incluindo uma fase de previsão dos valores de i+1 ` 

. . - i+1 _ 1 , poster1or calculo das matrizes, e correçao dos valores de 1 , ou sega: 

_ . . -1 
_ _ 

1. 5; = pg* + e At [511] - [gl 11] (1v.35a)
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2. 11” = 11 + 
5%) 

At (Iv.3sb) 

3. 1° = (1-e)';í + e 11” (Iv.3s¢) 

4. calcule [ge , [199 
, 

ge (1v.35a) 

. -1 _ 

5. 51 = [[g1° + e* At [1519] [Ê - [519 Í] (1v.35<-z-› 

6. 11” = 11 + gi At (1v.35f) 

Observe que os passos de 3 a 6 são repetidos até que haja convergência para o 
valor de Ií+1. Este método é também conhecido como _método de Euler 
semi-implícito (Dhatt & Touzot, 1984) e é incondicionalmente estável para 0.5 
5951. 

Se 9 = O, tem-se o método de Euler explícito, que tem precisão de ordem 
0(At) (Bathe, 1982). A principal característica deste método é que as matrizes 
e vetores utilizados no cálculo de gi no passo 5 do algoritmo são calculados 
no tempo ti, ou seja, são calculados com valores de Ii e Zé conhecidos. 
Portanto, pode-se eliminar a fase de previsão e o cálculo iterativo do 
algoritmo (IV.35). A sua desvantagem é ser condicionalmente estável, isto é, 
existe um valor máximo de passo de integração, dependente de [Q] e [§], acima 
do qual o problema é instável. 

Se 9 = 1, tem-se o método de Euler implícito, que também tem precisão de 
0(At). A sua desvantagem em relação ao método explícito é que as matrizes e 
vetores do passo 2 do algoritmo são calculadas no tempo t = t1 + At, ou seja, 
elas são função de 1í+1 e !Ê+1 que, a princípio, são desconhecidos. Por isto, 
para um problema não linear, os passos de 3 a 6 devem ser resolvidos 
iterativamente, até que haja convergência no valor de Ií+1. A sua vantagem em 
relação ao método explicito é ser incondicionalmente estável, isto é, seja 
qual for o passo de cálculo adotado, o sistema não apresenta instabilidade 
numérica. A escolha do passo de cálculo está limitada, somente, pela precisão 
a ser obtida. 

Se 9 = 1/2 tem-se o método de Crank-Nicholson, de ordem de precisão Q(At2) 
(Bathe, 1982), também incondicionalmente estável. A sua desvantagem em relação 
ao método de Euler implícito é que ele pode apresentar oscilações não físicas 
na solução. Estas oscilações não aparecem no método de Euler implícito (Dhatt 
& Touzot, 1984).
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IV.6.2 Mudança do passo de integração 

Através da análise dos termos que são desprezados no desenvolvimento em 
série de Taylor do sistema de equações diferenciais de primeira ordem, 
Zienkiewicz et al. (1984) obtiveram uma medida aproximada do erro cometido em 
cada passo de integração. Esta medida é dada por: . 

_ -1 
_ ‹«1- «1 › Az 

gt 
- as (Ives) 

A norma deste erro pode ser usada como critério para a mudança do intervalo de 
integração. Um procedimento razoável é reduzir (por exemplo a metade) o 
intervalo de integração, se a norma do erro for maior do que um erro máximo, 
em, pré-estabelecido, e aumenta-la (por exemplo, dobrar) quando a norma do 
erro for menor do que uma fração do erro maximo. - 

A mudança do intervalo de integração pode se usada, também, como estratégia 
para evitar o cálculo iterativo não linear dentro de cada passo de integração. 
Sabendo-se que a diferença entre gi e 5; é causada pela não linearidade do 
problema, o erro associado ã solução incompleta do problema não linear pode 
ser calculado, aproximadamente, por (Mesquita & Bastos, 1990(c))r 

e = ( 
aíu- aí 

) At (IV.37) “H --P 
Então, ao invés de efetuar o calculo iterativo nos passos de 3 a 6 do 
algoritmo (IV.35), pode-se fazer uma redução do passo de integração (à metade) 
toda vez que a norma do erro associado à solução incompleta do problema não 
linear, Hgnfl, se tornar maior do que em. Alem disto, agora, o critério para 
aumento de At deve ser verificado não somente por Hgtfl, mas, também, por Hgnfl. 

IV.7 Algoritmo final para a resolução do sistema acoplado com passo variável 

Levando-se em conta os argumentos das seções anteriores, tem-se o seguinte 
algoritmo para o calculo do problema acoplado termo-eletromagnético: 

Inicio 

1. Inicialize o passo de integração At, os vetores I e 5: 2p= I(O)_e ¶p= 0.
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2. Calcule o sistema eletromagnétíco com §_ = 11, determinando lê (Eq 
lV.28b) 

3. Calcule [Q1í, [Eli e Qi (Eq. IV.27 c,d,e) 

4. Calcule a; (Eq. IV.35a) 

5. calcule 1í+1 (Eq. 1v.35b) 

6. calcule 19 (Eq. 1v.35¢) 

7. Calcule o sistema eletromagnétíco com I = Ip (Eq. IV.28b) 

9 G G - 8. Calcule [Q] , [E] e Q (Eq. IV.27 c, d, e) 

9. Calcule gi (Eq. IV.35e) 

10. Calcule H gt H e H gn H (Eq. IV.36 e IV.37) 

11. Se H e H 2 cm, ou H e H 2 cm, então: i_t _n i 
At = At/2 
Vá para o passo 2 

Fim se 

12. 1í*1 = 11 + 51 At 
1 = 1+1 
t = t + At 

13. Se H e H < em/Ne e H e H < em/Ne, então: i_t _n i 
1 At = 2*At 

Fim se 

14. Se t < tf vá para o passo 2 

Fim 

Observações:
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Neste algoritmo, Ne é um número que indica quão pequeno o erro deve ser 
para que o intervalo de integração possa ser dobrado. Típicamente, Ns = 

4. 

Levando-se em conta que as variações nas grandezas eletromagnéticas não 
são muito grandes em cada passo de integração, o passo 7 do algoritmo 
pode ser eliminado, utilizando-se lê para calcular QQ.
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CAPÍTULO V ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

V.1 Introdução

v 

Neste capítulo são apresentados alguns aspectos relativos à implantação dos 
programas computacionais utilizados para resolução dos problemas dos Capítulos 
II, III e IV. 

A estrutura. simplificada. dos programas é apresentada na Seção V.2 e a 
estrutura de dados utilizados nestes programas é apresentada na Seção V.3. 
Nesta seção são discutidas, também, as técnicas empregadas para o 
gerenciamento da utilização da memória do computador. 

Na Seção V.4 apresenta-se o método de solução de equações lineares adotado, 
e na Seção V.5 o método de resolução de problemas não lineares. 

V.2 Estrutura dos programas 

Os programas para cálculo de campos eletromagnéticos utilizando o método de 
elementos finitos, são, normalmente, separados em, no mínimo, três módulos 
distintos (Bastos, 1989): 

1. Pré-processador: neste módulo, de grande interação com o utilizador, é 
introduzida a geometria do problema. Descrevem-se as características dos 
materiais magnéticos, a sua distribuição, especificam-se as condições de 
contorno, as fontes de corrente, as condições iniciais, etc. Ainda nesta 
etapa, a malha de elementos finitos é gerada por um programa malhador. 

2. Processador: neste módulo é efetuado o cálculo utilizando o método de 
elementos finitos. 

3. Pós-processador: neste módulo exploram-se os resultados obtidos pelo 
processador. Os resultados são apresentados de forma gráfica (traçado de 
equipotenciais, de campos, etc) ou sob a forma numérica (valores de 
campos, fluxos, forças, indutâncias, etc). 

No presente trabalho, existem três módulos processadores distintos: um para 
o problema magnetostático; outro para o problema de correntes de Foucault e
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outro para o problema acoplado, termo-eletromagnético. No entanto, tem-se 
módulos pré-processador e pós-processador únicos e utilizáveis pelos 3 módulos 
de cálculo. V 

O módulo pré-processador, por ser o de maior interação com o usuário, tem 
estrutura na forma de árvore de menus. Desta maneira, a entrada e modificação 
de dados é extremamente facilitada, podendo ser efetuada em qualquer sentido, 
não seguindo uma. ordem seqüencial pré-estabelecida. pelo programa. Para. os 
usuários não treinados, existe uma opção de funcionamento seqüencial, com o 
programa comandando a entrada de dados.

_ 

Este módulo gera a malha de elementos finitos para o programa processador. 
Esta geração não é totalmente automática, isto é, o utilizador deve fornecer 
uma série de parâmetros para auxiliar o gerador. O método empregado é 
apresentado na tese de mestrado de Raizer, (1987).

` 

O módulo pré-processador permite, também, a visualização da estrutura 
geométrica do problema, através da projeção da figura em um plano 
bidimensional e do tratamento de linhas escondidas. Se houver algum problema, 
ele é facilemente detectável por inspeção visual. 

O módulo pós-processador também é estruturado na forma de arvore de menus, 
com seqüência de comandos ditada pelo usuário. Neste módulo, além da função de 
visualização grafica de resultados sob a forma de superfícies equipotencíais, 
tem-se a representação de grandezas vetoriais (campos, induções, densidades de 
corrente, etc), a representação no tempo de uma grandeza sobre um ponto, a 
variação de uma grandeza, num determinado instante de tempo sobre uma linha 
reta, um arco de circulo, etc. De fundamental importancia em um programa 
tridimensional é a possibilidade de mudança do ângulo de observação da 
estrutura, além do tratamento de linhas escondidas, que é efetuado por um 
método bastante simples, porém com algumas limitações. 

O módulo processador não possui nenhuma interação com o usuário. Ele 
simplesmente lê a estrutura de dados gerada pelo pré-processador, calcula a 
matriz do sistema, resolve o sistema de equações e grava os resultados 
obtidos. Isto é, a sua estrutura é seqüencial e completamente automática. . 

V.3 Estrutura de dados 

A estrutura de dados em um programa de elementos finitos é extremamente 
importante, pois a eficácia dos algoritmos utilizados está intimamente 
relacionada com ela.
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`. Nesta seção apresenta-se a estrutura adotada. A seção é dividifiäfefi três 
partes: na primeira, apresentam-se os dados gerados pelo pré-processador que 
são utilizados pelos módulos seguintes; na segunda, a estrutura de dados do 
processador e, na terceira, os métodos utilizados para gerenciamento dinâmico 
da memória do computador. 

V.3.1 Estrutura de dados gerada pelo pré-processador 

O pré-processador gera uma série de tabelas que descrevem a topologia e 
geometria do problema a ser resolvido. As principais variaveis escalares são: 

NEL --à 
NNO --6 
NFACE --e 
NCOND *f--+ 
IREP --9 
ICOR é-› 

Número de elementos 
Número de nós 
Número de faces 
Número de superfícies com condições de contorno impostas 
Números de nós periódicos 
Número de condutores com corrente imposta (fontes de Hs) 

Os principais arranjos são: 

MAT(NEL) 

ICONEC(8,NEL) 

ICOFAC(6,NEL) 

MREP(2,IREP) 
INTF(NNO) 

FACE(NFACE) 

--à Indica o número do material que preenche cada 
elemento 

--+ Tabela de conectividade: nós ligados a cada 
elemento

i 

--à Tabela de conectividade: faces ligadas a cada 
elemento 

--+ Indica os pares de nós periódicos 
--â Indica o posicionamento dos nós em relação às 

divisões em regiões do problema (isto é, se o 
nó pertence a Gr, Qk ou Qj, ou, se está 
localizado sobre uma interface (Fkf, Fky 
I'fJ)).- 

--e Indica o posicionamento das faces em relação 
às divisões em regiões do problema. (Se a face 
é interna a uma das regiões, ou se está 
localizada sobre uma interface). 

XCOR(NNO),YCOR(NNO) 
ZCOR(NNO) - --+ Coordenadas dos nós do problema
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1T1Pc(IcoR),coRR(1coR) 
CORJ(ICOR) --õ Indicam, para cada condutor com corrente 

imposta, a sua topologia (forma geométrica), 
parâmetros geométricos e densidade de 
corrente. 

ARESTA(6,NNO) --â Vetor lógico que indica, para cada nó, as 
arestas que fazem parte da interface Fkj e da 

ç 

fronteira F1y 
DDP(NCOND),NCTIP(NCOND), 
NC(NCOND) --ê Vetores utilizados para estipular as condições 

de contorno. 

Outros arranjos são fornecidos por uma base de dados de materiais: 
permeabilidade magnética (materiais não saturáveis), curva B x H, 
condutividade elétrica (temperatura fixa), parâmetros para calcular a variação 
da condutividade elétrica, da permeabilidade magnética, da condutividade 
térmica e da capacidade térmica em função da temperatura. 

V.3.2 Estrutura de dados utilizada pelo processador 

Além dos dados gerados pelo pré-processador, o processador gera e utiliza 
alguns dados adicionais. As principais variáveis escalares são: 

NGRL --e Número de graus de liberdade. É igual a soma de todos os graus 
de liberdade associados a cada nó do problema. 

NEQU --à Número de equações. É igual ao número de graus de liberdade 
menos o número de graus de liberdade impostos no contorno. 

NUTIL --à Número de termos não nulos da matriz do sistema. 

Os principais arranjos são: 

DLNC(NNO+1) --à Tabela que armazena, de forma cumulativa, os graus de 
liberdade de cada. nó. DLNC(l+1) representa. a soma do 
número de graus de liberdade dos nós 1, 2,...,I-1, I. O 
número de graus de liberdade do nó I é, 

conseqüentemente, DLNC(I+1) - DLNC(I). 
Se DLNC(1) = 1, 'o número de graus de liberdade do 
sistema pode ser calculado por:
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NGRL = DLNC(NNO+1) ~ 1 

Exemplo: Suponha-se uma malha com 4 nós: 
u 

Nó 1: 3 graus de liberdade 
Nó 2: 1 grau de liberdade 
Nó 3: 2 graus de liberdade. 
Nó 4: 4 graus de liberdade. 

O vetor DLNC é: 
DLNC = [1 4 5 7 111 
O número de graus de liberdade é: 

NGRL = DLNC(4+1)-1 = 11-1=10 
O número de graus de liberdade do nó 3 é: 

DLNC(3+1)~DLNC(3) = 7-5=2 
KNEQ(NGRL) --à Número da equação associada a cada grau de liberdade. J = 

KNEQ(I): 
a) J < O - o grau de liberdade I é conhecido (imposto por 

condições de contorno) e seu valor é dado por 
vnR(' Ncm.+2-J ) 

b) .J > O - o grau de liberdade I é uma incógnita e 
corresponde à equação J do sistema de equações. 

VDR(NGRL+2) --à a) VDR(1:NEQU): vetor do 22 nmmbmo do sistema de 
equaçoes; 

b) VDR(NEQU+1:NGRL): graus de liberdade impostos, 
acessados por J = KNEQ(I), quando J < O. 

SS(NUTIL) --à Matriz gerada pelo método de elementos finitos. Somente os 
termos não nulos da parcela triangular inferior são 
armazenados, pois a matriz é simétrica.` Dois vetores, 
PONT(NEQU+1) e INDIC(NUTIL) são utilizados para endereçar 
os seus elementos. ' 

PONT(NEQU+1) --ê PONT(I) indica o início da linha I no vetor INDIC. 
PONT(I+1)-1 indica o último elemento da linha I no 
vetor INDIC- 

INDIC(NUTIL) +--a Indica o número das colunas não nulas em cada linha da 
` matriz SS. 

Exemplo de armazenamento utilizando a estrutura acima:
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8. 11 
SIMÉTRICA a a 21 22 

SS = O 
NUTIL = 11 

azz aaa NEQU = 5 
a O ~ O a 41 44 
O' a a a ' 

52 S3 54 a 
I 

ss 

_ / 

SS = a a a a a a a a a a a 11 21 22 32 33 41 44 52 53 54 ss 

PONT = 
Í 

1 2 4 6 8 12
] 

INDIC = 
[ 

1 1 2 2 3 1 4 2 3 4 5
] 

V.3.3 Gerenciamento dinâmico da memoria 

Devido ao tamanho variável dos arranjos de dados para cada problema a ser 
resolvido, pode se tornar extremamente ineficiente fixar o seu dimensionamento 
no programa fonte. A alocação dinâmica da memória permite o dimensionamento 
dos arranjos em tempo de execução. 

A linguagem FORTRAN, porém, não permite o dimensionamento em tempo de 
execução. Para contornar este problema, utiliza-se a alocação 
"pseudo-dinâmica" da memória (Dhatt & Touzot, 1984), apresentada a seguir: 

1. Todos os arranjos volumosos, inteiros, reais ou complexos são 
armazenados seqüencialmente em uma tabela complexa única: VAÍNVA). 

2. Cada tabela, 'ttttt', é referenciada pela posição Lttttt de seu primeiro 
elemento em VA. Por exemplo, o primeiro elemento da tabela DLNC se 
encontra na posição VA(LDLNC) (ver figura V 1). 

3. O ponteiro IVA aponta para a última posição ocupada na tabela VA. 

4. A criação de uma nova tabela (cálculo do ponteiro Lttttt e modificação 
do ponteiro IVA) é efetuada por uma subrotina denominada ESPACE. Um dos
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parâmetros desta subrotina é o tamanho (em bytes) de cada elemento da 
tabela, (E×.: tabela real = 4, tabela complexa = 8), e outro é o número 
de posições da tabela. A supressão de uma tabela (mudança de posição das 
tabelas que a seguem, modificação dos apontadores destas tabelas e do 
apontador IVA) é efetuada por uma subrotina denominada VIDE. 

Início da 
próxima tabela 
a ser criada: 
VA(IVA+1) 

tabela nLnc tabela ss ` i 
i I 1 I I 

vA(1› 
T T 

`

T (Início da VA(LDLNC) VA(LSS) VA( IVA) VA(NVA) t bl VA) a e a (fim da última (Fim da 
tabela) tabela VA) 

Fig. V.1 - Alocação "pseudo-dinâmica" da memória 

5. A passagem de um arranjo para uma subrotina é feita utilizando-se a 
posiçao do primeiro elemento do arranjo. Seja por exemplo, a seguinte 
subrotina: 

SUBROUTINE TRIFRM(PONT,INDIC,ICONEC,KNEQ,SS,...) 

INTEGER PONT(1),INDIC(1),ICONEC(8,l),KNEQ(1) 
COMPLEX SS(1) 

END 

A chamada desta subrotina é feita por: 

CALL TRIFRM(VA(LPONT),VA(LINDIC),VA(LICONE),VA(LKNEQ),VA(LSS),...) 

Note-se que VA armazena vetores e matrizes inteiras, reais ou complexas 
indistintamente. Além disto, nao importa se VA corresponde a um vetor ou 
uma matriz. Neste exemplo VA(LICONE) corresponde ao primeiro elemento da
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matriz ICONEC. Isto é possível porque, em FORTRAN, as matrizes são 
armazenadas na memória por coluna. Conseqüentemente, o endereço de 
ICONEC(I,J) é dado por: 

LICONE + 8(J-1) + I - 1 

Portanto, as únicas informações necessárias para se determinar os 
endereços da posição (I,J) de uma matriz são o endereço de início (isto 
é, LICONE), que é passado através do CALL, e o número de linhas (no caso 
8) que é estipulado pela declaração da variável dentro da subrotina. 
lsto explica porque não é necessário definir o número de colunas de uma 
matriz bidimensional dentro de subrotinas (elas podem ser feitas iguais 
a ll. Para arranjos tridimensionais, as duas primeiras dimensões devem 
ser fixadas, ao passo que a terceira pode ser igual a 1, etc... 

V.4 Resolução do sistema de equações lineares 

Para se resolver o sistema de equações 

A x = b (V.l) 

quando a matriz A é real, utiliza-se o método dos gradientes conjugados com 
pré-condicionamento por decomposição incompleta de Cholesky (ICCG - Incomplet 
Cholesky Conjugated Gradients). Quando a matriz A é complexa, utiliza-se o 
método dos gradientes bi-conjugados complexos, com pré-condicionamento por 
decomposição incompleta de Cholesky (ICCBCG - Incomplet Cholesky Complex 
Bi-Conjugated Gradients). 

O método dos gradientes conjugados tem sido cada vez mais empregado pelos 
grupos de pesquisa em cálculo de campos eletromagnéticos (Trowbridge, 1988). 
Este método foi apresentado por Hestenes e Stieffel (1952). Na teoria, ele é 
um método direto que resolve (V.1) em, no máximo, N iterações, onde N é a 
ordem do sistema. Na prática os erros de truncamento computacional destroem 
esta propriedade, e, de qualquer maneira, N iterações é um número 
excessivamente alto. Portanto, ele é um método iterativo. 

Este método não era muito usado até meados da década de 70, quando o 
desenvolvimento de estratégias de pré-condicionamentos (Meijerink & Van Vorst, 
1977) tornaram possivel a modificação do sistema (V.1) para um sistema onde o 
método de gradientes conjugados funciona melhor. O pré-condicionamento é
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efetuado por uma matriz que se aproxima da matriz A_1 e assim, a matriz do 
sistema se aproxima da matriz identidade, para a qual o método de gradientes 
conjugados converge em uma única iteração.. ' 

A forma básica do método ICCG funciona para matrizes reais, simétricas e 
positivas definidas. Para matrizes não simétricas, Fletcher (1976) desenvolveu 
o método de gradientes bi-conjugados. O método foi extendido, para sistemas 
complexos, por Jacobs (1980), gerando o ICCBCG. 

A seguir, são apresentados o método ICCG para matrizes reais simétricas 
positivas definidas, o método de gradientes bi-conjugados para matrizes não 
simétricas e o nétodo de gradientes bi-conjugados complexos, para matrizes 
complexas. Esta apresentação é feita de maneira condensada. Para maiores 
detalhes ver Nabeta (1990), Jacobs (1980), Lascaux & Theodor (1986), Aziz & 
Jennings (1984) e Angelerí et al (1989). 

V.4.1 O método de Gradientes conjugados para matrizes reais, simétricas, 
positivas definidas 

Seja .xi uma aproximação para a solução do sistema de equações V.1. 
Define-se o resíduo do sistema para o vetor xi por: 

~ r = b - A x (V.2) 
1 1 

Deseja-se obter um novo valor xi 1 
para o qual ri 1 

= 0. Para isto, + + ' 

minimiza-se a forma quadrática: 

112 = r-T A” z~ (v.3› 

que é equivalente a: 

112 = ×TA× - 2×Tb + bTA'1b 

Para que o mínimo de h2 ocorra em r = 0, é necessário que A-1 seja positiva 
definida, isto é, que A seja positiva definida. Seja pl uma direção no espaço 
IR". Entâøz . 

X1 + a pi (V.4) 

define uma reta que passa por xi e tem a direção pl. Procura-se um ponto sobre
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, . esta linha para o qual h atinge um minimo. Isto ocorre para:

2 %%= o (v.5) 

isto é: 

ôhz a -ã&- = 2rTA 1 

{Íš%%- . onde ri= bg- A(x1 + api) 

_ 

= - 2fTA`1Api 

= 2piT(aApi - ri) 

Portanto, o mínimo ocorre em: 

T ~T _ apl Api pl ri - O 

isto é: 

P TP ' 

Q = a = L; 
1 T 

p1Apl 

Portanto, o ponto 

x = x + a p (V.7) i+1 1 1 1 

com ai escolhido por (V.6) minimiza a medida de erro ha ao longo da direçao 
pi- 

p

- 

Resta o problema de escolher px. No método do gradiente, pi e tomado na 
direção do gradiente da medida de erro h2, isto é: 

pi=v(h2)|x_x =2z~T.A1vr (v.8) `
1 

Logo, pi é paralelo a ri. Portanto, pode-se adotar: 

= v.9 pi ri ( )
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No método de gradientes conjugados pi é feito tão próximo quanto possível da 
direção do gradiente de hz, porém sujeito à restrição adicional de ser 
A-conjugado (isto é, piTApb4= O) a todas as direções de busca precedentes. 
Daí decorre a propriedade teórica de término do processo de busca em N 
íterações: procura-se o mínimo de hz em um espaço N-dimensional. hz é uma 
função quadrática das coordenadas do espaço e, portanto, se direções 
mutuamente ortogonais são escolhidas, ao longo das quais h2 é minimizado, N 
destas direções (ou destes vetores) formam uma base do espaço (isto é, geram o 
espaço RN) e, portanto, após no máximo N passos, h2 = 0.' 

Suponha que se calculou xl+1 a partir de xl utilizando a equação (V.7). A 
direção pil é selecionada de modo que:+ 

p1+1 
= r1+1 + Bipx (v'1o) 

onde B é escolhido de maneira que p seja A-conjugado a p , isto é: 1 1+1 1 

T 
. _ 

pi+1 A pl 
- O (V.11) 

Substituindo-se a expressão (V.10) em (V.11), obtém-se:

T 
_P1+1 A P 

B = -----i- (V.12) 
x T A pl px 

Pode-se mostrar (Nabeta, 1990) que esta escolha de Biforça, não somente a 
condição (V.11), mas, também: 

piTApj=o v jzzí (v.13) 

A prova de (V.13) exige que A seja simétrica. Se a matriz não for simétrica, 
os vetores de direção de busca não são necessariamente mutuamente A-conjugados 
e o método pode não convergir em N iterações. 

Pode-se mostrar também (Jacobs, 1980) que: 

ri pj = 0 , para i > j (V.14)
e 

riTrj = 0 , para i 1 j (V.15)
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Para se obter o algoritmo final do método de gradientes conjugados, 
utilizam-se formas alternativas para (V.2), (V.6) e (V.12). Substituindo-se 
(V.7) em (V.2), tem-se: 

ri+1 = ri - ai A pi (V.18) 

De (V.6), (V.10) e (V.14) obtém-se: 

T T ' (r + . r r r 
1 B1 1p1 1) 1 1 1 

oz = ` ` = 
1 (v. 17) 

i T T 
pi A pi px A pl 

De (V.12), (V.16), (V.10), (V.15) e (V.14) obtém-se: 

T T - r (r - r ) / a r r 
B _ :+1 1 1+1 1 _ 1+1 1+1 

1 T T (V.18) 
(ri+ Bipl-1) (r`1_ P1+1) / al r_1Pi 

O algoritmo do método de gradientes conjugados é, então, obtido: 

1{ (a) ro = b - A xo (V.19a) 
(b) po 

= ro , í = O (V.19b) 

r1TP1 
2. a = ----- (V.19c) 

1 T 
P1 A pi 

3. xl+1 = xi+ aipi (V.19d) 

4. r1+1 = ri- ai A pi (V.19e) 

T . . 5. Se r1+1 . r1+1 < e houve convergenclaz PARE. 

PH-1T r1+1 
6. al = ii. (v.19f) 

F1 P1
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7' p1+1 = P1+1 + Blpi (V`19g) 

8. i = i + 1 , vá para o passo 2. 

Para cada passo do método o número de operações é o seguinte (c é o número 
médio de coeficientes não nulos por linha de A): 

Multiplicações Adições ou 
ou divisões Subtrações 

Cálculo de q = Ap Nc N(c-1) 

Produto escalar pTq 
_ N N-1 

a 1 - 
× N N 
r N N 

rT.r N N-1 
B 1 - 

p N N 

Total (c + 5)N + 2 (c + 4)N - 2 

Portanto o número total de operações é igual a_ (2c + 9)N. Se o número de 
iterações i se aproxima de N, o número de operações é da ordem de 2cN2. Se c 
for grande, este número se torna muito elevado (se c = N, tem-se 2N3 
operações, ao passo que o método de Cholesky necessita de N3/3 operações! 
(Lascaux'& Théodor, 1986)). Por isto, para que o número de iterações seja 
pequeno, é necessário efetuar-se o pré-condicionamento de A. 

O pré-condicionamento de uma matriz consiste na substituição da equação 
(V.1) pelo sistema equivalente. 

c* A × = c'* b 01.20) 

com C 1 escolhido com o objetivo de melhorar o condicionamento do sistema 
original. Na teoria, a melhor escolha é C_1 = A_1, porque assim o 
condicionamento do sistema é 1. Na prática, acha-se C_1 o mais próximo 
possivel de A_a sem que o calculo de C-1 seja muito custoso. Observe-se, 
porém, que não se pode aplicar o algoritmo de gradientes conjugados
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diretamente sobre o sistema (V.20) pois, mesmo que C_1 seja simétrica, C_1A 
~ z nao e necessariamente simetrica. Supondo-se que C seJa positiva definida, 

pode-se definir C_1/2 simétrica e definida positiva (Lascaux & Théodor, 1986) 
tal que: 

(C-1/2)2 = C-1 

Então: 

C1/2 (C-1 A) C-1/2 = C-1/2 A C-1/2 

é uma matriz símétrica e positiva definida. Portanto, ao invés de considerar o 
sistema (V.20), considera-se o sistema: 

(c`”2 A c`”2)(c”2 ×› = (c`”2 b) (v.21) 

OU. 

~~ ~ 
A x = b (V.22) 

o método de gradientes conjugados é, então, aplicado ao sistema (V.22). A 
equação (V.2) torna-se: 

Fi = c'”2 b - (c'”2 A c`”2)(c”2 ×¡) = c`”2(b - Axi) = c`”21~i (v.23) 

Define-se: 

Ei = C1” 
pi (v.24) 

. z 

Em paralelo, pode-se escrever as equações para as diversas variáveis 
utilizadas pelo algoritmo (V.19), levando-se em conta as igualdades 
anteriores:



~ T ~ ' T -1 r r (r C r ) ~ 1 1 ~ 1 1 
°°, = TÍT- °°, = *Wi 

A A Pi pi P1 Pi 

~ ~ ~ ~ ~ X =X +(X X =X +0. i+1 i ipi i+1 i lp! 

r = r - a Ã 5 r = r - a A p 1+1 1 1 
~ 

1 1+1 1 1 1 

~ T ~ T -1 r r (r C 
_ 
r ) 

š _ 1+1 1+1 
Ê ‹_ 1+1 . 1+1 

1 ~ T ~ 1 T -1 r r r C r 
1 1 1 1 

Iv Aø A1 Iv _1 Iv 

pi+1 
= 

ri-+1 + Bi pl pi+1 
= C ri+1 + B1 pi 

Portanto, o algoritmo (V.19) transforma-se no seguinte algoritmo, 
pré-condicionamento por C-1 é efetuado: 

1. (a) r = b - A x ` 
o o 

(b) C ZO = ro 
(c) po 

= Zo , 1 = O 

rlT Zi 
2' “1 = `_`í*""` 

P1 A P1 

3. x = x + a p 1+1 1 1 1 

4. r = r -'a A p 1+1 1 1 1 

T 1 . 5. Se r1+1 . ri+1 < e houve convergenclaz PARE. 

8. (a) C 2 = r i+1 1+1 

_ 
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(V.25a) 

(V.25b) 

(V.25c) 

fe 

(V.25d) 

(V.25e) 

quando o 

(V.2Ba) 
(V.26b) 
(V.28c) 

(vfzôd) 

(V.26e) 

(V.26f) 

(V.26g)
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Fi+1T 21+1 
(b) fa = í-_ (v.2õh) 

1 r T Z 
i 1 

7. p = Z + 3 p (V.26i) 1+1 1+1 1 1 

8. i = i + 1 , va para o passo 2. 

Note-se que, a cada iteração, além das operações habituais, é necessário 
resolver um sistema da forma: 

CZ = r (V.27) 

Portanto, é essencial que esta resolução seja a mais simples possível. Quando 
se utiliza a fatorização incompleta de Cholesky, C é decomposta no produto de 
uma matriz triangular inferior por sua transposta, isto é: 

c = T TT (v.28) 

Com isto, a resolução do sistema (V.27) é direta. 
A fatorização incompleta de Cholesky é semelhante à fatorização completa, 

exceto pelo fato de que os únicos elementos que serão calculados na matriz T 
são os que ocupam posições em que existem elementos não nulos na matriz A 
original, isto é: 

t = O se a = O 
13 xj 

Supondo-se calculados todos os elementos da matriz T até a linha i-1, os 
elementos da linha i são obtidos por: 

1-1 
t = a -Z t t / t , 3 â 1-1 (v.29a) ij ij k=1 ik jk jj 

1-1 
t 2 = a -2 tz 

} 
(v.2s-ab) il ii k 1 

ik 

Uma modificação do procedimento acima, proposta por Manteuffel (1978) 
consiste em utilizar um fator de deslocamento as para escalonar os elementos
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fora da diagonal por 1/(1+aS). A fatorização incompleta padrão é efetuada, 
então, sobre a matriz modificada. Este procedimento, denominado Fatorização 
incompleta deslocada ("Shifted Incomplete factorization") mostra-se bastante 
efetivo, mesmo para pequenos valores de 'aS, em problemas que apresentam 
convergência ruim com a fatorização incompleta padrão (Angeleri et al., 1989). 

V.4.2 O método de gradientes bi-conjugados para matrizes reais não-simétricas 
e indefinidas 

Considere a resolução do sistema 

Ax = b (V.30) 

onde A agora não é simétrica nem positiva definida. 
Define-se o resíduo: *

* 

r = b - Ax (V.31a) 

e o bi-resíduo 

V 

F=b-AT× (v.31b) 

e se estabelece a forma quadrática‹ 

112 = FT A* z~ + rT(AT)'1 F (v.32) 

Substituindo as expressões (V.31) em (V 32) obtém-se: 

nz = ×T (A + AT)× - 4.bT× + bT(A'1 + (AT)'1)b (v.33)_ 

A matriz A + AT é simétrica,' positiva-definida e, portanto, o método de 
gradientes conjugados pode ser aplicado a este sistema. No passo i do 
algoritmo toma-se a direção de busca pl e a bi-direção pl para os dois 
resíduos acima e é feita a procura do ponto ao longo destas direções para o 
qual h2 é minimizado. Ou seja: ` 

x = × + a p (V.34a) :+1 1 1 1
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x¡+1 - xi + ai pi (V.34b) 

Pode ser mostrado, de maneira análoga ã utilizada na seção V.4.1, que o mínimo 
2 ~ de h com relaçao a ai ocorre quando 

T- T T- -T -T _ 
pi P1 

_ “ipi A pi + 
px Pi 

_ “ipi Apx _ O 

Portanto 

1 p TF + p Tr 
oz =---_L * 1 * 

(v.:a5) 
1 2 -'r 

Pi Avi 

Adotando a seguinte escolha dos valores iniciais: po = ro e po = Fo, os 
termos do numerador são iguais, na iteração i = 0. Jacobs (1980) prova que 
esta igualdade é mantida nas iterações subseqüentes, se a seguinte 
generalização da expressão (V.18)

T 

B = r1+1 ' Pi+1 
(V 36) 

1 - T ` 

r r 
1 1 

que força a restrição A-bi-conjugado para os vetores de direção: 

pi Ap) =0 ,pmei.=j (V3W 

for verificada. Portanto, a expressão (V.35) torna-se: 

-T 
pl ri 

ai = - T 
pi Avi 

Pode-se mostrar (Jacobs, 1980) que uma expressão equivalente para ai é: 

- T r r 
oz = _¿-L- (v.38) 
da - T 

pi A pl 

Tendo em vista estas expressões, o algoritmo para o método de gradientes 
bi-conjugados para matrizes reais não simétricas é:
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1. (a) ro = b - A xo (V.39a) 
(b) ro = ro “ (V 39b) 
(c) po 

= ro (V.39c) 
td) So = Fo , 1 = o (v.39d) 

FÍT Pi 
`

i 

2. ‹× = -_-_* (v.39e) 
l _ T 

P1 A px 

3. xi+1 = xi + aípi (V.39f) 

4. (a) ri+1 = ri - ax A pi (V.39g) 

._ __ 'ri 
(b) rl+1 - ri - ai A pi (V.39h) 

T - _ 5. Se ri 1 ri 1 
< e houve convergenciaz PARE. + + 

Fi+1T ri+1 
8. B = ------ (V.39í) 

1 -T 
P1 Pl 

7' (a) p1+1 = Fl+1 + Bipi 
A 

(v'39`j) 

(b) px+1 = rx+1 + Bxpi (V'39k) 

8. i = i + 1 , va para o passo 2. 

No caso em que a matriz A é simétrica, o algoritmo (V.39) se reduz ao 
algoritmo (V.19), isto é, este é um caso especial do algoritmo mais geral 
(V.39). 

O pré-condicionamento do sistema não pode ser feito por uma matriz obtida 
pela fatorização incompleta de Cholesky, pois esta só é válida para matrizes 
símétricas. Uma solução é efetuar uma fatorização incompleta. de Gauss, ou 
fatorização LU (Lascaux & Théodor, 1986), isto é:



C = L U 

Neste caso, o algoritmo (V.39) se transforma em: 

1. (8) P0 = b - A X0 

(b) Po = ro 

(C) LU ZO = P0 

(d) po 
= 2° 

(el (Lu)T po = ro , 1=o 

FTZ 
1 Í 2. ‹×=_í- 1' - 

pxT A px 

3. x = x + a p 1+1 1 1 1 

4. (a) r1+1 = ri - al A pi 
._ _ 1'_ 

(b) r1+1 ` P1 _ ai A px 

T - . 5. Se ri+1 . ri+1 < e houve convergenc1a: PARE 

6. (a) LU Z = r 1+1 :+1 

(b) B _ ;g+1T Zi+1 *_ F2 
1 I 

7' (a) px+1 = Z1+1 + Bxpi 
T_. *_ (b) (LU) Z¡§1 - ri+1 

(C) pi+1 = Zi+1 + Bl pi 

8. í = í + 1 , vá para o passo 2. 
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(V.40) 

(V.41a) 

(V.41b) 

(V.41c) 

(V.41d) 

(V.41e) 

(V.41f) 

(V.41g) 

(V.41h) 

(V.41í) 

(V.41j) 

(V.41k) 

(V.411) 

(V.41m) 

(V.41n)
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V.4.3 O método de gradientes bi-conjugados complexos para sistemas de 
equações complexas 

Na resolução do regime permanente senoidal dos problemas de cálculo de 
correntes de Foucault é necessário determinar a solução de sistemas de 
equações com coeficientes complexos do tipo:

A x = b (V.42) 

Jacobs (1980) generalizou o método de gradientes bi-conjugados para estes 
sistemas. O algoritmo resultante, já levando em conta o pré-condicionamento,
é 

1. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

2. a
x

3 

4. 

r = b - A xo _ _ i 

pai cz-
O 

po 
_ Zo ' 1 = 

(F1,Z¡) 

(E¡,A pl) 

1+1 

(b) F = F1-(‹×i)' A" 51 

5. 

6. 

i+1 

1+1 

(Vo 
ro (ro) (V 
C Z = r (V o o 

2° (V 
- F (Vo 

.43a) 

.43b) 

.43c) 

.43d) 
43e) 
43f) O (V. 

(V.43g) 

xi+1 = xi +a1p¡ (V.43h) 

(a) r = ri - ax A pi (V.43i) 

(V.43j) 

Se Hr H < s , houve convergência: PARE. 

(a) C Z = r (V.43k) 1+1 1+1
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(r1+1'Z1-+1) 
(b) B = -ii- (V.43l) 

1 
‹Fi,zi) 

7. (a) p = Z 
V 

+ Bipi (V.43m) 1+1 _1+1 
' 

(b) C” ã = r - (v.43n) i+1 i+1 
_ _ *_ 

(c) pi*1 - Zl+1 + (Bl) pi (V.43o) 

8. i = i + 1 , vá para o passo 2. 

Note que * denota o conjugado complexo, CH denota a transposição de um vetor 
ou uma matriz com seus elementos sendo trocados pelos complexos conjugados. Os 
produtos internos indicados são complexos, isto é: 

I' 

(x,y) = xHy = (x )Ty (V.44) 

A matriz C, no caso de sistemas _complexos simétricos, é obtida pela 
fatorízação incompleta de Cholesky da matriz A: 

c = TTT 

onde T`‹ë uma matriz triangular inferior. No caso de sistemas complexos não 
simétricos, C é obtida pela fatorização incompleta de Gauss: 

C = L U 

Varios grupos utilizam o método de Gradientes Bi-conjugados complexos na 
resolução de sistemas complexos simétricos (Lavers & Kalaichelvan, 1985; 
Armstrong & Biddlecombe, 1982; Biddlecombe et al., 1982). Se a matriz A for 
Hermitiana (A = AH) este método se reduz ao método de gradientes conjugados 
com coeficientes complexos (Jacobs, 1980). 

Em um artigo recente, Van der Vorst & Melissen (1990) apresentaram: um 
método para matrizes complexas simétricas não Hermitianas, por eles denominado 
método dos gradientes ortogonalmente conjugados (COCG: Conjugate Orthogonal 
Conjugate Gradients), que é semelhante ao método de gradientes conjugados 
(Algoritmo V 26) com za substituição dos produtos internos xTy por formas
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bilineares complexas: 

[x,y] = (x)Ty = (x*,y) (V.45) 

Segundo os autores, este método apresenta taxa de convergência semelhante a do 
método de gradientes bi-conjugados com, aproximadamente, metade das operações 
por iteração. O método vinha sendo utilizado com sucesso por alguns grupos de 
pesquisa em cálculo de campos eletromagnéticos, mas, antes do trabalho de Van 
der Vorst & Mellissen (1990), não existia o ferramental teórico para 
valida-lo. 

V.5 Problemas não lineares: o método de Newton-Raphson 

V.5.1 O método de Newton-Raphson 

O método de gradientes conjugados, apresentado na seção anterior, é 
aplicável a sistemas de equações lineares. Em problemas não lineares, ele deve 
ser associado ao método de Newton-Raphson, que é um método iterativo de 
resolução de sistemas de equações não lineares. 

Seja o sistema de equações: 

A x = b (V.46) 

onde A e b dependem do valor de x. Define-se o resíduo: 

r = A x - b (V.47) 

Supõe-se conhecida uma estimativa para x, xl. Com este valor, pode-se calcular 
Ai = A(xi) e bi = b(xi). Com isto, o resíduo ri = r(xi) é dado por: 

r* = A* x* - b* (v.4s) 

Deseja-se calcular uma aproximação x1+1 da solução, tal que: 

rifl = r(xH1) = r(x1 + Ax) z O (V.49)l 

O algoritmo do método de Newton-Raphson é obtido desenvolvendo este resíduo em 
série de Taylor em torno do ponto xl:

(
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i 

r1+1 = r(xi) + 
[ 
-%§- 

} 

. Ax + termos de ordem = O (V.50) 
superior a 1 

Desprezando-se os termos de ordem superior a 1 na equação (V.50) obtém-se:

1 

ôr _ _ 1 

[ 
-ã§- 

} 

Ax - r (V.51) 

Define-se a matriz Jacobiana: 

l 1 l 

_ ôr _ 1 ôA 1_ ôb 

Com isto, o sistema (V.51) torna-se: 

J Ax = - r(xi) (V.53) 

Resolvendo-se este sistema. de equações (usando, por exemplo, o método de 
gradientes conjugados com pré-condicionamento), determina-se Axf O valor de 
1+1 ~ x pode, entao, ser calculado: 

×l+1 =¶x¡ # Ax (V.54) 

Se não houver convergência, este vetor é usado para calcular os novos valores 
de J e r (equação (V.53)) e novos valores de Ax. O processo contínua, até que 
a convergência seja alcançada. 

V.5.2 Aplicação ao problema magnetostático com dois potenciais escalares 

No problema magnetostatíco com dois potenciais escalares (seção Il.5), o 
sistema de equações a ser resolvido é: 

K U = f- (V.55) 

onde o termo geral da matriz K é dado por (equação (II.112)):
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1< =I 41 çzwúu qzwziu zm- (v.ss) lj Q 1 j 

e o termo geral do vetor do segundo termo é: 

fizz 
Í 

pogfzzzduxgzumuldnci +í qzzzzz1NiBz~dQ 
xefkj S21 Qu 

+ƒ no (us . nl) Ni dr ‹v.sv› 
Fkjufzj 

Supondo-se que a indução remanente não varie com o valor do campo nos imãs, o 
termo fi é independente dos potenciais. Portanto, o termo geral da matriz 
Jacobiana é dado por: 

ô1< 
J = K +2 iu (v.58) 
11 11 E ôUJ zu 

Porém, o único termo de Kám que depende dos potenciais é a permeabilidade 
magnética (quando se está na região Qk, pois na região Hj, p = po constante). 
Portanto: 

ax 
-?*J“'_J. qzwâuxqzwziu _Ê%_dn (v.59) 

J flk "`
J 

Mas, 

ap ap ô|| H nz = . (v.õo) 
au; ôunuz 6 U;

e 

21 nun -(;gzz‹zâNKuK).(K§__:1gzz‹zâNKuK) (v.s1) 

Portanto: 

¿L¡Íl2=2qzz×z‹1N Zqfzzzâuu (vez) ôUj J' 
K xx '
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Substituindo (V.82) em (V.60) e o resultado em (V.59) e (V.58), obtém-se: 

z ___ô“ ‹

` 

JU Km +;Lkgmu1 N1.(qzwz1 Nm um)ô"H"2 . zm gzuzà NK UK] .gzzzzâ NJ do (v.õ3) 

Levando-se em conta a definição do campo H dentro da região Qk, obtém-se: 

J =1< + 2(qzz‹zaN.H)Ê-(qzzzzâN.H)dn (v.e4) *J *J mz * ôunuz J 

-ÊE-E pode ser obtido facilmente da curva B-H do problema. 
ÔHHH 

A expressão (V.84) é válida para elementos situados dentro da região Qk. 
Para estes elementos, Ji) deve ser recalculado a cada iteração. Para elementos 
situados na região Qj, p = po, constante, e Ji] é dado por: 

.J =1< =I ;z°qzw.‹1N gzzaâu do (v.õ5) 
11 11 m 1 1 

Esta contribuição pode ser calculada somente na primeira iteração do método de 
Newton-Raphson, mantendo-se constante nas demais iterações. 

V.5.3 Aplicação ao problema de correntes de Foucault utilizando o método 
^'V¬/1'¢ ~ 

Suponha-se o regime permanente senoidal. A equação a ser resolvida é a 
(III.82), isto é: ' 

C 

ÊAA + JWÊAA Jwçúv šAW¢ Ê QA 

[Jw§M1T _ 1* = o (v.õs) 

-w¢ *" 

Lz.É << O 

' T 
[15W¢1 9 K ‹_,g› gw 

Neste sistema de equações, vários termos não dependem das incógnitas. 
Usando as definições das submatrizes (equações (III.81) e sabendo-se que q não 
varia com a intensidade dos campos, conclui-se que C , C , K , C , fA e 

. -AA -Av -ú¢¢ -vv - 
§W¢ são independentes de A, V ou {W›¢}. Portanto, a matriz Jacobiana deste



sistema é dada por:

É ._:-I 

> > 
_-_"<.._

O

É 

~:

: 

gi*

A 

IN 

sf _A¡/¡¢ 9 

ÊAA + Jwg -A¢¢ [ÕÊAA/ôê]ê 

J = [Jw§Av1T jwg o + Q

9

O

O 
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Ê

Ê 

[âgw/õ‹1z,g›] ‹11,g› 

V 

(V.67) 

A matriz š¢¢ é dada pela mesma expressão da matriz K do problema 
magnestostático. Portanto, a sua contribuição para a matriz Jacobiana é 
calculada pela expressão (V 84). A única contribuição adicional é o termo: 

ÕÊAA a5'Ê 
que é calculado a seguir. ÉAA é dado pela expressão (III.81e): 

ij _ T . .

Y 

ígu 
_ 
ƒmunb 

zz [mz N11 . [mz NJ] + mw u_i1[pâw N11] zm ‹v.õs› 

Portanto, o único termo que depende do potencial A é a relutividade v. (Quando 
se está em Qf, pois em Qb v = 1/po = constante). Portanto: 

JU =1<“ + 'wc +2 852:' 
A (v 69) -AA -úâ J -úâ 

m ôAj ' m ' 

Mas: 

ôK““ -

' 

_`^i-=Í ôi[w¢N1T.[w¿N1+'[àwN1T[¢wN1<m'(v.7o) 
ÔÀJ gr ÕÀJ l m i m 

Mas:

2 
~ 3; z 8» 2. gy' um 

J ÔHBH j
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H 
usnz = Z [fm NK] AK] 

_ [fmz NK] AK (v.72) 
K K 

onde H indica a transposição conjugada. Portanto: 

-'ílB"_2=z[wzN1 Xffwzuld' (vn) 8 AJ 3 
' 

K K x ` 

Substituindo-se (V.73) em (V.71) e o resultado em (V.70) e (V.69) obtém-se: 

JU = K” + .iwc + 2ôi[[zwm1T.B + {d,wN1[¢L¿,‹zA1].[B' [w:N1:| da -AA _AA -AA nf 1 Í. j 

A (V.74) 

B=X[zwzNm1Am 

fd»-»A1={[âz>zzum1Am 

Observações: 

Como B e H não são mais grandezas instantâneas, passando a ser tratados 
em cada pontodo espaço, por fasores, um valor de permeabilidade, peq, 
deve ser utilizado, de modo a representar, de maneira "equiva1ente", 
toda a parcela da curva de magnetização percorrida durante um ciclo 
pelas grandezas senoidais. Do ponto de vista de cálculo dos valores 
instantâneos de B ou H, esta aproximação leva a erros grosseiros (Jack 8. 

Mecrow, 1990). Isto porque, na presença de materiais saturáveis, a 
excitação do sistema a uma determinada freqüência leva ao aparecimento 
de outras freqüências na resposta. Atconsideração de uma permeabilidade 
equivalente não incluí estes efeitos no modelo e a resposta contém
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apenas componentes fundamentais. Do ponto de vista das perdas causadas 
pela circulação de correntes de Foucault, porém, esta aproximação traz 
bons resultados, (Jack & Mecrow, 1990). Segundo Jack & Mecrow (1990) 
isto é devido ao fato da excitação do problema ser feita em uma 
freqüência única e que, portanto, somente o 13 harmônico da resposta 
produz potência ativa ao longo de um ciclo da excitação. 

Diferentes formas de se calcular ueq foram propostas na literatura 
(Du Terraíl et al, 1984; Lavers, 1983; Minnich et al., 1984; Jack & 
Mecrow, 1990). 

Lavers (1983) e Minnich et al. (1984) definiram pèq como a razão 
entre os valores rms de B e H; 

(B)Í`mS 
U-eq = -Ti 

I`II'IS 

Du Terraíl et al. (1984) definiram p como o valor rms de p sobre eq
_ 

um período de excitação, T: 

1/2 T/2 
_ 2 

7

2 
Heq _ [T Jo H» dT (V.76) 

Jack & Mecrow (1990) definiram u como a razão entre os componentes eq 
fundamentais de B e H: 

(B)f 
Heq = -~ 

Segundo Jack & Mecrow (1990) estas últimas aproximações levam aos 
mesmos resultados desde que se considere que a excitação (não 
necessariamente a resposta) é senoidal. Isto porque somente harmônicos 
de mesma freqüência produzirão um valor médio diferente de zero sobre um 
ciclo da senoide de entrada. 

2.»A resolução do sistema de equações lineares gerado a cada passo do 
método de Newton-Raphson é feita utilizando-se o método de gradientes 
conjugados com pré-condicionamento. Suponha-se que o método de 

Newton-Raphson atinja a precisão desejada após N iterações. As N-1 

iterações anteriores são somente passos intermediários para se alcançar
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a solução final. Portanto, não é necessario estipular-se uma precisão 
muito elevada para o término do método de Gradíentes Conjugados durante 
estes passos. Com isto, o tempo de computação é diminuído. 

Além disto, a matriz Jacobiano sofre grandes variações nos primeiros 
passos do métodq de Newton-Raphson. Após alguns passos ela não muda 
muito. Portanto, o cálculo da fatorízação incompleta de Cholesky, pode 
ser feita somente nos m primeiros passos do método de Newton-Raphson e, 

nos passos seguintes, utiliza-se a mesma matriz de pré-condicionamento 
calculada no passo m. ~ 

Esta estratégia para acelerar o método foi proposta por Henneberger 
et al (1990). Segundo os autores, mesmo com m igual a 2, são obtidos 
resultados excelentes.
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CAPÍTULO VI - RESULTADOS OBTIDOS 

VI.1. Introduçao 

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com os três programas 
processadores, isto é, ‹> magnetostático, <› de correntes de Foucault e ‹: de 
aquecimento indutivo. Os programas foram implantados em um microcomputador 
compatível com o IBM-PC-AT. 

Para os problemas escolhidos existem soluções analíticas ou resultados 
experimentais. Com isto, se consegue validar os métodos empregados. Somente no 
caso de aquecimento indutivo esta estratégia não foi obedecida, por não haver 
resultados disponíveis. A comparação, neste caso, é efetuada com os resultados 
de um problema axi-simétrico obtidos por um programa bidimensional (Bleuvin, 
1984). 

VI.2. Problemas magnetostaticos 

VI.2.1. Blindagem magnética: casca esférica em um campo magnético uniforme 

Este exemplo possui solução analítica (Jackson, 1983) e é um bom teste para 
se checar o programa magnetostatico em dominios onde não existem correntes 
elétricas. O problema consta de uma casca esférica de raio interno igual a "a" 

e externo igual a "b", feita de material com permeabilidade relativa p, e 
localizada em um campo magnético uniforme Ho, posicionado segundo a direção 2, 

conforme a figura VI.1. 
Deseja-se calcular o campo na região próxima à esfera. A solução analítica 

para este problema é dada, em coordenadas esféricas, por (Jackson, 1983): 

-6 cos 6 r + 6 sen 9 9 , r < a 

H = (-B + 27 / r3)cos 9 g + (B + y / r3)sen 9 Q_ , a < r < b (VI.1) 

(Ho + 2a / r3)cos9 g + (-Ho + a / r3)sen 6 Q , r > b 

onde: 

9u ô=- 
‹zu+1›‹»+z›-zz3‹»-1)2/ b3
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Devido ao fato da esfera possuir 3 planos de simetria, ela pode ser 
representada por apenas 1 octante (Fig. VI.2). Escolhe-se u = 1000, a = 0.05 
m, b = 0.055 m. A fronteira esférica externa é localizada a 3 diâmetros de 
distancia, em um raio de 0.3 m. 0 campo Ho é igual a 1/po, o que gera uma 
indução, Bo, igual a 1 T. As condições de contorno são escolhidas de maneira a 
que se tenha esta indução segundo a direção z. Uma escolha coerente consiste 
em aplicar um potencial de magnitude z/po nos nós externos, onde z é a 
coordenada z do nó. No plano de simetria z = 0, o potencial é nulo. Nas demais 
fronteiras, tem-se condição de contorno de Neumann (Fig. VI.2). 

0 módulo do campo é constante dentro da esfera, servindo como teste para a 
precisão do programa. Na Fig. VI.3 tem-se o erro percentual sobre este valor 
para várias malhas de elementos finitos diferentes. Na figura VI.4., o mesmo 
gráfico é apresentado em escala logaritmica, o que fornece uma idéia da taxa 
de convergência do programa. Pode-se notar neste gráfico que, para atingir 
precisão da ordem de 1% (log(0.01)=-2), seriam necessarias, aproximadamente, 
5600 equações (z 103'75). "

' 
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Numero na equucoes 

Fig. VI.3. Erro percentual para o campo no interior da esfera em função do 
número de equações. 

0 erro entre os resultados analíticos e numéricos deve ser resultante do 
erro de aproximação do método de elementos finitos e do fato da geometria não 
estar representada de maneira totalmente correta ( a esfera é aproximada por
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superfícies planas e a fronteira externa não esta no infinito, mas somente a 3 

diâmetros do centro da esfera). Este erro, porém, é extremamente pequeno e 

tende a diminuir a medida em que a malha é refinada. 

-1 . 0 
LOG (Erro) 

-1.2- 

-i.4- - 

'-1.5- 

-1.8- 

-2.0- 

-22 °~ 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 ` 

3.50 3.75 4,00 

'LOG ( Ef‹a§B'z-'Q 

Fig. VI.4. Erro em escala logarítmica 

VI.2.2. O problema do IEEJ 

Este problema foi proposto por um comitê do Instituto de Engenheiros 
Eletricistas do Japão (IEEJ) para testar e comparar programas de calculo 
magnetostático tridimensional (Nakata et al., 1989). 

A figura VI.5; mostra o modelo proposto. Um núcleo retangular aberto é 

envolvido por um enrolamento com 457 espiras no qual circula uma corrente 
contínua de valor igual a 6.56 A (Número de Ampére-espiras = 3000). 

Uma caixa de blindagem, de espessura igual a 1.6 mm fecha o núcleo. As 

permeabilidades relativas do núcleo e da blindagem são assumidas iguais a 

1000, e problema é linear devido ao grande entreferro presente. 
A fig. VI.6. mostra os pontos nos quais os valores calculados e medidos são 

comparados. A medição da densidade de fluxo é feita por uma sonda de efeito 
Hall e, como a área da sonda não é suficientemente pequena, a densidade de 

fluxo não pode ser medida com precisão em regiões onde a amplitude e a direção 
do vetor indução variam abruptamente. Portanto, os pontos onde existe menor 
variação das induções são escolhidos para comparação.
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Fig. VI.6. Pontos de comparação entre os valores medidos e calculados. 

As medições foram efetuadas na Universidade de Okayama e nas empresas Fuji, 
Meidensha e Yaskawa, todas no Japão. 

Devido à simetria do problema, apenas 1/8 dele é analisado, conforme a Fig. 
VI.7. Pode-se fixar condições de contorno de Dirichlet no plano z=0, porque o 

campo magnético é perpendicular a ele. As outras fronteiras têm condição de 
contorno de Neumann homogêneas.

V
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A malha de elementos finitos utilizada é representada esquematicamente na 

Fig. VI.8. Nesta figura aparece somente a discretização dos materiais 
magnéticos. O problema tem um total de 1440 elementos e 1859 nós. O número de 
equaçoes é igual a 1690. 

Na figura VI.9. apresenta-se a distribuição da indução magnética sobre os 
materiais magnéticos. 

Na tabela Vl.1 apresentam-se os valores calculados e os experimentais nos 

pontos indicados na Fig. VI.6. ' 

Para os pontos de 1 a 4, os erros estão em um limite de 4%. O ponto 5 

apresenta um erro intermediário e o ponto 6 apresenta um erro muito elevado. 

Os pequenos erros entre os resultados calculados e os medidos podem ser 

resultantes de ter-se desprezado a não lineridade do núcleo e da blindagem e 

pelo fato da. area. ativa. da sonda de efeito Hall não ser suficientemente 
pequena para efetuar medidas precisas nas regiões onde a variação do campo
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magnético é grande. O erro muito grande na proximidade da blindagem (ponto 6) 

pode ser devido à existência de um orifício em seu ponto central superior, 

necessário para a introdução da sonda no interior da caixa magnética (Nakata 

et al., 1989). . 
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Fig. VI.8. Malha do problema. 

Tabela VI.1. Comparação entre os valores calculados e experimentais 

Ponto Coordenadas (mm) B (x 10-2) T Erro 
x y z Calcul. Experím. 

1 0 0 110 2.3595 2.400 -1,69 % 

2 40 0 110 2.9391 2.981 -1.41 Z 

. 
40 

` 3 40 40 110 3.5274 3.550 -0.64 % 

4 60 O 90 2.6793 2.773 -3.38 Z 
‹ 5 60 90 3.1058 3.405 -8.79 % 

6 b O ` O 190 1.2707 ~1.090 +16.58%
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Fig. VI.9. Distribuição da indução magnética sobre os materiais magnéticos. 

VI.2.3. Um problema magnetostático não linear 

Este problema foi adotado como um dos problemas-teste para comparação de 
programas de cálculo de campos eletromagnéticos tridimensionais (Turner, 
1990). 

Ele consta de um enrolamento que atravessa dois núcleos de aço abertos e 

deslocados em relação ao centro da bobina (Fig. VI.10). Entre os núcleos 
“existe uma placa, também de aço, através da qual o fluxo dos núcleos se fecha. 
A curva B-H do aço utilizado esta representada na fig. VI.11. 

Somente 1/4 da geometria precisa ser considerada, se a sua simetria em 
relação ao plano z = O e a condição de periodicidade entre os planos o-p e 

o-q, isto é: 

= VI.2 ¢p ¢q ( )
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Fig. v1.1o Pmbiema magnemstâtico nâo iineahz (a) vista de frente; tb) vista 
superior (Turner, 1990). '

. 

A figura VI.12 (a) mostra a distribuição da indução magnética segundo um 
plano na direção x-y, com z = 83.2 mm. Na figura VI.12 (b) é mostrada uma 
vista 3-D desta distribuição. `
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Fig. VI.11. Curva B-H do aço (Turner, 1990) 

Nakata et al. (1990(c)) efetuaram medições do fluxo magnético nas seções 
Sa, Sb e Sc do núcleo e da placa central (Fig. VI.13) com a f.m.m. de 
excitação igual a 1000 e 3000 A-espiras. 

Na fig. VI.14 os valores médios da densidade de fluxo nestas seções são 
comparados com os valores obtidos através do calculo 3D. 

A aproximação entre os valores calculados e os medidos é melhor para 
excitação igual a 3000 A-espiras do que para 1000 A-espiras. O erro existente 
na excitação mais baixa deve ser devido a erros intrínsecos ao experimento 
(determinação da curva B-H, medição de B) e à variação de B dentro de cada 
seção. É importante ressaltar que os resultados obtidos são compatíveis com os 
calculados numericamente por outros grupos (Nakata et al., 1990(c)). 

Este problema, por envolver um número de variáveis elevado e ser não linear 
demanda tempos de processamento elevados. A malha de elementos finitos adotada 
possui 1580 nós. Destes, 56 são periódicos e 195 estão sobre o plano z = 0, 

onde se impõe o valor do potencial, o que reduz o número de equações a 1316. A
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' 

O sistema não linear convergíu após 14 íterações, sendo 3 efetuadas pelo 
métodode aproximações sucessivas e 11 pelo método de Newton-Raphson. O tempo 
total de processamento em um microcomputador IBM-PC-AT foi igual a 2 h e 17 

minutos.
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VI.3. Problemas de correntes induzidas 

Existem varios problemas-teste definidos pela' comunidade de cálculo de 
campos eletromagnéticos (Turner et al., 1988; Turner, 1988; Turner, 1990) com 
o objetivo de comparar programas de cálculo e seus resultados. A cada ano, são 
promovidos vários "Workshops" internacionais com esta finalidade. Estes 
Workshops foram denominados de TEAM-Workshops (TEAM = Testing Electromagnetic 
Analysis Methods). Os problemas incluem calculos transitórios, o regime 
permanente senoidal, materiais magnéticos e não magnéticos, etc. Para todos 
eles existem soluções analíticas ou resultados experimentais. Os problemas 
apresentados nesta seção fazem parte dos TEAM-Workshops. 

Vl.3.1. Esfera em campo uniforme 

Este problema é semelhante ao apresentado na seção Vl.2.1 e também possui 
solução analítica (Emson, 1988). A geometria é a mesma, porém a casca esférica 
é condutora (condutividade igual a 5x108 S/m e permeabilidade relativa igual a 
1). 0 campo magnético, apesar de uniforme, tem variação senoídal no tempo, a 
uma freqüência de 50 Hz, e amplitude de pico de 1 T. 

Devido à existência de simetria, apenas 1 octante da esfera precisa ser 
calculado. O raio interno é igual a 0.05 m e o externo, 0.055 m. A fronteira 
esférica externa é localizada a 3 diâmetros, em um raio igual a 0.3 m. As 
condições de contorno sobre o potencial escalar são escolhidas de maneira a 
conduzir ao campo de 1 T segundo a direção 2. Na fronteira externa adota-se W 
= 2/po, onde z é.a coordenada z do nó. No plano z=0, w = 0. Nos planos y = 0 e 
x = O, ôw/ôn = O. 

As condições de contorno sobre o potencial vetor A* são: 

1. plano z = 0, A; = O; 

ä 'I 

2. plano x = 0, A = 0 e A = 0; 
._ y 2 

%l› ¬ ii 

3. plano y = 0, AX = O e Az = 0. 

Estas condições estão representadas na figura VI.15. 
Na Fig. VI.16. apresenta-se a variação de B2 (resultados numéricos e 

analíticos), ao longo da linha radial correspondente ao eixo x. A linha se 
estende da origem até um raio de 0.1 m (duas vezes o raio da esfera). Mais uma



vez, 
líticos. 

verifica-se uma Ótima aproximação entre os 
ana 

¢ = Z/po
{ 

Fig. VI.15. 

AX: * i 

~2 
1...- ,â nu» ,o lc QI.. In :nl u..¡.l it-_* :zgp , _-_ I_-n 

um, '..-.\'‹-'

L 
roblema da Condições de contorno para o p 

o,Az 
ôzp 0\_ 

ãn 

resultados numéricos

â "`Ay=o,AÊ 

esfera em 

173

e 

=oO
Ô 1:0 

campo

\ 

LO 

O5 

Fig. 

B2 (T) 
15

_ 

nalutñco) + ¡Real! (A 
ria (AnaI.)

¬ 

_ +
i 

af 0-0% aê af aê 

Ihmag. (Num) ===-¿> 

~+ × imagina K Real (INum.) 

>.'§<~>@< -------- -->< ------ --›<

3

Í 

_______ __x__________

X
1 

uniforme. 

Xi

i1 

(IOS OJ (106 CIO4 
-0.5 o 

o 0.02 
X (mi 

VI.18. Componentes real e imaginário de BZ em funç ão de x (em z=0 e y=0)



174 

VI.3.2. 0 "Bath-cube" 

0 "Bath-cube" é um experimento desenvolvido na Universidade de Bath 
(Inglaterra) com a finalidade de comparar os resultados de programas de 
calculo de correntes de Foucault 3D com resultados experimentais (Davidson & 
Balchin, 1981). 

Ele consta de uma cavidade localizada entre os pólos de um eletroímã (Fig. 

Vl.l7). 0 pólo inferior é vazado, e é denominado de "caixa". 0 pólo superior 
(daqui'para frente denominado de pólo) quase fecha completamente a caixa. No 
espaço em forma de paralelepípedo assim delimitado são distribuídos, 
simetricamente, quatro blocos de alumínio (daqui para frente chamados de 
cubos). Uma força magnetomotriz senoidal, de amplitude de pico igual a 1000 
A-e e freqüência de 50 Hz é aplicada entre o pólo e a caixa. 

Entre os blocos de aluminio e a caixa é deixado um entreferro de 4mm, 
espaço sufciente para a passagem de uma sonda de efeito Hall, que pode ser 
movida paralelamente ã direção y, ao longo da linha z = 2 mm, x = 70 mm. A 
sonda mede a amplitude de B segundo a direção z e a sua fase com relação à 
força magnetomotriz de excitação. 

Devido ã simetria do problema, pode-se calcular apenas 1/4 dele, no caso o 

quadrante x 2 O e y 2 0. Como o pólo e a caixa são feitos de aço laminado, 
assume-se que sua permeabilidade magnética é infinita, isto é, que o campo H é 

normal às suas superfícies. Levando-se em conta a força magnetomotriz 
aplicada, estipula-se: 

W = 1000 , sobre o pólo 

¢ = 0 , sobre a caixa. 

No restante do contorno, tem-se o campo H tangente à fronteira, e a condição 
de contorno de Neumann: 

po gá = O (VI.3) 

Em z =-96 mm, utiliza-se, também, esta condição (Bossavit, 1988(d)). Neste 
caso, a equação (VI.3) é apenas uma aproximação da situação real. 

Na Fig. VI.18 apresentam-se os valores do módulo e fase de BZ ao longo da 
linha x = 70 mm, 2 = 2 mm (Mesquita & Bastos, 1990(a)).
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Na Figura VI.19 mostram-se os valores do módulo e fase de BX ao longo da 

linha x = 120 mm, z = 20 mm. 
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Existe boa aproximação entre os valores experimentais e numéricos dos 
módulos nos dois casos. A fase, porém, apresenta grandes discrepâncias. Estes 
erros, também aparecem nos resultados obtidos por outros grupos de pesquisa 
(Bossavit, 1988 (d) e Emson, 1990, entre outros) e ocorrem na região de baixos 
valores de densidade de fluxo, onde erros numéricos no cálculo da fase são 
comuns (Bossavit, 1988(d)). 

A figura Vl.2O mostra a distribuição da densidade de corrente e da indução 
magnética sobre a superfície do cubo (componentes reais). Nota-se o efeito de 
blindagem sobre a indução magnética, causada pela circulação das correntes no 
cubo. 
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Fig. VI.20. Distribuição da densidade de corrente e indução magnética sobre a 
superficie do cubo (componentes reais). 

A figura VI.21 apresenta as densidades de potência induzidas sobre a 
superfície do cubo. 
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Fig. VI.21. Densidade de potência sobre a superfície do cubo. 

VI.3.3. O "Bath-plate" 

0 "Bath-plate" é outro experimento desenvolvido na Universidade de Bath 

(Rodger, 1988). 
A 

_ _ 

Neste problema, correntes de Foucault são induzidas em uma placa retangular 

de alumínio com dois furos internos, por ação de uma bobina indutora por onde 

circulam correntes senoidais que criam uma força magnetomotriz de amplitude 

igual a 1260 A-e nas freqüências de 50 ou 200 Hz (Fig. VI.22). 

O topo da bobina ocupa a posição 2 = 235 mm.As fronteiras do problema são 
estendidas até x = i 255 mm, y = t 280 mm, 2 = 400 mm e 2 = 0 mm. 

A bobina indutora é cilíndrica e pode ocupar duas posições diferentes. Na 

primeira, o seu eixo esta localizado sobre o centro do prato. Neste caso, 

pode-se calcular apenas 1/4 do problema, conforme indicado na Fig. VI.23a. 

As condições de contorno para os diversos potenciais neste caso são: 

1. Em x = 0, B . Q = 0 e J A Q = 0. Logo: 

po ô¢/ôQ = 0

e 
-I' I' 'I 

A A Q = 0, isto é: A = 0 e A = 0 .

y z
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Fig. VI.22. Geometria do Bath-plate (Rodger, 1988). 

2. Em y = 0, B . Q = O e J A Q = O. Logo: 

po â¢/ÕQ = O
6 

ä' i ä 
A A Q = O, isto é: A = O e A = O x z 

3. Nas demais fronteiras tem-se po ô¢/ôQ = 0. 

80 

Na segunda posição, o eixo da bobina está localizado no centro de um dos 
buracos do prato. Neste caso, existe simetria somente em relação à linha x = O 

, e metade do problema deve ser calculado (Fig. VI.23b). As condições d
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contorno, em ×=0, são: 

B . Q = .O ~ e J A Q = 0. Logo: 

p0 Õ¢/ÕQ = O 

e - 

V

' 

'Í' 
` 

'Í' 'Í' A^g=o,ístoézA=oéA=o. 
y -2 

Nas demais fronteiras, po ô¢/ôg = O. 

4' # â i ”¬n Ay=o)¿z=~o 

1 v 
AX = AZ 

TV 
(a) 

'li it 'Ay=Az=o`~

I 

(b) 

T' 

Fig. VI.23: Condições de contorno para o "Bath-plate". (a) Bobina com eixo no 
centro do prato. (b) Bobina com eixo no centro de um dos buracos do prato. 

Devido à existência dos "buracos" no prato, a região Q: é multiplamente
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conexa. Por isto, introduz-se uma região de condutividade baixa no "buraco", 

de modo a tornar Qf simplesmente conexa. 
Na interface entre as regiões de diferentes condutividades forca-se: 

'I A.n=0 
onde Q é o vetor normal a interface entre as duas regiões. Com isto, o 

_

i 
problema de salto no componente normal de A nesta interface não aparece neste 
caso.

_ 

A figura Vl.24(a) mostra a distribuição da densidade de corrente na placa, 
para a bobina com eixo no centro da placa e freqüência de 50 Hz. A figura 
Vl.24(b) mostra a distribuição da densidade de potência sobre a placa. 
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Fig.VI.24. (a) Correntes, (b) Densidade de potência: Bobina no centro da placa
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A Figura VI.25 mostra a distribuição da densidade de corrente (a) e da 
densidade de potência (b) na placa, para a bobina com eixo no centro de um dos 
buracos da placa (50 Hz). 
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Fig. VI.25. (a) Correntes induzidas. (b) Densidade de potência: Bobina com 
eixo no centro de um dos buracos da placa, 50 Hz. 

A Figura VI.26 mostra a variação de BZ (módulo e fase) ao longo da linha x 
= 0, z = 200.5 mm, com y variando entre O e 55 mm, na freqüência de 50 Hz, 

quando a bobina esta centralizada.
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Fig. VI.26. B2, 50 Hz, bobina centrada. (a) Módulo ; (b) Fase. 

A figura VI.27 mostra a variação de BZ ao longo da mesma linha (porém com y 
entre i55 mm), com a bobina descentralizada. 

A figura VI.28 repete as condições da Figura VI.25, porém com freqüência de 
200 Hz. 

Verifica-se que os resultados numéricos e os experimentais apresentam uma 
boa correlação. Além disto, o erro aumenta com o aumento da freqüência, o que 
é razoável, pois a 200 Hz a profundidade de penetração é bem menor que a 50 
Hz, e a malha de elementos finitos torna-se pior.
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VI.4. Problemas termo-eletromagnéticos _ 

Para estes problemas não foi possível a utilização de exemplos com 
resultados analíticos ou experimentais. Por isto, para validar o programa, 
calculou-se um problema com simetria axial para <› qual existem resultados 
obtidos por um programa de aquecimento indutivo bidimensional (Bleuvin, 1984). 

Somente depois de verificado que os resultados eram semelhantes é que se 
calculou um caso totalmente tridimensional, onde as potencialidades do método 
podem ser exploradas. - 

' - 

VI.4.1. Um problema de aquecimento axí-simétríco 

O problema apresentado na figura VI.29 (Bleuvin, 1984) é composto de um 
enrolamento indutor percorrido por uma. corrente de excitação senoidal, de 
freqüência angular w, mais uma armadura que canaliza as linhas de campo. A 
bobina induz correntes de Foucault em um tarugo metálico, que sofre um 
processo de aquecimento por indução.

Q 

Enrmomento Pmno de fimetmd 
¡ndutor\\ 
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`\>< Í 

i | l F Í | |

.

F | 1 _____ ______._.__ ...QT Ei×0 de 
' 

_ 
rotocoo 

Q-tarugo ` l><l 
Fig. VI.29. Problema de aquecimento indutivo axi-simétrico. 

Com a finalidade de comparação de resultados, adotam-se as mesmas 
aproximações empregadas por Bleuvin (1984), isto é:
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1. Leva-se em conta o eixo de simetria do problema (Fig. VI.29), o que 

reduz a parcela da geometria a ser calculada; 

2. A densidade de potência elétrica é calculada por um programa de cálculo 
bidimensional e é mantida constante ao longo de todo o transitório de 

aquecimento. Limita-se a região de circulação de corrente induzida ã 
parte hachurada da figura VI.30. Mantém-se, nesta região, uma densidade 
de potência constante no tempo e no espaço igual a q = 2.35 x 107 W/m3. 

3. As propriedades térmicas do material. são descritas pelas equações 
(IV.13) e (IV.15). Os seguintes coeficientes são adotados: Ko = 40; K1 = 

89.48; ru = 250; § = 9.36 x 108; Sig = 20; Tc = 1033 OK; co = 4.88 x 106 

. As temperaturas são expressas em OK. Note-se que, para este exemplo, 
Bleuvin adotou uma representação parabólica para a variação de k com a 

temperatura, o que da origem a pequenas diferenças de resultados. 

4. As condições de contorno térmicas são representadas na Figura VI.30. Os 

valores adotados para os coeficientes de contorno térmico são: h = 10 e 

e = 0.8. A temperatura ambiente e íguai a 3oo°1<. 

Rodmçdo I mano de 9 N I smetrm convecçdo ¶> 
__.__ ._._____,___ On:O 

Z 
A 

Eixo de 
r 

'On rotação 

Fig. VI.30. 0 domínio térmico e suas condições de contorno. 

Com estas condições, pode-se simular o crescimento da temperatura no tarugo 
submetido a uma fonte térmica constante. Esta consideração torna o modelamento 
do fenômeno fisico original - aquecimento por indução - imperfeito, pois a 
variação das características eletromagnéticas com a temperatura não está sendo 
levada em conta, assim como a passagem do problema de magnético para_não 
magnético em torno do ponto de Curie. Porém, a preocupação deste exemplo é 

apenas analisar as características transitórias do problema do ponto de vista 
térmico, com a finalidade de compara-las com um exemplo que possui solução 
numérica conhecida.
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A figura VI.31. mostra as linhas isotermas em varios instantes de tempo 
ao longo do processo de aquecimento. 
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Fig. VI.31. Isotermas em vários instantes de tempo ao longo do processo de 

aquecimento.
T 

A Fig. VI.32 mostra a variação da temperatura nos pontos mais quente (ponto 

1) e mais frio (ponto 2) em regime permanente (ver Figura VI.30). Estes 
resultados são comparados com os obtidos com o programa 2-D de Bleuvin (1984). 
Verifica-se uma diferença pequena entre os resultados dos dois programas, que 
deve ter sido causada pela representação distinta da condutividade térmica
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pelos 2 programas. 
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Fig. VI.32. Evolução da temperatura nos pontos 1 e 2. 

'A figura VI.33. mostra a variação do intervalo de integração ao longo do 
tempo. Verifica-se que este intervalo cresce, até que seja atingida a 
vizinhança do ponto de Curie (t z 270 s), onde ele é reduzido automaticamente 
para diminuir os erros causados pela rápida variação das características do 
material. Enquanto todo o tarugo não ultrapassa a temperatura de Curie, o que 
acontece em torno dos 600 s, o passo de integração se mantém baixo, com alguns 
instantes de crescimento e decrescimento. 

A variação do intervalo de integração é comandada pelos estimadores de erro 
de discretização temporal (EDT) e de não linearidade (ENL) do problema, cuja 
curva no tempo é representada na figura VI.34. 

Observa-se que o ENL é significativo quando se atinge a vizinhança do ponto 
de Curie, Além disto, os picos do EDT e do ENL ocorrem, quase sempre, nos 
mesmos instantes de tempo. Note-se, porém, que os picos do ENL são mais 
intensos do que os picos do EDT. 

Um fato a ressaltar é que, apesar de presentes nos gráficos da Fig. VI.34., 
erros superiores a 100% do valor do erro máximo especificado nunca ocorrem na 
realidade, pois, se ocorrerem, o passo de integração é reduzido e o cálculo do 
passo atual é refeito. 

Este exemplo comprova o bom funcionamento da parcela térmica do programa.
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Fig. VI.34. Erros estimados máximos. 

VI.4.2. Um problema de a quecimento indutívo axi-simétrico 

O problema a seguir é composto por uma bobina indutora, percorrida por 
corrente senoidal induzindo , correntes de Foucault em um tarugo metálico. O 
comprimento do sistema na dire ão i l c ax a é muito superior ao seu raio. Com
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isto, pode-se eliminar os efeitos de borda e efetuar o cálculo para uma 
pequena seção do problema, representada na figura VI.35. 

«5-;«~§ 

Emo 
de 
rotocoo 

drugo Ar Indutor 

8 8E65 2385 mm 

Fig. VI.35. Problema de aquecimento indutivo axi-simétrico. 

A bobina cria, sem a presença do tarugo, um campo magnético constante, de 
valor de pico igual a 78387 A/m. 

Para se resolver este problema em 3D, utiliza-se apenas 1/4 da geometria, 
conforme apresentado na Fig. VI.38. 

Nesta figura estão também representadas as condições de contorno 
eletromagnéticas, isto é: _ 

¢ = O , em z = O; 

¢ = 76367 em z = 1mm;I 

I- 

AZ = O , em z = O e z = 1 mm; 

i § 
A = A = O , em y = O x 

_

z 

i I' 

A = A = O , em x = O 
y z 

As condições de contorno térmicas são estipuladas sobre a superfície do 
tarugo, conforme a figura VI.36b, isto é, condição de radiação/convecção em 
r=8 mm e condição de contorno adiabatica nas demais superfícies. 

Os valores dos coeficientes de troca convectiva, h, e de emissividade, e, 

são: ' 

h = 10 w/(mz °c) ; z = 0.8
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Fig. VI.36. Geometria do problema 3D, malha de elementos finitos sobre o 

tarugo e condições de contorno eletromagnéticas e térmicas. 

As propriedades térmicas do material são descritas pelas equações (IV.13) e 

(IV.15). Os seguintes coeficientes são adotados: Ko = 40; K1 = 30; 5 = 

9.36x108; rx = 250; Sig = 20; Tc = 760 OC, co = 4.68x108. As temperaturas são 
expressas em OC. A

- 

As propriedades eletromagnéticas do material são descritas pelas equações 
(IV.12) e (IV.14), com: u(0) = 50 po; TB = 150; po = 13.75x10_8; Bo = 0.004; 
pi = 31.56×10`8; B1 = 0.001. ' 

A freqüência de alimentação é igual a 4000 Hz e a profundidade de 
penetração das correntes induzidas é, à temperatura inicial, igual a 0.42 mm. 

A figura VI.37. mostra a evolução da temperatura em dois pontos do tarugo: 
o ponto 1, situado em r = 0 e o ponto 2, situado em r = 8 mm.
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Fig. VI.37. Evolução da temperatura nos pontos 1 (r = O mm) e 2 (r = 8 mm) 

A figura VI.38. mostra a evolução do passo de integração ao longo do tempo. 
A figura VI.39. mostra a potência dissipada ao longo de uma linha radial em 

vários instantes de tempo. A figura VI.40 mostra a distribuição da temperatura 
sobre esta linha nos mesmos instantes de tempo. 

VI.39) e (VI.40) pode ser feita em A análise das figuras (VI.37), ( 

uando as temperaturas estão todas conjunto. Verifica-se que, inicialmente, q 
abaixo da temperatura de Curie, a potência dissipada se concentra na



» 1534 

superficie do tarugo e atinge valores muito elevados (curva correspondente a 
7.72 s, fig. VI.39). Por isto, nestes instantes iniciais o aquecimento se 
processa de forma rápida e a superficie externa tende a se ›aquecer mais 
rapidamente do que a parte interna do tarugo (Fig. VI.37 e curva 
correspondente a 7.72 s na figura VI.40). 

n
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Fig. VI.38. Evolução do passo de integração. 
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Fig. VI.39. Potência dissipada ao longo de uma linha radial em vários 
instantes de tempo.
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Fig. VI.40. Temperatura ao longo de uma linha radial em varios instantes de 

tempo. 

Quando se atinge a vizinhança da temperatura de Curie, o material do tarugo 
se torna não magnético. A densidade de potência é cada vez menor (curvas 
correspondentes a 10.72 s e'22.76 s na figura VI.39) e a profundidade de 

penetração é maior. Com isto, a diferença de temperatura entre um ponto 
interno e outro na superfície do tarugo torna-se menor (figura VI.37. e curvas 
correspondentes a t = 10.72 s e 22.76 s na figura VI.40). 

Nos instantes anteriores ao regime permanente, todo o tarugo está em 
temperatura superior à de Curie, as fontes de calor são_ fracas, a temperatura 
cresce lentamente e há. uma inversão do gradiente térmico: o ponto mais quente 
é o ponto do centro do tarugo (ponto 1) devido às trocas de calor por radiação 
e convecção que ocorrem na superfície da peça (curvas correspondentes a 
t=1566.4 s nas figuras (VI.39 e VI.40).

l 

É de se notar a eficácia do algoritmo de discretização temporal e a sua 
estabilidade numérica, que permitem o cálculo desde a temperatura inicial (30 
OC) até a final (aproximadamente 960 OC) em apenas 60 passos de integração, 
apesar do problema atravessar duas fases críticas sob o ponto de vista 
numérico: a fase de aquecimento inicial, durante a qual o processo de 
aquecimento é muito rápido, e a passagem pelo ponto de Curie, durante a qual a' 

variação das características do material é muito acentuada.
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Vl.4.3. Um problema de aquecimento indutivo tridimensional 

0 exemplo a seguir é uma adaptação do "Bath-cube" (seção VI.3.2) para 
problemas termo-eletromagnéticos. .

- 

Nesta adaptação, a geometria do problema é mantida, assim como a freqüência 
de alimentação (50 Hz). Porém, a intensidade da força magnetomotriz de 
alimentação é aumentada para 20000 A-e e o material do cubo é substituído pelo 
material do problema da seção VI.4.2, que possui permeabilidade relativa igual 
a 50. Com* isto, as intensidades das` correntes induzidas e da potência 
dissipada vão aumentar, fazendo com que o cubo se aqueça. 

Ao problema de aquecimento indutivo, 
ç 

assim definido, devem ser 
acrescentadas condições de contorno térmicas, que são especificadas sobre a 
superficie do cubo. Supõe-se que as fronteiras internas (x = 40 mm e y = 40 
mm) e as fronteiras superior e inferior do cubo estão isoladas do pólo e da 
caixa por um material termo-isolante. Portanto, estas fronteiras são 
adiabáticas. Nas outras duas fronteiras (×=110 mm e y=110 mm) ha troca de 
calor com o ambiente por convecção e radiação. Os coeficientes destas trocas 
são estipulados em h = 10 e s = 0.8.

V 

A profundidade de penetração à temperatura ambiente é igual a 3.8 mm. 
A figura VI.41. mostra a evolução no tempo da temperatura em alguns pontos 

do cubo: o ponto A (x = 70 mm, y = 110 mm, z = 64 mm), o ponto B (X = 40 mm, y 
= 40 mm, z = 64 mm), o ponto C (x = 110 mm, y = 110 mm, z = 40 mm) e o ponto D 
(x = 40 mm, y = 70 mm, z = 84 mm) (ver também a figura VI.43). 

A figura VI.42. mostra a evolução do intervalo de integração. A figura 
Vl.43. apresenta as curvas isotérmicas sobre a superficie do cubo nos 
instantes de tempo t = 2.1 s, 8.5 s, 13 s, 59 s, 187 s e 1877 s. A figura 
VI.44 apresenta as densidades de potência sobre a superfície do cubo nestes 
mesmos instantes. 

Nota-se que, inicialmente, (t = 2.1 s), todo o cubo está em temperatura 
baixa, e a densidade de potência é elevada na parte superior externa do cubo. 
À medida em que as temperaturas vão aumentando, esta distribuição vai se 
modificando (t = 8.5 s e t = 13 s), tendendo a se tornar menos intensa nos 
pontos onde a temperatura se aproxima da temperatura de Curie (760 OC), pois o 

material nestas regiões se torna não magnético. 
Verifica-se que, nestes instantes iniciais, os pontos que se aquecem mais 

rapidamente são aqueles localizados em regiões de densidade de potência alta, 
como o ponto A, situado na intersecção entre as faces superior (z = 64mm) e 
lateral externa (y = 110 mm) do cubo.



197 

¡°°°_Tupnroturu (C) 1000-Tupnrnturu (C) 

._ ^ 
. . . _ _ _ _ . _ ._ 

_¡ 

50°- 
_ 

500- _'_____;_z._.._.¿._.._.¿ . . . - - - ~ -z_~;-_~'._^ '_'_ - - -- -

zz 

.SD /Í,
. 

' E soo- E
. 

. E I/

_ 

"' 

'~. \ 

_-_-__-"`

U 

`\ 

.\`
\ 

mo-
_

I 

/ _

I 

__ 1
I 

I . 

1 5 / 
400 I, _J°°_¡ . 

z 
/-/ 

- .ll C _______/-/ / 
¡ f 

. 
l ,/. zoo.. lí/ , 2001 

-/ : 

4 _. '41 , _ 

x{',
' 

° 3° 4° 50 0 ao :oo :so zoo 250 30° 

1000 Tcnpurnturo (C) , 
D B 

.-›~ø~-n'-f 
vw,-4 

A
_ 

_, u 
.-\.'^"*". 

ooo ,_ ______,_._..__. E 
' f-Í. 

¡ .-...-..--'”' 

`._________`_

\ 
' S00 

400 

200 

0|a`¡|ú|rú¡úú¡ú¡¡ú|‹¡ 
0 500 :000_ 1500 2000 

ontos, com diferentes escalas Fig. VI.41ƒ Evolução da temperatura em alguns p 
de tempo, 

À medida que a temperatura aumenta, e a densidade de potência diminui, esta 

situação vai se alterando (t = 59s, t = 187 s e t = 1876.6 s). Os pontos mais 

quentes vão se situando nas regiões mais distantes das faces onde há troca de 

calor com o meio ambiente, como os pontos D e B. Os menos quentes se situam 

sobre as faces onde há. troca de calor, como, por exemplo, os pontos A e C. 

de temperatura no ponto A, devido à Nota-se, inclusive, que ocorre queda
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diminuição da potência dissipada na sua vizinhança e à troca de calor com o 

ambiente que ocorre na fronteira y = 110 mm). 
Em regime permanente (t = 1877 S), o. ponto B é o mais quente do cubo 

(apesar da densidade de potência nele ser baixa) e o ponto C é o mais frio.
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Fig. VI.42. Evolução do intervalo de integração, com diferentes escalas de 
tempo.



tu Both cuba turnicn: ^ 
1 = 2. :ooooo u 4§ 
v uu- soooewa Z 
v In ooooE+oo . 

¿O0I\I€lH.I`lb›L|JN>~ 

\

_ 

:°:" =°°'.f;z:ââ:=. 
~ A 

V. IÀXI .UIOOEÓOJ `

. 
v. um- .ooooeooo . _ \ 

TEMPERATURA ` 

_ 
. . zf 

.soooE+oa 1 .aoooE+o3 1 

.7oooE+o3 ` - 

ÍDO\lfiHJ'I¡›UN0- 

Eith cm:3f~: . /I
- 

1'JÊ'..Z IÊÊZÊIÊZ . -.4“f _ 

,: 
`_ 

Tsuvennuu 
" Ã . 

.sooos+o3 Õ 
IDG`lOH||bl0N>- 

Fig VI.43 (Parte I): Isotermas (t = 2.1, 8.5 e 13 s) 

C. 

_.. . 
. 3 A 

Tsuvennum \ 4 (9- 
.4sooe+oa § _ ~ 

.4oooE+oa ` .asooaoa -_ Q, z 

.aoooE+oa z 
- 1 ~ '_ 

.2sooE+oa _ 

.2oooe+oa
' 

.1sooz+o3 

.:oooE+o3 ,
= 

soooaoa 

.5000E+03 ' 

.5000E+03 ` 

.4000E§03 

.3000E+03 

.2000E+03 

.1000E+03 

.B000E+03 1 

.7000E+03
` 

.5000E+03 ` 

.5000E+03 , 

4000E+03 
.3000E*03 ; 

2000E#03 _ 

10005003 '

99



BIÊH Cllfll QIFIÂCOI 
t I BJÍÉO I 
V _ MAXI . 1000E+04 
V . MINI . 00005400 

TEMPERATURA 
.9000E#03 
B000E+03 
.7000E+03 
.S000E+03 
.5000E+03 
4000E+03 
.3000E+03 
2000E+03 
1000E+03 

Bith cubo turiico 
t I 1B7.000000 l 
V. .IOOOEQD3 - 

V . . 700§903 

|0O`|0HJIh›hINM 

šš 

TEMPERATURA 
.8800E#03 
.8500E+03 
.8400E+03 
.8200E+03 
.0000E#03 
.7BO0E+03 
.7SO0E+03 
.7400E+03 
.7200E+03 

_¡í.a 

ÚG`Ic|ÍfiÃI0-'UP 

fith cum torlicn: 
t U tB75.500000 | 
V. MAX- 10005404 
V. MIN- .5000E¢03 

TEMPERATURA 
.9BO0E+03 
.9500E+03 
.9400E+03 
.9200E+03 
.9000E+03 UG\|mU|bhH\)» 

Fig. VI.43 (Parte II): Isotermas (t = 59, 187 e 1877 s) 

Q»5 

200



th cubo turlicnt `_` 
2 100000 I 

Em DE ...M M ' 

,__ 
› 

.. 

1 . 

' 

_ ƒff"Ii':=`“' 
'/Z 

-
' 

2 .xsoosuo z

- 

.a .uooeflo 
,-rzooeuo 
,-mnoe+:o 
.BÍODE-›09 

.zoooe+os 

.2ooos+os z 

sun cum zu-nen: 
- nmmmxn ‹Ê=== 

§:'.12'..I ifiiââ 

. Ns. DE Pofeucn 
-\ L

L 

:aoosflo 

0w4mw› 

Íxsooeflo 
.:4ooE+1o 
.1200E+10 
.1000E+10 
B000E+09 
.5000E¢09 

B .4000E¢09 
9 .2000E#09

É M 
“V-'w 

th cuhn tlrlicnz 
I i3.000000 0 

. IAXI .800E9l0 4 
. IDF .OOOOEOOO 

‹€I›
_ 

. os Poraclà › 
` .xaooeflo 

.1SO0E+i0 

.l400E¢10 

.i200E#10 

.l000E+i0 

.8000E+09 

.5000E+09 

.4000E+0B 
20005009 

Fig. VI.44. (Parte I): Densídades de potência (t = 2.1, 8.5 e 13 s)

20



Bath cuun urnco: ê 
z - mesmo 1 ëí 
v. Mx- .xoooiøos 
v. nm- .ooooeooo ‹ L 

H L 

Â

' 

. oe Pofeucn 
l 

_

H 

.soooewa ` ' ¬. aoooe+oa _ - ~~ ¿' , 

sooos+oa - 

_

S .‹oooe+oa - 

.aooos+oa z 

e .2oooe+oa - 
. . 

9 .:oooe+oe Q ~( Q' JIÍÍ

A 

`|0H.I|bl¡INH 

th cubl tu-lisa: "Í" 
A 

- :oroooooo n íí 
. aux- .aooosooe _

- 

_ um- .ooooeooo ‹ .

Õ 
. na Porsucn ' I I 

_) 
.4sooE+oa ' ' 

› 4oooE+oa - 
I I ' 

a5ooE+oa ¶ - ' 

.aoooswa _ .25ooE+oa _ 

.2oooE+oa " 

.15ooE+0a 
_ 

.aoooewa _ 

.5oooE+o7 
V

! 

Ê' * 

Dflflflllflh 

ff 
~w 

_ 
<:.‹. ' 

Bath cuhn tlrflcnt 
c - :a7s.sooooo n . ä " 

v. mx- .soooevoo .¬ 

v. nm- .øoooeooo 

Eus. DE POTENCIA 
A

- 

.4aooE¢oa 

.mooêzga É _ L I .35oo a ` .3oooE+oa 1 

.25o0E+oa ~
- 

' .2oooE+oe _ 

.150 500 
UGQGULUN» 

0 8 
. 10005008 ' 

. 50005007 ' 

7% ~% 
Fig. VI.44. (Parte II): Densídades de potência (t = 59, 187 e 1877 S) 

202



203
~ CONCLUSAO 

No decorrer deste trabalho foram apresentadas várias técnicas relacionadas 
com o cálculo de campos eletromagnéticos tridimensionais utilizando elementos 
finitos. 

Estudou-se detalhadamente os principais métodos existentes para se efetuar 
o cálculo de campos magnetostátícos 3-D no capitulo II. Após a análise critica 
destas técnicas, escolheu-se a formulação dos dois potenciais escalares - o 
total e o 'reduzido - para ser desenvolvida e implantada em computador. O 
método foi testado através de problemas com solução analítica ou resultados 
experimentais,_obtendo-se boa precisão. 

No capítulo III, foram analisados os métodos existentes para o cálculo de 
campos eletromagnéticos quase-estáticos. Neste caso, não existe uma formulação 
com vantagens evidentes sobre todas as outras: para cada problema, existe uma 
técnica que melhor se adapta. 

Para o caso especifico do aquecimento indutivo, concluiu-se que o método 
mais indicado é o do potencial vetor modificado - A* - associado aos 
potenciais escalares total e reduzido - W e ¢. Por isto, ele foi adotado neste 
trabalho. O seu algoritmo foi desenvolvido, implantado e validado através de 
problemas mundialmente aceitos como padrão de teste. 

No capítulo IV apresentou-se uma nova técnica para o cálculo do aquecimento 
indutivo em 3 dimensões. Ela permite a inclusão de fenômenos não lineares 
associados a variação das características constitutivas dos materiais com a 
temperatura e a passagem pela temperatura de Curie. O algoritmo adotado usa um 
método de discretização temporal que evita o cálculo iterativo não linear em 
cada intervalo de integração, atuando sobre o passo de tempo toda vez que o 

erro associado à resolução incompleta do problema não linear ultrapassa 
limites superiores ou inferiores pré-especificados. O método leva em conta, 
também, o erro associado a discretização temporal, que atua sobre o intervalo 
de integração de forma semelhante à anterior. 

_

Í 

As técnicas desenvolvidas podem ser aplicadas a um grande número de 
problemas da Engenharia Elétrica para os quais a aproximação bidimensional não 
é válida. 

Esperamos, assim, que este trabalho tenha contribuído para o 

aperfeiçoamento das técnicas de cálculo de campos eletromagnéticos 
tridimensionais.

/
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APÊNDICE z CÁLCULO DO CAMPO MAGNÉTICO CRIADO POR CONFIGURAÇOES TÍPICAS DE 
CORRENTE 

'Este apêndice apresenta técnicas para o cálculo do campo magnético criado 
por algumas configurações típicas de corrente: 

Um segmento de reta; 
Um arco de círculo; 
Uma casca bidimensional plana; 
Uma casca cilíndrica;

. 

Um paralelepípedo; 
Um arco volumétrico de cilindro. 

A combinação destes condutores típicos permite a representação de 
praticamente todos os enrolamentos condutores possíveis de serem encontrados 
em Engenharia Elétrica. 

O campo Hs é dado, em qualquer ponto do espaço, pela lei de Biot-Savart: 

1 J^5o 
ns = _ --_--an (A1) 4" LU ngnz 

onde: 

go 
- vetor unitário, posicionado entre o elemento portador de corrente e o 

ponto de observação; 
Hgfl - módulo da distância entre os dois pontos anteriores; 
EJ - região na qual circulam as correntes. 

A geometria pertinente à lei de Biot-Savart é mostrada na figura A1. 

Hs 
E¡ _¬__¬__ "\>`% 

G» 

-___- 

ø-` '1 `ø 

L--_- 

Figura A1: Geometria pertinente ã lei de Biot-Savart.
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O cálculo de Hs absorve uma grande parte do tempo de processamento de 
programas que utilizam a técnica dos dois potenciais escalares. Alguns autores 
(Díserens, 1983) chegam a citar porcentagens da ordem de 50% do tempo de 
calculo. Adotando¬se uma integração estritamente numérica, o cálculo da 
integral (A1) realmente torna-se demorado. Por isto, procedimentos analíticos, 
ou analítico-numéricos são importantes no sentido do aumento da velocidade de 
cálculo. As seções a seguir apresentam técnicas para este cálculo, para 
algumas configurações típicas. 

Segmento de reta filamentar 

Seja um condutor reto de seção transversal desprezível em relação ao seu 
comprimento, conforme a figura A2. 

(×pypzp> 

Z L 

I 
21 

,\ 
×1 

ZJ \
\
\

\
\ 

Y \
X 

yl 

Figura A2: Condutor reto filamentar 

Adota-se um sistema de coordenadas local xl, yl, 21, tal que o eixo 21 é 

paralelo ao condutor e sua origem é coincidente com o ponto A, uma das 
extremidades do condutor. Sejam L, 1, 5 os vetores unitários nas direções xl, 

yl e 21, respectivamente. Então 

r_=×pi_+yp.i+(2p-2¿)1é _ 
(A2) 

onde xp, yp e zp são as coordenadas do ponto onde se calcula Hs, no sistema de 
coordenadas local, e zj é a coordenada do ponto sobre o fio. Além disto:



223 

QO =§/HQH (A3) 

_ I J - -š- 5 (A4) 

onde I é a corrente do fio e S a sua seção transversal. Portanto:

d 
I 1 Hs = --(- ` `) d . (A5) 4n yp¿+XpJ 

JO (X 2+y 2+(z -z.)2)3/2 ZJ 
P P P J 

onde d é o comprimento do fio. Logo: 

(zp- zj) d
I Hs = - (-y i + x 1) as (A8) 4" p p (x 2+y 2)V x 2+y 2+(z -z.)2 O 

P P P P P J
9 

Este vetor está expresso no sistema de coordenadas local. E necessario efetuar 
uma transformação de coordenadas para retornar ao sistema global. 

Placa retangular 

Condutores retos de espessura desprezível podem ser representados por 
placas retangulares finas, conforme a figura A3. Nesta figura, já esta 
posicionado um sistema de coordenadas cartesianas local, xl, yl, 21, com xl e 

21 paralelos à placa e y perpendicular a ela. A origem do sistema local é 

fixada em um dos vértices da placa, que tem lados de comprimento a e b. Um 
ponto sobre a placa tem coordenadas xj, O, 23 e o ponto de cálculo do campo 
tem coordenadas xp, yp, zp. Então: 

= ( - 
. 

' ' 

( 
- .) k (A7) g xp XJ) ¿ + yp ¿ + zp zJ _ 

_ J *TK 
onde 1 é a espessura da placa. Logo: 

b~ ‹-y 1_+‹×-×.›¿› 
Hs = šír P2' 

2 
P J23/2<1×.âz. (As) 

o o ‹‹×-×.›+y +‹z-z.›› J J 
P J P P J 

efetuando uma mudanca de variáveis: x*= xp-xj ,z*= zp-zj e integrando, 
obtém-se '
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HS=_J tg-1 ._.S,;1 if; ›‹,;az;,b(A9) 
41: y (X, 2+y 2+z, 2)1/2 (X, ay 2) 1/ X Z 

P P P P P 

z P ×1\ '

\ -\ /71 / 21 
t

o

b 
u

y
X 

Figura A3: Placa retangular de corrente. 

Condutor parale lepipedico 

Seja um condutor reto de espessura não desprezível. Adota-se um sistema 
local de coordenadas cartesianas (×1,y1,21), posicionado conforme a figura A4.

Z /\ 
\2 

b
` 

y 
"`I

I 

× J | o I 

Figura A4: Condutor paralelepípedico 

Seja (xj,yj,zj) um ponto sobre o condutor e (xp,yp,zp) o ponto onde se quer 
calcular o campo criado pelo condutor. Então:
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5 = (xp-xj) L + (yp-yj) 1 + (zp-zj) g (A10) 

J=J1¿ 

Portanto: 

C b ‹-(y -y.)1_+‹× -×.),1) 
Hs = É;-Í ír ÊJ 21° J 3/2d×.dy.óz.. (A11) 

o o o‹‹×-×.›+‹y-y.›+‹z-z.›2› J J J 

_p J ,P J P J 

Efetuando a seguinte mudanca de variáveis: 

-K- = _ * = _ -IE = _ x xp xj, y yp yj, z zp zj 

e integrando, obtém-se: 

H J y* tg-1 X*Z* _ X* S51 Z* 
__

- 

S = _ 4n y*(x* ay* az, 5 1/ A (x* gy* 3 1/ 

_ il? _ -ll› _ ilí- 

z*sh 1 ---Íí-- 
í + y*sh1 Z + 2* shl y 

(y*2+z*2)1/2 -' 
(X, ay* 3 1/ (x* ãz* 5 1/ 

_ l' ä _ _ _ "×*“g 1 “°”“l._z_"__ 
1 
Zpcypb xpa mz) 

x*(×,2+y*2+z,2)1/2 Z y X 
P P P 

Arco filamentar de corrente 

Para os condutores curvos de seção transversal desprezível, define-se um 
sistema de coordenadas cilíndricas local (p,¢,z1) com origem localizada no 
centro do arco, conforme a Figura A5. O arco tem raio R e compreende um ângulo 
of. O campo no ponto de cálculo, de coordenadas (pp,¢p,2p), é dado por: 

øf 
HS z ¿í â«¿^_¿@Rd¢ ‹A1z› 

O H HE 

onde ap é o vetor unitário na direção ¢ e g, expresso no ponto de cálculo, é:



g = (pp - R(cos(‹pJ-q›p)))gp + (Rsen(¢p-‹pj))/_a_¢› + zp gz 

gp é o vetor unitário na direção p. 

2 2 
` 

2 2 
|| u = + R + - 2 R ( _- ) E pp zp pp °°S wa *op 

Portanto: 

Hs IR í¢f 
zpeos(¢j-¢p)gp + zpsen(¢j-¢p)g¢ + (R-ppcos(¢j'¢p))§z 

4H 2 2 2 3/2 
0 [ R -2 ( .- )] pp + + zp 

- 

Rppws “JJ 'pp 

z I 

R P' 
~P ~‹>Í/ 

21

Y
× 

Figura A5: Arco fílamentar de corrente 

Efetuando a transformação de varíávelí 

wj = n - 2a + op 

obtém-se: 

Hs 

onde: 

2 2 3/2 2 2 3/2 
IR ía2 

zpcos2a gp- zpsen2a gw - (R+ppcos2a)âz 

2H((R+pp) +zp ) al [1 - k sen a 1 

1 = ( + )/2 (X 1! §0p 

az = ‹×1 - q›f/2 
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(A14) 

(A15) 

dwj (A16) 

da (A17)
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2_ 2 2 k 4Rpp/((R+pp) + zp ) (A18) 

Define-se: 

A = J(1-kzsenza) 

A: IR 
zzz‹‹R+p ›2+z 2›3/2 

P P 

1<'2=1-kz 

HS=HPêp+H¢â«›+H2â2 

Portanto: 

_ azcos 2a Hp- Az ídoz (A19)3 P ‹×1 A 

Integrando, segundo Grandshteyn & Ryzhíc (1980), obtém-se: 

. ,2 ,2 «2 
Hp = Az ig F(‹×,1<) - í-(Mk ) E(‹×,1<) + í___(1*k )Se“2°“ = Az xínu (Azo) 

P 
1< 1<21‹'2 21<'2A «1 P 

onde F é a integral elíptíca incompleta de lê classe e E é a integral elíptíca 
incompleta de Zë classe. Ho é dado por: 

«2 ‹×2 
H¢ = -Az ÊÊÊÊ da = -Az í = -Az xíntz (A21) P 3 P 2 P «1 A k A «1 A 

e Hz por: 

a2 (R+p cos2a) 
Hz = -A -pí3- da (A22) 

al A 

Mas, de acordo com Grandshteyn & Ryzhíc (1980): 

«2 2 «2 

Í 
LÊ, da = ig E(‹›z,1<) - k-$§“_2°”° = xínts (A23) 

«1 A 1<' 21<' A «1
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Portanto: 

Hz = -A( R Xínt3 + pp Xíntl) (A24) 

Observação: 
Os resultados anteriores são válidos para 0<k<1. Para k = 0, isto é, pp = 

0, tem-se A = 1. Portanto: « 
-

V 

\ 

a2 
Hp = Az cos2a da = èšp sen2a az (A251 p al al 

H = - Az 
az 

sen2a da = éš cos2 az (A26) 9° P 
(ii 

2P °°‹×1 

a2 
Hz = - A R + p cos2a da = -A Ra + EEÊÊEÊE az (A27) 

P 

al p 2 al 

Para k=1, ísto é, zp=O e pp = R, tem-se: 

Hp =A 
H¢› = o (A28) 

P 

«2 
Hz = -ZAR 1n( tg( n/4 + a/2)) (A29) 

al 

Arco superficial de corrente 

Para condutores curvosp de espessura desprezível, define-se um sistema de 
coordenadas cílíndrícas (p,¢,2) com origem localizada no centro do arco, 
conforme a Fíg.A6. 

' z 

_ _P WF” 
""“`¶

/

J 21 //¬ 

y \\p 
"“ 

× P 

Fig A6: Arco superficial de corrente
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O arco tem raio R, compreende o ângulo ¢f e tem altura a. (J ponto de 
calculo do campo tem coordenadas pp, øp, Zp e um ponto genérico sobre o arco 
tem coordenadas R, øj e zj. O campo Hs é dado por: 

1 ¢f a a¢Ar Hs=í J-*tão <1z.Rd¢›. (A3o) 
o o uru J J 

onde: 

g = (pp - R(cos(¢j-¢p)))ap + (Rsen(¢p-¢j))a9 + (zp-zj) az (A31)

e 

Hgflz = ppz + R2 + (zp-zj)2 - 2 R pp cos(¢J-wp) (A32) 

Portanto: 

Hs = É Ffja [(zp_Z~Í)°°S(¢J¬pr›)ëp 4' (Z-152 J)Sen(‹pJ¬pp)§'*° 
4zz 2 2 2 3/2 0 O [ R ( - J - 2 ( r )] pp + + ZPZJ R`°1>°°S ¢J*°p 

(R- ( .- )) 
+ 

PpC05 ¢J ¢p âz 
dz. do. (A33) 2 2 2 3/2 J J 

[ R ( 
- .) - 2 ( .- pp + + ZP ZJ Rppcos ¢J øP)] 

seja z*= zp-zj e definindo a, al e az como na seção anterior, obtém-se: 

az "a * _ * _ 
HS = _š%{ Ízp z cos2a apz z šen2a ão (R + ppcoâãg) az dZ*da (A34) 

al zp [pp + R + 2* + 2RpI$os2a] 

integrando em 2* 

_ a2cos2a ap-sen2a ao 2* (R + ppcos2a) az zzfa 
HS ` A 2 2 1/2 

J' 
2 2 2 2 1/2 da (A35) 

al (1-k sen a) (pFfR) (1-nsen a)(1-k sen a) zp 

onde:

2 n = 4Rpp/(R+pp) (A36) 

kz = zmpp/((R+pp)2 + zpz) (A37)
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A = IR 
zzz‹ ‹R+pp›2+zp2›3/2 (Ass) 

Seja A = J(1-kzsenza) e k'2 = 1-k2. Segundo Grandshteyn & Ryzhíc (1980): 

. a2 z -a 
Hp ={L2[2E(‹›z,1<) - (1-x<'2)F(‹×,1<)1 

} 

P (A39) 
k l al zp 

a2 z -a 
mp = %^ A P (A110) 

k al zp 
P a2 (R + p cos2a) z -a A2* P P' 

Hz-{ 2 Í 2 2 2 2 1/2 da 2 
(A41) 

P P P (p +R) G1 (p +R) (1-nsen a)(1-k sen a) 

Integrando segundo Grandshteyn & Ryzhíc (1980): 

A * (R_ ) 

' a2 z -a 
_ Z PP _ P Hz _ [ñ [~ n(n,a,k) +

P 

onde H(n;a,k) é a integral eliptica incompleta de terceira classe, parâmetro 
k, amplitude a e característica n. 

Obs ervação: 

Os resultados anteriores somente são válidos para n ¢ kz-e ¢ O e ¢ 1. 

(40 

Para k=0 e n=0 (pp=0) tem-se: 

_ a2 z -a ` 
A a2 z -a 

Hp = A cos2a da P = -Í? sen2a P (A43) 
_ al zp _ al z

p 
_ a2 z -a ` a2 z -a 

H¢ = -A 
Í 

sen2a da p = -É? cos2a 
pi 

(A44) 
al z al 2 ' P ' P 

a2 2 -a _ a2 z -a 
Hz = Êíší Ram P = L§*« P (A45) 

R al z al z _ p _ p z 

Para n=1, k ¢ 1 (pp = R, 2* ¢ 0) Hp e H¢ são dados pelas equações (39) e

X
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a2 z -a a2 z -a Q I 

nz = _ÊzRí -Â da P = _gzRF(¢,k) P (A4s) 
al z al z 

P P 

Para n=1 e k=1 (pp = R, 2* = 0) 

Hz = O (A47) 

Hp = Ã¿í[ Zsena ~ 1n( tg( n/4 + a/2))] (A48) 

Hp = ãií cosa 
_ 

(A49) 

Para n = R2 ¢ 1 (pp ¢ R ,¶z* = 0) Hp e Hp são dados pelas equações (39) e 

(40). HZ = O. 

Arco Qolumétrico de corrente 

Seja um arco de cilindro, conforme a Figura A7. Neste caso não se conseguem 
expressões analíticas fechadas semelhantes as anteriores, e um procedimento 
analítico-numérico deve ser utilizado. De acordo com a seqüência de integração 
adotada, são obtidos diferentes métodos de cálculo (Diserens, 1983). No 
presente estudo, adotou-se o método do cilindro fino (Diserens, 1983). 

\1*ím \
O

Y
× 

Figura A7: Arco volumétrico de corrente 

Neste método, integra-se a equação de Biot-Savart inicialmente na direção 
axial e, em seguida, na direção angular, resultando em uma expressão para o
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campo criado por uma casca cilíndrica : equações (A39), (A40) e (A42). Estas 
equações são, então, integradas numericamente, segundo a direção radial, de pl 
até p2. 

É importante notar que o componente Ho do campo pode ser integrado 
analiticamente, fornecendo no caso geral: 

V 

2 2 
H _ J (p+p cos2u)Jp2+(2p cos2a)p+(p +2* ) + (2*2+p 2sen22a) sv-7 P P P P

P 
Hp 

(1n(2(lp2+(2ppcos2a)p+(pp2+z*2) + p + ppcos2‹×))) Jp2}u21zp_a (ABO) 
' 1 1 p u zp 

Condições especiais: 

1. Z* = O e cos2a = i 1 

J 2 H = -- ( /2 â ) (A51) sv “pp P ppp

2 2. k =O , ( = O) PP 
p2 a2 z -a 

H‹p= Iini--`-J›lp2+z*2cos2ocí\ 
l K 

p (A52)

P 
4n pi al z 

O método adotado para a integração numérica de Hp e Hz foi o de Gauss. 
Utilizou-se uma integração adaptativa: para. se calcular o campo em pontos 
próximos do arco são utilizados mais pontos de integração do que para pontos 
mais distantes do arco. 

Observação: As expressões dos campos criados por arcos (filamentares, 
superficiais ou volumétricos) necessitam do calculo numérico de integrais 
elípticas de lê, ZÊ' e BÊ' classe. A seguir apresentam-se métodos para 
efetuar este cálculo e 

.a) Definições: 

A integral eliptica de lê classe é definida por:
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¢ 
F(q›,k) =Í íiçi-_* (A53) 

O 2 2 V 1 - k sen w* 

ø é a amplitude de F e k é o seu módulo. A partir do módulo define-se o 

módulo complementar, k': 

1<' = \/ 1-kz 
` 

(A511) 

Quando, na integral anterior, o limite de integração é ¢ = n/2, a integral 
é denominada integral eliptica completa de lê classe. Neste caso, adota-se 
o símbolo: 

n/2 
K(k) = 

Í 
---Ê2:--- (ASS) 

O V 1 - kzsenzo* 

A integral completa de módulo k' é notada: 

/2 * 
K'(k) = F 

ídg-í (A56) 
O '2 V 1 - k senzø* 

A integral elíptica incompleta de ZÊ classe é definida por: 

W/ 22'. 
. E(¢,k) = 1 - k sen ø* dw* (A57)

O 

Quando o limite superior de integração é ¢=n/2, a integral é completa, e 

adota-se o símbolo E(k). 
A integral elíptica incompleta de Bê classe é definida por: 

di' 
‹ › F 

*° 
‹ › H n;¢,k = A58 

0 (1-n sen2¢*)(1-k2sen2¢*)1/2 

k é o seu módulo, ø a sua amplitude e n é a sua característica. No presente 
caso, 12 n 2 kz > O, situação que configura o caso circular (Abramowitz & 
Stegun, 1972). 

b) Cálculo numérico de integrais elípticas. 

Para se calcular as integrais elípticas incompletas de lê e Zâ classes,
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utiliza-se o método conhecido como processo da média aritmética geométrica 
(Abramowitz & Stegun, 1972). A seqüência a seguir é formada, começando com 
ao = 1, bo=k', ¢o=kz 

,

‹ 

a1=(aO+b0)/2 
l b1=(a0b0)1/2 c1=(aO-b0)/2 ' 

a2=(a1+b1)/2 b2=(alb1)1/2 c2=(a1-bl)/2 
. . . Í' 

an=(an-1+bn-1)/2 bn=(an-lbn-1)1/2 cn=(an-1-bn-1)/2 

A tabela é calculada até que cn seja muito pequeno. Para o cálculo das 
integrais elípticas, uma série, ¢0, ¢1...¢n é calcu1ada,' com ¢0=¢, 
utilizando a relação de recorrência: 

tg(¢n+1 - on) = 2% tg(¢n) (A59)

3 

A integral eliptica incompleta de lã classe é calculada por: 

F(¢,k) = -§Ê- (Aôo) 
2 an 

A integral eliptica incompleta de Zâ classe é dada por: 

H T1 . 

E(¢,k) = F(¢,k) + 2 ci senwí - -ÊÊ- z zlcíz (AG1) 
` 

1=1 2“*1an 1=o ` 

As integrais completas são dadas por: 

K(k) = n/(Zan) (A62) 

D . 

_ n _ 1 1 .2 Em _ É [1 5 íšoz ¢z 1 
(Ass) 

para ângulos ¢ < 0, as propriedades a seguir podem ser usadas (Abramowitz & 
Stegun, 1972): 

`F(¢,k) = -F(|¢|,k) (AS4) 

E(¢,k› = -E(|¢|,k) (Ass)
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Para ângulos ¢ > n/2, usam-se as propriedades: 

F(sn 

E(sn 

Para a integral elíptica incompleta de 3Ê ordem - caso circular -

i

É 

¢,k) = 2sK(k) t 

¢,k) = 2sE(k) t 

u 

F(¢,k) (ABB) 

E(¢,k) (A67) 

adota-se o seguinte algoritmo (Abramowitz & Stegun, 1972): 

Defíne4se: 

c = sen_1 íliíg-1/2 
k'2 

_ nF(s,k') B'í1<-cia" 

_ -nK'(k) 

_ nF(¢,k) V ' 'ëKTE7“ 

52 = 
`1 

_____2_____. 
‹1-n›‹n-k2›_ 

/2 

À - tgh(B) tg(v)› + 2 -1 ---------- _ -1 ` m s-1 qgSsen(2sv) sh(2sB) tg 
{ . 

2 ( ) ZS 

w 2 

s=1 . s(1 - q ) 

w _. 

S: S: 

2 1 

H = 
[ 

2 s qs sh(2sB)} 1 + 2 2 qs cosh(2sB)} 
1 1 

então: 

U(n;¢,k) = õ2(À_- 4pV) (A68) 

para w < O, a propriedade a seguir é válida (Abramowitz & Stegun, 1972): 

H(n;¢,k)~= -H(n;|¢|,k) (A89) 

para ¢ > n/2, utiliza-se



onde H(n;k) 
calculada por: 

onde A0 é a funç 

U(n k) + H(n;¢,k) U(n; sn 1 ¢,k) = 2s ; _ 

é a integral elíptica comp 

n(n;1<) = 1<(1<) + gõzu-1\o(z,1‹)) ( 

^o‹‹,›,1‹› = 1<‹1<›E‹¢ 

ão lambda de Heuman, dada p 

leta de Qš classe, que p 

or: 

.k') - (K(k)-E(k))F(¢,k')} 
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(A70) 

ode ser 

A71) 

(A72)


