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RESUMO

Esta monografia tem como objetivo principal apresentar a importincia das equagdes
diferenciais de primeira ordem, bem suas aplica¢es e suporte matematico para muitas
areas da ciéncia e da Engenharia. Uma equagio que contém as derivadas ou diferenciais
ordindrias de uma ou mais varidveis dependentes, em relagéio a uma ou mais variaveis
independentes, é chamada de equacdes diferenciais(ED).

Uma equagio diferencial ordinaria de primeira ordem ¢ representada pelo simbolismo.

F x,y,g’x—,...,d Y =0
dy dx”

Palavras-chave: Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem
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1 INTRODUCAO

As palavras diferencial e equagoes sugerem a resolucao de algum tipo de
equagao envolvendo derivadas. As equagoes diferenciais sao o suporte matematico para
muitas dreas da ciéncia e da engenharia, surgem a partir da tentativa de formular, ou
descrever, certos sistemas fisicos em termos matematicos.

As equacoes diferenciais podem ser modelos de situagoes reais. Muitos
problemas ou fenomenos da Engenharia, das Ciéncias Fisicas ou mesmo das Ciéncias
Sociais ¢ Humanas, quando formulados em termos de conceitos matematicos, envolvem
funcgoes e suas derivadas fazendo surgir as equagoes diferenciais.

Equacdes diferenciais estao presentes em diversos modelos em fisica,
quimica, biologia, economia, engenharia, etc. Varios fendmenos envolvem a variagao
de uma quantidade em relagdo a outra, levando naturalmente a modelos baseados em
equagdes diferenciais. Podemos ter variagoes temporais de, por exemplo, a posicao de
um objeto, a temperatura de um material, a concentracao de um agente quimico, a
concentracdo de um poluente ou nutriente em um meio, a umidade do ar, o nimero de
habitantes de uma cidade, a densidade de bactérias de uma cultura, a densidade de
massa de um gas, o valor de uma mercadoria, o cambio entre moedas, o produto interno
bruto de um pais, etc. Além de variacdes temporais dessas quantidades, podemos ter
variagoes em relagao a outras quantidades, como variacao de temperatura em relagio a
posi¢do e variagdo de densidade de massa de um fluido em relacao a temperatura, por
exemplo.

Equacoes diferenciais sdo equagoes que relacionam funcoes (relagoes entre
variaveis) e suas derivadas. Ou seja, relacionam taxas de variacao de varidveis. Também
podemos dizer que equagdes diferenciais sao equacdes cujas incognitas sdo fungdes e
suas derivadas. Assim resolver uma equagao diferencial é encontrar uma funcido que
satisfaga a equacao, ou ainda, é uma fungao que a satisfaz sob determinadas condicoes.

A solugéo geral de uma dada equacao diferencial representa uma familia de
curvas, pois para cada valor da constante temos uma funcao que pode ser representada
geometricamente por uma curva. Essa familia também é chamada de curvas integrais
da equacao diferencial.

Muitas vezes o interesse estd numa das curvas integrais, escolhida mediante

uma condicao inicial.
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Nesse caso a solucdo que satisfaz uma condicdo inicial é denominada
solucao particular ou solugao de um problema de valor inicial.

Essas idéias levam ao conceito de equacOes diferenciais de varidveis
separadas, que sao equacoOes diferenciais cuja solucao pode ser obtida mediante
integragao direta.

Assim equacoes diferenciais de varidveis separadas sao equacoes
diferenciais cujas varidveis podem ser separadas, gerando uma equacao diferencial do

tipo:

f(x)dx = g(y)dy
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1.1  NOTAS HISTORICAS

O desenvolvimento das equacoes diferenciais estd intimamente ligado ao
desenvolvimento geral da matematica e nao pode ser separado dele. Apesar disso, para
fornecer alguma perspectiva histdrica, vamos indicar aqui algumas tendéncias principais
na historia desse assunto e identificar os matematicos atuantes no periodo inicial de
desenvolvimento que mais se destacaram.

De acordo com Boyce,(2006 p. 15) as equacoes diferenciais comecaram com
o estudo de calculo por Isaac Newton , suas descobertas sobre célculo e as leis da
mecénica datam de 1665. Elas circulam privadamente, entre seus amigos, mas Isaac
Newton era muito sensivel a criticas e s comecou a publicar seus resultados a partir de
1687, quando langou seu livro mais famoso, Phifosophia Naturalis Principia
Mathematica. Apesar de Isaac Newton ter atuado relativamente pouco na drea de
equacoes diferenciais propriamente ditas, seu desenvolvimento de célculo e a
elucidacao dos principios basicos da mecanica forneceram a base para a aplicagdo das
equacoes diferenciais no século XVIII.

[saac Newton apud (BOYCE, 2006, p.15) classificou as equagoes
diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas dy/dx = f(x), dy/dx = f(y) e
dy/dx = f(x,y).Ele desenvolveu um método para resolver a altima equacao, no caso em
que f{x,y) € um polindmio em x e y, usando séries infinitas. Isaac Newton parou de fazer
pesquisa matemdtica no inicio da década de 1690, exceto pela solugdo de problemas
desafiadores ocasionais e pela revisao e publicacao de resultados obtidos anteriormente.

Os irmaos Jakob e Johann Bernoulli, de Basel fizeram muito sobre o
desenvolvimento de métodos para resolver equagoes diferenciais e para ampliar o
campo de suas aplicagoes (BOYCE,2006 p.15). Com ajuda do calculo, resolveram

diversos problemas em mecéanica formulando-os como equacoes diferenciais. Por

exemplo, Jakob Bernoulli resolveu a equagio diferencial y” = [a’/ ( b% - a® )] Sl
em 1690 e, no mesmo artigo, usou pela primeira vez a palavra “integral” no sentido
moderno.

Daniel Bernoulli, filho de Johann Bernoulli, emigrou para Sao Petersburgo
na juventude para se incorporar a Academia de Sao Petersburgo, recém-formada, mas
retornou a Basel em 1773, como professor de boténica e, mais tarde, de fisica. Seus

interesses eram, principalmente, em equacoes diferenciais e suas aplicagoes.
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O maior matematico do século XVIII, Leonhard Euler , foi o matematico
mais prolifico de todos os tempos, suas obras completas enchem mais de 70 volumes
grossos. Entre outras coisas Leonhard Euler identificou a condi¢do para que equagdes
diferenciais de primeira ordem sejam exatas, desenvolveu a teoria de fatores
Integrantes, no mesmo artigo e encontrou a solucdo geral para equacoes Lineares
Homogéneas com coeficientes constantes em 1743.

De acordo com Boyce (2006 p.15) Pierre-Simon de Laplace destacou-se no
campo da mecanica celeste, seu trabalho mais importante, 7Traité de Mécanique céleste
foi publicado em 5 volumes. A equacao de Laplace é fundamental em muitos ramos da
fisica matemadtica e Laplace a estudou extensamente em conexao com a atracao
gravitacional. A transformada de Laplace recebeu o nome em sua homenagem, embora
sua utilidade na resolucao de equacdes diferenciais s6 tenha sido reconhecida muito
mais tarde.

Alex Claude Clairaut(1713-1765) Nascido em Paris em 1713, Clairaut foi
uma crianca prodigio que escreveu seu primeiro livro sobre matemdtica ao 11 anos. Foi
um dos primeiros a descobrir solugdes singulares para equacoes diferenciais. Como

muitos matematicos de sua época, Clairaut foi também fisico e astronomo.
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2 DEFINICAO

Chama-se Equacio Diferencial (ED) a uma equacgao que estabelece uma relagao entre
a variavel independente, a fungdo desconhecida e as suas derivadas.
Exemplo:

o Jy(x)y+4x =0

e x ¢ a varidvel independente

e .,y ¢ a funcdo incognita

Designando por x a varidvel independente, por y a funcao desconhecida e por y’(x),

y(X), ... ¥ bl as derivadas. A equacao que estabelece a relacao entre x, y(x), y'(x),

n I ' . '
¥ x)y ) (x) é uma equacao diferencial e escreve-se simbolicamente:

F 6, (6,5 (6), 7 ()10 y ™ (%)) = 0.

2.1 Como Resolver uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO)

Chama-se solucdo da EDO uma fungdo com n derivadas que satisfaca a
equacdo. Na solucdo de uma EDO dois caminhos podem ser seguidos. Isto é, o que
tenta levar a solucdo exata do problema (método analitico) ou o que encontra uma
solucao aproximada (método numérico).

Do ponto de vista analitico, resolver uma EDO do tipo y' = f(x,y) é
encontrar uma funcdo y = F(x) que satisfaca a equacao dada. Por exemplo, dada a

equacao diferencial v'= f(x, y)= 2x + 3, sua solucao é obtida por

y= I (2x+3)dx=x*+3x+C.

Na verdade, temos uma familia de solucoes (para cada C € R tem-se uma

solugdo particular). Na Figura 1 sdo mostradas algumas destas solucdes. No caso para

C=0,C=2 e C=4.
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Grafico 1: Solucoes particulares para equagoes diferenciais

Representacoes de solucoes particulares, para alguns valores de C, da funcao
— e
yY=x"+3x+LC.

Para determinarmos uma solucgao especifica € necessaria a atribuicao do valor de
y em um dado x. Em outras palavras, deve ser dado um ponto (x = a, y = s ) por onde
a soluc@o particular deve obrigatoriamente passar.

O processo para encontrar esta solugao especifica y daequagdo y'= f(x, y)
com yv(a) = s, onde a e s sao dados numéricos, ¢ chamado de problema de
condicao inicial.

Assim, podemos particularizar a solucao do problema anterior atribuindo-lhe,
por exemplo, a seguinte condigao:

di=2x+3
dx
y(0)=0

Logo, a solugao geral é dada por y = x 213+ C, e a particular serd dada
por

y(0)=0=0%+3x0+4C = C=0. Ou seja, y = x> +3x.
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2.2 Solugio de Equacoes Diferenciais

Determinadas equagdes diferenciais podem ser solucionadas de forma
simbdlica, cuja solugdio € uma expressdo literal. Isto nem sempre € possivel. Neste caso,

a solugdo ¢ a utilizag@o de integrag@o numérica, como sera visto na seqiiéncia.

Exemplo :
sz =t ‘—1y—=dx =% r—ly—zjdx = In(y)+c, =x+c,
dx y ¥

X

y(xX)y=e*™ = ge

Observe que a solugdo da equagdo diferencial resulta numa familia de curvas
que dependem da constante a, como pode ser visto na figura abaixo. Uma solucgéo

particular pode ser obtida a partir das condi¢des iniciais do problema. A especificagéo

y () |

Gréfico 2: Solugdo de equagdes diferenciais : Familias de curvas

Suponha no exemplo dado que o problema tem como condiggo inicial y(0)=1.
Portanto:

y(x)=ae* = ae’ =1=a=1

oy WSl
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Quando as condigdes iniciais estdo associadas a um unico valor da variavel
independente, define-se como um problema de valor inicial — (PVI). Quando as
condigdes iniciais estdo associadas mais de um valor da variavel independente, define-
se como um problema de valor de contorno — (PVC). Normalmente, problemas tendo

como variavel independente o tempo, sdo problemas de valor inicial.

2.3 Solug¢io Numérica de Equagdes Diferenciais Ordinarias — Problema de

Valor Inicial

Considere a equacdo diferencial ordinaria:
y = f(x,y) com condigfo inicial Y(x5) =y,

A solugdo da equagdo diferencial acima ¢ uma fungdo do tipo y(x),
conforme ilustrada abaixo:

y ()
y(xn)
x
i y(x3)
1 Y% =
y(x0) y()f )177 e
K B
x
‘. | -
x0 x1 x2 x3 xn

Grafico 3 : Solugdo de equagdes diferenciais

Com a solugdo numérica de uma equacfio diferencial, obtém-se uma

aproximagao para os valores y(xg), (%, ), Y%, ), Y(X3 v V() » OU SEja:

X % X5 U [P X,

Y yl y2 y3 ......... yn
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Considera-se que a notacdo y(x;), j=12,...,n indica a solugdo exata da
EDO nos pontos x;,X,,X;3,..,X,, € Y;»J=12,..,n indica a solu¢do aproximada
obtida por método numérico.

Na solugdo numérica nao se determina a expressao literal da fungao y(x),
mas aproximagoes para pontos da funcao y(x). Com os valores aproximados obtidos,

pode-se plotar a curva. Em aplicacoes da engenharia, normalmente estuda-se o
comportamento dindmico de determinadas varidveis, portanto necessita-se a evolugao
das variaveis em funcao da variavel independente. Com a curva plotada, pode-se estudar

esta evolucao.

2.4 Classificacdo.

Equacoes diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a

linearidade.

2.4.1 Classificagao pelo Tipo

Uma equacao diferencial é qualquer relagao entre uma fungao e as suas

derivadas. Existem dois tipos de equacoes diferenciais.

Equacdo diferencial ordinaria (EDO) Contém somente derivadas ordindrias de
uma ou mais varidveis dependentes, com relacdo a uma Gnica variavel
dependente.

Exemplos:

y . " pn et . .
—=x+ ¢é funcao de x; x € a Gnica variavel independente.
g ¥ > ¥Eimg ’ P

d a . 5o s s e
7}} =%% 4 y* !:> » e x sao fungao de 7; 7 € a Gnica varidvel independente.
1

d’ d . -
r 7y + (1—y2)7};+ y=0 |:> v € funcao de 1, 1 € a Ginica varidvel independente.
2
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Equacdo diferencial Parcial (EDP) Sio equacdes que envolvem as
derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes de duas ou mais varidveis

independentes.

Exemplo:

o' % _

o o 0 :> u € funcao de x e y; x e y sdo varidveis independentes.
x ‘

2.4.2 Classificagao pela Ordem

A ordem da derivada de maior ordem em uma equacao diferencial €, por
definicdo, a ordem da equacao. |

Uma Equacao Diferencial é dita de ordem n se a derivada de ordem mais
elevada da funcéo incdgnita é de ordem n.

Por exemplo.

. d2 y dy »3 X - .
>t 5\— | -4y=¢€¢" Euma equacao diferencial ordindria de segunda
dx dx _
ordem.
dy , ' -
4 x—cg +y=x E uma equacéo diferencial ordinéria-de

primeira ordem.

3

Y s
4x R -y=0 E uma equagio diferencial ordinaria de
terceira ordem.

Uma equacao diferencial ordinaria geral de »n-ésima ordem € freqiientemente
representada pelo simbolismo.

J
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F(x,y,?,..., d i}j =0
ly dx

O grau de uma Equacdo -Diferencial, que pode ser escrita como um

polindmio, € o grau do termo de sua derivada de ordem mais elevada.

2 3 2 .
(y") + (y') + 3y = X E uma equagao de 2% ordem e 2° grau

7

\

dx)  (dxY ‘
4 +4 — | +3x=0 g, equacio de 2* ordem e 4° grau
0 a ). quagac grad.
d2 d / .
X X . .
7 T2 =3 fuma equagio de 2+ ordem ¢ 1° grau

L y.” +3y + 6y =sin(x)ey” +3yy =e" tém ordem 2 e grau 1.

3 10-
2.(y7)  +3(y) +6y=tan(x)tem ordem 2 e grau 3.
2.4.3 C(lassificacao por Linearidade

Forma Geral para uma Equacio Diferencial Linear de ordem “#" como. -

Uma equacdo € linear quando todos os coeficientes sdo fungoes de x~
somente e que "y~ e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira poténcia. Agora,

quando n=1, obtemos uma equagdo linear de Primeira Ordem.

As equacodes diferenciais lineares sio caracterizadas por duas propriedades:

1- A variavel dependente "y e todas as suas derivadas sao do primeiro
grau; isto é, a poténcia de cada termo envolvendo "y“ € 1.

2- Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente “x".

Uma equacdo diferencial da forma:

d o
a (x)gii +a,(x)y = g(x), é chamada de equagdo linear.
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Se g(x) ¢ uma fungdo continua dada, entdo a equacao de primeira ordem

dy
e g(x) (D

J2 et

Pode ser resolvida por integragio. A solucio é .

- - _ yzjg(x)dx«l—c

3.1 Equacdes Separaveis

Defini¢cdo — Equagdes Separaveis

Uma equagdo diferencial da forma:

d i
Y 8 (1) é chamada de separavel ou tem varidveis separaveis.
dx  h(y) ’

Observe que uma equacgao separavel pode ser escrita como:

2 -g @

E imediato que (2) se reduz a (1) quando h(y) = 1.
Agora, se y = f(x) denota uma solugdo para (2), temos:
h(f())f (x)=g(x)

logo,
[r(fGNf()de = [gx)ds+c  (3)

Mas dy = f(x)dx, a equagao acima € 0 mesmo que:

[rO)dy = [g(x)dx+c ()
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A equagdo geral de primeira ordem % = f(x,y), pode ser colocada na forma

%~ﬂnw=0

. L
Gy +—==0

M(x,y)+N(x,y)g— =0 ,onde

M(x,y)=-f(x,y) e Nxy =1

Porém se M depende apenas de x € N apenas de y, ela pode ser escrita com
dy
M)+ N(y)—=
(x)+N(y) t

Esta equag@o ¢ dita separavel, pois se for escrita na forma diferencial.

M(x)dx+ N(y)dy =0

Entéo as formulas envolvendo cada variavel pode ser separada pelo sinal de igualdade.

3.1.1 Método de Solugédo

A equagdo (4) indica o procedimento na resolugdo para equagdes diferenciais
separaveis. Uma familia a um parametro de solugdes, em geral implicitamente, € obtida
integrando ambos os lados de A(y)dy = g(x)dx.

Nao ha necessidade de usar duas constantes na integracdo de uma equagdo separavel
pois.

[h)dy+c = [g(x)dx+c,

[h()dy = [g(x)dx+c, - ¢, = [g(x)dx+c
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Exemplos:
1) @Y = —2xy —» & =—2xdx ~> Id—y = —2jxdx
dx y y
1n|y|=—x2+c L y=xe  +c
2)Resolva a equagdo (I+x)dy — ydx = 0 Dividindo por (1+x)y
podemos escrever,
dy  dx
y (+x)
-
y (1+x)

ln|y| = ln|1 + x| +5

ln‘1+x‘+c1

ln|1+x| ec]

y= ’1 + x{.ec1

pela definicao de médulo, temos

y==xe"(1+x)
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3) Sob certas circunstancias, um corpo movendo-se através do ar encontra
uma resisténcia que € proporcional a sua velocidade v. Em geral, a resisténcia do ar é
diretamente proporcional a uma poténcia positiva da velocidade do corpo, quanto mais
rapidamente 0 corpo se move, maior a resisténcia. Para corpos movendo-se em alta

velocidade, tais como projéteis ou para-quedistas em queda livre (Fotol), a resisténcia

do ar é fregiientemente tida como proporcional a V2

Foto 1: Queda Livre

O enunciado da 2* lei de Newton diz que o produto da massa pela aceleragéo
de um corpo ¢ igual ao somatorio das forgas a que esta sujeito:

ma = ZiF , sendo a = %

as forgas que agem sobre o corpo € a Forga Peso (P) e a resisténcia do ar ( k) contraria

ao peso.

m® =p_ kv, P=mg
dt

dv
— = - kv
m—- =mg

em que v € a velocidade do corpo, k£ o coeficiente de atrito e g a aceleragdo da

gravidade.
dv

Dividindo tudo por m, temos — =g - —v, chamando — = h, obtemos
dt m m
dv



24

1 & ; -
LA , integrando ambos os lados em relacao a
g—hvdt
variavel t, obtemos
1 av
J' —dt=jdt=t+c] (L1)
g—hv dt

Agora, para calcular a integral do lado esquerdo acima, fazemos a substituicao

u=g-hv=du=-hdv ,assim

1 i #1 1 1
'[g—hv dv = —Z“‘;du - —Zln|u| TC, = _Zlnlg_hv‘ TC 12

Assim as equagoes 1.1 e 1.2 implicam que
1
—;1n|g—hv‘+c2 =t+c¢

1
—Zln|g—hv|=t+c, =&,

ln‘g - hv| =—ht — he, + he,

ln‘g = hV| - _ht n hcl + h02 onde C3 = _hC] + h02 é uma constante real

qualquer. Assim,

lnlg = hv| =—ht +c,

_ht+C3

|g—hv|:e_h’+c3 = g-hv="xte

—ht
2= hv = te. 603 , sendo C = iQC3 , temos

ht

_h .
‘'~ —hv=ce " —g

g—hv=ce



h=+g—ce™”
—ht
,_ 8 ce
h h

g C
v(0) P c=g

—ht

4 g.e
vi)=2-2—
() PR

v(t) = %(1 - e‘h’)

, € portanto

25
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Circuitos RC

Circuitos RC sdo aqueles que contém resistores e capacitores. Eles sdo
interessantes porque as correntes € 0s potenciais, nestes circuitos, variam com o tempo.
Apesar das fontes (fem) que alimentam estes circuitos serem independentes do tempo,
ocorrem efeitos dependentes do tempo com a introdugdo de capacitores.

Estes efeitos séo uteis para controle de funcionamento de maquinas e

motores.
f a) Carregando um capacitor: chave S
Wy fechada em t=0. Assim que S se fecha,
surge uma corrente dependente do tempo
— no circuito.
] t=0=>qg=0;t#0=>¢q(¢)
——— $°
£
a2
Wy Resolver (estudar) este circuito é
-4 encontrar a expressdo da corrente i(?) que
— i
e l satisfaga a equagdo:
" T
e .
g—iR-L=0
€

Como i = %- , temos que implica: € ~ iR — E =0 implica

dq . 4 _

=1
t RC R
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Resolvendo esta equacao diferencial para ¢(#), vamos ter:

q()=Ce(l-¢""")=0,(1-¢""") , onde O, = C, & a carga final do capacitor.

Calculando a corrente:

1 g
izﬂ > i(f) = Ce = o MEC | - & tIRC :l-oe—z/Rc
dt RC R

-
Iy =—

R

€ a corrente inicial
. £
t=0->q(0)=0,i0) = E

s et s 5 & 4
Observe que a corrente tem valor inicial igual a i, = T e decresce até zero, quando

capacitor ser torna completamente carregado.

3.2 Equac¢oes Homogéneas

Antes de considerar o conceito de equagdo diferencial homogénea de

primeira ordem e seu método de solucao, precisamos estudar a natureza de uma

funcdo homogénea.

Defini¢do — Fun¢do Homogénea

Se uma funcao f satisfaz f (lx ’ Zy ) =1 i f (x >V ) para algum namero real n,

entdao dizemos que /¢ uma fun¢do homogénea de grau n.

Exemplo 1
@ f(x,y)=x>=3xp+5y°

ftx,1y) = (x)* = 3(x)(ty) + 5(ty)*
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_°x* =3t%xy+5t%y°

N tz(x2 - 3xy -|—5y2) = tzf(x,y)

Logo a fungio é homogénea de grau 2
® f(xy)=x"+y"+1
[ ty) = ()’ + ()’ +1
=£°x° + t3y3 +1

Pr(xy) =% +£Y" +1 10go f(t5,19) 2 £ £(x,)

A funcao nao ¢ homogénea

(d) f(x) = 2—’; +4

Ix X
flexy)=——+4="—+4=1"1(x,)
2ty 2y
Logo a funcao € homogénea de grau zero

Nos exemplos ( ¢ ) e (d), uma constante adicionada a fun¢ao destréi a homogeneidade, a

menos que a funcao seja homogénea de grau zero.

Ainda, muitas vezes uma funcao homogénea pode ser reconhecida examinando o grau

de cada termo.
Exemplo 2

(a) f (X, y) = 6xy3 . x2y2 , somando os graus do primeiro termo 6xy3 =4

2.2
somando os graus do segundo termo X V =4

A funcao é homogénea de grau quatro

® f(xy)=x>—y

O grau do primeiro termo € 2



29

O grau do segundo termo € 1, logo a fun¢do nao € homogénea, pois os graus dos dois

termos sao diferentes.

Se f(x,y) for uma funcido homogénea de grau n, note que podemos escrever.
y X
ren=xA12]. s =x L
X

onde f [1,Xj e f (i,lj sao ambas homogéneas de grau zero
X ¥

Uma equacdo diferencial da forma:
M(x, y)dx +N(x, y)dy =0

E chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sao fungdes

homogéneas do mesmo grau., em outras palavras. M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 ¢é

homogénea se

M(tx,ty) =t"M(x,y) e N(tx,tp)=t"N(x,y) (2)

3.2.1 Método de Solucao

Uma equacao diferencial homogénea pode ser resolvida por meio de uma
substitui¢do algébrica. Especificamente, a substituicao y = ux ou x = vy, em que ‘u’ e
‘v’ sd0 novas variaveis independentes, transformarad a equagdo diferencial de primeira
ordem separdvel . Para ver isso, seja y = ux; entdo, sua diferencial dy = u dx + x du.

Substituindo na eq. Homogénea, temos

M (x,ux)dx + N (x, ux)[udx + xdu] = 0

Agora, pela propriedade de homogeneidade dada em ( 2 ), podemos escrever
x" M@ u)dx + x" N(Lu)[udx + xdu]=0

M@, u)dx+ N(Lu)udx+ N(,u)xdu =0
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M@, u)dx + N(Lu)udx + N(Lu)xdu =0

[ML,u)+uNQ,u)ldx +xN(1,u)du =0 dividindo por
[M(L,u)+uN(,u)ldx e x , fica

dx . N(,u)du 3
x  M@Lu)+uNQ,u)

Exemplo 3

(a) Resolva (x* + y)dx +(x* —xy)dy =0

Solugao: Tanto M(x,y) quanto N(x.y) sao homogéneas de grau dois. Se fizermos

y=ux e dy =udx+xdu. segue-se

(x® +u’x*)dx + (x* —ux)[udx + xdu] = 0

x2(1 =z u)dx ge X3 (l = u)du = 1) , dividindo por /+u

2 ; (1-u)
x“dx +x" ——=du=0_gividindo por x°
1+u

@+Ma’u=0
X 1+u

2 dx
|:— 1+ jldu +—=0 , integrando obtemos
+u X

—u+ 2lnll -+ u| + ln|x‘ = ln’cl ,sendo u = 1, temos
X

~Liomp+ 2

% -
escrever a solucado como

ki

+ ln’x| = 1ﬂl0| , usando as propriedades do logaritmo, podemos

y £

(x+ ) :
| = slogo (x+)” = cxe

cxX

5.5




31

3.3 Equacées Exatas
Definicao — Equacdes Exatas
Uma equacao na forma M(x,y) + N(x,y) y" =0 € uma equacao exataem R

(uma regiao) se, e somente se, M y xy) = N, (x,y) emcada ponto de R.

Exemplo 1
Verifique se a equagao

(2xy + 1)+ (x2 + 4y)y” =0 € exata.

Solucao: Neste caso, M(x,y) =2xy +1 e
N(x,y) = x2 + 4y.

Logo M y=2x e N + = 2x, donde M y = N ¢ € conseqiientemente ela € exata.

Exemplo 2
Verifique se a equagao 2xydx + (X 2 1)dy =x () , € exata.

M(x,y)=2xy e N(x,y)=x-1

Logo Mv(x,y) = 2% € Nx(x;y) = 2X, donde My(an) = N;(x)y) €

conseqiientemente ela € exata

3.3.1 Método de Solugao
Dada a equacdo  M(x, y)dx+ N(x,y)dy =0

M _ov
oy Ox

Mostre primeiro que

Depois suponha que

L M)

Dai podemos encontrar f integrando M(x, y) com relacdo a x, considerando y

constante. Escrevemos,
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£, 9) = [ M(x, y)dx+g(») (©)

Em que a funcao arbitraria g (y) € a constante de integracao. Agora, derivando f{x,y)

com relagdo a y e supondo 9f /9y = N(x, y):

2 = MG )i+ 0)= N y)
Assim,
£0)= NG )~ 2 [ MG ). 0

Finalmente, integre g’(y) com relagdo a y e substitua o resultado em f (x,). A solugdo

para a equacdo € f (X, y) = c.

Exemplo 3
Resolva a equacao 2xydx + (x 2 - Ddy =0.

L . ._ & _x?
o= M) =20 e =Ny =2 -1

oM N oM ON

Logo g =2x ¢ a =2X, donde E = a e conseqiientemente ela € exata.
Sendo a equagao exata, existe uma funcao f(x,y), tal que

M(x,y)=2xy ¢ N(x,y)=x"-1

f(e3)= [M(x,p)dv+g(y) = f(x,y) = [2xpd+ g(y)
fEy)=xy+g(y)

%£=é%cﬁy)+g1y)=AK%yQ=x2—1

= g(y)=-1le g(¥)=-y ,asolucio é
f(xy)=c



Exemplo 4

Resolva o problema de valor inicial

(cosxsenx — xy*)dx + y(1—x*)dy = 0, y(0)=2

0
g=M(x,y)=cosxsenx—xy2 —ji=N(x,y)=1—x2
ox oy
oM ON

=-2xy=—o
5 14 P , logo a equacao € exata.

F0) = [ Neeydy+hx) = f(x3) = [ (1=x")dy+h(x)

L2 [yt-xe ) L=t 5(—(1 x?) + h(x)
o

— =—xy® + H (x) = cos xsenx — xy°
Ox

logo A°(x) = cos xsenx

h(x) == (cosx(~senxdx) = —% cos x

2

y?(l—xz)—%cos2 T=g,
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yz(l—xz)—coszx=c, em que 2 €, foi trocado por c. A condicao

inicial y=2 quando x = 0 demanda que 4(1) —cos’(0) = ¢, ou seja c=3.

Portanto a solu¢do do problema é

2
y?(l—xz)—coszx=3



34

3.4 Fatores Integrantes

Defini¢do: Uma fungio F(x, y) € um fator integrante da equacao
M(x,y) dx + N(x, y) dy = 0 se quando multiplicar esse fator por toda a

equacao ela se transforma em uma equacao exata, entao,
F(x, y) [ M(x,y) dx + N(x, y) dy | =0, € uma equagao exata.
3.4.1 Determinacao de Fatores Integrantes:
Se F(x , y) € Fator Integrante de M(x,y) dx + N(x, y) dy = 0 entao:

F(x,y) M(x,y) dx + F(x, y)N(x, y) dy = 0 € exata. Entao € verdade a

oFM  OFN
oy Ox

Ou fazendo a derivada do produto:
WO g M OF LN

oy oy ox Ox
pOM_p N oF L oF

oy ox Ox oy

F F
. . F= Ng—— Ma— Férmula Bisica.
oy Ox Ox oy

F
1) Se F € fungao sé6 de y, F(y), entéo: a@— = 0
x
Logo:

oM oN __ W
(5y 5ij(y) = oy
Ou

oM ON __ Q)
(@ 2 jF(y) M dy

L@)z_i(aﬂﬁf\’)d

F(&y) M\d ox

tarendo (M AV _
aze — e Tee=—— =
Miay. ax) -V
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dF(y) _ 1 (a_M_ 2 _a_zz]

F(y) o o

fazendo —[%—%V‘J g(y)
dF(y) _

o) ~g(n)dy =>InF(y)=-[g(y)dy +c

Como qualquer membro da familia dessa fung&o nos interessa podemos fazer ¢ = 0.
Entdo

et f0) = ey

e F(y) € o fator integrante.

2) SeF ¢ fungdo s6 de x , F(x), entfo: ?—— =0
¥

Logo:
(212001 200
d Ox oy
Ou
(ij‘—l——a—N—]F() el
oy Ox dx
—l—dF(x)— (QAi_@_Nde
F(x) oy Ox
1fom_aw)_
Fazendo N\ ¢ B =8
mdF(x) g(x)dx => 1nF(x)=J-g(x)dx+c

Como qualquer membro da familia dessa fung¢do nos interessa podemos fazer ¢ = 0.
Entdo

PO _ g

e F(x) € o fator integrante.
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AR f(x) funca d to o fator integrant
e ¥\ o , uma funcao apenas de x, apenas, entdo o fator integrante
£ (x)dx
sera F' (x )= I € fator integrante da equacgao.

Exemplo: Resolver (x2 + y2 + x)dx +xydy =0 para Y = f(x)

M=x*+y"+x ¢ N=xp

1
2y e =) por tanto a equacao nao é exata, mas —
dy B P quag

N

M_, ., o
B [ay ox

oM 6NJ 1
———|=— &0
i), 4

Iﬂ
: . F - x — ptn (x) — . = p
fator integrante sera (x)=e =e€ = X . Assim, a equacio seré

[(x2 +xy” + x)dx+xydy]x = (O)x — (x3 +xy* +x° )dx +x°ydy =0

oM

onde By =2xy e o 2XY por tanto a equagio é uma equagio diferencial

exata e

u:j(x3 +xp’ +x2)dx+k(y)

4 2 3 3
a—u:0+x2y+0+&(y):x2y =5 M=O = k(y):CI
dy dy dy

4 2.2
X x“y %

1 + > * 3 +C} ¢ a solugio geral ou primitiva da equacio, isto &,

o x2y2 3
. —+ +—=C
Resposta: A ) 3
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3.4.2 Fatores Integrantes por Inspecao.

Com esta finalidade deve-se ter em mente algumas diferenciais exatas bem conhecidas.
As vezes, depois de reagrupar os termos da equacao, pode-se determinar um

fator integrante pelo reconhecimento de certo grupo de termos como parte de uma

diferencial exata, como por exemplo:

d (ij I L s — Xy d (ln ﬁj = £ y d arctg(il = ___ydx ool )

y v y xy y)) x*+y°
L : elc
onde as funcoes 5> — > - sao fatores integrantes, para a equacao
¢ yz Xy ¥ yz g P quag
ydx—xdy =0
- .. X% x x
E as solugdes correspondentes sao —=C, In—=C e arctan(—j =C, que
y ¥y y

essencialmente sao as mesmas, pois representam uma familia de retas que passam pela

origem.

Exemplo: Verificar se a equacio ydx—xdy =0, para f(x), é exata e integrd-la, sem

utilizar nenhum dos fatores apresentados anteriormente.

Solugio:

ydx = xdy =0 , entao:

oM
M\x,y)= = —=1
%)=y - T )
BA = ﬁ_#—‘é)— = nao exata
N(x,y):—x = s=——mmex] Y *
Jy

Esta equagdo nao € exata e sendo a mesma equagdo apresentada
anteriormente, e tendo em mente, as diferenciais exatas apresentadas, pode-se usar, o

fator integrante:
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1
F(x)=—.
X
Pois, essencialmente é (ydx — xdy = 0) x (~ 1) , ou seja, ydx —xdy =0. Assim,

F(x):% = (xdy—-ydx=0)-F(x) = (xdy—-ydx)-F(x)=0-F(x)=0,

isto €,
Y

=0 .. jd(—):C = y=0Cx

(xdy — ydx) d(lj
X

x2 X

Exemplo: Resolver (2y —3x)dx + xdy =0 para y= f(x).

oM ON
—=2 ¢ —=1 por tanto a equacao nao € exata.

oy Ox

Solugzo: Por inspegio, tem-se: F'= X

2y —3x)dx +xdylx=(0)x = (2yx—3x*Jdx+x’dy=0
@y —3xhis-+xyle=(0h = (2w -37

donde @~ —=2x e ——=2X por tanto a equacdo passa a Ser uma equagio

oy ox

diferencial exata e a solucao, serd obtida na forma das equacgoes exatas, isto €,
U= J.(Zyx —3x? )dx + k(y)
u=yx*-x> + k(y)

8_u:x2_0+£(y)=x2 = MzO = k(y)=C,

oy dy dy
u=C,=yx* -x>+C,
¢ a solucdo geral ou primitiva da equacao, isto €,

2 3
Resposta: VX —X =C
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4 CONCLUSAO

O desenvolvimento das equacdes diferenciais é uma parte significativa
do desenvolvimento da matematica em geral. Usamos o cilculo diferencial e integral na
forma de equagdes diferenciais para resolver problemas em varios ramos da ciéncia.

De acordo com os fatos histéricos citados nesta pesquisa, muitos
cientistas e pesquisadores estudaram e contribuiram para o desenvolvimento das
equacoes diferenciais e suas aplicacoes na resolugdo de problemas importantes da
engenharia, das ciéncias exatas e das ciéncias sociais.

Abordamos especificamente as equacdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem, principalmente as separdveis, homogéneas e exatas.

Por fim, diante do exposto, acreditamos que este trabalho nao esgotou o
entendimento sobre os temas discutidos, mas esperamos ter contribuido para a

compreensao de alguns tépicos relacionada as equagoes diferenciais e suas aplicagoes.
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