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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos diagonaliza¢do e fatoragdo LU de matrizes. A primeira
decomposicdo sera da forma A = MDM, onde D é uma matriz diagonal e M é a matriz dos
autovetores de A. A segunda ¢ do tipo A = LU em que L € uma matriz triangular inferior ¢ U
¢ escalonada. Devemos escrever estas defini¢Ges, exemplos e resultados. Como aplicagoes,
para o primeiro caso, veremos como calcular AP, sendo p um nimero natural eventualmente
muito grande e para o segundo, ilustraremos a teoria mostrando um problema de Resolugdo de

Sistemas de Equagdes Lineares.

Palavras-chave: Decomposigdo. Diagonalizagio. Matrizes. Equacdes Lineares.
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INTRODUCAO

Assim como a fatoragdo de um numero natural, a decomposi¢io de uma matriz como
o produto de duas ou mais matrizes, pode ser bastante til na resolu¢fio de varios problemas
na Engenharia, Fisica e Biologia. No caso da diagonaliza¢io, usamos a informagdo sobre
autovalores e autovetores contida numa matriz A para apresentar uma fatoragdo do tipo
A =MDM"', onde a mesma nos peérmite calcular A” rapidamente para valores grandes de p. Ja
a decomposi¢do A = LU ¢ geralmente usada para resolver sistemas de equagdes lineares de
ordem maior ou igual a quatro, nos quais os métodos convencionais ficam dificeis de serem
aplicados. _

O trabatho estd dividido em trés capitulos. No capitulo 1, introduzimos a idéia de
operadores lineares, destacando a determinagdo dos autovalores e autovetores, com suas
defini¢bes, propriedades e aplicagdes. No capitulo 2, apresentamos os critérios da
diagonalizacdo de operadores lineares e matrizes, no qual, abordamos teoremas e
propriedades e ilustramos essa teoria com uma aplicagdo sobre poténcia de matrizes.
Finalmente, no capitulo 3, estudamos a decomposi¢do LU de uma matriz A, seus conceitos
fundamentais e propriedades. Destacamos éinda um problema sobre a resolugdo de um
sistema de equagdes lineares usando essa decomposi¢do, que servird como base de aplicagdo

em outras situagdes.



1. OPERADORES LINEARES

Admitindo ja conhecida a teoria de Espagos Vetoriais e Transformacdes lineares,
abordaremos aqui estudos a partir de Operadores Lineares. Neste estudo vamos trabalhar
apenas com Espacos Vetoriais reais, cuja teoria elementar pode ser encontrada em [1], [2] e
{6] citados nas referéncias bibliograficas.

Todas as propriedades estudadas nas transformagGes lineares e suas respectivas matrizes
retangulares sdo validas também para os operadores lineares. No entanto, estes e suas
correspondentes matrizes quadradas 'possuem outras propriedades particulares, que

estudaremos neste capitulo.

1.1 Definic¢fo: Toda Transformacio Linear T de um espago vetorial V em si mesmo, isto &,

T: V — V € chamada de Operador Linear sobre V.

1.1.1 Exemplo: Dada a fungio T: R? — R2 definida pela lei
T(Xa y) = (X - ZYa 3x + 4y)>

verificamos que T é um operador linear, pois:

Seja p = (x,y) € R?e v=(a, b) € R? temos:
)T (u+v)=T((x,y)+(a b))

=T(x +a,y+Db)
=(x+a-2(y+b),3(x+a)+4(y +b)
= (x +a—2y - 2b, 3x + 3a +4y + 4b)
=(x~2y+a—2b,3x + 4y + 3a+4b)
=(x -2y, 3x +4y) + (a—2b, 3a + 4b)
=T(x,y) +T(a,b)
=T(u) + T(v)

Dado p =(x,y) € R*e a € R, temos:

i)  T(op) = T(ux,y))
= T(ox, ay)
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= (ox - 2ay, 3ox + 40_,y)» ‘
=a(x - 2y, 3x +4y) |
=0 T(x, y)

=aT(w)

Logo, temos que T é um Operador Linear.

1.1.2 Exemplo: Dada a fungfio T: R?> — R? definida pela lei
T(x, y) = (], 2y),

temos que este ndo € um operador linear, pois:

Sejam p = (x, y) e v = (a, b) vetores genéricos do R2

T(u +v) = TI(x, y) + (a, b)] T(w) + T(v) = T(x, y) + T(a, b)

=T(x+a,y+b) = (Jx|, 2y) + (lal, 2b)
=[x +a], 2(y + b)) = (x| +al, 2y + 2b)
=(x +al, 2y + 2b)

Observamos que |x + a| = x| + a| ndo € verdadeira, pois para x = 1 ¢ y = -3 temos:
[T+ G311 +-3)
| Logo, T n3o € um operador linear.

1.2 Isomorfismo e Operador Inversivel

1.2.1 Defini¢ao: Toda transformagdo linear T: U — V de um espago vetorial U no espago
vetorial V que seja bijetora ¢ denominada isomorfismo de U em V. No caso em que T € um

operador linear, ou seja, T: V — V| teremos um automorfismo de V.

1.2.2 Proposi¢iio: Se T ¢ um isomorfismo de U em V, entdo T"': V — U, também ¢ um

isomorfismo (de V em U).
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Demonstracgdo:
Como T € bijetora, entdo, existe a fungéo inversa T"'. Mostraremos a seguir que T~ ¢
uma transformacio linear.
(I) Sejam v, v; EV e considerefnos Tl(v, + v;) = u. Como T ¢é sobrejetora, entdo existem
uj, u; € U de maneira que T(u)) =v; & T_](Vl) =y eT(w)=v, & T'(Vz) = Uu,. Substituindo
estes resultados na igualdade inicial, temos: |
u=T" (T(ur) + T(w))

=T (T( +w)

=uptw

=T (v)) + T"(va).

Assim:
T v +v) =T '(v)+ T ()
(I) Sendo T(au) =av, o € Reu=T"'(v), temos:
T (av) = T"(T(aw))
=qu

=oT (V).

Provaremos agora que T'¢ bijetora e consequentemente um isomorfismo.
(IT1) Suponhamos vy, v, € Ve T~ (v)) = T"'(v2) = u. Entdo T(w) = v; e T(u) = v,. Dai, v; = v,.
Logo T'¢ injetora.
(IV) Dado u € U, tomando v = T(u) teremos:

T'(v) =T (T(w) =1,

0 que mostra que T'¢ sobrejetora.

Como T é uma'trans,formagéo linear bijetora, logo é um isomorfismo.

Tendo como base a teoria de micleo e imagem de uma Transformagdo Linear,

podemos citar o seguinte corolario:

1.2.3 Colorario: Seja T: U — V uma transformagdo linear. Se dimU = dimV, entdo T ¢
injetora, se e somente se, € sobrejetora. _ ‘

Nota: Como neste estudo estamos nos limitando a operadores lineares, a dimensdo dos
espagos vetoriais sera sempre a mesma. Dessa forma, podemos provar que T é um
automorfismo simplesmente mostrando que T ¢ injetora (ou sobrejetora) e consequentemente

. . 1
veremos que existe o operador inverso T .



1.2.4 Exemplo: Mostrar que o operador linear T: R> — R’ definido por
| T(X,y,Z)z(X,X‘“y,2X+y—Z)

¢ um automorfismo e determinar T~'.

Solucio:

Primeiramente determinaremos o N(T) através do Sistema:

x=0
x-y=0
2x+y-z=0

Cuja unica solugdo € (0, 0, 0). Logo, N(T) = {(0, 0, 0)} => T ¢ injetora. Com base no
corolério acima, podemos afirmar que T ¢ um automorfismo.
Agora, sendo (a, b, ¢) = T''(x, y, z) e aplicando T em ambos os membros dessa
igualdade, temos:
T(a, b, ¢) = T(T"(x, v, 2))
Como T(T(x, v, 2)) = (x, v, 2), podemos escrever T(a, b, ¢) = (X, y, z), assim:

T(a,b,c)=(a,a—b,2a+b~c)=(x,y, z)

a=x
Ou a-b=y
2a+b-c=z

Oquefesultaa=x,b=x%yec=3x—y—z. Logo,

’I‘—](X> Y, Z) = (Xs X—-Yy, 3x - y _Z)'

1.3 Mudanca de Base

Sejam A e B bases de um espago vetorial V. Faremos a relagdo entre as coordenadas
de um vetor v em relagfo a base A com as coordenadas deste mesmo vetor em relago a base
B.

Faremos a construgdo para um espago vetorial V de dimensdo 2, para V com dimensao
1, a construgdo ¢ anéloga.

Sejam A = {v;, v} € B = {wj, wp} bases de V. Dado um vetor v € V, sendo este

combinacio linear dos vetores das bases A e B:

vV =XV T XoVo (I)



Ou
[V]a = (x1,X2) €:
v=yiw +y2w; (ID)
Ou
[Vls = (¥1, ¥2)

Podemos também fazer uma relagéo entre os vetores da base A com os da base B, isto €:

Vi =a W +a,w, (IH)
Vy, =2, W, +a,w,

Substituindo (11I) em (I), temos:
» v =x (aw + anwy) + Xz (aaw) + anws)
Ou

v =(anxy T aix)w + (anxy tapxgwy, - (IV)
Comparando (IV) com (II) vem que:

¥y =anx; tanx;

y2= anX; t apxe

[%:’___l:an alzillixl}
Ya Ay Ay | X,

Ou podemos representar simplesmente pela equagéo:

Ou na forma matricial

[V = (114 [V

a a
=2 12}
[]B I:azl adxp

- é chamada matriz mudanca de base de A para B.

Onde a matriz:



Observacoes:

1) Fazendo a comparagio da matriz [1]§ com (I1I), observa-se que:

~jan 2,
[VI]B:{i ] e [v,]s :I: :l
ay ayp

2) A matriz [I]5 é a matriz do operador linear identidade I : V—V considerado nas
bases A e B.
' 3) A inversa da matriz mudanca de base de A para B € a matriz mudanga de base de B

para A, ou seja, ([1]5)" =[1]5

1.3.1 Exemplo: Consideremos as bases A = {v}, v;} € B = {wj, wp} do R?, onde

vi=(-1, 1), va=(1,0), w; =(2,-Dew, = (-1, 1).
Vamos determinar a matriz mudanga de base de A para B.
Solucio:
a4,
[ = [ }
a2] a22

T

v, 1 [v,15
Agora faremos uma combinagio linear dos vetores da base A em relacéo a base B:

Vi = (-1, 1)= a”(2, —1)+a21(—1, 1)
Ou:
2a_11—a2]:_1 -a, +a, =1
—a; +a, =1 0+a, =1

a”:O a?lzl
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Assim, _
0
[vilg = 1 |
v2=(1,0) =222, -1) + ap(-1, 1)
Ou:
2al2—a22=1 -4, +a, =
—23,,+2,, =0 —l+a, =
al'.Z :1 aZZ :l

1 .o 1]
Logo, [v2lg = ! eporta.nto[l]B = L

1.3.2 Processo Pratico para determinacio da matriz mudanca de base

Baseado em composta de transformagdes lineares ¢ sabendo que a matriz mudanga de
base de uma base qualquer para a candnica € a matriz cujas colunas sdo as coordenadas dos
vetores da base, podemos escrever a relagdo abaixo.

Sabendo que A e B so bases de um espago vetorial V e C a base candnica, temos que:

\

[ =frotls =[ifs [ = (B i} =BA
Isto é: [I]g =B"'A
onde B e A sfo matrizes cujas colunas sio formadas pelos vetores das bases B ¢ A

respectivamente. -

1.3.2.1 Exemplo: Vamos calcular a matriz mudanga de base de A para B do exemplo

(1.3.1), usando o processo pratico.

Temos que:

A ={v), v2} e B={wi, wp}, dai:
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el 1
R
11l 1)
i

1.4 Matrizes Semelhantes

1.4.1 Definicao: Duas matrizes A e B sfo semelhantes se existe uma matriz inversivel M
tal que A = M'BM. Em termos de matrizes de operadores, M ¢ a matriz mudanc¢a de base de

B para A e podemos escrever:
[Tle=M"[T]aM

1.4.2 Propriedade: As matrizes semelhantes [T]a ¢ [T]g possuem o mesmo determinante.

Demonstragdo:
Partindo de que,
[Tls =M [T]a M

segue que:
M[T]p= [T]x M
e dai, |
detM det[T]g = det[T]4 detM
Assim:

det [T]s = det [T]a
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1.4.3 Exemplo: Seja um operador linear T: R? — R? e consideremos as bases

1

_ » 3
A={(1,0), (0, 1)} e B={(4, 1), (-11, -3)}. Sabendo que [T]s = [ | 4 ] vamos determinar

uma matriz [T]s semelhante a [T]a.
Solugio: |
Para calcular a matriz [T]g vamos utilizar a relagdo [T]g = M [T]aM, onde M € a

matriz mudanga de base de B para A. Utilizando-se do processo pratico, temos que:

14 =53
5 -19
5653
120-19

I =]

-154+159
-55+57

M=[I=A"B
. 1isto é:
. 1 0]'T4 —=11 1 0][4 -11 4 —-11
M= = =
0 1} |1 -3 0 1|1 =3 1 -3
c
v = 3 -11
11 -4
[3 —11][1 -3][4 -11
L : T
o8 SR FRY | I | P

3 5]
1 2
Podemos mostrar ainda que, como as matrizes [T]a e [T]g sdo semelhantes, entdo,

possuem 0 mesmo determinante, ou seja:

det[T]a = det[T]p



Segue que:

det[T], = —11 "”431: 4-3=

det[T], =

Ou seja, [T]a € [T]s possuem o mesmo determinante.

1.5 Autovalores e Autovetores:

Considere um operador linear T: V—V. Dado u€ V, veremos a seguir que ¢

importante u e T(u) possuirem a mesma dire¢3o.

1.5.1 Definic¢ao: Dado um espago vetorial V e seja T: V-V um operador linear. Um vetor
W€V, n#£0, é um autovetor de T se existe um escalar A tal que T(p) = Ay, sendo X dito um
autovalor de T associado a p. '
Nota: De acordo com a deﬁniqéd, um vetor v # 0 ¢ dito autovetor se existe uma imagem T(v)
multiplo escalar de v. Podemos dizer que no R? e no R®* v e T(v) tém a mesma direc3o. Deséa
forma, dependendo do valor de A, o operador dilata v se A > 1, contrai vse 0 <A< 1,
inverte o sentido de v se . <0 ou anula v quando A = 0.

Observe que na figura (1.52) o vetor v € R* ¢ um autovetor de um operador T que
inverte o sentido de v, isto porque A < 0. J& a figura (1.5b) ilustra um vetor p € R? que néo €

autovetor de um operador T, pois T(p) ndo é miltiplo escalar de p.

y y

T

X

S

Figura 1.5a ‘ Figura 1.5b

1.5.2 Exemplo: O vetor v = (2, 2) é um autovetor do operador linear T: R? — R?, definido

por T(x,y) = (2x + 3y, 3x +'2y) associado ao autovalor A = 5, pois:
TV =T(2,2)=Q2-2+3-2,3-2+2-2y=(10,10)= 5(2,2) = 5v



Em contrapartida, o vetor u = (1, 2) néo ¢ autovetor de T, pois:
T)=T1,2)=2-1+3-2,3-1+2-2y=(8,7)#AM1,2)

ou seja, ndo existe A para essa igualdade, logo o sistema ndo tem solugéo.

1.5.3 Exemplo: Dado um vetor v = (1,1,1) e um operador linear T: R® =R’ definido por
T(x,y,z) = (x +y,y + 2, X + Z), temos que v é um autovetor associrado ao autovalor A = 2, pois: |
TV =TA,1L,H)=>01+1,1+1,1+1)=(2,2,2) =2(1,1,1) =2v.

O que ndo ocorre no caso de um dado vetor u = (1, 2, 3), pois:
T)=T(12,3)=(1+2.2+3,1+3)=(3,54) £ M1,2,3)

ou seja, ndo existe A para essa igualdade, consequentemente u ndo € autovetor de T.

1.6 Autoespaco

1.6.1 Defini¢ao: Sendo A um autovalor de um operador linear T: V-V, temos que o
conjunto P(A) = {u€ V | T(u)= Au} de todos os vetores u € V, incluindo o nulo, €

denominado autoespacgo de T associado ao autovalor .

'1.6.2 Teorema: O conjuntoformado pelos autovetores associados a um autovalor A e 0
Vetof nulo é um subespago vetorial de V, isto é, P(A)= {u € V | T(u) = ku} € subespaco de V.
Demonstragdo: '
A demonstracdo sera feita com P()) € R%, para o R" é inteiramente analoga.
Dados v; e v, € P(A) e < € R, temos que:
) (0,0) € P(), pois T(0,0) = 1(0,0) = (0,0)

i) T(vi+ vp) = T(vy) + T(v2) =X vy + L va = Mv; + V), entdo:

Vi +V € P(L).
iii) T(ocvy) = o T(vy) = (A vy) = M), logo:
xv; € P(A).

1.6.3 Exemplo: Sabendo que ) = 2 é um autovalor do operador linear T: R? — R? tal que,
T(x, y)=(x+2y,—x+4y).

Determinaremos o0 autoespago associado a esse autovalor.
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Solucio:
' CP)={(x, y) e R?*| T(x, y) = 2(x, )}
= {(x,y) € R?| (x +2y, =x + dy) = (2%, 2y)}
- ={(x,y) € R*|x + 2y =2x, —x + 4y = 2y}
={(x,y) €R*[x =2y}
= {2y,y) €R?}
={y2, )|y €R}
=12, 1]

Assim, o conjunto P(2)= {y(2, 1) | y € R} = [(2, 1)] é 0 autoespago associado a A = 2,

e que geometricamente € representado pela reta L.

Y4

Fig. 1.6a

1.7 Polinomio Caracteristico

1.7.1 Defini¢@o: Seja A=(a;; ) € M(n, R), denominamos polindmio caracteristico de A de

grau n o polindmio a seguir:

an 'ft ap a,
P,(t)=det] a,, a,-t ... a, |[=de(A-tl) .
an] an'2 ~t ann -t '

Ou seja,

PA(t) = det(A — I,
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1.7.2 Defini¢ao: Dado um espago vetorial V de dimensdio n e T: V. = V um operador
linear. Denomina-se Polinémio Caracteristico de T o polindmio caracteristico da matriz de
T em relagdo a qualquer base de V. Usaremos a indicagéo P(t).

Observacio: O polindmio caracteristico de T independe da escotha de uma base para V,
pois o determinante de matrizes semelhantes € igual. |

1.7.3 Teorema: Seja T um operador linear, entfio, os autovalores de T sdo as raizes reais
do polindmio caracteristico Pr(t).

Demonstragio:

De acordo com a definigio de (1.5.1) temos que A ¢ um autovalor de T se, e somente
se, Nuc ([T]c - M) # {0}, isto garante que [T]c - Al, ndo € inversivel, € mais, garante ainda
que det([T]c - Aly) = 0. Por definigdo det([T]c - Aln) = det([T]c - tl,) = P1(t), assim o teorema
esta provado.

Nota: Se V ¢ um espago vetorial sobre R, o nimero de autovalores de um operador linear
T: V =V € menor ou igual a dimensdo de V, pois algumas das raizes de P1(t) podem néo ser

reais.

1.7.4 Exemplo: Seja T: R* = R* um operador linear definido por
T(x,y,2) = (x +y +2,2y +2,2y + 32),
encontramos o polindmio caracteristico determinado pela matriz de T na base canénica do R?

da seguinte forma:

111 1 0 t 00
A=[Tle=|0 2 1|, I=[0 1 0|, =0 t 0
02 3 0 1 0 0 t

Logo,
P1(t) = det(A —tI)

1-t 1
=det( 0 2—t 1
: 0 2 3—t

1-t 1 1

I
S
o

|
—
—

0 2 3-t!
=(1-02-HG-1-200-1)
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=(1-9[2-93-v-2]
=(1 -1 [(6-2t-3t+ ) —2]
=(1—1) (- 5t +4)
=-£+68°-9t+4

cujasraizesem Rsdo: t; =t, =1 et3=4.
Assim, os autovalores de T sdo: 1 e 4, sendo o primeiro com multiplicidade 2.
1.7.5 Exemplo: Seja o operador linear T: R* — R? definido por
T(Xs Y, Z) = (X> X+ y— 22: y-—- Z)'

Encontraremos pela matriz de T, na base candnica do R?, o polindémio caracteristico do

operador T. Segue que:

1 0 0 1 0 0 t 0 0
A=[Tl.={1 1 -2{,1=(0 1 0|, =|0 t O
01 -1 00 1 00 ¢
Logo,
Pr(t) = det(A — tI)
-t 0 0
=det 1 1-t -2
0 1 =-1-t
-t 0 0 !1-t 0
|
= -t -2 1 1 1-t
0 1 -1-t! 0 1

==t (1 -0 1—t)+2(1 -1
=(1- [ -1 (-1-t)+2]
=(1-t)(+1)

=-P+tf-t+]
Cujas raizes sdo: 1 ERe—i,1 € C.

Portanto, o Gnico autovalor de T € 1, pois os demais s3o complexos.
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1.8 Determinacao de autovalores e autovetores de Matrizes

Consideremos uma matriz A € M(n, R), veremos a seguir que a partir do

polindmio Pa(X) = det (A — AI) podemos determinar os autovalores e os autovetores de A.
1.8.1 Determinacio dos autovalores

1.8.1.1 Defini¢ao: Os autovalores de A so os autovalores do operador linear associado

aA.

1.8.2 Determinacio dos autovetores

1.8.2.1 Definicfio: Os autovetores de A sio os autovetores do operador linear associado

aA.

1.8.3 Exemplo: Dada a matriz A = [1 _3} determinaremos seus autovalores e autovetores

correspondentes. -

Solucio:
O operador linear associado a matriz A é:
T(x,y) = (2x + 2y, x +3y).

O polindmio caracteristico do operador T é dado por det(A — Al), dai:

2-2 2 2-2 2
de =
1 3—-A 1 3-M
=Q2-N(GB-N-2
=6-2h-30+2A2-2
=7\2-5A+4
AMN-5A+4=0
AM=4deh =1

Entdo, os autovalores do operador T séo: M =4 e Xy =1.
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Para determinar os.autovetores, usaremos a defini¢io de autoespaco.
Parai, = 4, temos:
P(4)={(x,y) € R*| T(x, y) = 4(x, )}
={(x,y) € R?| (2x + 2y, x + 3y) = (4x, 4y)}
={(x,y) €ER?|2x + 2y = 4x,x + 3y =4y}
={x.y)ER*|x=y}
={(r.y) €ER?}
={y(1, |y €R}
=[(1, D].

Entdo, os vetores do tipo P(4) = {y(1, 1) | y € R}, sfo os autovetores associados ao
autovalor A; = 4.
P'ara =1, temos:
P(1)={(x,y) €R*| T(x, y) = 1(x, y)}
={(x, y) ER*|(2x +2y,x + 3y) = (X, )}
={(x,y) ER?|2x +2y=x,x + 3y =y}
={(x,y) ER?*|x=-2y}
={(-2y,y) € R?}
= {32, DIy€eR;}
=[(=2, DI.

Assim, os vetores do tipo P(1) = {y (-2, 1) | y € R}, sdo os autovetores associados ao

autovalor A, = 1.

3 -1 -3
1.8.4 Exemplo: Dada a matriz A=|0 2 -3| determinaremos seus autovalores e
0 0 -1
autovetores.
Solugio:

O operador linear associado & matriz A ¢:

T(x,y,2) = (3x -y -3z, 2y -3z - 2)
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O polindmio caracteristico do operador T é dado por det (A — Al), dai segue que:

3-2 -1 =37 -2 -1 -3
dett 0 2-n -3 |{={0 2-1 -3
0 0 -1-A{ |0 0 -—I-%:

3-4 -1
0 2-M
0 0

=(3-1) (2- %) (-1-})
= +402-1-6
N+ A-6=0
M=3, =2, 3=—1

Entdo, os autovalores de Tsdo: My =3, =2eh;=-1

- Para determinar os autovetores usaremos a defini¢do de autoespaco.
Para A, = 3, temos:
PG)={(x,y,2) ER*|T(x,y,2) = 3(x%, ¥, 2)}
={(x,y,2) € R*| (3x ~y -3z, 2y — 3z, —2) = (3x, 3y, 32)}
={(x,¥,2) ER*|3x -y -3z=3x,2y -3z=3y,—z= 3z}
={(x,¥,2) ER*|y=-3zez=0}
={(x,y,2) ER*|y=0,2=0} .
= {(x, 0,0) e R*}
={x(1,0,0)|x €R}
=[(1,0,00]
Entfo, os vetores do tipo P(3) = {x(1, 0, 0) | x € R}, s8o os autovetores associados a A = 3.
Para A, = 2, temos: '
PQ)={(x,y,2) eR*|T(x,y,2) = 2(x, ¥, 2)}
={(x,y,2z) ER*|(B3x -y -3z, 2y~ 32‘, -z) = (2x, 2y, 2z)}
={(x,y,2) ER®|3x—y-3z=2x,2y -3z=2y, -z =2z}
={x,¥,2)ER}|x=yez=0}
={(¥y,0) € R%}
={y(1,1,0) ]y €R}
={(1, 1, 0)]

Assim, os vetores do tipo P(2) = {y(1, 1, 0) | y € R}, sdo os autovetores associados a A, = 2.
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Para A3 = -1, temos:
P(-1) = {(x, ¥, 2) ER*| T(%, ¥, 2) = ~1(x, ¥, 2)}

={(x,y,2) €R*|(3x _ y-3z,2y -37,-2) = (X, -y, -2)}
= {(x,y,2) ER}|3x—y 322 x, 2y 3z =y, 2= 2}

(YD ER x=y=2}

= {(x, x,x) ER*}

={x(1,1,1)|x ER}

=[(1, 1, D]

Logo, os vetores do tipo P(-1) = {x(1, 1, 1) | x € R} sfo os autovetores associados a A3 =— 1.
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2. DIAGONALIZACAO DE OPERADORES LINEARES E MATRIZES

A decomposicdo de matrizes é essencial no estudo da algebra linear, visto que, em
varios problemas do dia-a-dia nos encontramos em situagdes nas quais usar tais métodos,
evita a utilizago de processos longos que podem ocasionar erros. Estes, por sua vez, sdo mais
simples € praticos, para a realizago de estudos direcionados a aplicagio em outros campos
ligados a Matematica.

No capitulo ‘anterior introduzimos as defini¢des de operadores lineares e seus
respectivos autovalores e autovetores. Faremos aqui um estudo de diagonalizagiio com base
nas referéncias [2] e [6], onde o0 nosso objetivo € encontrar uma base de autovetores de um
dado espago vetorial, na qual esta seja a mais simples possivel. Por varios motivos, veremos

que a situagdo mais conveniente sera encontrar uma matriz diagonal associada a um operador.
2.1 Diagonaliza¢io de operadores lineares

2.1.1 Defini¢ao: Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Um operador linear

T: V-V é diagonalizavel quando existe uma base de V formada pelos autovetores de T.
Sendo B - {u,,..., Uy} uma base formada de autovetores de T, entdo, T(u;) = Au; e

assim por defini¢do de matrizes da transformagio linear T em relacdo a base B temos a matriz

diagonal:

Onde A, ..., A, s30 0s autovalores de T.



- 28

. Observacio: Os autovalores Aj,..., Ay D30 sdo necessariamente distintos dois a dois.
Devido a isso; pode acontecer de o polindmio caracteristico Pr(x) de um operador linear T se
' "decompor em fatores lineares do tipo (x — L), sem que T seja diagonalizavel. Esse fato ocorre
devido a dimensdo dos autoespacos, ou seja, a multiplicidade algébrica dos autovalores ndo ¢

1gual & dimens&o dos seus respectivos autoespagos.

2.1.2 Propriedade: Os autovetores associados a n autovalores reais distintos de um
operador linear T: R" = R" sdo linearmente independentes.
Na demonstragdo abaixo, o conjunto que mostraremos ser LI € composto por um vetor

de cada autoespago associado ao seu respectivo autovalor.

Demonstracdio:
Faremos a demonstragfo para n = 2, para n > 2 a demonstracéo € analoga.
Sejam A e A, autovalores de T, A, # A2, € V1, v, autovetores associados aos autovalores A €
A, respectivamente. Devemos provar que vy € v, sdo LI Seja ajvy + a;v, = 0. Aplicando a esta

equacio a transformagdo T — A1, e lembrando que T(v;) = Aiv; € Iv; = v; para 1 = 1,2 segue que:

(T-XAD-(a,vy +2a,v,)=T(0) =0
T(a,v, +a,v,)—Al(a,v, +a,v,) =0
a,T(v,)+a,T(v,)—%,aI(v))-%,a,Il(v,)=0
ahv, +a,A, v, —Aa v, —a,h,v, =0
ahv, ~L,a,v, +a,A,v, ~a,A,v, =0
a, (A —hyv, +a,(h, —hy)v, =0
a, ()\‘] —)“Q)Vl =0
Como v| # 0 e A # Ay, concluimos que a; = 0.
Aplicando agora T — A1 na equagdo original a,v,+a,v, =0, temos:
(T-»1)a,v, +a,v,)=T(0)=0
T(a,v, +a,v,)-AI@,v, +2,v,)=0
a)T(Vl)+a2T(V2)_>\’1all(Vl)—)\’lazl(vz)z 0
ahv, +a,\,v, -hav, —\a,v, =0
0

ah v, —Aa,v, +a,A,v, —Aa,v, =
31(7‘1"7‘1)‘/1 +az()‘z '—)\‘I)Vz =0

az()”z_)‘l)vz =v0



29

Também, como X # X, € v2 # 0, concluimos. que a; = 0. Logo os vetores v, e v, sdo

linearmente independentes.

2.1.3 Corolario: Sendo V um espago vetorial de dimensdo n e T: V = V um operador

linear com n autovalores reais distintos, entfo, V possui uma base cujos elementos séo todos

autovetores de T.

2.1.4 Exemplo: Seja o operador linear T: R? = R, [T(x, y) = (x + 2y, - x +4y). -

Segue que a matriz de T na base candnica é€:

S

O polindmio caracteristico do operador T € dado por:

-2 2

-1 4—>J
=(1-M)@E -1 +2
—4-h-4N+A7+2
= AT —5h+6

AT —50+6=0
A =2 e A, =3

det(A — AI) =

Logo, A; e X, sdo os autovalores de T. Como A # A, temos uma base do R? formada
peloé corfespondentes autovetores.
Determinaremos os autovetores usando a deﬁnig:éo de autoespago.
Para i =2:
PQ2) = {(x,y) € R T(x, y) = 2(x, ¥)}
= {(x,y) € R (x + 2y, x + 4y) = (2x, 2y)}
= {(x,y) € R¥x + 2y = 2x, x + 4y = 2y}
= {(x.y) ER?Yx =2y}
={Q2y,y) €ER%}
={y(2, D]y €R}
=12, D]

Entdo, os vetores do tipo P(2) = {y(2, i) | y € R}, sdo os autovetores associados a ki = 2.
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Para Xz =3:
P(3)={(x,y) e R T(x, y) = 3(x, ¥)} |
= {(x,y) € R¥ (x +2y, -x + 4y) = (3%, 3y)}
={(x,y) € R? x + 2y =3x,—x + 4y = 3y}
={x.,y) ERYx =y}
={(y,y) €ERY
={y1, )|y €R;}
=@, D]

Entdo, os vetores do tipo P(3) = {y(1, 1) | y € R}, sdo os autovetores associados a A, = 3.

Assim, o conjunto {(2, 1), (1, 1)} é uma base do R? ¢, portanto T ¢ diagonalizavel.

2.1.5 Exemplo: Seja o operador linear T: R® = R, T(X, y, 2) = (X, - 2x -y, 2x + y + 22),

veém que:

A matriz de T na base candnica é:

1 0 0
A=|-2 -1 0
2 1 2

1-% 0
det(A—AD)=|{-2 ~—1-A
| 2 12—

=(1 -1 =12 =N
=M+ +0-2

P+ HFA-2=0
7\,1:1,7\,2:-1)\.3=2

Logo, A1, A2 € A3 s@o os autovalores de T.
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Como os autovalores s3o todos distintos, os correspondentes autovetores formam uma
base do R3.

Para determinar os autovetores, usaremos a definigdo de autoespaco.

Para A, = 1, temos:
P()={(x,y,2) eR*|T(x,y,2) = 1(x, y, 2)}
={(x,¥,Z) ER®| (x,-2x -y, 2x +y + 22) = (X, ¥, Z)}
={(x,y,2) ER*|x=x,-2x-y=y,2x +y+2z=12z}
={xy,2) ER* |x=-y,y =2}
={xy,2) ER|x=-2,y=2}
={(-z,z,2) ER*}
={z(-1,1,1)|z€ R}
=[-1,1, 1]

Logo, os vetores do tipo P(1) = {z(-1, 1, 1) | z € R} sdo os autovetores associados a A; = l_.

Para A, = -1, temos:

P(-1)={(x,y,2) ER*|T(x,y,2) =-1(x, ¥, 2)}
={(x.5,2) €R* [ (X, - 2x~y, 2x t y + 22) = (X, -y, -2)}
= {(x, Y, z)ER3|x=¥x,—2x—y=—y,2x+y+22=—z}
={(%,y,2) ER*|x=0,y =3z}
= {(0, -3z, z) € R?}
= {2(0,-3,1) |z € R}
=1(0,-3, D]

~ Entdo, os vetores do tipo P(-1) = {z(0, -3, 1) | z € R}, s#o os autovetores associados a A, = -1

Para A; = 2, temos:
P(2)={(x,y,2) e R’ | T(x,y,2) = 2(x, y,2)}
={(X,y,2) € R®|(x, - 2x ~y, 2x +y + 22) = (2%, 2y, 22)}
= {(x, Y, zZ) ER |x =2x, 2x -y =2y,2x +y+2z=27}
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={(x,y,Z) ER*|x=0ey=0}
= {(0, 0, z) € R?}
={70,0,1)|z €R}

Assim, os vetores do tipo P(2) = {z (0, 0, 1) | z € R}, sfo os autovetores associados a A3 = 2.
Dessa forrha, o conmjunto {(-1, 1, 1), (0, -3, 1), (0, O, 1)} é uma base do R* ¢

consequentemente T ¢ diagonalizavel.

2.1.6 Exemplo: Dado um operador linear T: R*— R?, definido por
T(x, y) = (5x —y, X + 3y).

Temos que, a matriz de T na base candnica €:

5 -1
A=
1 3
O polindmio caracteristico do operador T ¢ dado por:

S5~h —1I

det(A— D)=
UA-M)=1 5 4

=(5-ME-N+1
=15-50 =30 +22 +1

= A -8L+16
W -8 +16=0
Ay =k, =4

Assim, o Gnico autovalorde Té A =4

Determinaremos os autovetores através da definicdo de autoespaco.

Para A =4, temos
P(4)={(x,y) ER*| T(x, y) = 4(x, y)}
={(x,y) ER?*[(5x —y, x + 3y) = (4x, 4y)}
={(x,y) ER?|5x —y =4x,x + 3y = 4y}
={x,y) ER?|x=y}
={(y,y) €R%
= {y(@. D]y €ER]
=[(1, D}



Assimy; os vetores do tipo P(4) = {y(1, 1) | y € R} sdo os autovetores associados a A =4.
Como ndo existem dois autovetores LI do R?, entdo, ndo existe uma base P formada

por autovetores de T. Logo, T ndo é diagonalizavel.

2.1.7 Teorema: Seja T: V — V um operador linear. Se T é diagonalizavel, entdo, tem uma
decomposigdo do tipo [T] = PDP“, onde D ¢ a matriz diagonal formada pelos autovalores de
T. |

Faremos uma versio reduzida da demonstragfio deste teorema, sendo esta no R® com

autovalores distintos, para o R" a demonstragdo € analoga.

Demonstragio:
Seja um operador linear T no R® o qual admite autovalores A;, A, e A3 distintos,
associados aos autovetores vy, v, e v3 respectivamente.
O corolario da propriedade anterior nos garante que o conjunto
P = {vj, v, v3} é uma base de R3.
Dessa forma:
T(v,) =k, =1V, +0v, +0v,
T(v,) =X, v, =0v, + A, v, +0v;
T(vy)= 7»3\/]3 =0v, +0v, +1,v,

Onde o operador T é representado na base P dos autovetores pela matriz diagonal.

R

0
0

> o

~[T]P = =D

2

(o R o)
<

As

formada pelos autovalores na diagonal principal.
Se A ¢ a matriz candnica do operador T, isto é, [T] = A, entfo, as matrizes A e D sfo
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. '
Baseado na reiagéo entre matrizes semelhantes podemos escrever:
D=M'AM
Onde M ¢ a matriz mudanga de base de P para a base candnica C = {e), e, €3}, sendo

er =(1,0,0),e2=(0,1,0)ee3=(0,0, 1).



Como

M=[I} =C'P=I"P=P

Podemos escrever a relagdo acima da seguinte forma:

D=P'AP

ou

_A=[T]=PDP4

onde P ¢ a matriz cujas colunas sdo os autovetores do operador T.

- 2.1.8 Exemplo: Do exemplo (2.1.5) temos que o operador linear T ¢ diagonalizavel, entdo,

existe uma matriz inversivel P formada pelos autovetores de T, tal que P'AP = D, onde D é

uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo os autovalores de T.

De fato:

1 0
A={-2 .-1
2 1

P'AP =

P'AP =

PTAP =

0 -1 0 0
0{, P= -3 0f,
2 11
r . 7
-1 0 (1 0
1 1
L = -2 -1
3 3
4 1 L2 1
L3 3
-1 0 -1 0
11 {3
3 3
4 1 -1
L3 3
(1 0 0
0 -1 0{=D

-1 0
p-‘z_l_l
3 3
LI
L3 3
og-1 0 0
of1- -3 0
241 1 1
0
0
2
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2.1.9 Teorema: Seja V um espago vetoriat de dimensio finita sobre R. Um operador linear

T: V-— V ¢ diagonalizavel se, e somente se:
1) O polinémio caracteristico de T tem todas as raizes em R, e

2) A multiplicidade algébrica de cada autovalor A; de T ¢ igual & dimensdo de V(};).

Demonstracdo:

(===>) Seja B={U,,,...,u,rl,..-,uk,,...,ukrk}uma base de V formada de autovetores

de T de modo que em cada B, ={ui,,...,uiri}estﬁo todos os autovetores associados ao

autovalor M ER(i=1, 2, ..., k). A matriz de T em relag8o a essa base é:

e portanto, ja que Pr(t) independe de representagdo matricial de T, Pr()=( =t)" ... (4 —t)"
cujas raizes estdo todas em R.

Para cada indice i (1 <1 <k) seja H; o subespago gerado por B;, devemos mostrar que
H; = V(N). A inclusio H; € V ();) é facil de verificar, pois um elemento u € H; € uma
combinagio linear de B; e é, portanto, um autovetor cujo autovalor associado € A;.

Agora, para provar que V(&) € H; tomaremos u € V(L) em relagdo & base B:
=0y Uy, + o Uy

Entéo:

I o 1 o I L
=Ahu=TW=a,T(u,)+...+a, T(u, )=

=A0,U,, +...F Moy uy, MO Uy, +oH Aoy uy,
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Comparando a primeira e a Gltima combinaco linear acima obtemos:

My = A0ty 5, )\‘lakrk = >Lk"‘krk
Partindo de A,0,, —X,a,, =0 temos, (A — X;) o21. Como (&) — Ay) é diferente
de zero, entdo oy tem que ser zero, assim:
Oy = =0, = =04 =...=0,, =0.
Donde u=04;u;;+...+0, U, e portanto u € H;. Concluimos portanto de modo
analogo que V(A;)) € H; paratodo i (1 <i <k).
Das igualdades V(A;) = H; temos que dim V(A;) = dim H; = r; que € a multiplicidade
algébrica de ;. o
(<==) Por hipétese o polindmio caracteristico de T pode ser fatorado sobre R da

seguinte forma:

PO= -0 ... )"

Onde A, #A;se i#je r+...+T =grau de Pr(t) = dimV. A multiplicidade
algébrica de cada um dos autovalores A; é, pois, ri(i = 1, 2, . . ., k). Por hipéteses ainda,
dmV(L)=r@i=1,2,...,k).

SejaH=V(L) +...+ V() e mostremos que V(&) N V(};) = {0}, sempre que i # .
De fato, seu € V (A) N V(%), entdo T(u) - Mu=Au edai (A~ A)u=0.Como }; # Aj, entdo -
u = 0, consequentemente V() N (VX)) + ...+ V(A _ ) = {0} (2 <r <k), ou seja, temos

uma soma direta.

Segue que, dim H=dim V() +... +dim V(A ) =n+...+1rr=n e, sendo H um
subespaco vetorial de V cuja dimensdo é n, entdio H = V. Tomando uma base B; de
V) G==1,2,...,k), entdio B = BU ... UB € uma base de V, co‘nstituida sO de

autovetores de T. Donde T ¢ diagonalizavel.
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Observagdes:

1) Sendo T: V — V um operador linear. Se 1 € um autovalor de T e o polindmio
car.acteristico; Pr(x) desse operador for do tipo (A — x)", dizemos que A € uma raiz
multipla de Pr(x) e com multiplicidade algébrica n.

2) Sejam U e V subespagos vetoriais de um espago vetorial W. Se U N 'V = {0}, diz-se
que U +V € uma soma direta dos subespagos U e V.

Notagédo: U @ V.

2.1.10 Exemplo: Seja o operador linear T: R2— R?, definido por
T(x,y) =(9x +y, 4x + 6y).
Temos que:
O polindmio caracteristico do operador T ¢ dado por
det(A — Al) =I9—7L : J
4 6-
=(9-1)(6-2) -4
=54-9A—-6L+A*—4
= A-15L+50
A—150+50=0
M =10, =5

Logo, os autovalores de T sdo: A =10e X =5
Usaremos a defini¢do de autoespaco para a determinacio dos autovetores.

Para A = 10, temos:
P(10) = {(x, y) € R*| T(x, y) = 10(x, )}
={(x, y) € R? (9x +y, 4x + 6y) = (10x, 10y)}
={(x,y) €ERY 9x+y=10x, 4x + 6y = 10y}
={(x,y) ERYx =y}
= {(y,y) ER?}
={y(1, D]y €R}
=101, 1))

Assim, os vetores do tipo P(10)= {y(1, 1) | y € R} sdo os autovetores associados a &; = 10.
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Para X, = 5, obtemos:
P(5)={(x, y) € R% T(x,y) = 5(x, ¥)}
= {(x, y)vE R (9x +y, 4x + 6y) = (5%, 5y)}
={(x,y) € R} 9x +y= 5%, 4x + 6y = Sy}
={(x,y) ERYy=—4x}
= {(x, — 4x) € R*}
={x(1,-4)|x € R}
=[(1,-4]

Entdo os vetores do tipo P(5) = {x(1, - 4) | x € R} sfo autovetores associados a A, = 5.

Observe que as raizes do polindmio caracteristico de T sfo todas reais e que a
multiplicidade algébrica de cada autovalor A; ¢ igual a dimensdo do seu respectivo auto-

espaco V(). Logo, T ¢ diagonalizavel. Portanto, existe uma matriz inversivel P formada por

autovetores de T, tal que P" AP ¢ diagonal.

Temos que:
| 1
A=9 1,P: 1 17P_,:5 5
4 6 -4 1 4 1
5 5
Vem que
SR
< "9 1)1 1
PIAP=|> 5
4 1 [4 6}[—4 1]
|5 5
1 1]
e TZI[ s 10]
PrAP=[> 3
41 [—zow}
5 5]
. 5 0
P'AP= =D
10 10
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2.1.11 EXemplo: Dado o operador linear T:R* —R?, definido por
T(x, v, z) = (3x — 4z, 3y + 52, -2).

Temos que a matriz de T na base canonica €

3 0 -4
A=]0 3 5

0 0 -1
e que o polindmio caracteristico de T ¢ dado por
3-2 0 -4
dettA-AD=| 0 3-A 5
0 0 -1-x
=B-ME-M (1N
=AM+ 5A2-30L-9
A+ 502 -3L-9=0
=R =3,0=-1
Assim, os autovalores de T sfo: 3 e —1, sendo o primeiro com multiplicidade 2.

Para determinar os autovetores, usaremos a defini¢éo de autoespago.

Para A, =X, =3, temos:

PB)={(x,%,2) €R*| T (x,¥,2) =3(x, ¥, 2)}
={(x,y,2) € R®| 3x — 4z, 3y + 5z, —z) = (3%, 3y, 32)}
={(x,y,2) ER*|3x -4z =3x,3y + 52=13y,-z=3z}
={(x,y,2z) ER*|z=0}
={(x,y,0) €R*} |
={x(1,0,0)+y(0,1,0) | xey € R}
=[(1,0,0), (0, 1, 0)]

Para A3 = -1, temos:
PB)={(x,y,2) eR| T (x,y,2) =-1(x, ¥, 2)}
={(x,y,2z) €R*|(3x — 4z, 3y + 52, -2) = (=X, -y, ~2)}
={(x,y,2) ER*|3x-4z=-x,3y + S5z=-y, 2z = -2z}

5
={(x,y,2) ER}|x=2z,¥y= _ZZ}
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={(z, ——ZZ, z) ER3}
= {z(1 2 1){z€eR}
e

—r, -2
=, =2, DI

Note que as raizes do polindmio caracteristico de T sdo todas reais e que a
multiplicidade algébrica de cada A; € igual a dimensdo do seu respectivo autoespago. Entdo, T
¢ diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz inversivel P, tal que P'AP é uma matriz diagonal

formada pelos autovalores de T.

Temos que:
3 0 -4 1 0 1 1 0 -1
A=|0 3 5,P=01——eP":01%
0 0 -1 0 0 1 0 0 1
Dai
1 0 -1{[3 0 -4]|1 0 1
P“’AP:01§03501—§
4 4
00 11100 —-1jjo 0o 1.
3 0
=10 3 0
0 —1

2.2 Diagonalizacio de matrizes

2.2.1 Definicio: Dada uma matriz A € M(n, R). Se C € a base candnica do R", existe um
operador linear T: R"— R" associado a A tal que [T]c = A. A matriz A se diz diagonalizavel
se, e somente se, o operador associado T ¢ diagonalizavel.

Se A ¢ diagonalizavel, entfio, existird de maneira inteiramente analoga a operadores,
matrizes M de autovetores e D matriz diagonal de autovalores tal que A = MDM™. Como A e
D sdo matrizes de um mesmo operador linear, entdo sdo semelhantes, se indicarmos por M a

matriz mudanca de base de C para B, temos:
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M7'AM =D
De fato, sendo
C=4(1,0,...,0);...;(0,0,...,0, 1)}eB={(x1|,...,x|n);...;(x,,l_,...,xnn)},
entao:
—Xn X ij
M = X2 X.zz X
RIS SR o

Ou seja, os componentes do n-ésimo autovetor de B formam a n-ésima coluna de M.

-1
—4 |, vamos mostrar que A é diagonalizavel e
3

S = W

2
2.2.2 Exemplo: Dada a matriz A=| 0
| 0

que existe uma matriz inversivel M formada por autovetores de [T]c = A, onde M'AM é
diagonal.
Temos que o operador associado 4 matriz A é:

Tx,y,2)=02x+3y—-2,y -4z, 3z)

O polindmio caracteristico de T € dado por:

2.0 3 -112-% 3

)
det(A-AD)=| 0 1-A -4 1 0 1-
0 0 3-al 0 0

=CZ-MNA-HG-
=N +60-11A+6
A +6 - 1A +6=0
M=1 =2, =3
Assim, os autovalores de T sdo: My =1, =2eA3=3
Como os autovalores sio todos distintos, entdo, temos uma base formada por

autovetores de [T]¢c = A.
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Um calculo simples por meio.da definicdo de autoespaco nos garante que:

Os vetores do tipo P(1) = {y (-3, 1, 0) | y € R} so os autovetores associados al; = 1;

Os vetores do tipo P(2) = {x (1,0, 0) | x € R} sdo os autovetores associados a Ay = 2;

Os vetores do tipo P(3) = {z(-7, -2, 1) | z € R} sdo os autovetores associados a A3 = 3.

Dessa forma, o conjunto {(-3, 1, 0),(1, 0, 0)(-7, -2, 1)} ¢ uma base do R’ e
consequentemente A € diagonalizavel.

Como A é diagonalizavel, entfio, existem matrizes M e D tal que A = MDM™.

Segue que: 7
2 3 -1 -3 1 -7 01 2
A=l0 1 —4; M=|1 0 -2:M'=|1 3 13
00 3 0 0 1 0 0 1
0 1 212 3 -~1][-3 1 -7
M7'AM={1 3 13{|]0 1 —-4{|1 0 -2
0 10 0 310 0 1

0 1 21-3 1 -7
M7'AM={2 6 26|l 1 0 =2
10 0 3]0 0 1

0
M7AM={0 2 0[=D
3

2.3 Aplicacio da diagonalizacao: poténcias de uma matriz

Seja A uma matriz de ordem n. As poténcias de A sdo definidas da seguinte forma:
"AP=AAA..A ,sendo p € N. Geralmente é muito dificil o calculo de AP, sobretudo quando p
. p vezes A . . o

¢ um numero eventualmente grande. Mas se A ¢ diagonalizavel, o calculo de AP é mais

simples. Ora, se A é uma matriz diagonalizavel, entdo, existe uma matriz inversivel M tal

que M'AM = D,onde
" O
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¢ a matriz diagonal dos autovalores de A. Além disso, temos que:

22 0 kS 0 27 0
DZ — D3 I DD —
0 22 0 2 0 AP

Partindo de M"'AM = D, multiplicando a igualdade  esquerda por M e & direita por
M obtemos A = MDM™.

Como _
A= AAA...A
-
p vezes
€
A=(MDM™")
Temos que:
A= (MDM™) (MDM™") (MDM1) . .. (MDM"Y)
A pvezés
A= MDM'M) D(M'M) D(M..M) DM
1 I I
Logo,
AP =MD'M"

onde D” ¢ a matriz diagonal elevada a uma poténcia p nos elementos da diagonal e M € a

matriz cujas colunas s3o os autovetores de A.

| 4 -3
2.3.1 Exemplo: Calcule A'"®, onde A = L J.

Solucio:
Temos que o operador associado a A é: T(X, y) =(4x -3y, 2x-y)
Primeiramente veremos se T ¢é diagonalizavel, calculando seus autovalores e

autovetores correspondentes.



44

O polinérnio caracteriético de T ¢ dado por
det(A — Ay = '4—x -3 l
_ 2 —1-X
=(4-M)(-1-1)+6
=4 -4+ L+\ +6
=0 -3h42
A=-2)A-1)=0"
M=2, =1
Assim, os autovalores sdo: A =2¢e A, = 1.
Fazendo os devidos célculos através da defini¢do de autoespago, veremos que
P(2) = {y(3,2) | v € R} associados ad; e P(1) = {y(l, 1)|y € R} associados a A, sdo os
autovetores de [T]c = A. Segue que o conjunto {(3 ,l 2),(1, 1)} é LL. Logo, A é diagonalizavel.

Em seguida consideremos:

Dot 7

Como
AP =MD’'M"'

Vem que:
AIO:MDlOM—]

Portanto, _ -

- A,0312‘001-1
2 1j{o 1™-1 3

K '3 1][1024 0][1 -1

21y 0 113
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4 0 -2
2.3.2 Exemplo: Dadaamatriz A={2 5 4 | diagonalizavel.
0 0 5
-2 0 -1
Como ja foi visto anteriormente, a matriz M=| 0 1 2 | diagonaliza A,
' 1 0 0
ou seja,
500
M'AM={0 5 0|=D
0 0 4

Achemos uma férmula para AP, onde p € um inteiro positivo (p > 1).

Temos:
0 0 1
M'=|2 1 4
-1 0 -2

€ ja sabemos que:

AP =MDM™, entdo:

-2 0 =15 0 o0 0 1
AP=/0 1 21{l0 5 0|2 1 4
1 0 01(/l0 0O 4°{-1 0 -2

[-2.5 0 -1.4°][0 0 1
A’=| 0 5 24 ||2 1 4
0 0 [|-10 -2

4° 0 -2-5°+2-4°

AP =|2.5P-2.47 5P 4.5°_4.4°
0 0 5P
o4 0 -2(5" -4

AP =|2(57-4%) 5P 4(5°-4P)
0 0 5°

-
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3. DECOMPOSICAO LU DE MATRIZES

Vimos no.capitulo dois, a decomposi¢do de uma matriz A por diagonalizagéo do tipo
A =MDM"', onde M é a matriz cujas colunas sio os autovetores de A e D é a matriz diagonal.
Fundamentado nas referéncias [3], [4] e [5], estudaremos agora outra decomposigdo da forma

A =LU, na qual L é uma matriz triangular inferior e U € escalonada.

3.1 Defini¢ao: Podemos reduzir as principais operagdes de escalonamento a trés operagdes
elementares sobre as linhas de uma matriz:

(1) Trocar a posic¢o de duas linhas;

(2) Somar a uma linha um multiplo de outra linha;

3) Multiplicar uma linha por um nimero diferente de zero.

Cada uma dessas trés operagdes pode ser interpretada como a multiplicagio & esquerda por
uma matriz inversivel especial, denominada matriz elementar, ou seja, uma matriz M(n, R)
que resulta da aplicagdo de uma operagfio elementar & matriz identidade 1. Dessa forma ha
trés tipos de matrizes elementares. |

Observe os exemplos abaixo, do tipo 3 x 3:

O O
[on B R
— O D
R O
S =
-0 O
O O
o R O
_—O O

As matrizes acima s30 obtidas a partir de I3, através das operagdes L1y, Ly +a Lye al,
respectivamente.

Suponhamos que, durante o processo de escalonamento de uma dada matriz A € M(n, R)
ndo haja necessidade de efetuar permutacdes de l_inhaé. Entdo, podemos afirmar que existem
matrizes elementares M, M, ..., My, tais que:

Mi.. Mo My A=U
onde U é uma matriz escalonada. Como A é uma matriz quadrada, U ¢é triangular superior.
" Como ja foi observado, cada matriz M; é ndo-singular (detM; # 0). Logo, o produto
M MM, é inversivél, isto &, existe (M ... Mle)q, tal que
A= (My.. MuoM) UL
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A matriz (Mi..MoM;)™" é uma matriz triangular inferior cbm elementos diagonais
todos iguais a 1, a qual chamaremos de L, onde L E.M(n, R), ou seja, A = LU.

Dessa forma obtivemos a decomposi¢do da matriz A como o produto de uma matriz
triangular inferior L por uma matriz triangular superior U.

Enunciaremos formalmente o resultado acima como um teorema:

3.1.1 Teorema: Seja A uma matriz inversivel, que pode ser posta na forma triangular por
meio de operagdes elementares, mediante apenas a operagdes do tipo L; + aL. Entéo, A = LU,
onde L é uma matriz triangular inferior com 1s na diagonal e U ¢ uma matriz superior
triangular com 0s na diagonal (LIPSCHUTZ. 1994, p.158). |

E importante frisar que o teorema acima sé se aplica a matrizes inversiveis, que podem
ser escalonadas sem qualquer permuta de linhas. Matrizes desse tipo sdo ditas fatoraveis —
LU.

Ressaltamos ainda dois fatos importantes a respeito da decomposi¢do A = LU:

(1) O método de eliminagio de Gauss fornece diretamente os elementos das inatrizes
LeU.

(2) Ao iniciarmos o escalonamento de uma dada matriz A, ndo sabemos se vai haver a
necessidade de permutarmos as linhas, somente no final do escalonamento é que podemos
fazer tal afirmagdio. Havendo necessidade desta transposi¢do, o processo € feito permutando
as linhas da matriz identidade (na ordem em que foram feitas), obtendo assim, uma matriz
P € M(n, R) denominada de matriz de permuta¢Ses. Todas as transposi¢des de linhas
necessarias ao processo de escalonamento formam o produto PA, que podera ser escalonada
utilizando apenas as operagdes elementares L; + oL, dessa forma, temos a decomposi¢io

PA=LU.

1 2 2
3.1.2 Exemplo: Dada amatriz A=|{3 3 4|, faremos a sua decomposi¢do na forma
4 -1 3
A=LU.

Selu¢io:

Primeiramente vamos escalonar a matriz A até chegar a uma matriz triangular

) 3 Ly—41, ) 5 12-31, 1 2 9

6]

2
4] ~o |0 =3 2| ~~ |0 -3 -2| ~ |0 -3 -2|=U
3 4 -1 3 0 -9 -5 0 0 1
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Em seguida, observamos que na decomposicio houve a participagio de trés matrizes
elementares M, My e M3, e que (MsMpM;) ' = L.

Podemos verificar que essas matrizes elementares sdo dadas. por

1 1
M=|-3 10|, M,=|0
0 0 1 4

Agora, calculemos as inversas dessas matrizes da seguinte forma:

1 0 0'1 0 01" [1 00!1 00
i t
M'={-3 1 0!0 1 0] ~~ |01 0!3 10
|
0 0 110 0 1 00 110 0 1
Entéo,
100
M'=[3 1 0
00 1
1 0 0!'1 0 01" 1 001 00
I |
M;'={ 0 1 0!0 1 0/ ~~ |01 0!0 1 0
~4 0 110 0 1 00 114 0 1
Logo,
1 0 0]
M,'=[0 1 0
4 0 1|
1 0 0!1 0 01" [1 00/1 00
I i
M;'=[0 1 0!0 1 0/ ~~ |01 0!0 10
= 0
0 -3 110 0 1 00 110 3 1
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Assim,
1 0 0
M;'=[0 1
0 3 1
Dai segue que:
(M; My M) = M;'M;'M7
1 00| [t oo]ftoo]ftoo
=3 1 0/ ]0 1 O] |0 0/=|3 1 0]|=L
0 0 1{ {4 0 1] {0 3 1| (4 3 1

Note-se que os elementos 3, 4 e 3 provém das operagdes elementares sobre as linhas
acima, ou seja, sdo os negativos dos multiplicadores. Isso ocorre devido a utilizagdo de

inversas das matrizes elementares.

Assim, temos a decomposi¢do A = LU

Ou
1 2 2 1001 2 2
3 3 4/=|310[(0 -3 -2
4 -1 3 4 3 110 0 1
01 2
3.1.3 Exemplo: Seja a matriz A={1 0 -3|vamos determinar a decomposi¢do
4 2 -1

A = LU dessa matriz.
Solucio:

Vamos escalonar a matriz A até chegarmos a uma matriz triangular.

0 2 2 10 -3 1 0 -3 1 0 -3
1 -3 ~ 01 2 o1 2 o1 2
4 2 -1 4 2 1| 02 11 00 7
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-3

temos que U=

=

0
1 2
0 7

Observa-se ainda a participag@o das matrizes elementares

1 00 0
M,={0 1 0|le M,=[0 1
4 0 1 21

durante o processo de escalonamento. Em seguida, calculemos as inversas dessas matrizes:

Ly+4L,

1 00!1 00 1 0.0!1 0 0

| §

Mi'=/0 1 010 1 0/~ |0 100710
~4.0 110 0 1| 00 114 0 1

Logo,
‘ 1 0 0
M'=[0 1 0
14 0 1
1 0 0!'1 0 01"™ 1 00!'1 00
I t
M7=[0 1 00 1 0] ~~ 101 0101 0
0 -2 110 0 1 00 110 2 1
Assim,

M =

oo =
N - O
—_— 0 O
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Dai:

L:( .21\'/11)_l

— :M]—IM;]

I
<
—_— O
<o O
oo -
N~ O
_0 O

fes]
oy

100
=10 10
4 2 1

— O

Como houve a necessidade de permutar linhas da matriz A durante o processo de

escalonamento, entdo, pela observacdo (2), temos uma matriz de permutagdes P, onde

P=

o~ ©
o o
—_ o ©

Dessa forma, temos uma decomposigdo do tipo

PA=1LU
ou
01 ojfo 1 27 (1 o o]t 0 -3
1 0 0 0 -3|={0 0({0 1 2
0 0 11|14 2 -1 2 1110 0 7
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3.2 Aplicacio da decomposi¢io LU na resolucio de Sistemas de Equacdes

Lineares

Consideremos um sistema do tipo

AX=B
Dispondo da decomposigio

A=L1LU
obtemos:

LUX=B

fazendo

UX=Y
teremos o sistema:

LY=B

resolvendo esse sistema, conhecemos o vetor
Y
a partir dai, resolvemos o sistema:
UX=Y

no qual, o vetor X sera a solugdo do sistema inicial.

Observe o exemplo abaixo, onde mostramos essas situagdes.

_ 2x+y+4z=2
3.2.1 Exemplo: Resolver o sistema {6x+y=-10
-x+2y-10z=-4

matrizes.

Solugio:

Este sistema pode ser representado matricialmente por

AX =B
ou
2 1 4 X |
6 1 0 y =
-1 2 =10} 1|z

usando a decomposi¢do LU de



Seguindo os devidos passos da.decomposi¢io LU da matriz A, temos

2 1 4 1 0 0 (2 1 4

6 1 0 |=| 3 1 0} {0 -2 -12
1 5

-1 2 -10 - =

1 0 0 =23
2 4
_isto é:/
A=LU.

Conhecidas as matrizes L e U, segue que

LY=B
ou
0 0f ]y, 2
3 1 0f|y,|=1{-10
2 4 ’
Assim,
[
|y =2 AN = 2
33y, +y, =-10 y,=-16 = Y=|-16
Y, 5y, y, =—23 ~23
- ——f4y. =4
24 T
Agora, resolvendo UX =Y
2 1 4 X, 2
0 -2 -12)|x,|=|-16
0 0 -23

X; | |~23

53



dai,

—-23%x,=-23

2%, —-12x,=-16 ..

2X, +X, +4%;, =2

O conjunto solugdo € S = {(-2, 2, 1)}.

X3 =
X, =2

Il

an I\

1
[\

54
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CONSIDERACOES FINAIS

A decomposi¢do de matrizes é uma técnica muito utilizada em varios campos ligados
ao trabalho, visto que, dispondo desse método, pode-se ganhar bastante tempo comparado aos
métodos convencionais, e também, evitar processos longos, os quais podem se transformar
em grandes causadores de erros.

Observamos que a diagonalizacio (A = MDM™) tem varias aplicagdes no campo da
Algebra Linear, pois nesta decomposicio, a 4lgebra de A se reduz a algebra da matriz
diagonal D, que pode ser facilmente calculada. No caso dav fatoragdo A = LU, temos que a
mesma, é geralmente utilizada na resolugdo de sistemas de equagdes lineares de ordem maior
ou igual a quatro. A maior vantagem dessa decomposi¢io estd no campo computacional, pois
quando nos deparamos com um grande nimero de equagdes do tipo AX = B, com a mesma
matriz A e diferentes vetores B, temos certa dificuldade de resolvé-las pelo método de Gauss.
Dispondo de tal decomposi¢do ndo precisamos repetir varias VezeS €SS€ processo para
obtermos a solugdo desejada. ,

Com este trabalho, que detalha algumas aplicagbes da matematica no cotidiano e
evidencia a sua significativa relagdo com outras areas do conhecimento, acreditamos ter
proporcionado uma boa oportunidade para se conhecer melh(;r a disciplina matematica, sua

utilidade e sua grande importincia em nossas vidas.
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