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RESUMO 

Neste trabalho, apresentamos diagonalização e fatoração LU de matrizes. A primeira 
decomposição será da forma A = MDM", onde D é uma matriz diagonal e M é a matriz dos 
autovetores de A. A segunda é do tipo A = LU em que L é uma matriz triangular inferior e U 
é- escalonada. Devemos escrever estas definições, exemplos e resultados. Como aplicações, 
para o primeiro caso, veremos como calcular Ap, sendo p um número natural eventualmente 
muito grande e para o segundo, ilustraremos a teoria mostrando um problema de Resolução de 
Sistemas de Equações Lineares. 

Palavras-chave: Decomposição. Diagonalização. Matrizes. Equações Lineares.
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INTRODUÇÃO 

Assim como a fatoração de um número natural, a decomposição de uma matriz como 
o produto de duas ou mais matrizes, pode ser bastante útil na resolução de vários problemas 

na Engenharia, Física e Biologia. No caso da diagonalização, usamos a informação sobre 
autovalores e autovetores contida numa matriz A para apresentar uma fatoração do tipo 

A = MDM4, onde a mesma nos permite calcular Ap rapidamente para valores grandes de p. Já 
a decomposição A = LU é geralmente usada para resolver sistemas de equações lineares de 
ordem maior ou igual a quatro, nos quais os métodos convencionais ficam difíceis de serem 
aplicados. › 

O trabalho está dividido em três capítulos. No capítulo 1, introduzimos a idéia de 

operadores lineares, destacando a determinação dos autovalores e autovetores, com suas 
definições, propriedades e aplicações. ' No capítulo 2, apresentamos os critérios da 

diagonalização de operadores lineares e matrizes, no qual, abordamos teoremas e 

propriedades e ilustramos essa teoria com uma aplicação sobre potência de matrizes. 

Finalmente, no capítulo 3, estudamos a decomposição LU de uma matriz A, seus conceitos 
fundamentais e propriedades. Destacamos ainda um problema sobre a resolução de um 
sistema de equações lineares usando essa decomposição, que servirá como base de aplicação 
em outras situações.
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1. OPERADORES LINEARES 

Admitindo já conhecida ateoria de Espaços Vetoriais e Transformações lineares, 

abordaremos aqui estudos a partir de Operadores Lineares. Neste estudo vamos trabalhar 
apenas com Espaços Vetoriais reais, cuja teoria elementar pode ser encontrada em [l], [2] e 

[6] citados nas referências bibliográficas. 

Todas as propriedades estudadas nas transformações lineares e suas respectivas matrizes 

retangulares são válidas também para os operadores lineares. No entanto, estes e suas 

correspondentes matrizes quadradas possuem outras propriedades particulares, que 

estudaremos neste capítulo. 

1.1 Definição: Toda Transfonnação Linear T de um espaço vetorial V em si mesmo, isto é, 
T: V -› V é chamada de Operador Linear sobre V. 

1.1.1 Exemplo: Dada a função T: R2 .-› R2 definida pela lei 
* T(X, Y) = (X - 23/, 3X + 4y), 

verificamos que T é um operador linear, pois: 

Seja¡,t=(x,y)ER2ev=(a,b)ER2,temos: 

i)T(H+V)=T((X,Y)+(fi›b)) 
=T(x+a,y+b) 
=(X+a-2(y+b)z3(X+fi)+4(Y+b) 
.=(x+a-2y-2bi,3x+3a+4y+4b) 
=(x-2y+'a-2b,3x+4y+3a+4b) 

- V =(x-2y,3x+4y)+(a-2b,3a+4b) 
=T(x, y)+T(a, b)

_ 

= T(l1)+ T(V) 

Dado u = (X, y) E R2 e ot E R, temos: 

ii) Túw) = T(<1(Xz Y)) 
= T(o.x, ay)
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= (ax - 2oty, šax + 4ozy) 4 

= ‹1(x - 2y, 3x + 4y) 
= G T(X, Y) 
=flUm 

Logo, temos que T é,um Operador Linear. 

1.1.2 Exemplo: Dada a função T: R2 -› R2 definida pela lei 
T(X› :'('lxl› 

temos que este não é um operador linear, pois: 
Sejam p. = (x, y) e v = (a, b) vetores genéricos do R2. 

To + V) = Tux, y› + (a, b>1 To) + To) = "f‹×, y) + To, b) 
=T<›‹+a, y+b> =‹›×1,2y>+‹¡a|,2b> 
= fx +z›|, 2‹y+b›› =<1›‹1 +la1,2y+2b› 
= (lx + al, 2yi + 2b) 

Observamos que |xV+ a| = lx] + la] não é verdadeira, pois para X = 1 e y = -3 temos: 

l1+(-3)l¢I1l+l-3! 

Logo, T não é mn operador linear. 

1.2 Isomorfismo e Operador Inversível 

1.2.1 Definição: Toda transformação linear T: U -+ V de um espaço vetorial U no espaço 
vetorial V que seja bijetora é denominada isomorflsmo de U em V. No caso em que T é um 
operador linear, ou seja, T: V -› V, teremos um automorfismo de V. 

1.2.2 Proposição: Se T é um isomorfismo de U em V, então T4: V e-› U, também é um 
isomorfismo (de V em U).
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Demonstração: 

_ 

Como T é bijetora, então, existe a função inversa T4. Mostraremos a seguir que T" né 

uma transformação linear. 
_ 

_ : N 
(I) Sejam v¡, vz E V e consideremos T (v¡ + vz) u. Como T é sobrejetora, entao existem 
ul, uz E U de maneira que T(u¡) = V1 ® T"(v¡) = u¡ e T(uz) = vz já T"(vz) = uz. Substituindo 
estes resultados na igualdade inicial, temos: . 

u = T' <T<u.› + Ttuz» 
= T' (To, + uz» 
= u¡ + uz 
= r'‹v.› + T'‹vz›. 

Assim: 
' 

T'(v. + vz) = T'(v,) + 'r*(vz) 

(II) Sendo T(o.u) = uv, ot E R e u = T'(v), temos: 
, T*(‹zv) = T'(T(‹zu)) 

= au 
= ‹zT*(v). 

Provaremos agora que T" é bij etora e consequentemente um isomorfismo.
_ 

(111) suponhamøs V., vz e V e T' (v,) = T*(vz) = u. Então T(u) = V. e T(u) = vz. Daí, V, = vz. 
Logo T' é injetora. . 

(IV) Dado u E U, tomando v = T(u) teremos:
_ 

T'(V) = Tl(T(11)) = u, 
0 que mostra que T" é sobrejetora. 

. Como T4 é uma transformação linear bijetora, logo é um isomorfismo. 
Tendo como base a teoria de núcleo e imagem de uma Transformação Linear, 

podemos citar o seguinte corolário: 

1.2.3 C0l0rári0: Seja T: U -› V uma transformação linear. Se dimU = dimV, então T é 

injetora, se e somente se, é sobrejetora. 

Nota: Como neste estudo estamos nos limitando a operadores lineares, a dimensão dos 

espaços vetoriais será sempre a mesma. Dessa forma, podemos provar que T é um 
automorfismo simplesmente mostrando que T é injetora (ou sobrejetora) e consequentemente 

_ . 
'

1 veremos que existe o operador inverso T .
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1.2.4 Exempl0.' Mostrar que o» operador linear T: R3 -› R3 definido por 
~ T(x,y,z)=(x,x-y,2x+y~Z)l 

é um automorfismo e determinar T1. _ 

Solução: 

Primeiramente determinaremos o N(T) através do Sistema: 

x=O 
x~y=O 
2x+y~z=0 

Cuja única solução é (0, 0, 0). Logo, N(T) = {(O, 0, 0)} -=> T é injetora. Com base no 
corolário acima, podemos afirmar que é um automorfismo. . 

Agora, sendo (a, b, c) = T"(x, y, z) e aplicando T em ambos os membros dessa 
igualdade, temos: 

T@a@=fiW@JJ» 
Como T"(T(x, y, 2)) = (x, y, z), podemos escrever T(a, b, c) = (x, y, z), assim: 

T(a, b, c) = (a, a-b, 2a+b - c) = (x, y, z) 
a:X , 

ou a-b=y 
2a+b-c=z 

Oqueresultaa=x,b=x-yec=3x-y-Z. Logo, 
T'‹›<, y, z) = (X, ›‹ ~y, BX ~ y ~z›. 

1.3 Mudança de Base 

Sejam A e B bases de um espaço vetorial V. Faremos a relação entre as coordenadas 
de um vetorv em relação à base A com as coordenadas deste mesmo vetor em relação à base 
B. _ 

Faremos a construção para um espaço vetorial V de dimensão 2, para V com dimensão 
n, a construção é análoga. 

Sejam A = {v1, v2} e B = {w¡, w2} bases de V. Dado um vetor v E V, sendo este 
combinação linear dos vetores das bases A e B: ' 

V : X}V1 + X2Vz



Ou 
[V]/t = (xt, xz) e: 

V = )'tW¡ + Y2W2 (H) 
Ou 

[V]B : (Yi, Y2) 

Podemos também fazer umalrelação entre os vetores da base A com os da base B, isto é 

V2 : a12W1+ a22W2 
V1: anW1+a2|W2} 

(HI) 

Substituindo (III) em (I), temos: . 

O 

V : X1 (GHW1 + fi21W2) + X2 (at2W| + a22W2) 
Ou 

v = (at txt + atzXz)wt + (aztxt + azzXz)Wz (IV) 

Comparando (IV) com (II) vem que: 

Yu : a1|X1+ ël12X2 
Y2 : a2tXt + a22X2 

[yt:':I:an at2;H:XtJ 
O 

Y2 azt a22 X2 

Ou na forma matricial 

Ou podemos representar simplesmente pela equação: 

IVIB = UIÊ [VIA 
Onde a matriz: 

` 3 8 
[IE : 

í 

tt 12

} 
_ 

3 21 a 22 
' 

é chamada matriz mudança de base de A para B.
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()bservações: 

1) Fazendo a comparação da matriz [I]Ê com (III), observa-se que: 
u 

- an an 
IVIIB: L }€ IVz]B :L :I 

2) A matriz [I]Ê é a matriz do operador linear identidade I : V~+V considerado nas 
bases A e B. 

` 

3) A inversa da matriz mudança de base de A para B é a matriz mudança _de base de B 
para A, ou seja, ([I]Ê)" = [I]Ê

` 

1.3.1 Exemplo: Consideremos as bases A = {v¡, vz} e B = {W¡, wz} do R2, onde 
v¡=(-1,1), v2=(1,0),w¡=(2,-I)ewz=(-1,I). - 

Vamos determinar a matriz mudança de base de A para B. 

Solução: 

A all al2 

zlía a 
:Í 

tr t 

mr [mr 
Agora faremos uma combinação linear dos vetores da base A em relação à base B: 

V]=(-1,1): a||(2, -1)+82|(-I, 
Ou: A 

-a +a =1 O+a -1 
{2a11`a21:_1 'a-1|+a2i:] 

11 2: 21- 
aH=O a2|:1
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Assim,
_

0 
lVIlB Z 

L1 

V2 : (l, : '3.|z(2, -1) + 3zz(-l, 
Ou' 

2a¡2'*a22:1 -aI2+a22:0 
`a12+a22:0 -1+azz=0 

anzl azz :1 

1 A 0 1 
Logo, [vz]B= 

1 
eportanto[I]B = 

1 1
_ 

1.3.2 Processo Prático para determinação da matriz mudança de base 

Baseado em composta de transformações lineares e sabendo que a matriz mudança de 
base de uma base qualquer para a canônica é a matriz cujas colunas são as coordenadas dos 
vetores da base, podemos escrever a relação abaixo. t 

Sabendo que A eB são bases de um espaço vetorial V e C a base canônica, temos que:
t 

mà z uz Ilê z mà mâ =(m2>"mê zw ~ 

A 

u 

Isto é: mg =B_]A 
onde B e A são matrizes cujas colunas são fonnadas pelos vetores das bases B e A 
respectivamente. . 

1.3.2.1 Exempl0: Vamos calcular a matriz mudança de base de A para B do exemplo 
(1.3.1), usando o processo prático. ' 

Temos que: 

A = {v¡, v2} e B = {w¡,_Wz}, dai:



16 

mg :B-IAIL21 iililiiiii 

ii iii? âl 

_ -1+1 1+o ` 
_-1+2 1+o 

lí il 

1.4 Matrizes Semelhantes 

1.4.1 Definição: Duas matrizes A e B são semelhantes se existe uma matriz inversível M 
tal que A = MJBM. Em termos de matrizes de operadores, M é a matrizmudança de base de 
B para A e podemos escrever: 

ma = im M 

1.4.2 Propriedade: As matrizes semelhantes [T] A e [T]B possuem o mesmo determinante. 

Demonstração: 
Partindo de que, 

~ mB = M* U1.. M 
segue que: 

M[TlB I lTlA M 
e daí, - 

detM det[T]B = det[T]A detM 
Assim: A 

da [T]B = de: [T],.
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1.4.3 Ex€mpl0.' Seja um operador linear T: R2 -› R2 e consideremos as bases 

A = {(1, O), (Ot, 1)} e B = {(4, 1), (~11V, -3)}. Sabendo que [T]A = L11 q zm vamos determinar 

uma matriz [T]B semelhante a [T] A. 
Solução:

V 

Para calcular a matriz [T]B vamos utilizar a relação [T]B = M4 [T]AM, onde M é a 

matriz mudança de base de B para A. Utilizando-se do processo prático, temos que: 
M = [1]§ = A"B 

isto é:
i 

eu :Hi 12'H¿?Hz~J;H:' 121 

Mizfi ifl ~ 

`3 -11 1 -3 4 -11 
L : T = Ogo HB 

_1 -éiii-1 ziiii -si - 

_='14 -53 4 -11 
__5 -19 1 -3 

só-53 -154+159 
_2o-19 -55+57 ' 

3 5 V 

_1 2 

Podemos mostrar ainda que, como as matrizes [T]A e [T]B são semelhantes, então,

C 

possuem o mesmo determinante, ou seja: 

det[T]A = det[T]B '
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Segue que:
_ 

. 

2 

1 ‹-3 
à‹-zr[T]A z'_1 4 

1:4-3:1 

3 5 
‹1¢t[T], zl 2 

zó-5 =1 

Ou seja, [T] A e [T]B possuem o mesmo determinante. 

1.5 Autovalores e Autovetores: 

Considere um operador linear T: V-›V. Dado uE V, veremos a seguir que é 

importante u e T(u) possuírem a mesma direção. 

1.5.1 Definição: Dado um espaço vetorial V e seja T: V-*V um operador linear. Um vetor 
p E V, u ¢ 0, é um autovetor de T se existe um escalar X tal que T(u) = lu, sendo X dito um 
autovalor de T associado a u. 2 

Nota: De acordo com a definição, um vetor v ;É O é dito autovetor se existe uma imagem T(v) 
múltiplo escalar de v. Podemos dizer que no R2 e no R3 v e T(v) têm a mesma direção. Dessa 
forma, dependendo do valor de X, o operador dilata v se X > 1, contrai v se 0 < lt < l, 

inverte o sentido de v se Ã < O ou anula v quando À = 0. 
Observe que na figura (l.5a) o vetor v E R2 é um autovetor de um operador T que 

inverte o sentido de v, isto porque X < 0. Já a figura (l.5b) ilustra um vetor u E R2 que não é 

autovetor de um operador T, pois T(p) não é múltiplo escalar de u. _

2 

r y Y 
TW)

v

U 

_ X x 
«Q 

- Figura l.5a Figura l.5b 

1.5.2 E.§cempl0: .O vetor v = (2, 2) é um autovetor do operador linear T: R2 -> R2,definido 
por T(x,y) = (2x + 3y, 3x + 2y) associado ao autova›lor‹7r = 5, pois: 

~ T(_v)= T(2, 2) = (2 - 2 + 3 - 2, 3 - 2 + 2 ~ 2)z~z (1o,10) = 5(2,2) = sv
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Em contrapartida, o vetor u = (1, 2) não é autovetor de T, pois: 
j 

T(u)=T(1,2)=(2-1+3~2,3-1+2-2)=(8,7)¢?t(1,2) 
ou seja, não existe X para essa igualdade, logo o sistema não tem solução. 

1.5.3 Exemplo: Dado um vetor v = (1,1,l) e um operador linear T: R3 -> R3 definido por 
T(x,y,z) = (x + y, y + z, x + z), temos que v é um autovetor associado ao autovalor lt = 2, pois: 

T(v) = T(l,l,1)=(1+1,1+1,l+1)=(2,2,2)= 2(1,1,1) = 2v. 
O que não ocorre no caso de um dado vetor u = (1, 2, 3), pois: 

T(u) = T(l,2,3) = (1 + 2. 2 + 3,1+ 3) = (3,5,4) ¢ 7t(l,2,3) 
ou seja, não existe 7» para essa igualdade, consequentemente u não é_ autovetor de T. 

1.6 Autoespaço 

1.6.1 Definição: Sendo X um autovalor de um operador linear T: V~>V, temos que o 

conjunto PO.) = {uE V |'T(u)= 9tu} de todos os vetores u E V, incluindo o nulo, é 

denominado autoespaço de T associado ao autovalor 2.. ' 

1.6.2 Teorema: O conjunto formado pelos autovetores associados a um autovalor 9» e o 

vetor nulo é um subespaço vetorial de V, isto é, PO.) = {u E V I 
T(u) = 7tu} é subespaço de V. 

Demonstração:
' 

A demonstração será feita com P()t) E R2, para o R" é inteiramente análoga. 
Dados v¡ e vz E P(7t) e oc E R, temos que: 

i) (0,0) E P(?t), pois T(0,()) = ?t(0,0) = (0,0) 
ii) T(v¡+ vz) = T(v|) + T(vz) = 7» v1 + À vz = 7t(v¡ + vz), então: 
'v1 + vz e Pot). 
iii) T(o<V¡) = OC T(v¡) = <><(7t V1) = MOCV1), logo: 
zw. e Po).

_ 

1.6.3 Exemplo: Sabendo que X = 2 é um autovalor do operador linear T: R2 -› R2 tal que, 
T(X, Y) Z (X + 2Yz -X + 4Y)» 

Determinaremos o autoespaço associado a esse autovalor.
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Soluçaoz 
` 

Y P(2)= {(X, Y) E R2 I 
T(X, Y) = 2(X, Y)} 

= {(X, Y) E R2 _! 
(X + 2Y, -X + 4Y) = (2X, 2Y)} 

'={(X,Y)€R*IX+2Y=2X,-><+4Y=2Y} 
={(X,Y)ER*lX=2Y} 

Y = {(2Yz Y) E R”} 

-={Y(2›1)|Y€R} 
=[(2z1)] 

' Assim, o conjunto P(2) = {y(2, 1) \ y E R} = [(2, 1)] é o autoespaço associado a 9» = 2, 
e que geometricamente é representado pela reta L. 

yA
L 

1 
...___ 

.L > 
2 X 

Fig. Léa 

1.7 Polinômio Característico 

1.7.1 Definição: Seja A=(a¡¿ ) E M(n, R), denominamos polinômio característico de A de 
grau n o polinômio a seguir: . 

an -Í 312 am 
P^(Ú=det.__“Ê_2_1 ____ .?.2_2.Í.Ê_,..',í,' ..... ._*Ê2v_._ 

:d°*(^'tIfl)' 
am an?-t am-t ' 

Ou seja, 
. PA(t) _= det(A ~ tln)
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1.7.2 Definiçãü: Dado um espaço vetorial V de dimensão n e T: V -* V um operador 
linear. Denomina-se Polinômio Característico de T o polinômio característico da matriz de 
T em relaçao a qualquer base de V. Usaremos a indicação PT(t). 
Óbservaçãot O polinômio característico de T independe da escolha de uma base para V, 
pois o determinante de matrizes semelhantes é igual. 

1.7.3 Teorema: Seja T um operador linear, então, os autovalores de T são as raízes reais 
do polinômio característico PT(t). 

Demonstração: ' 

De acordo com a definição de (1.5.1) temos que lt é um autovalor de T se, e somente 
se, Nuc ([T]C - Mn) ¢ {0}, isto garante que [T]C - Mn não é inversível, e mais, garante ainda 
que det([T]C - Mn) = 0. Por definição det([T]¢ - XL.) = det([T]C - tln) = PT(t), assim o teorema 
está provado. - 

Nota: Se V é um espaço vetorial sobre R, o número de autovalores de um operador linear 
T: V -*V é menor ou igual à dimensão de V, pois algumas das raízes de PT(t) podem não ser 
reais. 

1. 7.4 Exemplof Seja T: R3 _* R3 um operador linear definido por 
T(X,y,2)=(X+y+2,2y+Z¬2y+3Z), 

encontramos o polinômio característico determinado pela matriz de T na base canônica do R3 
da seguinte forma: 

1 1 1 10 0 10 0 

Az[T]C'=0 21,1=010,11=010 
0 2 3 0 01 0 01

_ 

1 1>T(1)=âe1(A-11) . 

1-1 1 1 
=â¢¢( 0 2-1 1) 

0 2 3-: 

Logo, 

1-1,11-11 
= O 2-t l O 2-t 

O 2 3- t0 2 

›-_¡ 

t-Y* 

:(1-i)(2-1)(3-1)-2(1-1)
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=(1~f){(2-1)(3-Í)-21 
=i(1 -1) [(6-2: -31 + tz) -2] 
=n-ow-a+@ 
=-t3+6t2-9t+4 

cujas raízes em R são: t¡ = tz = 1 e t3 = 4. 

Assim, os autovalores de T são: 1 e 4, sendo o primeiro com multiplicidade 2. 

I. 7.5 Exemplo: Seja 0 operador linear T: R3 -° R3 definido por 
A 

T(Xs ya Z):(X› X`+y_2Z: y'_Z)' 
Encontraremos pela matriz de T, na base canônica do R3, o polinômio característico do 

operador T. Segue que: 
A» 100 nloo to_o 

Az[T]C=1 1-2,1=o1 o,ú1=o to 
o1~1 001 oo: 

Logo, < 

PT(t) = det(A - tl) 
l_~t O 0 

=de 1 _l-t ~2 
O 1 -1-t 

l-t O 0 
= l l-t ~2 

O 1 

=(1-¢)(1-ú)(-1-ú)+2(1~:) 

_1_ I-§ 

)._¡ t0 
11~t 
O 1 

:(1-Í)[(1~Í)(-1~Í)+ 
=(1-¢)(t2+1 ) 

=-t3+t2-t+1 

Cujas raizes são: l E R e ~i, i E (C. 

Portanto, o único autovalor de T é l~, pois os demais são complexos
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1.8 Determinação de autovalores e autovetores de Matrizes 

Consideremos uma matriz A E M(n, R), veremos a seguir que a partir do 

polinômio PA(?») = det (A - M) podemos determinar os autovalores e os autovetores de A. 

1.8.1 Determinação dos autovalores 

1.8.1.1 Definição: Os autovalores de A são os autovalores do operador linear associado 

a A.
A 

1.8.2 Determinação dos autovetores 

1.8.2.1 Definição: Os autovetores de A são os autovetores do operador linear associado 

aA. _

. 

2 2
` 

1.8.3 Exemplo: Dada a matriz A = 
[1 gl 

determinaremos seus autovalores e autovetores 

correspondentes. ^ 

Soluçao: 

O operador linear associado à matriz A é: 
T(X, Y) = (2X + 2y, X + 3y)- . 

O polinômio característico do operador T é dado por det(A ~ Xl), daí: 
2 - X 2 2 - X 2 

de = 
l 3 - 7» 1 3 ~ À A 

=(2-t)(3->.)_2 
=6-21-3?t+).2-2 
=7t2-57t+4 

93-5?t+4=0 
?t,=4e9tz=1 

Então, os autovalores do operador T são: X1 = 4 e X2 = 1.
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Para determinarfosautovetores, usaremos a definição de autoespaço. 

Parakl = 4, temos: V
_ 

' 

E P(4) = {(Xz Y) E R2 1 
T(Xz Y) = 4(Xz Y)} 

= {(x, y) E R2 I 
(ZX + 2y_, x + 3y) = (4x, 4y)} 

= {(x,y) ER2|2x+2y=4x,x+3y=4y} 
={(X›Y)€R2lX=Y} ~ 

= {(Y› Y) E R2) 

={Y(1,1)1y GR) 
= K1, 1)]- 

Então, os vetores do tipo P(4) = {y(1, 1) 
1 y E R}, são os autovetores associados ao 

autovalor À; = 4. 
Para )tz= 1, temos: 

_ 

P(1)= {(X› Y) ER2 I 
T(Xz Y) = 1(X› Y)} 

= {(X› Y) É R2 Í 
(2X + ZY, X + 3Y) = (X› Y)} 

= {(x,y) ER2\2x+2y=x,x+3y=y} 
= {(Xz Y) E R2|X=-2Y} 
= {(-2Y, Y) E R2) 
= {Y(~2› 1) I Y E R) 
= [(-2, 1)]. _ 

Assim, os vetores do tipo P(1) = {y (-2, 1) } y E R}, são os autovetores associados ao 

autovalor kz = 1. _

` 

3 -il -3 
1.8.4 Exemplo: Dada a matriz A ={0 2 -3} determinaremos seus autovalores e 

0 O 1 

autovetores. 

Soluçao: 

O operador linear associado à matriz A é: 

T(x, y, Z) = (3x - y -32, 2y ~ 32, - Z)



O polinômio característico do operador T é dado por det (A - M), daí segue que: 

3-À -1 ~a ' 3~À -1 -3 -x‹W-1

À >> 

eo 

OO

N
O 

de O 2-7» .~3 = 0 2-Ã -3 ~?t 

0 o -r- o o -4+ 

= (3- Â) (2- Ã) (-1- Ã) 
=-fi+4#-x~ó 
-fi+4fi-x-ó=o 
7t¡=3, >t2=2,?t3==~1 

Então, os autovalores de T são: Ã] = 3, K2 = 2 e K3 = -1 

- ~ Para detemainar os autovetores usaremos a definição de autoespaço. 

Para X1 = 3, temos: 
- P(3) = {(X, Y, Z) E R3 I T(X, Y, Z) = 3(X, Y, Z)} 

= {(X, Y, 2) E R3 I 
(3X ~ Y -32, 2Y ~ 32, -2) = (3X, By, 32)} 

={(x, y, z)ER3|3x-y-3z=3x, 2y-3z=3y,-z=3z} 
={(x,y,z)ER3|y=-3zez=0} 
={(X,Y,Z)ER3IY=0,Z=0}- 
= {(x,0,0)ER3} 
={x(1,(),0)|xER} 
=r<1,‹›,0>1

P 

Então, os vetores do tipo P(3) = {x( 1, 0, 0) I 
x E R}, são os autovetores associados a X, = 3. 

Para 7t2= 2, temos:
p 

P(2) = {(X, Y, 2) E R3 I 
T(X, Y, Z) = 2(X, Y, Z)} 

= {(x, y, Z) E R3 I 
(3x ~ y -32, 2y - ÉZ, -z) = (2x, 2y, 2z)} 

= {(x, y, z) E R3 | 
3x «y -32 = 2x, 2y -32 = 2y, -z = 2z} 

={(x,y,z)ER3|x=yez=0} 
- 

= {(Y, Y, 0) E R“} 
I 

={y<1,1,0›Iy E RI 
= [(1, 1, 0)] 

Assim, os vetores do tipo P(2) = {y(1, 1, O) I y E R}, são os autovetores associados a kz = 2
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Para X3 = -1, temos: 

_ P(-1)-= {(X› Y, Z) E R3 Í T(X› Y› Z) =~1(X› Yz Z)}
' 

= 
×{(Xa yr Z) E R3 1 

(3X _ y _3Z: _ 32: _Z) : (_X: _y› _Z)} 
` 

` = {(×,*y, z) e R3 
| 

3X - y -32 =;'-`5¿,' iy _3z = -y, ~z = -z} 
= {(X›y›Z)€R3lX=y=2} 
= {(x, X, x) E R3} 4 

= {x(1, 1, 1)|x ER} 
=[(1,1z1)]

› 

Logo, os vetores do tipo P(-1) = {x(1, 1, 1) I 
x E R} são os autovetores associados a X3 = - 1
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2. DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES LINEARES E MATRIZES 

A decomposição de matrizes é essencial no estudo da álgebra linear, visto que, em 
vários problemas do dia-a-dia nos encontramos em situações nas quais usar tais métodos, 
evita a utilização de processos longos que podem ocasionar erros. Estes, por sua vez, são mais 
simples e práticos, para a realização de estudos direcionados à aplicação em outros campos 
ligados à Matemática. 

No capítulo anterior introduzimos as definições de operadores lineares e seus 
respectivos autovalores e autovetores. Faremos aqui um estudo de diagonalização com base 
nas referências [2] e [6], onde o nosso objetivo é encontrar uma base de autovetores de um 
dado espaço vetorial, na qual esta seja a mais simples possível. Por vários motivos, veremos 

que a situação mais conveniente será encontrar uma matriz diagonal associada a um operador. 

2.1 Diagonalização de operadores lineares 

2.1.1 Definição: Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Um operador linear 

T: V~*V é diagonalizável quando existe uma base de V formada pelos autovetores de T. 
Sendo B = {u¡,..., u,,} uma base formada de autovetores de T, então, T(u¡) = lt¡u¡ e 

assim por definição de matrizes da transformação linear T em relação a base B temos a matriz 

[Tlzíi] >»z 

~ O “rt 

Onde X1, ..., 7t,, são os autovalores de T. 

diagonal:
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A Observação: Os autovalores ?t¡,...,›?»n não são necessariamente distintos dois a dois. 
Devido a issoj pode acontecer de o polinômio característico PT(x) de um operador linear T se 
decompor em fatores lineares do tipo (x - 7t)k, sem que T seja diagonalizável. Esse fato ocorre 
devido a dimensão dos aútoespaços, ou seja, a multiplicidade algébrica dos autovalores não é 

igual à dimensão dos seus respectivos autoespaços. _ _ 

2.1.2 Prüpriedadet Os autovetores associados a n autovalores reais distintos de um 
operador linear T: R" -> R" são linearmente independentes. 

_ 
Na demonstração abaixo, o conjunto que mostraremos ser LI é composto por um vetor 

de cada autoespaço associado ao seu respectivo autovalor. 

Demonstração: 

Faremos a demonstração para n = 2, para n > 2 a demonstração é análoga. 
Sejam X1 e kz autovalores de T, X, gé kz, e v1, vz autovetores associados aos autovalores X1 e 

X2 respectivamente. Devemos provar que vj e vz são LI. Seja alvj + azvz = 0. Aplicando a esta 
equação a transformação T - X21, e lembrando que T(v¡) = 7t¡v¡ e Iv¡ = v¡ para i = 1,2 segue que: 

' (T - X21)-(a1v,+ azvz) = T(0) = 0 

T(a,v, + azvz) ~ 7t2I(a,v, + azvz) = 0 

a,T(v,)+ a2T(v2) - 7t2a,I(v,) - ?t2a2I(v2) = O 

a,7»,v, +a2?t2v2 -?t2a,v] -azkzvz = 0 

a,?t,v, -?»2a,v, + a27t2v2 ~ a27t2v2 = O 

a,(?t, -7t2)v, +a2(?»2 -?»2)v2 = O 

a1O\~1_)"2)Vi : O 

A 

Como v¡ ¢ O e 7t¡ ¢ K2, concluímos que al = 0. ç 

Aplicando agora T - X11 na equação original alv, + azvz = 0 , temos: 

_ (T->¬1)(a,v, +z2v2)zT(o)=o 
_ T(a,v, +a¿v2)-›t,1(a,v, +zz2v2)= 0 

a›T(V1)+a2T(V2)`>”1aiI(V|)`7”1a2I(V2): O 

afiqv, +a27t2v2 -?t,a,v, -Àlazvz = O 

a,?t,v, -7t]a1v, +a2?t2v2 -7t,a2v2 :O 
a1()*ii_)“i)V1+a2(7“2 '_)“|)V2 Z O 

H 

a2O”z_)*l)Vz:V0
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Também, como X1 ¢ kz e vz aí 0, concluímos. que az = O. Logo os vetores v| e vz são 

linearmente independentes. c

Í 

2.1.3 Corolário: Sendo V um espaço vetorial de dimensão n e T: V -' V um operador 
linear com n autovalores reais distintos, então, V possui uma base cujos elementos são todos 
autovetores de T.

S 

2.1.4 Exemplo: Seja o operador linear T: R2 -* R2, jT(X, y) = (X + 2y, - X + 4y). - 

Segue que a matriz de T na base canônica é: 
~ 

^=li Íl 

O polinômio característico do operador T é dado por: 
1-vt 2 

â<-zt(A->t1)= 
1 4 

=(1~›»)(4-›t)+2 
=4-7»-4k+)t2+2 
= X2-5?t+6 - 

if-5x+ó=.-0 ' 

x,=2 e xzzs 

Logo, M e X2 são os autovalores de T. Como X; 96 kz, temos uma base do R2 fomlada 
pelos correspondentes autovetores. g 

Detenninaremos osautovetores usando a definição de autoespaço. 

Para M = 2: 
P(2) = {(×, Y) E Rzl T(×, Y) = 2(×z Y)} 

= ~{(Xz Y) E RZI (X + 2y, -X + 4y) = (2×, 2y)} 
={(X,y)€R2lX+2y=2×,-X+4y=2y} 
= {(×, Y) E Rzl X = 2y} 
= {(2y, Y) E R2} 

={y(2,1)1y f5R} 

=[(2,1)] 

Então, os Vetores do tipo P(2) = {y(2, l) | y E R}, são os autovetores associados a X1 = 2.
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Para X2 = 3: 

P(3) = 

{(X, y) E R2! X = y} 
{(y, Y) E R2} 

{y(1, 1) I Y E R} 
= [(2, 1)] 

Então, os vetores do tipo P(3) = {y(1, 1) | y E R}, são os autovetores associados a kz = 3 

Assim, o conjunto {(2, 1), (1, 1)} é uma base do R2 e, portanto T é diagonalizavel 

2.1.5 Exemplo: Seja 0 operador linear T: R3 -> R3, T(x, y, z) = (x, - 2x - y 2x + y + Zz), 
vem que: . 

A matriz de T na base canônica é: 
1 O O 

A: -2 -1 0 

2 1 2 

O polinômio característico do operador T é: 

1-x 0 0 

àer(A-mz -2 -1-x 0 
A 2 1 2- 

= (1 ~7~)(-1 -W2- 
=-x3+2x2+x-2 

-f›£+2>G+>r-2:0 
u )\.1:1,>\,z:-1)\.3:2 

Logo, X1, kz e X3 são os autovaiores de T. 

P” 

Â) 

{(X› Y) E R2| T(Xz Y) = 3(Xz Y)} . 

{(X, Y) E R2I' (X + 2yz -X + 4y) = (3X, 3y)} 

{(×, y) E R2! X +2y = 3X,-X + 4y= 3y} 

-9» O 
._2 _1'_ 

2 1 

›.-À
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Como os autovaiores são todos distintos, os correspondentes autovetores formam uma 
base do R3. 

Para determinar os autovetores, usaremos a definição de autoespaço. 

~Para?t,=1,temos:
i 

P(1) = {(Xz Y, Z) E R3|T(X,Y,Z)=1(X›Y›Z)} 
={(X,Y,Z)ER3{(Xz~2X-Y,2X+Y+2Z)=(X›YzZ)} 
={(x,y,z)t-ER3|x=x,-2x-y=y,2x+y+2z=z} 
={(X,Y,Z)€R3I.X=-YzY=Z} Y 

={(XzY,Z)ER3IX=-2,!/=2} 
= {(-z, z, z) E R3} 

={z(-1,1,1)|zER} 
=[(-1,1,1)] V 

Logo, os vetores do tipo P(1) = {z(-1, 1, 1) I 
z E R} são os autovetores associados a X1 = 1. 

Para X2 = -1, temos: 

P(-1) = {(X› Y, Z) E R3 I 
T(X, Y, Z) = ~1(X, Y, 2)} ~ 

= {(Xz Y, Z) E R3 I (X, - ZX ~Y, ZX + Y + 22) = (-X, ~Yz -2)} 
~= {(x, y, z)ER3|X=Éx,-2x-y=-y,2x+y+2z=-z} 
={(x,y,z)ER3|x=0,y=-3z} ` 

= {(0, ~3z, z) E R3} 
= {Z(O, -3, 1) I 

Z E R} 
: _3> 

Então, os vetores do tipo P(-1) = {z(0, -3, 1) 1 
z E R}, são os autovetores associados a kz = -1 

Para X3 = 2, temos: 
PQ) = {(Xz Y, Z) G R3 l T(Xz YzZ) : 2(Xz YzZ)} 

: {(X: y› Z) E R3 i (X› _ 2X _yn ZX + y + ZZ) : (ZX: Zyv 
= {(X, y, Z) E R3 | 

X = 2-x, -2x ~y = 2y,t2x + y + 22 = 2z}
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= {(x,y,z)€R3|x=0ey-=0} 
= {(O, 0, z).€ R3} T 

={z(0,0,1)]zER} 

Assim, os vetores do tipo P(2) = {z (0, 0, 1) 1 
z E R}, são os autovetores associados a X3 = 2. 

Dessa forma, o conjunto {(-1, 1, 1), (0, -3, 1), (0, O, 1)} é uma base do R3 e 

consequentemente T é diagonalizável. 

2.1.6 Exempl0.' Dado um operador linear T: R2* R2, definido por 
T(X› : (SX _' ya X + 

Temos que, a matriz de T na base canônica é: 

et at 
O polinômio característico do operador T é dado por: 

5~x -1 
ó‹=zr(A-M): 

1 3 X 

=('5-?»)(3.-X)-fl 

=15 -5)»-3?t+)t2 +1 
= K2 - 87» + 16 
X2 ~ 8)» +16 = 0 

' 

X, = X2 : 4 

Assim, o único autovalor de T é X = 4 

Determinaremos os autovetores através da definição de autoespaço. 

Para?»=4, temos . 

P(4) = {(Xz Y) E R” I 
T(X› Y) =4(X› y)} 

= {(Xz Y) E R2 I 
(5X ~Y› X + 35/) = (4Xz 4>')} 

= {(x,y)ER2|5x-y=4x,x+3y=4y} 
={<›‹,>f›eR2|›‹=y} c

T 

= {(y, y) ER*} 

={y((1›1)|Y E R} 
=[(1,1)]~
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Assim, os vetores do tipo P(4) = {y(1, l) | y E R} são os autovetores associados a 7» = 4. 
Como não existem dois autovetores' LI do R2, então, não existe uma base P formada 

por autovetores, de T. Logo, T não é diagonalizável. 

2.1.7 Teorema: Seja T: V -› V um operador linear. Se T é diagonalizável, então, tem uma 
decomposição do tipo [T] = PDP4, onde D é a matriz diagonal formadaipelos autovalores de 
T.

` 

Faremos uma versão reduzida da demonstração deste teorema, sendo esta no R3 com 
autovalores distintos, parao R" a demonstração é análoga. 

Demonstração: 
Seja um operador linear T no R3, o qual admite autovalores X1, À; e X3 distintos, 

associados aos autovetores v|, vz e V3 respectivamente. 

O corolário da propriedade anterior nos garante que o conjunto
_ 

P = {\/1, V2, v3} é uma base de R3.
_ 

Dessa fonna: ' 

T(v,)=?t,v, =7t,v, +0v, +0v3 
T(v2) =7\.2v2 =0V, +?»2v2 +0\`/3

_ 

T(v3) = 7»3v\3 = Ov, + OV, + 7t3v3 

Onde o operador T é representado na base P dos autovetores pela matriz diagonal. 

À, 0 0` 

,[T],, z 0 x, 0 z D 
O O K3 

formada pelos autovalores na diagonal principal. ' 

Se A é a matriz canônica do operador T, isto é, [T] = A, então, as matrizes'A e D são 
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. 

Baseado' na relação entre matrizes semelhantes podemos escrever: 
V D = M"AM 

Onde, M é amatriz mudança de base de P para a base canônica C = {e¡, ez, e3}, sendo 
Gi =(1.z0, 0),€z=(0,1,0)¢€s=(0,0, 1)-

'



Como 

` Podemos escrever a relação acima da seguinte forma: 

011 

M=[I]Ê =C-'P=r'P=P 

D = 1>"AP 

A = [T1 = PDP' 

.34 

onde P é a matriz cujas colunas são os autovetores do operador T. 

2.1.8 Exemplo: Do exemplo (2.1.5) temos que o operador linear T e' diagonalizável, então, 
existe uma matriz! inversível P formada pelos autovetores de T, tal que P"AP = D, onde D é 

uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal são os autovalores de T. 

1 O O 1 0 O 

Defato: A={-2 z-1 0},P={1 -3 
Oil, 

P`]= -š -š O 
2 1~2 1 1 I 4 1

1 
3 3 

_ -100 

P'1AP= -_..-.Â 0-2 ~10 1- ~3 0 

551 
-1 0 0 -1 0 0 

P*'AP= Â Á 0 1 3 0 
3 3

1 ill 
3 3 _ 

100 
P"AP= 0 -1 0 =D 002 

-1 O O 1 0 O -1 0 O 

3 3 to 

4 1 
1 

2 1 2 l 1 1
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2.1.9 Teorema: Seja V um. espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Um operador linear 
T: V -› V é diagonalizável se, e somente se: › 

1) O polinômio característico de T tem todas as raízes em R, e 

2) 
H A multiplicidade algébrica de cada autovalor iq de T é igual à dimensão de V(?»¡). 

Demonstração: 

(===>) Seja B={u,¡,...,u¡,l,...,Uk¡,--.,Ukfi(}uma base de-V formada de autovetores 

de T de modo que em cada B¡ ={U¡,,...,11¡r¡}estão todos os autovetores associados ao 

autovalor Xi E R(i = l, 2, ..., k). A matriz de T em relação a essa base é: 

da 

>¬ Ô 
[T]B= 

(3 wi 
_ 

i M 
e portanto, já que PT(t) independe de representação matricial de T, PT (Í): -Í)r' -Í)rk 

cujas raízes estão todas em R. , 

Para cada índice i (1 5 i 5 k) seja I-I¡ o subespaço gerado por B¡, devemos mostrar que 
H¡ = V(7»¡)~. A inclusão H¡ C V (?»¡) é fácil de verificar, pois um 'elemento u E H¡ é uma 
combinação linear de B5 e é, portanto, um autovetor cujo autovalor associado é iq. 

Agora, para provar que V(?t¡) C H¡ tomaremos u E V(?»¡) em relação à base B: 
› u=u,,u,,+...+‹xkrkukrk_ _ 

Então: 

7t,ot,,uH+...+?»1a¡,I...+7»,otk,uk,+...+)»,‹1k,kukrk = 
= lqu = T(u) = ot,,T(u,,)+...+ otkrkT(ukrk ) = 
= X,‹1,,u,,+...+ )t,‹1,,|u,,| +...+ ltkamuk, + ...+ ltkumkukrk
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Comparando a primeira e a última combinação linear acima obtemos: 

xiazi : Xzuzi ›--~› liam, : Xkazf, 

?“1a|‹i:?”|<a|u›---›)”1ai<rk :Àkakrk ~ 

Partindo de )z,0t2, -?»2ot2, :O temos, (X1 _- X2) otzl. Como (X1 - X2) é diferente 
de zero, então otz| tem que ser zero, assim: 

‹12,=...=o,¿& =...=a1<,=...=o.,q‹ =O.
q 

Donde U=U»,¡l1¡¡+...+(1¡¡Ll,,| e portanto u E H¡. Concluímos portanto de modo 

análogo que V(?t¡) C Hi para todo i (1 5 i 5 k). 
Das igualdades V(?t¡) = H¡ temos que dim V(?t¡) = dim H¡ p= r¡ que é a multiplicidade 

algébrica de 7»¡. 

(<“:) Por hipótese o polinômio característico de T pode ser fatorado sobre R da 
seguinte forma: '

~ 

PT‹f›=<›¬ -of* ...W -of* 

onde À, ¢?»j se í¢ j e r, +...+rk =gfdd de PT(t) = dimvn. A muiúpiieidade 

algébrica de cada um dos autovalores ?»¡ é, pois, r¡(i = 1, 2, . . . , k). Por hipóteses ainda, 

dimV(?t¡) = r¡(i = 1, 2, . . . , k).
C 

Seja H = VOU) + . . . + V(7tk) e mostremos que V(?»¡) fl V(?t¿) = {0}, sempre que i ¢ j. 
De fato, se u E V Oq) H V(7q-), então T(u) = 7t~¡u = lju .e daí (?»¡ - 7»¿)u = 0. Como 7t¡ =# lj, então 
u = 0, consequentemente V(?t,) O (V(7»¡) + . _ . + V(7»,_ 1)) = {0} (2 5 r 5 k), ou seja, temos 
uma soma direta. 

H = Voa) ea ...A ea vod). 

Segue que, dim H = dim V(?t¡) + _ . . + dim V(7tk) = r¡+ . . . + rk = n e, sendo H um 
subespaço vetorial de V cuja dimensão é n, então H = V. Tomando uma base B¡ de 

V(?»¡) (i = = 1, 2, . . . , k), então B = B¡U . . . UBk é uma base de V, constituída só de 
autovetores de T. Donde T é diagonalizável.

_
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Observações: 
'1) Sendo T: V -› V um operador linear. Se À e' um autovalor de T e o polinômio 

característico PT(x) desse operador for do tipo O» - x)", dizemos que X e' uma raiz 
múltipla de PT(x) e com multiplicidade algébrica n. 

2) Sejam U e V subespaços vetoriais de um espaço vetorial W. Se U H V = {0}, diz-se 
que U + V é uma soma direta dos subespaços U e V.

V 

Notação: U C-B V. 

2.1.10 Exemplo: Seja o operador linear T: R2-* R2, definido por 
T(X, y) = (9X + y, 4X + 6y)- 

Temos que: 
O polinômio característico do operador T é dado por 

~ 9-i 1 

d¢¢(A*x1) =I 4 óql 
='(9-x)(ó_i)_4 
=54-97\~67»+73-4 

= )8~15À+50 
X2-l5?z+50=O 
7»¡=10, 7»z=5 

Logo, os autovalores de T são: M = 10 e kz = 5 

Usaremos a definição de autoespaço para a determinação dos autovetores. 

Para X1 = 10, temos: 
P(10) = {(X, y) E R2| T(>‹, y) = 10(X, I/)} 

= {(X, y) E R2! (9X 1* y, 4X + 6y)=(10x,10y)} 
= {(x, y) E R2] 9X+ y =10x, 4x + 6y=10y} 

T Z {(XzY)€R2|X=Y} 
_= {<y,y›ER2} 

={Y(1z1)lY€R} 
=[(1z1)] 

Assim, os Vetores do tipo P(10")= {y(l, l') 
| y E R} são os autovetores associados a X; = 10.
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Para kz = 5, obtemos: 
P(5) = {(X_, Y) E RZÍ T(X, Y) = 5(X, y)} 

= {(x, y) E R2| (9x + y, 4x + óy) = (SX, 5y)} 
= {(x,y) ER2l9x+y=5x, 4x+6y=5y} 
=K&Y)ER¶y=4W} 

` = {(x, - 4x) E R2} 
V ={x(l,-4)|xER} 

` ==[(1,-4)] 

Então os vetores do tipo P(5) = {x(l , - 4) | 

x E R} são autovetores associados a kz = 5. 

Observe que as raízes do polinômio característico de T são todas reais e que a 

multiplicidade algébrica de cada autovalor 7t¡ é igual à dimensão do seu respectivo auto- 

espaço V(?z¡). Logo, T é diagonalizável. Portanto, existe uma matriz inversível P formada por 
autovetores de T, tal que Pfl' AP é diagonal.

T 

`

1 

9 1 1 1 
" “- 

Az ,Pz ,P”= 5 
4 ó -4 1 _ 1

5 

Vem que “ 

__ 1- 

Temos que: 

U1-I>U1›-^ 

LJ1›-I 

P"AP = 

P"AP= 

P*AP= 

OUWL/1-J>U1›-*U1-¡> 

C>Ll`|>-* 

›_¡Lll 

5 5 10 
-20 V 

10 

:D 
10 

_ É ill-14



2.1.11 Exemplo: Dado o operador linear T:R3 -›R3, definido por 
V 

T(x, y, 2) = (3x - 42, 3y +_ 52, -2). 
Temos que amatriz de T na base canônica é 

3 0 -4 
A: oia 5 

4 

Y o 0 -1 

e que o polinômio característico de T é dado por 
Y ¬ ' 

3-9, o -4 
det(A-XI) = 0 3-X 5 ' 

O 0 - 1 ~ X 

= (3 ~ X) (3 ¬>»> (-1 -›»> 
=-98 +5?»2-3)»-9 

-93 + 573-37»-9 =0 
Ó.. =xz=3,x3 =-1 

Assim, os autovalores de T são: 3 e -1, sendo o primeiro com multiplicidade 2 

Para determinar os autovetores, usaremos a definição de autoespaço. 

Para X1 = kz = 3, temos:
H 

A 

P(3) = {(Xz Yz 2) G R3 I 

T (X› Yz Z) = 3(X› Y, Z)} 
= {(x, y, 2) E R3 | 

(3x - 42, 3y + 52, -2) = (3x, 3y, 32)} 
= {(x,.y, 2) E R3 | 

3x -42 É 3x, 3y + 52 = 3y, -2 = 32} 
={(x,y,2)ER3|2=0} ~ 

= {(X› Y, 0) E R3} , 

.={x(1,0,0)+y(O,1,0)|xeyER}
_ 

= [(1, O, O),(0,1, 0)] 

Para X3 = -1, temos: ` 

5 

P(3) = {(X, Y, Z) É R3 I 
T (X, Y, Z) = -1(X, Y, Z)} 

: {(X› yr Z) E R3 I 
(gx _ 4Z> + 5Z> _Z) : (_X› _y= _Z)} 

= {(x, y, 2) E R3 | 

3x-'42=-X, 3y+ 52=-y,-2=-2}
5 ={(x,y,2)ER3|x=z,y= -Z2}
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5 : {(Z: _'ÃZ› Z) E 

={z(1, -Ê, l){zER} 

=t<1, -§,1›1 

Note que as raízes do polinômio característico de T sao todas reais e que a 

multiplicidade algébrica de cada X; é igual à dimensão do seu respectivo autoespaço. Então, T 
é diagonalizável, ou seja, existe uma matriz inversível P, tal que P`¡AP é uma matriz diagonal 
formada pelos autovalores de T. _ 

Temos que: 

30_4 101 10-1 
A=035,1>=0l1--É¢P-'zoiã 

00-1 001 001 

'10-130-4101 P-*AP=01Ê03501-Í 
4 4 00100-1001. 

~300 
=030 
00-1 

2.2 Diagonalização de matrizes 

Daí 

2.2.1 Definição: Dada uma matriz A E M(n, R). Se C é a base canônica do R", existe um 
operador linear T: R"-› R" associado a A tal que [T]¢ = A. A matriz A se diz diagonalizável 
se, e somente se, o operador associado T é diagonalizável. 

Se A é diagonalizável, então, existirá de maneira inteiramente análoga a operadores, 
matrizes M de autovetores e D matriz diagonal de autovalores tal que A = MDM4. Como A e 

De são matrizes de um mesmo operador linear, então são semelhantes, se indicannos por M a_ 
matriz mudança de base de C para B, temos:
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M`lAM = D 

De fato, sendo 

C={(1,0,...,0);...;(0,0,...,O, l)}cB={(X¡¡,...,X¡n);...;(X,,|,...,X,¬n)}, 
então: t 

X11 Xzt Xm 

M: X” X22 xnz 

XM Xzn XM 

Ou seja, os componentes do n-ésimo autovetor de B formam a n-ésima coluna de M. 

2 3 ¬1 - 

2.2.2 Exemplo: Dada a matriz A = 
ÍO 

1 - 

4 
, vamos mostrar que A e' diagonalizável e 

0 0 3 

due existe uma matriz inversível M formada por autovetores de [T]¢ = A, onde MJAM é 

diagonal. 

Temos que o operador associado à matriz A é: 

T(x, y, z) = (2x + 3y - z, y - 4z, 3z) 

O polinômio característico de T é dado por: 
2 - X 3 - - X 3 

det(A-M): O 1-À - O 1-9» 

O O 3 ~ 
>›">r*“ 

l\) 

CD Ê 

=(2-›,)(1-x)(3¬›,) 
=->8+ó›3-11i+ó 
->£+ó›8_11>t+ó=o 

~ 
' )t¡=1, ?tz=2, 7z3=3 

Assim, os autovalores de T são: X1 = 1, X2 = 2 e X3 = 3 

¬ Como os autovalores são todos distintos, então, temos uma base fonnada por 

autovetores de [T]C = A.
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Um cálculo simples por meio da definição de autoespaço nos garante que: 
Os vetores do tipo P(1) = {y (-3, 1, O) l y E R} são os autovetores associados a M = 1; 
Os vetores do tipo P(2) = {x (l, 0, O) I 

x E R} são os autovetores associados a X2 š 2; 
Os vetores do tipo P(3) = {z(-7, -2, 1) | 

z E R} são os autovetores associados a X3 = 3. 

Dessa fonna, o conjunto {(-3, 1, 0),( 1, 0, 0),(-7, ~2, l)} é uma base do R3 e 

consequentemente A é diagonalizável. 
Como A é diagonalizável, então, existem matrizes M e D tal que A = MDM4. 
Segue que:

q 

23-1 -31-37 012 
A=01-4;M=10-2;M"=1313 003 001 001 

`01223-1-31~7 
M“'AM=1 3 Bfio 1 -AM1 0 -zi 

_0 0110 0 30 01 
' '012'-31-7 

M"AM=2 ó 2ó¶1 0 JJ 10 0 3 0 01 
1 O 0 

M"AM= O 2 0 =D 
O 0 3 

2.3 Aplicação da diagonalização: potências de uma matriz 

Seja A uma matriz de ordem n. As potências de A são definidas da seguinte forma: 

Ap = AAA...A , sendo p E N. Geralmente é muito diñcil o cálculo de Ap, sobretudo quando p 
P 

p,vezes 
I _ _ I r I _ 

e um numero eventualmente grande. Mas se A e diagonalizavel, o calculo de Ap e mais 
simples. Ora, se A é uma matriz diagonalizável, então, existe uma matriz inversível M tal 
que M`1AM = D,onde A 

~ 

Dl 1 Gl 
C) 1 

'~ 

xnp
z
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é a matriz diagonal dos autovalores de A. Além disso, temos que: 

, 
af 0 af 0 if 0 

Dzz ,D3=q' › ,...,D°= 
0 xfi 0 tz o Az 

Partindo de M"AM = D, multiplicando a igualdade à esquerda por M e à direita por 
M" obtemos A = MDM4. 

Como 
. 

A°= AAA. . .A Lí_.¬,_;_J 
pvezes

e 

A =' (MDM') 
Temos que:

V 

AP = (MDM~') (MDM-') (MDM-1) . . . (MDM1) 
L _ 4 , ,Jv 

p vezes 

A” = MD(M-*M) D(M-1M)D(M-LM) DM-' lzyluvutmv 1 

I I I' 

Logo,
V 

AP = MDPM*
_ 

onde Dp é a matriz diagonal elevada a uma potência p nos elementos da diagonal e M é a 

matriz cujas colunas são os autovetores de A. 

4 3 
2.3.1 Exemplør Calcule Alo, onde A = 

íz J. 

Solução: ' 

Temos que o operador associado a A é: T(x, y) = (4x - 3y, 2x ~ y) 
Primeiramente veremos se T é diagonalizável, calculando seus autovalores e 

autovetores correspondentes. -



O polinômio característico de T é dado por 

Assim, os autovalores são: 

Fazendo os devidos cálculos através da definição de autoespaço, veremos que 

P(2) = {y(3, 2) I y E R} associados a M e P(1) = {y(1, 1) I y E R} associados a kz são os 
autovetores de [T]C = A. Segue que o conjunto {(3, 2),(1, 1)} é LI. Logo, A e diagonalizavel 

Em seguida consideremos: 

4-x -3 
‹m«A-xnz' 

2 l»J 
- z44-mpi-w+ó 

-4-i4>»+7L+?f +6 
:X2 -3X+2 
Q-zxx-nzo' 
)\.|:2, Ãzzl 

)\.]:2€›\.z:1. 

3 1 2 0 4 1 Mz ,nz zniz 

Como 

Vem que: 

Portanto,

A

A

A

A 

~Ap = MDpM-1 

AIO : MDÍOM-1 

_ 
10 

,0'_311O24 O1~ 
10_f3o72 1 1 -1 

“_2mm 1i¶1 si 
m_d3o7o -3069 
__2o4ó -2Q45} 

W 
sí :iii HE oii 

Ah iii zi 

H M iai
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2.3.2 Exemplo: Dada a"matriz_A = 

{2 
5 4 

} 

diagonalizável. 

O O 5 

V 

u

1 

- 2 

Como já foi visto anterionnente, a matriz" M 
={

O 

ou seja,

5 

M"AM = 0
0 

Achemos uma fórmula para Ap, onde p_é um inteiro positivo (p > 1) 
Temos: 

O - 1 

1 2 diagonaliza A 
O O V 

00 
50=D. 
04_ 

001 
M4 = 

e já sabemos que:
A 

214' 
-10-2 

A” = MDpM'1, então: 

V 

Ap: 

'4° 0 

- 

--2 O ~1 5° 0 0 0 0 1 

Ap: O 1 2 0 5° 0 2 1 4 
1 0 O O 

V O 4” -1 O -2 

~2-5° 0 -1-4P 0 0 1 

V 

0 5P 2-4P 2 '1 4 
5P 0 0 -1 0 ~2 

-2~5°+2~4” 
AP: 2-5°-2-4P sf' `4~5°-4~4P 

. O O 5 P 

' 
4° 0 -2'(5P-4°) 

AP: 2(5P-4P) 5P 4(5P-4P) 
O 0 5”
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3. DEcoMPos1ÇÃo LU DE MATRIZES 

Vimos no. capítulo dois, a decomposição de uma matriz A por diagonalização do tipo 
A = MDMJ, onde M é a matriz cujas colunas são os autovetores de A e D é a matriz diagonal. 
Fundamentado nas referências [3], [4] e [5], estudaremos agora outra decomposição da forma 

A = LU, na qual L é uma matriz triangular inferior e U é escalonada. 

3.1 Definição: Podemos reduzir as principais operações de escalonamento à três operações 

elementares sobre as linhas de uma matriz: 
(1) Trocar a posição de duas linhas; 

(2) Somar a uma linha um múltiplo de outra linha; 
(3) Multiplicar uma linha por um número diferente de zero. 

Cada uma dessas três operações pode ser interpretada como a multiplicação à esquerda por 
uma matriz inversivel especial, denominada matriz elementar, ou seja, uma matriz M(n, R) 
que resulta da aplicação de uma operação elementar à matriz identidade Im. -Dessa forma há 
três tipos de matrizes elementares. 

Observe os exemplos abaixo, do tipo 3 x 3: 

010 10*'0 100 100,-010,0‹×0 001 (1010 001 
. As matrizes acima são obtidas a partir de I3, através das operações L¡‹-›Lz, L3 + ot L; e 0iLz 
respectivamente. 0 

'_ 
Suponhamos que, durante o processo de escalonamento de uma dada matriz A E M(n, R) 

não haja necessidade de efetuar permutações de linhas. Então, podemos afirmar que existem 
matrizes elementares M¡, M2, ..., Mk, tais que: _ 

Mk... M2 M1A : U 
onde U é uma matriz escalonada. Como A é uma matriz quadrada, U é triangular superior. 

Como já foi observado, cada matriz M¡ é não-singular (detM¡ ¢ 0). Logo, o produto 

Mk M2M¡ é inversivel, isto é, existe (Mk l\/IzM¡)`l, tal que 

A à (Mk...MzM1)'*U.
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A matriz (Mk...MzM;)“l é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais 
todos iguais a l, à qual chamaremos de L, onde L E M(n, R), ou seja, A = LU. 

Dessa forma obtivemos a decomposição da matriz A como o produto de uma matriz 
triangular inferior L por uma matriz triangular superior U. 

Enunciaremos formalmente o resultado acima como um teorema: 

3.1.1 Teorema: Seja A uma matriz inversível, que pode ser posta na forma triangular por 
meio de operações elementares, mediante apenas a operações do tipo L¡ + aL¡. Então, A == LU, 
onde L é uma matriz triangular inferior com ls na diagonal e U é uma matriz superior 
triangular com Os na diagonal (LIPSCHUTZ. l994, p.l58). 

É importante frisar que o teorema acima só se aplica a matrizes inversíveis, que podem 
ser escalonadas sem qualquer permuta de linhas. Matrizes desse tipo são ditas fatoráveis - 

LU. 
Ressaltamos ainda dois fatos importantes a respeito da decomposição A = LU: 
(1) O método de eliminação de Gauss fornece diretamente os elementos das matrizes 

L e U. 
(2) Ao iniciarmos o escalonamento de uma dada matriz A, não sabemos se vai haver a 

necessidade de permutarmos as linhas, somente no final do escalonamento é que podemos 
fazer tal afirmação. Havendo necessidade desta transposição, o processo é feito permutando 
as linhas da matriz identidade (na ordem em que foram feitas), obtendo assim, uma matriz 
P E M(n, R) denominada de matriz de permutações. Todas as transposições de linhas 

necessárias ao processo de escalonamento fonnam o produto PA, que poderá ser escalonada 
utilizando apenas as operações elementares L¡_ + otL¡, dessa forma, temos a decomposição 
PA=LU. , 

l 2 2 
3.1.2 Exemplo: Dada a matriz A = 

Í3 
3 

4} 
, faremos a sua decomposição na forma 

4 1 3 

_ 

A=Lu 
Soluçao: V 

Primeiramente vamos escalonar a matriz A até chegar a uma matriz triangular 

1 2 2 
L;-3l_.¡ 

1 2 2 
L3-4/,¡ 

1 2 2 /,¡-3/.Z 
1 2 2 

Azzs 3 4 »\z 0 -3 -2 f\z 0 -3 ~2 ›^\z 0 -3 -2 =U 
4 -13 4 -1 3 o ~9-ó 0 0 1



Em seguida, observamos que na decomposição houve a participação de três matrizes 
elementares M1, M2 e M3, e que (M3MzM¡)" = L. 

Podemos verificar que essas matrizes elementares sao dadas por 

M1 --310,M2-010,M3- 
100 100 100 
“001 -401 0-31 

Agora, calculemos as inversas dessas matrizes da seguinte forma: 

Entao, 

Logo, 

M5* = 

Mg' = 

~~10 OII 0
I M,"= - 310 001 1 

;001 001 

M,"= 

100I10
I 

10-0 010 
._

O 

010' 
401 ;01I 

_|_ 2_ 

;001 001 

0L2*”' 100:100
I 0% 010'31o 

1 0 O 
3 1 0 
0 0 1 

0L““L' 100:100
I 0z\_,010;010 

1001 001É401 

1 0 0 

0 1 0 
4 0 1

.

I

I 

I

I 

:100L-“Li 100:100 
I I ;010z\,0101010
I 

010 

001 

031
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Assim, 

1 0` O 

mH01‹1 
03 1 

Daí segue que: 

(M3 M2 M1)*'= M;lM;'M¿' 

100 100 100 100 z310 01 0 010=31 041 
001 401 031 431 1 

Note-se que os elementos 3, 4 e 3 provém das operações elementares sobre as linhas 
acima, ou seja, são os negativos dos multiplicadores. lsso ocorre devido à utilização de 

inversas das matrizes elementares. 

Assim, temos a decomposição A = LU 

Ou
_ 

l 2 2 l O 0_ Al 2 2 

3 3 4 = 3 1 O O -3 -2 
4 -l 3 4 3 l 0 0 l 

0 l 2 

3.1.3 Exempl0.' Seja a matriz A 
íl 

0 ~ "3} vamos determinar a decomposição 
4 2 l 

A = LU dessa matriz. 
Solução:

À 

Vamos escalonar a matriz A até chegannos a uma matriz triangular. 

01 2 L›<*>L2 10 ~3 Lf4L1 10 -3 L3`2L2 10 «B 
10-3 ,V 012 M012 xl 012 
42-1 42-1' 0211 007



,I 0 -3 
1 temosque U 2 0 1 2

_ 

~ 0 O 7 - 

Observa-se ainda a participação das matrizes elementares 

1 0 0 1 0 0 

Mfzo 10 ewgzo 1 0 

4 01 0;21 

durante o processo de escalonamento. Em seguida, calculemos as inversas dessas matrizes 

1 00:10 ow” 1 00:10 0 
I I Mflzo 1 mo 10 ^¢ 01 0m 10 
W 01 0 01' -40 U ;4 01 

Logo; 
A 

1 00 
Mizo 10 

1 .4 01 

1d 0 0: 1 0 0}L“2L2 

Í1 

0 0 :1 0 0 

M;=0 1 M0 10 ^¢ 01 M0 10 
0~21É00 1 0 01§02 1 

Assim,
` 

1 

1 00 
M;=0 10 

0 21



Dai: 

L :(M2M1)_] 

: ;M;1M;1

0
1 

0100 0010
0 111 1021 

'100 =010 
421 ' 

Como houve a necessidade de permutar linhas da matriz A durante 0 processo de 
escalonamento, então, pela observação (2), temos uma matriz de permutações P, onde 

010 
~1>=100 

~ 0011 
Dessa forma, temos uma decomposição do tipo ` 

PA = LU 
011 

010"0 
1001 
001_4

1

0

4 

2. 

_3: 

-3" `1

2 

l_ 

1_ p4 

`1

0 

_4

0 

0 1 0 
0 0 1 2 

0 0 71 

-3'

2



¶ 

3.2 Aplicação da decomposição LU na resolução de Sistemas de Equações 
Lineares ` 

Considcremos um sistema do tipo 
A AX=B 

Dispondo da decomposição 

A = LU 
obtemos: 

ç 

LUX=B 
fazendo 

UX = Y 
teremos o sistema: 

V LY = B 
resolvendo esse sistema, conhecemos o vetor 

A Y 
a partir daí, resolvemos o sistema: 

' UX = Y 
no qual, o vetor X será a solução do sistema inicial. 

. Observe o exemplo abaixo, onde mostramos essas situaçoes.- 

2x + y + 4z = 2 
3.2.1 Exemplo: Resolver o sistema 6x + y = -10 usando a decomposição LU de 

-x+2y-10z=-4 
matrizes. 

Solução: 

Este sistema pode ser representado matricialmente por 

AX = B 

É í il Êllifi

OU



isto é: 

OU 

Assim, 

Seguindo os devidos passos dadecomposíção LU da matriz A,‹-temos 

2`1 4 1 O O 2 1 4 3 

6 1 0 = 3 1 0 O -2 ~12 
-1 2 -10 -À -Ê 1 O O -23 

2 4 

A=LU. 

Conhecidas as matrizes L e U, segue que 

LY=B 

_ 

1 0 O y¡ 2 

3 1 0 yz z «lo 
_.l __5_ 1 y3 
2 4 

3y1:2 
} 

y1:2 2 

3y¡+y2=-10 y2:-16 :> Y: -16 
` 

23 23 _ Â _ SL = _4 y3 I # _ 
2 4 

+ Y3 

Agora, resolvendo UX = Y 

2 1 4 X1 
_

2 

O -2 -12 X2 = -16 
. 

V0 O ~23 X3 V -23



daí, 

-23x3 =-23 X3 =1 - 

`-2x2-12x3=-16 X2 =.2 :> X: 2 
2 1 2x,+X2+4x3=2 x¡:- ~ 

O conjunto solução é S == {(-2, 2, l)}.
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~ C ON SIDERAÇOES FINAIS 

A decomposição de matrizes é uma técnica muito utilizada em vários campos ligados 
ao trabalho, visto que, dispondo desse método, pode-se ganhar bastante tempo comparado aos 

métodos convencionais, e também, evitar processos longos, os quais podem se transformar 
em grandes causadores de erros. . 

Observamos que a diagonalização (A = MDM4) tem várias aplicações no campo da 
Álgebra Linear, pois nesta decomposição, a álgebra de A se reduz à álgebra da matriz 
diagonal D, que pode ser facilmente calculada. No caso da fatoração A = LU, temos que a 

mesma, é geralmente utilizada na resolução de sistemas de equações lineares de ordem maior 

ou igual a quatro. A maior vantagem dessa decomposição está no campo computacional, pois 
quando nos deparamos com um grande número de equações do tipo AX = B, com a mesma 
matriz A e diferentes vetores B, temos certa dificuldade de resolvê-las pelo método de Gauss. 
Dispondo de tal decomposição não precisamos repetir várias vezes esse processo para 

obtermos a solução desejada. 
Z 

« .

V 

Com este trabalho, que detalha algumas aplicações da matemática no cotidiano e 

evidencia a sua significativa relação com outras áreas do conhecimento, acreditamos ter 

proporcionado uma boa oportunidade para se conhecer melhor a disciplina matemática, sua 
utilidade e sua grande importância em nossas vidas. `
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