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1. INTRODUCAO

Um resultado classico da teoria de corpos assegura que se K € um corpo, entdo sua

caracteristica é zero ou é um nimero primo p. Se K é um corpo de caracteristica zero, entdo
seu corpo primo (menor subcorpo de K) é isomorfo a Z . Portanto, nesse caso, K ¢ infinito.

Se K tem caracteristica prima p, entio seu corpo primo € isomorfo a Z,. Pode-se provar

que K =(Z,)", paraalgum neN, portanto K tem p" elementos.

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar uma técnica para construir corpos

com p" elementos, através dos quocientes de anéis de polindmios.

No Capitulo II apresentamos os resultados bésicos sobre anéis, dominios e corpos. O
Capitulo III é dedicado ao estudo de anéis quocientes e do teorema do isomorfismo. O
Capitulo IV trata de anéis de polindmios. Finalmente, no Capitulo V, estudamos

irredutibilidade de polindmios e usamos os resultados dos capitulos anteriores para construir

corpos com p” elementos.



2. ANEIS E IDEAIS

Primeiramente definiremos as estruturas algébricas chamadas anel, anel comutativo,
anel com unidade, dominio e corpo, com aplicacdes e exemplos ilustrativos e em seguida,

demonstraremos propriedades aritméticas dos anéis. Trataremos também dos anéis Z,,.

Estudaremos os subanéis com o objetivo de produzir novos exemplos de anéis, e

destacaremos os ideais, como classe especial de subanéis.

2.1 Anel, Dominio e Corpo

Seja 4um conjunto nfo vazio, no qual estdo definidas duas operagdes.

¥ Ax A —> A A:AxA—> A
(a.b)—>a*b (a,b) > aAb

A notagdo (4,* A)indica que consideremos em A4 as operagdes *e A, chamadas

respectivamente de adi¢do e multiplicagéo.

Definicdo 2.1.1 Dizemos que (4,*,A) é um anel quando sdo verificados os axiomas:
i) a*b=b*a,Va,be A
ii) a*(b*c)=(a*b)*c,Va,b,ce A
iii) Existe 0, € Atal que 0,*a=a*0,=a, Vaec4.(0,¢ chamado zero de 4.)
iv) Dado a€ 4, existe (—a)e Atal que a*(—a)=(-a)*a=0,. ((—a) é chamado de simétrico
de a).
v) aA(bAc)=(aAb)Ac, Va,b,ceA.
vi) aA(b*c)=aAb*aAc
(a*b)Ac=aAc*bAc, Va,b,ceA.
Definigéio 2.1.2 O anel (4,*,A) é comutativo quando vale o axioma:

vii) aAb=bAa, Va,beA.



Definicdo 2.1.3 O anel (4,*,A) é unitario quando vale o axioma:
viii) Existe 1,€4 tal que aAl,=1,Aa=a, VaeA4.
1, é chamado de unidade de 4.

Definic¢do 2.1.4 O anel (4,*,A) é sem divisores de zero quando satisfaz:
ix) a,be A e aAb=0,=~a=0, ou b=0,.
Defini¢iio 2.1.5. Um dominio € um anel unitario, comutativo e sem divisores de zero.
Defini¢io 2.1.6 Um corpo ¢ anel unitdrio e comutativo (4,*,A) que satisfaz:
x) ac A e a#0=>Ja ' e Atal que aAa'=a"'Aa=1,.

a™' é chamado de inverso de a.
Note: Todo dominio € anel unitario e comutativo. Todo corpo € anel unitério e comutativo.
Exemplo 2.1.7 Com operagdes usuais de adigdo e multiplicagio: (Z,+,.)¢ dominio que nfo é
corpo; (Q,+,.) e (R,+,.) sdo corpos.
Exemplo 2.1.8 Em R definimos as operagées:

*RXR->R
a*b=a+b-8

A:RXR—>R

aAb=a+b-98£

(lR, * A)¢ um anel? Se for determinar sua melhor estrutura algébrica.
Verificar os axiomas:
Sejam a,b,ceR.
i) a*b=b*a?
a*b=a+b-8=b+a—-8=b*a.
ii) a*(b*c)=(a*b)*c?

a*(b*c)=a*(b+c—8)=a+(b+c—8)—8=(a+b—8)+c—8=(a*b)*c.



iii) 30, R tal que a*0,=a,VaeR?

a+0,-8=a
0,=8

Logo, o elemento neutro € 8.

iv) VaeR, existe (—a) e R tal que a*(-a)=8?
a*(-a)=8
a+(-a)-8=8
(-a)=16-a

Logo, o simétrico de aé 16—a.

V) (aAb)Ac = aA(bAc)?
(aAb)Ac =(a+b——c—l§é)Ac

(aAb)Ac=(a+b—-q£)+c—(a+b—£)E
8 8 )8

(aAb)Ac=a+(b+c—§£)—£(b+c_b;c)
8 8 8

Logo, (aAb)Ac = aA(bAc).
vi) aA(b*c)= (a‘Ab)* (aAc)?
aA(b*c)=aA(b+c-8)

aA(b*c)=a+(b+c—8)—-a'(b—;(:t—iiz

aA(b*c)=(a+b—-as£)+(a+c—%€)-8

Logo, aA(b* c) =(aAb)* (aAc) .

Portanto (R, *,A)¢€ anel.



vii) aAb=bAa?
aAb=a+b——9—8£=b+a-—b—:-=bAa. ,

Logo, (R,*,A)¢ anel comutativo.

viii) Existe 1,R tal que 1,Aa=qa,VaeR?

1.a
l,+a-4==aqa
4 8

l,.a
=g =0
81,-al,=0
(8-a).1,=0
1,=0

Logo, (R,*,A)¢ anel comutativo unitario.

ix) O anel ndo tem ddz?

aAb=0,=>a=0, ou b=0,?
aAb=8=>a=8 ou b=8?
a+b—-@=8

8

8.a+8b—-ab=64
8.a+b.(8-a)=64
b.(8-a)=64-8.a
b.(8-a)=8.(8-a)

1°) Se a=8, Ok!

2°) Suponhamos, a #8

Portanto se aAb=8=>a=8 ou b=8.
Logo, néo tem ddz, e portanto (R, *, A )¢ dominio.

x) (R,*,A)é corpo?

11



Seja a#8. Existe a' €R tal que aAa' =0?

-1
4 aa
a+a'l-—=90
8

8a+8a'l-aal'=0
8a'-aa'=-8a
a'(8-a)=-8a

—1 8a
a

8-a

Portanto, (R,*,A)€ corpo.

12

Por comodidade, denotaremos as operagdes de adi¢fio ¢ multiplicagéo do anel A4 por

+ e .respectivamente. Também denotaremos 0, por 0 e 1, por 1.

Veremos a seguir algumas propriedades aritméticas dos anéis.

Sejam (4,+,.)um anel e a,b,ce 4.
1) o zero € unico;
2) o simétrico € inico;
3) a0=0a=0
4) a+b=a+cb=c
5) a=b=>ab=ace ba=ca
6) —(-a)=a
7) —(ab)=(~a).b = a.(-b)
8) a.(b-c)=ab-ac
9) (a-b)c=ac-bc

10) ~(a+b)=-a-b

1) (-a)(-b)=ab
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Quando Atem unidade vale:
12) A unidade € tinica
13) Se ae A,a+0, e atem inverso em 4 entdo o inverso de a ¢ unico.
Demonstracio: (1) Sabemos que o anel 4tem um zero que denotamos por 0, . Suponha que
exista outro zero em A4, que indicaremos por x.

Como 0, ¢ elemento neutro da adi¢do vale 0, +x=x.
Como x é elemento neutro da adigéo vale 0,+x=0,.

Das igualdades acima concluimos que x=0,, e portanto 0,¢ tinico elemento simétrico do

anel 4.

(2) Seja ac A. Sabemos que atem um simétrico —a€ 4. Suponha que x € 4também ¢

simétrico de a.
x =x+0 (0é elemento neutro para 4)
x=x+(a+(-a))( —aé simétrico de a)
x=(x+a)+(-a) (axioma (ii))
x=0+(—a) (pois xé simétrico de a)
x=-a (0é elemento neutro de a)
Logo x =—ae entdo —a € o Unico simétrico de a.

(3) Seja a€ A. Verificaremos que a.0=0. A igualdade 0.a=0se prova de forma anéloga.

Pelo axioma (iii) temos:
0=0+0 (multiplique pora a esquerda)
a.0=a.(0+0) (Use o axioma (vi))
a.0=a.0+a.0 (Some o simétrico xde a.0, que existe pelo axioma (iv))
a0+x=(a0+a.0)+x (Useoaxioma (ii))

a0+x=a0+(a.0+x) (a.0+x=0)

0=a0+0 (a.0+0=a.0)
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0 = a0

(4) (=)a+b=a+c (Some —a aesquerda)
~a+(a+b)=-a+(a+c) (Useoaxioma (ii))

(-a+a)+b=(-a+a)+c (—a+a=0)

0+b=0+c (0é o elemento neutro)

b=c
(<) Desde que +¢ a operagio em 4, ela associa a cada par de elementos de Aum tnico
elemento de 4. Como b=ctemos que os pares (a,b)e (a,c)sdo os mesmos em Ax A4,
assim a+b =a+cv.

(5) E analoga a (<) da propriedade anterior, trocando +por .. De fato, como b =cos pares
(a,b)e (a,c)coincidem em AXA, e a operagio multiplicagdo associa a cada par de

elementos de 4 um tnico elemento de 4. Portanto, a.b =a.c. Da mesma maneira verifica-se

que ca=ba.

(6) Como —aé o simétrico de a valem as igualdades a+(-a)=(-a)+a=0. Isso mostra

que aé o simétrico de —a . Desde que o simbolo —indica o simétrico temos —(-a)=a.
(7) (-a)b+ab=(-a+a)b (axioma (vi))

(-a)b+ab=0b

(-a)b+ab=0 (Propriedade (3))

Analogamente verifica-se que a.b+(-a).b=0. Isso mostra que (-a).bé simétrico de ab.

Pela unidade do simétrico vista a propriedade (2) vem que —(a.b)=(-a).b.
A igualdade —(a.b) = a.(-b) pode ser verificada da mesma forma.
(8) a.(b-c)=a(b+(-c))

a(b-c)=ab+a(-c) (Axioma (vi))

a.(b-c)=ab+(-ac) (Propriedade (7))
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a(b-c)=ab+ac
(9) A prova ¢ idéntica a feita acima.
(10) a+b+(~a)+(=b)=a+(~a)+b+(~b) (axiomas (i) e (ii))
a+b+(-a)+(-b)=0+0
a+b+(~a)+(-b)=0
Analogamente, (-a)+(-b)+a+b=0. Segue que o simétrico de a+b ¢
(-a)+(-b)=-a-b.Portanto, —(a+b)=-a-b.
(11) (-a).(-b) =~ (a.(-b)) (Propriedade (7))
(-a).(-b)=—-(~ab) (Propriedade (7))
(-a).(-b)=ab (Propriedade (6))
(12) E idéntica a que fizemos na propriedade (1) trocando 0, por 1e trocando + por ..

(13) Analoga a demonstragéio da propriedade (2), trocando —a por a”', trocando Opor le

trocando + por ..

Vamos provar que todo corpo é dominio.
Proposigio 2.1.9 Se 4 é corpo, entdo 4 € dominio.
Demonstragio: Seja 4 um corpo, entdo A € anel unitario, comutativo e vale (x).
Precisamos provar que 4 ¢é sem divisores de zero.

Sejam a,b € Atais que ab=0.Se a=0, acabou.

Assuma a#0. Entdio existe a € 4 a 4. Multiplicando a igualdade a.b = 0 por a” teremos:

a'(ab)=a'.0
(a"’.a).b =0
15=0

b=0
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Portanto 4 ¢ dominio.
=

Nosso préximo objetivo € construir os anéis Z,,neN e n>1, chamados de anéis

de classes de restos. Iniciamos com a definig8o de congruéncia modulo ».

Definiciio 2.1.10 Sejam x,yeZ e neN, n>1. Dizemos que x é congruente a y médulo n

quando n divide x - y.
Notagdo: x=y(modn)
Note que: x=y(modn)<n\(x-y)
Exemplos 2.1.11 7=2(mod5), pois 5\(7-2)
Ex.: ~17 =3(mod5), pois 5\(-17-3)
Ex.: 5=-1(mod6), pois 6\(5—(-1))
Ex.: —1=(n-1).(modn), pois n\(~1-(n—1))isto &, n\(-n).

Lema 2.1.12 A congruéncia médulo n é uma relagdo de equivaléncia em Z. Isto €:
1) x=x(modn) - Reflexiva

2) x = y(mod n)=> y=x(mod n)- Simétrica

3) x=y(modn)e x=z(modn) = x=z(modn)- Transitiva

Demeonstracio:

(1) n\x—x=> x=x(modn)

(2) x=y(modn)=>n\—~(x—y)=>n\(y—x)= y=x(modn)

x=y(modn)=>n\(x-y)

x=z(modn)=>n\(x—2z) }2n\(x"y+x_z)=>n\(x—z):%xsz(modn)

Definigiio 2.1.13 A classe de equivaléncia de xeZ modulo 7 € o conjunto
;={y e€Z;,y=x(modn)}.

Notacao:
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x+nZ={x+naacl}.
Note que:

y e§<:>y =x(modn) <:>n\(y—x) S y-x=na,ael &y =x+n.d oSyex+nZ
Portanto, x=x+nZ.
O conjunto de todas as classes de equivaléncia moédulo n é denotado por Z, isto €,

7, ={x,xeZ}

Outra notag¢do para Z, € ﬁ, isto é, Z, =—Z—.
nZ, nZz

Lembre que x =x+nZ={x+na,acZ}

Exemplo 2.1.14 n=2;Z, = {;;x € Z}
0=0+2Z= {2.a;a € Z} - Numeros Pares
1=1+22Z={1+2.a;a € Z} - Ntimeros fmpares

§=2+ZZ={2+2a;an} =0=4

3=3+2Z={3+2aa€Z}=1=5
A=-142Z={-1+2aaeZ} =1
2=-2+2Z={-2+2a0€Z}=0

3=-3+2Z={-3+2aaeZ}=1

-Logo, Z, = {6,1}

Exemplo 2.1.15 n=3;Z, = {;;x € Z}

0=0+3.Z- Mdltiplos de 3
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1=1+3.Z- Multiplos de 3 e somado com 1

N

= 2+3.Z - Miltiplos de 3 somado com 2

=3+43Z=0

W

N

=4+3Z=1 (4+3.a=1+3+3.a=1+3(a+1))

5=5+3Z=2 (5+3.a=2+3+3.a=2+3(a+1))

6=6+3Z=0
1=-143Z=2 (-1+3.a=-3+2+3.a=2+3(a-1))
~2=-2+3Z=1(-2+3.a=-3+1+3a=1+3(a-1))

3=-3+3Z=0

Logo, Z, ={6,i,§} .
Lema 2.1.16 Sejam x,ye Ze neN, n>1. Entdo:
)_c=;c>x =y(modn)
Demonstracio:
(:b)xsx(modn):xe;=;:>xe;:>x = y(mod n)
(<) Mostrar ;g;e ;gy_c.

zex=z =x(mod n)

©) }2 z =y(modn)

x = y(mod n)

zsy(modn):ze;

(D)z e; =z =y(mod n)

2 }:>z = x(mod n)
y =x(mod n)

z=x(modn)=z ex.
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Note que: x=y=>n\x-y :>xEy(modn):>;=;

Ex.: n=3;Z, ={6,',§}
16=1 , pois 16 =1(mod3)
~27=0 ,pois —27=0(mod3)

~13=2 ,pois —13=2(mod3)

Proposicdo 2.1.17 Se neN,n>1, entdo Z ={6, L2,.., ﬁ} ¢ um conjunto com exatamente n
elementos.

Demonstragio: Pela defini¢éio de Z ¢ claro que {0, L,2,...,n-1}c Z,. Vamos ver a incluséo
contraria. Para isso, tome a ¢ Z,.Comoac Z,e neN,n>2, podemos dividir ae n obtendo

quociente ge Ze resto neN.
a=nq+r, 0<r<n

a-r=ng=>a=r(modn)

Pelo Lema 2.1.16 vem que asr.

Mas comor € {0,1,...,n— 1} temos a=re {a,i,...,n—l} . Para provar que Z, tem exatamente

nelementos devemos mostrar que os elementos de {O,i,...,n—l} sdo distintos dois a dois.
Suponha que isso ndo é verdade, isto &, suponha que existem x,y € {0,1,..,n—1} com x # ye

x=y. Sem perda de generalidade vamos assumir que x <y. Como x=y,0 Lema 2.1.6

assegura que x=y(modn)e dai n\(y-x). Mas O<y-x<ne n\(y-=x)¢é impossivel.

Portanto, nossa suposi¢éo nio pode ser feita e os elementos de {O, i,...,n—l} sdo dois a dois

distintos.

Exemplo 2.1.18 Z, ={0,]}  0=0+2Z ¢ 1=1+22
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Exemplo 2.1.19 Z,={0,13] 0=0+3Z,1=1+3Z ¢ 2=2+3Z
Objetivo: Mostrar que Z,¢é um anel.

Sejam x,y €Z, . Defina:

+:ZxZL, 7,

(X)) >x+y
LxZ,>71,
(%)) >x.y
Veremos na Proposigdo 2.1.22 as operagdes de adi¢iio e multiplicagdo em Z, estdo bem

definidas. Iniciamos com um exemplo.

(13)-(57)
4=25, pois 25=4(mod7) e 3=150, pois 150 =3(mod 7).

Queremos provar que:

___Ou x=gey=
x+y=a+b

<;,;>=<a,z):>{x°y=“"’ rezey zz,{"-y"‘”’

Para provar isso, escreveremos o Lema abaixo.

Lema 2.1.21 Sejam neN,n>1e a,b,x,ye Z. Se x=a(modn)e y =b(modn), entdo:
1) x+y=a+b(modn)

2) x.y =ab(modn)

Demonstragio:
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(1) x Eq(modn):m\(x—a)

=n\(x—a+y-b)=>n\(x+y-(a+b))=>x+y=a+b(mod
yab(modn):n\(y—b)} n\(x-a+y=b)=n\(x+y-(a+bh))=x+y=a+bmodn)

(2) x=a(modn) =>n\(x—a)= n\(xy-ay)

\(xy— —ab \(xy—ab =ab(mod
y =b(modn) =>n\(y—b)=>n\(ay—ab) }:m (xy—ay+ay—ab) =>n\(xy—ab) =>xy =ab(mod )

n
Proposi¢io 2.1.22 Sejam neN,n>1. Se x=ae ;=l_7, entdo:
1) x+y=a+b
2) x.y=ab
Demonstragio:

Como x=a ¢ y=b, pelo Lema 2.1.16 temos x =a(modn)e y=>b(modn). Pelo
Lema 2.121 temos x+y=a+b(modn)e x.y=ab(modn), portanto, x+y=a+bh e
xy=abentio x+y=a+b e x.y=ab.

Teorema 2.1.23 Sejam neZ,n21. Entdo (Z,,+,.) € anel comutativo com unidade 1. Isto &,
os seguintes axiomas sdo verificados:

i) x+y=y+x

ii) ;+(;+2) = (;+§)+E
iii) x+0=0+x=x

w);+05)=(&)+§=0
v) E.(}.E) = (E.}).E
vi) ;(} +E) =Xy+xz

(7+2)%=7x+7x

vii) x.y = yx
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viil) x1=1lx=x

) x+y=x+y=y+x=y+x
ii) ;+(;+2)=(;+})+2

;+(;+2)=;+(y+z) =x+(y+2)

Como x+(x+z)=(x+y)+z, temos

;+(;+;) =x+(y+z)=(x+y)+z=(x+y)+ -z_=(;+;)+;.

x+0=x+0=0+x=x

iv) T+(=x) =(-5)+ 3 =0

§+(—§) =x+(-x)
Pela comutatividade vista em (i) temos (ij +x=x+ m =0.

V) x(yz)=(xy)z

;(;;) = ;(y_z) =x(yz)=(xy)z= (xy)z= (;.;).E

vi) ;(;+ z) =xy+Xx.z

;.(y+z)=x.(y+z)=x.(y+z)=x.y+x.z=x.y+x.z

(;+E).;=(y+z).;=(y+z).x=y.x+z.x=;+z.x=y.x+z.x.

vii) x.y =y.x

XYy=XYy=yX=yX.

viiil) x1=1lx=x



xl=xl=1x=x.

Veremos agora exemplos de tabelas de operagdes em Z,, para n=2,3 ¢ 4.

Exemplo 2.1.24 n=2,Z, ={0,1}

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Y

Ll |

+ 1

0 1 2
1 2 0
2 0 1

23

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

0

1
1 2
0 0 0
1 1 2
2 2 1

1 2

0 0

1 2

2 0

3 2
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Seja neN,n>1. Se n ndo ¢ um nimero primo podemos escrever n=a.b, com l<a<ne

l1<b<n,abeZ.
Segue que a,be Z, ,az0eb 0.
Assim,
ab=ab=n=0,Pois n=0(modn).
Concluimos que:
Z, ndo é dominio quando nnéo € primo.
O préximo teorema mostra a reciproca da conclusio acima e também que Z, € corpo
se, € somente se, # ¢ um numero primo.
Teorema 2.1.27 Seja ne Z,n>1. As condigdes abaixo séo equivalentes:
a)Z, ¢ dominio
b) n € nimero primo
¢)Z, € corpo

Demonstracio: (a) = (b) Seja xeN um divisor de n. Devemos provar que x=1ou x=n.

Como xdivide #, existe y € Ntal que n = x.y . Desde que Z, ¢ dominio,
0=n=xy=>x=0o0uy=0
1° Caso: x=0

x=0=>x=0(modn)=>n\x

Como n\x, x\ne x,ne N, temos x=n.

0

2° Caso: ;

0=>y=0(modn) = n\y=>nt=yparaalgum teN.

= |
I

Substituindo os valores deyem n=x.yvem que n=xnt. Como Zé dominio e n#0,

cancelamos nobtendo xf=1. Portanto x=1.
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(b) = (c) Ja sabemos que Z, ¢ anel unitario e comutativo. Para ver que é corpo devemos

mostrar que todo elemento xeZ ,x#0, tem inverso em Z,. Desde que x# (_)podemos
admitir x ={1,2,...,n—1} e como n¢é primo temos mdc (n, x)=1. Pela Identidade de Beuzout,

existem r,s € Ztais que n.r+x.s =1. Tomando classes médulo »vem que

l=nr+sx=nr+sx=nr+xs=0r+xs=0+xs=x.s.
Portanto, s¢€ o inverso de xe Z, ¢ corpo.

(c) = (a) Ja vimos na Proposigdo 2.1.9 que todo corpo é dominio.

2.2 Subanel e Ideal

Sejam (4,+,.)um anel e B¢ 4, B+ . Dizemos que B¢ fechado com as operagdes

de Aquando:
x,yeB=>x+yeBe x.yeB.
Isto é, as operagdes de 4também sdo operagdes em B.

Exemplo 2.2.1 O conjunto B = 2.Z = {2.x;x € Z} ¢ fechado com as operagdes do anel(Z,+,.).
2x,2yeB=>2x+2y=2(x+y)eB
2x,2.ye B=>2x.2.y=2.(2xy)e B
Exemplo 2.2.2 O conjunto B={2.x+1;xeZ}=1+2Zndo ¢ fechado com as opera¢des do
anel (Z,+,.).
3eB,5¢ B porém 3+5¢B.

Defini¢io 2.2.3 Se (B,+,.)for um anel com as operagdes de (4,+,.), dizemos que B¢

subanel de 4.
Sejam (4,+,.) um anel ¢ (B,+,.) um subanel de A.Entdo os seguintes axiomas sdo
verificadosem B:

i) x+y=y+x,Vx,yeB.

i) (x+y)+z=x+(y+2),Vx,y,z€B.
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iii) Existe 0, € B tal que 0, +x=x+0; =x,Vx € B.
Logo, Btem elemento neutro para adigdo e 0,=0,,.
iv) Dados x € B, existe (—x) € Btal que x+(—x)=(—x)+x=0,.
v) x.(y.z)=(x.y).z,Vx,y,z€ B
vi) x.(y+2)=xy+x2,Vx,y,z€ B
(y+z2)x=yx+zx
Exemplo 2.2.4 Com as operagdes usuais, (Z,+,.)é subanel (Q,+,.). Porém, (N,+,.)ndo é
subanel de (Z,+,.).
De fato ,2€N, porém -2 ¢N
Proposigio 2.2.5 Sejam (4,+,.)um anel e B¢ 4, B # Q. Séo equivalentes:

a) Bé subanel de 4.

b) x,yeB>x—-yeBe x.yeB.
Demonstracio:
a) =>b)
X,y € Be B¢ subanel.
x,y,~yeB>xyeB e x-y=x+(-y)eB

b) = a)
Por hipdtese, a multiplicagio de 4 é fechadaem B.
iii) Elemento Neutro.

B =3aeB
a,aeB=>0,=a-aeB

iv) Elemento Simétrico.

beB=>b,0,eB=>0,-beB=>-beB.

Provar que a adi¢do é fechadaem B.
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.x,yeB
x,~yeB=>x—(-x)eB>x+yeB

Os axiomas (i), (ii), (v) € (vi) sdo hereditarios, isto €, valem em B pois valem em 4.

Observacdes 2.2.6 Vimos na prova da Proposigéo 2.2.5 que:

1) Se Bé subanel de 4, entdo 0, =0,.

2) Se Bé subanel de de b e B, entfo o simétrico de bé o mesmo em Ae B.
Notaciio: Para indicar que B¢ subanel de 4, usa-se a notagdio B< 4.

Exemplo 2.2.7 Se A4¢ anel entfio {0} ¢ Asio subanéisde 4.Isto ¢, {0} < de A< 4.

Os subanéis {0} e Asio chamados subanéis triviais.

Exemplo 2.2.8 O conjunto 2.7, = {6, 5} ¢ subanel de Z,

et
63 =0¢f
et

2-0-3¢{0,3)
0-0-0¢{0,3}
3-2-0e0.3)

Estudaremos agora os ideais, que sdo uma classe especial de subanéis. Os ideais

serdo necessarios para o estudo de um anel quociente que faremos no préximo capitulo.

Exemplo 2.2.9 O conjunto B = {6, 5} ndo ¢ subanel de Z, .

33=1¢B.
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Exemplo 2.2.10 Seja neN,n>1. Lembre-se que n.Z = {n.x;xe Z}. Entdo nZ<Z7Z, e nZ

ndo tem unidade.

Inicialmente vamos provar que nZ <7Z.

Sejam u,v € nZ . Entdo u =nx e v=ny,com x,yeZ.

. uv=nx.ny=n(xny)e nZ .

. u—v=nmx—-ny=n(x-y)enZ.

“Segue da Proposi¢do 2.2.5que nZ < Z.

Suponha que n.Z tem unidade u.
uenZ=->u=nx, xeZ.

Como u ¢ unidade, temos que
un=n=>nxn=n=nx=1 =>n==%1.

Absurdo, pois n22 .

Portanto, n.Z, n>2 , é subanel sem unidade.

Em particular.
2727,
3Z<Z
4Z <7

SZ<Z

Note que 4.Z <27, 6. Z<27Z, 6.Z<37Z e 6.Z ndo ¢ subanel de 4.Z(pois 6.Z,@/4.Z ).
Proposicdo 2.2.11 nZ <mZ < m\n.

Demonstragio: (=) Mostrar que m\n.

Temos: n=nlenZ<mZz.

n=m.x,logo, m\n.
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(<) Mostrar que nZ ¢ mZ.

Seja nxenZ.Como m\n,existe acZtal que ma=ne nx=m(ax) e mz .

Segue da Proposigdo acima que para reconhecer os anéis que para conhecer os anéis m.Z que

tém nZ como subanel, basta conhecer os divisores de n.

Exemplo 2.2.12

Z

.
2Z

I
4Z

|
8Z

Exemplo 2.2.13 Achar anéis m.Z que tem 6.Zcomo subanel.
6=23=divisoresde 6sdo 1,2, 3 e 6.

6L<Z,6ZL<27,67L<3Z ¢ 6L<6ZL.

Exemplo 2.2.14 Z, ={6,i} ndo € subanel de Z, = {6,1,5} , pois Z, £7., .
0eZ,>0=0+2Z=27Z
0eZ,=>0=0+3Z=3Z

Definicdo 2.2.15 Seja Aum anel. Um subconjunto /< 4,1 #J,¢é ideal a esquerda de
A quando:

.abel=>a-bel
.aelered>racl(Alc])

Defini¢do 2.2.16 Seja 4 um anel. Um subconjunto I < 4,1 # <, ¢ um ideal a direita de 4

quando:

.a,bel=>a-bel
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.aelered>arecl(lAc])
Defini¢do 2.2.17 Sejam 4 um anel e 1 c 4,1 #<. Se I¢ ideal a direita e & esquerda de 4,
dizemos que I é um ideal (ou ideal bilateral) de 4.

Observacio 2.2.18 Se A4¢ anel comutativo, as defini¢des de ideal a direita e a esquerda

coincidem. Neste caso, falamos apenas de ideal.
Comentirio: Note que todo ideal 4 esquerda, a direita ou bilateral € um subanel.

Portanto, os ideais formam uma classe especial de subanéis.
Seja I um ideal a esquerda de A.. Vamos verificar que I € subanel de 4.

Sejam a,b € I. Devemos provar que a—-bele abel.
.abele Iéideal (>)a-bel.

.bel,aclcA=abel.

Agora, seja I um ideal & direita de 4. Vamos verificar que 7 é subanel de 4.

Sejam ab €. Devemos provar que a—bele abel.
.abele Iéideal > a-bel.

.ael,bbelIc A=>abel.
Exemplo 2.2.19 Subanel que ndo é ideal. Sabemos que Z é subanel de Q.
No entanto, Zndo é ideal de Q (nem a direita e nem a esquerda).

ZcQ

7 ndo é ideal de Q

Tome x=1€Z

1
=—c
r2Q

1
rx=—Il=—¢Z
2

1
>
Exemplo 2.2.20 Se A4¢ anel, entfio I ={0}e I = Asdo ideais de 4 .

De fato para I = {0} temos:
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0,0elI=>0-0=0el

.red,0el=>r0=0el
0r=0el

Para I = Atemos:
.x,yel=>x-yel
xelcAredA=>xrelerxel

Exemplo 2.2.21 Os ideais de Z s3io da forma nZ. Pela Proposicéo 4.1.1, seja I um

subconjunto ndo vazio de Z. Sdo equivalentes:
(a) [ =nZ={nx;xeZ}, paraalgum neN.

(b) Ié ideal de Z.

(c) I é subanel de Z.

A demonstragio dessa Proposi¢do pode ser encontrada em (ver [1], proposic¢éo 4.1.1., pg.
104).

27 éideal de Z.

337 éideal de Z.

Veremos agora exemplos de ideal a esquerda que ndo ¢ ideal a direita, e vice-versa.

Exemplo 2.2.22 E facil ver que com as operagbes usuais de adigdo e multiplicagdo de

matrizes que o conjunto 4 = M, (R)¢ anel. Seja I = {(1(; ;) € A} .

Entdo I é ideal a direita de 4, mas nfo € ideal 4 esquerda.

00
. I+, pois el
00

0 0

ros
Y= el

u v
.Sejasz( Je]



Z=(a ZJ,ZGA=M2(]R)

7X < u v . a b _ ua+ve ub+vd XZel
0 0)\c d 0 0

Logo I é um ideal a direita do anel 4 =M, (R). Agora

1 1
Tome X = el
00

11
Z= €A
1 1) (1 1 11
XZ= . = gl
1 1){0 0) U1
Portanto, I ndo ¢ ideal & esquerda do anel 4 =M, (R).

. u 0
Exemplo 2.2.23 Sejam 4=M,(R)e J= {(

v

mas ndo € ideal a direita.

00
. J#J, pois eJ
00

u 0 r 0
X = e, Y= eJ
(v O) (s OJ

(u—r 0)
X~-Y= eJ
v—s 0

32

O) € A}. Entdo J¢ ideal a esquerda de 4,
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a b\(u 0 au+byv 0
ZX = . = eJ
c d)j\v 0 cu+dv 0
Logo Jé ideal a esquerda de 4.

Agora vamos ver que J ndo € ideal a direitade 4.

10 11
X = eJ,Z= ed
10 11

1 0Y(1 1) (11
XZ= : = gJ
10)0 1) 1

J ndo é ideal a direitade A.

O préximo lema é uma ferramenta para produzir ideais.

Lema 2.2.24 Sejam A4 um anel e x;,x,,...,x, € 4. Entdo

(1) Ax;+Ax,+... +Ax, ='{a1.x1 +a,x,+..+a,x,;a, € A, ie{l,...,n}}é ideal a esquerda de

.
n*"n?

A.

Q) 5. A+ XA+ +x,. A={x.0+%,8,+...+x,a,;0 € Aie{l,.,n}} §ideal & dircitade 4.
Demonstragio:

(1) Sejam u=aqg,.x, +a,.x,+...+a,x,, v=bx+b,x,+...+b,x, € Ax;+Ax,+...+Ax, €
ae A. Note que Temos que a,,4,,...,a,,b,b,,....,b, € A.

u-v=(a,-b)x+(a,-b,)x, +..+(a,~b,) X, € Ax +Ax, +...+ Ax, , pois

a,—-bed, i=12,..,n.

.av=(aa)x +(a.a)x, +..+(aa,)x, € Ax+Ax,+...+ Ax, ,pois aa, € A, i=1,2,..,n.

n

Portanto A.x, + Ax, +...+ Ax, é ideal a esquerdade 4.

(2) E analoga a prova de (1).

Como conseqiiéncia do Lema 2.2.24, temos:

Ax={ax;ae A} éideal 2 esquerdade 4.
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xA={x.a;a e A} éideal a direitade A4 .

. A.x é chamado ideal principal & esquerda gerado por x.

. x.A é chamado ideal principal a direita gerado por x.

Exemplo 2.2.25 4=Z,={0,1,2,3}

0Z,, 1Z,, 2.Z.,¢ 37, sho ideais de Z,.

Defini¢iio 2.2.26 Sejam 4 um anel comutativo e P um ideal de 4.

Dizemos que P é ideal primo de 4 quando P # Ae a,be Ae abe P=>aecPoubeP.
Exemplo 2.2.27 A=7Z,P=27

P éideal primode 4?

Se a,beZ e a,be2Z entdo ac2Zou be2Z?

ab=2kkeZ

2\ab=2\aou 2\b =a€2Z ou belZ .

Logo 2.Z ¢ ideal primo de Z .

Defini¢iio 2.2.28 Sejam A4 um anel comutativo ¢ m um ideal de 4. Dizemos que m ¢ ideal

maximal de 4 quando:
)m#A;
ii) Se Jéidealde de mcJc A, entdo J=m ou J=A4.

Exemplo 2.2.29 Se p é um numero primo positivo entdo p.Z ¢ ideal maximal de Z. (ver [1],

proposi¢do 4.3.4, pg, 117)
2.7Z.¢ ideal maximal de Z
31.Z ¢ ideal maximal de Z

Exemplo 2.2.30 4.Zn3o é ideal maximal de Z



47Z.Cc2LcCZ

2Z+#47Z e 22+ 7

Exemplo 2.2.31 2.Z, é ideal maximal de Z, .
22,={0,2} # 2,

Seja Jum ideal de Z, tal que 2.Z,cJ C Z,
Se J =27 , acabou!

Se J¢§.Z4,entﬁo leJou3el.

. ieJ; iZ,,gJ:ﬁ,ieJ

Teorema 2.2.32 Seja (K s +,.) anel comutativo com unidade. S8o equivalentes:
a) K¢ corpo;

b) {0} é ideal maximal;

¢) K sé tem ideais triviais.

Demonstracio: a) = b)temos:

. {0} # K, por convengfio.

. Seja Jideal de K'tal que {0}cJc K.
Se J= {0} , acabou!

Se J # {0}, entdo existe xeJ, x#0.

35



0#£xeJcK,e Kécorpo = Ix" eKtalque x" .x=1.
Provar que K c J.

Seja ye K . Entdo y.x' e K.

yx'eK,xeJe Jéideal > y=yx"'xeJ.

Logo, K ¢ J, é portanto J =K.

Segue que{O} ¢ ideal maximal.

b)=c)Seja Jéideal de K.

{0}cJcK.

Como {0} ¢ ideal maximal, temos que J ={0} ou J =K.
c)=>a) Seja 0xxekK.

Provar que existe ye K tal que x.y =1.

O ideal xK ¢ ndo nulo, pois x#0 .Segue-se da hipdtese que xK =K.
le K =x.K=1=xy,paraalgum yek .

Exemplo 2.2.33 K =7, n=5 primo. Entiio Z, é corpo.

{6} ¢ ideal maximal, os ideais triviais de Z, sdo {(—)} e Zs.

36
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3. ANEL QUOCIENTE E TEOREMA DO ISOMORFISMO

O objetivo desse capitulo é o estudo de Anéis Quociente, onde a construgdio se dé
através de um subanel especial, chamado ideal.

Estudaremos também as fungdes entre anéis. Nio podemos esquecer que um
conjunto pode ou ndo ser anel, dependendo das operagdes definidas nesse conjunto. Isso leva
a pensar que as fungdes de interesse sobre os anéis sdo fungdes que preservam as operagdes

de anéis, que sdo denominadas de homomorfismo de anéis.

3.1 Anel Quociente

A partir de um ideal e do anel 4, vamos construir um novo anel, chamado de anel
quociente e denotado por -1;- .
Definicio 3.1.1 Sejam a,b € 4e um ideal Ido anel 4. Dizemos que a ¢ congruente a b
moddulo 7 quando a diferenca a—b estaem 7.
Notagdo: a=b(mod]) &a-bel.

Proposicao 3.1.2 A relagfio acima é uma relagio de equivalénciaem 4.

1) a=a(modI)- Propriedade Reflexiva.

2) a=b(mod/)=>b=a(mod ) - Propriedade Simétrica.

3) a=b(modI)e b=c(mod /)= a=c(mod)- Propriedade Transitiva.
Demonstragdo: (1) a—a=0el =a=a(mod]).

(2) a=b(modl)=>a-bel =>—(a-b)el=>b—-acl=>b=a(mod]).

a=b(modl)=>a-bel
=a-b+b-cel=>a-cel=>a=c(modl).
b=c(modl)=b-cel

Definicdo 3.1.3 A classe de equivaléncia do elemento aed ¢ o conjunto
;={xeA;an(modI)}.

xe-c;<:>xsa(mod1)
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xea<:>x—ael(x—-a=ue]2x=a+u)
xeas>xea+l

a=a+1
§={Z;a € A} ¢ conjunto quociente de 4 modulo 7.
Proposic¢io 3.1.4 Sejam /um ideal de anel 4e a,be 4.
a) a=b> a=b(modI)
b) a=bouanb=9.
) 4=Ja

aeAd
Demonstragdo. (2) (=>)aca =b=>aeb=>a=b(mod/)
(<) Vamos provar que ach.
Seja ue a,istoé, u= a(mod 1 ) e como congruéncia modulo 7 é relag8o transitiva, temos que
u=>b(modI).
Portanto u € be entdo a C b.
Para acabar a prova, vamos mostrar bc a.
Seja uebh,istoé, u= b(mod ).
Por hipétese, a= b(mod 1 ) e como a congruéncia médulo 7 é relacdo transitiva, temos que
u=a(modl).
Logo, ue ae entio Bg a.
(b) Se anb= P nada temos para fazer.
Suponha que existe z € anb.
Como z € avemos que z = a(mod /). Da mesma forma, z € b implica em z =b(mod ).

Pela transitividade da congruéncia moédulo [segue que asb(mod 1 ), e pelo item (a)

concluimos que a=>b .

(c) Queremos provar que 4= U a

acA
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Como a c Aparatodo a e 4, ¢ claro que U a c A . Por outro lado, dado 5 € 4 sabemos que

acA

bebc U a, pois b é um dos conjuntos que estdo sendo reunidos.

acA

Logo, AgUE e vale A=UE.

aeA aecAd

Exemplo3.15 A=7Z,1=4Z

= -{0i23)-z,
Exemplo 3.1.6 A=Z, 1=nZ
2-L _{6132..n-1)

Determinar-}g
£=._Z6 ={§,er6}, J—c=x+§Z6
I 3Z

Objetive: Definir operagdes dentro desses conjuntos quocientes de maneira conveniente para

que esse conjunto quociente seja um anel.



40

. . . 1 A .
Vamos definir uma adi¢do + e uma multiplicagdo . em -/}1- , de forma que (—}—, +, ) seja

um anel.
Sejam a=a+Ie b=>b+1Ielementos de ? . Defina:
i) a+b=a+b
ii) ab=ab
Usando a notagdo para a=a+le b=b+I , temos:
(a+I)+(b+I)=(a+b)+I
(a+1).(b+I)=ab+I
Vamos verificar as operagdes de adigdo e multiplicagdo em —}iestﬁo bem definidas.

Observamos que se trata de uma generalizagdo do que fizemos para os anéis

_Z
" nZ’

Proposicio 3.1.8 Sejam Jum ideal de anel Ae a,b,x,yeAd. Se a=x(modl)e

Z

b= y(mod I), entio:

a) a+b=x+y(modI)

b) ab = x.y(mod )

Demonstragio. (a) Devemos provar quea+b=x+y (mod 1 ) , entdo:

a=x(modl)=>a-xel
=a-x+b-yel=>a+b—(x+y)el=>a+b=x+y(modl).
b=y(modl)=>b-yel
(b) Devemos mostrar que a.b = x.y(mod ), entdo:
a=x(modl)=>a-xel=(a-x)bel=>ab-xbel(*)
b=y(modl)=>b-yel=x(b-y)el=>xb—xyel(**)
Agorade (*)e (**)temos:

ab—xb+xb—xye]:>ab—xyeI:absxy(modl).
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Proposi¢io 3.1.9 Sejam E,Z,;,;eé tais que a=x e bz;. En

~

0o a+b=x+y e
ab=xy.
Demonstragio: Como a = xeb =;z pelo item (a) da Proposigéo 2.1.4., temos:

a=x(modI)
b=y(modl)

Pela Proposigdo 3.1.8, temos:
a+b=x+y(modJ)

ab=x.y(modI)

Pelo item (a) da Proposicdo 3.1.4, temos:
a+b=x+yeab=xy

a+b=x+yeab=xy

Teorema 3.1.10 Seja 7 um ideal do anel 4. Entdo (-}i&,.) é um anel.

Demonstragio:

) x+y=y+x

ii) ;+(;+;)=(§+;)+E

;+(;+2)=;+(y+z)




O+x=x+0=20+x=x+0

0 ¢ o elemento neutro da adi¢3o.

iv) ;+(—_x)=(—;)+§= 0

;+(—_x)=x+(—x)=(—x)+x=(:§)+;=0

x+(-x)=(-x)+x 2> x4 (—x) = (-x)+*
(=x)¢é o simétrico de x.
Vx(yx)=(xy)z

x(yx)=x(yz)

% (73)=(w) =

x(y.2)=(x.y)z=> x(pz) = (xy) z
()7=(x7)z

vi) ;(:\;+;) =xy+xze (;+;).x =xy+x.z

;.(;+;)=;.(y+z)=x.(y+z)=x.y+x.z:>x.(y+z)=x.y+x.z

XYy+xXZ=Xy+XZ=Xy+x2

(;+;).x =yx+z.x

(;-l-;).;=(y+z).;=(m).;=(y+z).x=y.x+z.x:>(y+z).x=y.x+zx

YX+ZX=YX+ZX=yX+2ZX

Definic¢io 3.1.11 O anel (§,+, J ¢ chamado anel quociente de 4 por /.

Exemplos de Constru¢do de Anel Quociente:

Exemplo 3.1.12 A=7Z,] =47
Z==210,1,2,3} =2,

%:{x;er}, x=x+47Z
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_ZZ; ={x,xe Z6} ={a

6
+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

0 1

0 0

0 1

0 2

0 3

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1
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Corolario 3.1.14 Sejam Aum anel ¢ Jum idealde 4.

1) Se 4 tem unidade 1 entio o anel ?tem unidade 1.

2) Se A ¢ anel comutativo entdo o anel f;—também ¢ comutativo.
Demonstragio: (1) Devemos provar que xl=lx=x , Vxe A.
xl=xl=1lx=1lx=x
(2) Sejam x, y € A. Mostrar que ;.; = ;;
Xy=Xy=yx=yx
Logo i}também ¢ comutativo.

Exemplo 3.1.15 Nio vale a reciproca do item (1) do Corolario 3.1.14, isto €, existe anel sem

unidade A4 e ideal I de A4 tal que i;— tem unidade. Tomando

A=27,1=62,2=2L_ {6,5,2} .
1 6Z

Logo, 2—; ¢ anel com unidade 4 , apesar de 2.Z nio ter unidade.
Exemplo 3.1.16 A reciproca do item (2) do Corolario 3.1.14 anterior também néo vale. Por
exemplo, 4= M, (R)ndo ¢ comutativo e /=4 temos que i}= {6} . Logo, —‘}I—é comutativo

apesar de 4 nfo ser comutativo.
Teorema 3.1.17 Sejam A4 um anel comutativo com unidade e Jum ideal de 4, I# 4.

Entdo:

a) —I}é dominio < I é ideal primode 4.

4, s .
b) 7e corpo <> I é ideal maximal de 4.
Demonstragdo: (a) (=) Sejam a,b € Atais que abe I.

Como O—abe lIvemque 0=ab (mod 1 )e entdo 0=ab=ab. Como ?é dominio devemos

ter a=0ou b=0.

Fazendo a=0 , temos:
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Z=6:>a50(m0d1):>a—061:>ael

Fazendo b = 6, temos: 7
b=0=b=0(modl)=>b-0eI=>bel

Portanto ae Iou be I, isto é, I ¢ ideal primo de A.

(c) Como A4 é anel comutativo com unidade, segue do Corolario 3.1.14 parte (2) que —?—é
anel comutativo com unidade. Falta provar que énéo tem divisores de zero.

Sejam a,bei;;tais que a.b=0.Como 0=a.b temos abel, mas Ié ideal primo e entio

acloubel.

Fazendo a € I, temos:
ael=>a-0el=>a=0(mod])=a=0.
Fazendob € I, temos:
bel=b-0eI=>b=0(modl)=>b=0.
Portanto a=0 ou b =0, isto &, i;; ¢ dominio.
(b) (=) Sejam Jum ideal de Atal que /& J < A. Entdo existe ae Jtal que a ¢ I. Segue

que a#0, e como —I—é corpo, existe 36?‘@1 que ab=1.Isso leva a ab—1el,isto &,

l=ab+i, ielIcJ.Note que abeJpois aeJ. Como i,abeJtemos 1=ab+iecJ.

Portanto J = Ae I € ideal maxima de A.

(<:) Como A4 ¢ anel comutativo com unidade, segue do Corolario 3.1.14 parte (1) que f;—é
anel comutativo com unidade. Falta provar que todo elemento néo nulo de ?tem inverso em

4
-

Seja Ze—?—,a;tﬁ. Segue que ag¢ Ieentdo I G I+a.Ac A. Note que I +a.4¢ ideal

de A. Desde que I¢ ideal maximal devemos ter I+ a.4= A.Em particular le A=1+a.4e

dai, 1=i+ab para iel ¢ be A. Tomando classes moédulo I na igualdade 1=i+a.b temos
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- T = - c o T s - A,
l=i+ab.Mas ieleentio i=0. Logo ab=1, isto é, b¢ o inverso de a. Portanto N é

corpo.
[

'Exemplo 3.1.18 Sabemos que se p € um numero primo entdo p.Z ¢ ideal maximal de Z.
Z
Logo Z ,=—— ¢ corpo.
go 4, 7 Y
Exemplo 3.1.19 Sabemos que se nnfio ¢ um nimero primo entdio ».Z ndo € ideal primo de

Z.Logo Z, = Anﬁo ¢ dominio.
nZ

3.2 Homomorfismos e Isomorfismos

Definicdo 3.2.1 Sejam (4,+,.)e (B,*,A)anéis. Um homomorfismo de 4 em B ¢ uma

fungdo f:4 — Btal que:

i) f(a+b)=f(a)* f(b),Va,be A.

i) f(a,b)=f(a)A f(b),Va,be A.

Definicido 3.2.2 Um homomorfismo f :4 —> 4 ¢ chamado de endomorfismo.
End(A)={f:A4—> 4; f é homomorfismo}.

Definic¢do 3.2.3 Um isomorfismo f:4 — 4 ¢ chamado de automorfismo.
Aut(A) ={ f:A> A fé isomorﬁsmo}

Exemplo 3.2.4 Sejam A e B anéis. Entdo f:4— B, f(x)=0, ¢ homomorfismo, chamado

de homomorfismo nulo.

Temos a,be A, entdo:
f(a+b)=0=0+0=f(a)+ f(b)
f(a.b)=0=0.0= f(a). f(b)
Exemplo 3.2.5

. fiZR, f(x)=0

[Z[N5 )52y, £ (%) =0

.f:n.Z—)szz(R)’f(x)z(g g)
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Exemplo 3.2.6 Se A € um anel, entdo f:4 — 4, f(x) =x, ¢ um homomorfismo, chamado de

homomorfismo identidade.
Note que f é isomorfismo e, portanto, ¢ automorfismo de A.
Temos x, ye 4, entdo:
fx+y)=x+y=f()+1(y)
fxy)=xy=fx).f(»)
Exemplo 3.2.7
d:Z,-7Z,

Exemplo 3.2.8 1d:Z, > Z,, Id(x)=x
1d(0)=0
1d(1)=1
Exemplo 3.2.9 Se A ¢ subanel de B, entdo f:4— B, f(x)=x, ¢ um homomorfismo,

chamado homomorfismo inclusio.

Exemplo 3.2.10
. f:Z—)Q,f(x)=x

. f:Z—-)Z[\/;],f(x)=x

Exemplo 3.2.11 f:Z > Z, f(x)=—x, nfio ¢ homomorfismo.
.a,beZ

. f(a+b)=—(a+b)=—a-b=f(a)+f(b)

- f(ab)=~(ab)#(-a).(-b)= f(a)-f (?)

a=le b=2
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f(ab)=—(12)=-2
£(@)-1(5)= 1)1 2)=(-12) =2
Como f(ab)# f(a).f(b),entdo fndoé homomorﬁsmq.

Exemplo 3.2.12 /:Z, > Z,, /() =-x¢ homomorfismo.

f(x)=-x=x f ¢ a fungho identidade, pois -0=0 ¢ -1=1

Exemplo 3.2.13 f:Z, - Z,, f(x)=-x, nfio  homomorfismo.

x=ley=2 (2+1=0)

f(12)=1(2)=-2=i

)0)-()(2)-2

Logo f(12)# f(1).£(2)

Exemplo 32.14 f: Z[J;] N Z[JE], f(a+byp)=a-bpé homomorfismo. Mais que

isso,

1 e 4m(2]p]).
x=a+bp,y=c+d\p

. f(x+y)=f((a+c)+(b+d).J};‘)
f(x+y)=(a+c)-(b+d)+/p
f(x+y)=(a-bJp)+(c-d\p)
f(x+y)=1(a+bJp)+f(c+dp)
f(x+y)=f(x)+1(»)

. f(xy)=71((ac+ pbd)+(ad +bc)/p)
f(x.y)=(ac+ pbd)-(ad +bc)[p
f(xy)=(a-bJp).(c-d\p)
f(xy)=f(a+byp).f(c+d\p)
f(xy)=f(x)-£(¥)



Proposic¢io 3.2.15 Seja f : 4 — B um homomorfismo. Entdo:

a) f(0)=0;

b) f(-a)=-f(a);

¢) fa-b)=f(a)-f(b);

d) Se A e B sio dominios, entfo f ¢ 0 homomorfismo nulo ou f(1) =1.

e) Se A e B s#o corpos, entdo f ¢ nula ou f € injetiva.

Demonstracio:(a) 0=0+0
£(0)=7(0+0)
£(0)=7(0)+s(0)
£(0)-1(0)=r(0)+£(0)-£(0)
0= f(0)+0

0=1(0)

7(0)=o0.

(b)0=a+(-a)
£(0)=1(a+(-a))

Pelo item (a) temos:

0=f(a)+f(-a)
f(=a)=-f(a)

© f(a-b)=f(a+(-b))
fla=b)=f(a)+/(-?)
Pelo item (b), temos:
f(a-b)=1(a)-1(b)
(d) 1=1.1

f()=r(Qa1)
fW)=r)-r(1)
F)-£ ()1 (1)=0
Sabendo que B é dominio, entdo:
f®=00u f(1)=1

Se f(1)=1, acabou!
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Assuma que f(1) =0. Devemos provar que f é homomorfismo nulo.
Seja a e 4, entdo:

a=a.l

fl@=f(al)

f@=f(a).fQ)

f@)=f(a)0

f(@)=0

Logo, f é homomorfismo nulo.

(e) Sejam A4 e B corpos e suponhamos que f ndo € a fungdo constante zero. Assim, pelo
item anterior sabemos que f(1)=1. Vamos provar que f ¢ injetiva. De fato, se, x,y € 4e
f(x)=f(»)teremos, f(x-y)=0. Suponhamos por absurdo que x# y, entlio x— y#0e

Acorpo, isso nos diz que existe bed tal que b.(x— y)=1 e dai segue que

1=f(1)= f(b(x—y)) = f(b).f (x~y)=f(5).0=0 que é uma contradigao.

Observacio 3.2.16
f : A— Bhomomorfismo => f(0,)=0,
f(0,)#0, = f ndo ¢ homomorfismo.
Exemplo 3.2.17 Verifique se f:Z — Z, f(x)=x+1, ¢ homomorfismo.
£(0)=1%0
Logo f nio é homomorfismo.
Observacio 3.2.18
£(0)=055f ¢ homomorfismo.

Exemplo 3.2.19 f:Z > Z, f(x)=2x

f(0)=0

Porém, f nio é homomorfismo
f(1.2)=f(2)=4¢8=2.4=f(1).f(2)

Proposi¢io 3.2.20 Seja f : 4 — B um homomorfismo de anéis.
1) Se J € subanel de A entdo f(J)¢ subanel de B.

2) Se 1é ideal de A entdio f(I)éideal de f(A4)=Im(f).
Demonstragio: (1) Temos 0 J = f(0)e f(J)= f(J)# 2.
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Sejam x, y e £(J).Devemos mostrar que x.ye f(J)e x—ye f(J).

Como x,ye f(J), existem, a,b e J tais que f(a)=xe f(b)=y.

Mas J € subanel e entfio ab,a—beJ.

Aplicando f temos f(ab), f(a-b)e f(J ).

Segue que

xy=f(a).f(b)=f(ab)e f(J)e x~y = f(a)- f(b) = f(a-b)e f(J).

Portanto f(J)é subanel de B.

Q) 0el= fOef(D=f()=2D.

Sejam x,y€ f(I)e z € f(A). Devemos provar que x-yef(),zxe f(I)e xze f(I).

Como [¢ ideal, entdo ¢ subanel, segue de (1) que f(I)é subanel. Isso garante que
x-yef).

Vamos mostrar apenas que xz € f(I), pois de forma analoga se prova que zx e f(J).

Como xe f(I)e ze f(A), existem aele ceAtais que f(a)=xe f(c)=z.Mas I¢ ideal
de deentdo acel.

Aplicando ftemos f(a.c)e f(1).

Segue que x.z = f(a).f(c)=f(ac) e fD.

Portanto f(I)é ideal de f(A).

3.3 Nicleo e Imagem

Seja f: 4 — Bum homomorfismo de anéis. Definimos:

- niicleo (ou kernel) de f por N(f) ={ae4; f(a)= 0}

-imagem de f por Im(f)={ f(a);a e 4}

Teorema 3.3.1 Seja 1 : 4 > Bum homomorfismo. Entdo:

a) Im(f) é subanel de B.

b) N(f)é ideal de A.

¢) féinjetora < N(f)={0}.

Demonstragiio: (a) Como A ¢ subanel de A e S (4) =Im(f)entdo, pela Proposigiio 3.2.20
(1), temos que Im( f) é subanel de B.

(b) Sejam x,y e N(f)e ze 4.

Devemos provar que:



- Xx=yeN(f);
- ZxeN(f);
. x2e N(f)

Como f(x)=0¢ f(y)=0, aProposi¢io 3.2.20 assegura que:

SE=-»)=fx)-f(»)
fx=y)=0-0
f(x=y)=0=>x-yeN(f).

- f(2)=f(2).f (x)

f(zx)=f(2).0
f(zx)=0=zx e N(f).

- f(2) = f(x)-f(2)

f(x2)=0.f(z)
Sf(x2)=0= xz e N(f).

c) (=) Pela Proposig#o 3.2.20 (a), temos:
xeN(f)e f(x)=0
xeN(f) & f(x)=£(0)
xeN(f)ex=0

(€) f®=F»M= f@-F()=0
Pela Proposigdo 3.2.20 (c), temos:
J@)=f»M= fx-y)=0
F&)=f)=>x-yeN(f)={0}
@) =f)=>x-y=0=>x=y

Logo, f é injetora.

Exemplo 3.3.2
f:4->B, f(x)=0
N(f)=4e Im(f)={0}
Exemplo 3.3.3
fiA—> A4, f(x)=x

N(f)={(0)e Im(f)= 4
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Exemplo 3.3.4
7:2[p|~>2[p] f(a+tJp)=a-bJp
N(7)={0}e (/) =Z[/p ]

Exemplo 3.3.5

f:AXA—)Mz(A),f(a,b)z[g ZJ

Im(f)={(g :);a,b e A}g M, (4)
N(f)=?

(@r)eN ()= rad)=(, o]

wresire(; 3 )

(a,b)eN(f)=a=0 e b=0
(a:b)< N (f) = (a:8) =(0,0)
N(f)={(0,0)} = f ¢ injetora.
Exemplo 3.3.6

fZ>Z,, f(x)=x
N(f)=?
xeN(f) e f(x)=0
xeN(f)ex=0

xe N(f)< x=0(modn)
xeN(f)eon\x

xeN(f)exenl

N(f)=nZ
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3.4 Teorema do Isomorfismo
A
N(f)

Demonstragdo: Ja vimos no Teorema 3.3.1 que a Im(f) ¢ subanel de B e que N(f)¢ ideal

Seja f :4 — Bum homomorfismo. Entéo

=Im(f).

A. Desde que Im(f) ¢ subanel de B, temos em particular que Im(f) € um anel.

Portanto, @ :—A— —=Im(f ),qo(Z) = f(a), é uma correspondéncia entre anéis.

N(f)

No entanto, os elementos de

sdo classes de equivaléncia, € entdo devemos propor que

gndo depende da escolha dos representantes das classes. Isto ¢, devemos mostrar que se

a=bem NAf) entdo ¢(a—) =¢(b_) .

Temos que a=>b éomesmo que a—beN(f),edai 0=f(a—b)=f(a)—f(b)=(p(2)~—¢(5).

Logo ¢(a) =@(b)e pesta bem definida. Agora vamos ver que @ ¢ homomorfismo.

Sejam ;,Z e

e lembre que a,be Ae f é homomorfismo.

Entdo, temos:

p(a+b)=p(a+b)

o(@)-+(2)of)
Segue que @ ¢ homomorfismo.

Para ver que ¢ & sobrejetor, tome y € Im(¢). Entdo y=f (), para xe 4.



Desde que x € e ¢(;) =f(x)=y, concluimos que ¢ ¢ sobrejetora.

A
N(f)
Falta ver que ¢ ¢ injetora. Faremos isso mostrando que N(¢) ={6}
Temos:

EeN(¢)©¢(;)=0©f(u)=0@
ueN(f) ©u-0eN(f) e u=0.

Portanto ¢ %f) — Im(f), ¢(a) = f(a) é isomorfismo de anéis.
Exemplo34.1f:ZXZ—Z, f(x,y)=x
f é homomorfismo.

T (Go3)+(x30)) = F (3 + %31 +3,)
S (o) +(x53:)) =5 + 3,

L) +(5253,)) = F (B )+ £ (%55 3,)
(s 31) (35 32)) = (3% 313,)
F((521)-(%2,3,)) = %%,

S 3)-(x2:32)) = £ (55 2)-f (%2 32)
.Im(f)=Ze

.N(f)=?

(xy)eN(f)e f(xy)=0
(x,y)eN(f) < x=0

N(f)={0}xZz

ZXZ _
0XZ

Exemplo3.4.2 [:4Z—>Z, f(x)=x
E facil ver que f é homomorfismo: a=4.x,b=4.y,x,y € Z.
. f(a+b) = f(4.x+4.y)

fa+b)=4x+4.y
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f(a+b)=4x+4y
f(a+d)=f(4x)+ f(4.y)
f(a+b)=f(a)+f(b)

. f(ab)=f(4x4)
f(ab)=4x4y
f(ab)=4x4y
f(ab)=f(4x).f(4.y)
f(ab)= f(a).f (b)

Vamos provar que Im(f)= {0,2,4} uelm(p)u=f(4x),xel.
Temos 3 possibilidades: x=3.k,x=3k+1 ou x=3.k+2.

 x=3k=u=f(4x)= f(12k)=12k=0

 x=3k+1=>u=f(4x)= f(12k+4)=12k+4=13
 x=3k+2=>u=f(4x)= (124 +8)=12k+8=2
Portanto, u € Im( f) se, e somente se, ue{a,i,zl_}.
Vamos provar que N(f)=12Z.

4keN(f)e f(4k)=0

4keN(f)e4k=0

4keN(f)e 4k=0(mod6)
4keN(f)=6\4k

4keN(f)=3\24

4keN(f)e3\k

4keN(f)ok=3u
v=4keN(f)ov=12usvel2Z

Pelo Teorema do Isomorfismo temos:

47 (= =-—
ﬂ={0,2,4}
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4 ANEL DE POLINOMIOS E ALGORITMO DA DIVISAO

Estudamos anteriormente alguns anéis especiais, entre os quais os anéis Z,. Agora
estudaremos anéis de polindmios, onde a partir do anel A definiremos o anel A[x] , formado
pelos polindmios na indeterminada x, com coeficientes em A. Observaremos que a melhor

estrutura algébrica para 4 [x ]é dominio, e que isso ocorre exatamente quando A é dominio ou

corpo. Trabalharemos o algoritmo de Euclides e sua relagéio com raizes de polindmios.

4.1 Anel de Polinémios
Defini¢dio 4.1.1 Seja 4 um anel. Um polindmio sobre A na indeterminada (ou variavel) x, é

uma expressio da forma:

a,+a.x+a,x" +..onde g, € 4,VieN, eexiste ne Ntal que a, =0, para j>n.

Notagdo: p(x)=a,+a.x+a,x* +..+a,x"

Quando a, # 0 dizemos que p(x)tem grau n, ¢ denotamos isso por:

o(p(x))=n

Neste caso, a, é o coeficiente dominante de p(x).

Um polindmio p(x)=a, +a,x+..+a,,x"" +x"¢é chamado polindmio ménico.

Notag¢do: Seja 4 um anel. O conjunto de todos os polindmios em x, sobre 4, ¢ denotado por
A [x] .

A[x]= {ao +ax+..+ax";neN,a, € A}

Note que A ¢ A[x].

Exemplos 4.1.2
. p(x) =1+5x°+2x" € Z[x]

o(p(x)=4
. p(x)=1+er[x]
3(p(x))=1

. p(x)=7€Z[x]



5(p(x))=0
. p(x)=0ndo tem grau.
. p(x)=1452" +2x* +0.%°
3(p(x))=4
cp(x)=5-3x+2x"+0x° +3x" +0.0° +...
p(x)=5-3x+2x"+3x'
8(p(x))=4, coeficiente dominante é 3.
. p(x)=1¢ monico
. p(x)="7ndo ¢ ménico.
Sejam p(x)=a, +a,x+..€ A[x] e q(x)=b, +b.x+...€ A[x].
p(x)=g(x)<a,=5,VieN.
Em A[x], definimos as operagdes:
. p(x)+q(x)=(a, +b,)+(a,+b)x+...c A[x]
. p(x)g(x)=c,+ex+c,x+...€ A[x]
Com
¢, =ayb,
¢, =ayb +a b,
c,=a,b,+a b +a,b,

¢ =ayb,+a.b,+a,b +a,b,

c,=ayb +ab_ +..+a, b= Z a.b,
i+j=k

Note que estes s3o as opera¢des usuais de adigo e multiplicagdio de polindmios.

Exemplo 4.1.3

cp(x)=2+x+2x",q(x)=1+3.x+x

. p(x)g(x)=2+(6+1)x+(2+3+2)x" +(1+6).x° +2.x"
p(x)g(x)=2+7x+7x" +7x* +2.x°

Teorema 4.1.4 Seja 4 um anel. Entdo:
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1) 4[x]é um anel.

2) Se 4 é comutativo, entdo 4[x]¢ comutativo.

3) Se A tem unidade 1, entdo 4[x]tem unidade g(x)=1.

4) Se 4 ¢ dominio entdo A[x]é dominio.

Demonstracdo: (1) Sejam

p(x)=a,+a.x+a,x* +... € A[x]

q(x)=b, +b.x+b,x* +...€ A[x]

r(x)=c,+cx+c,x’ +... € A[x]

Vamos verificar os 6 axiomas de anel.

i) p(x)+q(x)=q(x)+p(x)

p(x)+a(x) = +5,)+(a +5)x +(a, +5,) 2 +...
p(x)+q(x)=(b,+a,)+(b +a)x+(b,+a,).x" +..
p(x)+q(x)=q(x)+ p(x)

) (p(2)+4(2)+ ()= p(5) (4 (3) +7 ()
(p(x)+q(x))+r(x)=((a+b)+(a +b) x+...)+ ¢y +c,x+...
(p(x)+ () +r(x)=((a +B) + o)+ (@ +5,) + ) x +...
(p(x)+q(x))+r(x)=(a, +(B, +¢,))+(a +(B,+¢,))x+..
(p(x)+q(x))+r(x)=(ap +a.x+..)+(by +¢, ) +(B +¢ ) x+...
(p(x)+4(x))+r(x)=p(x)+(qa(x)+7(x))

iii) p(x)+t(x)=t(x)+ p(x)=p(x), para algum t(x)e A[x], #(x)=0¢ o elemento neutro,
De fato,

t(x)=0+0x+0x"+...

p(x)+1(x)=(a, +0)+(a,+0).x+(a, +0) 5" +...
p(x)+1(x)=(0+a,)+(0+a)x+(0+a,)+ +...
p(x)+t(x)=a,+a.x+a,x" +...
p(x)+1(x)=p(x)

) p(x)+(-p(x))=(-p(x))+ p(x)=0



~p(x)=-a,—a.x—a,x" —...¢ simétrico de p(x)

. p(x)~|—(—p(x))=(a0 ~a,)+(q ~a)x+(a, —a,)x’ +...

p(x)+(-p(x))=(-a +a,) +(-a, +a)x+(—a, +ay) X" +...

p(x)+(—p(x)) =0+0x+0x*+..=0

Y p(x)(a(x)7 () =(p(x)4(x)7(x)

g(x)r(x)=dy+dx+d,x" +....d, = > b,

p(x)(q (x).r(x))=¢, +ex+e,x +...

e = Z a;d,

JHt=i

r(x)q (x)=l+4x +L,x" +...

l.= Z ajb,

jre=i
(p(x)q (x)).r (x) = my +mx+m,x" +...

m, = Z lj.c,

JHi=i
Provar que e, =m,,Vie N.

Tome entdo i e N, dai

e = Z a,d,

JHt=i

o= o T he)
jHt=i a+p=t

e = Z aj.(ba.c/,)
Jra+f=i

e = z (ajj)a).cﬁ
Jjra+p=i

6= 2 ab, |c
n+f=i\_j+a=n

e = Z lcg
n+ =i

e=m,

vi) Faremos a  distributividade a  esquerda.

p(x)(a(x)+r(x))=p(x)4(x)+ p(x)r ().

Queremos

mostrar
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Escrevendo p(x)(q(x)+r(x))=u, +ux+u,x" +...

u, = a.(b+c)

JH=i

p(x)q(x)=l+lx +1.x% +...

[ = Z a.b,

JH=i

p(x)r(x)=vy+vx+v,x" +...

v, = Z a,.c,

JHt=i
Devemos mostrar que u, =1, +v,,Vie N.

Para i e N temos:

u,= > a.(b+c,)

JH=i

u, = Z (aj.b, +aj.c,)
JAt=i

u, = Z a,b + Z ac,
JHt=i JHr=i

u, =l +v,

Agora falta mostrar que (q (x)+r (x)).p(x) =q(x).p(x)+r (x) .p (x) .

(‘I (x)+r(x)).p (x) =m,+m.x+ mz.x2 +...

m, = Z (bj +cj).ai

i+j=k
g(x).p(x)=n,+n.x+nx* +...

n, = Z b,.a,

i+j=k

r(x).p(x)=t,+t,x+t,x* +...

=Y. ¢ca

i+j=k

Para acabar devemos provar que m, =n, +1,,Vke N.

m, = Z (bj+cj).a,.

i+j=k

m, = Z (bj.ai +cj.a,.)

i+j=k

m, = Z b.a + Z c,q,

i+ j=k i+j=k

61
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m, =n, +1,
Como A[x] satisfaz os 6 axiomas de anel , temos que 4[x]é um anel.
(2) Sejam p(x)=a,+a.x+..€d[x] e q(x)=b+bhx+..€ Alx]. \. Escfevendo

p(x)g(x)=L+Lx+5,x* +...

I = Z a;b,

JH=i
g(x).p(x)=w, +w.x+w,x* +...
w, = Z b.a,
Jt=i
Devemos provar que /, =w;,Vi e N. Por hipétese, o anel 4 ¢ comutativo, ¢ entdo para cada
ie Ntemos [, = Z a,b = Z b.a,=w.
JHt=i JH=i

3) Seja p(x)=a,+a,x+a,x* +..€ A[x]. Escreva g(x)=1como

g(x)=b, +b.x+b,x* +...,onde b, =1e b, =0 para r>1.
Escrevendo p(x).g(x)=c¢,+c.x+c,.x" +...

¢,= Y. a,b,, devemos provar que ¢, = a,,Vie N, entdo teremos p(x).g(x)= p(x)-

Jt=i

Para ie N, note que a unica forma das parcelas do somatério Z a;.b, serem ndo nulas €
Jt=i

quando ¢ =0. Assim,

c, = Z aj.b,

jHi=i

¢ = Z aj.b0

JH0=i
=29
J=i
C, =4q,

3 1

De forma andloga prova-se que g(x).p(x)= p(x). Portanto, g(x)=1¢ a unidade do anel
A [x] .
(4) Como A ¢ dominio, temos que 4 € anel comutativo, com unidade € sem divisores de zero.

Segue dos itens (2) e (3), que 4 [x]também ¢ anel comutativo com unidade. Falta provar que

A[x] ndo tem divisores de zero. Faremos esta prova por absurdo, isto €, vamos supor que
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A x]tenha divisores de zero. Entdio existem p(x),q(x)e 4[x], p(x)#0, q(x)#0, tais que
p(x)g(x)=0. Escrevendo p(x)=g,+ax+ax’+.., q(x)=b+bx+bx’+.. , e
lembrando que estes polindmios sdo ndo nulos, existtm m,neN tais que
p(x)=a,+a,x+..+a,x",a,#0e q(x)=b,+b.x+..+b,x",b, # 0. Desde que:

0=p(x)g(x)=c,+qx+c,x" +...

C = Z a;b,

JH=i

temos que ¢, =0,Vie N. Em particular, c,,, =0. Mas

n+m

O = cn+m
0= Y ab,
JHt=n+m
0=a,b,,,+ab,,, +..+a,,b, +a,b,+a,.b,  +.+a,,b

0=a,b,(pois b, =0para j>ne a,=0para j>m).

Isso contradiz o fato de A4 ser dominio. Portanto, 4 [x] nio tem divisores de zero.

Observagio 4.1.5 4 ¢ subanel de A[x].
Ac A[x]
ae A= a=p(x)e A]x].
Exemplos 4.1.6
Z|x] é dominio, pois Z ¢ dominio.
. n.Z[x] é anel comutativo, pois n.Z é anel comutativo,
A=27
A=27][x]
1+4.x¢2Z[x]

6+4xe€2Z [x]
; (Q[\/; :l)[x] ¢ dominio, pois Q[\/;:]é dominio
. Z, [x] ¢ dominio

. Z,[x] ¢ anel comutativo com unidade
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.R [x] ¢ dominio
. C[x] é dominio
Exemplo 4.1.7
p(x)=2¢ +x* —x+3€Z,[x] e g(x)=2x*+3x* +1€ Z,[x]
p(x)+q(x)= (§+§).x3 +(i+§).x2 +(—i+6).x+(§+i)
p(x)+q(x)=-1x
p(x)+q(x)=3x
Exemplo 4.1.8
p(x)=2x° eZ,[x] e g(x)=4x"€Z,[x]
p(x)q(x)= (:”:Z)xg
p(x)q(x)=0
A melhor estrutura algébrica para A4[x] ¢ dominio. De fato, A[x] nunca é corpo, pois o
polindmio p(x)=x e A[x]ndo & inversivel.
Se p(x)=xfosse inversivel, existiia g(x)=a,+a.x+..+a,x"€d[x] tal que

1= p(x)4(x)

l1=a,x+a.x" +..+a,x™

1=0. Absurdo.

Proposic¢io 4.1.9 Se A4 ¢ dominio entdo os elementos inversiveis de 4 e de A[x] coincidem,
isto ¢, U(4)=U(4[x]).

Demonstraciio: (Ver [2], Proposi¢io 1.1.2, pg 27).

Exemplo 4.1.10
U(2lx))=U(Z) = (1

U(R[x])=U(R) =R’

*

p

u(e, [)=u(z,)-2
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4.2 Algoritmo da Divisdo
Teorema 4.2.1 Sejam Kum corpo, f(x),g(x)eK[x]eg(x)#0. Entdo existem tnicos

£(x)r(x) € K[x]tais que f(x)=g(x).g(x)+r(x),com r(x)=00u d(r(x))<3(g())-
Demonstragio: Se f(x)=0tome g(x)=r(x)=0.
Podemos admitir f(x)#0, e como g(x)# 0, escrevemos
f(x)=a,+ax+..+a,x", 8(f(x))=n
g(x)=b, +b.x+..+b,x", 8(g(x))=m
1° Caso: 3(f (x)) <0(g(¥))
Tome g(x)=0e r(x)=£(x).
2° Caso: 3(1(x))2 3(g(+))
Vamos usar o Segundo Principio de Indugdo sobre n=3( f (x)).
Se n=0,entdo f(x)=g,eK
0=n
0=0(7(x))23(g(x))=
= d(g(x))=0=
= g(x)=b, e K
Como 0+ g(x)=5,€ K, temos que b, e K .
Tome g(x)=5,".a,e r(x)=0.E claro que
f(x)=a,=b,(8,".3,)+0
£(x)=8(x)a(x)+7(x), com r(x)=0.
Agora consideramos n>1le nossa hipdtese de indugdo & “Se h(x)eK[x], h(x)=0e
o(h(x))<n, existem g,(x), r(x)eK[x] tais que h(x)=g(x).q (x)+r(x), com
7 (x)=00u 3(5 (x)) < (g (+)) "
Agora considere o polinémio h(x)= f (x)—(a,b,” x"")g(x). (*)

Se h(x)=0,entdo f(x)=g(x).g(x)+7(x),com r(x)=0e q(x)= anb,;ix"‘m :
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Se h(x)# 0, podemos calcular seu grau. E pela escolha de /(x) temos a(h(g)) <n. Usando
a hipétese de indugio obtemos g, (x), r,(x) € K[x] tais que A(x)= g(x).q,(x)+ (x), com
7 () =00u (s () <2(2(x)). |
Substituindo em (*) e isolando f(x), vem que

£(x)=2(x)(a (x)+a, b, x) 41 (x).
Chame ¢(x) = g(x)4(x)+(x) com r(x)=00u 3(r(x)) <3(g())-
Isso prova a existéncia de g(x)e r(x)como enunciado. Resta verificar a unicidade.
Sejam g(x), q(x), r(x), r € K[] tais que

7(x)=g(x).q(x)+r(x), com r(x)=00u 3(r(x)) < 3(g(x))

£(x)=g(x)2(x)+7(x), com 7(x)=00u 8(7(x)) <8(g(x))-
Temos agora a igualdade g(x).(q(x)-¢(x))=7(x)-r(x)
Suponha q(x) = 7(x). Entdo q(x)—g(x)#0e 7(x)—r(x)=0 Logo,
o(g(x))<0((a(x)-a(x))-£(x))=a(r(x)-r(x)) <3(g(x))-
Essa contradigio diz que ndo podemos supor g(x)#g(x). Portanto, g(x)=g(x). A
igualdade g(x).(q(¥)-g(x))=7(x)-r(x)fica 0=r(x)-r ().
Isso assegura que 7(x)=7(x).

Teorema 422 Seja A4 um anel comutativo com unidade. Dados
f(x).g(x)e A][x].g(x)=b,+b.x+...+b,x"com b,eU(4), existem unicos g(x),
r(x) e A[x]tais que f(x)=g(x).q(x)+r(x),com r(x)=0 ou d(r(x))<d(g(x)).

Demonstracio: Para provar a existéncia de g(x), r(x)e 4[x], procedemos da mesma

maneira como fizemos na prova do Teorema 4.2.1.

Vamos mostrar a unicidade.
Sejam g(x), q(x), r(x), (x) € 4[x]tais que

f(x)=g(x)q(x)+r(x),com r(x)=00u 6(r(x))<6(g(x))
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£ (x)=g(x)-2(x)+7(x), com 7(x) =00 5(r(x)) <d(g(x))-

Isso fornece a igualdade

g(x)-(a(x)~4(x))=r(x)-r(x).

Suponha g(x)-q(x)#0.

Afirmagao: g(x).(q(x)-q(x))=0e 8(2(x)-((x)-4(x))) 2 (2 ())-

Escreva q(x)—gq(x)=c, +¢,x+...+¢,x', com c, #0.

Se g(x)-(q(x)-q(x))=0vem que b,.c, =0, dai, b,"b,.c, =0, que leva & contradigo
¢, =0. Logo, g()-(q(x)-g(x))=0.

Desde que &, .c, %0, temos:

3(2(x)(a(x)-a(x)))=m+128((x))-

Da afirmagdo acima podemos concluir que 7 (x)#0e r(x)=0.

De fato, se r(x)=0, entio g(x).{¢(x)-g(x))=7(x). Olhando para o grau, chegamos ao
absurdo 8(g(x)) < 3(2(x)-(4(x)-a(x)))=8(7(x)) <d(2(x))-

Assim, r(x)#0, e analogamente r(x)#0. Isso garante que podemos falar em 9(r(x))e
o(r(x)).

Finalmente,

8(2(x) <0(2(x)((x)-2(x))) = 8(7 (x)-r () < méx{0((x)) 8- ()} <0( () A
contradigiio acima mostra que nfio podemos ter g(x)—q(x)=0.

Portanto, g(x)= g(x)e consegiientemente r(x)=r(x).

Exemplo 4.2.3 f(x)=4x"+6x" +4x+3eR[x] g(x)=2x"+x+1eR[x]
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4x° +6.x* +4x+3 2x*+x+1
—(4.x3 +2.x° +2.x) 2.x+2

4x* +4.x+3
—(4.x2 +4x+3)

1

q(x)=2.x+26 r(x)=1
4x°+6x" +4x+3=(2x" +x+1).(2x+1)+1
2(r()=0<3(g(x)) =2
Exemplo 4.2.4 f(x)=4x"+6x"+4x+3eZ[x|, g(x)=3.x+7 e Z[x] e 3 nio & inversivel

em Z.
4 +6.x" +4x+33.x+7

%.xz € Z|x]

Néo ¢ possivel dividir f(x)por g(x)em Z[x].
Exemplo 4.2.5 f(x) =4x’+6x*+4x+3€ Z[x] g(x) =x'+x+2€ Z[x]

4 +6.x +4x+3 |x2 +x+2

—(4.x3 +2.x° +8.x) 4x+2

4x*+4x+3

—(4.x2 + 4.x+3)
-6.x-1

g(x)=4x+2 r(x)=—6x-1

4%’ +6x" +4x+3= (x2 +x+2).(4x+2)+(-6x-1)

o(r(x))=1<8(g(x))=2
Proposi¢io 4.2.6 Sejam 4 um anel comutativo com unidade, @ € Ae f(x)e A[x]. Entéo
existe g(x)e 4[x]tal que

f(x)=(x-a)4(x)+/(a)
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Demonstragdo:

f(x)e 4[]

g(x)=x-a

f(x)=(x-a)g(x)+r(x)

r(x)=00u 8(r(x))<1.Logo r(x)=be 4.
f(x)=(x-a)q(x)+b
f(x)=(x-a)q(a)+b=b=f(a)
f(x)=(x-a)q(x)+f(a)

Corolario (D’Alembert) 4.2.7 Sejam Aum anel comutativo com unidade, a € Ae

f(x)e 4[x]. Sdo equivalentes:

i) @ éraizde f(x).

i) (x—a)\ f(x)

Demonstragio: (i) = (ii) De acordo com a Proposigdo 4.2.6, existe g(x)e A[x]tal que
/(x)=(x~a)q(x)+/(a).

Como a éraizde f(x),temos f(a)=0.Segue que (x—a)\ f(x).

(ii) = (i) Por hipétese, existe g(x)e A[x] tal que f(x)=(x-a).g(x). Avaliando f(x) em
a,temos f(a)=(a-a)q(a)=0.

Logo  éraizde f(x).

Exemplo 4.2.8

Determine o resto da divisdo de f(x)=2.x*-x’ +x* —2.x—3por g(x)=(x-1),em Z[x].
f(x)=(x-1).g(x)+ f(1)oresto & f(1)=-3.

Exemplo 4.2.9

Determine k € Z tal que f(x)=x"+k.x +2.x—8seja divisivel por g(x)=x+2,em Z[x].
—2deve ser raizde f(x)

0=7£(-2)

0=16+4k—4-8
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0=4+4k>

k=-1

Exemplo 4.2.10

Determinar a,b € Z tais que g, (x)=x+1¢ g,(x)=x+2dividam
f(x)=2x"+ax’ +bx+2
gl(x)\f(x)c>f(—l)=0::>—2+a-—b+2=0

g\ f(x)e f(-2)=0=>-16+4a-25+2=0

a-b=0=>a=>
4a.-2b=14=>4a-2a=14=>a=7eb=17

Exemplo 4.2.11
Dividindo f(x)por (x—-3) temos resto 6.
Dividindo f(x)por (x—5) temos resto 8.
Caloule o resto da divisio de f (x)por (x—3).(x—5)
f(3)=6,7(5)=8
£(x)=(x=3).g(x)+r(x),r(x)=00u 8(r(x))<2
r(x)=ax+b
F(x)=(x-3).(x-5).q(x)+(ax+b)
3.a+b=6.(-1) -

6= =3. =
f@)=3a+b {3.a+b 6_ {5.a+b=8
8=f(5)=5a+b 5a+b=8

2a=2=>a=1
=3+b=6=>b=3. Portanto r(x)=x+3.

Defini¢io 4.2.12 Sejam Aum anel comutativo com unidade € «ae€A4uma raiz

de f(x)e A[x], £(x)#0. Dizemos que & é uma raiz de multiplicidade »,r e N", quando
f(x)=(x-a) q(x),com g(x)e 4[x],q(a)=0.

Note que ¢ ¢ raiz de multiplicidade » quando (x—a) \ f(x) e (x—a)" Xf(x)-

Exemplo 4.2.13

Determinar a multiplicidade da raiz 2 do polindmio f(x)=x*+x’-3.x*-5x-2.

f(x)=(x—2).(x3+3.x2+3x+1) e g(x)=x"+3x" +3x+1
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q(2)=8+12+6+1%0

2 é raiz de multiplicidade 1

2 é raiz simples.

Exemplo 4.2.14

Determinar a multiplicidade da raiz -1 do polindmio f(x)=x"+x’-3x’-5x-2

f(x)= (x+1).(x3 -3x- 2)

g(x)=x'-3x-2

g, (-1)=-1+3-2=0=(x+1)\¢,(x)

q,(x)= (x+1).(x2 —x—2)

g, (x)=x"-x-2

g, (-1)=1+1-2=0= (x+1)\q,(x)

g, (x)=(x+1).(x-2)

g, (x)=x-2

g;(-1)=-1-220

£ ()= (+1)4(x)

f(x)=(x+1).(x+1).9,(x)

F(x)=(x+1).(x+1).(x+1).(x-2)

-1'é raiz de multiplicidade 3 de f(x).

Proposigdo 4.2.15 Sejam 4 um dominio, f(x)e A[x], f(x)#0¢ a,,a,,....@, € Aas raizes
distintas de  f(x)com  multiplicidade  7.7,..,7,  respectivamente.  Entdo
htr+..tr, <0(f(x)).

Demonstragio: Como ¢, ¢ raiz de multiplicidade 7, temos f(x)=(x-¢a,)" 4,(x), com
q,(x)e 4[x]e q,(a,)#0.

Como a, éraizde f(x),a, #a e A[x]é dominio, segue que @, é raiz de ¢, (x). Levando em
consideragio a multiplicidade de a,, escrevemos f(x)=(x-a;)" .(x-a,)" 4,(x), com

9,(x)e 4[x] e g,(a,)#0.
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Seguindo o processo, f(x)=(x-a,)" .(x-,)" ....(x-,)" g,(x)com ¢,(x)e 4[x].
Usando a propriedade do grau de polindmio em dominio, vem que:
o(f(x))=0(x-a) +8(x-a,)* +..+8(x—a,)" +8(q,(¥))
o(f(x))=r,+n+..+1,+08(q,(x))
o(f(x))zn+n+..+r,.
]
Observagio 4.2.16 Em particular, a proposigio acima diz que o numero de raizes néo excede
o grau do polinémio.
Exemplo 4.2.17
Seja f(x)=(x— 1)2 (x +3)" .(x ~ \/5)2 .g(x) e C[x], tal que g(x)ndo tem raiz real.
1 é raiz de multiplicidade 2 =+,
-3 é raiz de multiplicidade 4 =r,
\2 & raiz de multiplicidade 2=r,
£ (x)tem 3 raizes reais 1, +7, +7, =8 <9(f(x))
Exemplo 4.2.18
F(x)=(x-1)" (x*=2).(x* +1) e Z[x]. As raizes de f (x)sdo 1,42,~2,i,~i.
Em Z, f(x)tem raiz 1 de multiplicidade 2

Em Q, f(x)tem raiz 1 de multiplicidade 2

£ (x) tem raiz 1 de multiplicidade 2
Em R, f(x)tem raiz V2 de multiplicidade 1
| f (x) tem raiz - 2 de multiplicidade 1

[ 1 (x)tem raiz 1 de multiplicidade 2 =r,
f(x)temraiz 2 de multiplicidade 1 =r,
Em C,q f(x)tem raiz - V2 de multiplicidade 1 =r,
f (x) tem raiz i de multiplicidade 1 =r,

L f(x) tem raiz —i de multiplicidade 1 =r,

nAr At =6=6(f(x))
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O préximo exemplo mostra que a hipotese de 4 ser dominio € essencial para a Proposigio
4.2.15.
Exemplo 4.2.19

F(x)=x +xeZq[x]

f(6)=6,f(i)=§,f(§)=6
7(3)=0, f(Z):'z', £(5)=0
0 é raiz|
26 raiz

04> 8(f(x))=2

3éraiz

5 € raiz |

rl+r2+r3+r4=4>2=8(f(x))
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5. POLINOMIOS IRREDUTIVEIS E CORPOS COM p"
ELEMENTOS

Neste capitulo estudaremos irredutibilidade de polindmios com suas demonstragdes e
z ~ n . « A .
exemplos. Faremos também a construgio de corpos com P elementos a partir de polindmios
. ’ . . . . . . ~ -~ n
irredutiveis e ideais maximais com exemplificacio de construgio de corpos com P

elementos a partir de Z, [x] .

5.1 Irredutibilidade de Polinomios

Definigio 5.1.1 Sejam D um dominio e p(x)e D[x]um polindmio ndo nulo e ndo
inversivel.

Dizemos que p(x)é irredutivel quando:

p(x)= f(x).g(x)e D[x]= f(x)ou g(x)éinversivel em D[x].

Dizemos que p(x)é redutivel quando:

Existem f(x),g(x)e D[x]ndo inversiveis tais que p(x)= f(x).g(x)

Observacio 5.1.2 Polinémios constantes em K [x] , Kum corpo, nfo séo redutiveis nem
irredutiveis.

Exemplo 5.1.3

f(x)=2.x+2€Z[x] é redutivel em Z[x].

. f(x)=2.(x+1), p(x)=2¢ g(x)=x+1ndo sdo inversiveis em Z[x].

Exemplo 5.1.4

. f(x)=2x+2€Q[x] éirredutivel em Q[x].

F(x)=g(x).n(x)= g(x) ou A(x)constante.

Assuma g(x)=aeQ’

Logo g(x)¢ inversivel

Portanto f (x)irredutivel.

Exemplo 5.1.5



75

. p(x)=2eZ[x] é irredutivel em Z[x].

. p(x)=2 € Q[x] néo é redutivel nem irredutivel em Q[x].

5.2 Polinémios Irredutiveis em C[x].

Proposigio 5.2.1 Sejam K um corpo e p(x)e K[x].

a) Se p(x)é polindmio constante, entdo p(x)ndo é redutivel e nem irredutivel em K [x].

b) Se 9(p(x))=1, entdio p(x)é irredutivel em K [x].

Demonstracio: (a) E claro que o polindmio p(x) =0nio ¢ redutivel e nem irredutivel. Se
p(x)=a,a#0, entdo p(x)é polinémio inversivel de K [x]e, porténto, ndo é redutivel nem
irredutivel em K|[x].

(b) Como 8(p (x)) =1, temos que p(x)é ndo nulo e ndo inversivel. Escrevendo
p(x)= f(x).g(x)com f(x),g(x)e K[x]e usando os resultados sobre grau de polinmios,

temos:

1=0(/(x))+(g(x))-
Segue que 6( f (x)) =0ou 9(g (x)) =0. Assim, f(x)ou g(x)é polindmio constante nio
nulo. Logo, f(x)e K =U(K) ou g(x)e K =U(K).

Portanto, p(x) é irredutivel em K[x].

[
Teorema 5.2.2 Teorema Fundamental da Algebra.
Todo polindmio ndo constante de C [x] tem todas as suas raizes em C.
[MONTEIRO, L.H.J.-Elementos de Algebra. Rio de Janeiro: LTC, 1978.]
[

Teorema 5.2.3 Seja p(x) e C[x]. Sao equivalentes.
i) a(p(x))=1.
ii) p(x) ¢ irredutivel em C|x].

Demonstracio: (i) = (ii). Segue do item b) da Proposigéo 5.2.1.
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(i) = (i) Como p(x)é irredutivel em C[x], segue da Proposigiio 5.2.1. a) que p(x)ndo é
constante. Logo, 8( p(x)) >1. Suponha &( p(x)) >1. Pelo Teorema 5.2.2., p(x)possui raiz
aeC,eentdo p(x)=(x-a).g(x)eC[x]. Segue que 6(q(x))+1 = a(p(x)) >1.

Assim, a(q(x)) >0. Desta forma, obtivemos uma decomposic¢fio de p(x)como produto de

dois polindmios ndo inversiveis de C[x] contradizendo a irredutibilidade de p(x). Portanto,

o(p(x))=1.

Exemplo 5.2.4 Em C|[x]:

S(x)=3i- V3, niio é redutivel nem irredutivel.

. f(x)=x-(i+1)¢ irredutivel.

f(x)=3x"-8x* - 6.x" + 24.x +19 é redutivel. Pois

f(x) = 3.(x+1).(x+1){x_ 7+23.\/§.i}[x—7—32.\/5.i)

5.3 Polindmios Irredutiveis em R[x].

Teorema 5.3.1 Seja p(x) e R[x]. Sio equivalentes:

i) p(x)é irredutivel em R|[x].

ii) p(x)tem grau 1 ou p(x)tem grau 2 e discriminante negativo.

Demonstragio: (i) =>(ii) Como p(x)¢ irredutivel em R[x] temos que p(x)ndo é
constante. Pelo Teorema 5.2.2, existe @ € C tal que @ é raiz de p(x).

1°Caso: e R.

Desde que (x-a)eR[x] e (Jé—a) divide p(x), existe g(x)eR[x] tal que
p(x)=(x-a).g(x). No entanto, p(x)¢ irredutivel em R [x]. ¢ entdo g(x)é polinémio
constante nio nulo. Logo, 8(p (x)) =1.

2°Caso: ¢ R.

Escreva ¢ =a+bi,a,beR ¢ b#0.
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Sabemos que @ também ¢é raiz de p(x)e que @ #a . Assim, (x —a).(x—a) divide p(x)em
c[x].
p(x)= (x4a).(x-5).q(x); g(x)eC[x]
p(x)=(x-(a+bi)).(x—(a-bi)).q(x);
p(x)= (x2 -2ax+d +b2).q(x).
Como p(x) e (x2 —2ax+a’+b’ ) estdo em R[x], o algoritmo de Euclides em R[x]garante
a existéncia de g, (x),r, (x) e R[x] tais que p(x)= (x2 ~2.ax+a’ +b’ ).ql (x)+7(x), com
% (x)=00u 8(r(x))<2.

Por outro lado, ¢g(x) e r(x)eC[x], entdo temos C[x]as igualdades
p(x)= (x2 —2ax+a* +b ).q(x)+0

p(x)=(x"-2.ax+a" +b").q,(x)+r(x). Pela unicidade do quociente e do resto,
obtidos pelo algoritmo de Euclides para polindmios em C[x], vem g(x) =g, (). Segue que
g(x)eR|[x], pois ¢,(x) e R]x].
Como p(x)= (x2 —2ax+a* +b ).q (x)e p(x)é irredutivel em R[x], devemos ter
¢(x) constante néo nulo.
Seja g(x)=ceR. Entio p(x)=cx’-2acx+c(a’+b*). Logo, 8(p(x))=2, e o
descriminante é:

A=4a’c’ -4 (a +b)

A=—4.c"b* <0 pois b, c#0.
(ii) = (ii) Se 8(p(x))=1, entdo p(x)é irredutivel em R[x], pela Proposi¢do 5.2.1.

Se o( p(x))=2¢ p(x)tem discriminante negativo, entdo p(x)nfo tem raizem R. Segue da

Proposigéo 5.2.1.(b), que p(x)¢ irredutivel em R[x].

Exemplo 5.3.2 Em R[x],
. p(x) =7 ndio é redutivel nem irredutivel.

. p(x)=3x+In19¢ irredutivel.
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. p(x)=5x" - 7x+3¢ irredutivel, pois A=49-60<0

p(x)=3x" +19x" —/5.° +2.x+46 redutivel.

5.4 Polindmios Irredutiveis em Q[x] e Z[x].

Proposi¢io 5.4.1

a) Sejam D um dominio, p(x)e D[x]e 8(p(x))>1. Se p(x)tem raiz em Dentdo p(x)é
redutivel em D]x].

b) Sejam K um corpo, p(x)e K [x]e 8(p(x))=20u 8(p(x))=3. Entdo:

p(x)tem raiz em K < p(x) é redutivel em K[x].

Demonstragio: (a) Seja o € Duma raiz de p(x). Segue que p(x)=(x-a).g(x), com
(x-a), q(x)e Dlx].

Como 8(p(x))>1, temos que &.(x-a)=le 8(q(x))21. Assim, x—a e g(x)sdo
polindmios ndo inversiveis de D[x].

Logo, p(x)é redutivel em D]x].

(b) (=) Segue do item (a).

(<) Desde que p(x)seja redutivel em K|[x], existem f(x), g(x)eK[x],f(x)e g(x)ndo
inversiveis, tais que p(x)= f(x).g(x).

Como p(x)tem grau 2 ou 3 e f(x)e g(x)ndo sdo constantes, vem &(f(x))=1e
6( g(x)) =1. Sem perda de generalidade admitimos que 6( f (x)) =1, e escrevemos
f(x)=ax+b,a=0.

Assim, p(x)=(a.x+b).g(x).Portanto, ~a™' b K éraizde p(x).

Proposigio 5.4.2 Sejam p(x)e Q[x] e d € Q". Sdo equivalentes:

i) p(x)é irredutivel em Q[x].

ii) dp(x)é irredutivel em Q[x].

Demonstracido: (i) = (ii)) Como p(x)é irredutivel, temos que p(x)é nio nulo e ndo

inversivel. Em particular, p(x)nfio é polinémio constante. E claro que dp(x)#0, pois
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d#0,p(x)=0 e Q[x]¢é dominio. Além disso, dp(x)néo ¢ inversivel, pois ndo ¢ polindmio
~ constante.

Suponha f(x),g(x)eQ[x] tais que dp(x)=f(x).g(x). Multiplicando por d', temos
p(x)=(d"f (x))2(x)-

Por hipétese, p(x)¢ irredutivel, e entdo d™'.f (x)ou g(x)é¢ inversivel. Segue que f(x) ou
g(x)é inversivel, e, portanto, dp(x)¢ irredutivel.

(i) = (i) Ja provamos que multipliéar polindmios irredutiveis por constante ndo nula resulta
em polindmio irredutivel. Por hipotese, dp(x) é irredutivel, e ento, multiplicando por d™,
concluimos que p(x) ¢ irredutivel.

Exemplo 5.4.3
5 1 1 2
p(x) =—§.x4 +x° +—?:.x2 toxtTe Q[x].
Tome d = mmc(2,3,6)=6.
p(x)é irredutivel em Q[x] se e somente se,
6.p(x)=10.x" + 6.5 +3.x* +x+4e Z[x] & irredutivel em Q[x].
Observagiio 5.4.4 A proposigio anterior diz para estudar a irredutibilidade em Q[x], basta
estudar a irredutibilidade de p(x)e Z[x] em Q[x].
Definigio 5.4.5 O polindmio p(x)=a,+a.x+...,a,x" € Z[x] ¢ primitivo quando
mdc =(a,,a,,...a,)=1.
Exemplos 5.4.6
. p(x)=5.x"-20.x* +10 ndo ¢ primitivo, pois p(x)= 5.(x5 -4 +2) .
. p(x)=5x"~20.x" +3.x+10¢ primitivo.
Proposicio 5.4.7 Lema de Gauss

Seja p(x)eZ[x],0(p(x))21.Se p(x)é irredutivel em Z[x], entdo p(x) ¢ irredutivel em
Ql[x].

Demonstragdo: Ji vimos na proposigio 5.4.7. que todo polindmio de grau 1 em Q[x] é
irredutivel em Q[x]. Assim, podemos assumir que &(p (x))>1.

Segue que p(x)ndo & nulo ¢ ndo inversivel em Q[x].
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Supondo que p(x)ndo ¢ irredutivel em Q[x], vem que p(x)¢ redutivel em Q[x]. Entdo
existem f(x),g(x)eQ[x], polindmios ndo inversiveis, tais que p(x)=f(x).g(x). Note
que 6(f(x))21 € 6(g(x))21 .

Usando a propriedade do grau de polindmios, temos 1< 6( f (x)),a( g(x)) < 6( p(x)) .
Também existem a,BeZ’, tais que a.f(x)=f,(x)eZ[x] ¢ Bg(x)=g (x)eZ[x]. E

claro que 6( £ (x)) =6( f (x)) e (’3(g1 (x)) =6( g (x)) Assim,
1<8( f,(x)).8(g,(x))<8(p(x))- Para m=a.pel, podemos escrever
mp(3)= () (3):
Note que m # +1. De fato, se m # *1, a igualdade acima diz que p(x)é redutivel em Z[x].
Isso contradiz nossa hipotese.
Sejam f,(x)=a,+a,x+..+a,x" €Z[x],a, #0;

g (x)=b,+bx+..+b.x" € Z]x],b, #0;
Entdo r+s=23(p(x)).
Como m e Z,m#0,+1, existe um numero primo g que divide .
Afirmacdo: g\a,Vie{0,1,...,rjou g\b,Vje{0,1,.,s}.
Vamos provar esta afirmagéo por redugéo ao absurdo.
Suponha que a afirmagfio ndo seja verdadeira, isto &, existe i e {0,1,..., r} tal que ¢ )( a, e existe
je{0l..s} tal que gXb,. Podemos considerari e jos menores possiveis com tal
propriedade.
Sabemos que gdivide mem Z assim, qdivide mp(x)em Z[x], e entio g divide
fi(x)g (x) em Z[x]. Segue que ¢ divide em Zo coeficiente de x"/do polinémio
£(x) & (x). De outra forma:

q\a,b, +ab

i+j i+ j—1

+..+ta_b,  +ab+a, b  +.+a, b,

i+j i+1 i+j

Pela escolhade ie j, sabemos que g\a, b, ,....q\a,_b,,,,pois g\ay,...q\a,;;

gq\a,b,_,...q\a, b, ,pois g\b,_,,....q\b,.

i+ j i+ j

Concluimos que g\a,.b,, € desde que gsejaprimo, g\a, € g\b,.
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Este absurdo prova a afirmagfo verdadeira, vamos admitir sem perda de generalidade que
g\a,Vie{0,1,..,r}. Isto garante que gdivide f,(x)em Z[x], isto é, existe f,(x)eZ[x] tal
que f,(x)=q.£,(x).

Escrevendo m = g.m, com m, € Z, temos:

m.p(x) = £(x)-&(x)

q.m,.p(x)=4q.1,(x).8(x)

mp()= () & (%)

Novamente m, #0,%1e¢ entdio m, tem um divisor primo.

Seguindo o processo, que & finito, pois o numero de fatores primos de m é finito, obtemos
p(x)=1"(x)-g" (x),com f*(x),g" (x) e Z[x].

Mas 3(f (x))=0(£(x))=1 e 8(g'(x))=0(g(x))21, logo f'(x) ¢ g'(x) sao
inversiveis em Z[x].

Isto contradiz a irredutibilidade de p(x)em Z[x]. Portanto p(x) deve ser irredutivel em

Q[x] .

O exemplo abaixo mostra que nfo vale a reciproca do Lema de Gauss.

Exemplo 5.4.8

p(x)=2x+2eZ]x]cQ[x]

p(x) é irredutivel em Q[x]

p(x)é redutivel em Z[x], pois p(x)=2.(x+1)

Proposi¢io 5.4.9 Seja p(x) e Z[x] tal que 8(p(x))21 e p(x) primitivo. Sdo equivalentes:
i) p(x)é irredutivel em Z[x].

ii) p(x)é irredutivel em Q[x].

Demonstragio: (i) = (i) E o Lema de Gauss.

(ii) = (i) E claro que p(x)eZ[x] /U(Z), pois 8(p(x))21.

Sejam f(x),g(x)e Z[x], tais que p(x)=f(x)-g(x)-
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Como f(x),g(x)eQ[x] e p(x)=f(x).g(x)¢ irredutivel em Q[x], devemos ter f(x)ou
g(x) inversiveis em Q[x]. Logo, f(x)ou g(x)é polinémio constante.

Assuma f(x)=aeZ.De p(x)=f(x).g(x), vem que p(x)=a.g(x).

Assim, a divide todos os coeficientes de p(x), mas p(x)é primitivo, ¢ entdo a =+1. Segue
que f(x)=a=+1¢ inversivel em Z[x].

Portanto, p(x)é irredutivel em Z[x].

5.5 Critérios de Irredutibilidade de Eisenstein

Seja p(x)=a, +a.x+..+a,x" € Z[x].

Se existir um nimero primo ptal que p\ay,p\a,...p\a,,pXa, € p*Xa,, entdo p(x)é
irredutivel em Q[x]. |

A demonstragio do critério de irredutibilidade de Eisenstein pode ser encontrado em ([3],

Teorema 6, pg 83).
Exemplos 5.5.1

. p(x) =—;—.x6 +2.x+1

g(x)=7.p(x)=x°+14x+7
Usando Eisenstein com p=7, temos g(x)é irredutivel em Q[x]. Logo, p(x)¢ irredutivel
em Q[x].
. p(x)=2x"+3x° +3e Z[x].
Usando Eisenstein com p =3, vemos que p(x)é irredutivel em Q[x].
p(x)é primitivo = p(x) ¢ irredutivel em Z|[x].
. p(x)=10x"+6.x° +6
p=3, p(x)é irredutivel em Q[x].
p(x)é redutivel em Z[x], pois

p(x)= 2.(5.x11 +3x° +3) .
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5.6 Construgio de Corpos com p" Elementos
Na demonstra¢do do proximo teorema usamos o fato seguinte: “Se K € corpo entéo

todo ideal de K [x] é da forma f(x).K[x], para algum f(x)e K[x]. A demonstrago desse

fato pode ser vista em ([3], pg 72, teorema 2).

Teorema 5.6.1 Sejam K um corpo e p(x)e K[x].

Entfo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

a) p(x)éirredutivel sobre K .
b) J = K[x].p(x)é um ideal maximal em K[x].

c) %x]éumcorpo, onde J = K[x].p(x).

Demonstracio: (a) < (b)

(=>) Suponhamos p(x)eK|[x], p(x)irredutivel  sobre K, e seja
J=K[x]p(x)= { g(x).p(x):g(x)eK [x]} . Como grau p(x)=1 temos imediatamente que
J=K|[x].

Se I=K|[x].h(x)é um ideal de K|x]tal que I>.Jvamos provar que [ =Jou I=K][x].
Assim, p(x)eK[x]p(x)c K[x]h(x)nos diz que, p(x)=g(x).h(x)para algum
g(x)eK[x]. Como p(x)¢é irredutivel temos que g(x)=ae K~-{0}constante ou
h(x)=be K —{0} constante. Se g(x)=a#Oconstante temos que h(x)=a".p(x) e,
portanto I = K[x]h(x)c K[x].p(x)=J eistonosdd I=J.

Se h(x)# b= 0 constante temos I = K [x]h(x) = K [x] isto termina a implicagdo (a) =>(b).
(<)Seja J =K[x].p(x)um ideal maximal em K[x]. AssimJ# K[x]nos diz que
8.p(x)=1. Suponhamos g(x),h(x)eK[x] e p(x)=g(x)h(x). Assim segue
imediatamente que J < I = K [x].h(x) e como J é maximal temos que J =7 ou I = K[x]. Se
J =Isegue queh(x)eJ =K|[x].p(x)isto nos diz que p(x)=g(x).f(x).p(x). Como
p(x)#0 e K[x]é um dominio de integridade teremos 1= g(x).f(x), isto &, g(x)eK[x] é
um polindmio invisivel em K[x]. Portanto tenios imediatamente que g(x)=a#0 ¢ um

polindmio constante.
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Se I = K [x]segue imediatamente que k(x) =5+ 0 constante ou seja p(x)é irredutivel sobre

K.
(b) < (c) € conseqiiéncia do Teorema 3.1.17 (b) , ]
4
1

Exemplo 5.6.2 Vamos provar que se A=R[x]e /= A.(x2 +1) , entdo — = C. De fato, como

(x2 + 1) é um polindmio irredutivel em R [x]segue que L= ? é um corpo.
Se p(x)e 4 entlo pelo alg,;oritmo da divisdo existem polindmios g(x),r(x)e 4 tais que:
p(x)= q(x)(x2 +1)+r(x), onde r(x)=bx+a, a,beR.
Passando a barra (congruéncia médulo T) e tendo em vista que(x* +1)=0 temos:
;(_;c_j = W+r_()_c_) —bx+a=bx+a. Assim, L= {Z.;+Z;E,Z € ]R} .
“:R-oR

Observe que se denotarmos R= {Z;a € R} entfio a fungdo barra — preserva soma e
a—a

produto e de fato é isomorfismo, ou seja, R=R.

Agora, como em L, x satisfaz a equagio z’ +1=0, pois z° +l=22+1= (_)podemos construir
um isomorfismo « € C sobre L como segue:

9:Co L.

a+bi—>a+bx
a->x
a—>a
Portanto C= L.
Exemplo 5.6.3 Scja 4=Q[x] e I= A.(x2 - p) onde pé um numero primo positivo. E de

facil verificagdo que K = {a + b.\/; ;a,be Q} ¢ um subcorpo de R contendo Qe \/; .
Vamos mostrar nesse exemplo que %z K.

De fato, seja L =§={ p(x);p(x)e A} , onde a barra é relativa a congruéncia médulo L

Como +/p ¢Q sabemos que x’—pé polindmio irredutivel emQ[x] e, portanto L ¢ um

corpo.
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Se p(x)edentio pelo algoritmo de divisdo existe g¢(x),7(x)em Q[x]tais que:
r(x)= q(x).(x2 —p)+ r(x),onde r(x)=bx+a, a,beR.

Como no exemplo anterior segue imediatamente que
P—(’_CS = W+r_(;c—) =bx+a=bx+a e, portanto L= {5.;+5;5,5 € ]R} . De modo
inteiramente andlogo ao exemplo anterior chegamos que a fungéo barra: i Q- @ é um

isomorfismo, ou seja, Q=@={E;a eQ}e também x satisfaz em L a equacgdo

2> — p=0pois ?—; =x*—p=0. Assim podemos construir um isomorfismo
@: K — L como segue:

p:K—>L

a+b.[p>a+bx

a—>a

x->4p

5.7 Exemplos de Polinémios Irredutiveis em Z
Exemplo 5.7.1 p(x)=x"+x+1eZ[x]¢é iredutivel em Z; e I=p(x).Z[x] ¢ ideal

maximal. Logo, @ é corpo.

3 . Zs[x]
Exemplo 5.7.2 p(x)=x* -3 eZ,|x]é irredutivel em Z,. Logo, —>—— ¢ corpo.
( ) 5[ ] 5 p(x).Zs[x]

Z,[x]

Exemplo 5.7.3 p(x)=x’ +1eZ,[x]é irredutivel em Z . Logo,
( ) 7[ ] 7 p(x).Z7[x]

¢ corpo.

Exemplo 5.7.4 p(x)=x"+x+1eZ,[x] é redutivel em Z, . Pois p(x)= (x +§)2 é sua forma
reduzida.

O préximo teorema é uma ferramenta para construir corpos com p” elementos, para
p=primoe neN.

Teorema 5.7.5 Sejam p um nimero primo e p(x)eZ ,[x] um polinémio irredutivel em

= ZP [x] A n
Z ,e de grau n. Se J = p(x).Z ,[x], entdo —~= & corpo com exatamente p" elementos.
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Demonstragio: Como p(x)e irredutivel em Z [x] segue o teorema 5.6.1 que

ZP [x] n
corpo. Resta provar que T tem p” elementos.

Seja  f(x)eZ,[x] aplicando o algoritmo de Euclides podemos escrever
f(x)= p(x)g(x)+r(x), r(x)=a,+a.x +..ta,  x"" €, [x] e f(x)eZ, [x] .
Z,[x]

Segue que = temos f(x)= ;(;5 Isso mostra que

Z,[x]

J

cT= {@;r(x) =a,+ax+..+a,x"" €L, [x]} :

Ainclusdo T

Z”J[x] é obvia. Portanto, Z”T[x] =T.
Agora vamos mostrar que T tem exatamente p" elementos. Para isso basta verificar que se
r(x)=a,+a.x+..+a,_x"", s(x)=b,+bx+..+b,_.x"" €Z [x]entio -’m # s_(;cj
Supondo que r(x)=s(x)vem que r(x)—s(x)eJ, isto & r(x)-s(x)=p(x).f(x). Note
que r(x)-s(x)# 0e, portanto o grau de r(x)—s(x)esta definido. Assim:

P(3). (%) =r(x)-5(x)= 0(p(x).f (x)) = 0(r (x)-5(x)) <
= o(p(x)+3(7 (v)) <n
= n+9(f(x))<n. Absurdo.

Agora para ilustrar 0 Teorema 5.7.5 com um exemplo.

Exemplo 5.7.6 Como p(x)=x’+x*+x+2eZ,[x]é irredutivel em Z;, segue do Teorema

Z
5.7.5 que —3[x—]——— é corpo com 27 elementos. De acordo com a demonstragio do

p(x).Z,[x]

Teorema 5.7.5, estes elementos sdo:

0 r(x)=x r(x)= 2x°
r4(x)=i r(x)=1+x ro(x)=1+2x
B e 5

r(x)=2+x  r(x)=2+2x
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ro(x)=x n(x)=x+x r,(x)=x+2x
rs(x)=1+x R (x)=l+x+x’ rs(x)=1+x+2x
re(x)=2+x £ (x)=2+x+x"  re(x)=2+x+2x°

1e () =2x 7o (¥) =23+ % 1y (x)=2x+2x

1y (x) =1+2: 1 (x)=1+2x+x" 1 (x) =1+2x+2.x

x

no(¥)=2+2x  ng(x)=2+2x+x"  ry(x)=2+2x+2x"
Exemplo 5.7.7 Tome p(x)=x"+x +1 que ¢ irredutivel em Z,, entdo I=p(x).Z,[x] ¢
ideal maximal de Z, [x].

Como p(x)=x’+x+leZ,[x]é imedutivel em Z,, segue do Teorema 5.7.5 que

————ZZA ¢ corpo com 4 elementos. De acordo com a demonstragdo do Teorema 5.7.5,
p(x)Z,[x]
estes elementos sdo:

(=0  nE=x
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Mediante aos estudos aqui demonstrados, tivemos um grande avango em nossa
carreira docente. Este trabalho veio a engrandecer nossa gama de saberes. Nele pudemos
constatar as diversas caracteristicas inerentes aos anéis de polindmios, especificamente ao
estudo de seus quocientes.

Com esse estudo conseguimos generalizar ainda mais do que foi oferecido no curso de
algebra, como uma proposta pos-moderna destinada a estudante de nivel de pés-graduacdo ja
com uma base de nivel superior na disciplina. Esse € o grande marco da nossa aprendizagem

em quocientes de anéis de polindmios.
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