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Resumo

Neste trabalho serao apresentados dois modelos matemdticos aplicados 3 aqiiicul-
tura. O primeiro de tipo unidimensional descreverd a relagdo do peso e o compri-
mento de uma dada espécie de peixe, fazendo uso do modelo de Von Bertalanffy. O
segundo, de tipo bidimensional, descreverd a interagdo mutualistica entre espécies
na aquicultura. Ambos serdo acompanhados de simulagoes para a descricio dos

modelos no tempo.

Palavras-chave: Modelagem matemética, equagoes diferenciais ordindrias,

dinamica populacional, mutualismo.
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Introducao

A Biomatemadtica é uma érea da Matemédtica Aplicada que usando a Modelagem
Matematica e teoria das Equagoes Diferenciais (ordindrias e parciais) ddo uma boa
descricdo quantitativa e qualitativa de problemas vindos da aqiiicultura, biologia,
ecologia, agricultura, medicina, etc. Neste trabalho nfo pretendemos aprofundar
os conceitos da Modelagem Matemadtica nem os da teoria das Equacoes Diferencias
Ordindrias que por si s6s j4 possuem vérios tratados encontrados na literatura es-
pecializada. O nosso intuito serd colocar como essas ferramentas podem ser tteis
para descrever quantitativamente alguns problemas da agiiicultura que serdo aqui
tratados.

A demanda pelo consumo de peixes e outras espécies aquaticas é cada vez maior,
e a pesca extrativa nao consegue cobrir esta demanda, é assim que a aqiiicultura
comega a ser uma importante forma de produgido de espécies aquéticas. E, na me-
dida em que os anos passam, a modelagem matemética tem cada vez papeis mais
importantes nos diferentes processos envolvidos no cultivo de espécies agiiiferas. A
Tildpia é a espécie mais cultivada no Brasil, e a sua subespécie Tildpia do Nilo* é a
mais utilizada para o cultivo por apresentar o melhor desempenho, mais especifica-
mente a linhagem Chitralada.

Os modelos mateméticos desenvolvidos na aqiiicultura sio de vérios tipos, desde
modelos simples com formulagoes que podem ser resolvidas analiticamente, até os

mais complexos cujas formulagoes sé conseguem ser resolvidas através de cdlculos

*QOreochromis niloticus
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numeéricos e iteragoes computacionais.

Neste trabalho serdo apresentados dois modelos voltados & aqiiicultura. O primeiro,
de tipo unidimensional, descreverd o crescimento em peso e comprimento de uma
dada espécie de peixe. E, o segundo, de tipo bidimensional, descreverd a interagéo
mutualistica entre duas espécies. Ambos serdo acompanhados de simulagbes para
uma melhor visualizaggo dos fenémenos estudados.

No Capitulo 1, as preliminares do trabalho apresentam as justificativas tedricas
para a utilizacdo dos modelos de Bertalanffy e de Roughgardem. Também veremos
algumas caracteristicas importantes dos modelos matemdticos em geral, e explicare-
mos o porqué da importincia da Modelagem Matemaética na agiiicultura. Logo, a
motivagao para a elaboragao do trabalho serd exposta, assim como uma descrigio
da modelagem de dindmicas mutualisticas.

O Capitulo 2, introduz o modelo unidimensional de Bertalanfy, que se argu-
menta em parte no Principio da Alometria. A solugao deste modelo proporciona
as equagoes que descrevem os crescimentos em peso e comprimento do peixe. Os
métodos de Ford-Walford e dos Minimos Quadrados foram empregados para achar os
parametros das equagoes de Bertalanffy, assim como para obter uma expressao que
descreva o peso em fungdo do crescimento do peixe. Pésteriormente, apresentare-
mos as simulagoes destas equagdes de crescimento utilizando valores experimentais
da Tildpia do Nilo com ajuda software matematico Matlab (©.

O Capitulo 3, apresenta os modelos bidimensionais de Joan Roughgardem para
interagoes mutualisticas. Para uma melhor compreensiao dos modelos apresentados
por Roughgardem é abordado introdutoriamente o modelo de Lotka-Volterra para
Competicdo. Posteriormente sao introduzidas as formulagdes matematicas respecti-
vas, argumentando-se em caracteristicas inerentes a cada caso de mutualismo, logo
isto, analises dos equilibrios de coexisténcia séo realizados com ajuda do Matlab (©),

assim como simulagoes de exemplos numéricos para. cada caso de mutualismo.
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No Capitulo 4 as conclusdes do trabalho sdo emitidas, nelas se pondera a im-
portancia das andlises de equilibrio dos sistemas de equagoes apresentados, assim
como dos valores experimentais e das simulagdes, isto para uma descrigdo correta
dos fendmenos biolégicos. A proposta de continuidade do trabalho é baseada nas
conclusoes.

Para. finalizar, trés apéndices sio apresentados: O Apéndice A contém os cédigos
computacionais utilizados tanto na analise dos equilibrios de coexisténcia dos mod-
elos de Roughgardem como nas simulagoes dos mesmos. O Apéndice B aborda
brevemente algumas defini¢des de Equagdes Diferenciais, e o Apéndice C apresenta
0s critérios matemé,tico.s usados nas analises de estabilidade dos modelos de Rough-

gardem.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modelagem Matemaitica

A Modelagem Matemitica consiste na arte de transformar problemas da rea-
lidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solucdes na. lin-
guagem do mundo real. O tratamento destes problemas pressupde multidisciplinari-

dade, e é por isso que a modelagem vai ao encontro de diversas ireas de pesquisa.[1]

Os modelos matemdticos podem ser:

Deterministicos, se caracteriza pelo uso de informacdes precisas na
construgéo do modelo, o que proporcionars resultados precisos; ou Prob-
abilislicos, possuim esta denominagao por trabalhar com conceitos prove-

nientes da 4drea de probabilidade e estatistica.

FEstdticos, ha uma correspondéncia biunivoca entre as variaveis da

formulagao e as varidveis fisicas do sistema caracterizado, estas utilizam
4
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geralmente conceitos ligados & drea de geometria onde a variavel tempo
nao tem interesse (sdo atemporais) e neste tipo de formulagio a pre-
visao do fendmeno fora do intervalo estudado é garantida; ou Dindamicos,
o tempo é geralmente a sua variavel independente, sdo expressos por
equacoes diferenciais e pretendem que a sua relagdo funcional possa
fazer boas previstes do comportamento do fenémeno fora do intervalo

pesquisado.

Mesoscdpicos, ha uma preocupagao explicita de relacionar as tendéncias
gerais seguidas pelo modelo com fatores localizados; ou Macroscdpicos,
em que o objetivo é descrever de forma geral a tendéncia do fendmeno, e

muitas vezes funcionam como uma suavizagio de modelos mesoscépicos.|1]

Um dos métodos mais utilizados para a estimagao de parametros ou ajuste de
curvas € o método dos Quadrados Minimos ou Minimos Quadrados, e através deste
método é possivel fazer ajustes lineares e nao-lineares.

Na Modelagem Matemadtica, quantidades que influenciam num processo dindmico
sao denominadas Varidveis, ou Parametros e algumas vezes Constantes - nio existe

diferenga precisa entre estes termos - a distingio é apenas convencional:

Variaveis, sao grandezas que se modificam durante o processo;
Parametros, sio medidas auxiliares e podem ou néo mudar durante o processo;

Constantes, sdao quantidades que nao variam e tém seus valores fixados a priori.

Dependendo do fenémeno estudado as varidveis podem ser continuas ou discretas.
A modelagem matematica de fendmenos nio mateméticos tem como caracteristica
essencial a evolugdo do sistema, e é ali que entra o conceito de taza de variagdo.

Este conceito se aplica a variacoes de crescimentos, mortalidades, densidades, ete.[1]
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1.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

As equagoes diferenciais sdo adequadas quando as situagtes modeladas envolvem
varidvets continuas evoluindo em relacdo a outras varidveis continuas. As relagdes
existentes entre estas varidveis sdo definidas através de hipdteses formuladas refer-
entes as taxas de variagao instantanea. (1]

Se o modelo matematico é uma equagao diferencial, nem sempre podemos obter
informagoes ou projegoes da realidade modelada através da solugao explicita desta
equagdo, isto acontece porque sé algumas equagdes diferenciais tém solugéo na
forma de uma fungao analiticamente explicita. Modelos simples, formulados através
de equagoes diferenciais lineares auténomas, conseguem obter solugoes explicitas,
porém estes s6 descrevem um esbogo da situagio estudada. Sendo assim, quanto
melhor um modelo matematico conseguir descrever uma situaciao, mais complexo
este serd. ' .

A principal estratégia de resolucdo analitica de uma equacao diferencial nio-
linear é a mudanga de varidveis, o objetivo desta mudanga é transformar a equacao
diferencial nao-linear numa equagdo diferencial linear para assim resolvé-la como
tal. Sem o uso desta estratégia a resolucdo de equagoes diferenciais nao-lineares
(com excegao de alguns casos) sé poderia ser obtida através de métodos numéricos
computacionais. Por esse motivo o estudo dos métodos de resolugao de equacdes
diferenciais lineares séb importantes.

Uma questdo fundamental na modelagem matemdtica de processos evolutivos
¢ a analogia na utilizagdo dos modelos, a sua importancia como instrumento de
transferéncia de conhecimentos é marcante em qualquer situacao.

Isto implica que uma mesma equagao diferencial pode servir para modelar situagoes
distintas, mas que sao fenotipicas em relagao & suas manifestacdes variacionais. As-

sim, o fato de um modelo matematico ser aplicivel a diferentes situagdes ocasiona
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constantes variages evolutivas do modelo em termos mateméticos.|1]

A ordem de uma equagao diferencial é estabelecida pela maior ordem das derivadas

que aparecem em sua formulagao.(1]

1.3 Modelos Matematicos na Agqiiicultura

A aplicagao de modelos matemadticos na Biologia vem sendo cada vez mais 1til no
estudo de fenémenos bioldgicos diversos. No entanto, uma formulacio matemética
somente se torna um modelo quando as varidveis inter-relacionadas tém significados
préprios provenientes da situagao modelada.[1]

Devido & demanda no consumo de peixes, que vai se incrementando a cada
ano, o planejamento da atividade pesqueira torna-se uma eficiente alternativa para
uma boa produgio pesqueira. E é no planejamento que os modelos matemdticos
contribuem, ja seja no manejo de estoques pesqueiros, na redugio de descarte, no
consumo de espécies ndo consumidas usualmente, na intensificagdo da aqiiicultura,
no estudo de interagdes biolégicas no ecossistema, etc. Com modelos de crescimento
alométrico, por exemplo, podem se obter taxas de crescimento, taxas de ganho e
graus de maturidade em qualquer estigio de desenvolvimento do animal, que sdo
fatores importantes na avaliagao de desempenho produtivo e econdmico da criacio
(ALVES, 1986).

A complexidade dos problemas apresentados demanda estudos com modelos
que integrem os componentes biolégicos, fisicos, ambientais e até sécio-econdmicos.
Além disso, as simulagoes dos modelos sdo um excelente método para avaliar e re-
finar técnicas de manejo em muitos sistemas de produgao, assim como os impactos
economicos e ecoldgicos deste tipo de produgio.

A modelagem matemética é uma ferramenta importante para aumentar racional-

mente a produgdo de pescados, no entanto, encontram-se obstaculos na previsao de
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respostas biolégicas as variagoes fisicas do meio ambiente.

Diferentemente da pesca extrativa, na Agqiicultura hd maior controle dos fa-
tores‘que intervém na produgdo pesqueira, assim as varia’weis que traduzem estes
fatores conseguem ser mais precisas, o que implica no desenvolvimento de mode-
los matemadticos também mais precisos. Atualmente, existe o desafio de introduzir
varidveis sécio-economicas, as quais sdo aparentemente subjetivas, mas que apds
uma coleta de dados viram nimeros a serem utilizados nos modelos, isto porque os

viveiros onde os peixes sao cultivados sao sistemas complexos, onde fatores biéticos

(algas, etc.) e abidticos (vento, etc.) estdo em constante interacio.[8]

1.4 Motivacao do trabalho

Uma variedade de curvas de crescimento tem sido desenvolvida a fim de modelar
a dindmica populacional de espécies, tanto isoladas quanto em interacio. A maioria
destes modelos preditivos sdo variagdes da equagdo clissica de crescimento logistico
de Verhulst.

A Modelagem Matemdtica da dindmica populacional de uma determinada espécie
descreve as diferentes variagbes no tamanho populacional dessa espécie. Nessa des-
cricao, as variaveis, paradmetros e constantes caracterizarﬁ os fenémenos bidticos e
abiéticos que afetam o tamanho populacional dessa espécie.

A Engenharia da Aqiiicultura atua no meio ambiente e fornece projetos e no-
vas técnicas de produgao que explorem de forma sustentivel os produtos aquéticos,
nesta 4rea modelos de dinamicas populacionais sdo importantes para compreen-
der o que ocorre nos ecossistemas em equilibrio, além de se constituir numa fer-
ramenta importante para o aprimoramento das formas de cultivo, principalmente
nos modelos de avaliagdo de estoques pesqueiros, cujo objetivo principal é o de

fornecer recomendagées para a exploragio étima. dos recursos aqudticos vivos, que
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sdo renoviveis, mas limitados [16].
Este trabalho foi elaborado com o objetivo de ser uma introdugao ao estudo de
modelos mateméticos n-dimensionais de dindmicas populacionais na agiiicultura, e

visa contribuir com o aprimoramento e planejamento desta atividade.

1.4.1 A Tilépia do Nilo

O modelo de Bertalanffy foi utilizado porque além de ser um modelo simples, tem
uma qualidade elevada de ajuste, além de estimativas condizentes com a realidade
quando comparado a outros modelos. A sua formulago béasica “O crescimento do
peso do peixe é proporcional & area da sua superficie externa (anabolismo) e o
decaimento é proporcional & energia consumida (catabolismo)”pode ser aplicada ao
crescimento de outras espécies.

O modelo de Bertalanfly é importante no estudo do crescimento alométrico de

seres vivos, e talvez um dos mais utilizados. 3]

1.4.2 Modelos de dinamica mutualistica

Nas 1ltimas décadas, ds modelos matemdticos para interacoes entre espécies se
centraram bastante nas interacdes de predagio, competicio e parasitismo, deixando
de lado outros tipos de interagoes como o mutualismo.

Recentemente, os pesquisadores comegaram a aprofundar estudos na dinamica
mutualistica, na qual existe um beneficio mituo entre as espécies que interagem
0 mesmo que provoca um ganho na melhoria da sua aptidao biolégica. Talvez o
mais notavel exemplo deste tipo de interagdo seja o da entomofilia ou polinizagao
inseto-planta.

As relagdes mutualisticas jogam um papel fundamental na ecologia e biologia
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evolutiva. Um exemplo disto é a relagdo micorriza* que é essencial para o 70% das
plantas terrestres. Outro papel importante do mutualismo estd no incremento da
biodiversidade. Isto pode ser visualizado na polinizagao entre insetos e angiosper-
mas'. Devido a que estas tltimas possuem elasticidade morfolégica e capacidade
de adaptagao a diferentes agentes polinizadores, existe uma co-evolugao e com isto
uma, grande proliferacao de ambos os tipos de organismos. [7]

Alguns exemplos empiricos de interagdes mutualisticas em espécies aquaticas
foram extraidos de [17] e seguem a continuagao.

Em muitos dos recifes de coral no mar Indo-Pacifico, gobies e camaroes vivem
juntos em tocas construidas pelos camardes. E, & medida que o camarao constréi a
toca escavando, vai desenterrando microcrusticeos que irao servir de alimento para
os gobies. Assim, os camardes dessa regiao proporcionam habitat e alimento aos
gobies. Em troca desses beneficios, os gobies advertem ao camardo da presenca de
predadores através de movimentos de cauda ripida. Se os gobies ndo fizerem isto,
0s camaroes nao continuariam escavando, assim como nio teriam possibilidade de
sair da toca. Por conseguinte, o crescimento dos camardes e presumivelmente a sua
reproducao, dependem da presenca de gobies. E ao mesmo tempo, a quantidade
de habitat disponivel para os gobies assim como a sua taxa de mortalidade sio
favorecidas pela presenca dos camardes.

Muitas anémonas, hidrédides, e esponjas que se estabelecem em caranguejos er-
mitaos, e vieiras, respectivamente, se beneficiam dessa associa¢io com a aquisicao
de mobilidade para fugir de predadores ou condi¢des ambientais adversas. J4 os

/
hospedeiros invertebrados méveis se beneficiam pelas picadas que os epibiontes dao

A micorriza é uma. associagso mutualistica das raizes vegetais superiores com fungos. A planta
suxilia na transferéncia dos nutrientes do solo & planta e o fungo é abastecido por esta com carbono
orgéinico.

tAs angiospermas representam o grupo de maior diversidade entre as plantas terrestres. Nelas, o
surgimento de flores coincidiu com o surgimento de animais polinizadores, e a estrutura reprodutiva
destas plantas foi selecionada de forma a atrair estes animais, surgindo entdo uma mirfade de
formas, tamanhos, cores, aromas e texturas, cada uma de acordo com uma estratégia mais ou
menos especifica de atragao de polinizadores.
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em seus predadores, permitindo assim que os hospedeiros escapem.

Em muitos corais, caranguejos e camaroes alfeidos protegem as ramificagoes dos
corais beliscando e mordendo em animais que comem os pélipos do coral. Em
contraparte, além de proporcionar seguranga aos crusticeos, corais que abrigam
caranguejos e camaroes produzem freqiientemente uma mucosa que é consumida
pelos mesmos.

As interagoes mutualisticas podem ser de trés tipos: simbiéticas, nao-simbidticas
e endossimbidticas. A associagio bacteriorriza é um exemplo de mutualismo simbiético.
Nela as bactérias do género rhizobium cedem para as plantas leguminosas compostos
nitrogenados, e as leguminosas por sua vez cedem as bactérias algumas substancias
orgénicas. [2]

A polinizagéo inseto-planta é um exemplo de mutualismo nio-simbiético. E,
através da sua Teoria da Endossimbiése!, Lynn Margulis nos apresenta um exemplo
do que seria um mutualismo endossimbidtico.

A modelagem matemdtica para Mutualismo apresentada neste trabalho foi pro-
posta pela bibloga americana Joan Roughgardem [2], e introduz trés modelos di-
ferentes, um para cada caso de mutualismo. Estes modelos foram formulados em
base ao modelo de Lotka-Volterra para competicio, e levam em conta as carac-
teristicas de cada uma das interacoes mutualisticas.

No caso dos modelos de Roughgardem, os valores experimentais necessérios para
uma simulagao envolvendo interagdes mutualisticas com a espécie Tilspia do Nilo
nao puderam ser coletados devido a dificuldade de coleta deste tipo de informagao,
0 que acaba também ocasionando pouca disponibilidade de publicacdes que con-
tenham os mesmos®. Porém, tanto a simulagdo como a anilise de estabilidade dos
equilibrios de coexisténcia serdo realizas com valores ficticios e com a utilizacdo

do software matemético Matlab (©), além disso, no Apéndice A seriao colocados os

tque seré abordada na secdo 3.1.3
$A validade com dados experimentais serd uma questdo futura a ser colocada em prética como
continuidade deste trabalho.
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cédigos computacionais empregados assim como uma esquematizagio [2] da forma
de como foram construidas tanto a simulagido quanto a andlise. Depois de abordado
o procedimento, posteriormente, com dados experimentais reais a simulacdo poders

ser realizada sem complicagoes.



Capitulo 2

Modelos Unidimensionais na

Aquicultura

2.1 Principio da Alometria

O Principio da Alometria é muito utilizado em biomatematica e estabelece que,
num individuo a rezdo entre os crescimentos especificos (relativos) de seus drgdos é
constante.

- Sejam y(t) e x(t) os “tamanhos”dos érgdos ou partes distintas do corpo de um
individuo, num instante ¢. Entdo o modelo matemético que traduz o Principio da

Alometria é dado por:

& | 2

ou,
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ldy ldz

com z(t),y(t) > 0et > 0. Em que o é a taxa de proporcionalidade do crescimento
relativo, ou coeficiente de alometria.

Como as variaveis z e y sdo dependentes de ¢. Logo, usando a regra da cadeia (ou
dividindo) podemos reescrever a equagao (2.1) na forma de uma equacio auténoma,

isto é

Integrando temos,
[5-1%
y J o

(2.2) Iny=alnz +k.

Sendo k a constante de integragao. Logo, escrevendo & como k = Ina, com a > 0.

E, aplicando propriedades de logaritmos temos,

Iny = In(az®)

que apés aplicar a fungio exponencial em ambos os lados fica como

(2.3) y = az®,
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com a > 0. Assim, a equagéo (2.3) fornece a relagao alométrica entre as varidveis
Tey.
A continuagao, o Principio da Alometria serd utilizado no desenvolvimento do

modelo de Bertalanffy para estabelecer uma relagdo entre o peso e a 4rea do peixe.

2.2 Modelo Matematico de von Bertalanffy

2.2.1 Meétodo Matematico

O bidlogo australiano von Bertalanffy, no ano de 1938, formulou um modelo
matematico para analisar o crescimento em peso de peixes. Seu modelo pode ser con-
siderado uma variagao da curva de crescimento logistico de Verhulst com a finalidade
de acomodar caracteristicas metabélicas baseadas em argumentacdes fisiolégicas. [3]

O modelo de Bertalanfly é um dos modelos mais usados para o estudo do cresci-
mento alométrico de organismos aquaticos, e inclusive serve de base para formulacao
ou melhoramento de outros modelos matemdticos na mesma érea de estudo. £ um
modelo deterministico, formado por uma equacio diferencial ordinéria nao-linear do
tipo Bernoulli. {3]

Este modelo afirma que: O crescimento do peso do peize é proporcional & drea
da sua superficie externa (anabolismo) e o decaimento € proporcional & energia con-
sumida (catabolismo). [1]

Assim, é expresso por

(2.9) = = aA—fp,
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em que:

a € a taxa de anabolismo® ou taxa de sintese de massa por unidade de 4rea do

peixe;
p ¢ o peso do peixe em relagdo ao tempo (unidade de tempo);
B é ataxa de catabolismo ou taxa de diminuigdo de massa por unidade de massa;

A representa a superficie externa do peixe.

Como o peso dos peixes é proporcional ao volume do seu corpo, e o volume é

proporcional ao cubo do seu comprimento, entio

p= klla.

Além disso, como a superficie é proporcional ao quadrado do comprimento

A= kol?,

entao pelo Principio da Alometria,

(MM

(2.5) A = kp3.

Logo, substituindo (2.5) em (2.4) obtemos,

*Se considerarmos as taxas de anabolismo e catabolismo como sendo constantes, entao o nosso
modelo serd do tipo macroscopico, e terd como objetivo principal determinar tendéncias gerais
seguidas pelo fenémeno, sem relacions-las com fatores localizados. Por outra, parte, se consider-
armos que ha periodos em que nos seres vivos as taxas de anabolismo e catabolismo sio maiores
ou menores, consideraremos estas como variando em relagio a0 tempo, teremos entfo um modelo
mais préximo da realidade e com mais variabilidade, logo obteremos um modelo mesoscopico. Os
modelos macroscépicos funcionam como uma suavizagio dos modelos mesoscépicos. 1]



CAPITULO 2. MODELOS UNIDIMENSIONAIS NA AQUICULTURA 17

(26) % = ap? — fp

a equagao diferencial de Bertalanffy.

2.2.2 Equacao de Bertalanffy para o peso do peixe

b

WiN

A equagao diferencial de Bertalanffy (2.6) é uma equagao de Bernoulli com n =
entao serd resolvida como tal. [4]
Para isto, inicialmente realizaremos uma mudanca de variavel. Fazendo z = p»~!,

ou seja z = p3 em (2.6) e logo derivando z = p3 temos,

8

Wl =
]
W

&)§

(2.7) 4z _

1
dt 3
1
€omo 2z = p3,

dz
2.8 hated
(2.8) 5

Il

W™
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é uma equacao diferencial linear de primeira ordem cuja solugao é,

com c é constante de integragao. Assim,

(2.9) o(t) = (%) <1+-§ce—%)

é a solugdo geral da equagdo diferencial (2.6).

Para achar a solucao particular de (2.6), devemos caracterizar alguns parametros
de forma a descrever o fendmeno estudado através da solugdo encontrada. Assu-

mindo que no tempo t = 0 o peso ¢ insignificante, ou seja, p(0) =~ 0. Logo,

-1-(5) (2

assim, a constante de integragao c deverd ser da forma,

(2.10) c=—2.
Substituindo (2.10) em (2.9), temos que

0= (5) (-

e quando ¢ — oo,
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1) po=(3) =Jimp0)

0 peso limite ou peso miximo é dado por (2.11). Assim, fazendo k = £ ¢

substituindo (2.11) em (2.9) obtemos,

(2.12) ' p(t) = poo(l — ™)

a solugdo particular de (2.9) ou equagdo de Bertalanffy para o peso do peize.

Anadlise da Estabilidade

Para algumas espécies o amadurecimento das génadas (que é uma condicio
necessaria para o acasalamento) acontece quando a variacio do crescimento em

peso € maxima, ou seja, quando a fungéo peso p(t) tem a sua maxima, variaggo. Em

termos matematicos, o valor de p(¢t) que maximiza, % ¢ obtido considerando 375’ = 0.

[1]

A primeira derivada da equagdo de Bertalanffy (2.12) é dada por,

(2.13) % = 3kpoo (1 - e‘kt)2 ekt

e a segunda derivada por,

@p

2.14
(2.14) )

= 3k%p,e " (1 - e“kt) (36_kt - 1)
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Logo, os pontos criticos de (2.13) sao,

Analisando os pontos criticos acima e como ¢ € R, concluimos que
50 se t>0
dt

Entao,

(2.15) t =

¢ um ponto de inflexao de p(t). Alem de que ¢ = ¢* é o instante de maior variagio
do peso do peixe, j4 que % atinge seu valor méximo em t = ¢*.

Desta forma, o ponto de inflexdo ¢* é também um ponto de estabilidade no cresci-
mento em peso do peixel

Finalmente, o valor do peso correspondente ao ponto de inflexio (2.15) ¢

(2.16) P(*) = Poo(1 — e7%)3 = 0.296p,,.

*Na anslise de estabilidade um ponto critico ndo necessiriamente é um ponto de inflexdo, e
nem uma inflexdo implica em estabilidade.
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Na pratica, muitas vezes o controle de pesca é baseado na equagao (2.16). Por
exemplo, no pantanal mato-grossense um Pacu s6 pode ser pescado se estiver com

peso superior a 3 kg. Entéo, considera-se que se p(t*) =3 logo,
=3_~ 10Kk
Poo = 5296 &

E que um peixe desta espécie, com menos de 3 kg. ainda néo procriou. [1]

2.2.3 Equacao de Bertalanffy para o comprimento do peixe

Como haviamos afirmado anteriormente,

A=kl ep=FKkl® com K ek, constantes,

entao,
dp d dl
2.17 — = — (kul®) = 3k, I>—.
@17) 2~ @ (B) =3kl
Logo, substituindo (2.17) em (2.4) temos,
dl
3]9112% = ak2l2 - ,Bklls
ou,
dl
2.18 —=)\-
(2.18) a =R

com )\ = g‘—,’:f ek= —g— A solugdo de (2.18) é dada por,
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(2.19) {ty==(1-e™). |

e, quando ¢t — 00, 0 comprimento limite ou comprimento maximo do peixe é,

A
(2.20) oo = 7.

Substituindo (2.20) em (2.19) temos,

(2.21) 1(t) = lo(1 — ™)

a equagao de Bertalanffy para o comprimento do peize.

2.2.4 Estimacao dos parametros

Parametros da Equagio de Bertalanffy para o peso do peixe

Com ajuda de uma tabela com valores experimentais de p(t), podemos escrever

a equagdo (2.8) como segue,

Az

(2.22) =

_x_B,
3 3

1

emque Az=2,;—2, com i=1,2,..,n e z=p?.

z
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Para determinar os parametros a e 3 utilizaremos ajuste linear. Uma vez en-

contrados, acharemos os valores de

P =(5)° e t*=183" onde k=2

Parametros da Equacao de Bertalanffy para o comprimento do peixe

Para determinar os pardmetros correspondentes & equacio de Bertalanffy para,
6 comprimento utilizaremos o método de Ford-Walford, que consiste em considerar
I(t) = I(t + 1) quando o comprimento est4 estabilizado. [1]
. Com uma tabela de valores experimentais dos comprimentos, podemos achar os
valores de [y, e k. Para isto, faremos um ajuste linear dos valores I(t) e I(t + 1), ou

seja,

(2.23) I(t+1) =mi(t) +n.

Uma vez obtidos os valores de m e n, das equagdes (2.21) e (2.23) temos que,

(224) loo - looe_k:te—,c = mloo - mlooe-k't + n.

Achando o limite de (2.24) quando t — oo, e isolando I, temos

(2.25) - log =

Assim,
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(2.26) m=e* = k=-lInm

(2.27) n=le—mbp = n=I,(1-e%

2.2.5 Crescimento do peso em fun¢ao do comprimento

A continuagao, serd apresentada uma expressio que descreve a relagio entre os
crescimentos em peso e comprimento do peixe. Isto é, como o peso é proporcional

ao volume e este é proporcional ao cubo do comprimento, podemos afirmar que

(2.28) p=k>

Com uma. tabela de valores experimentais do peso e comprimento, através de
ajuste linear podemos achar o valor da constante k;.
Para isto, devemos determinar o valor de k; que minimiza a soma 7_ [p;—k;I3]2,

logo, derivando em £; e igualando a zero para encontrar os pontos criticos, temos

iQ[Pi ~kB)(-) =0

J

> pilf + ke ‘izf =0.

=1 i=1
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Por tanto,

J'lf}'

=1 "%

(2.29) ky =

Uma vez encontrado o valor da constante &, , substituindo-o em (2.28) obtemos

a relagao procurada.

2.2.6 Simulagoes

Nesta segao, simularemos os crescimentos em peso e comprimento da Tildpia
do Nilo. Estes crescimentos estao representados pelas equagdes (2.12), (2.21) e
(2.28). Para isto, utilizaremos dados experimentais coletados no Centro de Pesquisas

Ictiolégicas de Pentecoste localizado no Cear4 [1]. Segue uma tabela dos mesmos,

Tempo # (més) | Comprimento médio ! (cm) | Peso p (g)
0 11.0 26.0
1 15.0 59.5
2 17.4 105.4
3 20.6 200.2
4 22.7 239.5
5 25.3 361.2
6 274 419.8
7 28.2 475.4
8 29.3 488.2

Tabela 2.1: Tabela de valores experimentais
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Crescimento em comprimento da Tildpia do Nilo

Utilizando os dltimos quatro valores da Tabela (2.1) - quando o peso do peixe

esta se estabilizando, aplicamos 0 método de Ford-Walford (2.23) e, através de ajuste

linear obtemos,

I(t+ 1) = 0,6775(t) + 10,0025

cujo grafico é,

ey
£

Figura 2.1: Ajuste Linear dos dados de comprimento do peixe

Logo, por (2.25) e (2.26) temos,

10, 0025

0o = 1_-——0,675_ = 31,0164,

(2.30)
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(2.31) k= —In0,6775 = 0, 3893.

Assim, obtemos os pardmetros da equagdo (2.21) para o crescimento em compri-

mento da Tildpia do Nilo, logo substituindo esses parametros temos,

(2.32) 1(t) = 31,0164(1 — ¢ 3893t)

Cujo grafico é apresentado na Figura 2.2

Copaoitrenty w1 Swsrhs e pebes

i e e e e o e,

e

tempolt

Figura 2.2: Crescimento em comprimento do peixe

Crescimento em peso da Tilapia do Nilo

Através da aproximagao linear (2.22) para o peso do peixe, acharemos os parimetros

necessarios para a equagao de Bertalanffy de crescimento em peso (2.21).
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Fazendo ajuste de curva de (2.22) na tabela de valores (2.1) temos,

(2.33) 3Az = 10,3133 — 1, 2797z

que proporciona o valor do pardmetro k,

1
(2.34) k= g = ’23797 =0,4266
e o valor do peso maximo pg,
3 3
10,31
(2.35) Poo = (%) = ( 10’23793;’ ) — 523,4678.

O equilibrio de estabilidade ou ponto de maior variacio do crescimento do peso

p(t) serd dado por,

1
(2.36) palBS g sss

Logo, o gréfico do crescimento em peso do peixe sers. dado pela Figura 2.3.
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Crasoimana 2t prso de pemes

[ S S

Figura 2.3: Crescimento em peso do peixe

Crescimento do peso em func¢do do comprimento

Para a simulagao do peso em funcio do comprimento partimos da equacéo (2.28),
para achar o valor k; fazemos um ajuste da equacao (2.29) utilizando os valores da

Tabela (2.1).
Logo,
k1 = 0, 0206.

O gréfico deste crescimento é dado pela Figura 2.4.
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Feanlal

e

L
15

& par) pad
Cnerprmantedem)

Figura 2.4:

Ajuste de curva do peso em fungao ao comprimento

30



Capitulo 3

Modelos Bidimensionais na

Aqiiicultura

Modelos Matematicos para Interagoes entre espécies

Num habitat com mais de duas espécies podem se destacar interagdes de tipo
harménico e desarménico. As interagoes harmdnicas ou positivas (+) sdo aquelas
onde nao hé prejuizos para as espécies participantes e ha vantagens para pelo menos
uma destas. E, as interagdes desarmdnicas ou negativas (-) sdo aquelas onde pelo
menos uma das espécies participantes é prejudicada, podendo existir beneficios para
uma delas.

As principais interagdes do tipo desarménico sio a Competicio € a Predagéo,
e do tipo harménico o Mutualismo. A idéia darwiniana da‘sobrevivéncia do mais
apto como meio de selegio natural, dirigiu a atengdo aos aspectos competitivos
da natureza, em conseqiiéncia, a importancia da cooperacao entre as espécies na
natureza foi subestimada. Até recentemente, as interagbes harménicas nio tém
recebido tanto estudo quantitativo como as interagdes desarmoénicas. [2]

Entre os modelos para interagées entre duas espécies (ou bidimensionais) é pre-
31
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ciso destacar os modelos de Competigao e Predagio de Lotka-Volterra. Muito foi
escrito e pesquisado sobre estes modelos, dando lugar a uma grande quantidade de
producao cientifica, o que derivou também em modelos alternativos ou variagoes dos
mesmos. Estes modelos tiveram sua origem nas pesquisas de Lotka (1925), Volterra
(1926) e Kostitzin, entre outros. [1]

Neste trabalho focaremos o nosso estudo na interagdo Mutualistica. Mas, antes
disso, a modo de introdugéo e para uma melhor compreensio dos contetidos des-

creveremos o modelo de Competigdo de Lotka-Volterra. [20]

Modelo matemadtico de Lotka-Volterra para Presa-Predador

A matematica do cldssico modelo Presa-Predador é baseada no modelo malthu-
siano* e na Lei de agao das massasf. As variagoes deste modelo podem ser observadas
em diversas dreas como nos modelos epidemiolégicos, biodigestores, crescimento de
tumores, aplicagdes quimioterdpicas, uso de herbicidas etc. [1]

Neste modelo se assume que, as pressas dispoem de alimentos em abundancia
e os predadores tem como suprimento alimentar exclusivo a populacio de pressas.
Além disso, se considera que num dado intervalo de tempo, o meio ndo muda,
favorecendo & populagdo de predadores (e que caso haja uma adaptagio genética,
esta sera suficientemente lenta).

Devido a que o modelo descreve a interagio entre duas espécies, o modelo é
conformado por duas equagoes: Uma delas para. a variacio do tamanho populacional
das presas, e a outra para a variagio do tamanho populacional dos predadores. A

formulagao mais simples do modelo é a seguinte:

Os modelos de Malthus e Logistico continuo (Verhurst), serviram de base para o desenvolvi-
mento de outros modelos onde o crescimento populacional seja estudado.

TLei da agdo das massas (Guldberg-Waage) “A velocidade de uma reacio é diretamente propor-
cional s concentragbes molares dos reagentes elevadas a expoentes que sao iguais aos respectivos
coeficientes da equagio quimica ajustada”.
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3.1) %zax—ba:y

&

~ay + By

29

it
em que,

z ¢ a densidade populacional das presas;

y € a densidade populacional dos predadores;

ax ¢ a taxa intrinseca de crescimento das presas na auséncia de predadores;

ay ¢é a taxa de mortalidade dos predadores na auséncia de pressas (esta é propor-

cional a sua populagdo);
zy € a quantidade de encontros possiveis;
b ¢ a taxa de destruicdo das presas ao interagir com predadores;

B ¢ a taxa de nascimentos dos predadores ao interagir com as presas.

Modelo matemitico de Lotka-Volterra para Competicio

Quando dois ou mais espécies vivem em proximidade e compartem algum recurso
(alimento, espago, territério, etc.) que é limitante?, havers entdo entre elas uma
competicao interespecifical. [2]

Nesta interagao, quando uma das espécies é competitivamente superior, ela in-
fluencia negativamente a outra espécie, reduzindo assim, o tamanho populacional
ou as taxas de crescimento da espécie competitivamente inferior. Ao mesmo tempo,

esta espécie competitivamente inferior também afeta o tamanho populacional e as

fUm recurso limitante é alguma coisa cuja demanda é maior que a sua producdo.
$Competicao interespecifica é aquela. que ocorre entre membros de espécies diferentes
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taxas de crescimento da espécie competitivamente superior. Interagdes competitivas
,
podem ter grande influéncia na evolugao de espécies, estruturagido de comunidades,
e distribui¢do de espécies. [5]
Através da andlise do equilibrio de coexisténcia do modelo de Lotka-Volterra
para competigao, é possivel saber quando duas espécies podem ou nao coexistir e
quando uma espécie € competitivamente superior a outra levando-la & extingdo. Este

modelo foi desenvolvido a partir da equagéo logistica de Verhurst para competigao

intra-especifica¥, cuja formulagdo é a seguinte:

(3.2) % — N (%)

em que,
K ¢ a capacidade de suporte;
N ¢ o tamanho populacional;

T € a taxa intrinseca de variagdo populacional (ou taxa de crescimento popula-

cional).

Nela, a taxa de crescimento populacional % é limitada pela competicio intra-
especifica (K—;(J!) (ou dependéncia de densidadel), e com esta limitagdo, a taxa de
crescimento populacional letl diminui a medida que o tamanho populacional N au-
menta, até a populagao alcangar a capacidade de suporte™* K. O primeiro termo
do lado direito da equagéo, 7N, descreve a variagdo do tamanho populacional na
auséncia de competicdo (crescimento independente da densidade ou crescimento ex-

ponencial).

Ycompetigéio intra~especifica é aquela que ocorre entre membros da mesma espécie
I A Dependéncia de densidade descreve um fator que influencia os individuos de uma populacio
em um grau que varia em relacdo a quanto de aglomerada (denso) esta essa populagéo.
**capacidade de suporte é o mimero méximo de individuos de uma espécie que o habitat tem
capacidade de suportar(K).
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Para incluir os efeitos de competicdo interespecifica, além dos efeitos existentes

de competigao intra-especifica, a equagao logistica (3.2) pode ser modificada como

segue:
(3.3) G =l (fastgeas)

Assim, obtemos o modelo de Lotka-Volterra para competigao interespecifica. Da,
equagao (3.2) anterior, foram acrescentados os termos a;2Ny € —a91 V;. Estes termos
acrescentados estdo compostos pelos coeficientes de competigao interespecifica’ ay;
multiplicados pelo tamanho populacional N;.

Quando o coeficiente de competigdo ay2 é menor do que 1, o efeito da espécie-2
sobre a espécie-1 € menor que o efeito da espécie-1 sobre seus préprios membros. E
quando o coeficiente de competigdo a2 é maior do que 1, o efeito da espécie-2 sobre
a espécie-1 é maior do que o efeito da espécie-1 sobre seus préprios membros.

Assim, o;2N;, representa o efeito de um niimero equivalente de individuos da
espécie-2 em relagio a espécie-1.

Analogamente, o coeficiente de competigio ag) que representa. o efeito da espécie-
1 sobre a espécie-2, serd interpretado da mesma maneira.

Este modelo assume que nio hd migragao e que as capacidades de suporte e os
coeficientes de competicdo sdo constantes. Isso nao é realistico, mas essas simpli-

ficagGes sdo necessirias para a construgao do modelo.

1 0s coeficientes de competigéo interespecifica representam o efeito que uma, espécie tem sobre
a outra. E, na denotagio o primeiro subscrito representa sempre & espécie sendo afetada.
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3.1 Modelos Matematicos para Mutualismo

Mutualismo

O mutualismo ¢ definido como uma interacdo entre espécies que é benéfica para
ambas as espécies. O mutualismo pode ser simbiético (obrigatério), nao-simbidtico
(facultativo) é endossimbiGtico.

O mutualismo simbiético se caracteriza pela necessidade imperativa de associagio
fisica a longo prazo entre as espécies, a tal ponto que a sua vida chega a se ver
ameagada caso nao exista tal associagao. Além disso, neste tipo de mutualismo
um individuo que ajuda o seu parceiro ird a beneficiar a si préprio com a condigéo
de melhora do seu parceiro. Por exemplo, os Liquens constituem associages entre
algas unicelulares e certos fungos. As algas sintetizam matéria orgénica e fornecem
aos fungos parte do alimento produzido. Esses, por sua vez, retiram 4gua e sais
minerais do substrato, fornecendo-os as algas. Além disso, os fungos envolvem com
suas hifas o grupo de algas, protegendo-as contra desidratacfo. [2]

Jé no mutualismo nao-simbidtico, o mutualista facultativo é uma espécie que
se beneficia da interagio com outra espécie, mas nio necessariamente requer dessa
interagdo. Um exemplo deste tipo de mutualismo é encontrado na relagéo entre o
passaro palito e o crocodilo, na qual o passaro penetra na boca do crocodilo para
alimentar-se de restos alimentares e vermes, esta acio é benéfica também para o
crocodilo porque o libera de vermes. [15]

Existe também o mutualismo endosimbiético, no qual além de associagao fisica
entre as espécies, desenvolve-se também uma necessidade de carter metabélico.

E assim, que os seres vivos crescem, sobrevivem e se reproduzem a uma taxa

mais alta quando interagem com a espécie com quem tém ums, relagdo mutualistica.
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Um exemplo de mutualismo em Tildpias que foi recentemente descoberto’ em
Senegal é aquele entre a Tilapia Eurialina* e nano-algas clorelas’. Nesta descoberta o
mutualismo foi induzido, ou seja, se recriaram em laboratdrio as situagoes necessarias
para o sucesso da experiéncia. Através dela, os cientistas concluiram que a interacao
mutualistica entre as espécies citadas para a produgé:uo em massa de fitoplancton é

prometedora na otimizagao de sistemas fotossintéticos de crescimento suspenso. [11]

Métodos Matematicos

Uma caracteristica importante nos modelos de interagoes mutualisticas é que
as suas formulagoes ndo podem ser expressas sem a inclusio de pariametros que
envolvam outros tipos de interagoes. Pois, de ser assim, o crescimento populacional
seria ilimitado e sem nenhum tipo de restrigdo - em termos de interagoes ecolégicas.
Isto ocasionaria que a sua condi¢do de abundancia melhorasse cada vez mais, e com
isso a sua taxa intrinseca de crescimento populacional r seria cada vez maior. Assim,
a taxa cresceria paralelamente ao tamanho populacional, ou seja, seria proporcional

a este. O crescimento linear da taxa seria denotado como segue,

(3.4) r =aN.

E, como o Crescimento independente da densidade ou crescimento exponencial

é dado por,

H8ylvain Gilles, Gérard Lacroix e Xavier Lazzaro do IRD (Institute of Research for Develop-
ment).
*Sarotherodon melanotheron heudelotti.
tChlorella sp.
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dN

logo, substituindo (3.4) em (3.5) obtemos,

N,
E =alN

(3.6)

isto ¢, a taxa de crescimento populacional néo s sera exponencial, sendo também
autocatalitica. Um processo autocatalitico implica num crescimento populacional
extremamente alto. Com um crescimento deste tipo o tamanho populacional iria
para o infinito num tempo finito. Como o mutualismo tem uma tendéncia para
a autocatalise, entdo os modelos matematicos para esta interacio acabaram sendo
construidos com suficiente dependéncia de densidade, para manter a autocatilise
sob controle. Por este motivo, os modelos mutﬁalisticos s30 incorporados junto a

fatores que fornecam limitagbes e possivelmente estabilidade. [2]

3.1.1 Modelo matematico de Roughgardem para Mutua-

lismo nao-simbidtico

Os modelos de dindmica populacional do mutualismo nio-simbiético fregiien-
temente foram escritos como um conjunto de equagdes de competicdo de Lotka-
volterra, com coeficientes de competigio negativos. Mas os parametros de Lotka-
Volterra, especialmente os coeficientes de competico a;; e de capacidade de suporte
K;, tem uma interpretacio especial em relagao a competi¢do, e nao transportam a

um mutualismo. (2]
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O modelo para Mutualismo ndo-simbiético apresentado por Roughgardem é o

seguinte:
Ny — (r; — by Ny + B12N,) N
(3.7) = (11— biNy + B1aNo) Ny
DL = (ry — byNy + Bo1 V1) Ny
em que,

7; € ataxa intrinseca de crescimento populacional (ou componente de crescimento

independente da densidade);
b, € o efeito interindividual de competicao intra—especiﬁca,;‘
Bi é o efeito interindividual de mutualismo interespecifico;
N; é a densidade da espécie.

Neste modelo se assume que um dos componentes do crescimento independente
de densidade, 7;, é diminuido por uma competigdo intra-especifica —b;N; e aumen-

tado por um mutualismo interespecifico +3;; N;.

Anailise da Estabilidade

Neste modelo o equilibrio de coexisténcia* é dado por,

L

3.8 .
(38) bi — B

Quando o equilibrio de coexisténcia for positivo, haverd mais abundancia, para

as espécies quando estas estiverem juntas, do que quando estiverem separadas.

*ver Apéndice A
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Assim, (3.8) serd positivo se b; > [;;, ou seja, se o efeito interindividual de
competicao intra-especifica exceder o efeito interindividual de mutualismo intere-
specifico.

E serd exatamente com esta condigdo que a autocatalise serd controlada, isto
porque o efeito da competicao inibird o efeito mutualistico entre os individuos.

Além disso, analisando a matriz jacobiana, quando o determinante e o trago
da mesma forem positivo e negativo respectivamente, entdo o equilibrio de coex-
isténcia serd estével!. Esta condigio ser4 satisfeita quando b; > (;; (que é a mesma
condicdo para o equilibrio de coexisténcia ser positivo). E, finalmente essa mesma
éondigéo garantird que o discriminante da matriz jacobiana seja positivo, logo entdo
o equilibrio de coexisténcia além de ser estavel serd um né.

Condigdes e tipos de equilibrios podem ser vistos no Apéndice C. No Apéndice A
foram colocados cédigos para Matlab (©), com os que é possivel analisar o equilfbrio
de coexisténcia de uma dada interagdo mutualistica, e inclusive fazer uma ilustragao
grafica da coexisténcia entre duas espécies em Mutualismo nao-simbidtico que cor-

reéponde a Figura 3.1.

-

\W/
o //

/"

Bapseia-y
awé@’ﬂﬁﬁﬁé

Figura 3.1: Mutualismo nao-simbiético: Um né estével é marcado com asterisco.

tver Apéndice A
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3.1.2 Modelo matematico de Roughgardem para Mutua-

lismo simbiético

No mutualismo simbiético, o modelo matemdtico desenvolvido para esta in-
teragao precisa representar a unido fisica entre ambos simbiontes!. E também ex-
pressar que o beneficio recebido por um parceiro depende de o outro parceiro estar
vivo.

No mutualismo nao-simbiédtico, os beneficios totais recebidos por uma das partes
dependem apenas do ntimero de outros participantes com os quais ele pode interagir.
J4 no mutualismo simbiético, o beneficio total recebido por uma das partes depende
tanto do nimero de parceiros potenciais, quanto de se um estado de simbiose intacta
persiste, e esta por sua vez depende da expectativa de vida do parceiro. [2]

Um possivel modelo para incorporar estas caracterfsticas foi formulado a partir
do modelo anterior, fazendo uma decomposigao de r; em componentes de nascimento
B; e morte D;, e assumindo que competicio e o mutualismo afetam nascimentos B;
e ndo mortes. E assim que o modelo da Roughgardem para mutualismo simbiético

¢ obtido, e segue a continuagao:

69) Gt = (Bi— Dy~ Ny + B2N,) N,

a

—fﬁ = (Bz — Dy —byNo + %—;NJ N,

em que,

;€ a taxa intrinseca de crescimento populacional (ou componente de Crescimento

independente da densidade);

B; é a taxa intrinseca de nascimentos’ (ou sub-componente de Ti);

§Simbionte é um organismo que vive em simbiose.
iB
orn
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D; ¢ a taxa intrinseca de mortes? (ou sub-componente de 7;);
b; é o efeito interindividual de competigao intra-especifica;
Bij € o efeito interindividual de mutualismo interespecifico;
N; é a densidade da espécie;

= & a expectativa de vida.

Neste modelo, em comparacao ao anterior, a taxa intrinseca de crescimento pop-
ulacional r;, foi decomposta em suas componentes de nascimento B; e morte D;,
logo r; = B; — D;. Além disso, o efeito interindividual de mutualismo interespecifico

1

B;; foi ponderado pela expectativa de vida do seu parceiro D;r © logo multiplicado

pela quantidade de parceiros mutualistas N; com quem a espécie interage.

Andlise da Estabilidade

O equilibrio de coexisténcia® no mutualismo simbidtico é dado por:

—D; (D; — B;).

3.10
( ) bD; — B

e este serd positivo quando duas condigdes forem cumpridas,

(3.12) bD; > .
tDeath

Sencontrado com ajuda do software Matlab ©, ver Apéndice A.
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Isto é, a taxa de nascimentos B; deve ser maior que a taxa de mortes D;. E
por outro lado, o efeito de competicio intra-especifica b; multiplicado pela taxa de
mortes D;, deve ser maior do que o efeito de mutualismo interespecifico G;;.

Assim, com estas condigbes a autocatélise serd controlada. Uma vez cumpridas
as duas condigoes, a dindmica do modelo mutualistico seréd a mesma que a do modelo
nao-mutualistico apresentada anteriormente. [2]

Ent3o, na analise do Jacobiano¥, quando o trago e o determinante forem negativo
e positivo respectivamente, o equilibrio de coexisténcia seréd estdvel. Além disso, se
o discriminante for positivo, entdo o equilibrio de coexisténcia serd, um né estavel.

Neste modelo, para que o equilibrio de coexisténcia seja um né estivel, as
condigdes (3.11) e (3.12) devem ser satisfeitas.

Em relagao a condig8o inicial, b;D; > £;;, embora esta seja uma necessidade para,
a coexisténcia positiva das espécies, ela é curiosamente interessante porque se a taxa
intrinseca de morte D; for muito alta, entao a expectativa de vida da espécie-i estard
sendo afetada, se tornando baixa. . E isto diminuird o efeito mutualistico, trazendo
menos beneficios para as espécies que interagem, e inclusive podendo chegar a afetar
a condigao de persisténcia do estado de simbiose intacta.

Assim, modelos mutualisticos devem permitir a coevolucio de caracteristicas
mutuamente uteis a ambas espécies. O rendimento de uma espécie-j se eleva quando
a taxa de morte do seu parceiro, D;, for baixa, e vice-versa.

Concluindo, o efeito direto é de incrementar a os beneficios de ambas as espécies,
mas também de desestabilizar as relagbes. Isto porque, como coevolugdes levam a
baixas taxas de mortalidade D;, entdo se o efeito de competigao intra-especifica b;
nao for suficientemente alto, a condigio inicial b;D; > Bi; estard perto de nao ser

cumprida.

feita com ajuda do software Matlab ©, ver Apéndice A.
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3.1.3 Modelo matematico de Roughgardem para Mutua-

lismo endossimbidtico

A teoria da evolugao endossimbiética representa um aperfeicoamento na teoria da
Simbiogenese proposta por Ivan Wallin em seu livro “Symbiogenesis and the Origin
of Species’publicado em 1926.

A Teoria Serial Endossimbiética, desenvolvida por diversos autores (McFadden,
2001; Witzany, 2006), foi popularizada por Margulis (1991) e diz que organismos que
evoluiram de forma independente sio capazes de se unir em um sistema simbidtico
e, eventualmente, constituir um sé organismo.

Isto sugere, portanto, que a competi¢do nao representa a tnica via promotora
do aperfeicoamento genético. [14]

No modelo para mutualismo simbi6tico descrito anteriormente (3.9), assumimos
que os individuos das duas espécies que interagem conservam a sua identidade,
estando eles num estado simbi6tico ou ndo. No entanto, no caso da endossimbiontes,
se levantam a questdo de mudanca de identidade.

E por isso que no modelo para mutualismo endossimbiético, assumiremos que
além de haver uma interacdo simbidtica entre duas eépécies diferentes, houve a
constitui¢do de um terceiro organismo resultante dessa interagso.

Também assumiremos que este novo organismo é diferente e independente dos
individuos que o constitufram. Em virtude disso, o modelo apresentado sera confor-
mado por trés equagdes, sendo que cada uma delas representaré a dinamica, popu-
lacional de cada integrante do fenémeno.

Entao o modelo sera descrito da seguinte forma:
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L = —aN1Ns +cN; + 1N, (522)
(313) %Z = ——aNlNz + CN3 + TNQ (1—_}3&)
%’\z’a = aN1N2 — CN3 + 8N3 (I_}JIX&)
em que,

a ¢ a taxa de associagdo das espécies 1 e 2;

N; ¢ a densidade da espécie i;

¢ ¢é a taxa de colapso (dissociagdo) do simbionte;

T - é a taxa de crescimento intrinseco das das espécies 1 e 2;
s & a taxa de crescimento instrinseco do simbionte;

K ¢ a capacidade de suporte das espécies 1 e 2;

L ¢ a capacidade de suporte do simbionte.

Na equagdo (3.13), o termo aN1V; significa que houve uma associacao entre as
populagoes das espécies 1 e 2, e que a intensidade desta associacio pode variar se-
gundo a taxa a. Este termo serd diminufdo das equagoes que representam a variagao
populacional das espécies 1 e 2, e acrescentado na equacio que representa a variagdo
populacional do simbionte. Isto porque esta associagio favorece ao simbionte.

Além disso, o termo cN3 expressa que o simbionte também podem dissociar-se
com uma taxa de colapso c. Esta dissociagdo incrementars a variagiao populacional
das espécies 1 e 2, e diminuir4 a variagio populacional do simbionte, como acontece
na equagdo (3.13)

Segundo a teoria de Margulis, [13] a condigao pré-simbionte para que uma endos-
simbiose possa se desenvolver, é que as taxas de crescimento intrinseco das espécies 1

e 2 devem ser aproximadamente iguais. Logo, por simplicidade assumimos a mesma
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taxa de crescimento intrinseco r para ambas as espécies. Também por simplicidade
serd considerada a mesma capacidade de suporte K para estas espécies.
Para o simbionte, a taxa intrinseca de crescimento s e a capacidade de suporte

L n30 necessariamente serao iguais as apresentadas para as espécies 1 e 2.

Andlise da Estabilidade

Devido & dificuldade de analisar a estabilidade deste modelo de forma analitica,
serd apresentado um exemplo numérico desta interagao. Assim, simulando o modelo
apresentado por Roughgardem para a endossimbiose, visualizaremos algumas carac-
teristicas deste sistema de equagGes, assim como a existéncia de pontos de equilibrio.

Atribuindo valores obtidos de [2] para as varidveis da equagao (3.13) temos,

s

a=1c=00Lr=1s=r;K =100, L = K.

Apés feita a simulagdo com os valores atribuidos acima**, obtemos a repre-

sentagao grafica 3.2.

sgpesten?

Figura 3.2: Formacao da endossimbiose: Dois equilibrios estdveis sio marcados com
asteriscos.

As coordenadas destes pontosY sdo (97.0551,0.0104,100.0579) e (0.0104,97.0551,100.0579)

**ver Apéndice A
Yver Apéndice A
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respectivamente.

Isto significa que ambos os equilibrios!! estdo sob controle, ou seja, séo equilibrios
estdveis. No primeiro, num estado de simbiose, existe uma espécie-1 perto da Capaci-
dade de Suporte, na qual uma espécie-2 esta quase ausente. O segundo equilibrio
estavel caracteriza uma espécie-2 perto da capacidade de suporte e a pouca ex-
isténcia de espécies-1. Como dizemos que uma simbiose s6 é possivel num estado
de equilfbrid, entao, diante dos valores obtidos pelo exemplo numérico, poderiamos
afirmar que numa endossimbiose hd uma espécie que é simbionte obrigatéria - que
seria a espécie com poucos individuos, e uma espécie que é simbionte facultativa -
que seria a espécie com a populacao perto da capacidade de suporte. A atribuicao de

qual delas ser a facultativa e qual a obrigatdria iria a depender a condigdo inicial.

ltambém chamados de pontos criticos



Capitulo 4

Conclusoes

Os modelos matematicos de fenémenos biolégicos, e em particular os modelos
de Bertalanffy e de Roughgardem, sdo expressos através de equacdes diferenciais
ordindrias devido a que estes retratam as constantes variacoes que as entidades
biolégicas sofrem ao decorrer do tempo. Assim, como os modelos mateméticos
dinamicos sao de ampla utilizagao na biologia, a maioria dos modelos nesta irea terd
o0 tempo como a variavel independente nas suas equagdes, e muitos deles poderdo ser
denotados em forma de equagdes auténomas, sendo esta uma qualidade que facilitars
o seu estudo.

Um quesito muito importante nos modelos matematicos populacionais é a anilise
de estabilidade das equagoes diferenciais que os conformam, isto porque através dela
é possivel obter informagdes valiosas sobre a natureza geométrica das solugoes destas
equagoes. No modelo de Bertalanffy, o ponto de estabilidade encontrado foi exata-
mente o ponto de inflexdo da curva de crescimento, interpretado como a idade do
peixe em se produz o maior crescimento em peso. J4 nos modelos de Roughgar-
dem, os pontos de estabilidade s8o interpretados como os valores populacionais em
que existe um equilibrio de coexisténcia estdvel entre as espécies participantes, além

disso, pelo fato dos equilibrios encontrados serem positivos, as espécies coexistem

48
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juntas provocando-se beneficios mituos.

No modelo de Bertalanffy, podemos visualizamos as curvas de crescimento da
Tilapia do Nilo através de simulagées. E , para isto, os pardmetros corretos foram
encontrados ajustando um conjunto de valores experimentais coletados pelo CPIP -
Ceard. Verificamos logo; que este modelo tem um bom grau aproximagao.

Os modelos de Roughgardem simulados denotaram graficamente os pontos onde
as espécies coexistem separadamente e onde coexistem juntas em mutualismo, para
isto foram utilizados parametros sugeridos pela autora. Nao foi possivel obter valores
experimentais de mutualismo em Tildpias.

Assim, os valores experimentais sao pegas fundamentais na simulacio do fendmeno
e verificagdo do grau de aproximagao dos modelos elaborados.

Dada estas conclusoes, consideramos como continuidade deste trabalho o estudo
da estabilidade de equilibrios de coexisténcia de sistemas auténomos n-dimensionais.
A aplicagao dos métodos matematicos estudados a valores experimentais serd também

uma, perspectiva a ser abordada na continuidade deste trabalho.



Apéndice A
Cédigos Matlab para Mutualismo

Neste apéndice apresentamos os cddigos para Matlab (©), com os quais fizemos
as analises de estabilidade correspondentes a cada caso de mutuaﬁsmo do modelo
de Roughgardem introduzido no Capitulo 3, assim como simulaces de exemplos
numéricos propostos para os trés casos de mutualismo [2].

Os critérios para a existéncia de estabilidade e para a classificacio dos tipos de

estabilidade utilizados nas anilises foram definidos no Apéndice C.

A.1 Cobdigos para Matlab

A.1.1 Mutualismo nao-simbiético

A continuagdo, apresentaremos os cédigos necessarios para a andlise de estabili-

dade do modelo proposto por Roughgardem para mutualismo nio-simbidtico.
Inicialmente ingressamos as equagdes digitando:
>>dni=’ (r-b*ni+beta*n2)*ni’

>>dn2="’ (r-b*n2+beta*ni)*n2°’

50
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A continuacio, os equilibrios ou pontos criticos sao obtidos digitando:

>>[nthat n2hat] = solve(dni,dn?2,’nl,n2’)

e obtemos,
nihat = [ 0]
A 0]
[ r/b]

[r/(b-beta)]

n2hat = [ 0]
[ r/b]
[ 0]

[r/(b-beta)]

Onde os equilibrios resultantes correspondem em ordem: & extingdo total (0,0),
a existéncia de cada espécie separadamente (0,r/b) e (r/b,0), e ao equilibrio de
coexisténcia para ambas as espécies quando estas interagem (r/(b-beta)).

A continuagéo, para analisar a estabilidade do equilibrio de coexisténcia uti-
lizaremos o critério apresentado no Apéndice C. Para achar os valores do trago, do

determinante, e do discriminante da matriz Jacobiana em (r/(b-beta)), digitamos:

>>jacob=jacobian(sym([dn1’;’dn2}), sym(’ [n1,n2]’));
>>jacob=subs(jacob,sym(nlhat,4,1),’n1’);
>>jacob=subs (jacob,sym(n2hat,4,1),’n2’);

>>jacob=simple(jacob);
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>>trace=simple(symop(sym(jacob,1,1),’+’ ,sym(jacob,2,2)))
>>determinant=simple(determ(jacob))

>>discriminant=simple (symop(trace,’"~’,’2’,%-’,’4’ ,’*’ ,determinant))
Que dara como resultado,

trace=-2%r*b/(b-beta)
determinant=r~2*(b+beta)/(b-beta)

discriminant=4*beta~2*r~2/(b-beta) "2

Com estes resultados poderemos determinar as condigdes para o trago ser nega-

tivo, o determinante positivo e o discriminante também positivo.
Simulagao

Para simular um exemplo numeérico inicialmente criamos uma funcao no Editor

de texto e a guardamos como mutual.m:

function ndot=mutual (t,n)
global r b beta;
ndot (1,1)=(r-b*n(1)+beta*n(2))*n(1);

ndot(2,1)=(r-b*n(2)+beta*n (1)) *n(2);

A continuagao, atribuimos valores numéricos para r, b, e 8, e calculamos os
valores do equilibrio de coexisténcia, do trago, do determinante, e do discriminante,

digitando:
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>>global r b beta;

>>r=1; b=0.01; beta=0.005;
>>nlhat n=eval (sym(nlhat,4,1))
>>n2hat n=eval (sym(n2hat,4,1))
>>trace n=eval (trace)
>>determinant _n=eval (determinant)

>>discriminant n=eval (discriminant)

Assim obtemos,

nlhat_n = 200
n2hat_n = 200
tracen = -4

determinant n = 3

discriminantn = 4

Para ilustrar o par de espécies coexistindo, digite:

>>figure

>>hold on

>>plot (nlhat_n,ﬁQhat_n, T%2)

>>plot(x/b,r/b,’+’)

>>[time nl=ode45(’mutual’,0,10, [0.75%(r/b);0.25%(x/b)]1);
>>plot(n(:,1),n(:,2))

>>[time n]=oded5(’mutual’,0,10, [0.25%(r/b);0.75%(x/b)1);
>>plot(n(:,1),n(:,2))

>>[time n]=ode45(’mutual’,0,10, [0.75%nlhat n;0.25%n2hat_n]) ;
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>>plot(n(:,1),n(:,2))
>>[time n)=oded45(’mutual’,0,10,[0.25+%n1hat n;0.75*n2hat.n});
>>plot(an(:,1),n(:,2))
>>[time n]}=ode45(’mutual’,0,10, [1.50%nihat n;2.00*n2hat n]);
>>plot(n(:,1),n(:,2))
>>[time nl=ode45(’mutual’,0,10, [2.00%nlhat n;1.50%n2hat n]);

>>plot(n(:,1),n(:,2))

E, a Figura 3.1 aparecerd®. Na auséncia de mutualismo as espécies podem coex-
istir no ponto marcado com +. Quando hd mutualismo, ambas as espécies podem

coexistir com maior do que quando estao sos.

A.1.2 Mutualismo simbidtico

O procedimento para encontrar os equilibrios e fazer a analise de estabilidade
para o mutualismo simbiético é similar ao do mutualismo nio-simbidtico. Primeira-

mente introduzimos as equagoes do sistema (2.7) digitando:

>>dni=’ ((bo-d)-b*nl+beta*n2/d)*n1’

>>dn2=’ ((bo-d) -b*n2+beta*nl/d) *n2’

A continuagao, achamos os pontos de estabilidade digitando:

>>[nlhat n2hat] = solve(dn1,dn2,’n1,n2’)

*ver Capitulo 3
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e obtemos,
nihat = [ 0]
[ 0]
[ ~(d-bo) /b]

[-d*(d-bo)/ (b*d-beta)]

n2hat = [ 0]
[ -(d-bo) /b]
L . 0]

[-d*(d-bo) / (b*d-beta)]

Onde (0,0) ¢ o equilibrio da extingao total, (0, -(d-bo)/b) e (-(d-bo)/b,0) sio os
equilibrios de cada uma das espécies quando estas nio interagem entre si, e (-d*(d-
bo)/(b*d-beta)) corresponde ao equilibrio de coexisténcia das espécies interagindo
juntas. Para achar o trago, o determinante e o discriminante da matriz Jacobiana,

do equilibrio de coexisténcia, digitamos:

>>jacob=jacobian(sym([dnl’;’dn2]), sym(’[n1,n2]°));
>>>jacob=subs(jacob,sym(nthat,4,1),’ni’);
>>jacob=subs(jacob,sym(n2hat,4,1),’n2’);
>>jacob=simple(jacob);
>>trace=simple(symop(sym(jacob,1,1),’+’ ,sym(jacob,2,2)))
>>determinant=simple(determ(jacob))

>>discriminant=simple(symop(trace,’"’,’2’,’~7,’4’ ’x’ determinant))
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que nos retornard,

trace=2¥b*d (d-bo) / (b*d-beta)
determinant=(d-bo) “2* (b*d+beta)/(b*xd-beta)

discriminant=4xbeta”2*(d-bo) "2/ (b*d-beta) "2

Logo, analisamos as condigoes necessirias para haver estabilidade nesse ponto de
equilibrio, isto é, para o trago ser negativo, o determinante positivo e o discriminante

também positivo.

Simulacao

Para simulagao de um exemplo numérico e posterior obtencio do grafico se uti-
lizam exatamente os mesmos c6digos que foram usado para a simulagio no mutual-

ismo nao-simbidtico.

A.1.3 Mutualismo endossimbidtico

Simulacao

Para fazer a simulagdo de um exemplo numérico de mutualismo endossimbiético,
proceda da seguinte forma:

Primeiramente, abra o Editor de texto, crie a seguinte fungio e guarde-a como

symbios.m:
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function ndot=symbios(t,n)

global r k a ¢ s 1;

ndot (1,1)=r*n(1)*(1-n(1) /k)-a*n(1)*n(2)+c*n(3);
ndot (2,1)=r*n(2)*(1-n(2) /k)-a*n(1)*n(2) +c*n(3) ;

ndot (3,1)=s*n(3)*(1-n(3)/1)+a*n(1)*n(2)-c*n(3);

Logo, para atribuir valores as varidveis da equagao (2.12) e produzir o seu gréfico,

digite:

>>global r k a c s 1;

>>r=1; k=100; a=1; c= .01; s=r; 1=k;

>>m=2*%k; n=k/2; tstop=7.5;

>>[time nal=ode45(’symbios’,0,tstop, [m+1;n-1;m]);
>>[time nbl=o0de45(’symbios’,0,tstop, [m-1;m+1;m]);
>>[time nc]l=ode45(’symbios’,0,tstop, (m;n;m]);
>>[time nd]=o0de45(’symbios’,0,tstop, [m;n;0]);
>>{time nel=ode45(’symbios’,0,tstop, [n;m;m]);
>>[time nfl=ode45(’symbios’,0,tstop, [n;m;0]);
>>[time ngl=ode45(’symbios’,0,tstop, [n+1;n-1;0]);
>>[time nh]=ode45(’symbios’,0,tstop, [n-1;n+1;0]1);
>>figure

>>plot3(na(:,1),na(:,2),na(:,3),’y’,nb(:,1),nb(:,2),nb(:,3),’r’,..

>> nc(:,1),nc(:,2),nc(:,3),’y’,nd(:,1),nd(:,2),nd(:,3), Yy, ...
>> ne(:,1),ne(:,2),ne(:,3),’r’ ,nf(:,1),nf(:,2),nf(:,3),’r’,...
>> ng(:,1),ng(:,2),ng(:,3),’y’,nh(:,1),nh(:,2),nh(:,3),’r’,...
>> na(length(na),1),na(lenght(na),2) ,na(length(na),3),’*c’, ...

>> nb(length(nb),1) ,nb(lenght(nb),2),nb(length(nb),3),’*c’)
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Assim, serd obtida a figura 3.2 do Capitulo 3, que mostra dois equilibrios estaveis

marcados com asteriscos. As localizagbes destes pontos serdo achadas digitando:

nhatl n=[na(length(na),1),na(length(na),2),na(length(na),3)]

nhat2 n=[nb(length(nb),1) ,nb(length(nb),2) ,nb(length(nb),3)]
Assim obtemos as coordenadas,

nhatl n= 97.0651 0.0104 100.0579

nhat2n= 0.0104 97.0551  100.0579

Estas coordenadas indicam que a simbiose s6 pode ocorrer quando um simbionte
for facultativo e o outro obrigatério. E as atribuicdes de quem é facultativo e quem

é obrigatério irao a depender de condicdes iniciais.

tver anélise mais completa no Capitulo 3.



Apéndice B

Equacoes diferenciais

B.1 Definigoes

A continuagdo, abordaremos alguns aspectos teéricos elaborados em base a [19)].
Uma equagao diferencial é qualquer relagao entre uma fungao e as suas derivadas.

Existem dois tipos de equagdes diferenciais: as ordindrias e as parciais.

B.1.1 Equagoes diferenciais ordinirias (EDO)

Dada uma fungdo y(z). A forma geral de uma equacio diferencial ordindria é
F(z,y,y,y",...) = 0, em que a ordem da equagso é a maior ordem das derivada que

aparecem na equagao.

B.1.2 Equagoes diferenciais parciais

Dada uma fungéo u(z, 2,1, ...) de vérias varidveis. Uma equacao diferencial par-
cial é uma relagdo entre u, as suas varidveis independentes z, z, £, ...; € as derivadas
parciais de u.

Neste apéndice focaremos nosso estudo em algumas caracteristicas das Equagoes

diferenciais ordindrias.
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B.1.3 Solugoes de uma Equagao Diferencial Ordindria

A solugdo explicita de uma equacao diferencial ordindria é qualquer fungao y(z)
cuja diferencial se verifique com a equagio num dado intervalo a < z < b.

A solugao implicita de uma EDO é uma relagdo G(z;y) = 0 cuja diferencial
verifica-se com a equagdo. Uma solugio implicita pode dar origem a virias outras

solugoes implicitas.

Exemplo. As funges:

yi(x) = €>*

sao solugoes explicitas da equacao diferencial,

y' -2y —15y =0

Podemos verificar isto por simples substituigao das solugdes e suas derivadas na

equagdo diferencial respectiva, a seguir
25€>” — 10e™ — 15¢* = 0

9% + 673 — 15¢73% = (.

Exemplo. A funcgao:

z+y+e? =0

¢ solugao implicita da equacio diferencial,

dy
1 oy) =2 oy —
(14 ze )dx+1+ye 0
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de fato,

d
—(z+y+e”) =0

dz
d(zy)
7 Ty — O
1+y +e 4
1+y +(y+zy)e™ = 0
(1 +xezy@ +14+ye™ = 0
dz

B.2 Equagoes diferenciais de primeira ordem

As equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem sao da forma F(z,y,y’) =
0, mas geralmente por simples manipulagéo algébrica conseguem ser re-escritas na

forma de uma ou mais equacdes do tipo,

(B.1) 2 = f(zy)
cuja forma inversa é,
dz 1
B.2 b
(B2) dy  f(z,y)

Sendo que qualquer solugdo implicita das equagdes (B.1) ou (B.2) é também
solugao implicita da sua inversa. Além disso, se a inversa de uma solugio explicita
y(x) existir, esta serd solugdo da respectiva equacao diferencial inversa.

A equagao (B.1) também pode ser escrita na chamada, forma diferencial,
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(B.3) flz,y)dz —dy =0

Existem em geral muitas soluges para uma equagio diferencial de primeira or-
dem. Mas, dado um valor inicial y(zo) = yo, é possivel calcular y/(z) e geralmente
podemos encontrar uma curva que passe pelo ponto (zg, ¥p) cuja derivada seja igual
a f(z,y) em todos os pontos.

Assim, o problema, do valor inicial

Z=flzy e  ylzo)=wo

consiste em encontrar a curva integral que passa pelo ponto (zp, yo)-

B.3 Existéncia da solugao tinica

As condigdes suficientes para a existéncia da solugao vinica numa equacao difer-

encial de primeira ordem séo definidas pelo teorema de Picard.

Teorema B.1. Teorema de Picard.

Considere o problema de valor inicial,

% = f(z,y) e y(To) = yo

Se a fungdo f e a derivada parcial gﬁ sdo continuas numa vizinhanca do ponto
(Zo,¥0), existe entdo uma solugdo inica y = g(x) para certa vizinhanga do ponto

(zo,%0) que verifica a condicdo inicial g(xq) = yo.

O intervalo onde existe a solugao inica pode ser maior ou menor que o intervalo

onde a funcao f e a sua derivada parcial 3—5 sao continuas.
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As condigoes do teorema de Picard sdo condigbes suficientes, mas nao necessirias
para a existéncia de solugdo winica. Quando f ou a sua derivada parcial -g—i nao sao

continuas, o teorema nao nos permite concluir nada.

Exemplo. A relagio | ’.

?+y’ -2 =0,

com c constante positiva. E solucao implicita da equagio

dv, =«
dy y
De fato, derivando a relacao temos,
+y' - = 0
2c+2yy = 0
y = —=
y
onde a fungdo f = —5 e sua derivada parcial %5 = y% sao continuas para quais-

quer pontos do eixo dos z. Da solugdo implicita temos que,
w=VE-Z = I P

para o intervalo —c < z < c.
O teorema de Picard nada conclui para o ponto y = 0. Mas segundo o resultado

acima, em y = 0 existem duas solugdes y; e ys.



Apéndice C

Anidlise de Estabilidade

Neste apéndice serd apresentada a fundamentagio tedrica para as analises de es-
tabilidade feitas no desenvolvimento do trabalho, as informagoes aqui foram baseadas
em [18].‘ Quando um sistema de equacoes diferenciais nao é linear, em geral nao é
possivel achar solugoes em termos de fungoes elementares.

A continuagdo, veremos que é possivel obter informacoes valiosas sobre a na-
tureza geométrica destas solugdes analisando um tipo de solugdes constantes espe-
ciais chamadas pontos criticos ou pontos de equilibrio, e procurando solucées
periédicas na vizinhanga destes.

Os pontos de equilibrio sao classificados em estaveis ou instaveis, conforme o
comportamento das solugbes na suas vizinhangas.

A anilise de estabilidade dos pontos criticos pode ser utilizada para descrever o
comportamento geométrico das solugbes tanto em equagoes diferenciais auténomas
lineares como ndo-lineares. E, os critérios de estabilidade definidos para estas
andlises sao vdlidos para ambos os tipos de equacdes, devido & linearizacédo das
equagoes nao-lineares.

As solugées X (t) = (z(t),y(t)) de um sistema auténomo plano
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(C.1) = Pey)
% = Q(may)

podem ser pontos criticos (correspondentes a solugbes constantes), arcos (em
que a curva solugdo nio se intercepta), ou ciclos (que correspondem a solugoes
periddicas).

Os pontos criticos sao obtidos ignalando a zero as equagoes de (C.1) e resolvendo

o seguinte sistema algébrico,

P(z,y) =0
Q(xv y) =0,

(C.2)

Enquanto que solugdes periddicas podem ser encontradas com a passagem para

coordenadas polares.

C.1 Critério de estabilidade para sistemas lineares

Quando o sistema auténomo X’ = AX ¢ linear, e tem um dnico ponto critico
(0,0), ou seja detA # 0, pode-se obter uma descri¢ao geométrica precisa das solugoes
na vizinhanca do ponto (0,0), desde que conhecamos os autovalores* e autovetores
da matriz A dos coeficientes do sistema. Este ponto critico sera classificado como

né estdvel ou instavel, ponto espiral estével ou instdvel, centro ou sela.

*Sendo estes as rafzes da equagédo caracteristica det(A — AT) =0
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A continuagio, serdo apresentados os critérios de

segundo as caracteristicas dos autovalores A; € A3. Se 0s autovalores forem:

Distintos
e Ambos negativos: NO ESTAVEL.
e Ambos positivos: NO INSTAVEL.

e Sinais diferentes: PONTO DE SELA.

Iguais. Nds degenerados.
e Se negativos: ESTAVEL.

e Se positivos: INSTAVEL.

Complexos.
e Parte real nula: CENTRO.

e Parte real ndo-nula: PONTOS ESPIRAIS.
Se negativa: ESTAVEL.
Se positiva: INSTAVEL.

Podemos concluir assim, que quando ambos os autovalores tiverem parte real
negativa o ponto critico seré estavel, e quando algum dos autovalores tiver parte

real positiva o ponto critico serd instdvel.
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C.2 Critério de estabilidade para sistemas nao-

lineares

Quando o sistema auténomo plano é nao-linear, podemos classificar um ponto

critico isolado X; = (23,¥;) determinando os autovalores da matriz Jacobiana

Q| 6_P|
9z |(@1,11) Gy (=)

o o
a_g|(m1,y1) 3_3[(11,111)

Se os autovalores de A tém partes reais negativas, entdo X; é um ponto critico
assintoticamente estdvel. Se A tem um autovalor com parte real positiva, entdo
X3 é um ponto critico instavel.

Em cinco casos separados (n6 estdvel, ponto espiral estivel, ponto espiral instdvel,
n6 instéavel e sela) o ponto critico do sistema nao-linear pode ser categorizado como o
ponto critico no sistema linear correspondente X’ = AX, e as soluges na vizinhanga
do ponto critico tém as mesmas caracteristicas geométricas gerais que as solugdes do
sistema linear. Quando os autovalores de A sdo imagindrios puros, entretanto, nao
se podem formular conclusdes, tornando-se necessiria uma analise mais profunda.

O método do plano de fases procura determinar y como fungao de z resol-

vendo a equagdo diferencial de primeira ordem

dy _ Q(z,y)
dr ~ P(z,v)
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O método pode eventualmente ser usado para tragar o esbogo de curvas solugao
e para decidir se um ponto critico é um ponto espiral estivel, um ponto espiral
instdvel ou um centro.

Os sistemas auténomos planos podem servir como modelos matemadticos para

uma diversidade de fenomenos fisicos.
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