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RESUMO

Neste trabalho definimos o determinante de uma matriz a partir da expanséao
de Laplace. Mostramos, entdo, que o determinante definido dessa forma é uma
funcdo muiltilinear alternada (em relacédo as linhas da matriz) e assume o valor 1 na
matriz identidade. Ou seja, o Teorema de Laplace é equivalente a definigao usual de
determinante. O determinante aparece em estudo de volumes de sélidos
tridimensionais, mudancga de coordenadas, inversibilidade de matrizes, resolugéo de
equacgdes lineares etc. Ha varias formas equivalentes de se definir determinante, o
que fornece formas alternativés de calculo, adequadas para diferentes formas de
matrizes. O nosso objetivo € mostrar que podemos definir determinante como um
procedimento indutivo, que € uma forma direta e acessivel a um aluno de ensino

médio, além de ser um modo matematicamente rigoroso.

Palavras chaves: Determinante, matrizes, expansao de Laplace.



NOTACOES:

MATRIZES:
4, a4, a,
A= 4y Oy a4,
aml am2 amn
A=(a,).m ou A=AQ:m,1:n)
j=In
MATRIZ IDENTIDADE
1 0 0 .- 0
010 -+ 0
I = ..
0 00 1

TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ:

Seja 4 uma matriz mxn. A transposta de 4 € a matriz B, mxm, tal que B, =4,.

Notagéo: B=4".

Entao:
a, 4, a, a,, 4y a,
a a a a, a s a
21 ) 2 2 ) 2
A= : A= P T
anl an2 ann aln a2n ann



INVERSA DE UMA MATRIZ:

i) Dizemos que 4 é matriz inversivel se existir uma matriz B tal que AB=BA=1I.
i) Dada uma matriz inversivel 4, chama-se inversa de 4 amatriz 4™ (que é Unica)
talque 4.4 =4"4=1.

SOMA DE MATRIZES:

A+B=C

—>¢, =a,.j+b,.j

PRODUTO DE UM ESCALAR POR UMA MATRIZ

keCe kA=B
—-)b,.j=kan

if

SUBMATRIZ

‘Sejam:
v=(il,---,ir) , 1<l < <ir<m

w=(jl,--, js) , 1< j1<---< js<n

ailjl ailjs
A(v,w)=
ain'k a‘}/
Exemplo:
1 2 3
A=|4 5 6
7 8 9



—>A((1,3),2)=(§).

Obs:

i)A=((1,3),:)=A((1,3),(1,2,---,n)=(; z Z)
i) A(,w)=4((1,2,,m),w)= A(1:m,w).

iiiy 4(:,7) € acoluna j de 4.

iv) 4(i,:) éalinha i de 4.

v) im=(1,2,--,m) e 1:n=(1,2,---,n).

}

N WD oo
— A

9
vi) 4((3,2,1),(3,2,)) = [6
3
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INTRODUCAO

O sistema de equagdes lineares pouco apareceu na matematica Ocidental
antiga ao contrario do que ocorreu no extremo Oriente, onde recebeu maior atengao.
Os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus coeficientes
escritos com barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim,
acabaram descobrindo o método de resolugdo por eliminagdo, que consiste em
anular coeficientes por meio de operagdes elementares.

Contudo, apenas em 1683 a idéia de determinante como um namero que se
associa a um matriz quadrada de nimeros se concretizou, com um trabalho de Seki
Kowa. Considerado o maior matematico japonés do sec. XVIl, Kowa chegou a essa
conclusdo através do estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho
procedimento chinés (para o caso de duas equagdes apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comegou dez anos depois em um
trabalho de Leibniz sobre sistemas lineares. Em resumo, Leibniz estabeleceu a
condicdo de compatibilidade de um sistema de trés equagdes a duas incégnitas em
termos do determinante de ordem 3, formado pelos coeficientes e pelos termos
independentes (este determinante deve ser nulo)

Autor de textos matematicos de sucesso em seu tempo, o francés Etienne
Bézout (1730 -1783) sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento dos
sinais dos termos de um determinante. E coube a outro francés, Alexandre
Vandermonde (1735 -1796), em 1771, empreender a primeira abordagem da teoria
dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares, embora também
os usasse na resolugao destes sistemas.

O termo determinante foi introduzido pelo matematico alemao Carl Friedrich
Gauss em 1801, que o utilizou para ‘determinar’ as propriedades de certos tipos de
funcbes. Mas foi em 1812 que surgiu o termo com o sentido atual num trabalho de
Cauchy sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias,
Cauchy resumiu e simplificou o que era conhecido até entao sobre determinantes.

Além de Cauchy, quem também contribuiu para consolidar a teoria dos
determinantes foi o alemao Carl G. J. Jacobi (1804 -1851). Deve-se a ele a forma
simples como essa teoria se apresenta hoje.

O conceito de determinante desempenha um importante papel em muitas

aplicagdes da Algebra Linear & Geometria e a Analise. Hoje em dia, embora nao
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sejam um instrumento pratico para resolucdo de sistemas via regra de Cramer, os
determinantes sao utilizados, para caracterizar certas operagoes algébricas, ou

mesmo para sintetizar certas expressdes matematicas complicadas.



1 — DEFINIGOES:

1.1 - Matriz

Seja 4= (a,.j) uma matriz quadrada de ordem »n com elementos em C, entio:

C™ ={matrizes complexas rnxn}. |

Exemplos:
C™ = {xlx € (C}
a b
C* = a,b,c,d eC
c d
Gy Gy, G,
a a e a
Cnxn = .21 .22 :2n la“,alz,. ;a],, e (C
anl an2 ann

1.2 — Determinante

Seja 4 C™, uma matriz complexa de ordem n, tal que:

a, 4, 4
A= a.21 ‘.122 oy,

anl an2 o ann
Entao:

a) Se Ae(Cm—->A=(a)—>detA=a.

b) Se 4 C™, n>1
> det 4 =(-1)"*".a,,.det A" +(=1)".q,,.det 4™ +--- +(~1)"".q,,.det 40",

11
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Cl“ see a],j-—l al,j+l can a]"
A% = G Qi Gy ja (£
G v Gaja Qin
n a, ja a, 70 R £ 8
Exemplos:

, @ 4
i) det(a” a i ) =a,.det(ay,) - a,.det(ay ) = .0, ~ a0,

21 22

Ay Gy Gy @ a 4 a @ a
, 23
iy det| a,;, ay, ay |= a”.det( 2w )— au.det( 2 )+ am.det( noz J =

3 s 4y Gy a; 4y
a;; Gy A3

=0,(ay Q33 — Ay3.05,) — @1y (A5, Gy — Qy3.05,) + Q3. (A Ay — Aoy Gy ) =

=)0y Qg3 — G)1.053.855 — Q105,033 + 0y 0304 + 0y3.05,.0y) — 01300 .5, .

1.3 — Matriz dos Cofatores

B é a submatriz de 4, que se obtém retirando-se a linha i e a linha j de 4

(matriz dos cofatores).

B =cof (4) é uma matriz, tal que:

- +j (8]
B, =(-1)"/.det A/

Exemplo:
1 3 0
Seja A4=|2 5 2
1 -1 3

Ent&o cof (4) =B, = (~1)*.det A

5 2
B”=(—1)“1.det( | 3):1.17:17



B, =(-1)"*.det
=(-1)".det

B, =(-1)*".det

[ Y

B, = (—1)2*2.det(

L S S

By, =(-1)™". det(

[S=

W W

By = (-1’ det(

=(-D)*". det[

N

1

B =(- ™. det 5

4
B=|-9 3
6 2

Também:

5 2 2 2 2 5
det 4 =1.det —3.det +0.det
-1 3 1 3 1 -1

-7
4
-1

1.17+3.(-4)+0.(-7)
2.17 +5.(~4)+2.(=7)
117+ (=D(~)+3.(-7) 1.(-9+(=1).3+34 1.6+(-1).(-2)+3.(-1)

17 -9 6

e B =4 3 =221.

1.(-9)+3.3+0.4
2.(-9)+5.3+2.4

-7 4 -1

1.6+3.(~2)+0.(~1)
2.6+5.(-2)+2.(=1)

13
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=1.17-34+0.(-7)=17-1240=5
det4=5.

Assim concluimos que o produto de uma matriz 4 pela transposta da matriz dos
cofatores de 4 (cof A) é igual ao produto da determinante de 4 pela matriz

identidade de 4, ou seja,

1 0 0) (dtd 0 0
A(cof A) =det4|0 1 0|=| 0 detd O
001){ 0 0 detd

Obs: Este teorema esta demonstrado no livro de Hoffman (pp. 152-154).



2 — PROPRIEDADES

2.1 Propriedade 1
B=kAd,keC > detB =Fk".det 4

Demonstracao:
Por indugao na ordem da matriz.
Provemos que a propriedade vale para n =1

Sejam4=(a,) e B=kd=(ka,)

—>detB=rka, =k.detA=k".det 4

Suponha valido para n>1
Seja m=n+1

kau kal,n+l
B=| i .
‘ kan+l,n+1

> det B=ka,,.det B —ka,.det B +-- -+ (1) (kay ., ).det B

kan+1,1
v, B = jeql)

- det B = k".det 4%

Logo,

 det B=ka, k".det A —ka, k" det A +---+(-1)"(ka, ,,, ) K".det 4™ =

— kn+l a. det A(l,l) _ kn+1 a,. det A(1,2) ees +(_1)n+2 -knﬂ-(al,,,ﬂ)- det A(l,ml) _
= k’“’l.(all.detA(l,l) _alz.det14(l’2) oo _+(_1)n+2.(al,n+l).det14(l,n+l)) -

=k"'.detd e

Exemplo:

21 6 3
Se k=3, A= e kd= , temos:
4 5 12 15

det(kd) =54 =326 =k".det 4

15
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2.2 - Propriedade 2
Seja 4 uma matriz de ordem n>2. Se trocarmos de posi¢gio duas linhas

paralelas entre si, obteremos uma nova matriz B e det B=—det 4.

Demonstragao:

Por inducao na ordem da matriz.

i) Provemos que a propriedade vale para n=2.

a,

1

Seja A=( Z:)—»detA=aua22—a12a21

Trocando de posi¢ao as linhas, obtemos:

Bz(azl azz]——)dethaz]a12 —a,,.a, =—det 4.
4 Gy

ii) Vamos supor que a hipotese seja verdadeira para todas as matrizes m=n-122.
Seja 4 uma matriz tal que,

(Vizk), (Vizk+1) € 1<k<n-1, entao:

B(i,}) = A(i,2) , B(k,?)= A(k+1,2) € B(k+1,:))= A(k,:).

Desenvolvendo det 4 e det B pela linha i, teremos:

det4= Zaij A% e detB= Z b,. RO
J=1 j=1

Como cada cofator B“” é obtido de 4“” trocando de posigao duas linhas e, por

hipétese de indugdo, B, =-

/

Vje{l,2,---,n}, segue que B“I=—4"),

j’

Vje{l,2,---,n} e, portanto, det B=—det 4. o

Exemplo:
Sejam
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1 3 4 3 4 1
—>det A=1.det —3.det +0.det =1.(4)-3.11+09=-37
2 2 -1 2 -1 2

13 4 3 4 1
—> det B =—1.det ~2.det +2.det =—1(~9)-2.(=3)+2.11=37
30 1 0 13

o det B=37=—det 4.

2.3 - Propriedade 3
Se uma 4 matriz de ordem »>2 tem duas linhas formadas por elementos

respectivamente iguais, entdo det 4=0.

Demonstragao:

Suponha que A(i,:)= A(j,)

Seja B a matriz formada pelas linhas de 4, permutando-se as linhas i e ;.
Logo, B=A—>detB=det4

Mas pela propriedade anterior,
det B=—det 4, ouseja, det A=—detd—>detA=0.o

Exemplo:
31 4
A=(2 5 3
31 4

5 3 2 3 25
—>det 4 =3.det ~1.det +4.det =
1 4 1 4 31

=3.17-1(-1)+4.(-13)=51+1-52=0.

2.4 - Propriedade 4
Se as linhas de uma matriz 4 sio linearmente dependentes, isto é, se 4 tem

uma linha que é combinacao linear das outras, entido det 4=0.

Demonstragao:

Suponha que /, € combinagao linear, entdo:
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L=k0 +k 1+ --+k 1

(a“ (112 ces aln)sz‘(azl a22 ses 02n)+k3.(a31 a32 . a:’”).{_..._{..kn.(a’ﬂ anZ v an”).
—>detA=gq,,.det A" —a,.det 4P +---+(~1)"".q,,.det 4" =

=(k,.a, +---+k,a,).det A"V —(k,.a,, +---+k,a,,).det A"D +-- 4 (-))*"(k,a,, +--+ka,,).det A7 =
=k,(ay.det A" - a,, det A®? + .-+ (~1)".q,,.det A7) +---+ k, (a,,.det A" —a ,.det 4P +---+ (-1)"".a,,.det 4"V =

ay Gy - 4 a

n nl

an2 ann

a a e a a a - a

21 Yn 2 21 Y» 2
=k, detj = % . " |++kdet| 77 0 =

anl an2 ann anl anZ ann
=k, 0+--+k,0=0. o
Exemplo:
11 16 21
. Seja A=|1 2 3 |,emaque /=3l +2I (linha 1 é combinagéo linear das linhas 2
4 5 6
e J).

i

1 3 1 2
—det 4 =11.det 23 —16.det +21.det
5 6 4 6 4 5

=11.(=3)=16.(~6) +21.(-3) =—33+96—63 =0.

2.5 - Propriedade 5

Seja 4cC™, ke{l,2,--,n}

Seja B a matriz tal que (Vi=k),
B(i,))=A(i,") e B(k,:))=x.Ak,}), xeR;
Seja C a matriz tal que (Vj k),

CC, ))=AGJ) e CG,k)=y.A(,k), yeR;
Entdo:

i) det B=x.det4

i) detC=y.det 4

Demonstragao (i):
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Para k=1, teremos:

x.a“ x.a12 ere x.aln
a a a
21 22
B — i 2n
anl anZ o ann

det B = x.a,..det A™Y — x.a,.det A™? +--- + (-1)"*" x.q,,.det A" =

=x.(a,.det A" —q,,.det AX? +...+ (=1)"".q .det A"") = x.det 4

Para £ >2 (por indugdo na ordem da'matriz):

Se n=2, entdo:

B___( a9, a;, )
x.a, X.d,

det B = a,,.x.a,, — a,, x.a,, = x.(a,,.0y, — a,,.a,)) = x.det 4

Vamos supor que a hipétese de indugdo seja verdadeira para todas as matrizes
m=n-122.

Seja 4 uma matriz tal que (Vi#k)

B(i,)) = A(,)) e B(k,))=x.A(k,:) , xeR;

Assim,

det B = g,,.det B —a,,.det B"? +---+(-1)"".a,,.det B*" = (*)
Sejal<j<n ‘

Sejam B, =B"" e 4, = 4"

Entédo (Vizk-1)

B,(i,)=4,G,}) e B,(k~1:)=x.A4,(k-1,;)

(Vj) B, éde ordem n-1 e, pela hipotese de indugéo

B™) = x det A%, substituindo em (*):

det B = g, .(x.det A™") — a,,.(x.det AXP) +--- +(-D)*".q,,, (x.det A7) =

=x.(a,.det A" —q,.det A +---+ (-1)"".q,,.det 4" = x.det 4. ®

A demonstracao (ii) € analoga a (i).



2 4 6
>B=\4 3 2|, BQ,)=2.4Q,)
33 2

Entao:
det B=x.det 4
1 2 3
3 2 4 2 4 3
— 2.det —4.det +6.det =2.det|4 3 2
3 2 3 2 3 3
3 3 2
1 2 3
—20-42+63=2.det|4 3 2
3 3 2

3 2 4 2 4 3
—10=2.]1.det —2.det +3.det
3 2 3 2 3 3

—10=2.1.0-22+3.3)=2.5=10.

2.6 - Corolario 1

Seja B uma matriz cuja k-ésima linha é nula. Entdo det B=0.

Demonstragéo:

Seja 4 uma matriz tal que (Vi#k)
A@,))= BG,})

Logo,

B(k,:))=0.4(k,:)

Pela propriedade anterior,
detB=0.det4=0

20



an ‘.112 a,
B={0 O 0
n Gy " G
a.22 ¢.123 a,, a-21 (.123 {124 ay, a.u (.122
— det B = q,,.det 0 0. 0 —a,,.det 0 0. 0. 0 4ot (=) ay, . det 0 0.
a, a; - 4, a, a, a, - a, a, a, -

=a,.0-a,0++(-1)""q,.0=0. o

Exemplo:

- O

1 5
Seja B={0 ‘0 0
5 2

0 0 00 0 0
—det B=1.det —4.det +5.det =1.0-4.0+5.0=0
1 2 5 2 51

2.7 - Propriedade 6
Seja 4cC™ esejal<k=<n
Seja B e C™ uma matriz tal que (Vi=k)

B(i,)) = AG,?) e B(k,))=A(k,)+t.(x, x, - x,)

Entao:
a, 4, a4, )
det B=detA+r.det| x, x, - X,
anl an2 ann

Demonstragao:

Para k=1, teremos:

21
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a,+tx, a,+tx, - a,+Lx,
a a e a
21
B - : i 22 2n
anl an2 ot ann

—> det B = (a,, +t.x,).det B®Y —(a,, +1.x,).det B*? +--- +(~1)"*" (a,, +1.x,).det B""

(vj) B™ =A%, logo
det B =(a,,.det A™ + . det A®? 4.+ (<1)"*"., .det A™)+ 1(x,.det A + x,.det ADD -+ (~1)*".x,.det A*") =
x] x2 con X

a a sew a
=detA+t.det| 2 2 ™

a

nl

an2 ces a

nn

Se k>2 , basta trocar as linhas de ordem de forma que & =1 (propriedade 2).

2.8 - Corolario 2

a, Gy 4y, 4, 4, " aq, a, G - G, a, G, - q,
detla, a, - a,|=a,/1 0 - 0|a,|0 1 -+ O |+-+q,l0 0 - 1
anl anZ o ann anl an2 ann anl an2 ann an] an2 ann
Exemplo:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
det|4 5 6|=det|4 5 6|+9.det|4 5 6|=
7 89 7 8 0 0 0 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
=det|4 5 6{+8.det[4 5 6{+9.det|4 5 6|=
7 0 0 010 0 0 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

=7.det|4 5 6|+8.det|4 5 6|+9.det|4 5 6.
1 00 01o0 0 01
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2.9 - Proposic¢ao 1

1 0 - 0
01 -0
det Coe =1
00 1
Demonstragao:

i) detl=1.

ii) Se I, é uma matriz identidade nxn, com n>1
Entao det/ , por definigdo, é igual a
1.det I®P —0.det 1% +-.. 4 (=1)"*".0.det /™" =

=1.det/™ =1.1=1.

Portanto, o determinante definido a partir da expansdo de Laplace € uma
fungao multilinear (em relagao as linhas da matriz), alternada e tal que o seu valor na
matriz identidade € 1. Como s existe uma unica fungdo multilinear alternada que
aplicada em ((1 0 0 - 0),(0 1 0 - 0),~+,(0 0 0 - 1)) & igual a 1,
concluimos que o procedimento indutivo de Laplace define rigorosamente a fungéo
determinante. Podemos obter, entdo, a formuia de Leibniz para o determinante.
Essa formula expressa o determinante de uma matriz quadrada como um somatério
de n! parcelas, cada uma igual a um produto de n elementos da matriz, que nao
podem estar em uma mesma linha ou coluna. Essa exigéncia se traduz em uma
permutacdo de n elementos. O sinal da parcela &€ dado pela paridade dessa

permutacao.
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3 - OUTRAS PROPRIEDADES

3.1 — Formula de Leibniz

detd = Z sgn(a)HAi’ai ;1<i<nel<o<n.

g€eN, i=]

OBSERVAGOES:
i) HAW = G0y ae2) " Buo(my» €M Qque o € uma permutacdo do conjunto N, .
=]

Nesse produto aparece apenas um elemento de cada linha de 4 (pois os primeiros
indices ndo se repetem) e apenas um elemento de cada coluna de 4 (pois os
segundos indices também nao se repetem).

ii) sgn: é a fungao sinal de permutagdes no grupo de permuta¢des que retorna 1
para permutagdes pares e -1 para permutacdes impares (sugerimos ao leitor que
faca uma leitura de teoria de permutagdes — Callioli, pg. 197).

i) O numero de permutagdes em um conjunto N,={l,2,---,n} &

n

n!=n.(n-1).(n-2).---.3.2.1. Teremos portanto »! parcelas na somatéria

Z sgn(oc )'ala(l)'aZO'(Z)' *Bps(ny -

iv) A demonstragdo da formula de Leibniz pode ser vista, por exemplo, em Hoffman
(pg.149-152).

Exemplo:

a4 G4, 4
Seja A=|a, a, ay].

a3 Gy 4y

As permutagdes do conjunto {1, 2, 3} e respectivos sinais séo:

3 123
3) D (1 3 2} D

3 123
1} ¢+ (3 2 1} 1

/ N TN
—
N

Y
W NN
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12 3 123
(3 1,2] ¢l (2 1 3} D

det 4 = a,,.0,.05 + a,,.0,3.0;) + 430505, ~ Q00305 — 130 Oy — Oy .0y, 03 -

Logo,

3.2 - Teorema 1
Sejam 4 e B matrizes de ordem n. Entdo det(4B) = det(A)det(B).

Demonstragao:
Sejam 4=(a;), B=(b,) € C=AB=(c,). Logo

¢, =Za,.kb,g (i,j=1--,n). ¢, =Za,kb,g (i,j=1,---,n).
k=1 k=1
Entéo

Zalklbkll zalkzbkﬂ Za‘lk,,bk,,n
Zank,bkll Zankqbkﬂ Zank,,bk,,n

alklbkll alkzbk22 alk,,bk,,n

det(C) =det

ank,bk,l ankzbk22 ank,,bk,,n

Ay, Gy, " Oy,

ankl ank2 T ank,,

= Y bbb, b,det| i - i |, onde k#k =

(kg ey e ‘,k,,)
ankl o ank,,

=3 b, b +-b, , sgn(c)det A = det A sgn(0)b, by, b, , =

=det4) sgn(c)b, .-~ b, , = det(4).det(B).e
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3.3 — Determinante da Matriz Transposta

Se M é a matriz de ordem n e M sua transposta, entido detM” =detM .

Demonstragao:

Vamos usar o principio da indugao finita.
12 parte

Para n=1, a propriedade é imediata.

22 parte
Suponhamos a propriedade valida para matrizes de ordem (n—1) e provemos que

ela também sera valida para determinantes de ordem ». Temos:

a, Gy a3 - 4, b, b, b; - b,
Gy Gy 4y - 4y, by, by by b,,

_ T _
M=\a;, a, a; - a, M =|b, b, by b,,
anl an2 an3 o ann bnl bn2 bn3 o bnn

emque b, =a, vie{l,2,---,n} e Vje{l,2,,n}.

detM =a,, .4, +a, .4, +a,.4, +--+a,.4, (pela1? coluna)

detM" =b,. A, +b,.A,, +b,.4,,++b,.4,, (pela 1?linha)

Mas, por definicao de matriz transposta, temos:

a,=b,, a,=b,, a,=b,, -+, a,=b,

e pela hipétese da indugdo temos: 4, =4,,, 4, =4y, 4, =4, -, 4,=4,,.

Logo detM” =det M .

Portanto, a propriedade € valida para matrizes de ordem n, Vn2>1. e

Exemplo:
1 0 2 1 3 4
det|3 1 3|=det{0 1 5{=9.
4 5 2 2 3 2

Obs: A importancia dessa propriedade reside no fato de que toda propriedade valida

para as linhas de uma matriz também & valida para as colunas e vice-versa.
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4 - DETERMINANTES DE MATRIZES EM BLOCOS

4.1 - Determinante de Matrizes em Blocos 1

4 B -1 ' ~1
det[c D)=det(A).det(D—C.A .B)=det(D).det(4-B.D™ C)
Demonstragao:
o o A B L .
i) Seja M =(C D) , tal que 4 C™ é inversivel.

nxn

Logo,

I 0\(4 B\ (4 B
—cA' 1)lc D) \0 D-Cc4'B

Entao:

I 0 A B A B
det o .det = det o
-CA" 1 C D 0 D-CA'.B

A B
Isto &, l.det( J =det A.det(D -C.A" .B) .
C D

A B
i) Seja M =(C D] , tal que D e C™ é inversivel.

nxn

Logo,

e

Entao:
—BD™! A B —_BD!
det I —-BD .det = det A-BD"C 0
0 I C D C D
A B
Isto &, 1.det =det D.det(A—B.D".C).
C D

4 B ] ]
de{c D):det(A)-det(.D—C.A '.B)=det(D).det(4-B.D"'.C). o

Obs: Desse resultado segue que o determinante de uma matriz de bloco triangular &

o produto dos determinantes dos blocos diagonais.
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Exemplo:
1 2 1 1
3 4 -1 2 1 2 35
det = det .det =(-2).(-30) = 60.
0 0 35 3 4 6 0
0 0

4.2 — Determinante de Matrizes em Blocos 2
det(7+4".B)=det(I+AB")=det(I+B".4)=det(I+B.4")
Demonstragao:

i) det(7+4".B)= det((1+ AT.B)T) =det(1+B".4), pois det M" =det M (2.11).

i) det(7+4".B)=detI.det(I+4".IB)= det( AIT "ﬂ =
=detl.det(I+B.J.A")=det(I+B.4") (3.1).

i) Assim, det(I+47.B) = det(I+ B.A") =det((1+B.4")' | = det(I+AB").

det(I + AT.B) = det(l +A4B")= det(I + BT.A) = det(l +BA") e
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5 — APLICAGAO DE DETERMINANTES:

Antes de colocarmos algumas aplicagbes de determinantes, daremos algumas
notagées com definigcées e propriedades sobre vetores.

5.1 — Definigao de Vetores

Sejam (x,,,.z,) © (x,,%,.2,) as coordenadas cartesianas de dois pontos do

espagco, 4 e B, respectivamente. O vetor AB &, por definicao, a classe de
equivaléncia de todos os segmentos orientados de mesma direcdo, de mesmo
sentido e mesmo tamanho que o segmento orientado que vai de 4 até B. Definimos

as coordenadas do vetor 4B como sendo (% = %50 Yy = Var 2 —2,) -

5.2 - Propriedades de Vetores

iy Soma de Vetores: Se ¥ =(v,,v,,v,), W =(w,w,,w;), entdo definimos a soma de

V+W, por: V+W =(v, W, v, Wy, v+ W)

ii) Diferenca de Vetores: V —W = (v, —w,,v, = Wy, v, —W,) .

iii) Médulo de um Vetor: |[V/]=/x* +y* +2°

5.3 — Definicao de Produto Vetorial
Dado os vetores ¥V =(v,,v,,v;) € W =(w,w,,w,), definimos o produto vetorial entre ¥
e W por VxW, como o vetor obtido pelo objeto matematico que nado & um
determinante, mas que pode ser calculado como se fosse um determinante:

i j k
VxW =det|l v, v, v, |

weow, W,
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5.4 — Propriedades de Produto Vetorial
i) VxW =-WxV
i) Ux(V +W)=UxV +UxW

5.5 — Definicao de Produto Misto

Dado os vetores U =(u,u,,u;), V =(v,,,v,) € W =(w,,w,,w,), definimos o produto
misto entre U, V e W, que é denotado por [U,V,#] , do seguinte modo:
[Uv.w]=U.(vaW).

Observe que o produto misto € um nimero real e que pode ser obtido a partir do
seguinte determinante:

hy U U
[U,V,W]=U.(VxW)=det Vi Vv, v
mww W, W

5.6 — Propriedades de Produto Misto
i) [U.V.W]=-[V.U,W].

i) [U,V.W]=[Vv.w,U]|=[w.,U,V].

5.7 — Area de Regido Triangular
Uma aplicagdo na geometria analitica relacionada com determinantes esta no
célculo da area de um triangulo ABC conhecidas as coordenadas de seus vértices.

v

Xa Xa
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No caso da geometria plana, sejam (O, i, j) um sistema ortogonal de coordenadas e
A=(x,,y,), B=(x;y;) € C=(x,..) trés pontos ndo colineares.

A area do triangulo ABC sera dada por:

ZE‘.h
T

Q=
Sendo AC =(x.—x,,y.~y,) € h= |ﬁ‘[ distancia do ponto B ao ponto C, vem:

|E|=\/(;C‘ —xA)z +(ve "yA)Z

e
=, ¥ 1
det| x, yp 1
. Xe Yo 1
h_chl—\[ 2 2
(e =%4) +(vc=¥4)
i & ¥ 1
.. S=—.|det| x, y, 1], que é aexpressao analitica da area do triangulo no plano.
2 B B
X Yo 1

Exemplo:
Determine a area do triangulo ABC de vértices: A(1,4), B(2,3) e C(-1,-2).

1 4 1
5 0 2 1 2 3
det| 2 3 1|=1.det —4.det +1.det =1.5-43+1.(-1)=-8.
{ =2 1 -2 1 -1 1 =1 -2

- A=l.|—8| =4,
2
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5.8 — Equacao Geral da Reta

Através do determinante nulo formada pelas coordenadas de dois pontos no plano

cartesiano podemos encontrar a equacao geral da reta.

74

Considere uma reta originada pelos pontos A(x,,y,) € B(x,,y,). Podemos destacar
um ponto P(x,y) nessa mesma reta e assim obtermos as seguintes equacoes:
x=x+(-5) > x-x=%—X

V=3 +h~RI V==~
Assim:

2—%

=22 s (- x).0n =) = (= y)x, = %)
X=X V=N

= [(x—x).(y, = y)I-[(y—3)-(x, —x)]=0
Hdet[x-xl H]:o
X=X N —Nh
Esta Gltima equagao pode ser transformada na seguinte:

x ¥y 1
det| x—x, y-y» 1|=0
=% Y,=»n 1

Ao calcularmos o determinante nulo dessa matriz de ordem 3 formada pelas
coordenadas dos trés pontos acrescentada por uma coluna formada por numero 1
encontraremos a equacéo ax + by + ¢ = 0, que é denominada equagao geral da
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reta, onde a e b sdo numeros nao nulos e x e y sao pontos de coordenadas da
retas.

x y 1

1 1

det| x, ¥ 1=0—->x.det(y1 J—y.det(x1 )+1.det(xl yl)zO
y, 1 x, 1 X, W

X, » 1

> x(y-»)-y(x —'x2)+1.(x1.y2 —y,%,)=0

_)(Jﬁ "'yz)-x—(xl _x2)°y+(x1-y2 "yl'xz):O .
—— A - RN — /

a b c

Exemplo:

Obtenha uma equagéo da reta que passa pelos pontos: A(1,3) e B(-2,8).

x y 1
det{ 1 3 1(=0
-2 8 1

' 31 1 1 1 3
— x.det — y.det +1.det =0.
8 1 -2 1 -2 8

2> x(-5)—-p3+1.14=0—> -5x-3y+14=0
~. A equagao geral dareta & —5x—-3y+14=0

5.9 — Volume .do Tetraedro
Em 1773, Lagrange, em um trabalho sobre Mecéanica, mostrou que o volume de um

tetraedro ABCD de vértices A(xy, ¥s:Z,) » By ¥2) » C(Xp0 02, » € DXy, ¥5,2,) pode

Xe Yo %
X3 N 5
X, V2 %

X3 V3 Z3

ser dado por V=%.|D|, em que |D| é o modulo do determinante det

ek i b b

Seja (0,7, j,k) um sistema ortogonal de coordenadas.
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A=(Xy,¥9:20)» B=(x,1,2), C=(x,,,,2,) € D=(x,,¥,,2,) quatro pontos do espacgo

trés a trés nao colineares e os quatro nao situados no mesmo plano, conforme figura

abaixo.

O volume do tetraedro ABCD sera igual a sexta parte do volume do paralelepipedo
que é dado por:

[4B,4C4D |

Nestas condi¢des o volume do tetraedro ABCD sera:

1 re— — ——
14 =—6—.[AB,AC,AD]

Como
AB = (x, = x,)i +(y, = ¥0)J (2, — 2, )k
AC = (x, = x )i +(y, — ¥o)J +(z, — 2 )k
AD = (x;—x0)i +(y3 = y,)J H(z3 — 2, )k
e
X=X N=N 2173
1 ‘
V=—6—.det X,~Xy V=Yoo 2Z,—Z
X3=Xo Vs= W 2372
ou:
X, Yo Z 1
X 1
V= l det| 7 A
6 Xx, ¥, z 1
X, y; oz 1

que é a formula analitica do volume de um tetraedro no espaco.

Exemplo:
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Determine o volume do tetraedro ABCD de vértices A(1,0,0), B(2,3,1), C(-1,-2,3) e
D(5,~1,-2).

1 0 0 1
2 3 11
det =1.23-1.64 =-41
-1 -2 3 1
5 -1 =21

1

->V=—.|41|=ﬂ.
6
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