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Os sinais + e - modificam-a quantidade diante da qual sdo colocados
como o adjetivo modifica o substantivo.

(Cauchy)



RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo sobre as solugdes de equagdes polinomiais de 3° e 4° grau,
através das formulas de Tartaglia-Cardano e do Método de Ferrari. Abordando também um pouco
sobre o desenvolvimento do conjunto dos numeros complexos, que surgiram a partir da procura de
solucdes para equacdes polinomiais.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Formulas de Tartaglia-Cardano.Método de Ferrari.
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1-INTRODUCAO

O primeiro conjunto numérico com que temos contato € o conjunto dos numeros naturais,

representado pelo simbolo N, estes nimeros sdo utilizados para contagem. Comegamos a contar antes
mesmo de freqiientar a escola. Esta classe numérica ¢ tdo fundamental em matemética que o matematico
alemdo Kronecker (1823-1891) chegou a afirmar: Deus criou os nimeros naturais, tudo o mais é obra do
homem.

Em seguida, no final das séries iniciais do ensino fundamental, nos s&o apresentadas as fragdes
positivas, que pertencem ao conjunto dos numeros racionais. Um pouco depois, por volta do sétimo ano do
ensino fundamental conhecemos os numeros negativos, e aprendemos que estes, juntamente com os
nimeros naturais formam o conjunto dos niimeros inteiros, representado pelo simbolo Z, dai vemos as
fragbes negativas completando o estudo dos niimeros racionais. Por fim estudamos o conjunto dos
nameros irracionais, geralmente representado pelo nimero 7 (pi) € entdo temos o conjunto dos numeros
reais: unido do conjunto dos nimeros racionais e irracionais. Somente no ensino médio o conjunto dos
niimeros complexos ¢ tratado, além destes, vistos no ensino basico, existem ainda outros conjuntos
numéricos que ndo s&o abordados, como o conjunto dos quaternios.

Podemos entdo questionar: Porque existe esta diversidade de conjuntos numéricos? Quais os
problemas motivaram o surgimento de novos conjuntos? Em qual ordem eles surgiram? (Serd que foram
desenvolvidos na mesma ordem em que sdo estudados hoje?).

Historicamente, diversos fatores, em diversos lugares, contribuiram para o desenvolvimento dos
diferentes conjuntos numéricos. Por exemplo, uma questdo que levou a ampliagdo do conjunto dos nimeros
naturais para o conjunto dos nimeros inteiros, foi a idéia de subtragdo de nimeros naturais (a — b)), onde
a < b. (Domingues, 2003).

Neste trabalho abordaremos as questdes relativas ao desenvolvimento dos conjuntos numéricos
sob uma oética diferente: vamos observar a necessidade da utilizagdo de novos sistemas numéricos visando a
resolugdo de equagdes polinomiais.

O estudo das solugdes de equagdes vem de longa data. JA nos papiros egipcios aparecem
problemas matematicos, geralmente ligados ao cotidiano da época, que sdo solucionados através da
resolugdo de equagdes simples. (Milies, p.3)

Neste trabalho abordaremos as solugSes das equagdes polinomiais de 3° e 4° grau. Para as
equagdes cubicas, as formulas que serdo estudadas, foram desenvolvidas por Tartaglia e divulgadas por
Cardano, na obra Ars Magna, em 1545; estas sfo conhecidas como férmulas de Tartaglia-Cardano.

Para as equagdes de 4° grau, veremos um método que as reduzem a equagfes cubicas,
desenvolvido pelo matematico Ludovico Ferrari, e conhecido como Método de Ferrari. Para este estudo

necessitamos de alguns conceitos prévios, os quais passamos a desenvolver no proximo capitulo.
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2 — SISTEMAS NUMERICOS TRADICIONAIS

2.1 — O CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS ( Z ): OPERAGCOES E PROPRIEDADES.
No conjunto Z , definimos as operagdes soma (+) e produto (.):

+:ZxZ >Z e . /x>

(xy)—>x+y (x,y)—>xy.

As operagdes definidas satisfazem as seguintes propriedades: Vx,y,ze€ Z, -
I. Comutatividade dasoma: x+y=y+x.
II. Associatividade da soma: (x + y)+z=x+{(y+2).

111. Existéncia do elemento neutro: 3 0 € Z ,tal que: x+0=x;Vxe Z.

IV. Existéncia do inverso aditivo: Vx € Z 1 —x € Z ,tal que: x+(—x) =0.

V. Associatividade do produto: (x.y).z = x.(y.z)

V1. Distributividade do produto em relagdo a soma: x.(y +z)=x.y+x.z
VII. Comutatividade do produto: x.y = y.x

VIII. Existéncia da unidade: 3 1€ Z ,talque l.x=x.1=x; VxeZ.

IX. Z ndo possui divisores de zero: Sex.y =0, entdo x =0 ou y=0.

Em uma préxima segfo estaremos definindo anel, veremos que para determinado conjunto ser anel,
ele precisa estar munido de duas operagdes, que chamamos soma e produto; e estas devem satisfazer as seis
primeiras propriedades acima. Sendo assim o conjunto Z, juntamente com as operacdes e suas
propriedades definidas acima € um anel.

Além disso, neste conjunto o produto é comutativo, neste caso dizemos que Z €é um anel
comutativo; por satisfazer ainda a propriedade VIII, Z ¢é chamado de anel comutativo com unidade;
finalmente a propriedade IX faz deste conjunto um anel comutativo com unidade e sem divisores de zero.

Isto é 0 que definiremos mais adiante como sendo um Dominio de Integridade.

Neste conjunto existe ainda a nogdo de “ordem” (<), ou seja, tomando X,y € Z, escrevemos
x<y,se esomente se 1 ae N, tal que x+a=y. Escrevemos x <y se, e somente se J a€ N,

a# 0 tal que x+a = y. Aceitamos conhecidas as propriedades basicas de médulo.

O proximo objetivo desta se¢do é demonstrar o algoritmo da divis@io no conjunto dos inteiros, para
isso vamos admitir o principio da boa ordenagdo, e em seguida enunciar duas proposi¢cdes que nos
auxiliardo na demonstragdo, além de admitirmos o algoritmo da divisdo em N. Estes resultados estdo

baseados em GONCALVES (2008, cap. 11).
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Principio da Boa Ordenagiio: Se S ¢ Z; S ndo vazio e § é limitado inferiormente, entdo S possui um

minimo.

Proposi¢io 1 — (Primeiro Principio de Indugdo) Suponha que P(7)é uma afirmacdo que depende de
ne Z e satisfaz:

i. P(a)éverdadeira; ae Z

ii. Se P(k) é verdadeira entdo P(k +1) é verdadeira; k> a.

Nestas condigdes P(7) é verdadeira paratodo n>a.

Proposi¢io 2- (Segundo Principio de Indugdo) Sejam a € Z e P(n)uma afirmagdo que depende de
n € Z tais que:

i. P(a) é verdadeira.

ii. Se m>ae P(k)é verdadeira paratodo a < k <m, entdo P(m) ¢ verdadeira.

Nestas condigdes P(n) é verdadeira para todo n > a.

Teorema 1- (Algoritmo da Divisdo em N) Sejam n,d € N e d > 0. Entdo existem unicos q,7 € N,

taisque n=qd +r e 0<r<d.

Teorema 2- (4lgoritmo da DivisGo em Z) Sejam a e be Z, b # 0. Entéo existem Unicos gq,r € Z tais
que a=bg+r,com 0<r <|bl.

Demonstragio: Inicialmente mostraremos a existéncia de ¢,r inteiros satisfazendo as condigdes ¢ em
seguida provaremos a unicidade. Para mostrar a existéncia analisamos dois casos:

1° caso: b > 0;

Se tivermos a = 0, o resultado segue do algoritmo da divisdo em N ;

Se a<0 , entdio —a >0, assim, utilizando o algoritmo da divisdio em N, podemos escrever:

—a=bg+r',com 0<r'<beq',r'eN.

a=>b(-q")-r' ey

Se ¥'=0,tome g=—¢q' e ¥ =0, entdo a=bg+r,com OSI‘<b='b,.
Se r'> 0, temos que #'< b, entdo O<b~r'<b=|b];

Usando a equagdo (1) obtemos: a =b(—g'-1)+(b—r").

Tome g=—g'-ler=b—r".Entdo a=bg+r,com 0 <r <|b[.

2° caso: b < 0.

Vamos aplicar o 1° caso para —b > 0.
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Temos que a =(=b)q'+r',com q',r'e Z e 0 <r'< Ibl .

a=b(—q")+r'. Assim basta fazermos g =—q' e r =71".

Para a unicidade, suponha que existam q,,# € ¢,,7, inteiros tais que:

a=bg, +r;com 0<r <} O]

a=bg, +1,;com 0<r, <[H. (2)

Vamos supor que # # 7,. Digamos 7, >7;. Usando as expressdes (1) e (2) podemos escrever a igualdade:
bg, +r, =bg, +r,

b(q,—g,)=r,—r >0 3)

Se b > 0 temos:

g, — g, >0, assim g, — g, =1, multiplicando por b, obtemos: b(q, —q,)=b.
Como 7 20, temos: 7, +b(q,—q,)=b(q,—q,)=b=[b|. Mas r,+b(q,—q,)=r,, portanto
concluimos que , > b = |b| , 0 que é um absurdo, pois por hipétese 7, <b.

Se h<0, segue de (3) que g, —g, <0. Assim: ¢, —q, >0=>¢, —q, =1, multiplicando por b,
temos:

b(Qz —ql) S b , Ou Seja: b(q] _qz) 2 _b = |b|
Como 7, >0, temos: r, +b(q, —g,) 2 b(q, —q,) _>_|b|. Absurdo, pois 7, <b. Com isto verificamos

que 1, =7, € g, ={,, provando a unicidade. m

Dando continuidade ao estudo do conjunto dos nimeros inteiros, provaremos que todo numero
inteiro ndo nulo pode ser escrito como uma combinagdo de fatores primos de maneira unica. Este resultado

é conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética.

Defini¢io 1: Um niimero p € Z é primo quando p # *1 e os tnicos divisores de pséo *le £ p.

Teorema 3: (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo namero inteiro 7 # 0, pode ser escrito como
n=u.p,.p,y.....0,, onde U € {— 1 1} e 0<p, <p, <...<p, sdo nimeros primos. Além disso, esta

decomposigdo ¢ Unica.

Demonstragio:

E suficiente provarmos o teorema para ne N, nesse caso u =1 e a expressdo se reduz a

n=p,.py...py,com 0<p < p, <...< p, primos.

Usaremos indugfo sobre # .
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Se n=1temosque n=u.p,.p,..p,; u=1le k=0.

Vamos supor que todo niimero inteiro m, 1 <m <n pode ser escrito como produto de primos.
(hip6tese de Indugdo). Provaremos que # também pode ser escrito como produto de primos.

Suponhamos, por absurdo, que » ndo pode ser escrito como produto de primos. Entdo 7 nédo € um
numero primo, € assim existem divisores d e d' de n tais que: n=d.d'; com 1<d e d'<n. Pela
hipétese de indugdo temos: d =¢,,4,,.-.9,; ¢ <...<q, sdo primos positivos ¢ d'=¢",,q';,....q';;
g, <...<q, sdo primos positivos. Seguindo que n=d.d'=(q,..q,)(q'..q';); rearranjando os
niimeros primos podemos escrever: M= p,.p,..p,, onde k=r+s e p,<p,<..<p, como
queriamos mostrar.

Unicidade: ~Seja  n=u.p,.p,...p,; 0<p <p,<..<p, primos e n=u.p|.p,.p.;
O<p\<p,<..<p',  primos. Assim  wp.p,..p, = u.p|.p,..p\ =Du=u e
Dy-Dy-Dy = DD, . Provaremos que isto implica em k=5 ¢ p,=p' ;i=1,2,.,k usando
indugdo sobre £ .

Se k=1, temos p, =p'|..p',, assim p',/p, e como sdo primos positivos segue que p, =p', e,
portanto s=1=k e p, = p'.

Suponhamos agora que a unicidade seja verdadeira toda vez que tivermos um produto de » fatores primos

positivos, onde 1 <7 <k e vamos provar a unicidade para k fatores primos positivos.

Temos, py.py--Py= P'-P,-.pP's, k22. Pelo Lema de Euclides 37, I<j<s tal que p,/p'; e
como sdo primos positivos temos que p, = p'j para algum j, 1 <j<s. De modo andlogo p',=p,,
para algum 7, 1<i<k. Agora como p,<p,<..<p, e p\<p,<..<p' segue que p, =p',.
Assim teremos p,..p, =p',..p'. ¢ pela hipdtese de indugdo (r =k—1) temos k—-1=s-1 e
Py =p5...0; =P, donde concluimos que k=5 e p, =p',, i=1,2,...,k, como queriamos mostrar.

]

Como mostramos nesta sec¢do, o conjunto dos ntmeros inteiros possui muitas propriedades.
Poderiamos entfio nos questionar porque surgiram tantos outros conjuntos numéricos? “Um dos motivos
que historicamente motivaram o aparecimento de outros conjuntos numéricos estd relacionado a
solubilidade de equagdes”. (Andrade, 2001). Sendo assim, antes de analisarmos outros conjuntos

numéricos, vamos definir o que é equagfo e o que significa soluciona-la.

Defini¢io 2: Uma equagdo polinomial ¢ uma expressio da forma:
n n-1 2 ~ ¢ . y .
a,x"+a, x"" +..+a,x" +a,x+a,=0; onde os a,, sdo os ‘coeficientes’, ¢ ne€ N ¢ o grau da

equacao.
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Os coeficientes de uma equagdo podem ser naturais, inteiros, racionais, irracionais, reais ou

complexos. Resolver uma equagdo polinomial significa encontrar um valor « para o qual a
. — 2 , .
igualdade @ " +a, ,&"" +...+a,a” + a0 +a, =0 é verdadeira.

Ocorre muitas vezes que « nfo pertence ao mesmo conjunto dos coeficientes da equagdo: se

considerarmos, por exemplo, a equagdo nx =m ,onde m e n sio inteiros, nem sempre existe x € Z que

a satisfaz; com isso somos levados a introduzir um novo conjunto numérico: O conjunto dos nimeros

Racionais ( (), onde a equagdo acima sempre admite solugdo para 7 # 0. Este conjunto é o tema de nossa

proxima se¢do.

2.2 — O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS ( Q)

M z L a
Defini¢do 3: Um nGimero racional é um niimero que pode ser colocado na forma Z , a,beZ e b#0.

Diremos que um numero racional g , b # 0, esta na forma irredutivel se MDC(a,b) =1, isto é, se

ndo ¢ possivel simplificar este nimero.

No conjunto (0, definimos as operagdes soma (+) e produto (.):
+:0xQ—>0 e . OxQO—>0

a c¢ ad + bc ac
% — e —
b d bd bd

Estas operagdes satisfazem as propriedades definidas na seg¢do 2.1 (I — 1X); além de uma outra: no

ac
b BN
(b d)

conjunto dos nimeros racionais existe o elemento inverso para a multiplicagdo, exceto para o zero, isto &,

: a : b . :
seja x = 3 eQ;x#0;existe yeQ; y=— tal que x.y =1. Sendo assim, como afirmamos acima, se
a
x m )
tomarmos a equagfo nx =m,com n,me ), n# 0teremos que x = — a satisfaz.
n
Consideremos agora a seguinte equagfo: x*—2 =0. Uma solugfo é V2 , mas v2 ndo pode ser

expressa como razdo de inteiros, ou seja, 2 ndo € racional. Assim precisamos considerar um conjunto
numérico mais abrangente, onde esta solu¢do seja concebivel, o conjunto dos nimeros reais, tema da

préxima segao.
2.3 — O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS ( R)

Em R, também estdo definidas as operagdes de adi¢do (+) e multiplicacdo (®):

+:RxR—>R e . RxR—>R

(xy)—>x+y (x,y) >xy.
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Estas duas operagdes definidas em R satisfazem as propriedades de (I — I1X) descritas na segdo 2.1,
além de neste conjunto também existir o elemento inverso para a multiplicagéo.
Consideremos agora a seguinte equagdo: x?+1=0, a qual possui coeficientes reais, que pode ser

escrita como x2=—1, mas esta expressdo n3o possui solugdo em R, ji que sendo x € R, o quadrado de
x sempre é maior ou igual a zero. Neste caso, ou admitimos que a equacgdo ndo tem solugfio ou entfio
consideramos um outro conjunto numérico: o conjunto dos mimeros complexos.

Segundo Milies, os matematicos europeus ainda ndo tinham clareza da utilizagdo de nGmeros
negativos ou dos irracionais, quando surgiram os numeros hoje denominados complexos. Neste conjunto
numérico podemos extrair a raiz quadrada de numeros negativos, o que resolve o problema da equagéo
considerada acima e muitos outros que angustiaram os matematicos no decorrer da historia.

Na publica¢io denominada /’4lgebra, 1572, de autoria de Raphael Bombelli, em um dos capitulos,
estuda-se a resolugdo de equagdes de grau até quatro. Ao considerar a equagdo x> =15x+4, ele obtém,

utilizando a  férmula de Cardano, que serd estudada adiante, a seguinte raiz:

x:3\/2+\/—-121 +3\/2—\/—121 , porém ele percebe que x=4 ¢é uma raiz da equagdo. “Eis uma
situagdo em que apesar de termos radicais de numeros negativos, sabemos que existe uma solugdo para a
equagdo proposta, entdo precisamos entender o que estd acontecendo.” (MILIES, p. 16).

Na préxima se¢fio definiremos os nameros complexos e apresentaremos algumas de suas
propriedades que serfio relevantes durante o estudo das solugSes de equagdes de 3° e 4° graus, tema
principal deste trabalho. N#o poderiamos falar das solugdes de equagdes cibicas sem antes estudar
detalhadamente os nmimeros complexos, j& que a necessidade de se trabalhar com estes numeros surge
durante o estudo de solugBes para equagdes de terceiro grau. Os resultados seguintes estdo baseados em

JANESCH e TANEIJA, (2008, cap.6).
2.4 — O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXO0S ( C)

Definicdo 4: Um numero complexo, z é uma expressdo da forma a+bi, onde a,b € R, e o simbolo i,

usado para indicar \/_——1, é tal que i2=—1.
No nimero complexo z =a+bi, chamamos a=Re(z)de parte real de z e b=Im(z)é o
coeficiente da parte imaginaria b7. Temos a+bi=c+di<a=c e b=d.
Definimos as operagdes de adi¢do (+) e multiplicagdo ( ® ) pelas seguintes regras:
+:CxC—>C o:CxC—>C
(a+bi,c+di) —>(a+c)+(b+d)i (a+bi,c+di)—>(ac —bd)+(ad + bc)i .
Para estas operagdes continuam validas as propriedades de (I — X , segfo 2.1) e também existe o

elemento inverso para a multiplicagdo. Neste conjunto, o simétrico de a+bi é —a—bi, a unidade é

a b ).
1+ 0i e o inverso multiplicativo de a+bi#0 é - i
a*+b? a*+b?
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Segue ainda da regra da multiplicagio definida acima que
(a+bi).(a—-bi)=(a*+b*)+(—ab+ba)i=a*+b*. A expressdo a—bi ¢é chamada de conjugado de
z , e denotada por z .

Chamamos de norma de um nimero complexo z = a + bi, a expressdo +/a*+ b? , e denotamos por

|z|. Também pode ser chamada de médulo ou valor absoluto. Se considerarmos z = a+ bi representado

pelo par ordenado (a,b ), a norma |Z| ¢ a distancia deste ponto & origem ( 0,0). (figura 1)

Figural: representacdo geométrica da norma de z.

Destacamos as principais propriedades de norma:

1) |22 0;

2) |7=0=2=0;

3) |z =|z||w] e

4) |z + w| < [zl +[w|

Além da representagdo algébrica z = a+ bi, existe uma outra, chamada de trigonométrica ou polar, muito

util no célculo de poténcias e raizes de um niimero complexo: Seja z=a+bi € C, z # 0, consideramos
este numero representado no plano cartesiano. Sabemos que a distincia de z até a origem é |Zl .Sendo f o

angulo entre este segmento e o eixo positivo OX, conforme representado na figura 2, temos

¥
ok
%

'

5

5
4

Figura2: Representagdo geométrica do argumento de z.

k.

a
cost =— = a=|z|cost

g

sent = |—b—‘ =b= |Z|sent , 0 que nos da:
z

z=|z|(cost+z’sent); 0<t<2kr.
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Esta € a representagdo polar de z, o dngulo ¢ ¢ chamado de argumento de z e denotado por

: (b
arg (z), podemos calculd-lo fazendo arg (Z) = arctg(—-). Tomamos z # 0, para que a representagio
: a

polar fosse ftnica, no caso z=0, podemos representd-lo de varios modos, por exemplo,
T, T .
0= IOI'(COSE +i sen;) ou 0=0|(cos 7z +i sen ).

Agora veremos uma proposi¢éo, devida a Abraham de Moivre (1667 — 1754), a qual nos mostra uma

férmula util no célculo de poténcias de nimeros complexos escritos na forma trigonométrica.

Proposicio 4 : ( Primeira Formula de Moivre) Se Z=|Z|(OOSt+isent), e nelN, entdo

2" =" (cos n.t +i sennt).
Demonstracio: Usaremos indugdo sobre #:
Para 72 =0, a formula € valida, temos: z° =1=1.(cos 0+isen0)= IZIO(COS 01 +isen 01).
Suponhamos, por hipétese de indugdo, que a férmula seja valida para n=k, isto é:
* = [z|k (cos kt+isen kj). Mostraremos que a formula é valida para n =k +1.

=zt z= ]zlk (cos k.t +i senkt)|z|.(cost +i sent)=

|2 ((cos kt.cost —sen kt.sent )+(cos kt. sent + sen kt . cost)i), usando formulas
k .
trigonométricas obtemos: z'" = |Z| " (COS (k+1)t+isen(k+1)t ), como queriamos. Portanto a

formula z" = Izln (COS nt+isen n.Z) é valida paratodo ne N. m

No proximo capitulo, onde estaremos tratando da resolucdo de equagbes polinomiais de 3° e 4°
graus, vamos precisar extrair raizes de numeros complexos, sendo assim, vamos agora definir o que se
entende por raiz de um namero complexo e em seguida veremos uma maneira de se calcular estas raizes,

conhecida como Segunda Formula de Moivre.

Defini¢do 5: Sejam n€ N e z € C. Chamamos de raiz n-ésima complexa de z os nimeros complexos

que sdo solugdo da equagio x" =z .

Proposi¢ao 5: (Segunda Formula de Moivre) Sejam neN e Z=|Z!(COS[+iS€I’l t)EC*, existem

( (l+2kﬂ) (l+2k7[jJ
cos| ———— |+isen ——— ||,
n N

z

exatamente » raizes complexas de zdadas por M, =17

k=0,1,...n—1.
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Demonstrag¢io: Note inicialmente que M, ¢ raiz n-ésima complexa de =z, ja que

(M) = (\[_)"( (n A1+ 2kﬂ)) (M—@D = |el(cos (¢ + 2kz) +isen(t +2kn)) =
n

[z|(cos t+isen t) =z.

Mostraremos agora que toda raiz n-ésima complexade z édaforma M, ; k € {O, l,....n— 1}.
Seja a= la](cos x+isen x)raiz n-ésima complexa de 2z, entio " =z, ou seja:
n . . ~ . I3 . r =
, |05| (Cos nx+isen nx)=|Z|(COSt +1sen t). Como a representagdo na forma trigonométrica é tinica,

segue que-laln =|z| enx=t+2pr, pe’.

Assim o = '{/;I(cos(ﬂ) +i sen(i-'_—zﬁD; pe’Z.
n n

Dividindo p por n,escrevemos p=ng+k, 0<k<n,istoé ke {0, L..., n—l}. Assim temos:

1+2prnr  t+2ngr+2kr  t+2kr

+2qm ; Como
n n n

1+2prw t+2krx 1+ 2km
cos | ————— |=cos +2g7 |=cos e
n n n
t+2pr t+2km t+2krx
sen| ———— |=sen +2gr |=sen ,
n n n

concluimos & =3 |Z|(COS[I +2kﬂ}+z sen(l +2]mD ke {0, L..., n—l}.-
n

n

2.5—-ANEL

Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas operagdes, chamadas de soma e produto,

denotadas respectivamente por + ¢ @, da seguinte maneira:

+:AxA—> A e o AxA— A
(a,b)y > a+b (a,b) > ab.
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Defini¢do 6: Dizemos que (A4,+,®) ¢ anel se para quaisquer X,y €Z € A, as seis propriedades seguintes

sdo satisfeitas:

. Associatividade da soma: (x+ y)+z=x+(y+2z2).
II. Existéncia do elemento neutro parasoma: 3 0 € A ,talque: x+0=x;Vxe 4.
IIl. Existéncia do inverso aditivo: Vxe A I ye A, denotado por y=-xtal que:
x+y=y+x=0.
IV. Comutatividade da soma: x+y=y+x.
V. Associatividade do produto: (x.y).z = x.(y.2)

V1. Distributividade do produto em relagfio a soma: x.(y+z)=x.y+x.z; (x+y).z=x2+).Z.

Defini¢do 7: Se um anel (A,+,®) satisfaz a seguinte propriedade:

VIL. Existéncia da unidade: 3 1€ A, 0#1,tal que 1.x = x.1=x; Vx e A; dizemos que (4,+,9) é

um anel com unidade 1.

Definicdo 8: Se um anel (A,+,®) satisfaz a seguinte propriedade:

VII. Comutatividade do produto: Vx.y € A, x.y = y.x; dizemos que (A,+,®) é anel comutativo.

Defini¢fio 9: Se um anel (A,+,®) satisfaz a seguinte propriedade:

IX. Vx,yeA, se x.y=0,entdo x=0 ou y=0. Dizemos que (A,+,®) ¢ um anel sem divisores

de zero.

Defini¢io 10: (A4,+,%) é chamado Dominio de Integridade se ¢ anel comutativo, com unidade e sem

divisores de zero.

Os conjuntos numéricos Z,0,ReC, com as operagdes usuais sdo exemplos de dominios de

integridade.
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2.6—-CORPO

Defini¢do 11: Se um Dominio de Integridade (A4,+,9) satisfaz a propriedade:
X. Vxed,x#0,3ye A tal que x.y=y.x =1, dizemos que (4,+,8) éum corpo.

Os conjuntos O, Re C sdo exemplos de corpos.

2.7 -~ ANEL DE POLINOMIOS

Definigiio 12: Seja A um anel. Um polinémio sobre A , na indeterminada X, € uma expressdo na forma:
ay+ayx+a,x*+...;onde a,€ A, Vie N, eexiste neN, tal que a; =0, para j>n. Notagio:
p(x)=a, +ax+a,x*+...4+a,x".Os a,s sdo chamados de coeficientes.

Quando a, #0 dizemos que p(x) tem grau n, e denotamos O(p(x))=n. Se a, =1,
p(x)=ay,+a,x+a,x*+...+x"é chamado de polinémio ménico. Ainda, um polindmio ¢ chamado

nulo , quando todos os coeficientes sdo iguais a zero, neste caso o grau ndo esta definido.

Seja A um anel. O conjunto de todos os polindmios em x, sobre A, é denotado por A[x].

A[x] = {ao +ax+a,x*+..a,x";neN;a, € A}. Agora definiremos a igualdade de polindmios.

Defini¢ao 13: Sejam p(x)=a,+ax+a,x*+...€ A[x] e

q(x)=b, +bx+b,x*+... GA[X]. Temos p(x)=q(x)se, esomentese, a, =b,; Vie N.

Em A[x], definimos as seguintes operagdes:
+: p(x)+q(x) = (ay +by) +(a, +b,)x+... € Alx]

o: p(x)g(x)=c,+cx+c,x*+...€ A[x], onde ¢, = Zaib,.

i+ j=k
Teorema 4: Seja A um anel. Entdo:

i) A[x]é anel.

ii) Se A é comutativo, entdo A[x] ¢ comutativo.

iii) Se A tem unidade 1, entdo A[x] tem unidade g(x)=1.

iv) Se A ¢ dominio de integridade, entdo A[x] também o é.

Observag¢io: Mesmo que A seja um corpo, ndo teremos A[x]sendo corpo, pois o polindmio p(x) =x

ndo é inversivel, ou seja, ndo existe g(x) € A4, tal que p(x).g(x)=1.Porémse A=K ¢ corpo, temos
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que K [x] ¢ um dominio de integridade, onde o polindmio nulo é o elemento neutro da adi¢do e o
polindmio constante 1 é a unidade em K [x]

Sendo A um anel, nem todos os polindmios pertencentes a A[x] sdo inversiveis, o resultado
seguinte nos mostra 0 que ocorre no caso em que A € dominio de integridade. |
Proposi¢do 5: Se A é dominio de integridade, entdo os elementos inversiveis de A e de A[x] coincidem,
istoé, U(A) =U(4[x]) .
Demonstracio:
U(A) cU(4[x)
Seja a€lU(A),entdo ae A eexiste b e A tal que a.b=1.
Tome p(x)=ace A[x] e g(x)=be A[x]. Assim a igualdade ab=1 pode ser escrita como

p(x).g(x)=1, o que nos mostra que p(x)=aelU (A[x]) .

UA[x) cU(4)

Seja p(x) € U(A|x)) . Entdo existe g(x) € A[x]tal que p(x).g(x) =1. Como A ¢ dominio, temos que
p(x)#0 e g(x)#0. Assim

a(1) = A(p(x).q(x)) = A(p(x)) +3(g(x)). Mas 8(1)=0, logo A(p(x))=0=0(g(x)), de onde
concluimos que p(x)=aecAde g(x)=beAe ab=1,ouseja, acU(A).m

Lema 3: Sejam K um corpoe p(x),q(x) e K[x]* :
) Se p(x)+q(x) #0 entao d(p(x)+q(x)) <max {(p(x)),d(g(x))}-

i) 0(p(x).q(x)) = O(p(x))+0(g(x))

Demonstracao:

i) Seja p(x)=a, +ax+a,x*+..+ax"; a,#0e q(x)=b,+bx+b,x*+..+b x"; b, #0.
Vamos analisar trés casos: m>n; m=ne m<mn.

1°caso: m>n.

p(x)+q(x)=a, +by+(a, +b)x+..+(a, +b,)x" +..+b, x". Assim
8(p(x) +q(x)) = m = max {3 p(x),8(q(x))}.

2°caso: m=n

p(x)+q(x)=a, +b, +(a, +b)x+...+(a, +b,)x". Pode ocorrer a,+b, =0, sendo assim temos
A( p(x) +q(x)) < n = max{8( p(x),A(q(x))}

3°caso: m<n
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p(x)+qg(x)=a,+b, +(a, +b)x+..+(a, +b,)x" +..+a,x". Assim
A p(x) +4(x)) = n = max{B(p(x), A(q(x)}-

ii) Seja p(x) = a, +ax+a,x*+..+ax"; a,#0e q(x)=by+bx+bx*+..+b,x"; b, #0.
p(x).g(x)=a,b, +(a,b, +aby)x+...+(a,b,)x™™ . Como a, #0 e b, =0, segue que a,b,, #0.

Logo 8(p(x).q(x)) = n+m=0(p(x))+0(g(x)) .=

Teorema 5: (Algoritmo da divisio para polindmio)  Sejam Kum corpo, f(x);g(x)eK [x] e
2(x) #0. Entdo existem unicos g(x);r(x) e K [x], tais que f(x)=g(x).q(x)+r(x) com r(x)=0
ou &(r(x)) <o(g(x)).
Demonstragio: Seja f(X)=ay,+ax+a,x*+..+a,x" e -
g(xy=>b, +bx+b,x*+...+b,x", (0(g(x)) = m. Provaremos inicialmente a existéncia.
Se f(x)=0 basta tomarmos g(x)=r(x)=0. Suponhamos entdo que f(x) 0 , assim O(f(x)) =n.
Se n<m,tomamos q(x)=0 e r(x)= f(x).

Veremos agora o caso em que n=m. Seja f,(x) o seguinte polindmio:
f(x)=ab'x"™".g(x)+ f,(x). 8f, <Of . Usaremos indugdo sobre o grau de [ que sabemos ser 7.

Se n=0;n=m=>m=0, logo f(x)=a,#0; g(x)=b, #0 e teremos, f(x)=a,b, g(x),
bastando tomar g(x) = a,b;' e r(x)=0.

Como fi(x)= f(x)—a,b ' x""g(x) e df,(x) <f (x) = n, temos pela hipétese de indugdo que

3 q,(x), r(x) tais que f,(x) =q,(x).g(x)+r,(x),onde 7(x) =0 ou o (x)<dg(x). Seguindo que
) =(q,(x)+a,b)x" " )g(x)+7(x), ¢ assim basta tomar g(x)=g,(x)+a,b X" e
r(x)=r(x).
Vamos mostrar agora a unicidade, para isso, sejam: q,(x);q,(x);r(x) e r,(x) tais que:
£ = (009, (0) +7 () = ()4, () 7, (x) , onde 7,(x) =0 ou &, (1)) < Ag(x)); i=12.
Dai segue que: (g, (x)—¢,(x)).g(x) =r,(x)—7(x). Mas se q,(x) # g,(x) o grau do polindmio
a esquerda da igualdade ¢ >0(g(x)) enquanto que O(7,(x)—r(x)) <0(g(x)), o que nos dd uma

contradigdo. Logo devemos ter q,(x)=q,(x), donde

70 = £(x) =g, ()g(x) = £(x) g, (x)g(x) = 1, (x) como queriamos. m
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Definicio 14: Se f(x)=a, +a,x+...+a,x" ¢ um polindmio ndo nulo em K[x] e xeK étal que

f@)=a,+aa+..+a,a" =0 K, dizemos que & ¢ uma raiz de f{x) em K.
O resultado a seguir nos mostra que o nimero de raizes de um polindmio em um corpo nédo excede o

seu grau.

Proposigio 6: Seja K um corpo e seja f(x)=a, +a,x+...+a,x" um polindmio ndo nulo em K[x] de
grau n. Entdo o nimero de raizes de f(x) em K é no méximo igual a 0( f(x)) = n.

Demonstra¢io: Se f(x) ndo possui raizes em X, a proposi¢do esta provada. Suponhamos  entdo
que @ € K sejaumaraizde f(x).Como g(x)=x-aekK [x], podemos usar o algoritmo da divisao.
Assim  Jg(x),r(x)e K [x] tais que f(x)=g(x).(x—a)+r(x) onde r(x)=0 ou
O(r(x)) < 0(g(x))=1. Assim r(x)=b, € um polindbmio constante, e temos f(x) =g(x).(x—a)+b,
e como «¢é uma raiz temos também que f(ax)=0=0+bH, ou sea, r(x)=0 e
f(x)=qg(x)(x—a)onde og(x)=n—1. Agora como ndo existem divisores de zero em um
corpo, temos que se S € K é uma raiz qualquer de fentdo, f(f)=(f—-a)q9(f)=0=pF=a ou
Péumaraizde g(x) e K [x] Assim as raizes de f sdo areasraizesde g(x).  Usaremos  indugdo
sobre Of =n. Se n=0 fndo possui raizes em Ke a proposigio é valida. Agora por indugéo,
0q(x) <of (x) =n, g(x)possui no maximo Og(x)=n—1 raizes em ke, portanto f(x)possui no

méaximo nraizesem K, como queriamos mostrar. m

Definicio 15: Se L > K ¢ um corpo dizemos que L ¢ uma extensdo de K .

Corolario 1: Seja f(x)=a,+a,x+...+a,x" um polindmio ndo nulo de grau nem K[x] Entao,
f(x) possui no maximo n raizes em qualquer extensdio L de K.
Demonstragio: Segue do fato de que se f(x) eK[x] e KcL, f(x)e L[x], assim basta aplicar a

proposi¢do 7 para o corpo L.m

Considere o polindmio x*—2=0. Observe que no corpo ele ndo possui raizes, no corpo R

possui uma raiz e em C possui trés raizes, isto ¢, ao estendermos o corpo, podemos conhecer mais raizes
de um determinado polindmio, porém o numero de raizes ¢ limitado pelo grau do polindmio. Esta ¢ uma
maneira mais sofisticada de tratarmos aquilo que viemos fazendo no decorrer deste capitulo, quando
passamos a definir novos conjuntos numéricos para que pudéssemos encontrar raizes para determinadas

equagdes polinomiais.
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No préximo capitulo, estaremos analisando uma maneira de encontrar as raizes de equagdes
polinomiais de terceiro e quarto graus, com coeficientes reais; veremos que para determinar as raizes,

necessitamos dos niimeros complexos.
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3 — RESOLUCAO DE EQUACOES DE 3° E 4° GRAUS.

Atualmente, ao ouvirmos falar em “equagdo do 2° grau” logo nos vem & mente a expressdo
ax?+bx +¢ =0, e rapidamente lembramos a famosa formula de Bhaskara para encontrar suas raizes, que
-bx~Nb*>—4ac

2a

simples que estamos acostumados a ver nos livros.

sdo dadas por x = ; porém ao longo da histéria as coisas ndo aconteceram da maneira

Primeiramente as tentativas de resolu¢io de equagdes demonstraram a necessidade de se ter uma
notagdo mais sofisticada. O uso da letra para representacio da incdgnita, aparece na Aritmética de
Diophanto, no século IV d.C.. Somente em 1585, na obra “L’ Arithmetique”, Simon Stevin introduz uma
notagdo exponencial para denotar as diferentes poténcias de uma incognita. Nesta época ja se sabia que os
métodos para resolucdo de equagles ndo dependem dos coeficientes numéricos, mas sim do grau da
equacdo. Mais tarde, em 1591, Frangois Viéte, utilizou letras para representar também os coeficientes, ele
sabia que assim poderia trabalhar com classes de equagdes, ao passo que com o emprego dos nameros
trabalhava com um exemplo por vez. (MILIES, cap. 1)

Apesar de existirem diferentes métodos para a resolugdo de equagdes, como por exemplo as
Construgdes Geométricas, que resolvem alguns tipos de equagdes de grau dois, destacaremos aqui o

método aritmético, onde as solugdes sdo expressas por radicais.
3.1 — Formula de Cardano-Tartaglia para resolugiio de equacdes de 3° grau.

Consideramos a equagio
(1) ZzZ+az’+bz+c=0,onde a,bec sio nimeros reais.
Primeiramente vamos reduzir a solugdo da equagio (1) a solugdo da equagdo x>+ px+¢g=0,a

qual ndo contém o termo quadrético. Para isto procuramos uma substituigfo para a varidvel z . Fagamos

Z=X+t,

(x+1) +a(x+1)* +b(x+1)+c =0,

3 2 2 3 2 2

X +3x 43t x+t +ax” +2axt+at” +bx+bt+c=0

X+ (3t + a) x* + (312 +2at + b)x + (13 +at® +bt + c): 0 ; queremos anular o coeficiente do

termo quadratico, entdo:

a
3t+a=0;0queimplica t =——.
3

oo . a .
Logo a substituicdo procurada é z = X ——. Assim temos:

SRR
xX——=| +ax—=| +b| x—= |+c=
3 3 3
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+ax
3 27 3

2 3 C2 3 ’
x’ +(b—a?)x+(z&—%b+cjzo.Fazendo p=b——c—;— eq= (z—a——%b—+c),obtemosa

equagcdo pretendida:

) *+px+q=0

Agora passamos a resolver a equagfo (2); para isto fagamos x = # + Vv ; assim temos:
3) +v)’ + p(u+v)+g =0, desenvolvendo o termo ctibico vém:

u +v: +3uv+ 3w’ + p(u+v)+qg=0

1w V3w +v)+ pu+v)+g =0

€))] (u3 +v° + q)+ [(3uv +p)(u + v)] =0

Para solucionar a equagdo (4) basta encontrarmos # e Vv tais que:

w+v' =—q (5)

w+v +q=0 )
; ou ainda p3
Buv+p=0 wy =—"— (6)
27
p}
Isolando v? na equagdo (6), temos V= —5:7—,—3 . Agora substituindo v’ na equacéo (5), e realizando
u

alguns célculos, obtemos:

3
7 u)? + .u3——}—7—:0;
(7 (@) +q 57

A equagdo acima é quadratica, sendo assim podemos aplicar a formula de Bhaskara para resolvé-la,

seguindo que:

3 2 3 _ 2 3
w=|—q+ |g* -4 P l:> w="2y |1 P ; escolhemos w="d 4 P .
27 2 2 4 27 2 4 27
-9 _|q° P
substituimos na equagéo (5), temos entdo que: V? = ———,[-—+*—.
. 2 4 27

Finalmente, como x =# -+ Vv, concluimos

_ 2 3 _ 2 3
x= 3\/_(] + 9 + P +3\/—q ~ 4 + P , que é a formula de Tartaglia-Cardano.m
2 4 27 2 4 27



Para obtermos as trés raizes de uma equagéo cibica utilizando esta férmula, serd preciso considerar as

raizes cubicas da unidade, como veremos na proxima segéo.

3.2 - Discussdo da formula de Tartaglia-Cardano para alguns casos particulares.

Inicialmente, considere a equagio x° —1=0.
Note que x =1 & uma raiz, assim temos que: x° —1 = (x - 1) (x2 +Xx+ l), calculemos as raizes da

equagdo x2+x+1=0.Por Bhaskara, obtemos:

x=(c1eVToarg)s=2te o3 L N3

2 2 2 2 2
Logo as solugdes de x° —1 =0, sdo:

1 i3 1 i3

x,=-1; x,=——+——¢e x, =—————. Observe que x, é o conjugado de x,, assim fazendo
1 2 SR 3 7 3 2
1 i3 i
o=~ 5 +——, podemos reescrever as solugdes como:
x,=-1; x,=aex;=.

Considere a equagiio x° —h =0, onde /1 é um niimero real. As solugdes desta equago sdo dadas por:

x=3¥n=3n1=4r¥1=3n1; ¥Yna e Vna.

> p’

Na formula de Tartaglia-Cardano, fagamos ? + —; = A, podemos entdo reescrevé-la como:

x=4_1+ A+d_z_Jx.
2 2

Passaremos agora a analisar os seguintes casos: A>0, A=0e A<O0.
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1° caso) A > 0: Assim temos que v A é real e cada raiz clbica ¢ obtida multiplicando-se as raizes cibicas

reais U e v, pelas raizes cubicas da unidade. Seguindo que:

3/_%+\/—A— =ul, uo, ua e
3f_%—\/z§ =v.l, v.a, va,

Entdo 3\[—% + \/Z + 3\/—% - \/Z pode ser formado de nove maneiras:

Uu+v, u+ve, u+ve; wa+v, (u+v)a;, na+v.a; ud +v;, uo +va; (u+v)a
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No entanto temos que u.y = _pP € R . assim, satisfazendo esta condigéo as trés solugdes para a equagio

dada sdo: x, =u+v=3\/~—2q-+\/z +3\/—7q—\/Z ;

X, =u.a+v&:3\/—_—ig+\/g. a+3\/—7q—«/g. o ;

X, =u.c_z+v.a=1’:ég+ A. a*+3,}"—2"—JZ. o.

Isto significa que quando A >0 a equagdo dada possui uma raiz real e duas raizes complexas, as

quais sdo conjugadas uma da outra.

2°caso) A =0:Logo JA & nula; u=,[_—2qe v=1/_7q.Entﬁo
X, :u+v‘:1/—_q Yl U Y i A
2 2 2
g

X, =U.0+Va ;como U=V, temos: X, =X; =u(a+a)=u(-1)=3 5

Assim, quando A = (), a equacio possui trés raizes reais, sendo que duas sio iguais.

3°caso) A <0: Neste caso +A é um nimero complexo e temos que:

w=—=+ir—-A e V= :iz —iv— A, que sdo complexos conjugados.

Para calcularmos # e v, precisamos extrair as raizes complexas, sendo assim escreveremos #> e V3

na forma trigonométrica, como definimos na se¢do 2.4:

u? = |z|(cos () +i sen(1)) e v* =|z|(cos (1) —i sen(t)).

Lembrando que:

=\ ) 2 2 3 _ 3
|Z|: /a2+b2=\[(—2—q) +(‘/—A) :\/i_(%+%j:\/7—]; € o argumento

4

(bj J=A ( 2\/—AJ
t=arcig| — |=arcig — =arctg| — :
. ~

q
2

Utilizando a segunda formula de Moivre, encontramos trés pares de raizes: u,Vy; U,V €

U, ,V,que sdo duas a duas conjugadas:

Uy= ?{/H.‘:COS(%) +i Se”(%j:| U= {/H‘I:COS([ +327Z'j 4 5377(’ +327[)j| e




i ‘[COS( t +347r) Vi sen(t +347: )j| :
m{(;)(;ﬂ m{(’ fﬂ)_,-se”(H;H)] ‘
= \/H.[cos(t +347r ) _ sen( t +347r ﬂ .

Como devemos ter u.v = _P € R, as solugdes x = u + v sdo dadas por:

x, =y +v, = 37 .[cos(é] i sen(—;—ﬂ +
; ’z[.[cos(é—)—isen(éﬂ=2 E cos@ ;

Xy =Up+V = 23\/Hcos(t+32ﬂj €

X, =1, +v, =237 cos(t+47[j.

Assim, quando A < 0, a equagdo possui trés raizes reais e distintas.

Exemplo 1: Determine as raizes da equagdo z>—15z2—-4=0

Neste caso temos a=0; b=-15e ¢c=-4,0quenosda: p=—15e g=-4. Assim

encontramos A =—121. Como A <0, teremos trés raizes reais e distintas.

u? =|z|(cos (1) +1 sen(1)) e v* =|z|(cos (£) —i sen(t)).

[~ s [
EE % =125 = 5\/5 e o argumento ¢ = arclg(— Z—AJ = arczg(%) . Logo
q

X, =237 cos(%) =23/5V5 cos(%) =x =4.

39
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X; =234 cos(t +32”) =23/5v5 cos(t +32”) =-372e

x; =237 cos(t +34ﬂ) =23/5V5 cos(t +34ﬂ) =-0,27.

3.3 — Método de Ferrari para solugio de equacdes quarto grau.

Considere a equagdo geral de quarto grau:
() z* +az?+bz2+cz+d =0
Para encontrar suas solu¢des transformaremos esta equago em uma outra equivalente com duas

incdgnitas, para isso iniciamos reescrevendo-a como:

2t vazr=-bz?-cz—d

2Z2

Em seguida, somamos o termo

2 2
(22+a—22) z(%—bjzz—-cz—d.
2

- az ’
Agora adicionamos membro a membro o termo (Zz + 7) v+ —Ji— , 0 que nos da:

a ambos os membros da equagéo, obtendo:

2 2 2
¥)) (22 + a_zz + %} = (% -b+ y)z2 + (% - C)Z + (—E— - ) ; que é uma equagdo com duas

incognitas, ze y . O segundo membro da equacdo (2) € um trindmio de grau dois na indeterminada z ,

cujos coeficientes dependem de y . Escolhemos y para que este trindmio seja o quadrado de um
bindémio do primeiro grau ¢z + £ . Ou seja, queremos Az2 + Bz + C = (a Z+ ,B)z .

Desenvolvendo o segundo membro da equagio, obtemos:

AZ2+Bz+C= a? 72+ 2a f 2+ [?, que é equivalente ao seguinte sistema de equagdes:

A=q?
B =2¢ f3; resolvendo o sistema, temos:
C=p4

a=+A; B=JC e B=2JAC=B?=4AC = B?-4AC=0; onde

2 a 2
A= %—b +y;B= —zy— —-ceC= y? —d . Substituindo os valores de A, B e C, obtemos a seguinte

equacdoem y:

2
a ) a? 2
(7)/ - c) -4 (-I -b+ y) (y? - dj = 0. Desenvolvendo esta encontramos a equagdo cubica
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() y*=by*+(ac—4d)y~[d(a>~4b)+*]=0.

Resolvemos a equagéo (3) utilizando as formulas de Tartaglia-Cardano, obtendo uma solugo,
digamos ,, e assim determinamos ¢ ¢ £ em fungfo desta solugdo, ou seja:
a 2
4
4) (22+7+22g] =(az+p).

Finalmente, a partir das duas equagées quadraticas dadas em (4), encontramos as quatro raizes da

equagdo considerada inicialmente. m
- . ~ 4
Exemplo 2: Determine as quatro raizes da equagdo z~ —1=0.

Utilizando o método de Ferrari, obtemos a equagéo ctibica y3 +4y = 0. Resolveremos esta
equacdo pela férmula de Cardano-Tartaglia:

Temos a=0; b=4 e ¢ =0, assim

3

——a+c:>q=0.

aZ
:b——:} :4e =
r 3 P 1 27 3

Calculando A obtemos A = % >0, logo a equagdo possui uma raiz real e duas raizes complexas que sdo

conjugadas uma da outra:

1 1
=23 —— eyp==2 3/—
3.3 343
-0

» =
_ 1 (-1 3, 1 (-1 33| 1
o (e [ (5

Escolhemos uma das solugdes para substituir na equagio (4) . Seja ¥, = 2i. Assim :

z° +i=++2i . Primeiramente z° +i=+/2i .

22 4i=2i =22 -2i+i=0 , resolvemos a equagdo quadratica pela formula de Bhaskara: A=4,

+2
2

z==2,ouseja: z, =l e z, =—1.
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Agora fagamos 2 +i= —\/2—1' =z + \/51— +1 =0, novamente por Bhaskara, obtemos: A =—4,

+J-4

,ousgja: z; =l € z, =—1.

Z =

Portanto as raizes quartas da unidade séo z, =1; z,=-1; z, =i € z, =i

Exemplo 3: Determinar as quatro raizes da equagdo z* —5z° +5z° +52-6=0.

Pelo método de Ferrari encontramos a equago cibica auxiliar y* —5y* —y+5=0. Assim

a=-5, b=—1 e ¢ =5.Inicialmente fagamos a substituicdo y = x + 3 obtendo a equagio

2 - —-160 -
3 ——§—x—1—60- =0, onde p= 28 eq :i . Calculando A obtemos A :ﬁ .
3 27 3 7 3
Agora vamos determinar #* e v?, na forma trigonométrica:
5647 93
|z| = et=arcg| — |=>1=1.
27 10
1
X, :231’56\/7 .cos| — [=>x, =3,35
27 3
Substituindo este valor em y = X + —encontramos ¥, = 5.
3
S 5z .7 o
=t Primeiramente

Calculamos o e [3: azé e ﬂzz.Assim 2P -2z +
2 2 2 2 2 2

S5z 7
= +—, obtendo a equagdo quadratica z* —5z+6 =0, cujas solugdes sdo

5

fagamos P-4

2 2
z,=3ez,=2.

5z 7 . . i 2 .

—— ——, que é equivalente a equagdo quadratica zZ—1=0, cujas

2

> S 5
zi—Zz+==
2

Agora fagamos z~ — >

solugdes sdo z; =le z, =~1.

“ e

Portanto as quatro raizes da equacdo z* —5z° +52z° +5z—6=0sd0 z, =3; z, =2
q quag 1 2
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CONSIDERACOES FINAIS

Apbs o surgimento das formulas de Tartaglia-Cardano e do Método de Ferrari, muitos mateméticos
tentaram encontrar a solugdo geral para equagdes de grau maior ou igual a cinco. Como nenhum lograva
éxito, comegaram a acreditar que ndo haveria solugdo para o problema; até que em 1824, Abel provou que
a equagdo geral de grau cinco ndo ¢ soluvel por radicais. Mais tarde, Galois encontrou uma maneira de
decidir quando uma equagdo € solivel ou ndo por meio de radicais, através das propriedades do grupo de
automorfismos de um corpo. Este resultado é considerado um dos mais belos da histéria da matematica e

podera ser abordado em estudos futuros.
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