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INTRODUGAO

Autovalores e autovetores sdo muito utilizados em algebra linear e
computagdo cientifica, pois estdo relacionados com propriedades intrinsecas da
matriz. Por exemplo, se uma matriz possui um autovalor nulo, implica que ela néo é
inversivel. Assim, autovalores nos fornecem informagGes sobre a inversibilidade da
matriz.

Informalmente falando, dada uma matriz quadrada 4 , um autovetor de 4 é
um vetor que nao muda a sua dire¢do, quando multiplicado por A , e seu autovalor

A é o tamanho da sua expans@o ou contragdo neste processo. As palavras
autovalor e autovetor tem origem alema, e, em alguns livios sdo chamados de
valores proprios ou valores caracteristicos, e os autovetores de vetores proprios ou
vetores caracteristicos.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo da utilizagdo de autovalores e
autovetores na resolucdo de problemas, bem como suas principais propriedades e
algumas de suas aplicagées, complementando o que foi estudado durante o curso
de especializagéo.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: no primeiro capitulo, ha uma
breve revisdo de alguns conceitos basicos de Algebra Linear, que serdo utilizados
no decorrer do trabalho. No capitulo 2, apresentamos os conceitos de autovalores e
autovetores, bem como algumas de suas propriedades e resultados classicos. Neste
capitulo é feita ainda uma breve discussdo de um método numérico usado para
calcular autovalores, a saber o método das poténcias. Finalizando este trabalho,
apresentamos no capitulo 3 algumas aplicagbes de autovalores de matrizes: o
calculo do n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, crescimento populacional e um
breve esclarecimento a respeito da formagdo das matrizes utilizadas pelo site

Google na busca de alguns resultados.



CAPITULO | —- CONSIDERAGOES INICIAIS

Este capitulo inicial destina-se a fazer uma breve revisdo de alguns conceitos
de algebra linear usados no decorrer desta monografié. Inicialmente, sera
apresentada uma descricdo das principais notagfes que serdo utilizadas. Em
seguida, serdo expostas algumas definicdes como:. espacgo vetorial, combinacéo
linear, dependéncia e independéncia linear, subespaco gerado, base e dimensao.

1.1. NOTACAO

Inicialmente, é descrita a notagdo dos conjuntos de numéricos, vetores e
matrizes. O conjunto dos numeros reais é denotado por R, e o conjunto dos
numeros complexos por C.

Para o espaco de todos os vetores coluna, com n componentes reais, é
usada a notacdo [R”, e no caso das n componentes serem complexas, é usado
C”. O conjunto de todas as matrizes m x n, onde todas as componentes so reais,
é escrito como R™", quando todas as componentes s&o complexas, é escrito como
c™.

Em todo o texto, usam-se letras minusculas do alfabeto romano para
simbolizar vetores e mailsculas para matrizes, além de letras gregas minusculas

para escalares.

O elemento de uma matriz A, que se encontra na linha i e na coluna j, é

denotado por a;.

A matriz nula, o vetor nulo e o escalar zero sao denotados por (. A matriz

identidade é escrita como [ ou [, se for necessario especificar a sua ordem.



A transposta da matriz 4, é denotada por AT, sua conjugada transposta por
A7 isto 6, A7 =(Z)T. A inversa denotada por 4!, a inversa da transposta por

AT, e ainversa da conjugada transposta por A7
O determinante de A sera escrito como det A , e o traco como tr A .

Seja {xl N SN x,,} um conjunto de vetores, o espaco gerado por estes

vetores & denotado por span{x,, ..., x,} .
1.2. ESPACOS VETORIAS

Considere um conjunto J/ n&o vazio, de vetores, e, um corpo K cujos
elementos s3o escalares. Neste conjunto sdo definidas duas operagoes:
1) Adigéo, simbolizadapor +: VXV -V,
2) Multiplicagdo por escalar, simbolizadapor *: KXV -V
Em geral, o corpo K é o corpo dos nameros reais ou dos numeros

complexos.

DEFINICAO 1: Se o conjunto V munido das operacbes + e * satisfizer os 8

axiomas a seguir, ele sera um espaco vetorial sobre K,

Adicéo:

1) Comutatividade: para cada u,vEV, u+v=v+u;

2) Associatividade: para cada u,v,w €V, (u4v)+w=u+(v+w),;

3) Elemento neutro aditivo: existe um vetor nulo, designado por 0, tal que para cada
uel, 0+u=u;

4) Inverso aditivo: para cada u€V , existe —u€V talque u +(—u)=0.

Multiplicacdo por escalar:

1) Distributividade: para cada um dos x€K e cada u,veV, al{u+v)=autav;
2) Distributividade: para cada «,BEK ecada u€V, (x+B)u=au+pBu;
3) Associatividade: para cada «,BEK ecada u€V, (xBlu=a{Bu).
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4) Elemento neutro multiplicativo: para cada u€V , existe um elemento neutro
multiplicativo, tal que 1u=u .
Exempilo 1:

R*={(x, y)/x, yER} é um espago vetorial sobre IR com as operagbes de soma
e multiplicacé@o por escalar definidas a seguir:

(x,, y1)+(x2’y2)=(x1+x2’ y1+,), paratedo (x,,y,) e (xlyz)elRZ
e

A(x;,y)=(Ax,Ay,), paratodo AER e (x,,y,)ER?

De fato: Sejam u=(x,,y,), v=(x,,¥,) e w=(x3,¥;) €R*> ¢ «,BER. Temos
que:

Adicéo:
1) Comutatividade:

u+v=(x »J’1)+(xzx )’2)=(x1+x2: }’1+}’2)=(x2+x1r Y, +y)=v+u

2) Associatividade:
[utv]+w = [(x,, y)+(x2, ¥+ (x5, ¥3) = (3, x5 ¥+ 3,)+(x3, ¥3) =
= ([x,+ %]+ x5, [+ 3]+ 33) = (44 x] i+t as)) =
= (X, y)H(xy+ %3, o+ y3) = (2, y)+H(x5, y2)+ (x5, 5)] =
u+(v+w)

3) Elemento neutro aditivo:
0+u = (0,0)+(x;,3,) = (0+x,,0+y,) = (x,31) = u

4) Inverso aditivo:

u+(—u) = (xl,}ﬁ)'*’(—xl"‘yl) = (xl_xl,yl“yl)=(0,0) =0 -
Multiplicacéo por escalar:

1) Distributividade:
0‘[”"“’] = a[(x1’Y1)+(x2,Y2)] = “(x1+x2,%+yz) =

11



= (“[xn‘*‘xz]’o‘[)’;’l'yz]) = (O‘x1+°‘x2’0‘Y1+0‘}’2) =

= (axy, ¢ y)+H{axx,, x y,) =a(x, y)+a(xy, y,) = au+av
2) Distributividade:

[+ Blu = [a+B](x;, 1) = ((a+B]x;,[x+8]))
= (@x,+Bx;, &y, +By) = (ax,,ay)+(Bx,By,) =
a(xy, y)+B(x), ») = cu+Bu

i

3) Associatividade:
locBlu = [aB)(x1, 31) = ([ Blxy, [ Blyy) = ([ Bx,], x[ By ]) =
= a(Bx;,By) = alB(x,, yi)] = a[Bu]

4) Elemento neutro multiplicativo:

lu = 1x.,y) = (x, ) =u
Portanto [R® é um espaco vetorial sobre IR .

Exemplo 2:

O conjunto de todas as matrizes reais de ordem 5, com as operagdes usuais de

soma de matrizes e multiplicacdo de matriz por escalar, € um espaco vetorial sobre

R.

1.2.1. Subespaco vetorial

Seja V um espago vetorial sobre um copo K. Um subespaco vetorial de V

serd um subconjunto W de ¥V, ndo vazio, que também € um espago veforial sobre

K , com as mesmas operagbes de V (adicdo e multiplicagdo por escalar).

1.2.2. Combinagéo linear

12



Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um vetor ueV é dito
combinacgéo linear dos vetores v, ...,v,EV se existirem escalares A,,...,A,€K

tais que A,v,+..+A,v,=u. Note que, por definicdo, nem os A, nem os V,,

precisam ser, necessariamente, distintos.

1.2.3. Dependéncia e independéncia linear

Sejam v,,v,,..,v, vefores de um espago vetorial V. Dizemos que
vy, V,,...,V, 880 linearmente dependentes (ou simplesmente LD), se existirem
escalares A,,...,A,€K, nem todos nulos, tais que A, v,+..+A,v,=0, caso
contrario, dizemos que V,,V,,...,v, s80 linearmente independentes (LI). Isto é,
v, V,,...,V, S80 LI quando a tnica combinagdo linear de v,,v,, ..., v, que resulta

no vetor nulo é a trivial, ou seja, A,;=A,=...=A,=0.
1.2.4. Subespaco gerado

Seja S um subconjunto de um espago vetorial V. O conjunto de todas as
combinagbes lineares finitas, de elementos de S, é um subespaco de V', chamado

subespago gerado por S e denotado por [S]. Quando S & um conjunto finito,
S={v,,..,v,}, denotamos este subespaco gerado por (v,,..,v,} por

span{v,,..,v,}.
1.2.5. Base

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K, uma base de V é um
subconjunto Bc V' para o qual as seguintes condigbes se verificam:
a) [Bl=V;
b) B éLl

13



1.2.6. Dimensao

Seja V' um espago vetorial sobre um compo K. Se V admite uma base
finita entdo dizemos que a dimensdo de V (notagdo: dimV ) é o numero de

vetores desta base. Caso contrario a dimensdo de V é infinita.

Exemplo 4.
a) dimR*=2
b) dimR"=n

c) dimA,  =nn= n

14



CAPITULO Il - AUTOVALORES E AUTOVETORES DE UMA MATRIZ

Os conceitos de autovalor e autovetor de uma matriz 4, de ordem »n, séo
muito estudados por possuirem inimeras aplicagdes: na Matematica, na Fisica, nas
Engenharias: Civil e Elétrica, entre outras. Iniciaremos este capitulo apresentando
os conceitos de autovalor e autovetor e algumas das suas propriedades basicas. A
seguir, demonstraremos algumas propriedades e teoremas importantes, para que
possamos analisar as definicdes e os resultados consideraveis a respeito de
similaridade, diagonalizacdo de matrizes e método das poténcias.

DEFINICAO 2. Se A é uma matrniz de ordem n, real ou complexa, entdo um vetor
néo-nulo v em C” é chamado um autovetor de A se Av é um miiltiplo escalar
de v, ou seja, Av=Av para algum escalar A . Este escalar sers chamadq de

autovalorde A e v é um autovetor associadoa A .

E importante notar que, mesmo que a matriz seja composta por nuimeros
reais, seus autovalores e autovetores podem ser complexos.
O vetor v pode ser qualquer, exceto o vetor nulo, pois a partir da equacdo

acima, teriamos: A4.0=A.0 e, assim ndo poderiamos definir nada a respeito da

matriz 4 e nem do valor A . Portanto, necessitaremos impor a condicdo: v#0.

Do ponto de vista algébrico, um autovetor de uma matriz 4 é um vetor cuja
multiplicacéo por 4 pode ser feita de forma muito simples: basta multiplicar este
vetor por um escalar.

Em termos de aplicagdes, o célculo dos autovetores e autovalores de uma
matriz, frequentemente pode nos conduzir a solugdes de equagbes diferenciais que
sao de interesse fisico, como, por exemplo, frequéncias naturais de vibragdo de um

instrumento musical, ou de uma simples corda esticada.
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2.1 CALCULO DE AUTOVETORES E AUTOVALORES

A partir da equagdo Av=Av, obtemos: Av—Av=0, colocando 0 vetor v
em evidéncia, encontraremos (A—AI)v=0, como v ndo pode ser um vetor nulo,
‘esta equacdo implica que 4—A [ é uma matriz sihgular, 0 gue ocorre se, e somente
se det(A—AI)=0.

A equacdo det(A—AI)=0 & denominada “Equagdo caracteristica de A",
e suas raizes A sdo os autovalores de A, sendo que, para cada autovalor A,

podemos encontrar mais de um autovetor respectivo v;, se o sistema de equagoes

lineares (A—A,I)v;=0 for possivel e indeterminado. A expressao det(A—AI) é
chamada de polindmio caracteristico.

Para encontrar os autovalores de uma matriz 4 geralmente sdo usadas
técnicas que consistem em transforma-la numa outra matriz equivalente com os
mesmos autovalores, de forma que esta nova matriz permita calculos mais faceis.
Computacionalmente falando, néo é viavel encontrar autovalores através do
polinémio caracteristico, por ter um alto custo computacional, a menos que seja um
caso trivial, pois se o polinémio caracteristico tiver grau n>4 sua resolugéo sera
dificil, por ndo existirem foérmulas diretas para célculo de polindmios desta

magnitude.
A seguir, apresentamos alguns exemplos de cdlculo de autovalores e

autovetores usando o polindmio caracteristico.

Exemplo 5

Dada uma matriz 4,3 , calcular os autovalores e autovetores correspondentes:

2 1 1
A4=12 3 4
-1 -1 -2

16



. 2—-A 1 1
A matriz resultante desta diferenca ser& A—Al=| 2 3—A 4

igualando o determinante desta matriz a zero:
(2=A)3-A)(=2-2)—4-2—[—(3-A)=4(2-A)+2(-2-21)]=0

e desenvolvendo esta equag&o, encontraremos a igualdade A3—3A%—-A+3=0
cujas solugbes sdo A;=—1, A,=1 e A;=3. Aplicado a igualdade Av=Av, para
A,=1 obtemos:

2 1 1 Vi Vi

2 3 4 v, =Ly,

-1 -1 =2/ \y, v,

apés transformarmos esta equacdo matricial num sistema de equagdes lineares

através do desenvolvimento do produto acima, simplificando-a obtemos:

+1v,+1v,+1v,=0
+2v,+2v,+4v,=0
=1y, ~1v,—-3v,=0
através da qual podemos chegar ao resultado:
v,+v,=0
que equivale a:
V==V,
Portanto o sistema possui infinitas solugdes e todas elas s&o da seguinte forma:
v=v,{1,—1,0)
onde v, é um escalar qualquer nao nulo.
Assim, o autovetor (1,—1,0) esta associado ao autovalor A,=1. E, de

maneira analoga podemos encontrar os autovetores associados aos autovalores

A1='—'1 e A3=3 .

DEFINICAO 3. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e A um autovalor de

A . Entdo, a colecdo de todos os autovetores correspondentes a A, acrescida do

vetor nulo, é chamada de autoespaco de A e é denotada por E,.

17



Exemplo 6

Dada a matriz:

“fi]

sua equagcéo caracteristica sera:
(A-1)(A-3)—(4.2)=0

cujas raizes serdo os autovalores A,;=—1 e A,=35.

A partir do autovalor 5 obteremos a equag&o matricial
(1 2) Vilzs [V
4 3] '\v,] " \v,

~4v,+2v,=0
4v,—2v,=0

utilizando o método da substituicdo neste sistema linear, obteremos a solugéo

gue nos levara ao sistema:

\Z v
(—i%,vz), ou ainda ?2(1,2), portanto o auto espago associado a A,=5 é

cofts]

O numero de vezes que um autovalor ocorre como fator do polindmio
caracteristico é chamado multiplicidade (algébrica), assim como, a dimens&o do
auto espaco relacionado a um determinado autovalor também é denominada

multiplicidade (geométrica), como veremos na sequéncia.
2.2. MULTIPLICIDADES

DEFINICAO 4. Seja A uma matriz de ordem n e A, um autovalor de A, entéo:

° Multiplicidade geométrica de A, é a dimensdo do autoespago associado a

A, ousegja, E, .

18



. Multiplicidade algébrica de A, é a multiplicidade de A, como raiz do

polinbmio caracteristico de A .

Exemplo 7
1 2 3
A=|0 2
O polindmio caracteristico da matriz 0 -2 -1 é
det (A-A1)=(1-2)(2-2)(—=1=A)+2(1—A)=—A(A>—2A+1), portanto os
autovalores de 4 sdo A,;=0, A,=1 e A;=1, dizemos entdo que o autovalor 1

tem multiplicidade algébrica 2 .

Exemplo 8

4
A=|0
1

N W DN
O -

Calcular os autovalores e autovetores de
A equacdo caracteristica € (4—A)(3—A)(4—A)—(3—A)=0, desenvolvendo
obtém-se a equacao equivalente —(3-—2\)2( A—35)=0 que possui as raizes: 3 (de

multiplicidade 2 ) e 5. Os autovetores associados ao autovalor 3 s&o as solugbes

4-3 2 1 \[v]| [o
0 3-3 0 |l

0
1 2 4-3 0
do sistema: Vs )

Na resolucdo deste sistema de equagdes encontra-se v,=—2v,—V;, e, isto indica
que a solugdo é da forma {(—2v,—V;,V,, v5)/v,, v;€ERY}, portanto autovetores
serdo (—2,1,0) e (—1,01), sendo assim, este autovalor, que tem multiplicidade

algébrica 2 , possui multiplicidade geométrica também iguala 2 .
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A seguir o leitor podera contemplar algumas propriedades relevantes ao

nosso estudo, assim como as suas demonstragdes.
2.3. PROPRIEDADES

Nas propriedades abaixo consideraremos A4 uma matriz nxn, com

autovalor A e autovetor correspondente v .

P1. A éinversivel se, e somente se, 0 ndo é um autovalorde A .
Demonstragzo:

A é inversivel se, e somente se, def A#0, ou seja, se, e somente se,
det(A—AI)#0, ou ainda, 4 ndo é inversivel se, e somente se, 0 ndo é um

autovalorde 4 .=

P2. Se A éinversivel e A é um autovalor de A associado ao autovetor v, entdo

% é um autovalorde A~' correspondente ao autovetor v .

Demonstrag&o:
Seja A uma matriz inversivel € A um autovalor de A associado ao autovetor v.

Como A é inversivel, A#0 . Assim, multiplicando ambos os lados da equacao
Av=Av, por A~', obteremos:
A Av=A" Ay
donde vem qué: ‘
v=A4""v,
dividindo ambos os lados da equacgao por A, obteremos:

v 1

—=A4 v

reescrevendo esta equagdo, encontraremos:

20



I . - .
0 que mostra que n é um autovalorde 4~ associado ao autovetor v .=

P3. A soma dos autovalores da matriz A é igual ao trago desta matnz.

P4. O determinante de uma matniz A é o produto dos seus autovalores.

A demonstragcio das propriedades P3 e P4 podem ser encontradas em Meyer.

P5. Se v,,...,v, sdo autovetores da matnz A associados a autovalores distintos
A,,...,A,. Entdo {v,,...,v,} sdo vetores linearmente independentes.
Demonstragao:

Se {v,,..,v,} & linearmente dependente, entdo, sem perda de generalidade
podemos dizer que existe um menor indice p tal que v, € uma'combinagéo
finear dos vetores LI que o precedem, e, existem escalares c,,...,C, tais que:
CVit...HC vV, =V, M
multiplicando os dois lados dessa equagdo por A4, e, usando o fato de que
Av,=A, v, paracada k, obteremos:
c Av,t. e, Av = Av,,
AVt HC ALY, FA V0

multiplicando os dois lados da equacgéo (1) por A1 € subtraindo o resultado da
equacgao acima, teremos:

(A=A, )i+t (A=A ) v, =0 (2)
Como {v,,...,v P} é linearmente independente, os coeficientes em (2) s&o todos
iguais a zero. Mas, nenhum dos fatores A,—A,,, € igual a zero, porque oS
autovalores sao distintos. Portanto, ¢;=0 para i=1,..., p. Porém, a equacao (1)
nos diz que v,,;=0, o que & impossivel. Assim, {v,,...,v,] n&o pode ser

linearmente dependente, logo, éLi. m
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P6. Os autovalores de uma matriz triangular A (superior ou inferior) sdo os
elementos da diagonal principal.

Demonstragao:
a, 4y ... ay
e o 10 a, .. a :
Dada a matriz tringular inferior A=} = 1, usando propriedades de
o 0 .. g,

determinantes, as quais podem ser encontradas em Boldrini, temos que
det A=a,, .a,,....a,,. A equacéo caracteristica sera entdo
(A—a,))(A—ay,)...(A—a,,)=0, sendo assim, os autovalores da matriz A seréo

A =4y, A=ay,, .., A=a4,,, que sdo exatamente os elementos da diagonal

n

principal.»

Um resuitado importante, que permite desenvolver técnicas de determinacéo
de autovalores e autovetores para um tipo especifico de matriz, serd enunciado na

sequéncia.

2.4. TEOREMA DE GERSCHGORIN

Seja A uma matriz de ordem n (real ou complexa), e ¢;=1, 2,...,n os circulos cujos
centros s&o os elementos a,; e cujos raios r; sdo dados por:
§ ' 16m ol i |
rFZJ.:,layivO"de i=1,2,...,n, alémde que i# j.
Seja D a unio de todos os circulos ¢;. Entéo, todos os autovalores de A

encontram-se contidosem D .

Demonstracéo:

Seja A um autovalor de 4 e x=x,,...,x, um autovetor correspondente. Entéo,
n ” -

de Ax=Ax, temos que (A~a,-,-)x,-=z a.x., supondo que X, € a maior

j=tj#i 977

componente de x , temos que:
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n
el _
P\"%I\Z, l]#:l ’gllx [\ j= lﬁ*!i k’ﬁ—rk

ou seja, o autovalor A estd contido em c¢,, como A é arbitrério, entdo todos os

autovalores de A devem estar contidos na unido de todos os circulos ).

2.5. SIMILARIDADE

Iniciamos esta segdo apresentando o conceito de similaridade de matrizes.
Veremos que similaridade € uma relag@o de equivaléncia, e que matrizes similares

possuem os mesmos autovalores além de outras propriedades em comum.

DEFINICAO 5. Se A4 e B sdo matrizes nxn, entdo A é similara B se existir
uma matriz inversivel P tal que P~' AP=RB, de modo equivalente, A=PBP™".

Se A é similara B, escrevemos A~RB.

Multiplicando P pela esquerda, e P~' pela direita na equacio P~ 4P=R,
teremos 4= PBP!', portanto, B também é similar a 4, e dizemos simplesmente

que A e B séao similares. A aplicacdo que leva 4 em P! AP=B é chamada

transformacao de similaridade.

Observacgées:

1) Se A~ B, podemos escrever também A=PBP~' ou AP=PB.
2) Amatriz P depende de A e de B. Ela nfio é unica para um par de matrizes

semelhantes 4 e B. Para comprovar isto basta tomar A=B=], pois /~] ja

que P~'J P=] para qualquer matriz inversivel P .

Mostraremos a seguir que similaridade é uma relagdo de equivaléncia.
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Teorema 1

Sejam A, B e C matnizes nxn .
(a) A~ A

(b) Se A~B,entdo B~A.

(c)Se A~B e B~C, entdo A~C
Demonstracao:

(a) Esta demonstragao é evidente, basta considerar que 4=] 145,

(b) Se A~ B, entdo para alguma matriz inversivel P, B= P! AP . Multiplicando
nesta equacdo, a matriz P pela esquerda, e sua inversa, P!, pela direita,
obteremos PBP '=A. Considere uma matriz Q tal que Q=P~', teremos
O 'BO=(P™"Y'=PBP '=A. Portanto, pela definicdo, B~ 4 .

~ (c) Por hipétese A~B, ou seja, existe uma matriz inversivel P, tal que
P '4P=PB. Como B~C(C, existe uma matriz inversivel Q, tal que Q’l BO=C.
Assim C=0"'BQO=0"' P APQ=(PQ) ' APQ .Logo, A~C.m

O teorema abaixo mostra que matrizes similares possuem os mesmos autovalores.

Teorema 2

Sejam A,B€eM ,,,. Se B é semelhante a A, entdo o polinbmio caracteristico de

B éomesmode 4.
Demonstragao:

Seja PR(A) o polinémio caracteristico de B; como B~ A4, existe uma matriz
inversivel P tal que PAP '=R . Assim, temos que
Pg(A)=det(B—AI)
= det (PAP™'-AI)
= det (PAP™'—~APP™)
= det (P(A—-AI)P™")
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= det (P)det (A—A1)det (P™")

1
det(P)

= det (A—AI)=P,(d) =

= det P .det(A—A1).

Corolério 1: Se 4 e BeEM,,, sdo semelhantes entdo elas possuem os mesmos

autovalores, com as mesmas multiplicidades.

Além dos autovalores, matrizes semelhantes possuem outras propriedades
em comum, CoOmo veremaos no proximo teorema.

Teorema 3

Sejam A e B matnzes nxn com A~ B. Entdo:
a. det A=det B

b. 4 e B tem os mesmos autovalores.

c. A éinversivel se, e somente se, B forinversivel.
Demonstragao:

Inicialmente, lembre que: se A~ B, entao P 'AP=B para alguma matriz

inversivel P .

(a) Esta demonstracdo é imediata, a partir do teorema 1.
(b) Este teorema ja foi demonstrado no corolario 1.

(c) Peloitem (b), A e B possuem os mesmos autovalores, portanto 0ZA(A) se

e somente se 0ZA(B). Ouseja, 4 é inversivel se e somente se B é inversivel. m

2.6. DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Um problema muito comum em matemética aplicada é a necessidade de

calcular poténcias de uma matriz A4 . Se a matriz envolvida no problema for uma
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matriz diagonal, esta tarefa é trivialmente executada. Se a matriz nao for diagonal,
mas se for possivel fatora-la da forma 4=PpDP~! onde D é uma matriz diagonal,

entdo € possivel calcular facilmente poténcias de 4. Este tipo de fatoragdo é

chamado de diagonalizag3o e ser4 apresentado a segquir.

DEFINICAO 6. Uma matriz nxn é diagonalizdvel se existir uma matriz diagonal D

tal que A seja semelhante a D, ou seja, se existe uma matriz P , nxn , inversivel

talque P'AP=D.
Teorema 4

Se A & uma matriz nxn , entdo sdo equivalentes as seguintes afirmagées.
a) A é diagonalizével. |
b) A tem n autovetores LI.

Demonstragao:
(a)=(b) Como estamos supondo que A é diagonalizavel, existe uma matriz

Pun Pun - Pn
P= p.21 p22 p 2| inversivel tal que P'aP=D, onde,

pnI pn2 pm

A, O 0
D= O %2 o 0 segue da formula P'4P=D que AP=PD, ou seja,
0 0 A,
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Dy P - DPul M .. 0 APy APy o APy,
Pn Pn - Pumi 0 A, ... O =M Pn APy o A Dy (1)

Pui Pw2z - Pm) \0 0 o A APy AP oo AP,

Se denotarmos os vetores-coluna de P por p,, p,,..., P, entdo, através de (1)
obteremos as colunas de AP por A, p;,A,p,,..., A, p,, Ou seja,

A=Ay AP=Mop,, ., A=A, p, (2)
Como P é inversivel, seus vetores-coluna sdo todos ndo-nulos: assim, por (2)
segue que A;,A,,..,A, s& autovalores de 4 e que p,,p,,..,p, S&0
~autovetores associados. Como P é inversivel, segue que p,, p,,...,p, S30
linearmente indepehdentes. Assim, A tem n autovetores LI.

(b)=(a) Suponha que A tem n autovetores LI p,,p,,..,p, com os

Pu P -+ Pun

autovalores associados A;,A,,...,A, e seja P= p 21 p 2 p 1 a matriz

pn] Pnz oo prm
cujos vetores-coluna sdo p,, p,,..,p,. Os vetorescoluna de AP sao

Ap,, Ap,, ..., 4p, . Mas Ap\=A, p;, Ap,=A, p,, ..., Ap,=A, p, de modo que

APy APy oo ALpy, Py P - PuljA O 00
AP= APy APy oo AP, =|Pa Pn --- Py . 0 A, ... 0
All?nl A2pm2 Anpmx pnl pn2 oo prm 0 O se. An
= PD (3)

onde D € a matriz diagonal com os autovalores A,,A,,..,A, na diagonal
principal. Como os vetores-coluna de P sao linearmente independentes, P é

inversivel; assim, (3) pode ser reescrita como P '4P=D, ou seja, A e

diagonalizavel.s
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Exemplo 8

5 0 0
Encontrar a matriz P que diagonaliza A=|1 —4 6}.
2 0 2

Sua equag&o caracteristica sera (5—A){(—4—A)(2—2)=0, cujos autovalores sédo

9
5, —4 e 2. Para A,=5 obteremos P;=|5|, para A,=—4 encontramos
6
0 0
P,=[1]| e para A;=2teremos P;=|1]. Trés vetores LI formam uma base,
0 1
9 0 0
portanto a matriz A é diagonalizavel e P=|5 1 1| diagonaliza a matriz A .
6 0 1
Pois
% 0 0
1 5 0 0}/9 0 0} {5 0 O
P"IAP——9— 1 —1|11 -4 6|5 1 1{={0 -4 0
2 0 2/i6 0 1 \0 O 2
:_é 0 1
9

Para escrever as colunas de P n&o existe nenhuma ordem preferencial. A i-
ésima entrada diagonal de P! 4P é um autovalor para o i-ésimo vetor-coluna de
P, mudando a ordem das colunas de P sé muda a ordem dos autovalores na
diagonaide Pl 4P.

Antes de demonstrarmos o teorema a seguir valos enunciar um lema cuja

demonstracéo pode ser encontrada em Poole.

Lema 1: Se A € uma matnz de ordem n, entdo a multiplicidade geométrica de

cada autovalor € menor ou igual do que a sua multiplicidade algébrica.
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2.6.1. Teorema da Diagonalizagao

Sejam A uma matriz de ordem n com autovalores distintos A;,A,,...,A;. Os

enunciados a seguir sdo equivalentes.

a) A é digonalizével.

b) A unido B da bases dos autoespagos de A contém n vetores.

c) A multiplicidade algébrica de cada autovalor é igual a sua multiplicidade
geométrica.

Demonstragao:

(a)=>(b) Se a matriz A ¢ diagonalizével, entdo ela tem n autovetores
linearmente independentes. Se n, desses autovetores correspondem ao autovalor
A, entdo B; (a base do autoespago £ » ) contém pelo menos n; vetores, os quais
s0 linearmente independentes. Assim B contém pelo menos n vetores. Como, 8
é um subconjunto do [R” linearmente independente, ele contém exatamente »
vetores.

(b)=(c) Seja d,=dimkE,, a muiltiplicidade geométrica de A, e seja m, sua
multiplicidade algébrica. Pelo lema anterior temos que d,<m,; para i=1,... k.
Assuma que vale a propriedade (b), entao n=d,+d,+...+d,<m,+my+...+m,.
Mas m,+m,+...+m,=n, pois a soma das multiplicidades algébricas dos
autovalores de A4 é exatamente ¢ grau do polindmio caracteristico de A4, a saber,
n. A partir disso, obtemos d,+d,+...+d,=m,+m,+...4+m, e isso implica-que
(m,—d,|)+(m,—d,)+..+(m,—d,)=0 . Pelo lema anterior temos que m,=d,>0,
para i=1,...,n, assim, cada parcela da equac¢ao acima deve ser zero.

(c)=(a) Se a muitiplicidade algébrica m; e a muitiplicidade geométrica d; sdo
iguais para cada  autovalor A; de A, entdo B tem
d+dy+..+d,=m+my+..+m,=n  vetores, que sd3o linearmente
independentes. Assim, temos n autovetores de 4 linearmente independentes e,

portanto, 4 € diagonalizavel. m
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Exemplo 9

0O 1 o0

A matriz A=|0 0 1] possui dois autovalores distintos, pois, A,;=A,=1 e
2 =5 4

A3=2 .

Dessa forma, os autovalores A, e A, sdo ambos iguais a 1, por essa razdo diz-se

que tem multiplicidade algébrica 2 , e, como A;=2, sua multiplicidade geométrica é

1, A néao é diagonalizavel, de acordo com o teorema da diagonalizacao.

Exemplo 10
-1 3 1

A matiz A=|0 0 O tem dois autovalores distintos, A;=A,=0 e
1 -3 -1

A;=—2. O autovalor 0 tem muiltiplicidade algébrica e geométrica iguaisa 2, e o

autovalor —2 as tem iguais a 1. Assim essa matriz é diagonalizavel, de acordo

com o Teorema da Diagonalizacao.
2.7. METODO DAS POTENCIAS

Richard Edler von Mises (1883 — 1953), cientista, nascido na Austria-Hungria
(atual Ucrania), introduziu o método das poténcias, em 1929, como uma forma de
maximizar ou minimizar os autovalores e os autovetores de uma matriz real e
simétrica.

Antes do estudo de Mises, o método utilizado para encontrar os autovalores
de uma matriz consistia em solucionar a equagao caracteristica. Contudo, quando a
equagdo é do quarto grau ou superior, esse método se toma muito trabalhoso, pois
o calculo do determinante de matrizes nessa ordem passa por um pProcesso muito
demorado, bem como, ndo ha férmulas para determinar as solugbes de equagbes

polinomiais de grau maior que 4. Por causa disso, para a maioria dos problemas

praticos as solugbes encontradas eram apenas aproximagoes.
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O método das poténcias é utilizado em matrizes quadradas, desde que um

de seus autovalores possua respectivo valor absoluto maior que todos 0s outros,
este autovalor é denominado autovalor dominante, e sera denotado por A, . Como
exemplo, se os numeros —4, 1 e 3 sao os autovalores de uma matriz, entdo o
autovalor dominante € A;=-—4, pois considera-se o0 maior valor absoluto entre e

Por outro lado, uma matriz com autovalores —4, —3, 0 e 4 ndo tem valor

dominante.
Apos algumas iteragSes o método das poténcias ira produzir uma sequéncia

de escalares que convergira para A; e uma sequéncia de vetores que convergira

para o autovetor correspondente v, , o autovetor dominante.

Daqui para frente, suponha que 4 é uma matriz diagonalizavel.
Teorema 5

Seja A uma matriz nxn diagonalizédvel, com autovalor dominante A, . Entéo,
existe um vetor x, ndo nulo, com uma componente ¢, na direcdo do autovetor
dominante v, tal que a sequéncia de vetofes X, definida por:

X\ =A%y, X,=Ax,, x;=Ax,, ..., Xp=AX gy, ..
tende ao autovetor dominante v, .
Demonstracao:
Como A; é o autovalor dominante, podemos considerar que todos os autovalores
s&o indexados da seguinte maneira |A,[>[A,|=[A,l>...>|A | . Sejam ViV, ¥,
Os autovetores correspondentes, como A é diagonalizavel {vl,vz,...,v,,} sao
linearmente independentes, e portanto formam uma base de |R".
Consequentemente, X, pode ser escrito como uma combinacdo linear desses
autovetores, da forma Xo=C Vv, +..+¢,v,. Mas, X, =Ax,,

X, =Ax=A(Ax,)=A’x,, X =Ax,=A(A’x))=Ax,, e de forma geral,

x,=A*x, para k>1.Como
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k k
ko o Ak k ko 2k A, A
A" xy=c A1 v+ AV, + +C, A, v, = cl"l"‘cz(;\'l‘) V2+---+cn(f) Va
1

onde utilizamos o fato de que A;#0. O fato de A; ser um valor dominante significa

A, A, A,

Cad 6 _—2')—-)"-)—
que a uma das fragbes A A, A,

em valor absoluto, € menor que 1.

k k k

A A

Assim, (7\3) ,(7\—3—) yeues (7\—"-) € uma sequéncia que tende a zero quando k£ —oo .
1 1 1

Dai obteremos x*=A4*x,—A}c,v, quando k—c.Como A, #0 e v,#0, x, se

aproxima de um muiltiplo ndo nulode v;,se ¢;#0. =
Podemos resumir o método das poténcias da seguinte forma:

Seja A4 como matriz de ordem n diagonalizdvel com um autovalor
dominante A, . E, seja x,=y, um vetor inicial do R" cuja maior componente é 1.
o Repita os seguintes passos para k=1,2,...:

a) Calcule x;=Ax(_,).

b) Seja m, a componente de x;, com maior valor absoluto.

L 1
c) Seja yk=(—" X .
m,
Para a maioria das escolhas de x,, m, converge para o autovalor dominante A,

e y, converge para o autovetor dominante.

Observacdes:
i) Se a componente do vetor inicial x, na direcdo do autovetor dominante v,

for nula entdao o método da poténcia nao ira convergir para um autovetor dominante.

No entanto, ao longo das iteragbes, os calculos, frequentemente, produzirdo um X,
com componente ndo nula na diregdo de v, . A partir dai, 0 método convergira para

um multiplode v, .

32



i) O método da poténcia funciona mesmo quando se tem autovalor dominante
repetido, ou até mesmo se a matriz ndo for diagonalizavel.
iii) O método da poténcia converge rapidamente para um autovetor dominante,

em aigumas matrizes especificas, porém, para outras, a convergéncia pode ser

A A A
2
bastante vagarosa. De fato, como |—i= 2> =2 , Se =2 for um valor
Al Al Al Al
ALY (A
proximo de zero, entdo a sequéncia -]—\3) A—") ira se aproximar de zero
1 1

rapidamente. E, pelo teorema demonstrado acima, xk=Ak x, também ira se

aproximar rapidamente de )\‘:‘cl v, .

Maiores detalhes sobre o método das poténcias e suas variagées podem ser

encontrados em Strang ou Golub.
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CAPITULO Il ~ APLICAGOES DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

Como mencionado anteriormente, autovalores e autovetores sdo muito
utilizados em matematica aplicada, por exemplo em: Acustica, teoria de controle,
mecanica dos fluidos, cadeias de Markov, equagbes diferenciais parciais, ecologia,
economia e etc. Neste capitulo faremos uma breve apresentacdo de algumas
aplicagGes de autovalores, as quais ndo requerem conhecimento profundo de outras
areas. Iniciamos o capitulo falando da sequéncia de Fibonacci, em seguida, faremos
algumas consideracbes referentes ao estudo do crescimento populacional através
das matrizes de Leslie, por fim, observaremos as influéncias dos autovalores e dos -
autovetores no site de busca Google.

3.1. SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de nimeros:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...
é conhecida como sequéncia de Fibonacci. Os dois primeiros numeros nesta
sequéncia sdo0 iguais a 1, e os demais sdo obtidos através da soma dos dois
ndmeros anteriores. Assim, considere #,=1 e u,=1, entdo, u,=1+1=2 |
u,=2+1=3 |, u,=2+3=5 , u,=3+5=8, e assim segue a sequéncia. Para
encontrar a formula geral para esta sequéncia observemos que, a partir do terceiro
elemento u,=u,_,+u,_,. Portanto, esta férmula vale para todos os valores n=2,
desde que n€IN e, como se pode notar u,_,=u,_,, das duas equacbes, pode-se

montar a equagdo matricial:

u, |1 1||u,, 1
[un—-l] [1 O]I:un—Z} W
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Agora definamos:

—|u 11
w,=| T g A={ ] talque O0<k<n-1,
[ u, ] 10

de modo que:

ool i ) e)

portanto a equacao (1) pode ser escrita como:
W, =AW, .
logo:
w,=A4w,
w,=Aw,=A(Aw,)=Aw,
wy=Aw,=A(A’wo)=Aw, (2

W, =4 w,
sendo assim, para encontrar u, basta calcular Ao exponencial de uma matriz
€ um calculo muito trabalhoso a medida que » aumenta, para evitar essa
dificuldade, encontraremos uma matriz diagonal D semelhante a A4 . A equacgéo

caracteristicade A é:

[*‘”1 —1}=A2——A-—1=0
-1 2

isto significa que os autovalores de A4 séo:

1+v5 15
A= 5 e A,= 3
de modo que
1+5
p=| ?
o 1=V5|
2

os autovetores correspondentes sao:
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1—-v5
2 .
1

1+5

X = 2

e X,=

Assim,

1443
_ 25
-1 1445 |
V5 2V5

logo, A =pDF p, pois D é um matriz diagonal, entdo para calcular D, basta

1
Sl

elevar os elementos da diagonal principal a k-ésima poténcia, sendo assim, de (2)

{emos:

— 4n—1 — n—1 p-1 _
w,_=A w,=PD" P w,=

1+V5 1-5 (1+2\/§) 0 ‘\/1"5' _;\_/g\/g .
% f 1=V =1 1445 1}
0 —'2'—) V5 205

esta equacao nos fornece a férmula:

n

=L

H

que permite o calculo direto de u,,.

1+V5

2

1-V5

|5

)n+l

|

3.2. MATRIZES DE LESLIE E CRESCIMENTO POPULACIONAL

As matrizes de Leslie contém informacdes sobre as taxas de natalidade e

mortalidade das variadas faixas etarias de igual duragdo, ou seja, sdo associadas a
problemas populacionais, elas sio utilizadas nestes problemas por obter uma forma
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concisa de calcular o crescimento populacional e fazer projegbes da populagio
classificada por estagios, onde um individuo de uma dada classe pode se reproduzir,

crescer, regredir, morrer ou permanecer na classe. Estas matrizes tem a seguinte

forma:
bl b2 b3 bn—l bn
s 0 0 0 0
1=|0 52 0 0 0
0 0 s 0 0
0 0 0 .. s, 0

onde os b, s&o os parametros de nascimento, 5,>0, i=1,... n. Observe que
para que hajam nascimentos e a populagdo n3o seja extinta, pelo menos um dos b,
's deve ser ndo nulo. A probabilidade de sobrevivéncia sera representada pelos s ’y

tal que 0<s,;<1, j=1,..,n—1. Considere que todos os §;'s s&0 nao nulos, pois
desta forma a populacéo ndo ira se extinguir.

Chamando de x'” o vetor de distribui¢éo inicial da populacdo e de x* o
vetor de distribuicdo da populagéo no tempo %, em Anton e Rorres & mostrado que
o modelo de crescimeﬁto popuiacional de Leslie é dado pela equacio:

x(k)___ka(O) )

Se L for uma matriz diagonalizavel, entdo L=PpDP~' onde DD é uma

matriz diagonal, cujas entradas s3o os autovalores de J, , as colunas de P sdo os
autovetores correspondentes. Neste caso, a equacao para o modelo de Leslie pode
ser escrita como:
x""=(PDP")"x(O)
x¥=(PDP™). (PDP™)x©

e, e

kvezes
xW=(p D p) £
x(")=c1 Afv1+czz\§v2+‘..+c”z\:vn (3)
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onde A; é o autovalor associado ao autovetor v, de L, i=l,.,n e

CZ =P_1x(0)

Se A, for um autovalor estritamente dominante de L, entdo dividindo a

equacéo (3) por Agk) obtemos:

k k
1 A, A,
—x=c v+ =] c,v,+..+ =] c v,
Af " '(’\1) 2V2 (AI nVn

k
se |A,|>]|A)|, onde i=2,..,n entdo limk_m(—A—") =0, ou seja, para valores de k
1

suficientemente grandes, podemos aproximar x'*) por:

(k)

o~ k
xXURC AV,

ou seja, para k suficientemente grande o vetor de distribuicdo da populagéo € um

muitipio do autovetor associado ao autovaior dominante.
Os teoremas 6 e 7 a seguir, cujas demonstracdes podem ser encontradas em
Anton e Rorres, garantem que toda matriz de Leslie possui um autovalor dominate.

Teorema 6

Toda matriz de Leslie I possui um Gnico autovalor positivo, com um unico

autovetor correspondente cujas entradas sdo positivas.
Teorema 7

Se A, é o Unico autovalor positivo de uma matriz de Leslie L e A; é qualquer

outro autovalor de L, entdo |A [<A,, j=2,...n.
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Vimos que para podermos aproximar x'¥' por um mdiltiplo do autovetor

associado ao autovalor dominante, devemos ter |A|>|A|, j=2,...,n. Porém, é

possivel garantir a existéncia de um autovalor estritamente dominante sob certa

condigdo, como veremos a seguir:
Teorema 8

Se duas entradas sucessivas b; e b,,, da primeira linha de uma matriz de Leslie

s8o ndo nulas, entdo o autovalor positivo de L é estritamente dominante.

3.3. GOOGLE

O site Google, de forma geral, é utilizado para encontrar paginas da web que
contenham uma determinada palavra digitada, ele as lista numa ordem de
preferéncia, ou seja, da mais interessante para a menos interessante.

Quando o Google foi langado, ja havia um certo nimero de sites de busca.
Seu diferencial foi a inovacdo na forma de fazer a listagem dos sites encontrados, ou
seja, ele melhorou a forma de classificar as paginas da web. Este método de
classificacdo é chamado de algoritmo Page Rank, ele classifica as paginas
baseando-se unicamente na forma como as paginas séo vinculadas. As paginas da
web mudam constantemente, por isso, o site realiza mensalmente mudancas na
classificagdo das paginas.

A classificacdo das paginas é encontrada através do calculo do autovetor
associado ao maior autovalor da chamada matriz do Google. Devido a estrutura
desta matriz é possivel garantir a existéncia de um autovalor dominante e de um
autovetor associado, cujas entradas s&o todas positivas.

Maiores detalhes a respeito desta classificagdo pode ser encontrados em

Bryan e Leise.
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CONSIDERAGCOES FINAIS

O calculo de autovalores e autovetores de uma matriz € uma ferramenta
muito valiosa na andlise de matrizes, e neste sentido este trabalho proporcionou,
através de seu desenvolvimento, um conhecimento mais profundo da teoria de
autovalores-autovetores, pois pudemos observar parte do vasto campo de estudo
que pode ser explanado através deste conhecimento. Foram revistos conceitos,
estudados durante a graduacdo e especializagdo, bem como, pudemos contemplar
alguns conceitos referentes as aplicacdes.

Como mencionado diversas vezes ao longo deste trabalho, encontrar
autovalores e autovetores de uma matriz & um problema muito estudado em
diversas areas, o que deixa muitas portas abertas para possiveis estudos futuros. E
importante ter um bom entendimento de algoritmos de calculo, pois ele nos
apresenta técnicas para melhorar certos resultados, j4 que, de nada adianta
programar uma maquina sem buscar o melhor desempenho antes, por exemplo.

A modelagem matematica que pode ser denvolvida através do método
funciona como uma ponte no ramo da arquitetura, da engenharia, da programagéo,

e em qualquer outra que envolva avaliagbes de desempenho.
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