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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre Sistemas de Computagdo Algébrica
(CAS — sigla em inglés para Computer Algebra System) e aplicagGes. O
estudo foi desenvolvido a partir de pesquisas biinog.réﬁcas e subsidios na
internet com o objetivo de analisar alguns softwares existentes no mercado,
como MuPAD, Scilab e Maxima, que sao poderosas ferramentas utilizadas na
resolugdo de problemas de Matematica, Engenharia, Fisica e areas afins. Sao
apresentados um histérico, os principais comandos e funcionalidades desses
sistemas, bem como representagdes gréaficas, priorizando o uso do sistema
Maxima com aplicagdes praticas envolvendo equacgses diferenciais. Além
disso, este trabalho vem possibilitar informagdes, que possam contribuir para
o processo de ensino-aprendizagem de conceitos mateméticos através da
importancia do uso de softwares na educagao.

Palavras — chave: Computacdo algébrica, software, matematica.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A computagac algébrica possui alguns aspeclos relacionados a
Matematica, com a vantagem de desenvolver algoritmos e aplicag6es que realizam a
manipulagdo e andlise de expressbes matematicas. Os sistemas de Computacgao
Algébrica s3o também chamados de Sistemas da Algebra Computacional, ou o
termo mais comum, em inglés, Computer Algebra Systems (CAS). Tais sistemas
podem executar uma grande variedade de manipulagdes, tais como: simplificagao
de expressdes e fungoes, substituicdo de valores numéricos ou simbdlicos, entre
outras.

A manipulacdo de expressées matematicas com o intuito de simplifica-las
é uma tarefa lenta e, a0 mesmo tempo pode-se tornar cansativo, trabalhoso e as
vezes propenso a erros. Desse modo, o ensino de matefnética pode se beneficiar
desses CAS, capazes de reduzir o tempo na resolugao desses problemas, ao passo
que torna o resultado mais preciso.

Atualmente existe uma grande variedade de CAS tanto proprietarios,
quanto livres que auxiliam na resolugdo de problemas matematicos, tanto de
natureza numérica, quanto simbdlica.

Uma das vantagens de se utilizar um CAS e uma calculadora tradicionatl
consiste na habilidade de tratar os problemas de forma simbdlica. Outra vantagem
da Computacao Algébrica é a possibilidade de resolugdo de problemas literais, ou
seja, manipulando letras ao invés de nimeros.

De acordo com BARBOSA (2006}, os sistemas podem ser classificados
como de propésito geral ou sistemas de propdsito especifico. Entretanto, ndo ha
unanimidade quanto a essa classificagdo, um sistema de propésito geral,
dependendo de seu uso pode ser classificado como especifico e vice-versa.

Ainda nesse contexto, o mesmo autor apresenta um histérico dos CAS
distribuidos por periodo, conforme o resumo a seguir:

= |dade da pedra (meados dos anos 50 — Final dos anos 60):
aparecem os primeiros trabalhos relacionados com CAS, os
primeiros sistemas eram complicados e trabalhavam com areas

restritas;
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*» |dade do ferro (meados dos anos 60 - Final dos anos 70):
surgiram sistemas mais faceis de utilizar que os anteriores, tratam-
se dos sistemas de propodsito geral;

= |dade do plastico (final dos anos 80): esse periodo foi marcado
pelé pesquisa e desenvolvimento de sistemas interativos, em que
o usudrio pudesse desenvolver seus proprios algoritmos de
manipulagao.

Hoije, os sistemas tem boa qualidade, porém, ainda existem dificuldades a
seremn superadas, dentre as quais destacam-se: melhoria na interagdo com o
usuario; comunicagao entre CASs; utilizagao de bibliotecas em sistemas diversos;
crescimento de expressoes intermediarias.

Apesar das dificuldades citadas acima, o uso de CAS tormmou-se uma
ferramenta de apoio ao ensino nas Universidades, sobretudo nos cursos de
Matematica, Fisica, Engenharia, Biologia e areas afins, onde muitos célculos sio
riecessarios.

Neste trabalho, sera feito um estudo de alguns softwares livres, tais como:
MuPAD, Scilab e Maxima, destacando suas vantagens € desvantagens, bem como
a aplicacao do CAS Maxima na resolugao de Equégc')es Diferenciais e na construcao
de graficos. Este sistema apresenta uma sintaxe simples, é compativel com vérios
sistemas operacionais dentre eles, o Linux e o Windows e, pode ser utilizado na
resolugdo de problemas complexos.

Baseado em pesquisa bibliografica, réu’nihd‘o subsidios na internet,
como artigos, livros digitalizados e tutoriais, o trabalho consiste em analisar de forma
sucinta os sisterhas acima citados.

Na primeira parte do trabalho seré feito um histérico da Computagdo
Algébrica, destacando suas varias etapas. Apresenta aihdé,} as caracteristicas dos
softwares livres MuPAD, Scilab e Maxima, bem como  suas vantagens e
desvantagens em relacao a sua utilizagdo na resolucao de problemas matematicos.

A segunda parte contém um tutorial do sistema Maxima, com seus
principais comandos e operagdes nele realizados. Na terceira parte, as aplicagtes
do Maxima em Calculo, especificamente na resolugdo de Equacgbes Diferenciais e
representacdo grafica. E por fim, as consideragdes finais onde serdo apresentadas
as conclusdes, destacando a importancia do uso de um CAS no processo ensino de

Matematica.
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1.1 Objetivos
1.1.1 Geral

Fazer uma abordagem sobre alguns softwares de Computagio Algébrica,
enfatizando o uso do sistema Maxima na resolugao de equacgdes diferenciais.

1.1.2 Especificos

e Analisar 0s softwares MuPAD, Scilab e Maxima destacando seus
principais comandos e funcionalidades;
aplicagao na resolugao e simplificagdo de expressGes Mateméticas;
e Utilizar o sistema Maxima para resolver problemas que envolvem
equacgoes diferenciais;

¢ Fazer um resgate histérico da Computagae Algébrica.
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CAPITULO 2 = UMA ANALISE DE SOFTWARES DE COMPUTAGCAO ALGEBRICA
2.1 Histérico da Computacio Algébrica

Com o surgimento do computador e sua aplicagdo no sistema
‘educacional, houve signiﬁcatiiras mudangas no contexto pedagégico. O uso de
ferramentas computacionais no processo de ensino-aprendizagem vem ganhando
cada vez mais énfase na resolugédo de diversos problemas que envolvem as ciéncias
em especial, a Matematica.

De acordo com ANDRADE (2002), historicamente, o verbo computar,
significa “fazer calculos com nimeros”. Com a criagdo da Computacao Numérica foi
possivel solucionar uma série de problemas abrangendo fungbes e operagdes
matematicas, cujos dados armazenados sao puramente numéricos. Todavia,
geralmente, esses resultados apresentados nao sao exatos.

Coube, entdo, a Computagao Algébrica ou Computagdo Simbélica, por
volta dos anos 1960, obter exatidao desses resultados, através da representagao de
objetos matematicos por simbolos, baseados nas regras usuais da Algebra.
Conforme RANGEL (2005):

Os cdélculos realizados no tratamento simbdlico sdo exatos, isto &, tem
precisdo infinita, em contraste ao correspondente tratamento numérico.

Uma operagao do tipo 1/3+1/3, que numericamente resultaria em 0.666666,
no calculo simbélico teremos como resultado o vafor exato, 2/3.

_ Sendo assim, a Computagdo Algébrica, a qual recebe outras
deriominagées como Algebra Computacional, Manipulacdo Simbélica ou
Mahipulagéo de Férmulas, constitui-se um inovado ramo de estudo que vem sendo
utilizado em diversas areas da Ciéncia e da Tecnologia. Dentre elas podemos citar:
Mecanica Celeste, Aculstica, Teoria dos Grupos e Teoria dos Numeros, entre outras.

‘Segundo ANDRADE (2002), “o conjunto de programas de computador
relacionados & Computacdo Algébrica denominou-se Sistemas de Computagio
Algébrica ou Sistemas de Manipulacdo Simbdlica, entre outros nomes”. Esses
sistemas realizam calculos analiticos de forma precisa e rapida, podendo ser
proprietdrios ou livres, de uso especifico ou geral para fins comerciais ou

educacionais.
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Os Sistemas de Computacao Algébrica (CAS, em inglés Computer
Algebra System) de uso especifico contemplam problemas relacionados com a
Matematica, a Engenharia ou a Fisica. Os CAS incorporam recursos algébricos,
numéricos ou graficos. Além disso, podem funcionar como linguagens de
programag:élo1 para solucionar os mais diversos tipos de problemas mateméticos.
Para citar s6 alguns deles: calculos envolvendo trigonometria, logaritmos,
polindmios, limites, derivadas, integrais, equagbes diferenciais, transformadas de
Laplace, etc.

A implantagao desses sistemas computacionais no processo educacional
ocasionou um grande avango no ensino e aprendizagem da Matematica, tornando-a

ainda mais experimental. Essa afirmagao pode ser evidenciada por RANGEL (2005):

O uso de ferramentas computacionais no processe de ensino-aprendizagem
permite ao estudante abordar problemas complexos. No caso da
computagdo simbélica, sistemas computacionais permitem tornar a
Matematica mais experimental, permitindo analisar diferentes situagdes com
visualizagd@o grafica, dando assim oportunidade ao estudante de aprender
fazendo.

A Computagao Algébrica comegou a ser desenvolvida em 1953. No inicio
década de 60, surgiram os primeiros sistemas de computagao algébrica, a partir de
entdo, houve um avangco em pesquisas para inteligéncia artificial. Nessa década,
da-se inicio a elaboragdo dos primeiros softwares no campo de manipulagac
simbdlica, dentre estes destacam-se: o Formac, o Lisp e o Alpak, entre 1961 e 1971.
Entre 1966 e 1971, surge a segunda geragdo Reduce, Macsyma, ScratchPad. A
partir de 1970, os softwares Reduce e Macsyma ganham popularidade e surge o
MuMath, antecessor do Derive. A partir de 80, originam-se os softwares Maple e
Mathematica, que atualmente estédo entre os lideres no mercado.

Nas Ultimas décadas diversos tipos de softwares de Computer Algebra
(CA) foram desenvolvidos. Dentre eles podemos citar, Axiom, Derive, Reduce,
Maple, Mathematica, Mupad, Scilab e Maxima, entre outros. '

No Brasil, a Computagdo Algébrica surgiu por volta da década de 80,
quando a Sociedade Brasileira'de Matematica (SBM) passou a adotar. esse recurso

computacional nas universidades.

'Uma linguagem de programagao € um método padronizado para expressar instrugdes para um
computador. E um conjunto de regras sintaticas e semanticas usadas para definir um programa de
computador.
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Uma das vantagens do uso de um software livre € a economia, ja que os
‘usuarios nao precisarao adquirir licengas dos sistemas proprietarios. QOutra
vantagem é que estes sistemas estdo sempre se atualizando, sofrendo alteragdes
de modo que seus usuarios podem contribuir com a construgao do sistema.

Além disso, esses softwares podem ser copiados, redistribuidos e
modificados sem restricdo. Para possibilitar estas atividades, os usuarios precisam
de acesso ao codigo fonte. Apesar de livre, alguns sistemas nao sdo totalmente
gratuitos. Alguns sdo licenciados apenas uma parte com restricao de meméria, como
no caso do software MuPAD, através do pacote Light.

Dentre suas desvantagens pode-se citar: alguns softwares nao
disponibilizam de todos os recursos e a compatibilidade de programas com
plataforma Microsoft Windows é muito menor em relaga@o a do sistema Linux.

Nessa perspectiva, os seguintes sistemas serdo analisados: Scilab,
MuPAD e Maxima, onde enfatiza-se cada um deles, bem como suas caracteristicas
usuais, aplicagbes e um tutorial basico. Serd dada uma maior énfase ao Sistema

Maxima, destacando sua aplicag@o no uso de Equacgoes Diferenciais.
2.2 MuPAD

O MuPAD' (Multi Processing Algebra Data Tool) foi desenvolvido, a partir
da década de 1990, por um grupo de pesquisadores, liderado pelo professor Benno
Fuchssteiner, da Universidade de Panderborn, na Alemanha.

Com & criacdo do MuPAD foi fundada a empresa SciFace Software, que
desde 1997 comercializa o sistema, fornecendo a versdo Light do programa para
fins educaciondis, podendo ser distribuida entre estudantes e professores.

De acordo com ALEGRE (2006), a palavra “MuPAD” advem da expressao
“mupas” que foi substituido em 1990 pela expfesséo atual representando, por um
lado a (Processing Algebra Data Tool - Ferramenta de processamentos de dados) e
por outro o local de origem do projeto {Universidade de Panderborn).

Esse software dispoe de uma ampla biblioteca de operagées matematicas
usuais e de uma linguagem de programagdo em G ou C++, permitindo que seus

usudrios possam criar seus proprios algoritmos. Além disso, possui manuais,

! http:// www.mupad.com
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tutoriais (disponiveis em alemdo e inglés) e demonstrativos sobre suas
funcionalidades.

Esta disponivel nas versdes padrao {proprietario) e light (livre). Na versao
padrdo pode ser adquirido um ftrial por 30 dias, apGs esse periodo o sistema s6
funciona com uma licenga de uso fornecida pela empresa SciFace Software. Essas
versdes podem ser obtidas através do site oficial do programa ou pela SciFace.

O sistema esta disponivel para as plataformas Windows, Macintosh e
Linux. A figura 1 exibe a interface do sistema na versao Windows.

frtaad nln ¥ anglsi

_mwmrmw

2 imm| @ rlo] vl

=

Ready, kernel orline MemO, T1s L

Figura 1: Interface do MuPAD versédo 2.5.3
Fonte: hup://www sciface.com/mupad_download/

Abaixo temos os icones que aparecem na janela:

e @J Recortar copiar imprimir
& Imprimir
Executar linha parar computagao

23
12{%y| | Iniciar tutorial interno procurar na ajuda
Tabela 1: Principais botdes do MuPAD

De acordo com VAZ (2001), antes de comegar a usar o aplicativo, serao
necessarias algumas instrugoes preliminares:

e Osinal . precede os comandos que deverao ser digitados;

e Pode-se usar o terminador dois pontos (:) apés o comando. Este terminador

omite a visualizagao do resultado;
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e Sempre que terminar de digitar um comando acione a tecla <enter> para que
o MuPAD efetue as operacgoes;

e Todos os comandos do MuPAD sao escritos com letras mindsculas;

e Na versao MuPAD Light nao pode corrigir erros de digitagao na linha de
comando. Deve-se copiar a linha ou digitar tudo novamente.

Trata-se de uma ferramenta bastante poderosa e com grande potencial,
podendo ter seu uso bastante difundido em Universidades para o aprendizado das
disciplinas relacionadas com o ensino da Matematica.

O aplicativo MuPAD trabalha com interatividade, exibindo uma area
trabalho na qual serdo digitados os comandos e visualizando as respostas. Para a
plataforma Windows, a versao MuPAD Light possui uso restrito de memoria, mas
suficientemente para tratar alguns topicos da Matematica, tais como: caélculo
numérico, resolugdo de equagdes, graficos de fungdes, limites, derivada, integral e
séries , entre outros.

Segundo SANT-ANNA (2006), uma razoavel abordagem, com excelente
qualidade visual, pode ser conseguida com a utilizagao conjunta dos softwares
texmacs (TEXMACS, 2006), javaview (JAVAVIEW, 2006) e MuPAD (MuPAD, 2006).
Estes programas sao obtidos gratuitamente pela internet.

2.2.1 Comandos e operagdes no sistema MuPAD

Os principais comandos existentes no MuPAD sdo: expand, combine,
factor, normal e like. Além dos comandos de simplificacdo, existe o comando testeq,
usado para determinar se duas expressdoes sdo equivalentes. Existem também
comandos que realizam substituicOes, sao estes: subs, subsex e subsop. Algumas
das principais caracteristicas de cada um, sua area de trabalho, desempenho, como
alguns comandos do software e suas utilidades.

Ao ser iniciado, sua tela é simples possuindo poucos botdes de
comandos, com um espago para digitagao.

A seguir temos algumas operagoes realizadas no MuPAD:

float — resultado de expressées numeéricas
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D

s Elcat{=zxin{(c8})

0.8939966636

Equacdes:
solve (equagao, varlavel)

~ A -
bd solve (x™2-T*x+6=0)

{f{e= 1], [x= 6]}

Funcgdes:
f:=variavel- >fungao

= L — 2 X e 3
o - K= LGN d = 3

x —-» 2*x*3 - 4
Para obter o resultado, basta atribuir um valor.

= AR
= !
- Lid)

=1

Limites:
O calculo de limites é representado de trés formas:
Célculo de limite pela esquerda (se existir) “ limit (fungao, x=a, Left)”

S
- .LHL‘.H\Q".\: - e H,LSI’C;

4

Calculo de limite pela direita (se existir) “ limit (fungéo, x=a, Right)”

e limit{sgrt{l-x"2),x=-1,Right}

Svalgiio

Calculo de limite bidirecional (se existir) “limit (fungao,x=a)”

i —~
- tamrt+ (1 /v w={1}
- AL LIlAd AR, AU

undefined

Derivadas:
Dada a fungao f, basta digitar o comando D, ' ou diff, neste caso para distinguir a
funcao e a variavel.

= Lagmm ar D AD
L Ei= N=22 ") /

> i B i o SR

L

D{ZE)
4 id
Integragao:
Para integragao utiliza-se o operador “int”.
“int(fungao , variavel )", para integrais indefinidas
“int( fungdo, variavel =minimo..méaximo)" para integrais definidas.

18



19

2.2.2 Graficos no MuPAD

O MuPAD gera visualizagbes graficas tanto bidimensionais quanto
tridimensionais, através dos comandos plotfunc. O MuPAD possui uma biblioteca
para lidar com os casos mais complexos. Os graficos aparecem em uma janela para

facilitar a visualizagao.

Exemplo: Construir o grafico da fungdo f(x)=x no intervalo
[-5,5]-
plotfunc2d(x”3,x = -5..5,y=-5..5) pressione < enter >.

O grafico gerado é apresentado na figura 2 a seguir:

28T

ak

Figura 2: Grafico 2D da fungao f(x)=x3
Fonte: hitp://www.sciface.com/mupad_download/

Gréficos tridimensionais:

Para que o MuPAD desenhe o gréafico da funcao z = f(x; y) no dominio [a, b]x[c, d]
sera usado os seguinte comando:

plotfunc3d (opt,; E1, £2..., x=a..H, y=¢c..d), onde:

fi - expressdes

X, y - identificador das varidveis x e y

a, b, ¢, d - numeros reais

opt - opgdes do comando
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As opgoes do comando plotfunc3d sao as mesmas do comando plotfunc2d.
Exemplo: Construir o grafico da fungao f(x) =x® no intervalo [-3,2]x[-3,2].
plotfunc3d(x~3, x = -3..2, y==3..2) pressione < enter >.

O grafico gerado é apresentado na figura 3 a seguir:

Figura 3: Grafico 3D da fungao f(x)=x3
Fonte: hitp://www.sciface.com/mupad_download/

As principais caracteristicas do MuPAD sao:

« E gratuito de facil acesso na Internet (versao Light);

« E semelhante ao Mathematica e ao Maple;

« E compativel com os sistemas operacionais, tais como Linux, Unix, Mac e
Windows;

« Permite processamento em paralelo;

« Sua instalagdo torna-se bastante facil;

« Faz graficos de fungdes bi (2D) e tridimensionais (3D) de excelente
qualidade e podem ser gerados em varios formatos, incluindo o eps (que
podem ser incluido nos documentos para o latex) ou formatos com menor

definigao, tais como png ou tiff.

Segundo avaliagao realizada por BATISTA e BARCELOS (2004), o MuPAD versao
2.5.3 apresenta:
Pontos positivos
e Permite trabalhar com diversos conteidos matematicos, o que contribui para
promover o relacionamento entre os mesmos;

* Possui interface agradavel, com icones bastante significativos;
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e Possibilita realizar desde calculos simples até os mais complexos,
dependendo da necessidade do usuario;

e Pode contribuir para a associagao de idéias e para o desenvolvimento do
senso critico;

e Possui um 6timo tutorial auxiliando o usuario.

Pontos negativos:

* N3ao apresenta versdo em portugués;

e Exige atengdo a sua sintaxe (cuidados com as exigéncias da linguagem de
programagao);

e So é possivel salvar um arquivo de trabalho em formato de texto (versao
Light);

e Impossibilidade de editar uma linha de comando ja interpretada (versao Light).

2.3 SCILAB

E um software cientifico para computagao numérica que oferece um
ambiente aberto para aplicagdes cientificas e em engenharia. Criado em 1990, e
mantido por pesquisadores pertencentes ao INRIA (Institut de Recherche em
Informatique et en Automatique), através do projeto METALAU (Méthods,
algorithmes et logiciels pour I'automatique) e ENPC (Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées).

O programa é distribuido gratuitamente via Internet desde 1994,
juntamente com seu cédigo fonte (open source software) e, a partir de maio de 2003,
passou a ser mantido pelo Consércio Scilab (Consércio de empresas e instituicoes
francesas). Possui finalidade educacional e industrial em todo o mundo. Apresenta-
se como um software CASCD (Computer Aided Control System Design)’ .

2.3.1 O ambiente grafico do Scilab

' Projeto de Sistemas de Controle Auxiliado por Computador
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Apés a instalagdo do Scilab' na plataforma Windows, basta dar um duplo
cliqgue no icone Scilab para comegar a utilizar o programa. A tela inicial logo ira

aparecer, como mostra a figura 4:

Ele EQR Lontrol Demos Grephic Window O Help ﬁ
-

Scilab

scilab-2.6
Copyright (C) 1989-2091 INRIR

Startup execution:
leading isitial eavironment

-,

Figura 4: Tela inicial do Scilab no ambiente Windows
Fonte: hitp://scilabsoft.inria.fr/

O menu principal do Scilab possui seis opgdes. Veremos a seguir cada uma delas e
suas respectivas fungbes:

File: Gerenciamento de arquivos;

Control: Comecga ou interrompe a execugao do Scilab;

Demaos: Executa rotinas de demonstragé@o do programa;

Graphic Window N: Manipulagao de janelas gréficas;

Help: Prové informagdes sobre as diversas fungdes e comandos do Scilab;

Editor: Utiliza o editor Scipad para escrever comandos e fungoes.

Segundo CARRILHO (2004), PEREIRA (2005), as principais caracteristicas do
Scilab sao:
e E gratuito, com cédigo livre de facil acesso e linguagem simples;
e Pode ser usado para o desenvolvimento ou prototipacdo de software
numérico de propésito geral;
¢ Inclui centenas de fungdes matematicas com a possibilidade de adicionar,
interativamente, programas de varias linguagens como C, C++, Fortran,

etc.;

'pagina do Scilab: hittp://scilabsoft.inria.fr/
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Possui estruturas sofisticadas de dados (incluindo listas, nomes compostos,
fungdes racionais, etc.), um interpretador e uma linguagem de programacao
de alto nivel;

Incluem graficos em 2D e 3D;

Inclui Algebra linear, matrizes, interpolacao, aproximacao, simulacao etc.;
Possui recursos avangados, como otimizagao de diferenciaveis e nao
diferenciaveis processamento de sinais e estatisticas;

Faz animagoes;

Pode ser acessado por programas de Computagdo Simbélica como o
Maple, que é um software comercial, ou 0 MuPAD, que é livre para uso em
instituicGes de ensino/pesquisa;

O Scilab fornece ao usuario a possibilidade de criar e usar novas fungoes;
Suporta o desenvolvimento de conjuntos de fungdes voltadas para

aplicagGes especificas denominados foolboxes;

2.3.2 Comandos

Simbolos e Constantes:

. ans: resposta mais recente.

- $eps: precisdo numérica corrente. Ex. 2.220E-16
- $pi: 3.1415927

- %i: parte imaginaria de nimeros complexos.

. %$inf:infinito. Ex: 1/0.

- %nan: “not a number”

Funcoes pré-definidas:

O Scilab é carregado com algumas fungées pré-definidas, chamadas primitivas,

dentre elas destacam-se:

sqrt(x) // raiz quadrada de x
—>3qrt(16)

ans =
4.

log(x) // logaritmo neperiano de x
——=>log(%e)

ans =
1

exp(x) // e elevado a x
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—-—>exp(2)
ans =
7.3890561

sin(x)// seno de x

cos(x) // cosseno de x
tan(x) // tangente de x
cotg(x)// cotangente de x

SCl// mostra o diretério no qual o Scilab foi instalado;

PWD// mostra o diretério no qual o Scilab foi langado e esta rodando;

/| comentarios (ndo devem ter acentuagdo) pwd maostra o diretério no qual estamos
trabalhando;

chdir: (nome do diretério) mudamos o diretério em que estamos trabalhando.

As variaveis criadas no ambiente scilab podem ser armazenadas em um
arquivo.
Save('dados.dat',a,b) //para salvar os valores de a e b em um arquivo, o comando
save cria o arquivo dados.dat no diretério de trabalho;

Para recuperar os valores de a e b usamos o comando load
(‘'dados.dat','a','b");
unix_w('ls") permite a comunicagao do scilab com a shell unix.
1-unix_w('ls") /mostra o contetdo de /home/priscilasouza/software livre;

2-mkdir(nome diretdrio novo) //cria um novo diretério.
Comandos de edigéo:

Ctrl p ou seta para cima: recupera o comando digitado anteriormente;
Ctrl n ou seta para baixo: recupera o comando seguinte (se houver);
Ctrl b ou seta para a direita: move o cursor um caracter para tras;

Ctrl f ou seta para a esquerda: move o cursor um caracter para frente;
Delete ou backspace: apaga o caracter anterior;

Cirl h: mesmo efeito da linha anterior (acima);

Citrl d: apaga o caracter sob o cursor;

Ctrl a: move o cursor para o inicio da linha;

Ctrl e: move o cursor para o final da linha;
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Ctrl k: apaga da posicao do cursor até o final da linha;
Ctrl u: cancela a linha;

lprev: recupera a linha de comando que comega com prev;

O ponto e virgula no final de um comando inibe a apresentagao de um resultado;
O Scilab também aceita operagoes simples como: a+b, a-b, a * b, a/b;

O software também aceita grandezas complexas, para isto, usa-se do seguinte
modo %i;

3 possivel também digitar varios comandos na mesma linha;

Realiza raiz quadrada de valores negativos;

Aceita incremento negativo. Ex: definindo vetor j (j=5:- 1:1) //definindo j como um

vetor de 5 posigoes;

No Scilab também ha o conceito de ambientes. Muda-se o ambiente
através do comando pause, as variaveis mantidas no ambiente anterior sao
mantidas. O retorno ao ambiente anterior se da através das palavras retfurn ou
resume, porém com este tipo de retorno vocé perde as variaveis definidas no novo
ambiente.

Para preservar o que foi definido no novo ambiente ao retornar para o

antigo digite b=resume(b).

2.3.3 Gréaficos
O ambiente Scilab permite gerar graficos bidimensionais que podem ser
gerados através do comando plot2d.
A forma mais simplificada de escrever a fungao é:
plot2d([x],y)

Exemplo: Grafico da fungao sin(x), no intervalo [0,271]

-->//definicdo de abcissas e ordenadas t=(0:0.5:1);
—-=> y=sin (2* %pi *t);

--> plot2d (parametrol, parédmetro2, [nome do eixo X,
nome do eixo y, nome do graficol]) plot

(t,y, 'tempo’, 'f(t)=sin (2* %pi *t)', 'seno’']);
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Figura 5 Gréfico da fuhEéo sin(x)
Fonte: http://scilabsoft.inria.fr/

O Scilab também gera graficos em 3D, representando superficies, para

isso usa-se 0 comando plot3d, assim a fungdo equivale: plot3d(x, y, z)

Exemplo: A fungao cos(x)sen(y) no intervalo [0,21], com incremento igual a 0,1,

usando os comandos:

—=2X

=22

(040 :1:2%%pi] ";
Xy
cos(x’) * sin(x);

——>plot3d(x, vy, 2)

-—>

Gera o grafico da figura 6:

sao:

Figura 6: Grafico da fungéo cos(x)sen(y)
Fonte: http://scilabsoft.inria.fr/

Em resumo as principais caracteristicas do Scilab, segundo PIRES (2004)
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VANTAGENS:

A Ultima versado do software esta sempre disponivel, geralmente através da
Internet;

O software pode ser legalmente utilizado, copiado, distribuido, modificado;

Os resultados obtidos podem ser divulgados sem nenhuma restrigao;

Os programas desenvolvidos podem ser transferidos para outras pessoas
sem imposigdes ou constrangimentos de quaisquer natureza;

O acesso ao codigo fonte, evitando surpresas desagradaveis;

O acesso a informagao de alta qualidade;

A certeza de estar participando de uma comunidade cujo principal valor é a
irrestrita difusdo do conhecimento;

Possui linguagem simples e de facil aprendizado.

DESVANTAGENS:

Nao apresenta versao em portugués;
Impossibilidade de editar uma linha de comando ja interpretados;

N&ao permite corrigir erros de digitacao.
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CAPITULO 3 - TUTORIAL DO MAXIMA

Este tutorial apresenta informagdes bésicas desde a instalagao até a
manipulacao de expressoes simbdlicas, onde serdao abordados tépicos relacionados
a Limites, Derivadas e Integrais, bem como representagao grafica em duas e em trés

dimensoes.

3.1 Maxima

O Maxima é um Sistema de Computacao Algébrica de propdsito geral
descendente do Macsyma’', desenvolvido no final dos anos 1960, nos laboratérios
de Inteligéncia Artificial do Massachuselts Institute of Technology (Instituto de
Tecnologia de Massachusetts-MIT) por Carl Engelman (19__- 1981), Joel Moses
(1941-) e William Martin(1938-1981).

Segundo Barbosa (2006), “o Macsyma foi o primeiro CAS de propésito
geral criado, também foi o primeiro ambiente de CA que pdde ser utilizado
facilmente por matematicos, cientistas, entre outros”. Tratava-se de um sistema
comercial escrito na linguagem LISP2.

Esse sistema foi mantido pelo professor da Universidade de Texas
William Frederick Schelter (1947-2001) desde 1982, o qual obteve no ano de 1998, a
liberagdo do cédigo fonte sob a GNU® General Public License (Licenga Publica Geral
- GPL). A partir dai, o sistema passou a ser gratuito e chamado de Maxima. Apéds a
morte de William, outros colaboradores e grupos de usudarios passaram a contribuir
para o aperfeigopamento desse CAS.

De acordo com MACEDO (2008), “esse software é o Unico sistema
baseado em Macsyma ainda publicamente disponivel @ com uma comunidade de
usuarios ativa”. O Maxima pode ser compilado nos sistemas Windows, Linux e
MacOS X através do site oficial do programa.

Possui uma ampla biblioteca matematica com uma vasta gama de
funcionalidades de transformagbes algébricas, incluindo a manipulagdo de

expressbes matematicas envolvendo diferenciagcdo, integragdo, equagdes

: Macsyma é um sistema legendario de Algebra do computador desenvolvido inicialmente para os
computadores de grande escala DEC-PDP-10 que eram usados em vérias instituigdes académicas.

. Linguagem LISP é uma familia de linguagens de programagao concebida pelo cientista americano
da Computagao John McCarthy em 1958.

* GNU Gereral Public Licence (Licenga Publica Geral) é a designagéo da licenga para software livre
idealizada por Richard Stallman no final da década de 80.
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diferenciais ordinarias, sistemas de equagdes lineares, polindmios, vetores, matrizes,
entre outros.

Além disso, no site do Maxima encontram-se disponiveis manuais e
tutoriais em espanhol, inglés e portugués, que podem ser visualizados nas versoes:
html (on-line) e pdf. Ha ainda, um livro denominado “The Maxima Book”, porém,
escrito incompletamente.

Suas principais caracteristicas sao:

e Elivre;

e Funciona em maquinas obsoletas;

e Possui excelente documentacao em portugués;

e Tem eficiéncia computacional comparavel ao Maple e Mathematica;

e E mantida regularmente;

e Gera graficos em 2D E 3D através do programa Gnuplot’ Graph;

e Excelente complemento para o Scilab.
O Maxima também possui algumas desvantagens, de acordo com SANT-ANNA
(2006), o Maxima possui limitagdes relacionadas com sua parte gréafica (baseada no
Gnuplot). Ainda GUEDES (2009) aponta que, o sistema requer um nivel aceitavel de

competéncia matematica.
3.2 Download e Instalacao

Neste tutorial a versao do MAXIMA apresentada é a versao 5.18.0 para
Windows. O Download do programa pode ser feito através do link a seguir:
hitp://ufpr.dl.sourceforge.net/maxima/maxima-5.18.0.

Para outras plataformas pode ser feito o acesso pelo Site Oficial do
MAXIMA: http://maxima.sourceforge.net

Apods a conclus@o do Download, dé um duplo clique no arquivo baixado
(MAXIMA 5.18.0), e em seguida aparecera a tela como mostra a figura 7:

! Gnuplot é uma portitil linha de comando interativa que pode plotar graficos de funcbes matemiticas em duas
ou trés dimensdes e outros conjuntos de dados. O programa pode ser executado nos sistemas operacionais Linux,
Windows, Mac OS X, entre outras plataformas. O software € protegido, mas livremente distribuido. Foi
originalmente destinado a cientistas e alunos para visualizacdo de dados e fun¢des matematicas.
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O T T Y NI

J - Progs

Bem-vindo ao Assistente de
Instalacdo de Maxima
Este Assistente i instalar Masima 5.18.0 no seu computador.

Recomenda-se fechar todos os oulros programas antes de
continuar.

Clique Avangar para continuas, ou Cancelar para sair do
Programa de Instalag3o.

| Avanga> | | Cancelar |

Figura 7: Tela de Instalagdo do MAXIMA versao 5.18.0
Fonte: hitp://maxima.sourceforge.net/

Seguindo as recomendagbes do programa, escolhe-se o local de
instalagdo, e em seguida clica-se na opg¢ao Avancar para finalizar a instalagao.

Aparecendo a tela a seguir clique em Concluir.

1% Maxima Rrograma de Instalagio &

Finalizando o Assistente de
Instalacdo de Maxima

0 Programa de Instalag3o fnalizou 3 nstalag3o de Maxima no
seu computador. 0 programa pode ser iniciado clicando nos
icones instalados.

Chque Conclr para sair do Programa de Instalago.

< Volar Conchar

Figura 8: Tela de Finalizagao do MAXIMA
Fonte: httpz//maxima.sourceforge.net/

Posteriormente, surgira um arquivo readmet.text que contem informagdes
sobre 0 MAXIMA e o usuario podera, entdo, acessar o programa a partir do menu

Iniciar.
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3.3 INTERFACE, ENTRADA E SAIDA DE COMANDOS.

A Interface do Maxima, na figura 9, possui na parte superior o terminal
com informagdes sobre o programa, ou seja, € a area de trabalho onde serao
digitadas as operagdes e, na parte inferior um sistema de ajuda, que pode ser
ocultado através de um clique no menu Options>Toggle Browser Visibility.

xmaxima

Fle Edt Options Maxima Help

faxina 5.18.0 http://maxima. sourceforge.net
lemghspﬂDthsp (GCL) 6CL 2.6.8 (aka G6CL)
buted under the GNU Public License. See the file COPYING.
:dicated to the memory of William Schelter.
The function bug report(} provides bug reporting information.
(%il)

| R |

Maxima is a compuler program for doing methemalics calculstions, symbolic menipulaions, numerical computations and graphics. Procedures can be programmed and then
run by Mexime o do complex tasks. Much of the syntax for ather languages such as Maple was copied from Maxima.

Project and documentation links

The Hefpmenuin Xmaxima gives you access to the folowing documents:
® Maxima reference manual
® Xmexima reference manual

@ Maxima home page, hitp: imaxima.sourceforge net
© Maxima project page, hifp:fsourceforge netiprojectsimaxima

Gefting started

|

Figura 9: Interface Xmaxima, versao 5.18.0.
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/
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Algumas instrugdes preliminares s@o necessarias para que O usuario
comece a usar o aplicativo:

e Na parte superior do terminal, o ‘(%i1)’ representa a posi¢cdo da meméria de
cada operagdo a ser realizada. Ap6s a expressao ‘(%ix)’, as operagoes
devem ser digitadas. O ‘i’ significa INPUT, ou seja, entrada de informagoes.
Por sua vez, o ‘0’ designa OUTPUT em ‘(%0x)’, representando a saida do

programa, como mostra a figura 10.

|—T
Figura 10: Terminal do Xmaxima.
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/

e Na érea de trabalho, logo apés a digitagdo das operagoes, deve ser inserido
no final de cada expressdao o ‘;’(ponto e virgula) para que o programa
apresente a resolugao, por exemplo:

($11) 3+2; (INPUT —representa em azul no MAXIMA).
(301) 5  (OUTUP —representa em preto no MAXIMA).

e As fungdes no MAXIMA deverao ser escritas com letras mindsculas, bem

como seus parametros (entre parénteses), por exemplo:

(%il) sin (%pi);
(%0l1) O



* Os espagos sao desnecessarios, auxiliando apenas na leitura.

A tabela abaixo, lista alguns dos principais comandos do MAXIMA.

Operadores aritméticos
X+y Adigcao
X—y Subtracao
x*y Multiplicagao
x/y Divisao
- i | Exponenciacao
Funcoes
abs(x) valor absoluto ||
x! x!
log(x) In(x)
sqrt(x) Jx
exp(X) e
cos(x) cos(x)
sin(x) sin(x)
tan(x) tan(x)
asin(x) arcsin(x)
acos(x) arccos(X)
atan(x) arctan(x)
Outros comandos uteis:
float (expr) Resultado aproximado da
expressao expr quando ocorre
um ponto flutuante.
solve (eq, x) Resolve a equagéo (eq) na
variavel x
describe (assunto a ser Obter informagoes sobre
pesquisado) determinados comandos
expand(expr) Expande expressdes algébricas
factor(expr) Fatora expressoes algébricas

Tabela 2: Principais comandos do Maxima.
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No MAXIMA, a maioria das constantes deve vir precedida com o simbolo

% (porcentagem), como mostra a Tabela 3, a seguir:
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Constantes
Yopi m=3,1415926...
el i =v/~1 (constante imaginaria)
%e e =2,7182818...
Observagao: O comando % permite a manipulagcao dos resultados ja
obtidos.

Tabela 3: Algumas constantes no MAXIMA.

-

Outro ambiente grafico do Maxima é o wxMaxima (Figura 11), que é
distribuido em conjunto com o executavel para Windows.Trata-se de uma interface

grafica multi-plataforma, baseado em wxWidgets', para o Maxima.

O wxMaxima disponibiliza um acesso as fungdes do Maxima através de

menus e dialogos.

@ wxMaxima 0 8 7 [ nan salun® |
Arqivo Edtar Madma Equagies A gebra Cilodo Supificar Plot Numérico Ajuds

wxMaxima 0.8.2 http://wsmaxima.sourceforge.net
Maxima 5.18.0 http://maxima.sourceforge.net &
Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL) i
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug report () provides bug reporting information.

|| swolicar || Smpiicar() || Fatorar Epandr ||  Resover... G0 ...
[ smpificar @) || Bpandrr) |[ Redoir(n) Formaret || Resoiver EDO... || Gréfico 30...

Pronto para entrada do usuério

Figura 11: Ambiente grafico wxMaxima
Fonte: hitp://wxmaxima.sourceforge.net

' Em computagéo, wxWidgets (conhecido antigamente como wxWindows) é um utilitario para a
criag@o de widgets multi-plataforma e com cédigo livre. E uma biblioteca com elementos basicos para
a construgdo de interfaces gréficas com o usuario, conexao a bancos de dados ODBC e
conectividade por sockets.



Veja exemplos com o uso de algumas dessas funcgoes.

(%il) 15!;
(%01) 1307674368000
($i2) 18+23;
(%02) 74347713614021927913318776832
(%$i3) x°"3+x°2-x-1;
3 2
(%03) X +x -x-1
(%14) factor(%);
2
(%04) (x = 1) (x + 1)
(%$15) expand((x-1)"2*(x+3)"3);
5 4 3 2
(%05) X + 7T x +10x =18 x =27 % + 27
(%i6) cos(%pi);
(%06) - 1
(%17) sqrt(2);
(%07) sgrt (2)
($i8) float(sqgrt(2));
(%08) 1.414213562373095
(%19) exp(2);
Z
(%09) %e
(%110) log(20);
(%010) log (20)
($111) float(log(20));
(%011) 2.995732273553991
(%$112) asin(1l);
3pi
(%012) s
2

(%113) solve (4 * x ~ 2+ 3 ¥ x % 2 = 0)
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sgre(23) %i + 3 sqrt(23) ¥ - 3
(A1) [E = = se——erosmsssesmass § B SemessnaTST e e ]
8 8
(%$i14) solve(x + y - 1 = 0,x);
(%014) [x =1 - y]
(%$115) solve([3*x + 2*y - z=4,4*x — y + z=4,x + y + z=3]);
(%015) [{lz =1, y= 1, x = 111

A seguir, serdo abordados topicos mais especificos de Calculo no
MAXIMA.

3.4 FUNCOES

As fungdes no Maxima sdo definidas de forma bem simples. Usa-se o

simbolo : = e as variaveis sao colocadas enire virgulas, como mostram os
exemplos:

(%1l) £ (n): = x + 3;

(%01) f o(x): = x+3
(%12) £ (6);

(%02) 9

(213) g (x; y): = x * y 4 2
(%03) g (X, Y): =Ry + 2
(%i4) g (1, 3);

(%04) )

3.5 LIMITES

O célculo de Limites pode ser efetuado facilmente pelo MAXIMA com o

seguinte comando:

limit (fung@o, variavel, valor que tende a variavel);




Veja os exemplos:

($33) Tamie ( (E = cos (=) )} 4 x> 2) ;, 5 @3 3

(%0l) =

(3312) 1limi®t ( (E + 2 / ) “m, n Inf Y ;

(%02) %e

Limites trigonométricos:

($i3) Llimit (sino (x) f % %, 9) 3

(%03) i

(%$i4) limit ((sin(tan(x)) - tan (sin(x))) / x *~ 7, x, 0) ;

(%04) -

Limites laterais:

Respeitando a sintaxe anterior, adiciona-se um quarto parametro ‘minus’ para o
limite lateral pela esquerda:

(%$1i5) limit (sgrt (x * (4-x%x)), x, 4, minus);

(%05) 0

(%$i6) limit (2 / %, %, 0, minus) ;

(%06) minf

Observagao: minf significa menos infinito.

Utiliza-se o parametro ‘plus’ para os limites a direita:

(%17) limit (sgrt ((5*X) / (X=5)); %; 5, plus);

37
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(%07) inf
(%18) limit (2 / %, X, 0, plus);
(%08) inf

Obs.: inf significa infinito.

3.6 DERIVADAS

Para obter a derivada de uma fungao, usa-se o comando ‘diff’:

diff ( fungao, variavel ) ;

Observe as aplicagoes:

(F01) diffE ({3 ¥ X * 2 % 4 ¥ x}p; X)) ;
(%01) 6 x + 4

(%12) difF fsin (x); X 2)%

(%02) - sin (x)

Obs.: O terceiro argumento na sintaxe representa a ordem da derivagao.

3.7 INTEGRAIS

Para calcular a integral de uma fungao, usam-se os seguintes comandos:

integrate ( fungao, variavel) ;
Para integrais indefinidas

integrate ( fungao, variavel, inicio, fim ) ;
Para integrais definidas
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Aplicagoes:

- Integrais indefinidas

(%il1l) integrate ( x ~ 2 * ( (1 +x * 3)" 4 ), x) ;
3 S
(x + 1)
(%01)  mmmm—————
15
(%12) integrate ( = =~ 3 * gin (5 * = * 4), Xx) ;
4
eos{S x )
(%02) PR =
20

-Integrais definidas

(%$i3) integrate (x * sin(x), x, 0, 1 ) ;

(%03) sin(l) - cos (1)
(%$14) integrate (7 - x ~ 2 - %X, X, -4, 3 ) ;
133
(%04)  m=———
6

Observe um exemplo da integral de uma fungao descontinua:
(%$15) integrate (2 / x, x, -1, 0);

defint: integral is divergent.
-= an error. To debug this try debugmode (true);

Neste Ultimo exempilo, a verificacao da condicdo de continuidade da

funcao deve ser feita utilizando-se os recursos de limites.



3.8 Graficos

A visualizagao grafica é um dos mais importantes recursos
computacionais do MAXIMA. Nesta secdo descrevem-se o0s principais deste
aplicativo.

Neste tutorial, utiliza-se o programa anexo ao MAXIMA chamado Gnuplot
Graph que geram graficos bi e tri dimensionais.

3.8.1 Graficos em duas dimensdes
Para tragar graficos em duas dimensdes usa-se o seguinte comando
‘plot2d’:

plot2d(fungao, [eixo,inicio,final] ) ;

Exemplos:
(%il) plot2d ( cos(x), [Xy O 2 * $pil ) ;
(%01)

05}

cos(x)
)

05

Figura 12: Grafico da fungao cos(x)
Fonte: hitp://maxima.sourceforge.net/

A Interface grafica do MAXIMA é uma segunda janela que aparecera logo
ap6s o comando grafico ser executado.

O usuario pode alterar a visualizagao dos graficos conforme desejar, por
exemplo:

e Como desenhar os eixos;
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e Escolher a escala para desenhar as fungoes;

e Desativando o sistema de manuseio por mouse, pressionando ‘m’, e
posteriormente dando um clique com o botao direito em qualquer parte do
grafico, surgira um menu onde o usudrio pode escolher diversas opgoes,
como cores de linhas, tipo de fonte, copiar a imagem do grafico, etc;

e Para realizar maiores operagoes com os graficos, basta pressionar ‘Espacgo’,
onde surgira a janela principal do Gnuplot, com todas as opgdes disponiveis.

Para desenhar varias fungdes no mesmo grafico, colocam-se as
funcoes da seguinte forma:

(%12) plot2d ([sin (x), cos(x)]., [x =2 * %pi, 2 * 2pi]l )

r

(%02)

's'n(x_)
cosix)

7

Figura 13: Graficos das fungdes sin(x) e cos(x).
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/

(2i3) pleot2d ([sin (2*x}),; x © 2], Ix, —-%pi, %pil);
(%03)
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10 —

-3 -2 -1 0 1

N
W

Figura 14: Grafico das fungdes sin (2x) e x°.
Fonte: hitp://maxima.sourceforge.net/

3.8.2 Graficos em trés dimensodes

Para desenhar graficos em trés dimensoes utiliza-se a fungao ‘plot3d’. As
opgoes desse comando sao semelhantes as do comando ‘plot2d’.

O Gnuplot gera graficos tridimensionais permitindo que o usuério possa
manusea-los, ou seja, gira-los, conforme desejar, a partir de um clique em cima do
grafico. Além disso, o usuario pode também remanejar a escala dos graficos como

desejar, clicando no botao 3 do mouse, isto €, o do meio.

Exemplos:

(%i1) plot3d (x * 2 + ¢y *~ 2, [x, -2, 21; Iy, -2, 2]);
(%01)

Q=WANDI
O=NWANIBOND

Figura 15: Gréfico da fungéo x* + y°.
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/



(%i2) plot3d(sin(x) * sin(y),I[x, 0, 2 * %pil, [y, 0,2 * %pi]);
(%02)

Figura 16: Grafico da fungao sin(x) sin(y)-
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/
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CAPITULO 4 - APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS NO MAXIMA

Baseada em VILLATE (2007), RIOTORTO (2008}, esta secio apresenta
as fungbes disponiveis no MAXIMA para obter a solugdo analitica de algumas
equagdes diferenciais de primeira e segunda ordem, bem como representagdes
graficas no espago de fase, através do pacote adicional plotdf. Além disso, descreve

equacgdes em diferencas com uma abordagem pratica de sistemas dinamicos.
4.1 Equacgoes Diferenciais

Equagao Diferencial & uma equagao que envolve uma fungao incognita e
suas derivadas, além de variaveis independentes. As Equagdes Diferenciais tem
muitas aplicacbes praticas nas areas de Medicina, Fisica, Engenharia, Quimica,
Biologia, entre outras. Estas equagdes sao Uteis, por exemplo, na projecao de
avides, automaveis, circuitos elétricos e etc.

Sao exemplos de equagbes diferenciais a Segunda Lei de Newton:

. 25
F=mi= F@,i)= m(zzv e a equacao de Lotka — Volterra :
0
= =x(a~ By)
dt , entre outras.
= =—y(y-8x)
dt

4.2 DefinicOes para Equacodes Diferenciais

O MAXIMA pode resolver analiticamente algumas equagtes diferenciais
ordinarias' (EDO) de primeira e segunda ordem utilizando o comando ‘ode2".
Uma EDO de primeira ordem possui a forma geral Fx,y,.y) = 0, onde

Para resolver uma EDO de primeira ordern é conveniente definir primeiro
a equagao, antes de se usar o comando ‘ode2’, por exemplo:
Consideremos a equacgao:

! Equagdes Diferenciais Ordinarias s&o equagdes que contém apenas fungdes de uma varidvel e
derivadas daquela mesma varidvel.
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Assim, temos:

(%$11) eql: 'diff (y, x) = (9 * x ~ 2 + vy =1} / (& * yv = x);

($01) e e

O uso do apéstrofo () indica a derivada, sem que esta seja calculada.
Para obter a solu¢do geral da equacgao, usa-se a fungao ‘ode2’ e trés argumentos: a
equacgao diferencial (eqn), a variavel dependente (dvar), e a variavel independente

(ivar), como mostra a seguir:

Fungéo: ode2(eqn, dvar, ivar)

Entao,
(%i2) ode2 (eql, y, x};
2 3
(%02) 2y =xy=3%x +x=

o°
Q

onde %c representa uma constante arbitraria de integracao, que se ajustara de
acordo com a condigao inicial que é imposta a equacao. Apos obter a solugdo, a
vartavel método denota o método de solugdo usado, que neste caso, foi o método
para-equagdes exactas. '

Caso a fungao ‘ode2’ ndo consiga encontrar a solugdo, aparecerd uma
mensagem de erro e retornara ‘false’.

Para resolver problemas de valores iniciais (PVl) estao disponiveis no
MAXIMA as funcbes ‘ic1’ e ‘ic2’, para equagdes de primeira e segunda ordem,
respectivamente. Na resolucdo de problemas de valores fronteira (PVF) para

equacdo diferencial de segunda ordem, usa-se a fungéo ‘bc2’, conforme:



Funcao: ic1(solugao, xval, yval)
Funcéo: ic2(solugao, xval, yval, dval)

Funcado: bc2 (solugao, xvall, yvall, xval2, yval2)

Onde:

e solugao é uma solugao geral para a equacgao, na forma dada por ode2;

e xval da o valor inicial para a variavel independente, na forma x = x0;

e yval da o valor inicial para a variavel d‘ependénte,, na forma y = y0;

o xvall e xval2 definem o valor -da variavel independente , num primeiro e
segundo pontos, respectivamente;

e yvall e yval2 definem o valor da varidvel dependente , num primeiro e
segundo pontos, respectivamente; '

o dval da o valor inicial para a primeira derivada da variavel dependente , em
fungao da variavel independente, na forma diff(y,x)= dy0( diff , sem o uso do
apéstrofo).

Veja outro exemplo:

Seja a equacio de varidveis separadas:

| (x=1y’ +(y-Dx° (%): 0.
Resolvendo temos,

(%13) eg2 :( x = 1) * v ~ 3 +(y - 1)* x ~ 3 *'diff(y,x)= 0;

3 dy 3 -
(%$03) 2 (¢ -1y — + {(x-1) ¢y =20
dx
($14) ode2(eqg2, vy, X);
2y -1 2 x -1
(%04 mmmm—me—— = %C - @ ——=m—e-
2 2
2 v 2 x

Nesta equagao, com as condigdes iniciais x=2 e y = -3, temos:

(%$15) icl (%04, x=2, y=-3);
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(%05) e

Uma EDO de segunda ordem possui a forma geral F(x, v, y’,y’) = 0, sendo
y a segunda derivada de y em relagéo a x. |
Observe o exemplo de equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

utilizando as fungdes na documentagdo de ‘edo?’:

Considere a equagao:

Resolugdo:

(%16) 'diff (y, x ) = x + 'diff (y, %, 2 ) ;

dy d%y
(%06) ————— = e —— + X
(%$17) ode2 ( %, v ,x ) ;
: ¥ +2x + 2
(%07) Y = % ki % e* + = e + % ky

Maxima retorna um resultado que depende de dois paré@metros, % ki e %

k2, que precisam ser ajustados para fornecer algumas condigdes iniciais. Sabendo

que para x=1, entdo y=-1e y‘=%[m =2, usa -se 0 seguinte comando:

(%i8) ic2 (%, x =1, y= -1, diff (y, x ) = 2 ) ;

(%08) | y = —mommmomsm e - -



48

Assim, a solugao obtida em (%02) deve passar pelos pontos (-1,3) e ( 2, %) . Entao,

($19) bc2 (%07, x = -1, y =3, x = 2, y = 5/3);

_35% e N x +2x+2+ 15% ¢ +20
6% e’ ~6 2 6% & -6

(%09) y=

O MAXIMA dispde da fungdo ‘desolve’ para resolver sistemas de
equacgodes diferenciais ordinarias usando transformada de Laplace. Este comando é

descrito da seguinte forma:

Funcéo: desolve (eqgn, X)

Fungao: desolve ([egn_1,..., eqn_n], [x_1,..., Xx_n])

As expressoes eqn sdo equagdes diferenciais nas varidaveis dependentes x_1,...,
x_n.

Exemplo:

Considere o sistema de equactes diferenciais:

%ﬁ= F(0)+g(x)+3h(x)
< %%x—)=g(x) ~2h(x)

%’Q:f(mh(x)

¢

sob as condigdes f(0)==1, g(0)=3 e h (0)=1.
Resolvendo o sistema temos:

Para definir as equagdes utiliza-se notagao funcional dentro da expressao
diff. Assim, antes de fazer chamada a fungao ‘desolve’, é necessario introduzir as

condigdes iniciais através da fungao ‘atvalue’.

(%110} “diff (£(x),x) = £(x) + g(x) + 3 * h{(x);
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d

(%010) —== (f{x)) = 3 h (X} + g (x) + £ (x)
dx

(%$111) “diff (g(x),x) = g(x)— 2 * hix);

d

(%$011) —== (g{x}) =g (x) - 2 h (x)
dx

(%112) 'diff th(x),x} = £(x) + h(x);

d

(%012} -— (h{(x}y =h (x) + £ x)
dx

(%$113) atvalue(f(x),x = 0,-=1);

(%013) -1

(%$114) atvalue(g(x),x = 0,3);

(%014) 3

(%$115) atvalue(h(x),x = 0,1});

(%015) 1

(%$116) desolve([%06,%07,%08], [f(x),g(x),h(x)]);
(%016) [£(x)=x %e®*+%e?* =2 %e™*, g(x)== 2 x %e?* + 2 %e®™ + %%,

h(x) = x %e?* + %e™]
4.2.1 Plotdf

O MAXIMA dispbe do pacote adicional plotdf para obter representagtes
gréficas no espaco de fase. Para poder usa-lo devera primeiro carrega-lo com o
comando load("plotdf"), seguido do simbolo $( délar). Este comando permite gerar
campos de dire¢gdes para uma EDO de primeira ordem, ou para um sistema de duas
EDO’s autdnomas, de primeira ordem.

Para desenhar o campo de diregbes de uma Gnica EDO de primeira
ordem, ou de um sistema de duas EDO’s auténomas, as equacgOes deverdo ser

escritas na seguinte forma, respectivamente:
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dy
= =F(x,
; (x,y)

A funcao Frepresenta o argumento para o comando plotdf.

dx dy
= =G(x, = =F(x,
{ o (x,y)e 7 (x,y)

Neste sistema o argumento para o comando plotdf serd& uma lista de
fungbes F e G. Além disso, as varidveis serdo sempre x(independente) e
y(dependente).

A funcao plotdf admite varias opgbes graficas, onde cada uma delas
corresponde a uma lista de dois ou mais elementos. O primeiro elemento equivale
ao nome da opgao, e o resto representara os argumentos para essa opgao.

Veja exemplos de aplicagao do comando plotdf.

Exemplo1:
» Mostrar o campo de diregdes da equagao diferencial:

ﬂ=l+y+yz.
dx
Resolugao no Maxima:
(%$17) load (plotdf)$
(%$18) plotdf (1 + vy + y ~ 2);
AT N ;{ iR
:EEEREBENIE IEEBEE
1 1 Tt H 1 § 1 H 1 G 1 I !
. 1 T . b § 1 1‘l 1 t i L 2 ?
- * * + * * * | t; ] t * 1 + 4
* 1 * r * * 1 i‘ 14 ? .v' 17 ? r
- » ’ " » a v | Ja " ;‘j » ’ - »
b @ B ¥ : o] » 1‘/’ $ @ W i
B ? 1] r ? t !? | f{ 14 T ? 1 ? ?
F ¢ 0 Ot r It sl R P WM OE O®F %
EEERES B IBEREER
& I T I O Ir JLIRERRE
-8 —q o ; 4 8

Figura 17: Campo de diregoes da equagao % =1+y+ y2 y
Fonte: hitp://maxima.sourceforge.net/
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A figura 17 representa duas trajetérias a partir de dois cliques em dois

pontos sobre o plano.
No campo de diregcbes as setas representam segmentos das retas

tangentes as curvas solugao, e o sinal indica quando as solugcbes crescem ou

decrescem(e quanto).

Exemplo 2:
Gerar o campo de diregdes da equagdo que representa o

modelo predador — presa de Lotka — Volterra' que depende dos

parametros h e k, com valores -1.2 e 0.9, respectivamente:

. . A
{dt =2x+hxy e - X + kxy

Solugao:
(¥119) plotdf( [2*x+k*x*y, —yth*x*y];
[parameters, "k=~-1.2,h=0.9"], [sliders, "k=-2:2,h=-2:2"]);

R R T L § d
S T
RN B A=
o U ¢
\\\\\\\\\“\\
\ " N N NN S
al VN RN AR e
X).\\‘\\‘}‘I_x'\\\\\k\\
5358554](4 :]‘)‘*“
c//({.(l”“ ’’’’
e R e N Rl R R R A S
4\\'\'\\\'\-‘\\\\\
\\\\\\\,\\\\\\
™~ g e B N g
o e "

Figura 18: Campo correspondente ao modelo predador-presa.
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/

' As equagoes de Lotka-Volterra sao um par equagédes diferenciais, de primeira ordem e nao lineares
, frequentemente utilizadas para descrever dindmicas nos sistemas biolégicos. Foram propostas
independentemente por Alfred J. Lotka em 1925 e Vito Volterra em 1926. Estas equagdes envolvem

interagao entre espécies, em especial a interagdo de uma presa com uma predadora.
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Nessa janela de graficos aparecem duas barras deslizantes para mudar
interativamente os parametros h e k e mostrar as mudangas no campo, bastando
clicar sobre elas.

A fungdo plotdf admite varias opgbes, neste dltimo caso, foram
apresentadas as opgoes:

e parameters estabelece os nomes dos parametros e os seus valores, os quais
devem escrever-se em formato de cadeia de caracteres como uma
sequéncia de pares nome=valor separados por virgulas;

e sliders estabelece os nomes dos parametros e os seus intervalos, os quais
devem escrever-se em formato de cadeia de caracteres como uma
sequéncia de pares nome=min:max separados por virgulas. Estes parametros
poderao ser alterados interactivamente utilizando barras com sliders, assim

como os seus intervalos de variagao.

4.3 Equacoes em Diferencas

As equagbes em diferencas s@o equagdes que contém diferengas. Por
exemplo, uma seqUéncia de nimeros, um sistema dindmico e uma fungdo de
iteragao, entre outros.

Sao exemplos de Equacgao em diferengas:

* A sequéncia de Fibonacci
A sequéncia (11.23581321.} gerada através da formula

Yy +2)=y(k+D+y(k) para £=0,1,2,3,.. g com valor incial Y =xp =1

W(2F= W 1+y{(C) Wk+2p= (it ? k)
L 1 1 2 3 5 8 13 21

yid (1) W2 w3) wax yi5) wWa) v(7)7
Figura 19: seqiéncia Fibonacci
e Um sistema dinamico discreto

Um sistema dinamico discreto que assume valores de sinais de entradas
discretos e produz valores de sinais de saida.
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O sistema dinamico Y&) = 2y(A—10—-15u(k)toma valores de entrada do

0 fork=-1-2-3,..

k)=
s { 1 fork=012,3.. paragerar a saida Y® =30-2"")

tipo escada

k) 2 210 31 2 3 4 8§

ik}

Figura 20: Sistemas dinamicos

Sistemas dindmicos sdo modelos gerais de sistemas que evoluem
segundo uma regra que liga o estado presente aos estados passados. Esses
modelos podem ser fisicos, econdmicos, biolégicos, entre outros.

De acordo com VILLATE (2006), “Um sistema dinamico discreto é um
sistema em que o seu estado s6 muda durante os instantes {i0, H, 2, . . .}. No
intervalo de tempo entre dois desses instantes, o estado permanece constante”.

Tratando-se de sistemas discretos em uma dimensa@o determinados por
uma variavel y, temos que:

e Os valores da variavel de estado nos instantes {{0, {1, 2, . . .} serda uma
sequéncia {y0, y1, y2... .};
e O intervalo de tempo entre dois instantes sucessivos t, e t,,; n@o tem
que ser constante.
A equagdo que permite calcular o estado y,,;, num instante n+1, a partir do
estado y,,
no instante anterior n € chamada equagao de evolugao:

Yns1 = F(yn)

onde F(y) é alguma fungdo conhecida. A partir de um estado inicial y, aplicacbes
sucessivas de fungao F obtém a seqiiéncia de estados y;,

Aplicagbes de sistemas dinamicos com o uso do MAXIMA:
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> Modelo Econdmico: Pede-se um empréstimo de R$ 500,00 ao
banco, a uma taxa de juro anual de 5%, com prazo de 20
meses. A prestacdo mensal é de R$ 26,11. Qual serda o

montante em divida apés 10 meses?

Resolugio:
A equagdo que representa esse sistema é:

Yn=Yni+ j Yo-1 — D,
onde:

n: nimero meés;

Y n- montante em divida;

Yn-1: montante em divida no més anterior;
j: taxa de juro mensal;

p: prestagédo paga no més.

Em MAXIMA, aplicando de forma repetida a relagdo de recorréncia’

temos:

($i1) j: 0.05/12$

($i2) y: 500$

(313) y: y + J *y ~ 26.11;

(%03) 475.9733333333333
(%$14) y: v + 1 * vy = 26.11;

(%04) 451.8465555555555

1 - a2 - A . . .
Uma relagdo de recorréncia € uma equagédo em que cada termo de uma sequéncia é definido em
funcao dos elementos anteriores.
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(%$15) y: v #+ j§ * y - 26.11;
(%05) 427.619249537037
E necessario repetir o comando (%i3) dez vezes para obter a solugéo do problema.

Uma forma mais simples de resolver este sistema é definir uma funcao de
argumento inteiro, a partir da relagdo de recorréncia, e usa-la diretamente para

calcular y1o:

(%i6) y[0]1: 5008

(%17) yIn]l: = yin=11%4 * y[n-1] - 26.11;
(%07) y: =Yy + jy - 26.11
n n -1 n -1

(%18) y[10];

(%08) 255.1779109580579
ESSe ultimo métodb de resolugao utilizado requer cuidados no MAXIMA:

e Quando se calcula y[10], os valores de y{9], y8l...., y[1] , foram também
calculados e armazenados na memodria;

* Mudando a relagdo de recorréncia, os valores que ja foram calcutados nao
serao atualizados;

e Entao, antes de modificar a relagdo de recorréncia, ou o valor inicial y[0}, é

necessario apagar a seqiéncia ja calculada, usando o comando kill.

Supondo que o valor do empréstimo fosse duplicado para R$1 000,00 e a prestacio
fosse também duplicada, sera que o montante em divida apés o décimo més
também passaria para o dobro?

Veja:
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(%19) kill(y) $

($110) y [01:10008%

($il1l) ylInl: = y[n=1] +3j f yin=1] - 52.22;

(%0ll) y: = VY + jy - 52.22
(%112) yI[10};

(%012) ' 510.3558219161157
Portanto, o montante em divida é também duplicado.

Neste mesmo exemplo, o valor da prestagdo para um prazo de 40 meses Sseria

resolvido da seguinte forma:
Sendo p a variavel e o valor da divida calculada em fungao de p, temos
($113) kill(y}$S

(%114) y([{0]: 5008

($014) 500

(3i15) yInl: = expand (y[n=1] + 3 * y[n-11 - p);

(%$015) y: = expand(y + Jjy = p)
n -1 n -1

(%116) solve(y[401=0,p);
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72970398
(%016) [p = ==~ ]
5366831
(%il7) %,numer;
($017) [p = 13.59655222979818]

Portanto, o valor da prestagdo seria R$ 13,60.

No MAXIMA a fungdo expand foi utilizada para forga-lo a calcular os
produtos na expressao para y[n]. Assim evitam-se expressdes complicadas com
muitos parénteses. As mensagens adicionais apresentadas indicam neste caso que
alguns nimeros de ponto flutuante foram substituidos por fragGes, para evitar erros
numericos. |

» Queda Livre: Um para-quedista abre o para-quedas quando se

encontra a 50m de altura, a descer com velocidade de 25 m/s.

Quanto tempo demora até a aterragem? Admita uma constante

aerodinamica de 0.8, massa total 70 kg, area da secgao

transversal do péara-quedas 7m?, massa volimica do ar 1.2

kg/m3 e aceleragio da gravidade 9.8 /s

Resolugdo:
A equagao da aceleragdo em fungao da velocidade é:

a(v) = -9.8-0.048 |v| v (em unidades Si).
Utilizando o método de Euler para calcular a altura em fungao do tempo, temos:
(%$118) numer: true$
($119) a(v):= =9.8 = 0.048*abs(v)*v$

(%$120) h:0.01$



58

(%i21) y:[5018
(%122) v:[-=251%

(%123) for n thru 305 do
(v: endcons(last(y) + h*last(v), v),

v: endcons (last(v) + h*a(last(v)), v))$

Para que todos os resultados sejam calcutados numericamente, a
constante numer assume um valor verdadeiro (true). O numero de iteragdes' foi
aumentado gradualmente até se obter uma altura final negativa. Observa-se isso

‘para os ultimos elementos na lista.

(%124) makelist(y{i], i, 300, 306);
(%024) [0.74443557017859, 0.60029540282671, 0.45617250209136,
0.3120666290608, 0.16797754815704, 0.023905027088601,

- 0.12015116319614]

A fungao makelist é ulilizada quando os elementos de uma lista
obedecem a certo critério de construgdo. Neste caso, uma lista com elementos da
forma y[i], de modo que i tome valores inteiros de 300 a 306.

Ent3o, a aterragem foi entre o instante n = 304 e n = 305

t = 0.01x304.5 = 3.045
a queda do para-quedista, nos dltimos 50m, demorou 3.045 s.
O gréfico resultante da altura em fungao do tempo pode ser feito com os comandos:

(%125) t: makelist(n * h, n, 0, 305)$
(%126) load("graph2d™)$
(%i27) graph2d(t, vy)$

! lteragdes é o processo chiamado na programagaio de repetigdo de uma ou mais agdes.
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Figura 21: Altura em fungéo do tempo, de um para-quedista.
Fonte: http://maxima.sourceforge.net/
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CAPITULO 5 - CONSIDERAGOES FINAIS

Nos Ultimos anos, tem se observado o desenvolvimento de diversas
aplicacdes de sistemas de computacao algébrica ao ensino de ciéncias, engenharia
e matematica. A utilizacao desses sistemas no ensino e aprendizagem de
Matematica e areas afins permitem solucionar uma série de problemas e possibilitam
a realizagao de "experiéncias matematicas" que promovem a integragao de aspectos
geométricos e analiticos e, consequentemente, o desenvolvimento de habilidades
para a construgdo de conceitos matematicos.

Dentre os varios sistemas disponiveis no mercado, enfatizou-se nesse
estudo, o uso dos softwares livres MuPAD,Scilab e Maxima. Priorizou-se o software
Maxima por ser uma eficiente ferramenta utilizada para a solugao de diversos
problemas de célculo, facil integragao a novas fungdes, possuir uma sintaxe simples
e gerar resultados numéricos usando fragoes exatas e com alta precisao arbitraria.

Além disso, o Maxima possui boa documentagao, representagao grafica
de grande qualidade e, possibilita a criagdo e utilizacdo de pacotes de fungdes
algébricas especificas para determinados contetidos que se deseja abordar. E
também um excelente recurso aplicado na resolugcdo de equacdes diferenciais,
através de uma abordagem pratica de sistemas dinamicos, que representam
fendmenos fisicos, bioldgicos, econémicos, entre outros.

Este estudo permitiu sintetizar o que ha de melhor entre os CAS
existentes e, ao mesmo tempo, fazer uma associagao entre a teoria e pratica quanto
a utilizagao destes, para um methor aprendizado de certos conceitos matematicos e
uma aproximagao mais eficaz dos resultados.

Diante disso, as expectativas relacionadas com o estudo foram, na sua
grande maioria superada pelo fato de se conhecer as funcionalidades, limitagGes e
potencialidades de cada programa da drea da matematica computacional. Abrindo
novos caminhos e ampliando os conceitos relacionados na area da Matematica e da
linguagem da computagao.

Nesse sentido, o ensino de Matematica pode acompanhar as evoluctes
tecnolégicas, desde que professores e instituigbes de ensino estejam abertas a
essas mudancas. E aproveitem o que ha de melhor em termos de projetos e
propostas que auxiliem o professor no desenvolvimento do seu trabalho facilitando o

ensino e aprendizagem.
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E importante ressaltar que o professor antes de utilizar um software, faca
uma avaliagdo do mesmo, no sentido de conhecé-lo bem e aplica-lo de acordo com
suas necessidades para alcancar seus objetivos.

Portanto, o uso de softwares no processo de ensino-aprendizagem, pode
contribuir de forma significativa para tornar a pratica pedagdgica docente mais
dinamica, bem como colaborar para ampliar o conhecimento cientifico de estudantes

e outros usuarios que dispdem destas tecnologias educacionais.
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