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Reality is that which when you stop believing
in it, it doesn’t go away.
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RESUMO

Entre diversos métodos de interpolacio espacial, dois dos mais populares sdo
a Krigagem e as Redes de Funcdo de Base Radial (Redes RBF). Este trabalho
desenvolve uma comparagdo analitica entre os métodos e demonstra mate-
maticamente que ambos sdo equivalentes e produzem resultados idénticos
quando configurados apropriadamente. E demonstrado que os dois métodos
possuem uma estrutura semelhante e, como consequéncia, caracteristicas da
Krigagem, tais como variancia da interpolacio, também podem ser imple-
mentadas em Redes RBF, desde que sejam respeitadas as restricdes exigidas
por cada método. Apesar da equivaléncia matemadtica, é concluido pela com-
plexidade computacional dos dois algoritmos que as Redes RBF sdo bem
mais rapidas que a Krigagem porque as Redes RBF interpolam de uma forma
em que os pesos ndo precisam ser recalculados para cada ponto interpolado,
necessitando de menos processamento. Foram feitos experimentos para mos-
trar na prética os resultados tedricos obtidos. Alguns softwares comerciais e
gratuitos que implementam a Krigagem foram testados a fim de verificar se
suas implementagdes possuem a complexidade computacional do algoritmo
original ou se otimiza¢des foram implementadas.

Palavras-chave: Krigagem. Redes RBF. Redes Neurais. Comparacdo. Inter-
polagado Espacial. Redes de Fun¢do de Base Radial. RBF Networks. Kriging






ABSTRACT

Between several spatial interpolation methods, two of the most popular are
Kriging and Radial Basis Function Networks (RBF Network). This study
develops an analytical comparison between both methods and shows mathe-
matically that they are equivalent if properly configured. It is shown that both
methods have a similar structure and, as consequence, features of Kriging,
such as interpolation variance, can be implemented in RBF Networks, consi-
dering the constraints demanded by each method. Complexity was calculated
for both methods to show the relative speed of RBF Networks. It is shown
that both methods share a common structure and, as a consequence, all im-
provements in one method can be implemented in RBF Networks. Besides
the mathematical equivalence, it is concluded by the computational comple-
xity of both algorithms that RBF Networks are faster than Kriging because
RBF Networks interpolates in a way that the weights do not need to be re-
calculated for each interpolated point, saving processing time. Experiments
were made to show in practice the theoretical results obtained. Some free
and commercial softwares that implement Kriging were tested to verify if
their implementations have the same complexity of the original algorithm or
if they implemented optimizations.

Keywords: Kriging. RBF Networks. Neural Networks. Comparison. Spatial
Interpolation. Radial Basis Function Networks.
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1 INTRODUCAO

Muitas dreas precisam utilizar dados continuos distribuidos em um
mapa ou superficie para tomar decisdes e realizar planejamentos. Alguns
exemplos destes mapas sdo: mapas de precipitacdo de uma regido, mapas de
volume de minérios em uma jazida, mapas de poluicdo de uma cidade, entre
diversos outros. Porém, muitas vezes é muito dificil obter tantos dados para
gerar um mapa por diversas razdes, entre elas, o elevado custo ou a dificuldade
de realizacdo das medicdes (LI; HEAP, 2008).

A interpolagdo espacial € o processo de gerar mapas de dados a partir
de uma pequena amostra de medicdes, de forma que este mapa seja uma re-
presentacgdo relativamente confidvel da realidade, como mostrado na Figura 1.
Uma medi¢do é um valor que representa uma varidvel, como quantidade de
precipitacdo, e uma posi¢do, como as coordenadas horizontais e verticais de
um mapa de duas dimensdes. O processo de interpolagdo espacial encontra
uma série de aplicacdes em dreas como geologia, mineragdo, hidrologia e
meteorologia (MATfAS et al., 2004).
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Figura 1: Exemplo de interpolacdo espacial (BERRY, 2007)

A Figura 2 mostra um exemplo de interpolacdo espacial na drea de
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meteorologia. Os modelos de previsdo do tempo precisam de dados amos-
trais regularmente espagados em forma de grade. Porém, as estacdes que
medem informagdes meteoroldgicas sdo distribuidas ndo uniformemente, e
com muito menos pontos que o exigido pelos modelos de previsdo, por causa
de dificuldades geograficas e financeiras de se ter medi¢cdes em cada ponto da
grade. Por isso, a interpolagdo espacial interpola as medi¢des em toda a grade
de previsdo do tempo.

CLIMATEMPG-

Figura 2: Exemplo de aplica¢do em meteorologia (CLIMATEMPO, 2013)

A Figura 3 mostra um exemplo de interpolacdo espacial na drea de
oceanografia. E possivel modelar dados de altura da maré e diregdo a partir
de alguns dados amostrais.

Existem diversos métodos para realizar interpolacgdo espacial, cada um
com suas caracteristicas, vantagens e desvantagens. Este trabalho foca na
comparagdo de dois métodos: a Krigagem e as Redes Neurais Artificiais.

A Krigagem realiza a interpolacdo através da andlise da variacao dos
dados amostrais associado a distancia entre eles. E um método com forte
base estatistica, da drea de Geoestatistica, e que utiliza o Best Linear Un-
biased Estimator (melhor estimador linear ndo viesado). Diversos estudos
foram feitos com o objetivo de comparar o erro da interpolacdo espacial ob-
tida através da Krigagem em relacao a outros métodos (SAKATA; ASHIDA;
ZAKO, 2010; MATIAS et al., 2004; BADEL; ANGORANI; PANAHI, 2011;
COSTA; PRONZATO; THIERRY, 1999). Entretanto, a Krigagem possui a
desvantagem de ser computacionalmente custosa para conjuntos grandes de
dados amostrais.

Entre as técnicas utilizadas para interpolagdo, uma das mais conheci-
das sdo as Redes Neurais Artificiais, que tentam imitar a forma que o cére-
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Figura 3: Exemplo de aplicagdo em oceanografia

bro humano realiza determinadas tarefas para resolver problemas complexos,
como reconhecimento de padrdes, interpolagdo e classificacio (HAYKIN,
2008; BISHOP, 1996). As Redes Neurais Artificiais possuem a vantagem
de serem facilmente utilizaveis, sem necessitar conhecimento prévio do do-
minio do problema. As Redes de Funcido de Base Radial, conhecidas como
Redes RBF, sdo Redes Neurais Artificiais que utilizam a distancia entre os
pontos para a interpolag@o, assim como a Krigagem.

Existem diversos trabalhos que descrevem comparacdes entre a Kri-
gagem e as Redes Neurais Artificiais em aplicacdes de Interpolacdo Espa-
cial. Alguns trabalhos (SATHYANARAYANAMURTHY; CHINNAM, 2009;
ZHANG; GOVINDARAIJU, 2000; COSTA; PRONZATO; THIERRY, 1999)
apenas comparam qual método tem o melhor desempenho, através de expe-
rimentos com conjuntos de dados de teste, sem analisar as diferencas e simi-
laridades dos algoritmos e parametros. Isso leva a resultados que classificam
métodos em melhores ou piores somente para o conjunto de dados utilizados,
que € limitante. Analisar as caracteristicas que um método tem de diferente
do outro para realizar a interpolacdo pode levar a uma melhor comparacio
para verificar se um método € superior ao outro de forma mais geral.

Outros trabalhos tentam mesclar os métodos de Redes Neurais Artifi-
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ciais e Krigagem. Essa técnica normalmente é chamada de Krigagem Neural
(LIN; CHEN, 2004; KOIKE; MATSUDA; GU, 2001; DEMYANOV et al.,
1998; ZHENG et al., 2009; DEMYANOV et al., 2001). Dessa forma, um
novo método de interpolagdo € criado utilizando caracteristicas dos métodos
originais. Nestes trabalhos, a conclusdo normalmente obtida é que o novo
método é melhor que os métodos originais, entretanto, por se limitar a um
conjunto de dados especificos, estas propostas ndo podem generalizar suas
conclusdes para qualquer conjunto de dados.

1.1 JUSTIFICATIVA

Em funcio do que foi discutido anteriormente, percebe-se a quase ine-
xisté€ncia de trabalhos que realizem uma comparagao analitica, que identifique
nos algoritmos o que hd em comum e de diferente entre os dois métodos. Na
Krigagem sdo utilizadas as propriedades estocdsticas dos dados amostrais, en-
quanto as Redes RBF sdo mais eficientes computacionalmente. Dessa forma,
considerando as restri¢cdes de cada método, pode ser possivel que as melho-
rias feitas em um dos métodos possam ser utilizadas no outro método, fazendo
com que dreas distintas como Geoestatistica e Inteligéncia Artificial possam
colaborar entre si.

1.2 OBJETIVO PRINCIPAL

O objetivo principal deste trabalho é fazer uma comparagdo analitica
entre os métodos de Krigagem e de Redes RBF para realizacdo da interpola-
¢do espacial.

1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para alcangar o objetivo principal, os seguintes objetivos especificos
deverio ser atingidos:

e Fazer um levantamento bibliogrifico dos métodos analisados, verifi-
cando as comparagdes ja realizadas;

e Comparar os métodos procurando as semelhangas e diferencgas nos seus
algoritmos;

e Realizar uma comparagdo de complexidade dos métodos, através da
notagdo “Big O”;
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e Realizar experimentos para verificar o desempenho calculado pela com-
plexidade;

e Realizar experimentos em softwares comerciais e bibliotecas gratuitas,
e compara-los com os resultados obtidos;

e Propor uma melhoria visando mesclar as qualidades de ambos os mé-
todos.

1.4 LIMITACOES

O escopo do trabalho foi comparar as seguintes variacdes de Krigagem
e Redes RBF:

e Krigagem Simples, Krigagem Ordindria e Krigagem Universal;

e Redes RBF exatas, que utilizam uma funcdo de base radial do neurdnio
para cada ponto disponivel do conjunto de treinamento, com e sem
bias.

E possivel ampliar a comparacio para outros tipos de Krigagem e Re-
des RBF, mas ndo foram analisadas nesta disserta¢do por haver inimeras va-
riacoes.

1.5 ORGANIZACAO

Esta dissertac@o estd organizada nos seguintes capitulos:

e Capitulo 2 - Métodos de Interpolacio Espacial: E feito um levanta-
mento bibliografico dos métodos analisados, buscando comparagdes ja
realizadas. Além disso, os métodos sdo descritos detalhadamente;

e Capitulo 3 - Comparaciio Analitica: E feito a comparagdo dos algo-
ritmos de cada método e calculadas as suas complexidades;

e Capitulo 4 - Experimentos: Contém experimentos que usam os méto-
dos analisados para verificar os resultados da comparacio analitica;

e Capitulo 5 - Conclusio: E mostrada a conclusio obtida pelo trabalho.
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2 METODOS DE INTERPOLACAO ESPACIAL

O objetivo da interpolagdo espacial é estimar valores para regides do

espaco utilizando medicdes feitas em locais proximos. Existem muitos méto-
dos diferentes para realizar a interpolacdo espacial. Alguns exemplos:

Vizinho mais Préximo: Também conhecido como Nearest Neighbour.
Estima o valor desconhecido como igual & medi¢cdo mais préxima co-
nhecida (LI; HEAP, 2008);

Ponderacio pelo Inverso da Distancia (IDW): Mais conhecido como
Inverse Distance Weighting. Esse método estima o valor desconhecido
como igual a média das medicdes ponderadas pelo inverso da distancia
do ponto a ser estimado. Ela se diferencia da Krigagem por ter pesos
que variam proporcionais a distdncia sem levar em conta o quanto as
variacdes das distancias influenciam no comportamento dos dados (LI;
HEAP, 2008);

Splines: Estima o valor desconhecido como igual a um polindmio que
utiliza somente as medi¢des mais préximas (LI; HEAP, 2008);

Séries de Fourier: Estima o valor desconhecido utilizando fun¢des
de seno e cosseno. Exige que os dados sejam periddicos (LI; HEAP,
2008);

Krigagem: Estima o valor desconhecido utilizando um modelo da va-
riacdo dos dados em fungdo da distancia, conhecido como semivario-
grama (CRESSIE, 1993; STEIN; MEER; GORTE, 2002; LI; HEAP,
2008). Este método € descrito em detalhes na Se¢ado 2.1;

Redes de Funcoes de Base Radial (RBF): Estima o valor desconhe-
cido utilizando neurdnios que usam funcdes de ativagdo de base radial,
como a fun¢@o Gaussiana (BISHOP, 1996; HAYKIN, 2008). Este mé-
todo € descrito em detalhes na Secdo 2.2;

Redes Perceptron Multi-Camadas (MLP): Outra rede neural, mais
conhecida por Multi-Layer Perceptron, que utiliza conceitos diferentes
das Redes RBF, mas também inspirada no cérebro humano. A grande
diferenca com as Redes RBF ¢ a auséncia de fungdes radiais com cen-
tros que sdo ativados de acordo com a proximidade dos dados de en-
trada. Ao invés disso, as entradas s@o multiplicadas por pesos associa-
dos a cada neurdnio e depois passam por uma fun¢do de transferéncia
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que determina a saida do neur6nio. Esse procedimento pode ser enca-
deado em varias camadas de neurdnios até serem combinados em uma
saida (BISHOP, 1996);

e Markov Bayes: Método que utiliza probabilidades condicionais para
interpolar (SIL; SRINIVASAN, 2009).

Todos os métodos descritos neste trabalho utilizam a mesma represen-
tac@o dos dados. Cada dado possui um ponto associado. O ponto, por sua vez,
possui uma coordenada horizontal e vertical, que representam a sua posi¢ao
em um mapa de duas dimensdes. Para representé-las, utiliza-se a notagdo x,,
para a coordenada horizontal do ponto a, e y,, para a coordenada vertical do
ponto a. Além disso, cada dado possui o valor da varidvel que o dado estd
representando, como quantidade de precipitagcdo, volume de minério, tempe-
ratura, entre outros, que varia conforme a aplicacdo. O valor da varidvel é
representado pela letra z, enquanto a distingdo do ponto fica subscrito, como
24, que representa o valor do ponto a.

2.1 KRIGAGEM

A Krigagem é um método fortemente baseado em estatistica (CRES-
SIE, 1993; CHAUVET; GALLI, 1982; VENKATRAM, 1988). Ela foi criada
por Danie G. Krige e desenvolvida mais tarde por Georges Matheron. O ob-
jetivo do método era estimar a distribui¢cdo de minérios em uma regido da
Africa do Sul.

Aqui serd descrito detalhadamente o método da Krigagem, desde o que
¢ assumido até a dedugdo de todas as férmulas utilizadas pelo método. Isso
se deve a dificuldade de se encontrar uma referéncia que faca essa descricao
de forma diddtica e completa.

A Krigagem utiliza os dados amostrais e a relagdo espacial que os
dados tém entre si, que é a variagdo quadratica esperada dada uma distancia.
Essa relacdo ¢ chamada de semivariograma. Além disso, a Krigagem leva
em consideracdo o valor médio dos dados, chamado de tendéncia. Utilizando
essas duas informacdes, tendéncia e semivariograma, a Krigagem realiza a
interpolacdo através de uma média ponderada dos dados amostrais de forma
que o erro esperado seja minimizado.

A Krigagem divide o dado em duas partes: uma parte chamada de
tendéncia, que é o valor esperado ou valor médio da interpolacdo, e outra
chamada de ruido, que € uma parte imprevisivel, cuja média € igual a zero.
Na equacgdo a seguir, a tendéncia € representada por ¢, o ruido por s e o dado
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por z (CRESSIE, 1993):
1=s+1, @2.1.1)

onde o valor esperado do ruido € zero:
E(s)=0, (2.1.2)
e que € possivel concluir que o valor esperado dos dados € igual a tendéncia:

E(z) =E(s)+E(z)
=0+4+E(r)
=E(t) (2.1.3)

Para interpolar, a Krigagem realiza uma soma ponderada dos dados
amostrais:

2 =Y o, 2.1.4)
1

sendo que i indica os pontos amostrais e j indica os pontos com valores des-
conhecidos que precisam ser interpolados. O peso de cada dado amostral
usado € representado pelo m.

A Krigagem é um método ndo viesado, o que significa que o valor
interpolado esperado é igual ao valor real esperado. Portanto:

E(Zj) =F (ZO){Z,‘)
= Za),»E(zl-) (2.1.5)

Os pesos sao calculados de forma que o valor esperado do erro quadra-
tico da interpolagado seja o menor possivel. A Krigagem utiliza o Best Linear
Unbiased Estimator (melhor estimador linear ndo viesado) para calcular os
pesos de forma deterministica. A equacio do erro médio quadratico é:

Krigagem 2

—
o’=E| Y wzu—z| . (2.1.6)
i

ou seja, o valor esperado do quadrado da diferenca entre o valor interpolado
e o seu valor real, que é representado por G2.
Aqui € introduzido um novo conceito usado na Krigagem: o semivari-
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ograma. Ele é definido por:

E(za—2)*
YWZJ%ﬁi, 2.17)

que é a metade da diferenca quadratica esperada entre os valores de dois pon-
tos a e b cuja distancia entre si é h. Mais detalhes sobre o semivariograma
serd tratado na Secdo 2.1.6.

A fungfo do erro, Equagfo (2.1.6), sera reescrita para utilizar o semi-
variograma. Para isso, abre-se a equagdo:

A B

o’ =E ZwilZil Zwi2Zi2 —2Z,'ZwiZi +z§ (2.1.8)
il 2 f

A parte A da Equagdo (2.1.8) pode ser reescrita da seguinte forma:
A=Y onzn ) Opzo
il i2

= Z Wi Z W27i27i1 (2.1.9)

il i2

A multiplicacdo z;1zj> € substituida pela equacgdo algebricamente equi-
valente:

1
A=) o ZwiZE (8 + 25 — (zi1 —z2)?)

il i2
1
= E (Zl (O3] Zz 601'22521 + Z] ;1 22 (1),'2Z,-22 - Z] ;1 22 [0 (Zil — Zi2)2>
(2.1.10)
Sabe-se que:

Y o1 Y opzh =Y on Y wndd, 2.1.11)

il i2 il i2
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que € usado para simplificar a expressdo A em:

<220),1 Zwﬂzll szl Zwﬂ Zil _212 )

il i2 il i2
<2Zw112,1 ZwIZ_szl Y ooz —z) ) (2.1.12)
il i2

O somatdrio Y ;, wp pode ser substituido, para simplificar, por uma
constante desconhecida c, que representa a soma dos pesos:

<2Zw,z cfzwzlzwlz Zil —Zi2) >

il i2

:czwizl Zwllzwﬂ Zil — 212 (2.1.13)
i

il i2

Agora € reescrita a parte B da Equacao (2.1.8):
B=-22;) wzi+2]
i

=-2Y wizizj+7 (2.1.14)
i

A multiplicac¢do z;z; € substituida pela equagio algebricamente equi-
valente:

Bzfzzwl%(Z?JFZ?*(Zi*Zj)z)Jrz?

Z—Z(Di z2+z§—(z,-—zj)2)+z§

——Z(D,Z, Zwlzj+zwl Zi —Zj) +Z?
:_szZZ_Z]Z(D,-FZ(Dl Zi— +Zj (2.1.15)

Como j4 citado anteriormente, o somatdrio ) ;; w;; pode ser substi-
tuido, para simplificar, por uma constante desconhecida ¢, que representa a
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soma dos pesos:

—Z(o,-z,»z—z§c+2wi(zi—z,-)2+z§

_—Zw,z +Za)l zi—2)" +(1=c)3 (2.1.16)
Somando a expressdo A e a expressao B, obtém-se:

A+B= (1—cz+ Zw,z Zwllzwzz zi1 — Zi2) +sz
il 12

:(1—C)(Z§_Zwiz szlzwﬂ il — Z12 +sz
i

il i2
(2.1.17)

Para simplificar a equacdo e remover o termo com a constante c¢, é
assumido que ¢ = 1:

Yw=c=1 (2.1.18)

2

Como a expressio A + B representa a funcdo de erro 6, o resultado é:

( Zwuzwlz 21— 2i) +Za), zi— ) (2.1.19)

il i2

Utiliza-se o semivariograma para simplificar a equagdo em:

( Y o1 Y oovie +Zw,2y,,> (2.1.20)

il i2

onde % ,» = y(Distancia(il,i2)) e ¥; = y(Distancia(i, j)). Essa equagdo &
uma forma diferente de escrever a funcio de erro, porém equivalente a Equa-
¢30 (2.1.6). Essa forma serd usada adiante.

Na equacdo original do erro, Equagdo (2.1.6), é possivel substituir os
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dados z por suas partes de tendéncia e ruido, conforme a Equacdo (2.1.1):
2
cl=E (Za)i(ti+si) — (lj+Sj)>
i
2
=F (Zw,-t,-—i—Za),-s,- —tj —Sj>
i i

2
= (E (Z(D,‘l,’) +E <Z(1),'S,’> —E(l‘j) —E(Sj)>
2
= (Za)iE(ti)+E (Za)isl) —E(t)) —E(sj)> (2.1.21)

Usa-se a Equacdo (2.1.3) para constatar que:

E(z;) = E(t))

E(tj) =) oE(t), (2.1.22)

ou seja, o valor esperado da tendéncia real é igual a soma ponderada do valor
esperado da tendéncia da amostra. Utiliza-se a Equagao (2.1.22) para simpli-

ficar a equacdo em:
2
(72 = (E <Z(1),’Sl‘> E(Sj)) s

2
=E (Z ;s; — s.,-> , (2.1.23)

onde se conclui que a tendéncia nfo influencia a funcao de erro.

A fungdo de erro (2.1.6) € uma equacdo de segundo grau. Para minimiza-
la basta encontrar os pesos onde a derivada € igual a zero. Entretanto € neces-
sario fazer isso de forma que a restri¢éo da tendéncia, mostrada em (2.1.22),
seja respeitada, mesmo que a funcdo de erro ndo utilize a tendéncia, conforme
mostrado em (2.1.23). Para isso, pode-se utilizar o Multiplicador de Lagrange
(KLEIN, ; BERTSEKAS, 1982; MORDECALI, 2003). A Funcdo de Lagrange
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¢ definida por:

Alx, L) = f(x)+21g(x) (2.1.24)
glx) =c, (2.1.25)
onde ¢ é uma constante, f(x) é a fungdo a ser minimizada, g(x) € a restrigdo

e A é uma varidvel extra, chamada de Multiplicador de Lagrange. A minimi-
zacdo respeitando a restricao ¢é feita igualando a sua derivada a zero:

V(f(x)+2g(x))
g(x)

0 (2.1.26)
c (2.127)

Utiliza-se entdo o Multiplicador de Lagrange na Krigagem para mini-
mizar a fun¢@o de erro dada a restri¢cdo da tendéncia (CHAUVET; GALLI,
1982):

\Y (Gzﬁ-A[(E(lj)—Z(DiE(li))) =0 (2.1.28)

E(t;) = Y wiE(1;) =0, (2.1.29)

onde o Multiplicador de Lagrange é representado por A;, a tendéncia por ¢, a
funcdo do erro por G2, 0s pesos por @, 0s pontos amostrais por i e o ponto a
ser interpolado por j.

Para continuar desenvolvendo as equagdes (2.1.28) e (2.1.29) e encon-
trar os pesos € necessario saber qual a tendéncia utilizada. Neste trabalho sdo
analisados trés tipos de Krigagem: Krigagem Simples, Krigagem Ordindria
e Krigagem Universal. O que diferencia uma Krigagem da outra é como ela
assume que seja a tendéncia.

2.1.1 Krigagem Simples

Na Krigagem Simples, a tendéncia, relacionada em (2.1.1), é uma
constante conhecida e igual a zero (CRESSIE, 1993):

t=0 (2.1.30)

As equagdes (2.1.28) e (2.1.29) podem ser totalmente desenvolvidas
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com a tendéncia assumida:

v@ﬁ+&m—2wm>=o (2.1.31)
i
0—) ®0=0, (2.1.32)
que € simplificado em:
Vo2 =0 (2.1.33)

Agora, substitui-se 0 62 da Equagio (2.1.20):
\4 <_Zwilzwi2%l,i2 +Zwi2%j> =0 (2.1.34)
il 2 i

Ap6s aplicar a derivada conforme o Multiplicador de Lagrange, as
seguintes equagdes sdo geradas:

0 — Y1 Wit Lip WYz + X 027 _

0
8(01
d — Y 01 Y WYt + X 027 _o (2.1.35)
dan
9 — Y1 Wit Lip WYt iz + X 02%; _0

0w,

onde n € o nimero de dados amostrais.
O ndmero 2 acaba cancelado apds derivar, além de varios termos que
acabam zerados, resultando nas equagdes:

Zwi%i ="Nj

Z(Dﬂzi =P (2.1.36)

Y o =),
i
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que ¢é equivalente a forma matricial:

r Q Y
—~ N ~—
M Y2 ... Yin| | hj
Yr Y2 ... Y| |2 Y
. .. . =1 . (2.1.37)
You Y2 oo Yum (O Ynj

Os simbolos I, ©; e T estdo representando os elementos da equacdo
de forma simplificada. Para encontrar os pesos, basta inverter a matriz I" e
multiplicé-la pela matriz Y:

re.=Y
Q. =r'r (2.1.38)

Esse € o tipo de Krigagem mais simples, porém possui desempenho
ruim quando a tendéncia dos dados ndo for zero. A Figura 4 mostra um
exemplo de Krigagem Simples cuja média dos valores amostrais é zero e
outro exemplo onde a Krigagem Simples foi feita utilizando os mesmos para-
metros, com a dnica diferenga sendo a soma do valor 380 em todos os dados
amostrais. O resultado ideal seria apenas uma mudanca na escala dos dados,
mas a interpolacdo e o formato deveriam ficar iguais, mas o que acontece é
uma distor¢@o na interpolacdo, por causa da assuncao de tendéncia zero da
Krigagem Simples. As cores representam os valores interpolados espacial-
mente, distribuidos nos eixos horizontal e vertical.

2.1.2 Krigagem Ordinaria

Na Krigagem Ordindria, a tendéncia, relacionada em (2.1.1), € uma
constante de valor desconhecido (CRESSIE, 1993):

t =k, (2.1.39)

onde k. é uma constante de valor desconhecido.

O processo descrito nesta secao € similar ao da Sec¢do 2.1.1, jd que a
unica mudancga € a tendéncia.

As equagdes (2.1.28) e (2.1.29) podem ser totalmente desenvolvidas
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Tendéncia zero

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Tendéncia nao-zero

100

90

80

70

60

50

40

30

20 §

10

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4: Efeito ndo desejado da Krigagem Simples quando a tendéncia nio
¢ zero. O resultado esperado era a mesma interpolacdo, mas com escala dife-
rente.



42
com a tendéncia assumida. A Equagdo (2.1.28) pode ser escrita como:
\% (62 + N (ke — Z wl-kc)) =0
v <62+7L,kc(1—2w,~)> =0 (2.1.40)
i

Como 4, e k. sdo constantes desconhecidas, a multiplica¢do Ak, serd
referenciada por A para simplificar:

v<oz+xc(1—2w,-)> =0 (2.1.41)
i
A Equacio (2.1.29) pode ser escrita como:
ke =Y wike =0
i
Y wike =k
Ywo=1 (2.1.42)
i

A restricdo Y ; @; = 1 ja havia sido considerada nas equagdes para mi-
nimizar a varidncia, na Secdo 2.1. Juntando as equagdes (2.1.41) e (2.1.42):

\% <0'2+kc(12a),-)> =0 (2.1.43)

Y o= (2.1.44)

Substituindo o 62 da Equagdo (2.1.20), as seguintes equagdes sio ge-
radas:

\4 <_Zwil Y oovin+Y 027+ (1 —Z(Di)> =0 (2.1.45)

il i2 i
Yo=1  (2146)
i
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Apés aplicar a derivada conforme o Multiplicador de Lagrange:

0 — Y Wit Xip Wp¥iti2 + L 02Y1j + Ac — A X 0

=0
(9(1)1
0 =Y Wi Lo WpYii2+ L 020+ A — AL % _0
dan
(2.147)
0 — Y Wi Lip WYtz + X 02% + A — A Y, 0, _0

I,

Z(D,': 1,

onde n é o nimero de dados amostrais.
O ndmero 2 acaba cancelado apds derivar, além de varios termos que
acabam zerados, resultando nas equagdes:

Zwﬂw% =N;

Y opitio=mn;
i
: (2.1.48)
Za’i}’nﬂr/lc:}’nj
Z(Dizl,
i
que ¢é equivalente a forma matricial:
r Q Y
—~ =
Yir Y2 - Ne 1) o Tj
Vi Y2 oo Y 1| |02 Yj
R N N (2.1.49)
Yoau Y2 oo Y 1 Wy Ynj
1 I ... 1 0| |A 1

Os simbolos I, ©; e T estdo representando os elementos da equacdo
de forma simplificada. Para encontrar os pesos, basta inverter a matriz I" e
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multiplicé-la pela matriz Y:

re. =Y
Q. =T"'7r (2.1.50)

A Krigagem Ordindria é bastante utilizada por se aplicar na maioria
dos problemas, ja que a maioria dos problemas possuem tendéncia com valor
desconhecido. Além disso, € utilizada apenas uma varidvel extra para isso,
Ae, O que torna possivel sua utilizagdo com poucos dados amostrais.

No exemplo mostrado na se¢do anterior, a Krigagem Simples obteve
resultados diferentes quando somente a tendéncia dos dados variava. Na Kri-
gagem Ordindria, foi feito o mesmo experimento, mas, como esperado, o re-
sultado foi exatamente o mesmo, variando somente a escala, conforme mos-
trado na Figura 5.

2.1.3 Krigagem Universal

Na Krigagem Universal, a tendéncia, relacionada em (2.1.1), é um
polindmio. Pode ser, por exemplo, um polindmio que utiliza as coordenadas
do ponto (CRESSIE, 1993):

t = kx4 kyy + ke, (2.1.51)

onde ky, ky e k¢ sdo os coeficientes do polindmio, € x e y sdo, respectivamente,
as coordenadas horizontais e verticais do ponto onde a tendéncia € calculada.
Também aqui o processo € similar ao da Secdo 2.1.2, ja que a Unica
mudanca é a tendéncia.
As equagdes (2.1.28) e (2.1.29) podem ser totalmente desenvolvidas
com a tendéncia assumida. A Equagdo (2.1.28) pode ser escrita como:

\% (62 +A (kxxj +hyyj+ke— Z a; (kxxi + kyyi + kc)) ) =0

v (cﬂ + (A,kxx i+ Mk + ke — Y @i Akexi + Arkyyi + A,kc)> ) =0
(2.1.52)

Como Ay, ky, ky e k. sdo constantes desconhecidas, as multiplicagdes
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Tendéncia zero

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tendéncia ndo-zero

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5: Na Krigagem Ordindria, dados amostrais apenas com médias di-
ferentes podem ser interpolados com resultados semelhantes, apresentando
somente a escala diferente, o que ndo € possivel na Krigagem Simples.
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Aiky, Aiky € Aik, serdo referenciadas por Ay, Ay € A, para simplificar. Entdo:

\Y% ((72 + <)~xx]' + A,yyj + A — Z (u,-(lxxi + A,yy,' + }LL)> > =0 (2.1.53)
i
A Equacio (2.1.29) pode ser escrita como:
kexj + kyyj + ke — Y (ke + kyyi+ke) =0
i
Y oi(kexi +kyyi+ke) = kexj +kyy i+ ke

Y oikexi+ ) oikyyi+ Y ok = kexj+kyyj ke, (2.1.54)
i i i

que ¢é equivalente as trés equagdes:

Y ok =k (2.1.55)
Y oikox; = kex (2.1.56)
i
Y wikyyi = kyy; (2.1.57)
i

Como os pardmetros k., ky € 0 ky, podem ser eliminados das equagdes
algebricamente, o resultado é:

Yw=1 (2.1.58)
i
Y oix; =x; (2.1.59)
Y wyi=y; (2.1.60)
i

Juntam-se as equagdes (2.1.53), (2.1.58), (2.1.59) e (2.1.60) para for-
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mar:
. <c72+ <)Lxxj+lyyj+,1€_Za),-(lxxﬂrlyyi—&-lc))) =0
Yo=1 @6
Zla),'xi =Xj
Za)iyi =Yj

Agora, substitui-se 62 de (2.1.20) e aplica-se a derivada conforme o
Multiplicador de Lagrange, que gera as seguintes equacdes:

0 — Y Wit Lip W% i2 + X 02717 — X 0i(Axi + Ayyi + Ac) _

0
80)1
d =Y 01 Yoo @Yo+ Li 020 — Li 0i(Auxi + Ayyi+Ac) 0
dw -
0 — Y 011 Yip WYt 2 + X 0:2%n) — X 0i(Aei + Ayyi + Ac) _0 (2.1.62)

00,

Z(O,' =1

i
ZO),‘)C,’ = Xj
i
Zwiyi:yj,
1

onde n é o nimero de dados amostrais. Os termos constantes serdo zerados
pela derivada e ndo foram mostrados para diminuir o tamanho das equacdes.
O numero 2 acaba cancelado apds derivar, além de varios termos que
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acabam zerados, resultando nas equagdes:
Zwﬁ’li +Ae +Auxt + A1 =1
i

Zwﬁ@i + Ae + Axxa + nyy2 = %2j

Y 0%+ Ao + A+ Ayy = (2.1.63)
| Z(J)i =1
ZCO,'X,’ =Xj
l
Z(Diyi =Y
1

que € equivalente a forma matricial:

r Q, Y
= ~—"= /=
Yitr N2 - Y 1ox1 oy1| [on Yij
r Y2 o Y 1 x2 y2| | Yai
Yot Y2 oo Y L Xu W o, | — Ynj (2.1.64)
1 1 1 1 0 0 O Ae 1
X1 X ... x 0 0 O |A x;
L1 > -« y» 0 0 0_ _A'y_ LY ]

Os simbolos I, ; e T estido representando os elementos da equacdo
de forma simplificada. Para encontrar os pesos, basta inverter a matriz I" e
multiplicé-la pela matriz Y:

re. =Y
Q. =Tt (2.1.65)

A Krigagem Universal é uma boa escolha quando existir realmente
uma tendéncia relacionada a uma dire¢@o. Caso contrdrio, gera resultados pi-
ores que a Krigagem Ordindria porque serd necessdrio estimar os parametros
Ae € ly desnecessariamente, em detrimento de uma melhor estimativa dos
pesos m.

Além disso, esse tipo de Krigagem ndo estd restrita apenas ao polind-
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mio apresentado e qualquer polindmio pode ser usado. E importante que o
polindmio utilize informagdes dependentes de cada ponto para que a tendén-
cia fique o mais fiel possivel, mas ndo € um processo obrigatério. Por isso, a
Krigagem Simples e a Krigagem Ordindria sdo apenas casos particulares da
Krigagem Universal.

2.1.4 Algoritmo da Krigagem

Os pseudocddigos da Krigagem estdo descritos nos algoritmos 1, 2 e

Dados:
Dados amostrais (n dados), representados pela matriz Z. O
simbolo Z[1] representa o valor do dado amostral no ponto 1.
Modelo de semivariograma 7 ja parametrizado.
Fungdes de Distancia, MultiplicaMatrizes, MatrizInversa e
MatrizTransposta.
Resultado:
Dados interpolados representados por R. O simbolo R[j]
representa o valor interpolado no ponto j.
inicio
para a < 1 até n faca
para b < 1 até n faca
| Tla,b] + y(Distancia(a,b));
fim
fim
para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faga
para a < 1 até n faca
| Y[a]  y(Distancia(a, j));
fim
Q. <MultiplicaMatrizes(MatrizInversa(I'), Y);
R[j] «+MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Qy), Z);
fim

fim

Algoritmo 1: Krigagem Simples
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Dados:
Dados amostrais (n dados), representados pela matriz Z. O
simbolo Z[1] representa o valor do dado amostral no ponto 1.
Modelo de semivariograma ¥ ja parametrizado.
Fungdes de Distancia, MultiplicaMatrizes, MatrizInversa e
MatrizTransposta.
Resultado:
Dados interpolados representados por R. O simbolo R[]
representa o valor interpolado no ponto j.
inicio
para a < 1 até n faca
para b < 1 até n faca
| Tla,b] + y(Distancia(a,b));
fim
Ca,n+ 1]« 1;
I[n+1,a] < 1;
fim
I'n+1,n+1]+0;
para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faca
para a < 1 até n faca
| Y[a] « y(Distancia(a, j));
fim
Yn+1] « 1;
Q. «+MultiplicaMatrizes(Matrizlnversa(I"), Y);
Zn+1]+0;
R[j] «+MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Qy), Z);

fim

fim

Algoritmo 2: Krigagem Ordinaria
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Dados:
Idem ao da Krigagem Simples, com a adi¢do das coordenadas
dos pontos, representados pelas letras X e Y. O simbolo X[d]
representa a coordenada horizontal do ponto a.
Resultado:
Idem ao da Krigagem Simples.
inicio
para a < 1 até n faca

fim

fim

fim

fim

para b < 1 até n faca
| Tla,b] + y(Distancia(a,b));

fim

Ia,n+1] « 1;
I'a,n+2] <+ X[a];
I'a,n+3] < Ylal;
[n+1,a] < 1;
I'n+2,d] < X[a];
I'[n+3,a] + Yl[a;

paraa < n+1 até n+ 3 faca

parab < n+1 até n+ 3 faca
| Tla,b] «0;
fim

para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faca

para a < 1 até n faca
| Y[a] « y(Distancia(a, j));
fim
Yn+1]« 1;
Y[n+2] < X[J];
Tln+3]  ¥[ji
Q. <MultiplicaMatrizes(MatrizInversa(I'), Y);
paraa < n+ 1 até n+ 3 faca
| Z[a] + 0;
fim
R][j] +MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Qy), Z);

Algoritmo 3: Krigagem Universal
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2.1.5 Variancia da Krigagem

Uma informag¢@o muito util para uma interpolacdo € saber qual o in-
tervalo de confianca da interpolagdo, ou seja, em qual intervalo o valor real
provavelmente estd. Pela estatistica, assumindo um erro gaussiano, hd apro-
ximadamente 95% de chance de o valor real estar entre dois desvios padrao
abaixo da média e dois desvios padrdao acima. O desvio padrdo € a raiz da
variancia. A variancia € definida por:

var(z) = E(z — )2, (2.1.66)

ou seja, o valor esperado do quadrado da diferenca entre uma varidvel aleat6-
ria z e seu valor esperado L.

Na Krigagem, espera-se que a média do valor interpolado seja igual ao
valor real, ja que o valor esperado do erro € zero. Portanto, a Equacgéo (2.1.6),
que descreve a funcdo de erro da Krigagem, é, na realidade, a variancia do
valor interpolado.

Por esse motivo, o simbolo que foi usado para descrevé-la € intenci-
onalmente igual ao simbolo usado normalmente para descrever a varidncia:
o2. Se for possivel reescrevé-la em funcio de varidveis conhecidas, é possi-
vel calcular a variancia da interpolagdo e, consequentemente, o intervalo de
confianca.

Estatisticamente, o valor verdadeiro da interpolacdo tem aproximada-
mente 95% de chance de estar entre z — 2\/? ez+ 2\/?, onde z é o va-
lor interpolado. Esse intervalo também é chamado de intervalo de predicdo
(CRESSIE, 1993). O célculo do 62 é diferente em cada tipo de Krigagem.

2.1.5.1 Variancia na Krigagem Simples

Aqui é feito o cdlculo da variancia para o caso mais simples: a Kriga-
gem Simples. As equagdes (2.1.36) e (2.1.20) sdo reescritas aqui por conve-
niéncia:

o’ =E|-Y on Y onvin+) 02y (2.1.20)
il 2 i



53

Zwﬁ’li =MNj

Zw,q@ =p; (2.1.36)

Z(Di%u‘ = Yaj

Agora as varidveis isoladas no lado esquerdo das equagdes (2.1.36)
sdo substituidas na Equacdo (2.1.20):

6’=E ( Zwl%,+2w,2nj>
E (Zj:wi(_?’ij) +Zi:wi2%j>
(Za), —%j+2%)) )
=E (Zwm,-) (2.1.67)

A Equacdo (2.1.67) descreve a variancia somente em funcdo dos pa-
rametros conhecidos e do semivariograma, o que torna possivel calcular a
incerteza.

2.1.5.2 Variancia na Krigagem Ordindria

Aqui ¢é feito o cdlculo da varidncia para a Krigagem Ordindria. O
mesmo processo descrito na se¢do anterior também pode ser utilizado para
o célculo da variancia para a Krigagem Ordinaria. A Equacgdo (2.1.48) é
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reescrita aqui por conveniéncia:
Zwﬁ’li +Ac =1
i
ZinZi +Ac =1
i
(2.1.48)
Y 0+ Ae = 1
i
Z w; = 1,
que podem ser reescritas em:
Y ovii=—Ac+1;
i

Z O = —Ac+ )

: (2.1.68)
Z W;'Yni = _Ac + Ynj

Za)i:1
i

Agora as varidveis isoladas no lado esquerdo das equagdes (2.1.68)
sdo substituidas na Equacdo (2.1.20):

= < Z(D, 7Lc+%j)+2wi2yij>
E(Zw, (Ae — ¥ +Za),2y”>
E(Zw, (A — y,,+2yj)>

=E (Zw, (lc—&—%j))

Zw,), + Zw,y,,) (2.1.69)

=F
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Como o somatério dos pesos € 1, pela Equacdo (2.1.68), pode-se sim-
plificar a equagdo em:

ol—E <)LC +Y o j> (2.1.70)

A Equagdo (2.1.70) descreve a varidncia somente em fun¢do dos pa-
rdmetros conhecidos e do semivariograma, o que torna possivel calcular a
incerteza.

2.1.5.3 Variancia na Krigagem Universal

Aqui é feito o cdlculo da variancia para o caso mais complexo: a Kri-
gagem Universal. O mesmo processo descrito na se¢do anterior também pode
ser utilizado para o cilculo da varidncia para a Krigagem Universal. A Equa-
¢do (2.1.63) € aqui reescrita por conveniéncia:

Zwi71i+7tc+/lxxl +Ay1 =1

Y 0ipi+ Ao+ Ay + Ayyr = 1o

Zwi'yni + Ae + Axxy +A'yyn = Ynj (2.1.63)
i
Z(D,’ =1
i
Z(o,-x,- =Xj
i

Zwi)h':)’jv
1
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que podem ser reescritas em:
Y o= —(Ae+Aoxi + 4y1) + 11
i

Z(Dﬁ’zi = —(Ae +Ax2+Ayy2) + 125

Zawm = —(Ac+ AXn + Ayyn) + Y (2.1.71)
Zwi:l

ZCO,'X,’ZXJ'
1

Zwiyi:yja
1

Agora varidveis isoladas no lado esquerdo das equacgdes (2.1.71) sdo
substituidas na Equacio (2.1.20):

= ( Zw, (Ae + Aexi + Ayyi) + ¥ij) +Zw,2y,>

E Zwi ()Lc+afxxi+lyyi - 'Yz]) +Zwt2yl]>

E Zwi (Ae + Aexi + Ayyi — 7 +2%j)>

E Z O;A+ Z 0;Axx; + Z O;Ayy; + Z wi%j)
=E Z O;A+ }LXZ Opx; + Ay Z ;i + Z wi%/)

E (Z ; (Ac + Acxi + Ayyi + %’j))

=F (Zwilc—l—lxxj—kﬁyyj—f—Zwmj) . 2.1.72)

Como o somatério dos pesos € 1, pela Equagao (2.1.71), pode-se sim-
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plificar a equagdo em:
2 _
0> =E | Adc+Auxj+ Ay + Y o (2.1.73)
i

A Equagdo (2.1.73) descreve a varidncia somente em fung¢do dos pa-
rametros conhecidos e do semivariograma, o que torna possivel calcular a
incerteza.

2.1.6 Semivariograma

Nas equagdes desenvolvidas da Krigagem foi utilizado o valor do se-
mivariograma. Como apresentado anteriormente, o semivariograma ¢é defi-
nido por (CRESSIE, 1993):

2
¥(h) = LZ“Z w) 2.1.74)
que é a metade da diferenca quadratica esperada entre dois pontos, represen-
tados por a e b, cuja distincia entre si é 4. O semivariograma descreve o grau
de dependéncia espacial de um processo estocdstico como a interpolagao.

A Krigagem assume que valores proximos sao semelhantes, o que im-
plica que o semivariograma deve retornar valores baixos. Para distancias
maiores, espera-se que o semivariograma retorne valores mais altos, ja que o
grau de dependéncia dos dados € menor (CRESSIE, 1993; GNEITING; SAS-
VARI; SCHLATHER, 2000; GRINGARTEN; DEUTSCH, 2001). A fungdo
acima precisa ser modelada pois, com os dados amostrais, tem-se somente

essa fun¢do definida para algumas distancias.
2.1.6.1 Semivariograma experimental

O modelo a ser criado para o semivariograma precisa ter seus parame-
tros ajustados, ja que é dificil conhecer esses pardmetros antecipadamente.
Os dados amostrais sdo usados para este ajuste (CRESSIE, 1993). Com esses
dados € gerado o semivariograma experimental, também chamado de semi-
variograma empirico, onde todas os pontos amostrais a € b com a mesma
distancia & sdo utilizadas para calcular a média da diferenca quadratica entre
seus valores z, e 7. Haverd uma quantidade finita de distancias no semiva-
riograma experimental e, por isso, ele serd usado unicamente para ajustar o
modelo de semivariograma. O semivariograma experimental é representado
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exp . . .
por ¥ (h) neste trabalho. A Figura 6 mostra um exemplo de um semivario-
grama experimental em vermelho e um possivel modelo de semivariograma
ajustado a ele em azul.

T . LT I N T
Semivariograma experimental
35 Modelo do semivariograma ——

]

N
o
T
|

Semivariograma
=
w
T
|

0 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

Distancia
Figura 6: Exemplo de semivariograma experimental

As técnicas para ajustar o modelo de semivariograma com base no
semivariograma experimental serdo mostradas na Se¢do 2.1.6.4.

2.1.6.2 Modelo de semivariograma

Existem diversos modelos possiveis de serem usados para representar
o semivariograma, também chamados de semivariograma tedrico. Normal-
mente estes modelos possuem pardmetros com significados, conforme mos-
trado na Figura 7. O alcance indica a distdncia em que o modelo passa a res-
ponder um valor aproximadamente constante. Isso ndo se aplica em modelos
que crescem indefinidamente, como o modelo Linear da Equagdo (2.1.75).
O limiar é a saida do modelo quando a distincia é maior que o alcance. A
pepita é o valor do modelo quando a distancia é pr6xima de zero (CRESSIE,
1993; DALEZIOS; LOUKAS; BAMPZELLIS, 2002) .

Alguns deles sdo mostrados abaixo, e as versdes graficas deles sdo
mostradas pela Figura 8.

e Linear:

0 seh=0
h) = imi ; ’ 2.1.7
’Y( ) { pepita—l— llml;;;;:feplmh se h 7& 0. ( 5)
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Figura 7: Pardmetros do modelo de semivariograma.

o Esférico:

0 seh=0,
y(h)=<( pepita+ % (3h — %) se 0 < h < alcance,
limiar se h > alcance.
(2.1.76)
e Gaussiano:
0 seh=0,
— 2
1(h) = pepita+ (limiar — pepita) (1 — ealr:nce> se h# 0.
2.1.77)

O parametro h € a distdncia. Os parametros pepita, limiar e alcance
precisam ser estimados de forma que o modelo gerado se aproxime do semi-
variograma experimental.

O efeito de cada um destes pardmetro na Krigagem estd demonstrado
na Figura 9. Nessa figura, um pardmetro é variado para verificar o seu efeito
e todos os outros parimetros ficam fixos. E visivel que o pardmetro limiar e
pepita ndo influenciam a interpolacao, tendo como resultado valores idénti-
cos em todos os pontos interpolados. Isso ocorre porque o efeito deles na ma-
triz I" e Y da Krigagem serfo proporcionais, e 0s pesos irdo ajustar o mesmo
resultado. Ja o parimetro alcance acaba determinando quais dados amos-
trais t€m mais influéncia no resultado final, porque todos os dados amostrais
além do alcance t€m o mesmo valor de semivariograma e, portanto, sem in-
fluéncia no resultado. Isso faz com que pontos interpolados cujo alcance
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Figura 8: Alguns exemplos graficos de modelos de semivariogramas.

ndo chega a nenhum ponto amostral tenham a mesma interpolagdo, gerando
uma grande superficie verde representando o mesmo valor no exemplo onde
o alcance = 10. Apesar de ndo ter efeito sobre a interpolacdo, os parametros
limiar e pepita sdo utilizados para que o semivariograma tenha um modelo
ajustado que represente bem o semivariograma experimental.

2.1.6.3 Validade do semivariograma
Para que um modelo de semivariograma possa ser utilizado pela Kri-

gagem, ele precisa obedecer a algumas restricdes (CRESSIE, 1993):

e nunca pode retornar um valor negativo, ja que a propria definicdo de
semivariograma é um valor ao quadrado;

e deve retornar zero quando é calculado o semivariograma da distincia
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Figura 9: Comportamento da Krigagem variando seus pardmetros.

zero, ja que pela prépria definicdo do semivariograma, quando a dis-
tancia é zero, os valores z serdo iguais e a subtrac@o resultard sempre
em zero;

e deve ser condicionalmente negativo definido, o que significa que ele
respeita a seguinte restri¢ao:

Y ) anan2yi2 <0
i 2

Za,- =0 (2.1.78)

onde i1 e i2 sdo dois pontos quaisquer, ¥ ¢ o modelo de semivariograma,
aplicado aos pontos il e i2, e a € um niimero real qualquer, relacionado aos
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pontos il e i2.

Para esclarecer mais essa restricdo, basta rever a férmula da varian-
cia que se minimiza na Krigagem, da Equacgdo (2.1.20), reescrita aqui por
conveniéncia:

o’=E (Zwil Y ooviin+ Zwi2%j> (2.1.20)

il i2 i

A equacgdo € manipulada algebricamente para que chegue a um for-
mato em que possa ser mais facil verificar a restri¢do:

o’ =E <_Zwi1 Zwiz%‘l,iz +Zwi2%j>
il 2 i
=E (‘Zwil <Zwi2}’i1,iz—2%'1,j>> (2.1.79)
i 2

Como a soma dos pesos € igual a 1, conforme visto na Secdo 2.1, é
possivel fazer:

(72

E (—an (Zwi2%1,i2—2%1,jzwi>>
il ) 7
=E (—anzwiz(%l,iz—z%l,j))

il i2

=E <_Zzwi1wi2(7il,i2—27il,j)> ) (2.1.80)

il 2
onde se pode afirmar, pela defini¢do de variancia, que:

Y)Y onon (Vi —2%,) >0

il 2
Y Y wion(vie—2%,) <0 (2.1.81)

il 2

A Equacdo (2.1.81) é quase idéntica a restricdo de ser condicional-
mente negativo definido, onde os pesos @ fazem o papel dos nimeros reais a,
com a diferenca de que soma dos pesos @ € igual a 1 e a soma dos nimeros a
€ igual a zero, além do do termo 2¥;1 ;> ter sido substituido por %12 — 2%, -

O termo “variograma” € definido pelo dobro do semivariograma. Como
a desigualdade exige que o valor seja negativo, subtrair um variograma, que
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por defini¢do € sempre positivo, s vai garantir ainda mais que a desigualdade
seja aceita, jd que quando il = i2, a multiplicagdo w;;wp >0e %12 =0, 0
que deixard o somatério ainda mais negativo quando for feita a multplica-
¢do pelo termo —2%,;. A multiplicagdo por 2 feita na restri¢do ndo altera
a igualdade e pode ser ignorada por ser apenas a multiplicacdo de um valor
positivo.

Agora, ¢ feito um ajuste nos pesos @ para que soma deles se torne
zero, subtraindo uma fracdo de 1 igual em cada multiplicac@o entre os pesos,
onde a soma de todas essas fracdes serd 1:

Zzwnwiz(%'l,iz —2%1;) <0
i
1
Y Y (11— 5)oion(Yin—2%;) <0
2 n
1

(1_E);;wilwiz(%lﬂ_z%l,j)SO (2.1.82)

Como 1 — nLZ ¢ sempre um valor entre 0 e 1, essa multiplicagdo nao
altera a desigualdade, onde se conclui que um semivariograma que respeite
a restricdio de ser condicionalmente negativo definido garante que a variancia
gerada por ele seja sempre positiva.

Um modelo de semivariograma continuo, nao precisando ser continuo
ao redor de zero, e que satisfaca a restricdo y(0) = 0, j4 é um semivario-
grama vélido e condicionalmente negativo definido, segundo Cressie (CRES-
SIE, 1993).

2.1.6.4 Ajuste do semivariograma

O ajuste do modelo pode ser feito de forma iterativa baseada em uma
funcdo de erro que utiliza os dados do semivariograma experimental para ser
computada. Existem diversas funcdes de erro que pode ser utilizada para esse
ajuste. Alguns exemplos de fungdo de erro para ajuste do semivariograma sao
(CRESSIE, 1993):

e Erro quadritico: esse é o método tradicional, que calcula o quadrado
do erro. Um inconveniente deste método é que ele atribui muita impor-
tancia quando o erro € grande:

erro = E (y(h) - ”Sf’(h))z (2.1.83)
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e Erro relativo: esse método d4 importancia igual as pequenas e grandes
distancias, pois € medida a relac@o entre o semivariograma experimen-
tal e o teérico. Um pequeno erro em pequena distdncia pode gerar um
grande erro relativo:

y(h)

Y (h)

erro = F -1 (2.1.84)

e Outro método, descrito na equacao a seguir, tem como meta diminuir o
efeito dos valores discrepantes. A letra n representa o nimero de pares
de pontos da amostra com a mesma distancia A:

! 4
exp /2

(2.1.85)

0_0457+0494 Z’V

Os parametros do semivariograma que minimizam a fungdo de erro
precisam ser estimados. Isso pode ser feito manualmente ou através de um
método iterativo, como Levenberg-Marquadt MARQUARDT, 1963; PRESS
et al., 1992), Regido de Confianga, mais conhecido como Trust-Region, e
Témpera Simulada, mais conhecido como Simulated Annealing (KIRKPA-
TRICK; GELATT; VECCHI, 1983).

2.1.6.5 Anisotropia em semivariograma

Em alguns conjuntos de dados observa-se que a distdncia em uma de-
terminada dire¢@o tem menor ou maior influéncia no semivariograma. A Fi-
gura 10 mostra um exemplo deste tipo de dado. Cada ponto representa um
dado localizado espacialmente. A cor representa o valor do dado. Horizon-
talmente o valor varia muito pouco enquanto verticalmente varia bastante.

Nesse caso € necessdrio estimar mais dois pardmetros no modelo de
semivariograma para obter mais precisdo: o angulo e o fator de anisotropia
(CRESSIE, 1993). Esses dois pardmetros entram no célculo da distancia &
dos modelos de semivariograma descritos na Se¢do 2.1.6.2.

Uma funcgdo de distancia que ndo considera o angulo, dita isotrdpica,
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Figura 10: Exemplo de dados anisotrépicos.

é a Distincia Euclidiana:

hy =x,—xp
hy =Yb— Vb (2.1 .86)

distancia(a,b) = y/h2 +h2,

onde a e b sdo dois pontos diferentes, x e y sdo respectivamente as coordena-
das horizontal e vertical.

Uma funcgdo de distancia anisotrépica que pode ser usada para o caso
especifico da Figura 10:

1
hy = ;(xa _xb)

hy =Ya— (2.1.87)

distancia(a,b) = y/h2 +h2,

onde r € o fator de anisotropia e as demais varidveis tem o mesmo significado
da equacdo anterior. Quanto maior o r, menor serd o /., consequentemente
menor a distancia e, por fim, menor o resultado do modelo semivariograma,
que normalmente é proporcional a distdncia. Enquanto a variacio na distancia
vertical continuard com o efeito normal sobre o semivariograma.

Para generalizar um pouco mais a Equacao (2.1.87) pode-se adicionar
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o parametro de dngulo, representado por o:

hy

1 .
- ((xa —xp)cos ot — (ay —yp)sina)

hy = (ay —yp)cos &+ (x, —xp) sin o (2.1.88)

distancia(a,b) = |/h? + h?

No angulo & o semivariograma ird variar menos, mas essa variago ird
subir gradualmente até chegar ao Angulo perpendicular a ¢¢. Quando o dngulo
a for zero, haverd menor varia¢do horizontal, como na Equacdo (2.1.87).
Quando o angulo o for /2, haverd menor variagdo verticalmente. O fator de
anisotropia r deve ser maior que 1 para obter o efeito de anisotropia descrito.
Quando o r for igual a 1, a distancia fica idéntica a Distancia Euclidiana,
descrita na Equacdo (2.1.86).

Um exemplo comparativo de um semivariograma isotropico e aniso-
tropico pode ser visto na Figura 11, onde os eixos horizontais e verticais re-
presentam a distancia. Quanto mais afastado do centro, maior a distancia. O
eixo de altura do gréafico representa o valor do semivariograma. Em um mo-
delo isotrépico, o grafico tem formato de um circulo, enquanto em um modelo
anisotrépico, o grafico tem formato de uma elipse. E possivel perceber que o
angulo formado pelas distancias nos eixos horizontais e verticais ndo influen-
ciam o valor do semivariograma isotrépico, diferentemente do anisotrépico.

A Figura 12 mostra o que representam os parametros do semivario-
grama anisotrépico. Neste grafico, o semivariograma é visto de cima, e as
cores representam os seus valores. No centro a distincia também ¢é zero. No
angulo, formado a partir do eixo horizontal no sentido anti-horéario, indicado
por «, o semivariograma varia mais lentamente. Nao é possivel visualizar o
parametro pepita, que é uma constante somada em toda superficie do grafico
com exce¢do da distancia igual a zero. O parametro alcance é medido perpen-
dicularmente ao dngulo ¢ e na direcdo do dngulo ¢ o semivariograma cresce
até a distancia formada pela multiplicag@o dos pardmetros alcance com r. O
parametro limiar é o valor mais alto do semivariograma, representado pela
cor vermelho-escuro.

2.1.7 Covariograma

Outro tipo de modelo que pode ser utilizado na Krigagem é o covari-
ograma. Diferente do semivariograma, ele tenta modelar a correlacio entre
os valores em fun¢do da distancia. Quando a distancia entre dois pontos é
zero, o covariograma responde o valor maximo, ja que o valor de um ponto
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Semivariograma anisotrépico

Semivariograma Isotrépico

Figura 11: Exemplo de um modelo de semivariograma isotrépico e anisotr6-
pico.
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Figura 12: Exemplo de um modelo de semivariograma anisotrépico e seus
parametros.

tem alta correlagdo consigo mesmo. A medida que a distincia dos pontos au-
menta, essa correlacdo vai diminuindo até chegar a zero, indicando nenhuma
correlacdo entre eles.

O semivariograma e o covariograma possuem a relacdo (CRESSIE,
1993):

Y(h) = C(0) —C(h) (2.1.89)

onde 7y é o semivariograma, C é o covariograma. Porém, essa conversdo s
pode ser feita quando a tendéncia € igual para todos os dados, como na Kiri-
gagem Simples e na Krigagem Ordindria.

Como o valor de C(0) é o valor méximo da covariancia, ela é o limiar.
Entdo, a relacdo entre covaridncia e semivariograma pode ser reescrita para:

C(h) = limiar — y(h) (2.1.90)

A Equacio (2.1.37) tem o célculo dos pesos que minimizam o erro da
Krigagem. Como os dois lados da equag@o possuem apenas semivariogramas,
utilizar um covariograma ao invés de um semivariograma € equivalente a mul-
tiplicar os dois lados da equacdo por —1 e somar uma constante /imiar, o que
ndo altera a igualdade. Por isso, utilizar covariogramas em dados estaciona-
rios resulta em pesos iguais e interpolacdo igual a que utiliza semivariograma.

Apesar da equivaléncia na interpola¢éio em dados estaciondrios, onde a
tendéncia € igual para todos os dados, o covariograma ainda é mais limitado
que o semivariograma, ja que ndo € possivel utilizd-lo quando ndo existe o
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limiar, como € o caso do modelo linear, descrito na Equagdo (2.1.75). Além
disso, a varidncia da Krigagem, descrita na Secdo 2.1.5 sofre alteragdes, ja
que ela foi deduzida a partir do semivariograma.

A Figura 13 mostra um exemplo de um covariograma e o modelo de
semivariograma equivalente para a Krigagem.
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Figura 13: Exemplo de um modelo de covariograma comparado ao seu semi-
variograma equivalente.

2.2 REDES RBF

As Redes RBF sdo um tipo de Redes Neurais (BROOMHEAD; LOWE,
1988; HAYKIN, 2008; BISHOP, 1996). Elas utilizam funcdes de base radial
como neurdnios, distribuidos espacialmente. Essas fungdes tém como entrada
uma distncia. Alguns exemplos de func¢des de base radial sdo mostrados
abaixo (CARR; FRIGHT; BEATSON, 1997):

Linear: ¢ (h)

ah 2.2.1)

_n?

Gaussiana: ¢(h) = e~ a (2.2.2)

Multi-quadratica: ¢ (h) = 1/a% + (bh)?, (2.2.3)

onde h € distancia. Alguns pardmetros precisam ser estimados em cada fun-
¢d0. A fungdo Gaussiana € bastante utilizada e seu parametro recebe um nome
especial: spread. Quanto maior este parametro, mais suave € a interpolagao.
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A Figura 14 mostra a representagfo grafica destes modelos.
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Figura 14: Alguns exemplos graficos de modelos de semivariogramas.

Na interpolacdo das Redes RBF, o ponto a ser interpolado pode ativar
mais ou menos cada neurdnio, dependendo da distincia entre o ponto € o
centro da fung¢@o de base radial de cada neurdnio, o que resulta em maior ou
menor contribui¢do do neurdnio para o resultado final. A ativacdo é medida
pela funcdo de base radial. E mais intuitivo pensar que quanto mais préximo
o ponto a ser interpolado esta do centro da fun¢do de base radial do neur6nio,
mais o neurdnio € ativado, e que conforme ele se distancia do centro de base
radial do neurdnio, menos ativado ele &, até chegar em zero de ativagio. E
discutido na Se¢@o 2.2.1 como sdo definidos os neur6nios e seus parametros.

A Figura 15 mostra um exemplo de diagrama da arquitetura das Redes
RBF. Neste exemplo, existem duas dimensdes na entrada: as coordenadas
horizontal e vertical, x e y, resumidas no ponto i. E utilizada a distancia entre
o centro da fun¢@o de base radial de cada neur6nio e a entrada i para calcular
a ativacdo. Depois, cada valor resultante é multiplicado por um peso ® e
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somado para gerar a saida z;. A notacdo ¢, representa ¢ (Distancia(a,b)).

Saida:

Camada intermedidria:

Entrada:

Figura 15: Exemplo de diagrama de uma Rede RBF

A Figura 16 mostra um exemplo grafico de uma interpolagdo RBF que
utiliza fun¢do de base radial gaussiana e somente uma entrada. A posicdo de
cada neur6nio € o centro de sua funcdo de base radial. A altura da funcao de
base radial é determinada pelo peso @, e a abertura pelo parametro spread.
Quanto maior o parametro spread, maior serd a abertura das gaussianas e mais
suave serd a interpolagdo final. Quando o pardmetro € pequeno, as gaussianas
ndo se interpdem e o resultado sdo vérias gaussianas curtas espalhadas, e com
valores zero onde ndo ha gaussianas perto.

T Y A
e base radial do neurfnio 1 ——
e base radial do neurgnio 2 —
e base radial do neuronio 3
e base radial do neuronio 4 —
Interpolaggo ——

06 Fun

Q2
[ojeReoNe)
jeXeXoXoN

0.4

0.2

Ativagao / Interpolagao

-0.2 - B

Distancia

Figura 16: Exemplo da interpolagcdo RBF com somente uma entrada.



72

A equagido de interpolagdo das Redes RBF é:
=Y 0o, (2.2.4)
i

onde ¢ é a funcao de base radial, que representa a ativagdo do neurdnio onde
¢;j = ¢(Distancia(i, j)), i é o centro da funcdo de base radial de um neurdnio,
j € o ponto a ser interpolado e @ sdo os pesos que sdo calculados para realizar
a interpolacdo. Esse cdlculo serd descrito na Secdo 2.2.1.

2.2.1 Treinamento

O treinamento das Redes RBF define a posi¢do do centro da fungdo de
base radial de cada neurdnio, a quantidade de neurdnios a serem utilizados, os
pardmetros da fung@o de base radial (spread) e os pesos @ da Equacgdo (2.2.4).

Quanto a definicdo do centro da funcdo de base radial, as Redes RBF
normalmente agrupam os dados amostrais espacialmente proximos e definem
uma s6 funcdo de base radial para representa-los. Esse agrupamento € feito
utilizando algoritmos como o K-means (HARTIGAN; WONG, 1979), que
cria grupos aleatérios e iterativamente vai separando os elementos através da
proximidade espacial. Outra forma € posicionar os centros das RBF aleatori-
amente e deixar que o ajuste dos pesos e dos parametros sejam suficiente para
que a interpolacdo fique adequada.

Este trabalho analisa as Redes RBF Exatas, que posiciona o centro
da fung¢do RBF sobre os dados amostrais, formando um neurdnio por dado
amostral.

Existem diversas formas de ajustar o pardmetro da func¢do de ativacdo,
conhecido como spread. Uma forma simples é definir um valor baseado no
nimero de neurdnios e na distdncia média entre os centros das funcdes de
base radial dos neurénios. Podem ser utilizados também métodos de aproxi-
macdo de pardmetros.

Os pesos podem ser ajustados utilizando algum método iterativo de
aproximacao de parametros. A funcdo de erro que o método terd que mi-
nimizar pode ser o erro quadrado entre o resultado obtido da interpolagcdo
e o dado real, disponivel nos dados amostrais. Alguns exemplos de métodos
de aproximagdo de pardmetros: Levenberg-Marquadt (MARQUARDT, 1963;
PRESS et al., 1992), Gradiente-descendente (MORDECALI, 2003) e Témpera
Simulada, mais conhecido como Simulated Annealing (KIRKPATRICK; GE-
LATT; VECCHI, 1983).

Quando o centro das fun¢des RBF sdo posicionados sobre os dados
amostrais, o célculo dos pesos é mais simples, bastando resolver um sistema
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de equagdes lineares, pois ha a mesma quantidade de dados amostrais e va-
ridveis a serem estimadas. Cada equacdo ¢ a interpolagdo, descrita na Equa-
¢a0 (2.2.4), sendo igualada a um dado amostral:

ZWPU =2z
Zwiqsz,» =2 (2.2.5)

Y @i0ni =z,
i

que pode ser reescrito em forma matricial:
[ Q, z
—~ = =
on ¢z ... G| | 21
P21 P2 . G| |2 2
. . . =11 (2.2.6)

Ot G2 ... P (o Zn
onde ¢ é a fungdo de ativagdo, @ sdo os pesos a serem calculados, n é o
nimero de neurdnios e ¢,, = ¢(distancia(a,b)), sendo a e b os centros da
fungdo de base radial de dois neurdnios. Os simbolos ®, Q, e Z estdo repre-

sentando os elementos da equagdo de forma simplificada. Para encontrar os
pesos, basta inverter a matriz ® e multiplicd-la pela matriz Z:

dQ, =7
Q, =o'z 2.2.7)

2.2.2 Variacoes

Quando o dado a ser interpolado estd longe de todos os neurdnios, as
Redes RBF respondem com zero, jd que nenhum neurdnio € ativado. Para
evitar esse comportamento, existem variacdes das Redes RBF. Uma vari-
acdo adiciona um polindmio a interpolagdo (CARR; FRIGHT; BEATSON,
1997; SATHYANARAYANAMURTHY; CHINNAM, 2009). Esse polindmio
¢é ajustado para representar a tendéncia global da interpolacdo enquanto os
neurdnios sdo ajustados para representar as particularidades locais. Esse va-
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lor adicionado também pode ser chamado de viés, mais conhecido como bias.
Um exemplo da arquitetura com o bias pode ser visto na Figura 17. Neste
exemplo, existem duas dimensdes na entrada: as coordenadas horizontal e
vertical, x e y, resumidas no ponto i. E utilizada a distancia entre o centro da
funcdo de base radial de cada neurdnio e a entrada i para calcular a ativagao.
Depois, cada valor resultante é multiplicado por um peso @ e somado ao bias
para gerar a saida z;.

Saida:

Neuronios:

Entrada:

Figura 17: Exemplo de diagrama de uma Rede RBF com bias.

Caso esse polindmio seja uma fungdo constante, a Equagdo (2.2.4),
que € a interpolacdo das Redes RBF, se torna:

Zj= A,C—FZ(P,']'(Di (2.2.8)

onde A. é o novo pardmetro a ser calculado, que representa a fun¢do cons-
tante.

Com esse pardmetro extra, a Equacdo (2.2.6), que calcula os pesos o,
pode ser escrita como:

o Q, z
o G2 ... O 1| [y 71
o1 0 ... O 1| | 2
: P : =1 (2.2.9)
Out On2 O 1| | @, Zn
1 1 1 1 Ae 0

Foi adicionada uma linha na matriz, que é transposta a coluna adicionada
pelo novo parametro. Isso € necessario para que a equagao seja resolvida. Os
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simbolos @, Q, e Z estdo representando os elementos da equagdo de forma
simplificada. Para encontrar os pesos, basta inverter a matriz ¢ e multiplica-
la pela matriz Z:

dQ, =7
Q, =01z (2.2.10)

E possivel usar um polindmio com mais termos, que utiliza as coorde-
nadas horizontal e vertical, x e y, de cada neur6nio e do ponto a ser interpo-
lado. Dessa forma, a equacéo de interpolag@o das Redes RBF pode ser escrita
como:

2= Ae+xjhyidy+ Y 0ij0; (2.2.11)

onde os parametros x € y s@o respectivamente as coordenadas horizontal e
vertical do ponto a ser interpolado, A, e A, sdo os novos pardmetros a serem
calculados. Os demais simbolos sdo os mesmos da Equagao (2.2.8). Assim,
o sistema de equacio linear fica

o Q Z

r ~—" = ~

o O ... 0 1 x ] [on -

d0 62 ... 9 1 m nf @ |2

S A N :

Ot G2 oo O 1 Xu yu| |@Ou] T |2a (2.2.12)
1 1 1 1 0 0 0f]A 0

X1 X ... x, 0 0 0] A 0

(v Y2 .. ya 0 0 O] [A] 1 0]

Novamente foram adicionadas linhas extras na matriz, que € a transposta das
colunas extras adicionadas pelos novos pardmetros. Isso é exigido para que
a equacdo seja resolvida. Os simbolos @, Q, e Z estdo representando 0s
elementos da equacdo de forma simplificada. Para encontrar os pesos, basta
inverter a matriz @ e multiplicd-la pela matriz Z:

dQ, =2
Q, =01z (2.2.13)
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2.2.3 Anisotropia em Redes RBF

Em alguns casos, observa-se nos dados amostrais uma tendéncia de
variagdo maior em uma determinada dire¢do. A Figura 10, mostrada na Se-
¢do 2.1.6.5, mostra um exemplo deste tipo de dado, onde horizontalmente
os dados variam muito pouco quando comparados com a variagdo vertical.
Nestes casos, somente a distancia ndo ¢ suficiente para descrever o grau de
dependéncia espacial e a dire¢@o passa a ser importante também.

As fungdes de ativacdo, explicadas na Secdo 2.2, utilizam a distancia
como parametro. A férmula mais simples de distancia € a Distincia Euclidi-
ana, mostrada na Equacido (2.1.86). Utilizando essa distancia na interpolacio
das Redes RBF, as funcdes de ativagdo dos neurdnios possuirdo ativacdes
idénticas em qualquer direc@o, e essa caracteristica € passada ao resultado
final da interpolacdo. Fungdes de ativacdo desse tipo sdo chamadas de iso-
tropica. Fungdes de ativagdo que possuem variagdo conforme a direcdo sdo
chamadas de anisotrépicas. A Figura 18 mostra uma fungéo de ativagdo gaus-
siana isotropica comparada com uma anisotrépica.

(a) Isotrdpica (b) Anisotrépica

Figura 18: Exemplo de fungdes de ativacdo com duas dimensdes.

A Figura 19 mostra os resultados de interpolagdes usando funcdes de
ativagdo isotrépicas, que ndo mudam conforme a direcéio da distancia, e ani-
sotrépicos, que mudam. Também € mostrada uma imagem com os todos 0s
dados reais e os pontos usados como dados amostrais. Os marcadores rosa
representam os centros da fun¢do de ativag@o de cada neurdnio. Como os da-
dos reais t&m caracteristica anisotrépica, a versao anisotrépica da fungéo de
ativag@o gerou uma interpolagdo melhor.

Para utilizar a versdo anisotrépica, as Redes RBF utilizam uma matriz
de covariancia, que ¢ uma matriz onde a diagonal principal contém a variancia
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(c) Interpolagdo Anisotrépica

Figura 19: Exemplo de interpolagdo RBF com dados anisotrépicos.

de cada coordenada e as demais posi¢des contém a covaridncia entre cada
coordenada. A Equacgdo (2.1.86) ¢é aqui reescrita utilizando uma matriz de
covariancia que resulta na mesma distancia Euclidiana:

dy = X4 —Xp
dy =Ya— Vb (2.2.14)

distancia(a,b) = || [dx  d,] [(1) (1)] {Zx]’
¥

onde a e b sdo dois pontos diferentes, x, e y, sdo respectivamente as coordena-
das horizontal e vertical do ponto a, assim como x; € y, sdo respectivamente
as coordenadas horizontal e vertical do ponto b.

Para adicionar o efeito de anisotropia, basta modificar a matriz da
Equacdo (2.2.14), que é chamada de matriz de covaridncia. A nova equagdo
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(€N

dy = Xq —Xp

dy:)’a_)’b

distancia(a,b) = | [dv  d] {?‘ iv] {d"] (2.2.15)
v Gy

sendo ¢, >0
cy >0

—/CxCy < €y < \/CxCy,

onde 0s novos pardmetros cy, ¢y € ¢, precisam ser estimados. As restri¢des
de valores possiveis para estes parametros sdo para garantir que o resultado
da equacdo seja sempre um nudmero real positivo. Esses parametros podem
ser entendidos graficamente pela Figura 20. Quando parimetro c, vai se afas-
tando do zero, maior a diferenca entre as duas retas representadas pelo pa-
rdmetro. Porém, essa relacdo ndo € linear. O angulo de anisotropia também
é controlado pela varidvel c,, o que torna dificil deduzir graficamente o seu
valor. Os pardmetros ¢, e ¢, sdo mais faceis de compreender, sendo apenas o
quadrado da medida indicada no grifico. Quando ¢, = ¢, e ¢, = 0, a fungio
de ativagdo se torna isotrdpica.

Distancia vertical (Y)

-40 -30 -20 -10 0 10 20
Distancia horizontal (X)

Figura 20: Parametros da funcgdo de ativago anisotrépica.
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2.2.4 Algoritmo das Redes RBF Exatas

Os pseudocddigos das Redes RBF exatas estdo descritos nos algorit-
mos 4,5¢e6.

Dados:
Dados amostrais (n dados), representados pela matriz Z. O
simbolo Z[1] representa o valor do dado amostral no ponto 1.
Fungdo de ativagdo ¢ ja parametrizado.
Fungdes de Distancia, MultiplicaMatrizes, MatrizInversa e
MatrizTransposta.
Resultado:
Dados interpolados representados por R. O simbolo R[]
representa o valor interpolado no ponto j.
inicio
para a < 1 até n faca
para b < 1 até n faca
| ®[a,b] < ¢(Distancia(a,b));
fim
fim
Q, «MultiplicaMatrizes(MatrizInversa(®), Z);
para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faga
para a < 1 até n faca
| Y[a] < ¢(Distancia(a, j)):
fim
R[j] «+MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Q,), Y);
fim

fim

Algoritmo 4: Redes RBF Exatas sem bias
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Dados:
Dados amostrais (n dados), representados pela matriz Z. O
simbolo Z[1] representa o valor do dado amostral no ponto 1.
Funcido de ativagdo ¢ ja parametrizado.
Fungdes de Distancia, MultiplicaMatrizes, MatrizInversa e
MatrizTransposta.
Resultado:
Dados interpolados representados por R. O simbolo R[]
representa o valor interpolado no ponto j.
inicio
para a < 1 até n faca
para b < 1 até n faca
| ®[a,b] + ¢(Distancia(a,b));
fim
DPla,n+ 1]+ 1;
Pln+1,a] + 1;
fim
Pn+1,n+1]«0;
Zin+1]+0;
Q, «MultiplicaMatrizes(MatrizInversa(®), Z);
para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faca
para a < 1 até n faca
| Y[a] < ¢(Distancia(a, j)):
fim
Yn+1] +1;
R[j] «+MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Q,), Y);
fim

fim

Algoritmo 5: Redes RBF Exatas com bias constante
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Dados:

Idem ao das Redes RBF Exatas sem bias, com a adicao das
coordenadas dos pontos, representados pelas letras X e Y. O
simbolo X [a] representa a coordenada horizontal do ponto a.
Resultado:

Idem ao das Redes RBF Exatas sem bias.
inicio
para a < 1 até n faca
para b < 1 até n faca

| ®[a,b] < ¢(Distancia(a,b));

fim

Pla,n+1]+ 1;
Pla,n+2] + Xlal;
®la,n+3] + Y[a;
Dn+1,a] + 1;
Pln+2,a] + Xlal;
D[n+3,a] + Yla];

fim

paraa < n+1 até n+ 3 faca

parab < n+1 até n+ 3 faca
| ®la,b] < 0;

fim

fim
paraa < n+1 até n+ 3 faca
| Z[a] + 0;
fim
Q, «MultiplicaMatrizes(MatrizInversa(®), Z);
para cada ponto j dos pontos a serem interpolados faca
para a < 1 até n faca
| Y[a] < ¢(Distancia(a, j)):
fim
Yr+1]+ 1;
Yn+2] « X[j];
Y[n+3]«Y[j
R][j] +MultiplicaMatrizes(MatrizTransposta(Q,), Y);

fim

fim

Algoritmo 6: Redes RBF Exatas com bias variavel
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2.3 KRIGAGEM NEURAL E COMPARACOES

A Krigagem e as Redes Neurais Artificiais ja4 foram comparadas em
diversos trabalhos. Nesta dissertacdo foram levantados alguns destes traba-
lhos a fim de verificar os resultados obtidos.

Um trabalho (SAKATA; ASHIDA; ZAKO, 2010) compara a Kriga-
gem com Redes Neurais Hierdrquicas, utilizando a funcéo seno como dados
de teste. Como a funcdo € conhecida, foi possivel calcular o erro de inter-
polacdo em todos os pontos. Conclui-se, no experimento realizado, que para
poucos dados amostrais as Redes Neurais Hierdrquicas t€ém menor erro, mas
quando a quantidade de dados usados para interpolar vai aumentando, o erro
de interpolacdo da Krigagem vai ficando cada vez menor, ao contrdrio das
Redes Neurais Hierdrquicas.

Outro trabalho (MATIAS et al., 2004) compara os métodos de interpo-
lagao: Krigagem, Redes RBF, Redes MLP e Redes de Regularizacdo. Apds
experimentos, este trabalho conclui que as Redes MLP geram resultados pi-
ores, em relagdo a suavidade e generalizac@o da interpolagdo, que os demais
métodos.

Em outro trabalho (BADEL; ANGORANI; PANAHI, 2011) é com-
parada as Redes MLP com a Krigagem em um experimento relacionado a
volume de depdsito de ferro. Alguns dados amostrais ndo foram utilizados
na interpolag@o, com o intuito de servirem para medir a correlacio e o erro
da interpolagdo. No experimento, a Krigagem gerou maior correlagdo com
os dados separados, e menor erro, mas acabou repetindo o erro contido nos
dados amostrais que foram utilizados para interpolar. Apesar do maior erro,
as Redes MLP reproduziram melhor as caracteristicas desejadas.

Um artigo (COSTA; PRONZATO; THIERRY, 1999) compara a Kri-
gagem com as Redes RBF e conclui que ambos compartilham a mesma es-
trutura. Apds experimentos utilizando a fun¢do matematica sinc, definida por
seno(x) /x, conclui-se que a Krigagem é mais precisa que as Redes RBF para
interpolar esta func¢do, ja que foi possivel verificar o erro de cada interpolador
por ser uma fung@o conhecida.

Em outro artigo (SATHYANARAYANAMURTHY; CHINNAM, 2009)
¢ feita uma comparacio entre os métodos de interpolagdo: Krigagem, Re-
des RBF e Mdquina de Vetores de Suporte, mais conhecido por SVM ou
Support Vector Machine. Concluiu-se, apds experimentos, que geralmente
a Krigagem obtém melhores resultados, mas os outros dois métodos devem
ser considerados quando se pretende evitar sobreajuste, também chamado de
overfitting, que € o efeito indesejado de interpolar muito bem até o erro dos
dados amostrais, gerando uma interpolagao pior.

Em um trabalho (YERRABOLU et al., 2012) € criada uma variagao
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das Redes MLP e este modelo é comparado com Redes RBF, IDW, interpo-
lagdo com polindmios, Krigagem e Redes MLP, com o objetivo de encontrar
a distribui¢do geografica de um agente cancerigeno. Apds experimentos, O
trabalho conclui que o modelo proposto obteve melhores resultados.

Em outro trabalho (LI et al., 2013) sdo comparados os seguintes mé-
todos de interpolacdo: Redes RBF, Krigagem e Regressdo Linear. Apds ex-
perimento sobre a distribuicdo de matéria organica do solo, concluiu-se que
as Redes RBF obtiveram melhores resultados.

Um artigo (AKCIN; CELIK, 2013) interpolola um gedide local, para
aplicacdo de célculo de altitude, utilizando os métodos Redes MLP e Kriga-
gem. Apds experimentos, conclui-se que as Redes MLP obtiveram melhores
resultados.

Em outro artigo (CERESETTI et al., 2012) € comparada a interpola-
¢do das Redes MLP e da Krigagem para chuvas extremas. Conclui-se, apds
experimentos, que os métodos possuem resultados compardveis, mas a Kri-
gagem obtém melhores resultados quando os dados sao bem correlacionados
espacialmente.

Outro artigo (ZHANG; GOVINDARAIJU, 2000) comparou as Redes
RBF e a Krigagem. Concluiu-se que as Redes RBF interpolam mais suave-
mente segundo experimentos.

Existem trabalhos que criam novos métodos mesclando as Redes Neu-
rais Artificiais com a Krigagem, o que também é chamado de Krigagem Neu-
ral. E importante verificar os resultados obtidos, sobre mesclar os métodos,
em outros trabalhos, a fim de guiar este estudo. Os trabalhos descritos a partir
daqui sdo relacionados a Krigagem Neural.

Um trabalho de (LIN; CHEN, 2004) cria um novo método inserindo
o semivariograma da Krigagem nas fungdes de ativacdo das Redes RBF. O
resultado, segundo um experimento realizado, mostra que o novo método é
melhor que as Redes RBF e a Krigagem. O motivo provavel é que nas Redes
RBF a quantidade de neurdnios é arbitraria e a posicdo do centro das RBF
também, diferente da Krigagem, onde todos os cdlculos sdo feitos a partir da
distancia dos dados amostrais.

Outro trabalho (ZHENG et al., 2009) compara os métodos: Krigagem,
as Redes MLP e um método de Krigagem Neural, que primeiro interpola
usando Redes MLP e depois ajusta o erro com a Krigagem. Segundo experi-
mentos, a Krigagem Neural obtém melhores resultados que a Krigagem e as
Redes MLP.

Em outro trabalho (DEMYANOV et al., 1998) é criado outro método
de Krigagem Neural que utiliza Redes MLP e, em seguida, corrige o erro de
interpolacdo com Krigagem. O trabalho conclui que a Krigagem Neural é
mais fécil de utilizar que a Krigagem porque a tendéncia pode ser calculada
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pelas Redes MLP ao invés do usudrio procurar um modelo adequado para a
tendéncia dos dados.

Um artigo (DEMYANOV et al., 2001) cria outro método de Krigagem
Neural que realiza a interpolagdo utilizando um método chamado Interpola-
¢do de Wavelet, descrito no trabalho referenciado, para depois corrigir o erro
através da Krigagem. Além disso, € feito uma comparag¢ao com outro método
de Krigagem Neural, que utiliza Redes MLP ao invés de Interpolacdo de Wa-
velet. Conclui-se, através de experimentos, que a interpolacdo de Wavelet é
superior quando os dados sao anisotropicos.

Em outro artigo (CELLURA et al., 2008) é proposta uma Krigagem
Neural onde, primeiramente, € feita uma interpolagdo utilizando Redes MLP
para depois corrigir o erro utilizando Krigagem. Conclui-se, pelo experi-
mento, que os resultados ndo foram satisfatérios devido a pouca quantidade
de dados amostrais, e que o método criado é mais simples e facil de imple-
mentar do que o método utilizado tradicionalmente no problema abordado
pelo artigo de interpolacdo de ventos.

Finalmente, outro trabalho (KOIKE; MATSUDA; GU, 2001) cria um
novo tipo de Krigagem Neural, modificando o treinamento das Redes MLP
para que considere a diferenca do semivariograma teérico da Krigagem em
relacdo ao semivariograma obtido com as Redes MLP. Apds experimentos
realizados, conclui-se que a Krigagem Neural proposta obtém melhores re-
sultados que as Redes MLP e a Krigagem.
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3 COMPARACAO ANALITICA

Apesar de haver uma boa quantidade de trabalhos que fazem uma com-
paracgdo entre os métodos de Krigagem e Redes Neurais Artificiais para apli-
cacgdes de interpolagdo espacial, poucos trabalhos fazem uma comparagdo
analitica visando estudar os métodos sob um mesmo arcabougo formal. Este
tipo de comparagao visa identificar as diferencgas para criar um novo método
que incorpora as vantagens dos dois métodos.

Assim, neste capitulo, primeiramente, é feito uma comparacio dos
métodos de interpolag@o, como o objetivo de compara-los analiticamente, uti-
lizando o mesmo modelo para o semivariograma e a fungdo de ativagao.

Em seguida, é feita uma comparagio analitica dos pardmetros utiliza-
dos na funcdo de ativagdo das Redes RBF e os parametros utilizados no semi-
variograma, a fim de encontrar uma relagdo algébrica entre eles que gerem o
mesmo resultado. Desta forma, € demonstrada a equivaléncia dos parametros.

Finalmente, € calculada a complexidade dos métodos analisados, a fim
de verificar qual método é mais eficiente computacionalmente.

3.1 COMPARACAO DOS METODOS DE INTERPOLACAO

Os métodos de interpolacdo sdo comparados aqui com o objetivo de
evidenciar as reais diferencgas entre eles. Para isso, sempre que possivel, é
dado o mesmo tratamento e pardmetros para ambos os métodos.

O modelo da func¢do de ativacdo das Redes RBF utilizada serd igual
ao modelo da funcdo de semivariograma. Apesar de serem mais usadas fun-
¢des decrescentes para a fungdo de ativacdo das Redes RBF, elas podem ser
crescentes também, conforme mostrado na Sec¢io 2.2. Da mesma forma, o se-
mivariograma € uma fun¢ao crescente, mas pode ser uma fungdo decrescente,
sendo chamado de covariograma neste caso, que € equivalente ao semivario-
grama com limita¢des, como explicado na Secdo 2.1.7. A comparagdo serd
feita considerando o mesmo modelo e pardmetros para o semivariograma e
a fungdo de ativagdo. Apesar do processos de estimar os parimetros do se-
mivariograma e Redes RBF serem diferentes, serdo considerados os mesmos
pardmetros a fim de facilitar a comparagdo. Na Se¢do 3.2 é feita uma compa-
racdo analitica entre os parametros utilizados na fungao de ativacdo das Redes
RBF e do semivariograma. Dessa forma, serd assumido que:

Krigagem - semivariograma  Redes RBF - fun¢do de ativacdo
N
Y = 9 : 3.1.1)
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onde Y é o modelo de semivariograma e ¢ é a fungao de ativacdo. Essa assun-
¢do sera considerada na conclusdo da comparag@o.

E utilizada na comparagdo a Krigagem Universal, j que a Krigagem
Ordindria e Simples sdo casos especificos da Universal, como mostrado na
Secdo 2.1.3.

Para as Redes RBF, é usada a variagdo mais préxima a Krigagem Uni-
versal: a que utiliza um polindmio com as coordenadas verticais e horizontais
como bias, descrita na Secdo 2.2.2.

A Equacdo (2.1.4), que define a interpolacdo da Krigagem, pode ser
reescrita em forma de multiplicacdo matricial:

Zj= Za)iZi
i

VA

~ =

21

Qz 22

:[wl (0] () Afc Afx ;\f)] Zn
0
0

_0_

:sz’ 3.1.2)

onde Q; é a matriz de pesos e parimetros a serem estimados e Z é a matriz
com os dados amostrais. O motivo para ter sido colocado zeros para anular os
parametros A é simplificar a expressdo em fung@o de varidveis que aparecem
em outras equacdes de forma a facilitar a comparagdo. O importante € que
esta equacdo € equivalente a original.

De forma semelhante, a Equagdo (2.2.11), que define a interpolagdo
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das Redes RBF, pode ser reescrita como:

;= Ae +xj)Lx+yj7Ly+Z¢ij(o,-
i

=Qfr, (3.1.3)

onde , é a matriz contendo os pesos e parimetros a serem estimados e Y é
a matriz com a ativag@o de cada neurdnio para o ponto a ser interpolado. A
funcdo ¢ foi substituida por y devido a suposicdo de equivaléncia, explicada
na Equacdo (3.1.1).

As equagdes (2.1.64) e (2.2.13), que sdo usadas para calcular os pesos
e parAmetros na Krigagem e nas Redes RBF, estdo reescritas abaixo para
facilitar a andlise:

Krigagem: Q; =T!T (3.1.4)
Redes RBF: Q, =T"'Z, (3.1.5)

onde a matriz @ foi substituida por I devido a suposi¢ido de equivaléncia
entre os modelos ¢ e 7y, explicada na Equagdo (3.1.1).

A matriz I" é simétrica porque o resultado da funcéo de ativacdo ou
semivariograma entre o ponto a € b € o mesmo que entre b e a. Uma matriz
simétrica é igual a sua transposta:

r=r’ (3.1.6)

Utilizando estas informagdes, as equagdes usadas para interpolar serdo
reescritas para facilitar a comparagdo e verificar a diferenca entre os métodos.
As operacdes executadas estdo explicadas na coluna da direita.
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e Krigagem:

Equacdo Explicagdo
= Z da Eq. (3.1.2)
=TTz daEq. (3.1.4)

=Y'(rHTz| (AB)T=BTAT
:YT(rT)—IZ (A_I)T:(AT)_I
=Y'r'z da Eq. (3.1.6)

e Redes RBF:
Equacao ‘ Explicacdo
z;=0]Y | daEq.(3.1.3)
=Y'Q, ATB =BTA
=Y'Tr"'Z | daEq. (3.1.5)

Portanto:
Krigagem Redes RBF

——
Y'r''z=xr"'z (3.1.7)

o que mostra que as Redes RBF e a Krigagem sdo equivalentes em termos de
modelagem, mas o processo de estimacdo dos pardmetros do semivariograma
e fungdo de ativacdo diverge.

As Redes RBF e a Krigagem possuem a mesma estrutura. Ambas po-
dem ser descritas em termos de Y, I" e Z, como mostrado na Equagao (3.1.7).
Por isso, elas podem compartilhar as melhorias feitas em cada método. Por
exemplo, as Redes RBF nio possuem um método para estimar o intervalo
de predi¢do que a Krigagem possui. Se a fungdo de ativagdo for ajustada
pelo semivariograma experimental, esse intervalo pode ser calculado. Ou-
tro exemplo é que normalmente as Redes RBF nio utilizam um polindmio
na sua interpolacio, entretanto podem ser usados os mesmos polindmios da
Krigagem. Quanto a Krigagem, pode-se utilizar a técnica das Redes RBF de
agrupar os dados amostrais espacialmente préximos, tornando a interpolacao
mais suave.

Porém, a utilizagdo de um procedimento de um método em outro deve
ser feita com cautela. Alguns destes procedimentos se baseiam nas premissas
de cada método e podem ndo fazer sentido utilizd-la no outro método sem
esse cuidado. Por exemplo, para estimar o erro de interpolacdo nas Redes
RBF € necessdrio que a fun¢do de ativacao seja ajustada pelo semivariograma
experimental, e que seja um semivariograma valido, de acordo com o exposto
na Sec¢do 2.1.

Uma variagdo da Krigagem, proposta em alguns trabalhos (SRINIVA-
SAN; DURAISWAMI; MURTUGUDDE, 2011; TROCHU, 1993), faz modi-
ficacdes no método que a tornam mais rdpida, utilizando a mesma forma de
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interpolar das Redes RBF.

3.2 COMPARACAO ENTRE OS PARAMETROS

Nesta secdo sdo comparados os pardmetros do semivariograma com
os parametros da fungdo de ativagdo das Redes RBF em termos de efeito
dos parametros no resultado do modelo. A importancia desta comparagdo
é verificar se € sempre possivel converter uma funcdo de ativagdo, com os
mesmos resultados, em um semivariograma.

Os parametros do semivariograma, no caso mais completo de distancia
anisotrépica, sdo: alcance, pepita, limiar, fator de anisotropia r e angulo ¢,
conforme descritos na Sec¢do 2.1.6.5. Os parametros da equacio da funcdo
de ativa¢do, também com distincia anisotrdpica, sdo: cy, ¢y € ¢y, que sdo
mostrados na Secao 2.2.3. Os outros parametros da fun¢do de ativacdo podem
ser fixados para que apenas os pardmetros descritos precisem ser ajustados, de
forma que cy e ¢, representem o quadrado da distincia horizontal e vertical,
como ilustrado na Figura 20.

Aqui € feita a transformacao dos parimetros do semivariograma em
parametros da fun¢do de ativacdo das Redes RBF e vice-versa. Dessa forma,
prova-se a equivaléncia entre os pardmetros.

O parametro pepita é inexistente na fungao de ativacio, e ele serd con-
siderado zero para que seu efeito seja anulado. O pardmetro limiar também
ndo existe na funcdo de ativagdo, e ele é considerado 1, mas qualquer valor
diferente de zero poderia ser considerado. Os parametros pepita e limiar nao
alteram o resultado da interpolacdo da Krigagem, conforme demonstrado na
Secdo 2.1.6.2. Eles servem apenas como base para que o modelo de semi-
variograma seja bem ajustado ao semivariograma experimental, porém sem
efeito real na interpolacdo. Portanto, mesmo que ndo existam na fun¢do de
ativacdo, eles ndo acrescentam informacao ttil ao modelo.

Resta apenas a conversdo dos pardmetros alcance, r e @ em ¢y, ¢y € ¢y
e vice versa.

Para facilitar, as equacdes de distincia anisotropicas de cada método
serdo reescritas aqui. Para o semivariograma € usado:

1 .
hx — ; ((xa —xb)COS(X— (ya _yb)snla)
hy = (va —yp)cos @+ (xg —xp)sin  (2.1.88)

distancia(a,b) = |/h? + h?
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Para a funcio de ativacdo é usado:

dy = x4 —Xp

dy =Ya—Yb

Cx Cy

distancia(a,b) = ([ [d. )] L C} [ZX](Z.Z.IS)
v Y Y

sendo ¢, >0
cy >0

—1/CxCy < 6y < /CxCy

Primeiro serd feita a conversdo dos pardmetros alcance, r € & em ¢y,
¢y e ¢,. Os valores de ¢, e ¢y representam o alcance, ou seja, a distincia
onde o parametro se torna o valor miximo, na coordenada x e y, respectiva-
mente. Portanto, através das funcgdes seno e cosseno, e através dos parametros
alcance, r e a, € possivel calcular seus valores, considerando o significado
dos parametros:

¢x = (alcance.r.sina)? + (alcance. cos o) (3.2.1)

¢y = (alcance.r.cos &) + (alcance.sin )? (3.2.2)

O valor de ¢, exige mais operagdes. A ideia é escrever duas equa-
¢des equivalentes que utilizam angulos diferentes de forma que o ¢, possa ser
isolado. A Equag@o (2.2.15) utiliza as distancias d, e d, entre dois pontos.
Definiremos d, e d, utilizando uma distancia m e um angulo «, resultando
em:

dyy =m.sino (3.2.3)
dyy = m.cosa (3.24)

As distincias dy e dy; estdo na diregdo em que a elipse da fun¢do de
ativacdo é maior. Agora é considerado um novo ponto, cujo valor da funcao
de ativacdo serd o mesmo, mas com angulo diferente. O novo angulo serd
onde a elipse é menor, a 90 graus da maior variagdo. Como a distancia dimi-
nui proporcional ao fator de anisotropia r, a nova distancia, chamada de d,; e
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dyz, é:
.sin(aa+Z
di — w (3.2.5)
.cos(a+Z
dy = w (3.2.6)

Essas duas distancias resultam na mesma ativacdo. Portanto, pela
Equacdo (2.2.15):

C C dl _C C d2
[ dn] Lx c;] { dﬂ ~[da da]|® C;] [ d;j G27)

v

Agora, substitui-se 0 dy1, dy1, dy € dyo:

. ¢y ¢ ] [m.sina
[m.smoc m.cosoc] =

¢y ¢y| |m.cosa
. . o e m.sin(o+7%)
m.sin(a+7%) m.cos(oH»j)} X v | T
{ T r ¢y Cy m.cos(o+%) (3.2.8)
- r
Pode-se simplificar essa expressdo até isolar o ¢,:
Se « € miiltiplo de 7:
c, =0
senio: (3.2.9)

cy = Csrz(jtlx) ((cxr® —cy) sin® @+ (cyr? — cy) cos? ax)

Essa equagdo ndo estd definida para o miiltiplo de %, ja que a fungdo
cossecante tende ao infinito nesses pontos. Neste caso, ¢, = 0, pois angulos
miiltiplo de 7 sdo verticais e horizontais, onde somente os parimetros ¢ € c,
ja definem a anisotropia.

Agora serd feita a conversdo dos pardmetros cy, ¢y € ¢, em alcance, r
e a, que é um pouco mais complexa.

Primeiro, o caso mais simples, onde ¢, = 0, o dngulo & pode ser ho-
rizontal ou vertical, ou seja, 0 ou % Além disso, se ¢, = ¢, e ¢, =0 entdo a
distancia € isotrpica e ndo importa o valor do pardmetro . Os parametros
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podem ser escritos como:

se ¢, = 0 entdo:

ro  [meen e (3.2.10)
min(cy,cx)
alcance = \/min(cy,cy) (3.2.11)
z se ¢y > Cx
a=<¢ 0 se ¢y < ¢y (3.2.12)

qualquer se ¢y = ¢y

No caso mais complexo, quando ¢, # 0, o r € isolado na relagado g—;,
obtidos pelas equagdes (3.2.1) e (3.2.2):

B (alcance.r.sin a)2 + (alcance. cos a)2 (3.2.13)

Cx
~ (alcance.r.cos &)? + (alcance. sin a)?

Cy
Apbs isolar o r, o alcance acaba sendo anulado, o que resulta na se-

guinte equacgio:

2 in2

Cy.COS% O — ¢y Sin” O

r=q)= =z (3.2.14)
Cx.€08% 0 — ¢y Sin” ot

Essa equag@o ainda possui duas varidveis ndo conhecidas: r e . Agora,

o r é isolado na Equacao (3.2.9), resultando em

. —cCy.cota —cy.tan@ — 2c, (3.2.15)
—Cy.tan o — c¢y.cota + 2c¢y
Igualando as equagdes (3.2.14) e (3.2.15), sobra apenas a varidvel «,

que pode ser isolada:

P — (n—arccos( W)) (3.2.16)

- ey 2m

sendo m = 4¢2 + (cy — ¢y)?

Agora que o angulo estd definido somente pelos parametros do semi-
variograma, € possivel calcular o r utilizando a Equagdo (3.2.15), ja que se

possui as varidveis necessdrias cy, ¢y, ¢, € .



93

Finalmente, para calcular o alcance basta isold-lo da Equacgéo (3.2.1):

alcance = \/C}, 3.2.17)
r2sin® o + cos? &
onde as varidveis r e a foram calculadas pelas equacdes (3.2.15) e (3.2.16).
Foram feitos muitos testes transformando os parametros de um método
para o outro para verificar que os célculos estdo corretos.
Como foi possivel definir os parimetros do semivariograma a partir
dos parametros da fun¢@o de ativacdo e vice-versa, estd demonstrado que am-
bos os modelos sdo equivalentes. A func¢do de ativagdo ndo tem os parametros

pepita e limiar, mas eles ndo afetam a interpolacdo, como demonstrado na
Secdo 2.1.6.2.

3.3 COMPARACAO DE COMPLEXIDADE

Nesta se¢do € mostrado o estudo da complexidade computacional dos
dois métodos usando a notag¢do “Big O”, que descreve o limite do comporta-
mento da fung@o quando os argumentos tendem ao infinito (KNUTH, 1968).
A complexidade € uma fun¢do que calcula a quantidade de operagdes envolvi-
das em um método com relagdo a quantidade de argumentos. Ela foi descrita
em funcdo dos parametros:

e Complexidade do semivariograma Y ou funcéo de ativacdo ¢: f
e Quantidade de amostras (Krigagem) ou neurdnios (Redes RBF): n

A complexidade envolvida em cada ponto a ser interpolado na Kriga-
gem ¢ descrita partindo das equacdes (2.1.64) e (3.1.2):

T r'r 9z
—~ = f'/\; ~ =

complexidade(Krigagem) = O(nf) 4+ O(n~) + O(n)
o(n* +1

). (3.3.1)

n”+n(f+

A primeira parte mostra que a matriz Y precisa ser calculado usando o se-
mivariograma. Como a Krigagem precisa inverter a matriz I' somente uma
vez e reutilizar o resultado para a interpolacdo em todos os pontos, a etapa
r'r j € apenas a multiplica¢do de uma matriz »n por n € uma matriz 1 por n.
Ap6s os pesos calculados, basta realizar a operacao QzZ, que € apenas uma
multiplicagdo entre duas matrizes n por 1.
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Para medir a complexidade das Redes RBF ¢ usada a Equacio (3.1.3):

Y olr
—~ = =
complexidade(RedesRBF) = O(nf) +O(n)

=0(n(f+1)) (33.2)

A primeira parte mostra que a matriz Y precisa ser calculado usando a fungio
de ativagdo. Como as Redes RBF precisam calcular os pesos Q, somente uma
vez e reutilizd-los em todos os pontos a serem interpolados, resta somente a
etapa QET, que é apenas uma multiplica¢do entre duas matrizes n por 1.

E notédvel a diferenca de desempenho entre a Krigagem e as Redes
RBF, sendo a Krigagem mais complexa e, portanto, menos eficiente compu-

tacionalmente: ‘
Krigagem Redes RBF

—_— D et —
O +n(f+1))>0(n(f+1)). (3.3.3)
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4 EXPERIMENTOS

Alguns experimentos foram feitos para verificar as complexidades dos
métodos, calculadas no Capitulo 3, bem como demonstrar de maneira pratica
a equivaléncia matematica dos dois métodos. Para isso, tanto o algoritmo
de Krigagem quanto o algoritmo das Redes RBF foram implementados na
linguagem Octave (OCTAVE, 2013) com a menor diferenga possivel entre
as implementacdes para que os resultados sejam mais precisos e facilitar a
comparagdo entre os métodos. Os codigos fontes podem ser obtidos entrando
em contato com o autor.

No primeiro experimento € verificado o impacto do aumento da quan-
tidade de dados amostrais no tempo de resposta das interpolagdes. Espera-se
que esse aumento seja muito maior na Krigagem, ja que a complexidade é
maior.

No segundo experimento € verificado o impacto do aumento da quan-
tidade de dados interpolados no tempo de resposta das interpolacdes. Agora,
espera-se que o impacto relativo seja igual nos dois casos, jd que mantendo a
complexidade constante, por causa da mesma quantidade de dados amostrais,
o aumento causard a multiplica¢do do nimero de pontos interpolados por esta
constante, o que serd proporcional nos dois casos.

No terceiro experimento sdo feitas interpolacdes utilizando Krigagem
através de um software comercial chamado GS+, produzido pela empresa
Gamma Design Software (GAMMADESIGN, 2013). O objetivo é constatar
se o software utiliza a Krigagem na forma original ou se utiliza alguma forma
otimizada, que melhore a complexidade calculada neste trabalho. Para isso, é
verificado se o impacto de diferentes quantidades de dados amostrais e dados
interpolados no tempo de processamento é confome o esperado pelo cdlculo
de complexidade ou se é mais eficiente.

O quarto experimento tem o mesmo objetivo do terceiro, mas utiliza
uma biblioteca chamada mGstat para MATLAB (MATHWORKS, 2013), de-
senvolvida por Thomas Mejer Hansen (HANSEN, 2013).

4.1 EXPERIMENTO DE AUMENTO DE DADOS AMOSTRAIS

Neste experimento € verificado o impacto do aumento da quantidade
de dados amostrais no tempo de resposta das interpolagdes. Em um primeiro
caso sao utilizados 50 dados amostrais e, em outro, 467 dados amostrais, para
estimar aproximadamente 10 mil novos pontos, que é uma grade 100 por 100,
e formar um mapa de interpolagao.
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Foi utilizado modelo Gaussiano como funcio de ativacdo e semivari-
ograma, com 0s parametros equivalentes para a Krigagem e Redes RBF. Foi
utilizada a Krigagem Ordindria e a versdo equivalente das Redes RBF, com
bias constante, descrita na Se¢do 2.2.2.

Os dados foram retirados de um depdsito de minério de ferro simulado
(CLARK; HARPER, 2000) e de amostras de precipitacdo (DUBOIS, 1998).
A Figura 21 mostra que os resultados sdo idénticos na interpolagdo do volume
de minério de ferro e a Figura 22 mostra o mesmo para a interpolacdo que
utiliza dados de precipitagc@o. Esses resultados idénticos eram esperados pela
demonstragdo tedrica. Apesar de ndo ser possivel visualizar com precisdo os
valores nas figuras, os resultados gerados pelos dois algoritmos sdo idénticos
em todos os 10 mil valores interpolados. Os marcadores rosa demonstram a
posi¢do dos dados amostrais.

Krigagem Ordindria Redes RBF

Figura 21: Experimento usando 50 dados amostrais de volume de minério de
ferro.

Krigagem Ordindria Redes RBF

Figura 22: Experimento usando 467 dados amostrais de precipitacao.

Os resultados em tempo de processamento, para uma comparagao re-
lativa entre os dois métodos, estdo na Tabela 1.
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Tabela 1: Tempo de processamento para interpola¢do de 10 mil pontos

Meétodo 50 dados 467 dados Aumento no tempo
Krigagem | 2,8 segundos | 1415 segundos 500 vezes
Redes RBF | 1,2 segundos 2 segundos 2 vezes

H4 uma diferenca significativa entre os dois métodos quando a quan-
tidade de dados amostrais aumenta. Essa diferenca era esperada pelo cdlculo
de complexidade feito na Secdo 3.3, o que comprova o que ja era esperado
pela teoria.

4.2 EXPERIMENTO COM AUMENTO DE PONTOS INTERPOLADOS

Neste experimento ¢é verificado o impacto do aumento da quantidade
de dados interpolados sem alterar a quantidade de dados amostrais no tempo
de resposta das interpolacdes. Sdo utilizados 50 dados amostrais de volume
de minério de ferro (CLARK; HARPER, 2000) para interpolar, em um pri-
meiro caso, 10 mil pontos, que € uma grade de 100 por 100, e em um segundo
caso, 160 mil pontos, que é uma grade 400 por 400.

Foi utilizado modelo Gaussiano como funcio de ativacdo e semivari-
ograma, com os pardmetros equivalentes. Foi utilizada a Krigagem Ordindria
e sua versdo equivalente das Redes RBF, descrita na Se¢do 2.2.2, como no
experimento anterior.

Os resultados em tempo de processamento, para uma comparagao re-
lativa entre os dois métodos, sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Tempo de processamento para interpolacio de 160 mil pontos

Meétodo 10 mil 160 mil Aumento no tempo
Krigagem: | 2,8 segundos | 45 segundos 16 vezes
Redes RBF: | 1,2 segundos | 19 segundos 16 vezes

Apesar de a Krigagem ter tido um pior desempenho computacional,
como esperado pela complexidade, o aumento de pontos interpolados causou
um aumento relativamente igual nos dois casos: 16 vezes. O cdlculo de com-
plexidade ndo inclui a quantidade de pontos interpolados mas a quantidade
de dados amostrais. Se as varidveis que compdem a complexidade forem
constantes, era esperado que o aumento fosse relativamente igual nos dois
casos, pois toda a complexidade serd um valor constante multiplicado pela
quantidade de dados interpolados nos dois casos.
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4.3 EXPERIMENTOS COM SOFTWARE COMERCIAL

Neste experimento sdo feitas interpolacdes de Krigagem utilizando o
software comercial GS+ com o objetivo de constatar se o software utiliza a
Krigagem na forma original ou se utiliza alguma forma otimizada, que me-
lhore a complexidade calculada. Para isso, € verificado se o impacto de di-
ferentes quantidades de dados amostrais e dados interpolados no tempo de
processamento é como previsto pela complexidade calculada ou mais rapido.

Este software limita o uso de no maximo 64 pontos amostrais ao redor
do dado, provavelmente para evitar que o tempo de processamento seja muito
grande. Por isso, foram feitas 4 interpolag¢des utilizando os dados de um de-
poésito de minério de ferro simulado (CLARK; HARPER, 2000). Em duas
interpolacdes foram usados 50 dados amostrais e, nas outras duas, 25 dados
amostrais. Além disso, em duas interpolacdes foram estimados aproximada-
mente 10 mil pontos, que é uma grade de 100 por 100, enquanto nas outras
duas foram estimados aproximadamente 40 mil pontos, que é uma grade de
200 por 200.

Tabela 3: Tempo de processamento para a Krigagem em software comercial
Krigagem no GS+ | 10 mil pontos interp. | 40 mil pontos interp.
25 dados amostrais 18 segundos 60 segundos
50 dados amostrais 31 segundos 80 segundos

Os resultados, mostrados na Tabela 3, ndo apresentaram o aumento
obtido no segundo experimento, descrito na Sec¢do 4.2. O motivo provével é
que o software utilize otimizagdes que permitem a execucdo mais eficiente do
método de Krigagem. Entretanto, por ser um sistema comercial, o fabricante
ndo divulga o cédigo e tdo pouco esclarece quais otimizagdes sdo feitas no
algoritmo da Krigagem. A limitacdo de utilizar no maximo 64 dados amos-
trais a0 mesmo tempo para interpolar um ponto também faz com que ndo seja
necessdrio resolver a inversa de uma matriz muito grande, o que melhora o
desempenho.

4.4 EXPERIMENTOS COM BIBLIOTECA DE KRIGAGEM

Para verificar se outras implementagdes bastante populares de soft-
ware de Geoestatistica também fazem otimiza¢des no algoritmo da Krigagem
ou se usam o algoritmo padrdo descrito no capitulo 2, fizemos um experi-
mento com uma biblioteca de Geoestatistica chamada mGstat, que se propde
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a ser a biblioteca padrdo de Geoestatistica para o MATLAB. Foi repetido o
experimento de aumento de dados amostrais, descrito na Se¢do 4.1, mas uti-
lizando somente a Krigagem através da biblioteca citada.

Tabela 4: Tempo de processamento para interpola¢do de 10 mil pontos
Krigagem no mGstat Tempo
50 dados amostrais: | 2,5 minutos
467 dados amostrais: | 50 minutos

Os resultados, mostrados na Tabela 4, demonstraram que nesta bibli-
oteca a Krigagem foi implementada da forma tradicional, como descrita no
Capitulo 2, onde o aumento dos dados amostrais ndo é proporcional ao au-
mento do tempo de processamento.



100



101

5 CONCLUSAO

Este trabalho mostra uma comparacio analitica formal entre os méto-
dos da Krigagem e das Redes RBF, utilizados para interpolacdo espacial. O
levantamento bibliogréfico feito mostrou que existem trabalhos que mesclam
os métodos de Redes Neurais e Krigagem, utilizando-os em conjunto ou uti-
lizando uma caracteristica de um método em outro. Outros trabalhos apenas
compararam estatisticamente os métodos.

Verificou-se que a Krigagem possui uma maior base de Geoestatistica
que as Redes RBF por causa das restricdes impostas pelo semivariograma.

Na comparagdo entre os métodos, feita neste trabalho, foi provado ma-
tematicamente que Krigagem e as Redes RBF produzem resultados idénticos
quando sdo utilizadas a mesma fun¢do de ativacdo e semivariograma e com
pardmetros equivalentes. Porém, o processo de estimativa dos parametros
da fungdo de ativagdo e do semivariograma diverge. Além disso, a equiva-
Iéncia dos pardmetros do semivariograma e da fun¢do de ativacdo das Redes
RBF foi demonstrada, e apesar do semivariograma possuir dois pardmetros
extras, chamados de pepita e limiar, eles nao influenciam na interpolagéo.
Por causa do diferente processo de estimativa destes parametros, os trabalhos
que compararam a Krigagem e as Redes RBF concluiram que os métodos sao
diferentes.

Foi mostrado que a Krigagem e as Redes RBF possuem a mesma estru-
tura, e por isso podem compartilhar as melhorias feitas em cada método. Por
exemplo, as Redes RBF nado possuem um método para estimar o intervalo de
predi¢do que a Krigagem possui. Outro exemplo é que normalmente as Redes
RBF nio utilizam um polindmio na sua interpolacdo como a Krigagem, que
melhora o resultado da interpolagcdo. Além disso, toda a base estatistica que
¢é usada para realizar a interpolagdo da Krigagem pode se estender as Redes
RBF, devido a equivaléncia. Porém, a utilizagdo de um procedimento de um
método em outro deve ser feita com cautela. Alguns destes procedimentos se
baseiam nas premissas de cada método e podem ndo fazer sentido utiliza-la
no outro método sem esse cuidado. Por exemplo, para estimar o erro de inter-
polacdo nas Redes RBF é necessario que a fungdo de ativagio seja ajustada
pelo semivariograma experimental, e que seja um semivariograma valido, de
acordo com o exposto na secio da Krigagem.

Os célculos de complexidade em notagdo “Big O” demonstraram que
as Redes RBF sdo muito mais eficientes computacionalmente que a Kriga-
gem. Isso se deve ao fato que as Redes RBF s6 calculam os pesos uma vez e
os reutilizam em todos os dados interpolados, enquanto a Krigagem precisa
recalcular os pesos para cada ponto a ser interpolado.
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Foram feitos experimentos que demonstraram na pratica a complexi-
dade dos métodos comparados, onde as Redes RBF obtiveram resultados de
mais eficiéncia computacional quando foi aumentada a quantidade de dados
amostrais. Ja o aumento de dados interpolados gerou um aumento relativo
no tempo de processamento igual nos dois métodos, e esse resultado era es-
perado pela complexidade calculada, que nio inclui a quantidade de dados
interpolados.

Foi verificado, também através de experimentos, que a biblioteca mGs-
tat do MATLAB implementa a Krigagem da forma tradicional em que foi
descrita nesta dissertacdo, o que a deixa menos eficiente computacionalmente
que as Redes RBF.

Em outro experimento, utilizando o software comercial GS+, foi ve-
rificado que este implementa a Krigagem de forma otimizada e néo sofre o
problema que a implementacdo original sofre em relacdo ao perda de efici-
éncia computacional relacionada ao aumento de dados amostrais. Porém, o
software limita a quantidade de dados amostrais que podem ser usados, pro-
vavelmente para evitar que o processamento se torne muito custoso.

Apesar de o objetivo inicial ter sido melhorar os métodos, ele ndo foi
totalmente atingido. Isso porque, apesar de ser possivel uma maior eficiéncia
no método da Krigagem, o seu tempo de processamento serd igual ao do mé-
todo das Redes RBF, que ji conhecido. Além disso, ndo foi obtida nenhuma
melhoria em relag¢@o a diminuir o erro de interpolagao.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Existem algumas areas que sdo de interesse para pesquisas futuras,
mas que ndo foram estudadas e analisadas com profundidade durante a ela-
boracdo desta dissertacdo.

Um estudo possivel € verificar se a adicdo de dados interpolados nos
dados amostrais melhora a interpolagdo. Apesar de ficar um algoritmo com-
putacionalmente mais custoso, a inten¢do € que as dreas sem dados amostrais
tenham uma interpola¢do melhorada.

Outra drea que existe muita possibilidade de pesquisa é a de estudar
algoritmos que estimem melhor o semivariograma. Afinal, a Krigagem s6
obtém uma boa interpolagdo quando o modelo de semivariograma é bem es-
timado.

As Redes RBF exatas foram analisadas nesta dissertagdo. Porém, as
Redes RBF mais popularmente usadas sdo as que centralizam as fungdes de
base radial dos neurdnios nos agrupamentos de dados amostrais, ou em po-
si¢des aleatérias e bem distribuidas. Uma linha de pesquisa interessante é
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verificar matematicamente se é possivel utilizar a varidncia da interpolagéo,
oriundo da Krigagem, nestes tipos de Redes RBF.

Além disso, existem muitos tipos de Redes RBF e Krigagem ndo ana-
lisados, como tipos em que os pardmetros da funcao de ativacao sao diferentes
para cada neurdnio, ou tipos de Krigagem que utilizam uma janela de dados
amostrais para calcular o semivariograma, também gerando semivariogramas
com diferentes parametros para cada dado a ser interpolado.
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