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RESUMO

O problema da otimizag3o consiste em determinar os valores
6timos (méaximos ou minimos) de uma fungo, a qual é denominada de fungio objetivo. Esta
fungdo objetivo depende de um conjunto de varidveis as quais sdo denominadas de varidveis
- de decisdo ou de controle. o

A teoria da otimizagio desenvolve métodos deterministicos .
(numéricos ou analiticos) e estocasticos (simulagdo convencional, algoritmos genéticos, etc.),
para a obtengiio dos valores 6timos das varidveis de decisdo dos problemas de otimizagdo.
Valores estes que vio determinar a imagem 6tima (m4xima ou minima) da fungdo objetivo.

O objetivo da otimizagio global é determinar o menor dos
minimos ( ou o maior dos maximos), que pode ser tnico ou nio, porém sua imagem serd
tinica; a este ponto denominamos de minimo global.

: Este trabalha procura localizar deterministicamente o minimo
global de problemas de programagio matematica ( preferencialmete nio-linear), sugerindo
um algoritmo que se utiliza de modificagdes do problema original, usando para isso uma
nova fungo objetivo, e removendo a antiga fungio objetivo para junto das restrigdes iniciais.

Para a verificagio dos resultados foram usados algoritmos
genéticos que sdo métodos estocasticos na forma de uma simulago inteligente, usando para
isso mecanismos que a genética animal utiliza para o melhoramento das espécies, tais como
operadores de mutagdo e crossing-over. A otimizagio se faz usando a lei de Darwin, ou seja,
o algoritmo da prioridade para aqueles que fenotipicamente sio mais aptos, deixando em
segundo plano os elementos mais fracos, porém ndo os desprezando completamente, pois
devido a sua formagio genotipica, eles podem em alguma geragio posterior dar contribuigdes
de melhoria.



ABSTRACT

The issue of optimization consists of determinig the optimal values
(maximum and minimum) for a function called objective function. This obJectlve function
depends on a set of variables called decision or control variables.

This optimization theory develops deterministic (numerical or analytical)
and stocastic methods convencional simulation, genetic algorithms, etc), so that optimal
values dealing with decision variables regarding the issues of optimization can be obtained.-
These values will determine the optimal unage (maximum or minimum) of the objective
function.

The objective of the global optimization is to estimate the lowest
minimum (or the highest maxitnum), wich can be unique or not, but it's image will be unique.
Such a point we call global minimum. |

The study intends to estimate deterministically the global minimum of
problems related to mathematical programing. (preferably non-linear), by indicasting an
algorithm wich requires changes in the original problem through another objetive function
and removal of the previous objective function to it's initial restrictions.

The estimation of the results was done trough genetic algorithms wich
are stocastic methods in the shape of an intelligent simulation and mechanisms used by the
animal genetics to imporve the species as, for example, mutation operators and crossing-over.
‘The optimization happens with the use of Darwin law, that is, the algorithm gives priority to
those phenotypically more qualified ones and lets weaker elements behind withoud neglecting
them completely because, due to their phenotypical formation, they can, in any later
generation, contribute to improvement.
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1. INTRODUCAO

1.1. Origem do Trabalho

A Pesquisa Operacional, segundo Ehrlich, é "uma metodologia de
estruturar processos aparentemente nio estruturados por meio da construgdo de modelos.
Utiliza um conjunto de técnicas quantitativas com o intuito de resolver aspectos matematicos
dos modelos"[10]. |

As técnicas quantitativas dividem-se em grandes grupos, como:
métodos estatisticos, simulagio, PERT/CPM, teoria do inventario, teona das filas,
programagio dinimica, programagiio heuristica, programagio linear e programagao ndo-
lmea.r Estas técnicas nés classificamos normalmente como classicas.

A programagio matemitica (linear, ndo-linear, dinamica,
heuristica), tem por objetivo o estudo teérico dos problemas de otimizagio finita, assnn como

concepgao e nnplementaqio de métodos numéricos para resolvé-los.
| A programagio linear geralmente é apresentada em separado do
caso ndo-linear, por motivos historicos e praticos. Os motivos histéricos ndo merecem
comentarios aqui, porém os praticos advém do problema da convergéncia, que na
programagdo linear pode ser obtida num nuimero finito de passos, o que niio ocorre tdo
facilmente nos problemas de programagio n3o-linear, além de que o ferramental matemético-
necessario no caso linear é muito menor do que no caso n3o-linear.

Acreditamos que tdo importante quanto o assunto a ser
pesquisado é a sua escolha, pois ele deve estar ligado ao pesquisados e atender as suas
inclinagBes e limitagdes. Ele ndo deve ser escothido como objetivo € como meio de atender
uma exigéncia regulainentar, deve ser escolhido sim, como a iniciagdo dentro de uma linha de
pesquisa e em busca de uma realizagio profissional. Assim, devido a nossa formagio
académica admitimos que, um forte lago nos une aos aspectos matematicos envolvidos em
aplicagdes praticas. Aspectos tdo numerosos numa éarea tio fértil que é a Engenharia de
Produgdio. Com isso fica legitimado o nosso compromisso quase que sentimental com
programagdo ndo-linear, por ela permitir e ao mesmo tempo impor grande habilidade com
esta Ciéncia que é a matematica. ' '

O motivo que nos levou a escolher a Otimizagdo Global, dentro
da programagio nio-linear, foi a vontade que temos em dar continuidade aos trabalhos ja
iniciados por parte de nosso professor orientador, que em outra ocasido chegou a trabalhar
com um dos maiores pesquisadores na é&rea, que é o respeitivel Dr. Professor R. Horst



(Universidade de Trier - Trier - Alemanha). Trazendo-nos desta convivéncia subsidios
bibliograficos, além do seu entusiasmo por este tema.

1.2. Objetivo do Trabalho

O objetivo fundamental do presente trabalho divide-se em duas
partes: '

(I) Construir um algoritmo que permita a localizagiio do ponto de
‘6timo global dentro de problemas de programagio matematica (ndo-linear) multimodais;

(II) Apresentar subsidios matematicos ja existentes em literatura
especifica, que fundamente cientificamente o algoritmo proposto.

1.3. Importancia do trabalho

A otimizagdo global é uma area recente de pesquisa dentro da
programagdo matematica. Ndo haveria a principio nenhuma necessidade que justificasse o
motivo de iniciar pesquisas neste sentido, pois frente aos modelos diditicos que
costumeiramente s3o utilizados dentro da programago nio-linear, os conceitos do calculo
diferencial sio suficientes para a localizagdo dos pontos de 6timo. Porém, quando partimos
para modelos profissionais praticos de porte mais consideravel, a localizagio do ponto de
6timo global pode significar uma economia consideravel, independente de sua especificagdo
(monetaria, recursos naturais, recursos materiais, ou outro). ‘

Heuristicamente parece razoavel admitir que, para localizarmos o
6timo global de um problema de pragramagio nio-linear, seria partir de um conjunto nio-
vazio e ndo-unitario de pontos de partida (startpoints), e utilizar como 6timo global aquele
que verificar os melhores valores de retorno. Este tipo de técnica pode eventualmente até vir a
localizar o 6timo global, porém n3o hd garantia nenhuma de que isto se verifique.

Atualmente, além dos problemas praticos de otimizagio de
utilizagdo e alocagdio de recursos naturais, temos a inteligéncia aplicada que tem como
objetivo simular em computadores (hardware) o comportamento do raciocinio humano,
usando para isso software (programas) especificos. Para isso langa-se mio de uma
ferramenta, denominada pelos profissionais da 4rea de inteligéncia artificial, como redes
neurais. Estas redes além de simularem a fungio dos neurdnios humanos, sdo também
bastante numerosos. Estas redes precisam ser otimizadas a ponto de cometer o menor erro
quando estiverem diante de uma situagdo, e frente a ela tiver a responsabilidade de tomar
decisdes. Evidente que a decisio é na verdade a solugdo 6tima de um problema de
programag3o matematica. Acreditamos que com o algoritmo a ser apresentado, estaremos de
alguma forma contribuindo na resolugio deste problema, fazendo com que a possibilidade de
erro por parte de uma rede neural seja minimizado globalmente. |



1.4. Estrutura do Trabalho

O presente trabalho foi dividido em seis seges.

Esta segdo visa definir os objetivos do trabalho apresentado, bem
como sua importincia e limitagdes.

A seglo seguinte, denominada "Aspéctos Topoldgicos" tem por
~ objetivo apresentar um sumério conceitual sobre topologia, que vem de encontro as
necessidades de entendimento do algoritmo a ser exposto. Serdo vistos conceitos como
espagos topolégicos, conjuntos fechados, conjuntos abertos, vizinhanga, ponto interior, fecho,
aderéncia, ponto de fronteira, ponto de acumulagiio, espagos separdveis, métrica, conjunto
limitado, bola aberta, bola fechada, espagos compactos, coberturas, espagos conexos,
sucessOes, convergéncia ¢ divergéncia de sucessdes, fungio continua, espagos homeomorfos,
bem como boa parte dos teoremas obtidos através do uso destes conceitos.

O terceiro capitulo visa apresentar conceitos e teoremas utilizados
dentro da teoria de otimizagio matematica. Estes teoremas e conceitos permitirio um
tratamento unificado e rigoroso de varias éueStﬁes, que aparecem COmMO:, CONEs CONVEXOs,
hiperplanos, fungBes concavas (diferencidveis), maximizagio de fungdes, bem como teoremas
classicos como o de Farkas e o enunciado das condigdes necessdrias e suficientes de Kuhn-
Tucker. .

O quarto capitulo estabelece a caracterizagio do 6timo global,
isto é feito mediante a teoria da programago ndo-linear preescrita em manuais especificos,
bem como a apresentagio de definigSes e teoremas recentemente criados por estudiosos.da
otimizagdo global. | _

, O quinto capitulo é o ponto alto do trabalho. Nele é apresentado,
um algoritmo ndo-numérico, para a obtengdo do ponto de 6timo global de problemaS de
programagio ndo-linear. Caracterizado pela modificagiio estrutural do problema inicial, o
algoritmo cria uma nova fungio objetivo, incorporando a antiga as restrigdes ja existentes.

O sexto capitulo apresenta os resultados obtidos com o uso do
algoritmo, em problemas de programagio ndo-linear, obtidos em bibliografias, que tratam da
obtengdo de resultados 6timos globais. Estes problemas serdo denominados por nés de
problemas patogénicos, devido a sua construgio que dificulta enormemente a obtengiio do
otimo global. | |
Além destes seis capitulos, acompanham em anexo a
documentagio dos problemas resolvidos, bem como apresenta um resumo das técnicas mais |
freqiientes utilizadas pela programagfio ndo-linear, para a otimizagio dos problemas
apresentados. Traz também listagens dos programas computacionais que utilizam conceitos
de estudos recentes denominados de algoritmos genéticos, que sdio técnicas estocisticas na
forma de uma simulagio inteligente, utilizando para tanto mecanismos naturais de
melhoramento genético, idéntico ao utilizado pelos seres vivos.

1.S. Limitagdes do Trabalho



_ O algoritmo possui algumas variagdes que ndo foram
devidamente testadas, sdo elas: |
(1) O comportamento do algoritmo frente a problemas de grande
porte.
| (2) O algoritmo somente foi testado em problemas que
inicialmente possuiam restrigdes convexas, com o uso do nosso algoritmo a Unica restrigio
nio-convexa, fica sendo a antiga fungdo objetivo, que é incorporada as restrigdes dadas
inicialmente.



2. ASPECTOS TOPOLOGICOS

2.1. Espagos Topologicos

Ao se tratar com otimizagdo, ha a necessidade de se fazer algumas
consideragdes topologicas as quais mesmo que n3o se autoexpliquem no decorrer do texto,

fundamentam intuitivamente o assunto.

Definigdo 2.1

Denomina-se por topologia (ou estrutura topolégica) o conjunto nio

vazio X, toda a familia T de subconjuntos de X satisfazendo:
(1) X e O sdo elementos de T;

(ii) A intersecgio de um nimero finito de elementos de T é ainda um
elemento de T;

- (ii1) Toda a unido de elementos de T é um elemento de T.

Os elementos de T serdo designados por abertos de X (para a topologia

7).

O par (X,7) é chamado de espago topolégico.

Observagdo: Por abuso de linguagem designaremos X pbr espago
topologico sempre que ndo haja possibilidade de confusio sobre a topologia a considerar.



Definigédo 2.2

Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto F de X é um fechado se
o seu complemento, que notaremos por X\F, for um aberto.

Teorema 2.1
A familia dos fechados de um espago topoldgico X tem as seguintes
propriedades:
(p;) X e @ sdo fechados,
(p,) A unido finita de fechados ¢ um fechado;
(p3) A intersecgio de fechados ¢ um fechado.

] A demonstragio é imediata a partir das definig¢des de fechado e aberto.
E necessario notar que: (Leis de Morgan) '

(I)X\[ﬁGi}= ﬁ[X\Gi];
i=1 i=1 i

n

(2)X\|:ﬁGi:,= UIX\Gi],
i=1

i=1

com G; subconjunto de X, utilizados para as demonstragdes.

Defini¢do 2.3

Um subconjunto v de um espago topoldgico X, ¢ uma vizinhanga de um
elemento x de X, se existir um aberto Atalquex e Ae Acwv.

Designaremos a familia de vizinhangas de x por 9(x).

- Observagbes:
e  3(x)ndo é vazia;
e  xéelemento de qualquer das suas vizinhanqas;
. .Sev € 3(x) e v w, entio w € 3(x);
- o Toda intersecg@o finita de vizinhangas de x é ainda elemento de

3(x);



E evidente que um aberto é vizinhanga de qualquer dos seus elementos.
Se suposermos que um conjunto A é vizinhanga de todos os seus elementos, entiio para todo o
elemento x de A, A é vizinhanga de x, logo existe um aberto A tal que:

xeA, eAy,CA

Como A= U{x}, entdo Ac[ UAX:}. Por outro lado, [ UAX]C A

. IEA XeA xXe A
(pois A, < A), donde A= U A, . Por (iii), podemos agora afirmar que: um subconjunto A de
XeA o
um espago topologico X é aberto se € s6 se A € 3(x), paratodo x em A.

Definigdo 2.4

Seja A um subconjunto do espago topoldgicoX. Um elemento x de X é

ponto interior de A, se A for vizinhanga de x. Designa-se por interior de A o conjunto de
v o .
pontos interiores de A. Notaremos o interior de A por A.

[o]
Observagiio: K evidente que A < A.

Teorema 2.2

Seja X um espago topoldgico. Se A e B forem subconjuntos de X,
entio: ‘

o ' : °
(a) A é o "maior" aberto contido em A, isto é, A é aberto e todo aberto
(o)
A, contido em A, satisfaz A ¢ A c A

o
(b) A éabertose esése A= A.

0 : 0
(c) Se A é subconjunto de B entdo A é subconjunto de B.

[¢]
P — [s)

(d)AmB=AmI§

4]
N — o

‘(e).AuB=AuI% -

Demonstracio

) o
(a) Seja x um elemento qualquer de A. Como A € 9(x), existe um

aberto A, tal que x € A; < A. Vamos provar que todo aberto A, contido em A, est contido



o} o]}
em A (em particular, A; < A). Seja y um elemento arbitrario em A. Como A ¢ aberto, entdo
. (o]
A é vizinhanga de y. Mas A < A, logo A € 9(y). Por defini¢io de ponto interior, y € A,
(o] : (o] o
donde A; c A. Podemos entdo afirmar que x € A c A, isto é, A € 3(x). X era arbitrario em

(o] (o]
A, logo A é aberto por ser vizinhanga de qualquer dos seus pontos.

: O
A demonstragio deste item termina se observarmos que A c A.

(b) Se A é aberto, entio é o "maior" aberto contido em A. Logo pelo

(o] (o] (o]
item anterior, A em A sdo iguais. Suponhamos agora A = A. Ainda pelo item anterior, A é
aberto. Logo A é aberto.

As demais demonstragdes nfo julgamos necessarias observando apenas
que em (e) a inclusdo pode ser estrita.

Definigio 2.5

!

Designa-se por exterior de um subcojunto A de um espago topologico
X, e nota-se por ext(A), o interior de X\A. _ '

Definicdo 2.6

Seja A um subconjunto de um espago topologico X.

(a) Um elemento x de X ¢é aderente a A,‘se Vvedx®), vnAz0.

(b) Designa-se por fecho ou aderéncia de A, o conjunto dos pontos

aderentes a A.

Notaremos o fecho de A por A.

Observagdes:

e  Um ponto aderente a A pode nfio pertencer a A;

o Eevidente que Ac A,

Teorema 2.3

Sejam A e B subconjuntos de um espago topol(;gico X.

(a) A = X\(ext(A)).



(b) Aéo "menor" fechado contendo A, isto &, A é fechado e qualquer
fechado C, contendo A, étal que CD A D A.

(c) Aéfechadoseesdose A= A.
(©) AUB=AUB
 (ANBcANB.

(f) Se A é um subconjunto de B, entdo Aé subconjunto de B.

Demonstracio

(2) Demonstrar que A= X\ext(A) é equivalente a provar que
X\A = ext(A).

Vamos demonstrar esta Gltima igualdade. Seja x um elemento qualquer
de X\A. Entdox ¢ A, isto &, existe v € 9(x) tal que v A =@. Logo v X\A, , pertencendo
X ao interior de X\A. Entdo x € ext(A), o que nos permite afirmar que X\A < ext(A).
Fazendo o raciocinio no sentido inverso, provariamos que ext(A) c X\A. Provamos assim
que X\A e ext(A) sdo iguais.

(b) Pelo item anterior sabemos que A ¢ fechado, pois pelo Teorema
o]

0 _
2.2, X\ A é aberto.

Notamos que A A. Falta provar que se trata do "menor" fechado que
contém A. Seja C um fechado que contém A. Seja C um fechado contendo A. Entdo X\C é
(o}

0

—t— - rev—
aberto ¢ esta contido em X\A. Logo pelo Teorema 2.2, (X\C) © X\A. Mas X\ A = ext(A).
Entdo pelo item anterior, (X\C) — (X\A), donde C o A. :

Novamente deixamos de lado as demais alineas.

Definigio 2.7

Seja A um subconjunto de um espago topologico X. A fronteira de A,
que notaremos por fr(A), é a intersecgio dos fechos de A e X\A. :

Observagio: A fronteira de A é o conjunto dos elementos x de X, tais
que toda a vizinhanga v de x, tem intersecgdio nfio vazia com A e X\A. Estes pontos sdo
também denominados de pontos de fronteira.

Teorema 2.4

Seja A um subconjunto de um espago topologico X.



(@) A=AuUfi(A)= AU fi(A).

(b) fi(A) = A\A. |

(©) F(A) = X\(AU ext(A)).

(d) A é fechado se e 56 se fr(A) < A.

(e) A é simultaneamente fechado e aberto se € 56 se fi(A) =O. .

(b fr(A) é fechado.

Demonstracio

@ AURA)=AUANX\A)=AU (A A Xext.(X\A))) =
=AU (A m(X\K))=(Au K)m(Au (X\X))= AnX= K.‘
A penultima igualdade resulta de A Ae (X\X) D (X\A).

/i U fr(A)== A demonstra-se de modo analogo.

— - — ) . 0O
(b) fi(A) = AnX\A = An(X\A)) = An(X\A) = A\A,
(c) Demonstragdo analogo a das alineas superiores.
(d) Se A é fechado entdo fi(A) = Km(X\ A) = An(X\VA)CA.

Se fr(A) < A, entdo A=AuU fr(A) = A. Logo é fechado.

10

— o

(e) Se A é fechado, entio A = A. Se A é aberto, entio A = A. Lgo, por
o — _

(b), fr(A) = A\A = A\A = @. Se fr(A) = @, entdo por (a), A = A n fr(A) = A. Assim

_ o]
demonstramos que A é fechado. Ainda por (a), A = A. Esta tltima igualdade prova que A ¢

aberto.

M fr(A) AN(X\A)=(A)N(X\A), mas A e X\A sdo fechados.
Logo fr(A) AnX\A= fr(A), isto &, fr(A) é fechado.

Definigio 2.8

Sejam A um subconjunto do espago topoldgico X e x um ponto de X.

(a) x é ponto de acumulag#io de A se, para toda a vizinhanga v de X, se.

verifica (W{x}) " A=0.



v A= {x}.
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(b) x é ponto isolado de A se existir uma vizinhanga v de x tal que

(¢) Chamaremos derivado de A ao conjunto A' dos pontos de

acumulagio de A.

Observagdes:

E evidente que se x é ponto de acumulagiio de A, entfio x € A
Nem todo ponto de acumulagio de A tem que pertencer a A.
Todo ponto isolado do conjunto A pertence a A.

A ¢ a unidio do derivado de A e do conjunto dos pontos isolados
de A.

Todo elemento de A é ponto isolado ou de acumulagfio de A.

LogoK=A U Al

Teprema 2.5

Um subconjunto A de um espago topoldgico X é fechado se e s6 se

A'c A

Demonstracao

Se A é fechado, entiio A = A= A' U A. Logo A' C A.

Se A' c A, entdo A=AUA=A,0 que, pelo Teorema III, nos permite

afirmar que A ¢é fechado.

Definigdo 2.9

Um subconjunto A de um espago topologico X ¢ denso em X se A=X

2.2. Comparagcio de Topologias

Defini¢io 2.10
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Sejam (X,T)) e (X,T,) espagos topoldgicos. T é uma topologia menos
fina que T, (T, £ T,) se todo aberto de T, é aberto de T;.

2.3. Subespacos.

Teorema 2.6
Seja A um espago topologico (X,T) e AcX, A#&. Entdo

TA={AnY,3et}é uma topologia em A.

Demonstragio

(@) Como P e T, entdo P =(ANO) € Ty

1

Sabemos também que X € T, logo A= (AN X) € Ty.
(b) Sejam A e Ay elementosde T,. -

Entio A; = AN Aje Ay=An Ay, com A e A, elementos de T.

Logo AinAy=ANn(A] N Ay € Ty, pois(A; Ay € T.
(c) Seja {A;, 1 € N*} uma familia de elementos de T,. Para cada indice
iexiste A; € Ttal que A;= A A;. Como | JA, éelementodete U =An( U A),
ieN*

jeN* ie N*

entio U A; ainda é um elemento de Ty.
ieN :

Deste modo provamos o que pretendfamos,que T, € uma topologia em
A ’

Defingdio 2.11

Nas condigdes do teorema anterior, T, serd designada por topologia
induzida em A, por T e (A,T ) é subespago topologico de (X, 7).

Por comodidade, escreveremos A em vez de (A,7), sempre que dai ndo
advenha qualquer confusdo relativamente a topologia em questio.

Teorema 2.7

| Se A for um subespago de (X,T), entdo:
(a) Todo o fechado de A' € da forma A ~ F, com F fechado em «.
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(b) Se x for um elemento arbitrario de A, se 3(x) e I(x) forem,

respectivamente, as familias de vizinhanga de x em T, e T, podemos afirmar que todo o
elemento v de 3,(x) pode ser escrito na forma v = A M vy, com vy € 3(x).

Demonstracio

(a) Seja F um fechado em (A,74). Entdo A\F = AnS, com J€7. Logo
F = A(AN9) = AnXN(ANY)) = AnX\A)UX\Y)) = AnX\3) = ANF,, com F; = X\A em
fechado em (X\17).

(b) Se v € 3,(x), entdo existe A=(ANnJ)eTptalquexe Jpcve
A aberto em (X\T). ’ |
~ LogoxeAnScv.

| E evidente que v; = v U 8 é um elemento de 8(x). Além disso, v; N A=
=(vNA)UBNA)=vu i, =v.

2.4. Espaco Produto

Definicdo 2.12

Sejam {(X,Ti)} 1 <k UMa familia finita de espagfos topologicos e

n
X=T1X..
k=1

Para k entre 1 e n, consideremos abertos wy, em Xj.

n
W=]] W, é designado por paralelepipedo aberto de bases (W) <x<n-
k=1 ,

Teorema 2.8

Nas condigdes da definigio anterior, a familia T das uniGes de
paralelepipedos abertos de X, é umma topologia em X.

Demonstracio

n
X=Xk €T
v k=1

O=0xXyx..xX, €T

(ii) Sejam A e B elementos de T, entdo:
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A= U[ IBIWuc} B= U[ﬁwjk}
icllk=l  Je  jellk=l

- com Wy e Wy, elementos de Ty, pard ielejelek entrelen.

AnB=[g(ﬁwﬁ]]n[g@lek]}:

- U ( [ w,-k)r{fllekﬂ=
(,))elxJ| \k=1 =]

= U | IT(Wy ﬂij)]

(i,j)elxiLk=1

Logo A n B pertence a T, pois Wy, e W;; sdo elementos  de Ty

(iii) Seja A; elementos de T, para j ¢ J. Entdo: .

Aj= U[ﬁwlk:}

_ leLl k=1

Logo:

UAJ'=U[U(IEIWH<HET

jel jellleL\k=1

Definicfo 2.13

A topologia definida no teorema anteiror é designada por topologia
produto da familia {7y} ;<<

| (X,7) sera designado por espago topologico produto ou espago produto
da familia de espagos (Xy, Ty <k<n-

Definicio 2.14

Seja X um espago topoldgico

(a) Dois pontos x e y de X sfio separaveis se existem v € 9(x) e
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we Y(y)taisque vnw=0.

(b) Se todos os pares de elementos distintos de X sdo constituidos por
pontos separaveis, entdo X ¢ separado.

Teorema 2.9

Todo subespago A de um espago separado X, é separado. -

Teorema 2.10

'Se (X);<ken for uma familia de espagos separados, o espago produto

n
X=]1X; é um espago separado.
F1 ,

Demonstracio

Sejam X = (X;)1<i<n © ¥ = (YD1<i<n dois elementos distintos pertencentes
aX.

Como x #y, existe k entre 1 e n tal que xy # Y.

Mas X é separado. Logo existem vy € 9(xy) e wy. € 9(yy) tais que
Ve "W =,

Consideremos v =X; X X5 X ... X X} X Vg X ... X X;; € 3(x)

e

W=X; XXy X ... XXj g XWEX... xXnve 3(y).
Entdiovnw=0,poisvpnw=9.

Como x e y eram arbitrérios, X é separado.

Corolério 2;'1

RN é separado.
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2.6. Espagos Métricos

Definicio 2.15

Seja X um conjunto ndo vazio.

(a) Uma aplicagio d: XxX — R+ é uma distincia (ou métrica) em X,
se satisfaz os seguintes trés axiomas:

DV (xy) € X*, [d06y) = 0) > (x=).
(VY (xy) € X*, d(x,y) = d(y,%).
(i) V (xy.2) € X, d0xy) < dixy) + dv;2)
(b) Se d for uma distincia em X, entdo (X,d) é um esp%tgb métrico.
E chegado o momento de observarmos uma série de itens, por exemplo:

D) ERXR—RT > € uma métrica em R.

x,y)-k-y|

(2) Consideremos as seguintes aplicagdes:

d: RXR">NR,

oS mf

d: RIXR" >R +
o> ) nleonfZ e
d; RxR" —>R.
*x=(Xj )1<i<n

=01)igign

1€isn

(x,y)-amaxl X =Yi |,co

d;, d, e d; sdo distancias em 1.
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: Sempre que nada seja dito em contrario, consideraremos definida em
RN a distincia d.

A unica dificuldade que podera existir para demonstrar que d,, d; ¢ ds
sdo distincias em R, devera residir em provar que d satisfaz (iit).

Vamos fazer esta demonstragio.

Sejam x = (%) )<i<n ¥ = (Y1<i<n © Z = (2)1<i<n elementos de R,

Comecemos por provar que se ay ¢ by sdo elementos de R (1<k<n),
~entdo:

=3 ai}.[kn bi}——;— i (a?b}—Zaiajbibj+a§b?)]=

[~ n n 1 n ( n n
SONEORES CHREN

k=1 k=1 2 i=1 \ i1 i=1

( ; s ] [ » " 2
= Zajbj)+[2a§).[2bf) :[Zaibi].[Zajbj]=[Z(akbk)]

\ =1 =1 i=1 1 Li=a 1 k=1

Obtivemos, assim uma igualdade que nos permite concluir a
desigualdade de Cauchy-Buniakovski, que é da forma:

n 2 n n
San] 4] 3]
k=1 k=1 k=1 ’

Consideremos a; =y - X € b =7 - Yy

Entao:



seguintes axiomas:

pela norma.
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62 = 3 () = o b = ok +2 Slaybe)+

k=1
+32 ‘E k+2‘}2ak,f2b +2b2—
k=1 k=1 k=1 k=1
[\/Zak*’\/i }
k=1 k=1

Logo:

d(x,2) < \/i(yk —x )+ é:l(zk v ) =d(x,y)+d(%,2)

k=1
(3) Seja X um espago vetorial sobre K (R ou C).

Uma aplicagio || . [ X —» R+ é uma norma em X, se satisfaz os

HVxeX ViekK|Aix|=|M]]x]
i)V (xy) e X4 | xty < x|+ ]yl
(iii) | x || = 0 se e somente se x = 0.

E facil verificar que a aplicagio d: XxX — R+ é uma distincia em X.

Designa-la-emos por distincia associada a norma ou distincia induzida

Definicio 2.16

Seja (X,d) um espago métrico e A um subconjunto nio vazio de X.
(a) o didmetro 6(A) de A, é definido 6(A) = sup.{d(x,y)/(lnlr,y)eA2 }.
(b) Se 8(A) < +eo, entdo A ¢é dito limitado.

(c) Se 3(A) = +o0, entdo A é dito ndo-limitado.

Observagiio: Se A=, convenciéna-se S(A) = -o0.

Definicio 2.17
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Sejam (X,d) um espago métrico, A ¢ B subconjuntos no vazios de X.

Designemos por distincia de A e B (que notaremos d(A,B)), o seguinte
valor d(A,B)= inf d(xy). :
(%,y)AXB

Defini¢do 2.18

Seja (X,d) um espago métrico:

(a) Bola aberta de centro x e raio r, com x € X er 2 0, é o conjunto
DX,r) = {y € X : d(xy) <r}.

(b) Bola fechada de centro x ¢ raior, com x E X e r 2 0, é o conjunto
DX;r)={y € X:d(xy)<r}. | |

(c) Esfera de centro x e raior, x € X er 20, € o conjunto

S(xr)={y e X: d(xy) =r}.

Teorema 2.11

Sejam (X,d) um espago métrico ¢ A um subconjunto ndo vazio de X.
Entdo A é limitado e e somente se estiver contido em alguma bola aberta de X.

Demonstracio

Consideremos A limitado.

Entio A < D' (x,6(A)), com x um qualquer elemento de A. Seja agora
A um subconjunto de D'(y,r/2).

Logo para X, € X, arbitrarios em A(X},X2)<d(x1,y)+d(y,xp)<r.

Podemos afirmar qﬁe A ¢é imitado, pois 8(A) <r.

Teorema 2.12 |
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Seja (X,d) um espago métrico. Consideremos T4 a familia constituida
por @ e pelos subconjuntos A de X tais que, para todo elemento x de A, existe r > 0
satisfazendo D(x,r) < A.

Entdio T4 é topologia em X.

Demonstracio

E evidente que @ ¢ X sio elementos de T4. Sejam A e B elementos de

T4- Vamos provar que A N B ainda é elemento de T4 A demonstragdo é imediata de AN B =
Q. Seja x um qualquer elemento de A n B. Sabemos que existem r; e r, reais pos1t1vos tais
que B(xy,1y) < A e B(xy,19) c B.

Portanto (A n B) € 74, pois, para r=min(r},r;), B(x,r)c(AnB).
Consideremos um conjunto I de indices de (A;);c; uma familia de elementos de 4. -

Se x for um elemento de D= J A;, existem reais positivos r(i € I) tais

iel

que B(x,rj)  A;c D. Logo D € 1,.

Defini¢dio 2.19

Consideremos (X,d) e Ty nas condigdes do teorema anterior. Ty

des1gna—se por topologia associada 2 estrutura métrica de X e (X,'rd) éo espaco topoldgico
associado ao espago métrico (X.d).

Teorema 2.13

Num espago métrico (X,d), toda bola aberta é um aberto e toda a bola
fechada é um fechado.

Demonstracio

Seja B(x,r) uma bola aberta e y um seu elemento. Seja

= (r-d(x,y)) > 0. Entfio ¢ facil provar que B(y,s;) < B(x,r).
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Teorema. 2.14

Todo espago métrico é separado.

Nio demonstraremos o teorema.

Definicio 2.20

Duas distancias d' e d" sdo equivalentes em X, se existirrmm > 0 e M >
-0 tais que paratodooxe yem X

md'(x,y) < d'(x,y) £ Md"(xy).

Teorema 2.15

{

Duas métricas equivalentes em X, tem a mesma topologia associada.

Nio iremos fazer a demonstragio deste teorema. Ela se baseia em
provar que toda bola aberta D(x,y) para a topologia associada a cada uma das métricas
contém uma bola aberta D(x,r') para a topologia associada a outra métrica.

2.7. Espagos Compactos

Definicio 2.21

: Sejam X um conjunto nio vazio e {X;};; uma familia de subconjuntos
de X. '

(@) Se |JX;=X, entdo {X;};c; ¢ uma cobertura de X. Se I ¢ finito a
iel :
cobertura diz-se finita.

_ Caso todos os subconjunto X; sejam abertos, a cobertura designa-se por
aberta.

(b) Se {X;};c é cobertura e se existe J — I tal que J finito ¢ {JX;=X,
ieJ
entdo {X;};c; ¢ uma subcobertura.
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Definigio 2.22

Seja X um espago topoldgico. Se toda a cobertura aberta de X, é
possivel extrair uma cobertura finita, entdo X ¢ um espago compacto.

Teorema 2.16

Seja X um espgo topolégico. X é compacto se e somente se toda a
familia {F;};.; de fechados de X; tal que a intersecgdio de qualquer sua subfamilia é nfio vazia
satisfaz ) F; @. :

iel

Demonstracio

Suponhamos que x ¢ compacto ¢ toda a subfamilia finita de {F;}ic; tem

mtersecc;ao nio vazia. Se U F;# O entdo u ('X\Fl)-‘ X\( u F)—X
iel

Logo {X\F;}¢j, isto €, .UJ(X\Fi) =X, com J finito.
1€

Isto levar-nos-ia a afirmar que U F; =0, com ] finito, o que contradlz
iel]

a hipétese formulada. Entio U F; # Q.
iel

Suponhamos agora que, se toda subfamilia ﬁmta de uma familia {F;};c;

de fechados tem intersecgfio vazia, entio U F;# O.
iel

Seja {Ag}ses uma cobertura aberta de X, escolhida arbitrariamente.
Suponhamos que {Ag};.s ndo admite qualquer
subcobertura finita de X.

Logo, para todo o subconjunto finito de S, { A}t é tal que

# X
teTAt

Entio ~ (X\Ap# O.
teT

Corolario 2.2
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Num espago compacto X, toda a parte infinita A admite um ponto de
acumulagio.

Demonstracdo

Suponhamos que A ndo possui qualquer ponto de acumulagio. Como
A é infinita, A contém um subconjunto numeravel F = {f}, f;, ... £, ...}, comf# f;, sei#j. F
ndo tem pontos de acumulagio, logo F' = @. ’

Sabemos que F = F U F'. Entdo F =F, isto é, F é fechado. Qualquer

subconjunto G de F ¢ fechado, pons G' c F' = Q. Para todo niimero natural n, consideremos

= {f,, f1+1, ---}. Obtemos assim uma familia {Fn}neN de fechados tal que a intersecgio de
umaqualquer subfamilia finita é ndo vazia.

Pelo teorema anterior, a intersecgdo dos elementos da familia ndo
vazia, o que constltui um absurdo. Logo A possui um ponto de acumulagio.

Teorema 2.17

Seja X um espago compacto. Em X, todo fechado é compacto.

Demonstracio

Em X, consideremos um fechado A. seja {A,};c] uma cobertura aberta
de A, {A;};<; é uma cobertura aberta de X. Logo admite uma subcobertura da forma

{A;}ies Y {X\A} com subconjunto finito de T.

Entdo {A;};c; admite a subcobertura finita {A;};c; de A. Como a
cobertura {A,;};; foi arbitrariamente escolhida, A é compacto.

Teorema 2.18

. Seja X um espago topoldgico separado. Em X, todo o compacto ¢é
fechado. ’ '

Demonstracio
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Seja A um compacto em X. Seja y um elemento arbitririo de X\A.
Como X e separado, podemos afirmar que para todo o elemento x de A, existem vizinhangas,
Vv, € W, respectivamente de x € y, cuja intersecgfio é vazia. :

Vamos sem perda de generalidade, supor v, e wy abertos. {vy}yep €

uma cobertura aberta de A admitindo, visto A ser compacto, uma subcobertura finita
{ij}lsisn'

. |
W=(") W, é uma vizinhanga de y, cuja intersecgio com vy;(1<j<n) ¢

F1 | |
vazia.

n n
Logo, wr\Acwr{ U ij )= U (Wn ij )=0.
1 1

Entéo X\A ¢ vizinhanga de y, pois w ¢ X\A.

Como y era arbitrario em X\A, podemos afirmar que X\A ¢é aberto, o
que equivale a dizer que A é fechado.

Corolario 2.3

Num espago compacto e separado, uma parte A & compacta se ¢
somente se é fechada.

Demonstracio

Nio seré apresentada a demonstrago.

Teorema 2.19 (Teorema de Tvéhonoﬁ)

Sejam X e Y espagos topologicos. Entdo XxY é compacto se e somente
se X e Y sdo compactos.

Demonstracio

A demonstragio ¢ bastante extensa, razdo pela qual a ndo
apresentamos. O leitor mais interessado poderd consultar o livro de Elon Lages Lima, que
est4 indicado na bibliografia. '
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Corolario 2.4

Se X, Xj, ..., X, forem espagos topoldgicos, entdo X;xXpx..xX,, é
compacto se ¢ somente se X, X, ..., X, forem compactos.

Demonstragio

Por indugdo matematica do corolario IIL

Teorema 2.20 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue)

Em R, todo intervalo fechado e limitado [a,b] é compacto.

!

Demonstraq%io
Se a = b, entfio [a,b] = {a} é evidentemente compacto.

Se A<b, seja {9;};; uma cobertura aberta de [a,b]. Designemos por E o

conjunto dos elementos x de [a,b], tais que existe uma subcobertura finita {8;};c; de [a,x]. E
evidente que E nio vazio pois a é elemento de E. b é majorante de E, logo E ¢ um

subconjunto nio vazio e majorado de R. Por um dos axiomas da construgdo dos reais, existe,
em [a,b] um supremo c de E.

Vamos provar que ¢ é elementode E e c =b.

(i) Como ¢ € [a,b], existe k em I tal que ¢ é elemento de A. Ay ¢ aberto
logo Ay € 9(c), existindo entdo € > 0 tal que (¢-2€, c+2€) C Ay.

Portanto [c-€,c+€] < Ay. Por definigdo de supremo, existe pelo menos
um elemento y na intersecgdo de [c-E,c] ¢ E. '

Comoy € E, existe J, ¢ I, I finito, tal que  A; > [a,b]. Logo [a,c] <
iely, ‘

(U Aj U Ay, isto é, ¢ € elemento de E.

1eJy
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(ii) Se c#b, entdo () A; v Ay) D [a.d], com d=inf{b,ct€} > c, olque
iel,
permite dizer que d pertence a E. Tal é um absurdo, atendendo ao fato de ¢ ser supremo de E.
Logo c=b.

Provamos, assim, que {A;};; admite uma subcobertura finita de [a,b],
logo [a,b] é compacto.

Teorema 2.21 (Teorema de Bolzano-Weistrass)

Todo conjunto infinito M, contido num intervalo fechado e limidado
[a,b] de M, tem um ponto de acumulagio.

Demonstragio
Basta aplicar o Corolario 2.2 e reparar que [a,b] é compacto.

r

Observagio: Um subconjunto A de R ¢ limitado se e somente se estiver
contido em alguma bola de R. Isto equivale a dizer que A ¢ limitado se e somente se estiver
contido em algum intervalo fechado e limitado [a,b].

Do mesmo modo A — R0 é limitado se e somente se estiver contido em
alguma bola do ™. Se a distancia considerada em R for d3, as bolas serdo do tipo:

B((xlaXZ:' . -9xn)ar)={(yl,y23- . ,yn) eRn: 12]12); IYI-X1|<r} =

= (X1, X H)X(Xp T, X)X, X(Xp1, X H).

Entio podemos dizer que A < R" & limitado se e somente se A ¢
fechado e limitado. '

Teorema 2.22

Um subconjunto A de R0 é compacto se e somente se A é fechado ¢
limitado.

Demonstragdo

Seja A compacto. )1 é separado. Entdo atendendo ao Teorema 1.17, A
é fechado. Falta provar que A ¢ limitado.

Consideremos wy, = (p-1,p+1), k = 1, 2, ., n. E evidente que

n
{ I W ,-k} constitui uma cobertura aberta de A.
k=1



27

n
Como A é compacto, existe uma subcobertura finita {I—[ W ’_k} 1<j<m-
‘ k=1

. ,
Seja M = én;)fn (pj+1). Entéo kl:Il [-My,M;], com M;=M,=..=M;=M,
contém A, o que nos permite pela observagio anterior afirmar que A é limitado. |

‘ n
Assim, A estd contido em algum conjunto P do tipo [] [a;b;]. Pelo
i=1

Teorema 2.20, cada intervalo [a;,b;] é compacto. Entéo pelo Corolario 2.4, P é compacto, 0
que prova atendendo ao Teorema 2.17, a compacidade de A. '

Teorema 2.23

Um subconjunto A de R é compacto se e somente se A é fechado ¢
limitado. , '

Corolario 2.5 (Teorema de Baire)

. Toda a sucessdo de intervalos fechados e limitados ([an,byDpen
satisfazendo, para todo n € N, [a,,b,] D [ay+1, bns1], tem intersecgdo ndo vazia.

Demonstracio

Basta aplicar o Teorema 2.23 a cada um dos intervalos e, em seguida
usar o Teorema 2.16.

2.8. Espacgos Conexos

Teorema 2.24

Seja X um espago topoldgico. Sdo equivalentes as trés afirmagdes:

(i) Nio existem dois abertos de X, ndo vazios e disjuntos, tais que sua
reunido seja igual a X.

(ii) Ndo existem dois fechados de X, ndo vazios e disjuntos, cuja
reunido seja X. '
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(iii) Os unicos conjuntos simultaneamente fechados e abertos em X sdo

Demonstracio

(a) Vamos comegar a provar (i) = (ii)
Consideremos verdadeiro ().

Se existirem dois fechados F; e F, em X, ndo vazios disjuntos e tais que

Fi U F, =X entio X = X\(F; n Fy) = X\F}) u (X\F;), com X\F; e X\F, abertos, ndo vazios
e disjuntos, o que contraria (i)

(b) (1) = (1)

Demonstragdo analoga a anterior.

(c) (i) = (1ii)

Consideremos verdadeiro (i1).

Se existisse um subconjimtp A de X, que verificasse simultanecamente:
(c) ) Az Q@

(cpA#X

(c3) A fechado

(c4) A aberto

entio A e X\A seriam dois fechados, nio vazios, disjuntos e de reunido

igual a X o que contraria a veracidade de (ii).

Logo, (iit) é verdadeiro.
(d) (i) = (i1)

Consideremos (iii) verdadeiro.

*Se existissem fechados F, ¢ F,, disjuntos, ndo vazios e tais que F; U F;

=X, entdo F; seria um aberto, pois F; = X\F; é fechado. Como F; ndo ¢ vazio nem ¢ todo o
espago X, chegariamos a uma contradi¢éo com o que é afirmado em (iii).

Logo, (ii) é verdadeiro.
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Mostramos assim, a equivaléncia de (i), (ii) e (iii).

Definicdo 2.23

Um espago topoldgico X, no qual seja verdadeiro um dos axiomas do
teorema anterior, é designado por conexo.

Definicio 2.24

- Seja A uma parte ndo vazia de um espago topoldgico X. A é uma parte
conexa ou, simplesmente, um conexo de X, se ndo existirem dois abertos U e V de X
verificando simultaneamente:

(DUNAZ2BeVAA+Q
QUAVNA=OD

B)AcUUV.

Teorema 2.25

Seja X um espago topoldgico € A um subconjunto nio vazio de X. A é
conexo se € somente se, para quaisquer abertos U e V de X satisfazendo em simultineo:

@QUNAVNA=0 |
GMUUVoOA

©ANU#0O

se pode concluir que A é subconjunto de U.

Demonstracio

Suponhamos que A ¢é conexo € que existem abertos UeV de X,
satisfazendo (a), (b) e (¢).

Se A e V tivessem intersec¢do ndo vazia, entdo A ndo seria conexo.
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Logo, VN A=0.

Por (b), podemos observar que A é um subconjunto de U. Para
provarmos a reciproca condi¢@o, vamos supor que quaisquer abertos U e V de X, satisfazendo
(a), (b), e (c), sdo tais que A é subconjunto de U.

Se A ndo for conexo, existem abertos U; e V; de X, tais que:
| MU NnAz2O0eViNnA%0O

QYUinV)nA=0

BGYAcUuV,

: Mas se (1'), 2", ¢ (3") sdio verdadeiras, entio, por um lado A < Uy, por
outro Ac V,.

Como A ¢é ndo vazio e (U n V)) n A = A, obtemos uma contradigdo
em (2"). '

Logo A é conexo.

Teorema 2.26

Seja X um espago topologico e (A));c) uma familia de conexos de X. Se

N Az, entdo A= U A, é conexo.
iel iel

Demonstracao

Seja (A));e1, uma familia de conexos de X, verificando n Az@. Sejam
iel
U e V abertos de X, satisfazendo as condigdes (a), (b), e (¢) do Teorema 1.25. Por (c), existe j
€ Ital que A; e U tem intersecgdo ndo vazia. Como além disso:

@UUV)NA=0
®YAcULYV
(c) A, € conexo

entdo pelo Teorema 2.25, A; € subconjunto de U.
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Assim o conjunto N A, que, por hipétese, é nio vazio, esta contido em
iel

U.

Logo, para todo o elemento i de I:
@YUuVYNnA=0
bYAcUULV

(MANUz20O

@ Al é conexo

'Entdo, ainda pelo Teorema 2.25, podemos afirmar que todo conexo A
¢ subconjunto de U.

Portanto A est4 contido em U. De novo pelo Teorema 2.25 concluimos
que A ¢ conexo.

Teorema 2.27

Seja A um subconjunto ndo vazio de R. Se A é conexo, entdio é um
intervalo de R.

Demonstracio

Seja A um conexo de . Suponhamos que A nido ¢ um intervalo. Entdo
ha dois elementos a € b, em A, distintos e tais que existe um elemento ¢ de (a,b), que n3o
pertence a A.

Nesse caso, os abertos (-0,c) e (¢, +w0) de R, satisfazem
simultaneamente:

(D) (oe)NnAz2De(c,t0)NA£OD
(2) ((-o0,€) N (c,+oo)) NA20
(3) A c (-00,¢) W (C,+0).

Logo, A é ndo conexo, o que contraria a hipdtese. Entdo A terd que ser
um intervalo em R.
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2.9. Sucessoes

Definicédo 2.25

(a) Uma sucessdo num conjunto x é uma aplicagéo

xN—>X

n—x(n)=x,,

Notaremos a sucessfo por X = (X,),en © designaremos x;, por termo
geral ou termo de ordem n de (X)) en-

(b) Uma subsucessio de (x,),y é uma aplicagio x ° ¢: N—x, com ¢
N—>N uma aplicagio estritamente crescente.

Notaremos a subsucess&o por (Xg(n))neN-

Definicdo 2.26

Seja x(n),y uma sucessio num espago topolégico X. Diz-se que
(X nen COnverge para um elemento a de X ou que (X,),n admite o ponto a por limite
quando n tende para +eo, se: Vv € 3(a) 3ny € N : V neN, n2ng=>x, € v.

Notaremos a=lim x,,.

Se existir a tal que limx,=a, entdo (X, ),y é convergente, caso

contrario diz-se divergente.

Observacio: O bom entendimento desta colocagdo, resultar na boa
compreensdo do algoritmo proposto pelo nosso trabalho.

Se (X,d) é um espago métrico, entio a=limx;, se ¢ somente se V€ > 0,
N

AnpeN:VneN,n2ny2x, € B(a,€). (1)

E evidente que a condigiio (1) equivale a V € > 0, 3 ngeN: V n € N,
n2ny2d(x,,a) < €.

Em particular se X = R, entdo a = y;,,, Xp Se ¢ somentese VE> 0,3
X950

npeN:VneN,n2ng=|x,-a]<€(2).
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A condigdo (2) ainda € equivalente a V€ >0,3ny e N: VneN,
n2ng = X, € (a-€, at+€). '

Em (1) poderiamos ter usado bolas fechadas.

Teorema 2.28

Se X for um espago separado e (x,), <) Uma sucessiio em X, entdo, caso
exista, o limite da sucessdo ¢ tinico.

Demonstracio

Seja (Xp)peny Uma sucessdio convergente em X. Suponhamos que'
existem af e bt distintos, tais que limx; = ae limx, =f.

i

Como X ¢ separado existem vizinhangas v e w, respectivamente de o e
B, com intersecgdo vazia. '

Por definigfio de limite,
(@dngeN:VneN,n2ny=>x,€v
e

(b)3In; eN:VneN,n>n =x, ew

Mas (a) e (b) contradizem o fato de v e w terem intersec¢do ndo vazia,
pois x;, é elemento de v~ w se n ¢ igual ou maior que o maximo entre ny € n,.

Esta contradigdo adveio de supormos que o ¢ B eram diferentes, logo o
limite da sucesséo € Gnico.

Teorema 2.29

Seja (x)n N UmMa sucessido de espago métrico euclidiano. Entido lim x,=

a se e somente se lim d(x,,a) = 0.

Demonstracio
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Basta reparar que sdo equivalentes as quatro condigdes:
(1) lim x,=a
2)VE>0,Inge N:Vne N,n2ny=d(x,,a)<€

(3)VeE>0,Iny e N:VneN,n2ny= |d(x,,a)-0|<e

() fim d(x,,2)=0.

Teorema 2.30

Sejam (X,d) um espago métrico ¢ A um subconjunto de X. Entéo a ¢

elemento de A se e somente se existe uma sucessio (Xy)pen, cOm elemento em A e

. X_=a.
L8, n

elemento de A.

B(a,1/m)mAzQ.

lim (1/n)=0 , entdo:

!

Demonstracio

Se limx,=a e x,, é elemento de A, entdo V v € 3(a),

dnpe N:VneN,n2ny=x, € v.

Como toda vizinhanga de a tem intersecgdo nio vazia com a, a é

Vamos provar a outra condigio. Suponhamos que a € elemento de A.

Para qualquer valor inteiro n, B(a,1/n) é vizinhanga de A. Logo,

Em cada bola B(a,1/n), podemos escolher um elemento x, de A, com

Ve>0,AngeN:VneN,n2ny;=d(x,a)<1l/mn<s.

Corolirio 2.6
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A é fechado se e somente se contém todos os limites das suas sucessdes
convergentes.

Demonstracao

Pelo Teorema 2.3, A é fechado se e somente se A = A. Concluimos a
demonstragdo aplicando o Teorema 2.30.

Definigdo 2.27

Num espago métrico (X,d), uma sucessdo (X,) <N ¢ limitada se

{x,, n € N} é limitado.

Teorema 2.31

Num espago métrico, qualquer sucessdo convergente ¢ limitada.

Demonstracio

Seja (X,d") um espago métrico. Em X consideremos uma sucessdo
(Xnen satisfazendo limx,=a.
| mx,

Entdo:
dnyeN:VneN,n2ny,=d(x,a)<]1.

Seja r = max.{d(x},a), d(x,,a), ..., d(x,.1,a),1}. Logo, {x,,n€N}c
B'(a,r). Aplicando o Teorema 1.11, concluimos que {x,, n € N} é limitado, isto é, a sucessdo
(X nen € limitada. '

Teorema 2.32
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n
Sejam {x;};-n uma familia finita de espagos topolégicos e X=I1X; o
i=1
espago produto. Uma sucessdo (x)pcn tende, em X para a=(a;); i<, s¢ € somente (X(1)p)nen
tende, em X;, para a;, com 1<i<n e x(i), a i-ésima coordenada de x,,.

Demonstracio

Seja (%)< Uma sucessdo convergente, em X, para a=(a;);<j<n- Para k
entre 1 e n, seja Iy (a;) a familia das vizinhangas em Xy, de ay. -

Consideremos vy um aberto pertencente a 3y (ay).

SejaP=X;x Xy X ... X Xp | X Ve X Xpey X .. X X

Se 9y(a) for a familia das vizinhangas, em X, de a, é evidente que
P € 9y(a). _ - : ’
Logo,ﬂnoeN:VneN,r;Znoaxﬁe P.

Podemos, portanto, afirmar que x(k), é elemento de vy, 0 que nos
permite concluir (porqué?) que lim x(i),=a;.

Para i entre 1 € n, vamos supor que lim x(i),=a;.

Consideremos um elemento w em 8y(a), com a = (a)cy Por

. n
defini¢fio de vizinhanga existem abertos U; de X, tais que U= Hl U;satisfaz aePcw.
1=
Como limx(1),=a;, entdo:
n
I n(i); € N:VneN,n2n(i)y = x(1), € U
Para ny= max {n(i),}, temos:
' kki<n
n
VneN,n2ny=x, € HlUi=Pcw.
_ o

Por conseguinte, limx,, = a.
n
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Defini¢io 2.28

Sejam (X,d) um espago métrico e (xn)nEN uma sucessdo em X. (X )uEN
¢ uma sucessio de Cauchy se:

V £>0, 3 meN: V (p,q)eN2, (p2m"g>m)=>d(x,,X)<E.
Xq

Teorema 2.33

Toda sucessdo convergente é de uma sucessdo de Cauchy

Mesmo sendo esta demonstragéio importantisima, ela ndo sera feita.

Teorema 2.34

1

Se é convergente uma subsucessdo de uma sucessio de Cauchy é
convergente, entdo a propria sucessdo é convergente e tem o mesmo limite que a subsucessio.

Demonstracio

Seja (Xpnen Uma sucessdo de Cauchy. Suponhamos que existe uma
subsucessdo (Xpmynen tal que l_isn ¢(n)=a.
n—co

Como (X)), € de Cauchy, entdo:

Ve >0, dnyeN: V(p,q)eN2 (P2ny"g2 ng)=>d(x,, q)<81 Por outro
lado lun(p(n)—-a Logo, V€,>0,3n,€N: VneN, n2n;=>d(xyq),2)<€, -

Fixemos, arbitrariamente, um valor real e positivo E.

Se € = €, = €/2 e n; = max(ny,n,), entio, notando que @(ny) 2 ny,
podemos concluir que:

Vn e N, n2n; = d(xp,Xpm2)) + d(Xpmna) 2) < €.

Por conseguinte, limx,, = a.
n—-Hw
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Definicdo 2.29

Um espago métrico (X,d) é completo, se toda a sucessdo de Cauchy em
X, € convergente em X.

Teorema 2.34 (Teorema do Ponto Fixo de Banach)

Sejam (X,d) um espago métrico completo de £ X—X uma contragio,
isto ¢, uma aplicagdo satisfazendo:

Jae R, 0<ax<l: V(xy)eX? =(df(x).8y)< ad(x,y)).

Entdo f admite um tnico ponto fixo, isto ¢, um unico elemento p
verificando a equaqao fx)=x.

A demonstragdo deste teorema foi omitida e podera ser consultada em
obras c1tadas na bibliografia. ~

{

2.10. Continuidade

Definicdo 2.30

Sejam X e Y espagos topologicos e f uma aplicagio de X em Y.

Dizemos que f ¢ continua num ponto x, € X, se V v € 3(Rx,)),

Jued(xy):fw)cv(l).

Teorema 2.36

E equivalente afirmar que f ¢ continua em X, ou que toda vizinhanga v
de f{xg) ¢ tal que f£1(v) é vizinhanga de x;,.

Demonstracio

Se f ¢ continua, entdo (1) verifica-se. Logo,
fl(v):Jfl(f(u))Du

Como u ¢ vizinhanga de x, entio fl(v) também é. Noutro sentido basta
considerar u = f1(v) e notar que v o f{f1(v)) = fu).

Observagoes.
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(1) Num espago métrico, se ve3(x), entdio existe B(x,5), com >0, tal
que B(x,is) < v.

Sabemos ainda que B(x,8) é vizinhanga de X, logo, f: (X,d)—)(X',d') é
contmua em X, de X se e somente uma das condigles ¢ satisfeita:

(1.1)V€>0,36> 0 : f]B(x,9)] = B(f{x0,€)).
(1.2)Ve>0,36>0:x e B(xp,0) = Rx) € B(f{xp),€).
(13)Ve>0,36>0:d(xxp) <= d'(f{x).fx;)) <&E.

(2) Por conseguinte f:R—>R € continua em x; € N se e somente se:
VE>0,38>0: [x-xg < is = [f(x)-Rxg)| < €. (2)

A condigdo anterior ainda equivale a:

VE>0,36>0:x € (%9, x+6) = Rx) € ({x)-€ , f{xy)+€)).

(3) Como se sabe, dizemos que o limite, Qua.ndo x tende para‘xo,de fx)
¢ (%) se e somente se (2) se verificar.

Se notarmos esse limite por lim f{xy), podemos afirmar que f é
: XX
continua em x; se ¢ somente se lim = f{x;), 0 que corresponde a habitual nogdo de
X—¥Xg )

continuidade num ponto xy.

Teorema 2.36

Sejam X, Y e Z espagos topoldgicos, f:X—x e g:-Y—>Z. Se f ¢ continua
em x; e g em f{x), entdio g°f ¢ continua em xy.

Demonstracio

~ Seja x uma vizinhanga de (g°)(xg). Como g é continua em f{xp), g-l(w)
€ V(f{xg)). Mas f é continua em x;, logo, £1(g-l(w)) € 9(x().

Ento (g°f){(w) = £l(g'l(w)) é vizinhanga de x;, o que nos permlte
afirmar que g°f ¢ continua em xj,.

Teorema 2.38

Se X e Y forem dois espagos topolégicos e se f for uma aplicagio de X
em Y, entdo sdo equivalentes as seguintes propriedades:

(1) Se A é um aberto de Y, entdo f1(A) é aberto em X.



40

(2) Se F ¢é um fechado, entdo £1(F) é fechado em X.
B)Vx e X, Vve VX)) =>fl(v) € §x).

(4) £ é continua em todos os pontos de X.

Demonstracio

Pelo Teorema 2.37, temos que (3) e (4) sdo equivalentes. Se (1) ¢
verdadeira, provemos que (2) também é.

Seja F um fechado de Y. Logo Y\F é aberto em Y. Aplicando (1),

£1(Y\F) é aberto em X. Logo Y\F é aberto em Y. Mas f1(Y\F)=X\f
I(F), o que nos permite concluir que £1(F) é fechado.

De modo semelhante provariamos que da veracndade de (2) decorre a
de (1) verificando assim que (1) e (2) séo equivalentes.

Vejamos que (3) se pode provar supondo (1) verdadeira.

Sejam x um elemento arbitrario em X e v uma vizinhanga de f(x) Por
defini¢do de vizinhanga, existe um aberto A de Y, tal que {x)e Acw.

Entdo x € £1(A) < £1(v). Como f1(A) é aberto, £1(v) é vizinhanga de
X. Provemos , finalmente, que (1) é verdadeira se (3) o for.

~ Seja A um aberto de Y. Se f1(A) = @, a demonstragdo termina, pois.Q_
é um aberto de X. Se £1(A) # @, consideremos um qualquer elemento x de f1(A). Como A é
aberto e f{x) € A, entdo A é vizinhanga de {x). Logo por (3), £1(A) € 3(x).

f1(A) é aberto, pois é vizinhanga de qualquer um dos seus elementos.
Por consegumte (3) é equivalente a (1).

Assim provamos a equivaléncia das quatro proposigoes.

Definigdo 2.31

Se f for uma aplicag@o de um espago topoldgico X num outro Y, entdo
f é continua se satisfazer algumas das quatro propriedades do teorema anterior.

Teorema 2.39

Sejam X, Y e Z trés espagos topologicos; sejam £:X—>Y ¢ g Y—>Z
~ aplicagbes continuas.

Entdo g°f : X—>Z é continua.
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Definicio 2.32

Uma aplicagio ££X—Y, com X e Y espagos topoldgicos, diz-se um
homeomorfismo se:

(1) biunivoca e
(2) fe 'l sdo continuas.

X e Y sdo homeomorfos se existir um homeomorfismo £X-Y.

Teorema 2.40

Sejam X e Y espagos topologicos e £ X—Y continua. Seja ainda
(Xp)peN Uma sucessdo em X tal que | 1_1_(_;1 X,=a.
n—»o0

Entdo lim Rx,) = f{limx,) = a.

Demonstracio

Seja v uma vizinhanga de f{a). Como f ¢ continua em a, existe u € 3(a)
tal que f{u) < v. Por outro lado, limx,, = a. Logo existe ny € N tal que, para n 2 ng, X, ¢

elemento de u.

- Observagio:

Nem sempre o reciproco do teorema anterior é verdadeiro.

Teorema 2.41

Se (X,d) for um espago métrico e Y um espago topoldgico, entdo
f:X—>Y é continua se e somente se para toda sucessdo (x,),cn convergente, em X, para a,
sucessdo (f{x,))nen converge para f{a).

Demonstracio

No teorema anterior j4 mostramos uma das condig3es.
Demonstraremos outra.

Suponhamos que, para toda sucessdo (xn)neN convergente, em X, a
sucessao ({x,)), N tem Ra) por limite.- '
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Pretendemos provar que f ¢ continua.

- Supdnhamos que ndo é, entdo existe w € 3(f{a)) tal que, paratodoon
em N, f{B(a,1/n))  w.

Seja x,, um elemento de B(a,1/n) tal que f{x,)) ndo pertence a w.

Entdo lim x,=a, pois:

VU € 9a), 3 V,p=B(a,1/n) cU: V n2ny=> x,ev,cU.

Logo lim(f{x)) = Ra), o que é um absurdo, atendendo ao fato de

nenhum f{x,)) pertencer a w.

Portanto f tem que ser continua.

Teorema 2.42

Sejam X e Y dois espagos topologicos, A um compacto de X e £X—>Y |
uma aplicagio continua.

Entdo f{A) é um compactode Y.

Demonstracio

Seja {A;}in uma cobertura aberta de f{A), escolhida arbitrariamente.

Entdo f!(A));c; é uma cobertura aberta de A.Como A é compacto,
admite uma subcobertura finita £1(A);.;. :

Por conseguinte,
U 45 R (UiesA) = RuiesE1(AD) > Ka).

Logo, {A;}c; € uma sucobertura finita de f(a).

Podemos entdo afirmar que f{a) é compacto.

Definicio 2.33

Seja fuma aplicagdo do conjunto ndo vazio X no espago métrico (Y,d).
Dizemos que f é limitada se o conjunto:

{zeY:z=f{x),x € X}
¢ limitado.

O conjunto atras referido, pode ser notado por fx).
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Corolario 2.7
Seja X um espago compacto e £:X—9 uma aplicagdo continua.

Entiio f é limitada em X, e atinge, em X, maximo e minimo.

- Pelo Teorema 2.30, f{x) é compacto em R. Atendendo ao Teorema
2.23, f{x) € limitado. '

Entdo f ¢ limitada.
Seja £(X) e M= sup {f(x)}.
| Xe X
Por definigio de infimo e supremo,_ v
Ve>0,3x e X: f{x) e [mm+e]
e
Ve, >0,3x € X:f{x)) € [M-g,M]
Logo m e M sio elementos do fecho de f{x).

Como f{x) é um compacto no espago separado R, entdo pelo Teorema
2.19, f{x) é fechado, isto é, f{x) = £(X).

» Por conseguinte, existem ae b, em X, taisquem =fa)e M =£b), o
que permite afirmar que f atinge, em X, minimo e maximo (global).

Teorema 2.43

Sejam X um espago conexo, Y um espago topologico ¢ £:X—Y uma
aplicagdo continua.Entio f{x) é conexoem Y. ‘

Demonstracdo

Suponhamos que f{x) niio é conexo. Entdo existem dois abertos U eV
de Y, tais que: '

HUNV)x)=0

(i) UnRx) vV A £x))) = fx) (isto &, Kx) c UL V)
(iii)UnRx) 2B e VARx) %D

Logo os abertos U;=£1(U) e V;=F1(V) verificam:

OUNV)NnX=0



(ll) X= Ul (W Vl
(lll)U] Qe V] # Q.

Deste modo concluimos que X ndo é conexo, o que contraria a
hipoétese.

Podemos entdo afirmar que f{x) é um conexo.

Corolario 2.8

Um subconjunto A de R é conexo se ¢ somente se A é um intervalo.

Definicdo 2.34

_ Um subconjunto A de |1, é convexo se, para todo par (a,b) de
elementos de A e todo o real o em [0,1], aa+(1-c)b € elemento de A.

Corolario 2.9

Todo subconjunto convexo do R" € conexo.

Nio demonstraremos este corolario pois envolveria a necessidade de
definir novos termos.

Corolario 2.10

RN € conexo.

Corolario 2.11

Seja f uma aplicagdo continua num intervalo I de iR, em R. Entdo K1) é
um intervalo de R. ’

Corolario 2.12 ( Teo_rema do valor Médio)

Seja f uma fungdo continua num intervalo I de R, em R. Se a e b sdo
dois pontos de I e y pertence ao intervalo [fla),Rb)], entfo existe um elemento ¢ de I,
verificando f{c) =v.

Corolario 2.13
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Toda aplicagiio continua no intervalo [a,b] de R, em R, ¢ limitada,
‘atinge maximo global e minimo global, em [a,b] e ainda todos os valores entre o seu maximo
global e seu minimo global.

2.11 Comentario Final

Com o que acabamos de apresentar, finalizamos o Capitulo 2, o qual
nos dard subsidios suficientes para trabalhar os  préximos  capitulos.



3. TEORIA DE OTIMIZACAO

3.1. Introdugio

O objetivo deste capitulo é de demonstrar os principais teoremas sobre
conjuntos convexos, sobre programagdo linear e nio linear envolvidos na teoria de
otimizagdo. Esses teoremas permitirio um tratamento unificado e rigiriso de varias questées
com o critério de otimizagdo na programagio linear e o teorema do Kuhn-Tucker que sera
amplamente trabathado no capitulo 4.

A notagiio serd dada como na maioria dos compéndios de Algebra
Linear, alem de ndio ser necessdrio colocar que serdo importantes os itens estudados no
Capitulo 2, que tratava de topologia.

3.2. Cones Convexos

Definigéo 3.1

Um conjunto C de vetores do " é dito um cone, quandox e Ce A 20

implicar Ax € C. Em outras palavras, C é um cone quando for formado de semi-retas
partindo da origem.

De acordo com a nogdo geral de convexidade, um cone C é dito
convexo quando dados dois quaisquer de seus pontos, o segmento que os une esta contido no
cone. E facil verificar que um conjunto C € um cone convexo se ¢ somente se satisfizer a

seguinte condigio: "quaisquer que sejam x ey € C, se > 0 e > 0 forem niimeros reais nio

negativos, ax + By € C." Em suma, C é um cone convexo se e somente se contiver todas as
combinagdes lineares com coeficientes ndo negativos de seus elementos.

Teorema 3.1
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Seja C um cone convexo. Entdo seu fecho C é também um cone
convexo.

Demonstracio

Seja x e y dois elementos quaisquer de C, a. e B dois niimeros reais nio
negativos € z = ax + Py. Basta provarmos que z € C. Com efeito, seja V uma vizinhanga

. . . A . 0
qualquer de z com raio igual a s. Sejam também X' e y' dois vetores tais que d(x,x") < 2 e
_ 20

d(y,y')<%, e seja z' = ox' + PBy'. E facil verificar que z' € V, o que significa que z € C.

Teorema 3.2

Seja C um cone convexo do RM;, x,, Xy, ..., X, ... Uma sucessdo de

valores em C cuja soma seja convergente isto é, tal que x;+xXy+...+x,+... & x. Entdo x
pertence a C.

Demonstracio

Seja p o mimero maximo de vetores linearmente independentes na
sucessdo em questdo (p é necessariamente menor ou igual a n). Podemos supor sem perda de
generalidade que esses s@o os p primeiros veetores da sucessio. Seja agora: y,, = X, + Xpaq +

. Podemos escrever que Ajx) + Ayxy + Agx! + ... + Apxp, 0s A; tendendo a zero quando m
tender para o infinito. Escolhamos m de modo que l)\,l < 1, para todo indice i. Entdo: x = (1-

ADxp+ (1 =A%y + o+ (1 - Ap)Xp + Xppg + oo + Xy

O segundo membro representa uma combinagdo linear, com
coeficientes positivos de vetores do cone. Logo x € C.

Teorema 3.3

Seja C um cone convexo cujo fecho coincida com o espago R". Entio

Demonstracio

Seja x um vetor qualquer do 1. Por hipdtese, sera possivel tomar duas
sucessdes de vetores, Xy, Xp, -, X -« € Y15 Y25 «+» Yo ---» 121S quUE:

X=Xty

Yi=Xty,;
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Y2=X31 Y3

1
sendo x;, Xy, X3, ... pertencentes ao cone C e [yl < — o . Segue-se que x

=X; + X9 + X3 + ... . Pelo Teorema 3.2, x pertencera a C, o que prova que o cone em questio
é todo o espago.

Cencentremo-nos agora nos cones convexos fechados. De um mode
geral, os cones que forem definidos por desigualdades do tipo = ou < satisfardio a essa

condigfo. Assim, por exemplo o conjunto de vetores do R de coordenadas maiores ou iguais
a zero, forma um cone convexo fechado. J& o conjunto dos vetores de coordenadas
-estritamente positivas, constituiria um cone convexo aberto.

Nosso interesse especial em relagio aos cones convexos fechados
resulta da validade da seguinte proposigio:

"Seja C um cone convexo fechado do R, e z um vetor qualquer do R
Entdo existe um vetor d € C tal que, para qualquer outro vetor y do cone tenha:

!

d(z,d) < d(z,y)."

No caso, d é o vetor do cone & minima distincia de z; sua existéncia
resulta simplesmente do fato de o cone em questdo ser um conjunto fechado no sentido
topoldgico, como ja se viu anteriormente. A existéncia desse vetor 4 minima nédo poderia ser
‘garantida no caso de um cone néo fechado.

A respeito desses vetores 2 minima distancia vale o seguinte.
Teorema 3.4

Seja C um cone convexo fechado do ®"; z um vetor qualquer do
mesmo R"; d o vetor de C 2 minima distincia de z, u = d-z. Entio:

(@) [ud]=0

“(11) [u,y] 2 0, qualquer que seja y € C.

Demonstracio

Em primeiro lugar é interessante visualizar geometricamente o teorema
em questio. Isso se apresenta na figura a seguir. E intuitivamente 6bvio pelo grifico 1, que o
vetor u = d-z, forma com d um angulo de 90°, isto é, que [u,d] = 0; e que u forma um angulo
agudo ou reto com qualquer outro vetor do cone, isto €, que [u,v] 2 0 para qualquery € C.



Figura 1

Para demonstrar formalmente o teorema, suponhamos que y seja um
vetor qualquer do cone C, e construamos a fungio de duas varidveis reais a e B definida por:

F(a,B) = {d(ad + By,2)}

Comoparaa20ef 20ead+ Py e C, conclui-se que o valor minimo
de F(a,3) com a condigdo o 2 0 e B 2 0 deve ocorrer quando .= 1 e B = 0 (ja que d é o vetor
de C a minima distincia de z). Dai se conclui que para o. = 1 e § = 0 deve-se ter:

OF OF
P ooe Exo0
oo op

Note-se a assimetria as condi¢gSes de minimo, resultantes de estarmos
operando sob a condigdode a2 0e B 2 0. A condigio 2—F = 0 pode ser escrita pelo fato de o
_ o

minimo dever ocorrer para o = 1, e de portanto se poder variar o num e noutro sentido dentro -
‘do campo de definigiio da fungfo; ji para a derivada parcial Z—g s6 se pode estabelecer a
condigio de ser ela > 0 no ponto em questdo (o. = 1; B = 0), j4 que no campo de definigdo
s6 pode variar no sentido crescente.

O resto da demonstragdo segue-se por simples desenvolvimento de
calculo. :

F(a,p) = [od + Byz, od + By z], ou seja,
- F(o,B) = [|diPa? + |ly|?p2 + 2aP[d,y] - 20fd,z] -2B[y,z]+ |lz|[%
Logo:

‘gg — 2P + 2Bldiy] - 21
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?; — 2By + 2 ofdy] - 2[y,2]

No ponto a = 1; B = 0 tem-se pois:

55 = 2M21-20d] = 21dd2] = 2d

‘;_g_ 2[dy] - 2[y,2] = 2[d-zy] = 2[u,y]

Entretanto com as condigdes de que nesse pont gFa Oe _6£ 20,

op

resulta:
@) [du]=0

(i) [u,y] 20

Aqui termina a demonstragio do teorema, porém a reciproca do
teorema verifica-se facilmente. Se C é um cone convexo fechado (de fato a demonstragdo
agora ndo exige nem que se trate de cone, nem de convexo, nem de fechado), z um vetos

qualquer do espago R, d um vetor de C tal que se u =d-z se tem:
() [du] =0
(ii) [u,y] 2 O para qualquer que sejay € C.

Entiio d é o vetor de C 4 minima distincia de z, isto é, qualquer que
sejay € C se tem:

d(z,d) < d(zy).
Para demonstrag@o, observemos preliminarmente que:
[d(x.d)]? = [z-d, z-d] = |jul2.
Por outro lado, se y € C, tem-se:
[dz.y)]? = [zy,zy] = [d-u-y, d-u-y] =
= [luf? + ld-yli? - 2[u,d-y] =
= [lull? + fid-yli? - 2[u,d] + 2[u,y].
Como [u,d] = 0 e [u,y] 2 0 segue-se que: [d(z,y)]?=
=[ulPHd-ylP2lulP~[d(z. D).

3.3. Cones Complementares
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Definigdo 3.2

v Seja C um conjunto qualquer de vetores do " (Ndo necessariamente
um cone). Denominamos cone complementar desse conjunto a colegdo C' dos vetores y € R0,
tais que:

- [xy]20

paratodo x € C.

Teorema 3.5

C' é um cone, convexo e fechado.

Demonstracio

Se y € C', entdio para todo x € C se tem [x,y] = 0; logo se A 20 se tem
[x,Ay] 2 0, ou seja Ay € C'. Isso prova que C' é um cone. Para provar que C' é convexo basta
observar que se y; e y, pertencem a C' entdo, qualquer que seja x € C, se tem [x,y;] 20 e
[x,¥2] 2 0. Logo se 0 < a < 1, [x,(1-0)y; + & o] = (1-0)[xy,] + @ [X,y5] 2 0, 0 que prova
que:

(1-o)y; +ay, € C'.

Para provar que C' é fechado, basta mostrar qué seu complemento (isto
é, o conjunto dos vetores do Rn ndo pertencentes a C') é aberto. Suponhamos que z ¢ C. Isso
significa que existe algum x € C tal que:

[zx] <0

Seja &=~ ———[Z’ x]
3 2l

Entdo se ||v-z|| < 5 tem-se:
[v.x] = [z,x] + [v-2,X].[2,X] +]v-2]|.[x]| <"
< [z,x] + 9|jx]|. 1/2{z,x]} < 0.

Isso significa que v ¢ C', ou seja, que existe uma vizinhanga de z
contida no complemento de C'. Logo, o complemento de C' é aberto e, portanto, C' é fechado.

Teorema 3.6

Seja C um cone convexo fechado. Entdo (C')' = C.

(1] pela desigualdade de Schwarz
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Demonstracﬁo

_ Se z € (C') entdo z € C ja que a inclusio oposta vale
genericamente. Seja z € (¢') e d o vetor de C mais proximo de z. Seja ainda u=d -z
Provaremos que u = 0, donde resultaquez=d € C. '

Com efeito, pelo Teorema 2.4 sabemos que [u,y]=0, qualquer que
sejay € C. Isso significa que u € C'. Como z € (C'), segue-se que:

[z,u] 2 0.

Porém

[7.u] = [d-u,u] = [du] - Jof?

Pelo Teorema 3.4, [d,u] = 0, logo:
[z.0] =P <.

Como [z,u] 2 0 (z € (C') e u € C') segue se que u=0.

Teorema 3.7 (Teorema de Farkas)

Seja A uma matriz de m linhas por n colunas; C; um conjunto de
vetores X € R" tais que Ax = 0; C, o conjunto dos vetores do mesmo espago da forma Alp,
sendo p € RM e p 2 0. Entio C; e C, sio cones fechados e mutuamente complementares.

Demonstracido

A verificagio de que C; e C, sdo cones convexos ¢ fechados é
inteiramente trivial. E facil também verificar que se x € C; e y € C, entdio [xy] = 0. Com
efeito, y = Alp sendo p = 0; logo [x,y] = [x,Alp] = [Ax,p]. Como também Ax 2 0, resulta
[Ax,p] 2 0.

Falta apenas demonstrar que todo vetor que tenha produto escalar
ndo negativo com todos os elementos de C; pertence a C,, ¢ vice-versa. Na realidade, em
virtude do Teorema 3.4 anterior basta provar a proposi¢gdo num dos sentidos. Mostraremos

que se z é um vetor tal que [z,x] 2 0 para todo x € C, entdo z € C,.

Com efeito, seja d o vetor de C, a minima distincia de z e seja u =
d-z Pelo Teorema 3.4 resulta que u € C'y; isso significa que se p 20, sendo p € R™, entdo:

[u,Atp] 20.

A expressdio acima equivale a dizer que [Au,p] 2 0, para todo p >
0 de K™, Isso implica em que se tenha Au 2 o, ou seja, u € C,.
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E fécil verificar agora que [z,u]=[d-u,u]=[d,u]-[u,u]= = -[u,u], j&
que [d,u] = 0, pelo Teorema 3.4 Como u € C, por hipétese [z,u] > 0. Tendo em vista a
igualdade anteiror, isso s0 sera possivel se u = 0 ¢ portanto z=deC,.

3.4. Hiperplanos e Teoremas de Separagio

Defini¢do 3.3

Sejam xj e u dois vetores do espago R O hiperplano que passa
por Xy e normal a u # 0 €, por definigiio, o conjunto dos vetores x tais que:

[x-xg,u] =0

Teorema 3.8

Seja C um cone convexo do M1, que ndo cubra todo o espago.
Entio C est4 inteiramente contido em algum semi-espago passando pela origem, isto &, existe

algum vetor u # 0 tal que [u,y] 2 0 paratodoy € C.

Demonstracio

Pelo Teorema 3.3 deve existir algum vetor z do R, que nio
pertenga ao fecho C do cone dado. Seja d o vetor de C a minima distancia de z. Entdo, seu =
d-z, pelo Teorema 3.4, [u,y] 2 0 paratodo y 2 0.

Wk,

Teorema 3.9
Seja S um conjunto convexo de vetores do RP, ¢ x, um vetor nio

pertencente a S. Entdo existe algum hiperplano que passa por x; € que deixe S num sé dos
seus semi-planos.

Demonstracio

Seja C o conjunto dos vetores z = A(x-Xp), sendox € Se A > 0. E
facil verificar que se x € S, entfio x(-x ndo pertence a C, sem o que ndo valeria a hipétese de
que Xy € S. Logo, pelo Teorema 3.8 existira um vetor u diferente de zero tal que [z,u] = 0

para todo z pertencente a C. Isso implica em se ter [x-x,u] 2 0 para todo x pertencente a S, o
- que prova o teorema.

Teorema 3.10
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Sejam S; e S, dois conjuntos do R™ tendo em comum um pnonto
Xg. Suponhamos ainda que S,-x, (isto €, o conjunto dos pontos exceto x;) também seja
convexo e ndo vazio. Entdo existe um hiperplano passando por x; € que se separa S; € S,.

Mais precisamente, existe um vetor p # 0 tal que:
[x-x¢,p] £ 0 paratodo x € S;

[y-xg,p] 20 paratodoy € S,

Demonstracio

Seja C o conjunto dos vetores da forma au(x-xy) - B(y-%p), sendo o
20,B20,x € S; ey € (8;-X). E ficil verificar que C é um cone convexo. Por outro lado, se
Yo ¢ um vetor de S,-x, entdo y,-x ndo pertence a C. Com efeito, suponhamos que se tivesse,
nas condigdes acima:

YoXp = 0(%-Xg) - B(Y-Yo)-

Transformando concluimos que:

1 . 1
[y +0xy +B]= [ xp +ox +
1+cx+[3[y° oxg +B] 1+a+B[x° ax+Bxg]

¢ facil verificar que o primeiro membo representaria um elemento
de S,5-x, € 0 segundo membro, um elemento de S;-x; 0 que contradiz a hipotese de S; e Sy-x,
serem disjuntos. Dai se conclui que o cone C nfo cobre todo o espago. Logo, pelo Teorema
3.8, existe um vetor u # 0 tal que [o(x-Xg) - B(Y-Xp)u] 2 0 paratodo x € S}, y € Sy-x5, 4 20
€ B 2 0. Tomando p = -u, e particularizando paraaa =1, =0 ¢ dep01s paraa=0,B=1,
obtem-se imediatamente o teorema.

Teorema 3.11

: Sejam S, e S, doi conjuntos convexos de vetores do R7, tendo em
comum um unico ponto x;. Suponhamos que S,-x, também seja convexo e ndo vazio. Seja K
o conjunto dos vetores p tais que:

[x-X0,p] < 0 paratodo x € S,

[y-xg,p] 2 0 paratodoy € S,.

Entéo K € um cone convexo e fechado e que contém algum ponto
distinto da origem.

Demonstracido

Para a demonstragio observemos em primeiro lugar que se p; € py

pertencem a K entdo ap; + Bp, pertencerd a K desde que o 20e B2 0. Isso prova que K é
um cone convexo. O Teorema 3.11, por outro lado, nos assegura que K contém algum ponto
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distinto da origem. resta demonstrar que K é fechado, o que é o mesmo que dizer que seu
complemento é aberto. Com efeito, suponhamos que u pertenga ao complemento de K. Isso é
o mesmo que dizer que:

{z,u] >0
(x9+z) representando um ponto de S, ou x3+z representando um
ponto de S,. E facil verificar que uma vizinhanga de u de raio igual a ([Z’ u]) esta

1B
. : . z,u . .
inteiramente contida no complemento de K. Com efeito, se |[v,u| < (u)entao, aplicando a

12l
desigualdade de Schwarz:
[z.v] = [zu] + [z,v-u] 2 [z,u] - |lz]| - []v-ul| > 0.

Isso significa que o complemento de K ¢ aberto, ou seja, que K é
fechado.

3.5. Fungoes Concavas e Semi-concavas

Defini¢do 3.4

Seja f{x) uma fungdo real definida num subconjunto convexo C,
do R (isto é, uma fungdo real de n variaveis reais). Diz-se que: '

(a) f{x) é concava no sentido lato quando, quaisquer que sejam x e
y pertencentesaCea<a <1 tem: ’

flax+(1-a)y) 2 af(x) + (1-0)f(y);

(b) f{x) é concava no sentido estrito quando, quaisquer que sejam
x# y pertencentesa C e 0 < o < 1 se tem: '

flox + (1-)y] > oftx) + (1-0)RY);

(c) f{x) é convexa no sentido lato, quando v-f(x) for concava no
sentido lato;

(d) f{x) é convexa no sentido estrito quando -f{x) for céncava no
sentido lato; '

(e) Rx) é semi-concava quando para todo nimero real o valer a
propriedade: "Se f{x) 2 a ¢ f{y) > o entdo, paratodo 0 < < I:

flox + (1-a)y] > o™
(f) Rx) é semi-convexa quando -f{x) for semi-concava.

As seguintes propriedades se verificam imediatamente,
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(i) Toda fungdo concava no sentido estrito ¢ também cdncava no
sentido lato;

(ii) Toda fungdo linear f{x) = [c,x] = ¢|X] + CXp + ... + C X, é
concava no sentido lato (embora nfio no sentido estrito);

(iii) Toda fungdo cdncava no sentido lato é semi-concava,

(iv) Se f{x) é semi-cOncava, o conjunto dos vetores y tais que fy)
> a, sendo oo um nimero real qualquer é vazio ou convexo;

(v) Se f{x) é semi-concava, o conjunto dos vetores y tais que Ky)
2 a, sendo oo um numero real qualquer, é vazio ou convexo.

As primeiras quatro propriedades se demonstram pela aplicagio
direta das defini¢Ses. A ultima decorre da quarta, observando-se que: :
. P 1
{yRy) 2o} = ) {y\f(y)> o ——} e que a intersecgdo de uma
n :

n=1
familia de conjuntos convexos é também um conjunto convexo.

Do mesmo modo, valem as seguintes propriedades sobre fungSes
convexas e semi-convexas: '

(vi) Toda fungdio convexa no sentido estrito é também convexa no
sentido lato;

(vii) Toda fun¢3o linear é convexa no sentido lato (embora ndo no
scntido estrito),

(viii) Toda fungo convexa no sentido lato é semi-convexa;

(ix) Se f{x) é semi-convexa, o conjunto dos vetores y tais que fy)
< a, sendo o um numero real qualquer, é vazio ou convexo.

Teorema 3.12

Seja U(x) uma fungdo continua e seccioalmente concava, isto &,
tal que U(x) = U(y) implique em UJax + (1-a)y] > U(x), para todo 0 < a < 1. Entdo U(x) é
semi-concava.

Demonstracio

Provaremos que para todo 0 < o < 1 se tem Ufax + (1-a)y] > min
{U(x), U(y)}. Isso é imediato no caso em que U(x) = U(y), pela definigdo de concavidade
seccional. Suponhamos entfio que U(x) # U(y). Podemos, sem perda de generalidade admitir
que U(x) < U(y)

E facil provar que nesse caso, em que U(x) < U(y), tem-se U(z) 2
U(x) para todo z interno ao segmento de extremos x e y. Com efeito, suponhamos que se
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tivesse. U(z) < U(x), para algum z = ax + (1-a)y, sendo 0 < a < 1. Como U ¢ continua,
existiria um ponto w entre z e y tal que U(w) = U(x); mas z seria um ponto do segmento de
extremos X e w, € U(z) < U((x) = U(w), o que contradiz a hipétese de concavidade
seccional.

Podemos ir pouco mais adiante ¢ demonstrar que, para todo z
interno ao segmento de extremos x e y se tem U(z) > U(x). J4 demonstramos a
impossibilidade de ser U(z) < U(x). Com efeito, suponhamos que isso ocorre em algum ponto
z do segmento de extremos x ¢ y. Entdo, pela concavidade seccional temos U(v) > U(z), para

qualquer v entre x e w. Temos também U(z) < U(y), pela hipotese de que U(x) < U(y). Mas z
seria ponto interno do segmento de extremos v e y onde a fungdo U assume valor inferior ao
de ambos os extremos. Vemos que isso contradiz a hipétese de concavidade seccional.

Provamos assim, que U é continua e seccionalmente concava para
todo 0 < a < 1 se tem UfJax + (1-o)y] > min {U(x),U(y)}. segue-se dai que se U(x) 2 a e
U(y) > a, entdo para todo 0 < o < 1 teremos Ufax + (1-a)y) > a, o que prova que U ¢
semi-concava.

~ Teorema 3.13

Seja F(x) uma fungio continua e semi-concava, definida em todo
o espago do R™. Seja C um subconjunto convexo do Rn. Entdo; para que o maximo de f no
conjunto ocorra no ponto x, € C é necessario e suficiente que exista um vetor p € R tal que:

[x-X4,p] 2 0 paratodo x € C.

[y-%o.p] > 0 para todo y tal que f{x) > f(x0).

Demonstracio

Que a condlgao ¢ suficiente, é mmediato. Mostramos que a
condigio é necessaria. Ha dois casos a distinguir:

(i) f{x) é o maximo absoluto da fungio f em todo o espago ™.
Neste caso basta tomar p = 0;

(i) Exite algum ponto y € R-C tal que fy) > f{xy). Nesse caso
designemos por Sy o conjunto dos vetores y tais que Ry) > (%), e por S; ao conjunto
formado pelos pontos de Sy e pelo ponto x, de maximo condicionado em C. E facil verificar
que:

(1) S, é ndo vazio e convexo (pois f é semi-concava),
(2) S, é convexo (pois f é semi-concava)
(3) S; e C 56 tem em comum o ponto Xj.

Nessas condigdes pelo Teorema 3.12, exixtird um vetor p # 0 tal
que:
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[x-%0,p] S0 paratodox € C
[y-xo.,p] 2 0 paratodoy € S,

Precisamos agora provar que esta Ultima desigualdade funciona
no sentido estrito, isto é, que [y-xg,p] > O para todo y tal que fy)>fx,). Para isso basta
observar que, f sendo continua, S, sera aberto. Segue-se que se y € S, y-Ap também
pertencerd a S, para valores positivos e suficientemente pequenos de A. Isso exige que se
tenha [y-Ap-xo,p] = 0, 0 que implica em [y-%0,p]>0.

O contetido geométrico do teorema demonstrado é o que sugere
na figura. Se o maximo da fungio f{x) no conjunto C ocorre no ponto x; e se Sy € o conjunto

dos pontos nos quais f{x) > f{x;) entdio deve existir um hiperplano passando por x;, que separe
Sy € C, todos os pontos de S, se situando a direita desse hiperplano. 4

Figura 2

3.6. Fungdes Semi-concavas Diferenciaveis

_ Cuidaremos agora de particularizar os resultados da segio
anterior pra fungdes semi-concavas diferencidveis. Como sempre uma fungdo real f{x) =
f(x1,%9,%3,...,X), s€ dira difrencidvel no ponto x; quando existir um valor grad f{x;) tal que:

{xg + Ax) - f{xg) = [grad f{x),Ax] + E||Ax|

sendo lim E=0.
Ax—0

O vetor grad f{x), se existir, terd por componentes as derivadas
parciais, da fungfo f calculadas no ponto x, isto é:

of of 6f}

df = o,
gra I(.><o) {axl’ o, o
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Teorema 3.14

: Seja f{x) uma fungdo semi-concava, continua em todo o espago
R, e diferenciavel no ponto f{x) # 0. Entio, se Ry) > (%) ter-se-a:

[y-xp.grad f{xp)] > 0

Demonstracio

‘ - Suponhamos que f(y) > f{x;). Como f é semi-concava, para todo 0
< A <1 teremos:

fxo + Mx-%0)] > f(x0)

Como f é diferencidvel no ponto x,, isso equivale a se ter:

fIx + My-x9)] - f{x) = Aly-xp,grad f{xg) + Aelly-xo[>0,

sendo lim €=0.
Ax—0

Isso exige que se tenha [y-xp,grad f{x;)] 2 O para todo y tal que
f{y) > f{x). Para mostrarmos que a desigualdade funciona no sentido estrito observamos que,
f sendo sontinua, o conjunto dos valores de y tal que  Ky) > fx;) deve ser aberto. Isso
implica em que para p positivo e suficientemente pequeno se tenha:

fly-pgrad f{x)] > £ (x0), ou seja:
[y-ngrad () - xp.grad {(x9)] 2 0

o que conduz a

[y-xq.grad f{xg)] > 0 |

tendo em vista a hipétese de que grad f{(x;) # 0.

O conteudo geométrico do teorema € simples. Se f é continua e

semi-concava em todo R, diferenciavel no ponto x;, e grad f{x,) # 0, entdo, se Ry) > f(xo) y-
Xo formara dngulo agudo com o vetor grad f{x;), como na figura:

grad f(x;)

e Figura 3
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Teorema 3.15

: Seja f{x) uma fungdo semi-concava, continua em todo o R" e
diferenciavel no ponto Xy, sendo grad f{x,) # 0. Entéo se Ry) = f{(xp) ter-se-a:

[y-xq,grad Rx)] 2 0.

Demonstragio

Seja z um vetor tal que f{z) > f{x); um tal vetor deve existir visto
que grad f{x;) # 0. Como f ¢ semi-concava devemos ter flAz + (1-A)y] > f{x,) para todo 0 < A
<l :

Pelo Teorema 3.14 isso exige que para todo 0 < A < 1 se tenha:
[Az + (ll-x)y - X, grad f{(xy)] >0

0 que exige:

[y-x0.grad Rxp)] = 0.

Teorema 3.16

Seja f{x) uma fungdo semi-concava, continua em todo o R" e
diferenciavel no ponto x;, sendo grad f{x;) # 0. Seja y um vetor tal que [y-xy,grad f{x4)] > 0.
Entdo existe um nmimero real A > 0, tal que para todo A < A se tenha:

{Txp + A(y-x0)] > f(x0)

Demonstracio

A demonstragdo envolve apenas a diferenciabilidade da fungdo f
no ponto x,. Basta observar que: .

fxo + A(y-x)] - K(xp) =

= A[A - xo.grad Rxp)] + AL ly-xoll sendo lim €=0.
Ax—0

Teorema 3.16

Seja f{x) uma fungio semi-céncava, continua em todo o Rn, e
diferenciavel no ponto x,, sendo grad f{x;) # 0. Seja p # 0 um vetor tal que [y-xy,p] > 0 para.

todo y tal que fy) > f{xp). Entdo p = Agrad £x;), sendo A um niumero real positivo.
Reciprocamente, todo vetor dessa forma satisfaz as condigdes do teorema.
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- Demonstragio

Suponhamos que p = Agrad Rxg), sendo A um nimero real
positivo. Entio pelo Teorema 3.14, segue-se que [y-x,,p] > 0, para todo y tal que fy) > fx,).

-

Reciprocamente admitmos que p # 0 seja tal que [y-xq,p] > 0 para

- todo-y tal que Ry) > f{x,). Projetando grad f{x;) sobre p pode-se escrever grad f{xg) = ap +u,

sendo a. 2 0 e [p,u] = 0. Essa dltima condigio nos garante que fxgtAu) < Kxg), pelas

hipéteses feitas quando ao vetor p. Por outro lado, se u # 0, teremos [grad f{(xg),u] = [u,u] > 0

“o"que, pelo Teorema 3.14, implica em se ter f{x; + Au) > f{xy) para algum A > 0. Segue-se
1 '

“ueparau=0eque p= ———.
. Gue pa e P= )

O contetido geométrico do teorema geométrico demonstrado
também ¢é simples. Ele afirma que, se f é continua e semi-concava em todo espago R™ e
diferenciavel no ponto x, onde grad f{x;) # 0, entdo existe um e unico hiperplano que passa

por xg € que separa esse ponto do conjunto dos vetores y tais que fy) > {xg). A normal a esse
hiperplano é o gradiente da fungfio f no ponto x;, conforme vemos na figura:

fy) > f(x,)

Teorema 3.17

Seja f{x) uma fungdio coéncava (no sentido lato), definida no
espago RN e diferenciavel no ponto x,. Entdo, para que a fungdo por um Gnico maximo
“absoluto nesse ponto X, é necessario ¢ suficiente que grad f{x;) = 0.

Demonstracio
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Que a a condigdo é necessdria ¢ algo que resulta da propria
definigio de diferenciabilidade. Como:

- f{x + Ax) - fixg) = [grad f{x9),Ax] + €]|Ax]

sendo 111_1:0 g=0, e como f{x; + Ax) - {%;) 2 0 se f passa por um
Ax
maximo absoluto no ponto x,, conclui-se que necessariamente  grad f{x;) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que grad f{x;) = 0. Seja y um outro
- vetor qualquer do R, e consideremos a fungdo de uma variavel real:

F(t) = (1t + ty]

é imediato que F(t) é cOncava e diferencidvel no intervalo [0,1].
Segue-sc dai que:

F(1) - F(0) < F(0).

Como:

F(1) = K(y), F(0) = F(xo) e F'(0) = [y-%,grad f{x9)]=0.
Segue-se que:

f(y) £ f(x;) para qualquer y E Ri*, o que prova que f passa por um
maximo o ponto x;.

3.7. Maximizac¢do de fungdes Semi-concavas

Vejamos agora alguns teoremas sobre maximizagdo de fungdes
semi-cOncavas com restriges lineares. Esses teoremas nos conduzirio aos principais
resultados sobre o primeiro tipo de programagio néo linear e sobre programagio linear.

Teorenia 3.18

| Sejam ¢;, ¢y, ..., €y, Vetores do R ay, ay, ..., ay, nimeros reais. Se
o conjunto (convexo) dos vetores x tais que:

[CI,X] < 4

[co.x] <2,

[Cm-X] < ap,.

Seja x5 um ponto de S, g(x) uma fungdo continua e semi-concava

em todo o M e diferencidvel no ponto Xy, sendo grad g(xp) # 0. Entdo, para que o0 maximo de
g em S ocorra no ponto x,, é necessario e suficiente que:
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[u,grad(xg)] <0

para todo vetor u tal que [c;,u] <0 para todo indice i tal que:

[ci’XO] =ay.

Demonstracdo

Suponhamos que x; seja o ponto maximo de g no conjunto
(convexo) S. Combinando os Teoremas 3.13 € 3.17 conclui-se que para todo x € S, se terd
[x-xq, grad g(xg)] < 0. Seja agora u um vetor [a, %] = a;. Entfio é ficil verificar que, para
algum A real positivo, X, + Au € S. Segue-se que [u,grad g(xy)] < 0. |

Reciprocamente, suponhamos que [u,grad g(xg) < 0 para todo u
tal que [u,¢;] < 0 quando [c;,Xg] = a;. Seja x um outro ponto qualquer de S. Segue-se entdo
que [x-xo,grad g(xp)] £ 0. Pelo Teorema 3.16, deveremos ter g(x) < g(x;), 0 que prova que o
maximo de g em S ocorre no ponto x;,.

O conteudo geométrico desse teorema ¢ interessante, e se ilustra
na figura a seguir. Seja x; um ponto de um conjunto S definido por uma intersecgio de
hiperplanos (H;, H,, H; e Hy), Seja S o cone formado pelos hiperplanos que passam por x,
(no caso H; e H,). Entio para que a fung@o continua, semi-concava e diferencidvel g(x) passe
em x;, por um maximo em S, é necessario e suficiente que nesse ponto ele passe por um
maximo em S. E para isso, é necessario e suficiente que grad g(x,) forme angulo reto ou

obtuso com todo ponto de S.

g(x) > g(x,)
>grad g(x,)|

Q

Figura §

Conjuguemos agora esse teorema com o de Farkas no seu
enunciado final. Designaremos por A a matriz cujas linhas sdo os vetores -c; tais que [c;,Xy] =
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a;; por ¢ o vetor -grad g(X,). Entdo para todo vetor u tal que u 2 0 se tera [c,u] 2 0. Pelo
teorema de Farkas segue-se que existira um vetor p 2 0 tal que Afp =c.

Teorema 3.19

Sejam ¢y, ¢y, ..., cm vetores do RN, a;, a,, ..., a,,, numeros reais,
g(x) uma fungio continua e semi-céncava em todo o espago. Seja S o conjunto dos vetores x
tais que:

[CI,X] < )

[02,X] < a

[CmX] < ap,.
Seja x; um ponto de S no qual g(x) é diferencidvel com gradiente
nio nulo. Entdo para que g passe por um maximo em S no ponto x, € necessario e suficiente
que existam nimeros reais nio negativos py, py, --., Pp» tais que: '
(i) grad g(xg) = p161 + P26y + ... + Py

(i) p; = O se [c;,xp ] < 3

Demonstracio

A demonstragio ndo serd efetuada, informando apenas que o
teorema acima fornece uma extensiio do método dos multiplicadores de Lagrange, indicando
que os multiplicadores devem ser ndo negativos em geral, ¢ nulo para as desigualdades
estritamente observadas. Passando da notagdio vetorial para a analitic e introduzindo

condigdes de ndo negatividade das varidveis (x; 2 0 ou -x; < 0) chega-se ao seguinte:

Teorema 3.20 (Kuhn ¢ Tucker)

Consideremos o problema: Maximizar a fungdo continua e semi-
concava: g(x;, X, ..., X,) com as condigdes: '

aX; tagx, +... tax, b,
ax +tax +..+a,x <b,

a,X;, tayx,+..tax <b,
x20,x,20.,x,20

Seja (z},z, ..., Z,) um ponto do conjunto de solugdes no qual a
fungdo f é diferencidvel, uma pelo menos das derivadas parciais sendo diferente de zero nesse
ponto. Entdo para que esse seja o ponto maximo de f no conjunto de solugdes dadas é
necessario e suficiente que existam nimeros reais py, ps, ..., Py tais que:

Dp120;p220;..;pn 20
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(i) p; =0se a;z; + apzy +... a7, < b,

' of
(iii) agpy + agpy + ... + agipy 2 P sez;=0

. of
(iv) a;;p; + ay3p; + cor APy = p se z; > 0
]

as derivadas parciais sendo calculadas no ponto (z;, z,, ..., Z,).”

Demonstracio

A demonstragio ndo serd apresentada, porém como aplicagdo do
teorema em questio, para o caso particular em que a fungfio maximizar ¢ linear, chegamos ao
proéximo teorema.

Teorema 3.21 .

Consideremos o problema: Maximizar a fungdo linear: ¢;x1 +
CyXy + ... + ¢, Xy, com as condigdes:

aX, tagx, +...+a,x, < b
a,X,+a,x, +..+a,x <b,

B Xy + BpX, ... aX, < b,
x=20,x20,.,%x20

Entdo, para que um ponto (z;, z,, ..., Z,) do conjunto de solugdes
seja solugdo 6tima do problema, ¢ necessario e suficiente que existam numeros reais p;, ps,
. P, 101S que:

A)p120;p,20;...;pp 20

(i1) p; = 0 se a;yz; + apzy +... + a7z, <b;

(iii) ap) +agipy + ... + ay;py 2 ¢, s€2;2 0

(iv) ajp; + aps + ... + appy = ¢j, se zj > 0

Demonstracio

A demonstragio do teorema ndo sera efetuada, pois o interesse
geral no trabalho vai além de um tratamento puramente linear.

38.0 Teorema de Kuhn-Tucker - Caso Geral
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Trataremos agora o Teorema de Kuhn-Tucker para o caso em que
as condigdes de restrigio, ao invés de lineares, sio apenas semi-convexas.

Teorema 3.22

Seja g(x) uma fungdio continua e semi-concava, em todo R,
821(%), 8(X), ..., gm(X) fungdes continuas e semi-convexas em todo o espago; a,, a,, ..., a,
nimeros reais, C o conjunto dos vetores x tais que:

( g(x) < a,
g(X) s a,
{ e
g.(X) < a,
' | X 20

Suponhamos que em C exista algum vetor y para o qual as
des1gualdades acima se observem estritamente, isto é, g;(y) < a;; ...; 8m(Y) < ap. Seja Xy um
ponto dc C no qual as fungdes £x), gi(%), ..., gm(x) sejam diferencidveis e todas com
gradientes diferentes de zero. Entiio, para que o maximo de f(x) em C ocorra no ponto X, €
necessario e suficiente que nesse ponto ocorra também o maximo de fx) de f{x) no poliedro
Cicho definido pelas desigualdades:

[%-xg, grady(x,)] < 0 para todo indice i tal que  g(xp) =a;x 2 0.

Demonstracio

Suponhamos que o maximo de f{x) em C ocorra em x;. Isso
significa que, para todo z € C, se tem f{z) < f{x(). Seja x um vetor ndo negativo tal que [x-xo,
grad g(xg)] < 0 para todo indice i tal que g;(x;) = a; (isto &, um vetor de C). Seja agora y um
vetor de C tal que g{(y) < a; para todo indice i. Como -g; é semi-concava e como -g{(y) > -
gi(%g) para todo indice i tal que g(x;) = ai, segue-se pelo Teorema 3.14 que:

[y-x¢,grad;(x)]1<0 para todo indice i tal que gi(x,)=a;.

Seja ainda o. um nimero real qualquer tal que O<aa<lez=
ay + (1-a)x. Entdo, para todo inidice i tal que gi(x;) = a; teremos: '

[z-x0, grad g;(xp)] <0.

Seja A; um nimero real positivo tal que para todo A S A se
tenha gl[xo + Mz-Xp)] < a;. Pela desigualdade acima, A; existird se gi(xg) = a;, em virtude do
Teorema 3.16; se g;(xg) < a;, A existird pela continuidade da fungdo g;. Segue-se, tomando A
igual ao menor dos A, que x, + A(z-x;) € C para algum A positivo. Isso significa que f[x; +
Mz-Xg)] < f(Xg), para algum A positivo. Isso significa que f]xg + A(z-Xg)] < f{Xp), para algum
A positivo ja que, por hipétese, x; € o maximo de f em C. Como f é semi-concava, isso exige:
que se tenha também f{z) < f{x;). Mas isso exige que se tenha f{z) < f{x;). Mas isso imnplica
em se ter flay + (a-0)x] < fxp) para todo 0 < a < 1. Como f ¢ continua, devemos ter f{x) <
f{xp). Isso prova que x, é o ponto que maximiza £ no conjunto C.
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_ A reciproca do teorema € bastante simples. Suponhamos que x
scja o maximo de f{x) em C, isto ¢, que %) < f{x) para todo x tal que [x-x,, grad gi(xy)] <0
para todo indice i tal que gy(x;) = a; Pelos Teoremas 3.14 e 3.15 ¢ imediato que C ¢

subconjunto de C. Como por hipdtese, x, pertence a C, o maximo de f em C também ocorrera
em X '

Observagdo: Em termos analiticos, o teorema demonstrado pode
enunciar-se da seguinte forma:

Consideremos o problema: Maximizar a fungdo continua ¢ semi-
concava (X, Xy, ..., X,), com as restrigdes:

r gl(xl’ xﬂ! seey xn) S a'l
2,(X X5, s X)) S 8,

BuXps Xy 000y X)) S 8
xx20xz20..x,=0

\

I

As diversas fungdes g, g, .., 8y sendo continuas e semi-
convexas. Admitamos que exista um ponto para o qual essas desigualdades se observam
todas estritamente. Seja agora (z,, 75, ..., Z,,) um ponto do conjunto de solugdes do sistema de
desigualdades no qual as fungdes f, g), g5, ..., 8y, sejam todas diferenciaveis e como

. : i of 0g; . .
gradientes diferentes de zero. Designemos por f= — e g;= %8i a5 derivadas parciais das

| 0% Ox;j |
fungSes nesse ponto (74, z, ..., Z,). Entdio esse ponto sera a solugio 6tima do problema se e
somente se for a solugdo 6tima do problema seguinte: Maximizar f(x,,x,,...,X,), com as

condigdes:

| (X1zp)gi + (XoZp)gp + .- + (X Zp)8in < 0, para todo indice i tal |
que g(zy, Zy, -, Z,)) = &;.

Xy 2 0, X9 2 0,_..., Xn 2 0.

Podemos agora observar que este Gltimo problema tem restrigdes
lineares, aplicando-se por ela a forma simplificada do Teorema de Kuhn e Tucker. Aplicando
entdo o Teorema 3.16 e atribuindo valores p; = 0 para as desigualdades tais que g(z;, z;, ...,
z,,) < a; chegamos ao seguinte teorema:

Teorema 3.23 (Forma Geral do Teorema de Kuhn e Tucker)

Consideremos o problema: Maximizar a fungio continua e semi-
‘concava f{x;, x,, ..., X,), com as condigdes:
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(
gl(Xl! Xy s X,) S 8
g&(xb xi’ weey xn) S al

ﬁ BulXis Xz ey X)) S 8,
xx20x20.:.x,20

: : onde as fungdes g;, g;, ..., gy S30 continuas e semi-concavas em
todo o R, supondo-se que exista algum ponto (vy, ¥y, ..., ¥p) tal que gy, ¥2, - Y) <3, (i =
1, 2, ..., m). Entdo para que um ponto (z;, z,, ..., Z,), que atenda ao sistema de desigualdades,
e no qual f, g;, g;, ..., 8, sejam diferencidveis com gradientes ndo nulos, seja solugdo 6tima
do problema, ¢ necessario e suficiente que existam nimeros reais py, py, .-, Py tais que:

Dp120;p220;..;p 20

(i1) p; = 0 se gi(%}, Xp, -.» X)) <

T e 6f 6g1 6g2 6gm
—=p 2y ZB2 44 oM z >0
(111) 5 j P 6 P2 ﬁxj Pm 3 ; €
. of _ og 0g 08, '
L2t py 22 p O oz =)
(‘V) 5 ; P 5 i P2 an Pm 5 )]

as diversas derivadas parciais sendo calculadas nos pontos (z,,
2255 Zn)-

3.9. Comentario I'inal

Com estamos tratando de otimizagdo, fica explicada a
apresentagdo dos rudimentos, definigdes e teoremas, dentro do capitulo 3; pelo algoritmo que
sera apresentado no capitulo 5 é o suficiente, porém ainda se torna imperativa a colocagio de
mais um capitulo, pois o termo global ainda n3o estd justificado, logo incluimos como
préximo item de  trabalho as  condigdes de otimidade global.



OTIMALIDADE GLOBAL

4.1. 'Introdug:ﬁo

Antes de apresentar qualquer método numérico, é sempre
inteligente apresentar uma série de condigdes, as quais deem respaldo ao algoritmo que se
pretende desenvolver, algoritmos esses que geram subseqiiencias convergentes para pontos
que satisfazem a essas condigdes.

Iremos considerar o problema de minimizag¢fo: minimizar £x)
com as condigdes: '

gx)=<0,i=1,..m

Bx)=0,j=1, .., p
xeEXCH

v Daonde veremos que a diferenciabilidade do problema tem
influéncia sobre a natureza dessas condigdes. :

4.2. Otimizacio sem Restri¢oes

Definicdo 4.1

Definimos como valor 6timo de um problema de minimizagdo,
como sendo z* real definido por:

z* = Inf{f{x) | x € R"} quando o infimo existe.

Deﬁnigﬁo 4.2
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Seja uma fungio £:R"—>R. Diremos que x*¢ um minimo global
de f'se f{x*) < f{x), para qualquer x € RM. Diremos que x* é um minimo local de f se existe &
> 0, tal que f{x*) < {x), para qualquer x € R tal que x-x*| < €.

Definigio 4.3

Um vetor d € R é uma diregio de descida da fungiio fem x* €
R se existe 5 > 0 tal que: : :

fx* + Ad) < f{x*), para qualquer A e (0,0)

Teorema 4.1

Suponha f diferenciavel em x*. Qualquer vetor de RN, tal que
[grad f{x*)]'d < 0 é uma diregdo de descida de f em x*,

Demonstracio

Naio sera feita.

Teorema 4.2

Uma condigio necessdria para que x* seja um minimo local da
fungio f, diferencidvel em x* é:

grad f{x*) = 0.
Demonstracio

A partir da definigio de minimo local, vemos que se X é um
minimo local, nfo existem diregdes d descida de f em X*, ou seja, [grad fx*)]td < 0; para
qualquer d € R™. Logo grad f{x*) = 0.

O Teorema 4.2 ¢ uma condigéio de 1* ordem, em caso de fungdes

duas vezes diferencidveis podemos enunciar uma condigio de 2* ordem, na forma do
Teorema 4.3.

Teorema 4.3

Uma condigdo de 1* ordem necessiria para que x* seja um
minimo local da fungio f, duas vezes diferenciavel em x*, é:

(1) grad f{x*) =0
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(ii) H(x*) = (grad {x*))* é positiva e semi-definida.

Demonstracdo

Como f é duas vezes diferenciavel em x*, temos a relagio (1)

f(x) - f{x*) + [grad f{x*)](x-x*) + 12(x-x*HE*)(xx*)+ [x-x*P

€ (x*; x), onde €(x*,x) — 0 quando x—> x*.

Se x* é um minimo local de f, temos grad f{x*) = 0 e f{x) =2 {x*),

para qualquer x tal que [x-x*|| < €.

Como €(x*-x) = 0 quando x — x* vemos que (x-x*)H(x*)(x-x*)

> 0, para qualquer x tal que [[x-x*| < €;, ou seja, H(x*) ¢ positiva e semi-definida.

Essas condigdes sdio apenas necessarias porque os termos de

primeira e de segunda ordem podem estar nulos e teremos ainda uma divida sobre a natureza
de x*. Por outro lado, teremos uma condig#o suficiente se fortalecermos a hipétese feita sobre

4.4.

condigdes:

Hessiano. A condigio suficiente de segunda ordem pode ser colocada na forma do Teorema

Teorema 4.4

Seja f duas vezes diferenciavel em x* tal que:

(i) grad (x*)=0
(ii) H(x*) é positiva definida.

Entio x* é um minimo local estrito de f.

Demonstracio

Com as condigdes (i) e (ii), a relagdo (1) torna-se
f{x) - f(x*) > 0, para qualquer x, tal que

x-x*[? | E(x*,x)| < 1/2(x-x*{(H*)(x-x*).

4.3. Otimizacdo de Fungdes com Restrigoes de Igualdades

Estaremos agora tratando do problema: Minimizar f{x) sob as

h,(x)= 0,j=1,..,p
xeXcR"
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Faremos duas hipéteses sobre a superficie S no ponto x* € S,
onde estio estabelecidas as condigdes de otimalidade.

Hipoéteses
D h; € Cp,j=1, ..., p. Diremos que a superficie S é "suave" em
j 1
x*

(2) Os gradientes (grad h ;(x*), j = 1, ..., p) sdo linearmente
independentes .

Conseqiiéncias

(1) Podemos definir analiticamente o plano tangente d superficie
S em x*, ou seja, o conjunto de todos os vetores derivados as curvas diferencidveis contidas
em S e passando por x*. Sera o subespago
i

M = {d € ®n | grad h(x*)d = 0}

onde grad h(x*) é o jacobiano da fungdo vetorial h em x*.

Teorema 4.5 (Condicdo Necessaria de Primeira Ordem) -

_ Uma condigio necessaria para que o ponto x* € S, satisfazendo as
hipéteses (1) e (2); seja um minimo local de um fungio f continuamente diferencidvel em x*, .
e que existam multiplicadores de Lagrange A, A,, ..., A, tais que:

P
gradf(x*) + Zl ;gradh (x*) =0

=l

A demonstragdo deste teorema é sem divida alguma muito
elegante, porém devido a sua extensdo passaremos adiante, deixando ao leitor interessado a
referéncia bibliografica, onde o mesmo se encontra. [10]

Definigiio 4.4

A fungio lagrangiana associada ao problema de mlmmlzagao com
restrigdes de igualdade, é a fungéio de RnxRM—R definida por:

L(x,A) = f(x)+ 3 Ayhy (%)
k=1
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Teorema 4.6 (Condicio Necessaria de 2° Or_dem)

Suponha que x* € S, e que as hipdteses (1) e (2) s#o satisfeitas
em x*. Suponha ainda que f, hy, ..., hp € C2 Entio se x* é um minimo local de f sobre S,
existem reais Ay, ..., Ap tais que:

(1) grad L(x,A) =0
(ii) AxtL(x*,\) Ax > 0, para qualquer Ax e M = {ye®Rn | Ah(x*)y

=0} onde L. é o hessiano de L(x,A) em relagfio a x:

Lo =[eradof + 2 [gradh (o

Novamente optamos em n#o apresentar a demonstragio.

4.4. Otimizaciio de Fungdes com Restrigdes de Desigualdades

Consideremos agora o problema do tipo: Minimizar f{x) sob as
condigdes:

g(x)<0,i=1,..,m

Hipoteses
(g eChi=1,..m

(2) Os gradientes {grad gi(x*), i = 1, ..., m | g(x*) = 0} sdo
linearmente independentes.

Definico 4.5

As restrigOes associadas ao conjunto i = 1, ..., m serdo ditas ativas,
as outras serfio com folga. :

Teorema 4.7 (Condigdo Necessaria de Primeira Ordem -
Condic¢oes de Kuhn-Tucker)

Seja x* um minimo local de f € C; no dominio xcRn definido na
mtrodugﬁo Se as hipéteses (1) e (2) forem satisfeitas em x* € X, entio existem
multiplicadores p, ..., B, tais que:

(ipgradf(x¥) + Y ugradg, (x*) = 0
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i) pw>=0,i=1,..,m

(i) pg(x*)=0,i=1, .., m

Demonstracio

Vide [10]

Teorema 4.8 (Condicio Necessaria de Segunda Oredem)

‘Suponha que x*€ X e que as hip6teses (1) e (2) séo satisfeitas em
x*. Suponha ainda que f, g, ..., gy, € C* Ento, se x* é um minimo local de f na regido X,
existem Wy, ..., It tais que: '

(Ex*)+)_mgradg (x%) =0

(ii) 1 2 0 € pig(x*) =0
(iii) AxtL(x*,r)Ax >= 0 para qualquer Ax € M, onde L(x,r) =
[erad RO + . pigi(x*), e M= {ye®R"| [grad g(x*)]y=0, i=1, ..., m}.

i=1

Demonstraq?io

Conforme o Teorema 4.6, observemos que o plano tangente em x*
¢ definido apenas em fungdo das restrigSes ativas em x*.

Observagido

: Para obter uma condigo suficiente, devemos incluir as diregdes
Ax tais que [grad g(x*)]!Ax <0 parai= 1, .., m e p; = 0. Por outro lado, se f é convexa e
cada g; é convexa, entdo qualquer solugio satisfazendo as condigdes do Teorema 4.7 (Kuhn-
Tucker) é um minimo global do problema restrito.

O caso geral ji estudado no capitulo 2 de um problema de
minimizagio de igualdades e desigualdades retine os Teoremas 4.6 € 4.7:

Min f{x)
Sujeito a: g;(x) <0
hj(x) = 0

A fungdo lagrangiana € do tipo:
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Lx,1,A) = f(x) + nig(x) + Ath(x)
onde:xe R pe RM A e Ro,u>0

4.5. Dualidade Lagrangiana

Vamos considerar o seguinte problema de minimizagdio no Rn
onde a regido factivel é definida como intersecgdo de uma regido suposta "complicada"
defiida explicitamente por m restrigdes de desigualdades.

Problema Primal

Minimizar f{x)

Sujeito a gi(x)<0,i=1, .., m
xe Xchn

Definimo a fungio lagrangiana associada ao problema como:
L{xu) = f{x) + u'g(x)

ondeu € M, u > 0.

. !

L(u) ¢ a fungfio dual associada ao problema, definida para u > 0
tais que inf)'(L(x,u)> — 0. ‘
Xe

4.6. Condigoes de Otimalidade Global

Definicdo 4.5

O par (x*, u*) com x* €X e u* >= 0 satisfaz as condi¢Ges de
otimalidade global do problema primal se:

(DL %) = L) = mindfx) +u* g ()

(ii) [u*Jtg(x*) = 0
(iii) g(x*) <0

Teorema 4.9

, Se (x*,u*) satisfazem as condiges de otimalidade global, entio
x* é solugdio do problema primal.
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Demonstracdo

E fécil verificar que x* é factivel e x*e X. Temos  fx*) = f{x*)
+ [u*tg(x*) < f{x) + [u*]tg(x) < %) sendo que para qualquer x com g(x) < 0.

4.7. Comentario Final

Visto que até. o momento o conteido vem evoluindo
gradativamente, estando agora a frente da apresentagdo de um algoritmo que nos permita
conclir nosso objetivo, que é o de otimizar fungdes nAo-lineares globalmente, sujeitas a
restrigGes de igualdade e desigualdade. o



5. Algoritmo de Otimizagdo Global

S.1.Introdugio

O algoritmo ndo é nenhuma técnica numérica, destas que ﬁparecem
com grande freqiiéncia em compéndios de programagio ndo-linear, mas sim a apresentagdo
de modificagdes na estrutura do problema.

5.2. O Algoritmo

Seja dado um problema de programagio matemética:

Problema (1)

Minimizar: f{x)

Sujeito a:
g.(x)<0,1=1,2, ..., m
hy(x)=0,j=1,2, ..., p
xeXcR"

Sua solugdo pode ser obtida por algum dos numerosos métodos
numéricos existentes, muitos explorando caracteristicas inerentes ao problema. Por exemplo,
se todas as fungbes mesmo que nio-lineares, forem convexas e diferenciaveis, existem
métodos muitos eficientes para resolver o problema. Caso contrario, surge a necessidade de se
escolherem métodos que comportem a n3o diferenciabilidade e ndo convexidade do
problema.,
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No caso da otimizagfo global, a técnica mais razoavel ainda parece ser
a de resolver o problema varias vezes, partindo cada vez de um ponto inicial diferente,
aceitando como 6timo global a solugio que apresentar o menor valor para a fungdo objetivo
do problema (1). Esta técnica, apesar de fornecer solugSes boas, ndo garante que o minimo
global tenha sido atingido.

Numa tentativa de resolver o problema da otimizagao global, propomos
aqui:

Primeiro Passo: Construir um hiperplano H, paralelo ao dominio da
fungio objetivo, a uma altura k, isto é, H(x)=k, ke R, ou seja, fazer: f(x)<k, ke R,

Segundo Passo: Verificar se dentro do dominio vidvel o hiperplano H
corta a fung@o objetivo, isto &, se a inequagio f(x)<k tem solugdo vidvel,

Terceiro Passo: Se sim, diminuir o valor de k e repetir a verificag#o,
!

isto ¢, repetir o segundo passo com o novo valor de k;

Quarto Passo: Os sucessivos ajustes no valor de k devem ser
conduzidos na forma que o intervalo de variagdo de k, seja cada vez menor, até que para cada
k=k*, o problema tenha solugdo e, para k=k+s, £>0, esse problema nio tenha solugio.

Desta forma, o valor minimo global vidvel da fungfio objetivo estara no
intervalo: '

L=(k* k*+g]cR

E o ponto de minimo global vidvel do problema sera qualquer ponto x
eR",tal que:

k*<f(x)<k*+e

A partir dai devemos verificar se a inequagio f(x)<k tem solugio
dentro do dominio viavel. Evidentemente que isto traz suas dificuldades, devido a verificagio
de uma inequagio 4 multiplas varidveis seguidas vezes.

Esta dificuldade porém, pode ser contornada construindo-se um novo
problema do tipo:

Problema (2)
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Minimizar: zn—“ X,

i=1
Sujeito a :
g,(x)<0,1=1,2,...,m

hj(X)‘_‘ O,j=1323 e p
fix)<k

xeXciR"

Assim, estd-se procurando verificar se existe algum xeR" que,

simultaneamente satisfaga:

(1) As restrigdes do problema original (problema (1)), isto ¢ x é viavel,

(i1) f(x)<k, isto é, se esta inequagio tem solugdo.

Deve-se notar que a fungdio objetivo do problema (2) foi escolhida
arbitrariamente, e poderia muito bem ser de outra forma, como por exemplo:

Rx)=3" x?

i=1

Teoricamente, este método conduz ao 6timo global do problema, mas
tem a desvantagem de exigir muitas iteragdes isto é, muitas resolugdes sucessivas do mesmo
problema, uma para cada valor de k, além disso acrescido de uma restrigdo.

Na evolugdo do presente raciocinio, surge entdo a idéia de, ao invés de ,
para cada iteragio, fixar um novo valor de k e resolver novamente o problema (2),
- transformar k em uma nova variavel do problema, isto é:

kzxnﬂ
¢ transformar a fungio objetivo do problema (2) em:

. } I(X) =X ntl
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Assim, passa-se a outro problema de programagio matematica, desta
vez:

Problema (3)
| Minimizar: x_,,
Sujeito a:
g,(x)<0,i=1, 2, ..., m
hi(x)=0,j=12, .., p
f(x)<x,,,
xeXcR™
Isto significa que ao problema de programagio matematica original

problema (1), foi acrescida uma variavel x_,, e uma restrigio f{x)<x_,,, além de a fungio

!

objetivo também ter sido modificada, passando a ser linear.

Evidentemente, nenhuma das duas idéias acima garante que se obtenha
facilmente o minimo global para o problema (1). Porém, a conjugagio de ambas as idéias,
como apresentado abaixo, pode trazer bons resultados.

Dado um problema de programagio matematica na forma do
problema (1), transforma-lo em outro problema, agora na forma de problema (3), ¢ resolvé-
lo. |

Seja x*eR™ a solugio Stima obtida, que pode ser.global ou nio. A
fim de prosseguir na busca de uma solugfio 6tima global para o problema (1), pode-se tentar
uma nova redugio no valor da fungio objetivo do problema (1), acrescentando ao problema
(3) uma nova restrigdo, esta da forma:

Rx)<x, €, >0

que pode ser incorporada a restriqﬁo f(x)<x_,,, 0 que resulta em:
fx)<(x’,,-6+x,,, )2, 6> 0 |

Em outras palavras,passa-se do problema (3) parag

Problema (4)

Minimizar: x_,,

Sujeito a:

g(x)< 0,i=1 2, .., m
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hi(x)= 0, j=1, 2, ..., p
fX)S (X, X0y €2 ,8> 0
xeXcR™
Obs.: Notar que x:ﬂ é uma constante.
- Conclusio:
() Se o problema (4) revelar-se invidvel é porque nio ¢ mais possivel

reduzir o valor de f(x) abaixo de x,,, é o ultimo valor x*e®R™" obtido é uma solugio 6tima
global. |

(i) Caso seja ainda possivel resolver o problema (4) repetir o
procedimento, para isto construindo-se um novo problema de programagio matematica,
agora com o novo valor obtido para x_,,.



6. APLICACOES

| 6.1. Apresentagiio dos Modelos

O algoritmo foi utilizado na resolugio de'problemas de
construgdo patogénica, encontrados nas referéncias [5], [12] ¢ [14]. Estes problemas
além da suas dificuldades naturais sdo multimodais, o que reforga os motivos da
utilizagfio desta nossa técnica.

Citaremos alguns dos problemas pesquisados, apresentando
também os mesmos em sua nova forma, apos terem passado pelo pelas transformagdes que
o algoritmo apregoa.

6.2. Problemas

Teste 1.- Forma Original: (Levy-Gomez(1985, p.243,

Problem 2 ) [5]
Minimizar: f(x) = 0.1(x? +x2)
Sujeito a: 2sen(27x,)-sen(47x,) < 0
_ Observagdo: o problema enunciado trabalha sobre o dominio
([-1,11,[-1,1])", possuindo 24 minimos locais ¢ tem apenas um minimo global em (0,0).'r ,

com f{x*)=0.

Teste 1.- Pelo Algoritmo:
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Minimizar: f(x)= x,

0.1(x2+x2)< x,

Sujeito a:
2sen(2nx,)-sen(4mx,)< 0

Teste 2.- Forma QOriginal : (Zowe (1985), p.350) [5]

Minimizar: £f(x) = (x,-2)* +(x, - 1)?

2
X-X,<0

Sujeito a:
X,+X,-2< 0

Observagdo:com xeR?, onde o minimo estd locahzado no
ponto x*=(1,1)7, qua imagem Otima global é f(x*)=1.

Teste 2.- Pelo Algoritmo: _ ;

Minimizar: x,

(x1-2)2+(x2 '1)2 S X
X;-x,< 0

Sujeito a:
X, +X,-2< 0

Teste 3.- Forma Original: (Branin (1972)). [12]

Minimizar: f(x)= 4x] -2.1x{ +%xf +X,X, -4%2 +4x]

Observagdo: o dominio ¢ dado por ([-5,51[-5.5])7, os
minimos globais estio estio  x*=(0.08983,-0.7126) ¢ x*=(-0.08983, 0.7126).

Teste 3.- Pelo Algoritmo:

Minimizar: f(x)=x,

Sujeito a: 4x? -2.1x; 4§xf +X,X, -4X2 +4%) <X,

Teste 4.- Forma Original: (Rastrigin (1974)). [12] '
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Minimizar: f(x) =x} +x2 -cos18x, -cosI8x,
Observagdo: o dominio é dado entre ([-1,1},[-L,1DT. A
fungdo possui um total de 50 minimos locais , tendo como minimo global unico as

coordenadas x=(0,0), sendo f(x*)=-2.

Teste 4. Pelo Algoritmo:

Minimizar: f(x)=x,
Sujeito a: x; +xj -cos18x, -cos18x, < x,

Teste 3.- Forma Original: (Horst (1990)). [14]

Minimizar: f(x)=4x] +2x2 -4x2

Sujeito a: x} -2x, -2x,-1<0

!

- Observagdo: o dominio do problema é dado ([-1,11,[-1,1])",
sendo o otlmo dado em x*=(0.7197,0.0000), com f(x*)=-0.9987.

Teste 5.- Pelo Algoritm‘o:

Minimizar: f(x)=x,

4x] +2x2 -4x? <x

Sujeito a:
X; -2x,-2x,-1<0

Teste 6.- Forma Original: (Horst (1990)). [14]

Minimizar: f(x)=(x} +x, +x,)-(x, +x2 -x,)

(%, =%, -1.2)2 +x, < 4.4

X, +X, +X%;<6.5
Sujeito a: x, <1.4

X, <16

X; <18

Observagdo: o minimo global é encontrado em x*=(1.400,
1.8128, 1.800). '
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Teste 6.- Pelo Algoritmo:

Minimizar: £(x)=x,

(X7 +%; +%5) (X, +X; -X;) <X,
(%,-%,-1.2)* +x, < 4.4

X, +X,+%,<6.5

X, <14

X, <16

X, <18

Sujeito a:

Teste 7.- Forma Original: (Imagem 3D-Surface).
Minimizar: f(x)=e®".cost, onde r= \/x? + x3

Observagdo:o minimo é procurado em ([-2,2),[-2,2])" e o
minimo global estd em x*=(0,0), com f*=1, |

t

Teste 7.- Pelo Algbritmo:

Minimizar: f(x)=x,
Sujeito a: ¢**.cosr < x,, onde r=|x} +x}

Observagio:Todos os problemas acima apresentados
possuem duas versdes, uma na sua forma original a outra na sua forma modificada pelo
algoritmo em questfio. Os problemas modificados poderiam ainda sofrer modificagdes
para para a forma : Minimizar : f(x)=x?,x],....

6.3. Resultados

Em todos os testes efetuados o algoritmo mostrou-se eficaz,
resultando sempre em valores também obtidos nas referéncias consultadas (vide
referenciagio bibliografica). '

A caracterizagdo do minimo global inicialmente segue o
critério geral dos minimos locais, que é o "critério do gradiente zero". A garantia de que os
minimos globais foram atingidos se baseia primeiramente nas condigSes de otimalidade de
Kunh-Tucker, que foram atendidas, mesmo quando iniciamos o problema sem que todas
as restrigdes fossem convexas. Com o inicio dos célculos essa hipétese é naturalmente
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forgada com a minimizagdo feita pelo hiperplano. Forgando os pontos de minimo a se
localizarem dentro de regides convexas, dando-nos assim garantia de otimalidade. Como
ja colocamos anteriormente as condigdes de Kunh-Tucker nio sdo suficientes para

classificar um minimo como sendo global assim, apelamos aos conjuntos de nivel de Zang
e Avricl, que consideram um conjunto de niveis L (a)={x/x <A, f(x)<a}, onde o

dominio efetivo estd mapeado por G, ={a/acR,L (a)=0}. O ponto mapeado para o
conjunto Li(a) é dito semi-continuo-superior, para
@G sexeLi(@),{a'}c G, {a'} > @ implica na existéncia de um ntimero natural K e
da seqiiéncia {x'} tal que {x'}>x e x' eL,(¢') para i>K. Isto caracteriza condigio

suficiente para a classificagdo do minimo como sendo minimo global. O leitor verificara
que nosso algoritmo sugere este teste ao final da apresentagio do algoritmo.
Para a otimizagfio ndo-linear utilizamos o pacote matematico

Mercury ®, que é da criagio de Roger Schlafly (Real Software, PO BOX 1680, Soquel,
CA 95073 USA), que usa um método iterativo nio especificado para a resolugsio. Um fato
interessante aqui constatado, foi o de quando as novas fungdes objetivo sofriam
modificagSes para a nova varidvel, esta com um expoente maior a 2 (dois), o tempo
computacional reduzia-se sensivelmente. Como n3o temos nenhuma explicagdo
suficientemente bem elaborada, acreditamos que se tratem de questdes internas de pacote -
em uso . Para o caso da otimizagdo linear foi utilizado o pacote PLM®, que ¢ da criagdo
de Claudio Loesch (FURB-Blumenau-SC), que utiliza o método Simplex sobre uma
planilha de calculos, e para a visualizagio (quando possivel) dos problemas foi usado o
pacote 3Dsurf®.

_ Para a verificagdo dos resultados usamos algoritmos genéticos
sobre os problemas em teste, porém deixando claro que esta verificagdo ndo serve de
comprovagdo de otimalidade global. |

6.4. Limitacdes

Mesmo o algoritmo tendo dado bons resultados, ndo podemos
considera-lo como totalmente confidvel, pois 0 mesmo necessitaria ser utilizado em
problemas de porte maior, os quais ndo encontramos nas literaturas consultadas, porém
confiamos que n3o deva ser dificil serem construidos a partir de situagdes praticas. |

Outro problema que deve ser levado em consideragéio, é o
detalhe da utilizagdo do algoritmo em problemas de otimizagdo, cujas restrigdes ndo sejam
convexas, sendo bem possivel nesses casos o algoritmo apresentar fracassos, porém nada
queremos adiantar neste sentido . ‘

Por altimo tivemos alguns problemas de inicializag3o, ou seja,
com o uso de um startpoint conveniente. Teoricamente isto ndo deveria ser nenhum
impecilio, pois conforme nosso hiperplano ¢ otimizado o problema acaba sendo relaxado
das restrigdes iniciais do problemas original. Acreditamos pois, ser isto um problema de
algoritmo numérico usado pelo computador.
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ANEXO 1

Pesquisa Multidimensional Discreta

1.0 método de Hoocke ¢ Jeeves

Algoritmo:

Inicializacdo: Sejam d,,...,d, as coordenadas das diregSes. Escolha um escalar £>0 que serd
usado como tolerdncia para terminar o algoritmo. Também escolha o tamanho do passo
inicial, A>s, ¢ um fator de aceleragio o>0. Escolha um ponto se sdida x,, faga y, = x,, fad
k=j=1, e va para o passo principal. |

Passo Principal: :
1. Se f(y;+Ad;) <f(y;), denominamos este caminho de sucesso; fazemos y,, = y;+Ad;, e
seguimos para o passo 2. Se porém, f (y; +Ad;)2f(y;), este caminho denominamos de
fracasso. Neste caso va para o passo 2; se f(y ;—Ad)21(y;), fazemos y,, =y, - Ad eva
para o passo 3.
2. Se j<n, passe j para j+1, e repita o passo 1. Caso contririo v4 para o passo 3 se
£(y o) <f(xy), € va para o passo 4 se f(y,,) > £(x,).
3. Faga x,,; = Y, € ¥1 = Xy + &(Xpsy — X, ). Passe k para k+1,faga j=1 e va para o passo 1.
4. Se A<g pare; x, € a solugfo. Caso contrario, passe A para A/2. Faga y, = x,,X, = X, passe
k parak+1, faga j=1 e repita o passo 1. - |

Pesquisa Multidimensional Continua

2. O Método Steepest Descent

Algoritmo:

Inicializagdo: Seja £>0 uma tolerdncia dada. Escolha um ponto de partida x, , faga k=1,eva
para o passo principal.

Passo Principal: Se |[VE(x,)|< ¢, pare; caso contririo, faga d, =-Vf(x,), ¢ determine A,

‘6timo do problema de de minimizagio f(x, + Ad, ) sujeito a A20. Faga x,,, = x, + Ad,, passe k
para k-+1, e repita o passo principal.
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ANEXO 2
Otimizagdo Restrita

Varias técnicas de otimizagio sio especificamente planejadas para
trabalhar o problema restrito; entre elas estdio os métodos da projegio do gradiente ¢ do
gradiente reduzido.

Outras técnicas envolvem modificages dos métodos néo restritos.
A primeira categoria destas leva em consideragio restrigdes explicitamente em cada passo.
Nesta categoria podemos distinguir duas subcategorias: os métodos de pesquisa direta e os
métodos dos gradientes. Os métodos de pesquisa direta fazem sentido quando o ponto
presente estd proximo de um contorno restritivo € modificam conseqiientemente as diregSes
de pesquisa. Os métodos dos gradientes sdo variagdes do método de maior descida e
modificam, se necessario, a diregio do gradiente de forma que o novo ponto esteja dentro da
regiio provivel. Entretanto, os gradientes dentro da regiio ndo provavel podem ser
confidveis. se as restrigdes forem complicadas entio ambos os tipos de métodos nesta
primeira categoria podem tornar-se ineficientes.

A segunda categoria compreende aqueles métodos que utilizam
fungdes de penalidades. Aqui a idéia essencial é adicionar a seqiiéncia de fungdes penalidades
a fungiio objetiva basica de modo que as solugdes para a seqiiéncia de novas fungdes
objetivas ndo restritas tendam a solugio dos problemas restritos. A dificuldade aqui é que as
fungdes de penalidades podem introduzir caracteristicas inusuais no problema. Quando uma
fungdo que penalize violagdes de restrigdo for adicionada, serd chamada de fungio de
penalidade exterior. Para restrigdes do tipo h,(x) =0 podemos tomar fungdes de penalidades
da forma r'[h, (x)]z. Uma seqiiéncia de valores de r é escolhida, desde que tenda a zero,
entretanto a pesquisa prossegue. Para restrigdes da forma g,(x) < 0, fung3es de barreiras sio
escolhidas, sendo diferentes de zero no interior da regi?io viavel e infinitas em seus contornos.

Seria impossivel fazer justica ao tema dos métodos restritos sem
entrar no tema extensivamente. Aconselhamos ao leitor interessado a leitura de [2].
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C:GLOBMIN.EKA Line 10 Col 1 Insert Indent Tab
; Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.
; Autor: Nelson Hein.
;Problema 1
Minimize f
f =z
0.1(x"2+y"2 ) (=2
2xsin( 2xpixy )-sin(4xpixx )(=0

-1 {=x{=1
-1 {=y (=]
"C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1 Insert Indent Tab

Variables:

f = Z

= +4.8114612091430000E~14

4 = +4.81146120914300E-14

X = +1.019849010798355E~10

y = -1.019332269492119E~10

Residuals and derived equations:
{ 0} f=z

{ INF } 0.1%x(x"2+y"2)(=z

{ INF } 2*%SIN(6.28318530717959%y )-SIN(12.56637061435917%x ){=0

{ 0} ~1(=x

{ 0} x<(=1

{ 0} -1(=y

{ 0} y<=1

{ 4.8E~14 } O0.1x(x"2+y"2)+T2-2=0

{ 1.3E=-14 } 2xSIN(6.28318530717959%y )-SIN(12.56637061435917%x )+T3-0=0

lLargest residual is INF
Method: Iterative
Numeric processor: Emulator



C:GLOBMIN.EKA Line 8 Col 9 Insert Indent Tab
; Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.
; Autor: Nelson Hein.

;Problema 2
Minimize f
f =z
(x-2)"2+(y-1)"2¢(=2
X" 2=y (=0
X+y—-2¢{(=0
C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1 Insert Indent Tab

Variables:

f = Z

= +0.99999999994983024

z = +0.999999999949830

X = +1.00000000002506

Y = +1 ,00000000005800

Residuals and derived equations:
{ 0} f=2z '
{ INF } (x=2)"2+(y-1)"2(=z
{ INF } x"2-y{(=0
{ INF } x+y=-2(=0
{ 4.1E~-14 } (x-2)"24(y=1)"24T2-2z=0
{ 7.9E~12 } x"2-y+T3-0=0
{ 8.3E~11 } x+y-2+T4-0=0

Largest residual is INF
Method: Iterative
Numeric processor: Emulator



C:1GL.OBM
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IN.EKA Line 7 Col 1 Insert Indent Tab

3 Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.

5 Autor:

;Problema 3
Minimize f

f =z

Nelson Hein.

Axx"2~2 1xkxX"T4+(1/3)kXT 6+ XKy ~4Xy T 2+4%y 4 (=7
~5(=x{=5
-B{=y(=5

C:s0LUT

Variables:

..F

N

X x

oo oo

ION.EKA Line 1 Col 1 Insert Indent Tab

Z
-1.0316284534898774
-1.03162845348988
-0.0898420131003181
+0.712656403020740

Residuals and derived equations:

P o WP N

0} f=z

INF } 4x
0} ~B(=
0} x<(=5
0} =5(=
0} vy<(=5
6.7E~17 }

X"2-2 1xx"4+0 .333333333333333%kX "6+ XXKy~a4Xy 2+4%y 4 (=Z
X

Y

4%xx"2-2.1%x"4+0 .333333333333333%X"6+xky~4%xy " 2+4xy "4+ T2-2=0

Largest residual is INF
Method: Itera
Numer ic processor: Emulator

tive



C:GLOBMIN.EKA Line 9 Col 1 Insert Indent Tab
: Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.
; Autor: Nelson Hein.
; Problema 4
Minimize f
f =z
x"2+y " 2~cos( 18%x )~cos( 18xy )(=z
-1 (=x (=1
-1 (=y{=]

C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1 Insert Indent Tab
Variables:
f z
-2 .0000000000000000
-2 .000000000000000
0 .0000000000000000

0.0000000000000000

Z
X
Y

L T

Residuals and derived equations:

0} f=z

INF }  x72+y"2~-COS( 18%x )~COS( 18%y ){(=zZ
} —1d=x '

} ox<(=1

Y} -1(=y

Y} y<(=1

} x"2+4y"2-Cc08(18%x )-COS( 18Xy )+ T2-z=0

lLargest residual is INF
Method: Iterative
Numeric processor: Emulator
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C:GILLOBMIN .EKA ULine 10 Col 1
Ot.imizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.

5 Autor:

Nelson Hein.

Problema 5
Minimize f

f =z

A%xXT4+2KYy " 2~4% X2 =7
X2 2% X~2Xy~1 (=0

=1{=x(=]
-1 {=y(=1

C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1
Variables:

f

4
X
Y

z
~0.99999999999999944
-1 .0000000000000
+0.707106781186406
+3.46382110700264E-14

[ B I I 1}

Residuals and derived equations:

0 }
INF
INF
}

e T Ve W N S )
dnO OO0

}
}
}
5
a

E-16 }

f=z

}  4AxxT4+2%y " 2-4%kx " 2(=Z
} xT2-2%x-2%y-1(=0

-1 {=x

x{=1

-1 {=y

y{=1

lLargest residual is INF

Method:

Tterative

Numeric processor: Emulator

Insert Indent Tab

Insert Indent Tab

4XX T4+ 2%y T 2-4% X" 2+ T2~2=0
E-16 } X" 2=2%XX=2%y~1+T3-0=0
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C:GLOBMIN.EKA Line 5 Col 7 Insert Indent Tab

; Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.
; Autor: Nelson Hein.
; Problema 6

Minimize f

f =272
(xT4+y+w)~(x+y"2~-w){=z
(x-y=~1.2) 2+y<{=4.4
X+y+y (=6 .5

x)=1.4

yr=1l.6

wr=1 .8

C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1 Insert Indent Tab

Variables:

.f.‘

TX XN

z72 _
+20.946405419164421
+4 .57672431102906

{17 S B 1}

+1 .40000000000000 { =+7 /7 5}
+1.809542459198577
+1.80000000000000 { =49 / 8 )

Residuals and derived equations:

e L W P P

0

} f=z"2

INF )} xT4+y+w—-(x+y"2~w){=z
INF } (x-y-1.2)"2+y<{(=4.4
INF } x+y+y(=6.5

0
&)
0
2
0

§)

} 1.4¢(=x

} 1.6(=y

} 1.8<¢(=w

HE-05 )} XTA+y+w—( x+y"2~w )+ T2-z=0
L.00017 } (x=y=1.2) 2+y+T3-4.4=0

.00096 }  x+y+y+T4-6.5=0

Largest residual is INF
Method: Iterative
Numeric processor: Emulator
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C:GLOBMIN.EKA Line 6 Col 10 1Insert Indent Tab

; Otimizacao Global Deterministica - Um Algoritmo.
; Autor: Nelson Hein.
; Problema 7
Maximize f

=y
cos(r I)xexp( -0.5%xyr ))=z
yaari( x"2+y"2)

—2{=xX{=2
-2 =y {=2
C:SOLUTION.EKA Line 1 Col 1 Ingsert Indent Tab
Variables:
f = Z
= 0.0000000000000000
zZ = 0.0000000000000000
Y = SQRT(x"2+y"2)
=  0.0000000000000000
X =  0.0000000000000000
Y =  0.0000000000000000

Residuals. and derived equations:
o) f=z
INF }  z{(=COS(SQRT( x"2+y 2 ) *EXP( -0.5%SQRT( x"2+y"2))

{

{

{ 0 ) r=SQRT(x"2+y"2) :

{ 0 ) =-2¢(=x

{ 0} x¢(=2

{ 0} =-2«=y

{ 0} y¢(=2

{ 0 ) z+T2-COS(SART(X"2+y"2) IKXEXP( -0 .5%SQRT( x"2+y~2))=0

lLargest residual is INF
Method: Iterative
‘Numeric processor: Emulator

i
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program SGAL,;
{ » | |
Implementacao do Algoritmo Genetico SGAIl, conforme capitulo 3 do livro
'Genetic Algorithms in Search, Optimization, and Machine Learning', de
David E. Goldberg. Adaptado por: Nelson Hein.

} .

uses wincrt;
{ global.pas }

~ const
MAXPOP =100, { Tamanho maximo da populacao } '
MAXSTRING = 40, { Tamanho maximo do cromossomo (maior locus)}

type |
allele = boolean, { allele = posicao do bit }
chromosome = array[1.. MAXSTRING] of allele; { cadeia de alelos (bits) }
individual = record
chrom :chromosome; { Genotipo = string de bits }
x1, x2 :real; { Fenotipo = inteiro sem sinal }
fitness :real; { Valor da funcao objetivo } ’
parent], parent2, xsite :integer; { pais e ponto de cruzamento }
end, '
population = array[1..MAXPOP] of individual, { uma populacao }

var :
oldpop, newpop : population; { Duas populacoes nao-sobrepostas}
popsize, { tamanho da populacao }
Ichrom, { comprimento do cromossomo }
gen, { variavel contadora do n§ de geracoes }
- maxgen { n§ total de geracoes } : integer;
peross, { probabilidade de um overcross }
pmutation, { probabilidade de uma mutacao }
sumfitness { soma das adequacoes de uma populacao } :real;
nmutation, ncross :integer;  { Numero de mutacoes e de overcross }

avg, max, min  :real; { Estatjsticas: media, m ximo, mjnimo}
filename :string]8];  { Nome do arquivo de saida }
buffer :text; { Ponteiro para arquivo texto de sajda }

{ interfac.pas }

function objfunc(x1, x2 : real):real;
{

}

var
z, 1. real;
begin |
r ;= sqri(x1*x1 + x2*¥x2),
z := exp(-0.5*r)*cos(r);
ifz<0thenz:=0;
objfunc :=z;

Usa a funcao de adequacao que retorna x ao quadrado.



end,
function decode(indvar : integer; chrom:chromosome; Ibits:integer):real;

Calcula o fengtipo de um individuo, pegando a string de bits do
cromossomo e retornando o seu valor em decimal.
} .
var
J :integer;
accum, powerof2 :real;
begin
accum = 0,
powerof2 :=1;
if indvar = 1 then
begin
forj:=2t020do
begin
if chrom{j] then
accum := accum + powerof2;
powerof2 := powerof2 / 2;
end;
if chrom[1] then accum := -accum;
end, '
if indvar = 2 then
begin
forj :=221t040do
begin
if chrom([j] then
accum := accum + powerof2;
powerof2 := powerof2 / 2;
end;
if chrom[21] then accum := -accum; -
end;

decode := accum,;
end,

{ randomic.pas }

function flip(probability:real):boolean;
{

Retorna verdadeiro se valor aleatorio sorteado ocorreu com sucesso
numa distribuicao de Bernoulli de probab. probability.

}
begin _
if ( probability = 1.0) then
flip = true
else
flip := (random <= probability);
end,

function md(low,high:integer):integer;

101
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{

Retorna um numero inteiro aleatorio, com distribuicao equiprovavel,
tal que low <= md <= high.

} |
begin
if (low < high) then
md := random(high-low+1) + low
else
md = low;
end,
{ triops.pas }

function select(popsize:integer; sumfitness:real; pop:population):integer;
{ .
Retorna o numero de um individuo selecionado na populacao, sorteado em
proporcao ao seu valor de adequacao na populacao. Finalidade:
implementar o operador de reprodugdo, favorecendo os mais adequados.
Paramtros: popsize = tamanho da populagdo;
sumfitness = soma dos valores de adequacao da populacao;
pop = populacao de onde se far a selecao.

}
var
] - integer;
rand, parisum :real;
begin |
partsum := 0;
rand := random * sumfitness;
i=0
repeat
j=ith |
partsum := partsum + pop[j].fitness; { fornece a distr. acumulada }
until (partsum >= rand) or (j >= popsize);
select := j;
end;

function mutation(alleleval:allele; pmutation:real;
var nmutation:integer):allele;
{
Sorteia um numero aleatorio para ver se h mutacao, de acordo com a
probabilidade pmutation. Se houver, o valor logico do alelo a trocado
e o contador nmutation ¢ incrementado. Retorna o novo valor do alelo.
}
var
mutate : boolean;
begin
mutate := flip(pmutation);
if (mutate) then
begin _
nmutation := nmutation + 1;
mutation := not(alleleval),
end :
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else :
mutation := alleleval,
end;

procedure crossover(var parentl, parent2, childl, child2:chromosome;
var Ichrom, nchrom, nmutation, jcross:integer;
var pcross, pmutation:real),

-

gera dois cromossomos descendentes a partir de dois cromossomos pais,
atraves do crossover. O local do crossover e previamente sorteado.
Durante a copia dos segmentos, em cada alelo sao tambem sorteadas ( e
eventualmente efetuadas ) possiveis mutacoes.
) _
var
J : integer;
begin
if (flip(pcross)) then
begin -
jeross := rmd(1,lchrom-1);
ncross = ncross+1;
end
else
jeross = Ichrom;
for j:=1 to jeross do begin
child1{j] := mutation(parent1[j],pmutation,nmutation);
child2[j] := mutation(parent2[j],pmutation,nmutation);
end;
if (jeross <> Ichrom) then
for j := jcross + 1 to Ichrom do
begin
child1{j] := mutation(parent2(j],pmutation,nmutation);
child2[j] := mutation(parent1[j],pmutation,nmutation);
end,
end;

{ generate.pas }

procedure generation;
{ v
Gera pares de descendentes para a nova populacao aos pares, a partir de
pares de pais selecionados da populacao velha. Para cada descendente,
completa as informacoes de adequacao de acordo com o seu gengtipo, quais
540 08 pais, € cim que ponto 0COrTeu O CroSSOVETr. .
}
var :
i, matel, mate2, jcross : integer;
begin
=
repeat :
matel := select(popsize,sumfitness,oldpop);
mate2 := select(popsize,sumfitness,oldpop);
crossover(oldpop[mate1].chrom, oldpop[mate2].chrom,
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newpop{j].chrom, newpopjj+1}].chrom,
Ichrom, ncross, nmutation, jcross, pcross, pmutation),
with newpop|j] do begin :
x1 := decode(1,chrom,lchrom);
x2 = decode(2,chrom,ichrom),
fitness = objfunc(x1,x2),
parentl = matel;
parent? = male2,
xsite = jcross;
end,;
~with newpopl[j+1] do begin
x1 = decode(1,chrom,lchrom);
x2 := decode(2,chrom,Ichrom);
fitness := objfunc(x1,x2),
parentl := matel;
parent2 := mate2;
xsite := jcross;
end. _
j=j+2 :
until (j > popsize),
end,

{ stats.pas }

procedure statistics(popsize:integer; var max,avr,min,sumfitness: real
var pop:population);
{ .
Produz as scguintes estatisticas a partir de popsize e pop ( populacao
sendo considerada): sumfitness = soma de todos os valores de adequacao;
mag, avr, min = m ximo, minimo e media dos valores de adequacao.
} .
var
J : integer;
begin
sumfitness := = pop[ 1] fitness;
min := pop[1].fitness;
max := pop[1].fitness;
for 3:=2 to popsize do
with pop[j] do begin
sumfitness:=sumfitness + fitness;
if (fitness > max) then
'~ max := fitness;
if (fitncss < min) then
min = fitness;
end;
avg := sumfitness/popsize;
end,

{ initial.pas }

procedure initdata;
var
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¢h :char,
j  integer;
begin
clrscer;
Vriteln(

U/

writeln(’ 3 M,

writeln(" 3 Um Algoritmo Genetico Simples- SGA1- Versao 1.0 ¥');
writeln(' 3 %

writeln(’

writeln;
writeln('  Frxddkkixk Tnicializacao dos dados **xkkakkonry,
writeln;
writc('Entre nome arqu1vo de saida ---> ");readin(filename);
write('Entre tamanho da populacao --—> ");readln(popsize);,
write("Entre comprim. do cromossomo --> ");readIn(Ichrom);
write('"Entre max. de geracoes -------- > ");readin(maxgen);
write('Entre probab. de crossover ----> ");readln(pcross);
write('Entre probab. de mutacao ------ > ");readIn(pmutation),
writeln;
writeln('Favor esperar conclusao do processamento...");
randomize; { Para sempre gerar uma sequecia de n§s aleat¢rios difer.}
nmutation := 0; ncross :=0;

end;

procedure initreport(var buffer:text);
begin
assign(buffer filename+'.out'),
rewritc(buffer);
Jvitein(buffer,

writeln(buffer,' 3 ),
writeln(buffer,' 3 Um Algoritmo Genetico Simples- SGA1- Versao 1.03;
writeln(builer,' 3 ),
writeln(buffer,"
AAAAAAAA

writeln(buffer),
writeln(buffer,’ Parametros assumidos:");
writeln(buffer);
writeln(buffer,’ Arquivo de saida ----------->" filename,'.out"),
writeln(buffer,, Tamanho da populacao-------->"',popsize);
writeln(buffer,,! Comprimento do cromossoma---> ',Ichrom),
writeln(buffer,’ Numero m ximo de geracoes--->',maxgen);
writein(bufler,! Probabil. de crossover------ > ' peross:5:3);
writeln(buffer, Probabil. de mutacao-------- > ' pmutation:5:3);
writeln(buffer),

- writeln(buffer,’ Estatisticas da Populacao Inicial:'),
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writeln(buffer);
writeln(buffer,)] Maximo da populacao inicial--->',max);
writeln(buffer,] Media da populacao inicial--->',avg),
writeln(buffer,! Minimo da populacao inicial---> ', min);
writeln(buffer,’ Soma das adequacoes popul. ---> ‘' sumfitness);
writcln(buffer), writeln(buffer),

end:

procedure initpop;

{
Inicializa os dados para a primeira populacao do processo.
} .
var
J, 1: integer;
begin
for j := 1 to popsize do
with oldpop[j] do
~ begin :
for i := 1 to Ichrom do
- chrom(i] := flip(0.5); { 50% chance para 1 ¢ para 0 }
x1 := decode(1,chrom,lchrom); ’
x2 := decode(2,chrom,lchrom);
fitness ;= objfunc(x1,x2);
parent] :=0);
pareni2 := 0,
xsite := 0;
end;
end;

procedure initialize(var buffer:text),
begin
initdata,
nitpop;
statistics(popsize,max,avg,min,sumfitness,oldpop);
initreport(buffer);
-end; '

{ report.pas }

procedure writechrom(var buffer:text; chrom:chromosome; Ichrom:integer);

{

Escreve os genes de um cromossomo como uma lista de Os e 1s.
L
var
j : integer;
begin
for j = 1 to Ichrom do
begin
if (clwrom{j]) then
write(buffer,'1")
else
write(buffer,'0"),
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if j = lchrom/2 then write(buffer,'");
end;
end,

procedure makereport(var buffer:text; gen:integer),

var
] : integer;

begin
writeln(butter, AAAAAAAAAAAAAAARAAAAAAAAAAAAAAAAAARY,

writeln(buffer,’ Relatorio da Populacao '),
writeln(buffer,! Geracoes: ",gen-1:2' e ', gen:2);
writein(bufler, AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAY,
writeln(buffer);
write (bufler,’ # String'),
for j := 1 to Ichrom-3 do
write(buffer,' ),
writeln(buffer,! X1 X2 Adequ."),
writeln(buffer),
for j := 1 to popsize do begin
write(buffer,j:2,") "),
with oldpopij] do
begin
writechrom(buffer,chrom,lchrom),
writeln(buffer,x1:10:6,x2:10:6 fitness: 10:4);
end,
end;
writeln(buffer);
write (buffer, # String"),
for y:=1 to ichrom-3 do
wiite(bufler,' "),
writein(buffer.! X1 X2 Adequ.  Pais Crossover'),
wiitclu(bufler),
for 3:=1 to popsize do begin
write(buffer,j:2,") "),
with newpop][j] do
begin
writechrom(buffer,chrom,lchrom);
write (bufler,x1:10:6,x2:10:6.fitness:10:4,' --->"),
writeln(buffer,’ (,parentl:2.' parent2:2)) ' xsite:2),
end;
cnd;
writein(buffer);
writcln(buffer, Nota: geracao ',gen:2,' & Estatisticas Acumuladas:’);
writeln(buffer,'max="max:10:4,' min="min:10:4,' avg=",avg:10:4),
writeln(buffer,'soma= 'sumfitness:10:4,) n§ mutacoes=',nmutation,
' n§ crossover=',ncross);
writeln(builer),
end,

{ sgal.pas }

heoin
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gen =0,
initialize(buffer);
repeat
gen:=gen- 1;
generation;
statistics(popsize, max, avg, min, sumfitness, newpop),
makereport(buffer, gen); |
oldpop == newpop; { avanca uma geracao }
until ( gen >= maxgen); -
writeln(buffer, Fim do Relatgrio.");
writeln('Concluiu. Veja resultados no arquivo de saida.');
close(bufler), '
end.
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prograimn SGAI;

{ -
Implementagéo do Algorjtmo Gen,tico SGA1, conforme cap;jtulo 3 do livro
'Genetic Algorithms in Search, Optimization, and Machine Learning', de
David E. Goldberg. Adaptado por: Nelson Hein.

3

uses WinCrt;

{ global.pas }

function objfunc(x1, x2 : real; fator:real):real,
{ ,

Usa a fun},,0 de adequa},,o que retorna x ao quadrado.
} .

var
z, 1, h:real;
begin
7 := 1-4*pot(x1,4)-2*pot(x2,2)+4*pot(x1, 2)
h = pot(x1,2) - 2*x1 - 2*x2 - 1, ’
ifh >0 then : :
r := z - fator*pot(h,2)
else
r.=z,
ifr <Othenr:=0,
objfunc :=r;
end,

function decode(indvar : integer; chrom:chromosome; Ibits:integer):real,
g _

quivo de saida."),
 close(bulffer);
end.



