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RESUMO

Neste trabalho nos propomos a elaborar um método que mi-
nimize uma fun¢ao linear sobre um conjunto compacto convexo
V = {x ¢ R'/G(x) = 0},tal que todas as coordenadas do ponto de
otimo sejam inteiras. A ideia basica é: 1) definir uma envolto-
ria linear convexa para V, pois assim teremos todas as restri-
¢cbes lineares e poderemos fazer uso do método simplex para en-
contrar um ponto viavel, isto &, um ponto pertencente a V; 2)
determinar uma solu¢do Otima em V, que tenha todas as coordena-
das inteiras. Convem notar que em amkas as etapas acima, traba-
lhamos somente com problemas lineares e que podem, todos, serem

resolvidos com o método simplex.

Assim temos uma maneira de resolver uma classe de pro-
blemas de programac¢ao inteira nao linear usando adeguadamente

somente o metodo simplex.



ABSTRACT

In this dissertation our proposal is to elaborate a
method for minimizing a linear function on a convex compact set
Vv = {x ¢ R%/G(x) = 0}, where all the coordinates of the optimal
point are integers. The basic idea is as follows: 1) To define
a convex hull for VvV, because then all the restrictions are
linear and we may use the simplex method for finding a feasible
point, that is a point in V; 2) To determine an optimal solution
in V where all the coordinates are integers. Remember that in
both cases we will be working only on linear programms and it

will be possible to solve each one by the simplex method.

Hence, we have a way of solving a large class of nonlinear
integer programming problems adequatly using only the simplex

method.



INTRODUGAO

Neste trabalho aborda-se o problema:

min £ (x)
S.a gi(x) 0, 1 =1, ..., m

n

X e 27,

onde f & uma funcao linear e

Iy i =1, ..., m sdao fungdecs convexas ¢ diferenciaveis.

Trata-se, portanto, de um Problema de Programacao Intei-
ra Nao Linear - PPINL, cuja conceituac¢do esta no Capitulo I.
Dadas as caracteristicas do problema, sua solucao pode ser ob-
tida utilizando-se adequadamente o método simplex, o qual &€ a-
presentado sucintamente no Capitulo II, juntamente com alguns

conceitos basicos de analise matematica utilizados ao longo do

trabalho. No Capitulo III & proposto um método que transforma
o Problemas de Prooramacgdo Inteira - PPI original numa seqglien-
cia de Problemas de Programag¢ao Linear - PPL's, o gual se cons-

titul no nicleo central do trabalho. No Capitulo IV é aprcsen-—

tado o método dos planos cortantes de Gomory, utilizado para



resolver Problemas de Programa¢ao Linear Inteira - PPLI's. No
Capitulo V sao apresentados alguns exemplos resolvidos pelo
método proposto e, finalmente, no Capitulo VI, sao apresentadas

as conclusdes finais a respeito do trabalho desenvolvido.



caPITULO I

PROGRAMACAO INTEIRA

O termo "Programac¢ao Inteira", se refere ao estudo de
problemas de programac¢do linear para os quais os dominios de
todas as variaveis estao restritas a serem numeros inteiros.
Por exemplo, suponha que estamos considerando um problema de
transporte, onde as quantidades a serem embarcadas sao automo-

veis, refrigeradores, soldados etc. ou um problema de producao

onde as cuantidades a serem produzidas sdo moradias, prédios, a-—
vides, etc. Certamente a solugao Otima para tal problema nao
pode conter valores fracionarios. Ha varios outros problemas

-

de ‘otimizagao que podem ser formulados com é€xito como problemas

de programacgao inteira.

No caso de as restricbes de integralidade recairem SO-
mente sobre algumas das variaveis, fala-se de "Programacao Mis-

ta".

A seguir, apresentamos um exemplo de um "Problema de

Programacao Inteira" (PPI):



Exemplo 1:

i

3x, + 13x

MAX f(Xl, XZ) = 1

2
S.a

2xl + 9x2 = 40

11x, - 8x2 Z 82 e

1

X e 2

X1r %2

Aplicando o método simplex encontramos como ponto de oO-

. 1 2
t 9 =, 2 =
imo ( = 5)

Graficamente:

Figura 1.1

Porém as coordenadas do ponto de 6timo nac sao inteiras

e para o nosso problema x X Z.

17 *2 F

Precisamos entdo procurar um novo ponto de Otimo cujas

coordenadas sejam inteiras.

A primeira idéia que nos surge seria arredondar a solu-

cao otima para (9,2) ou (10,2) ou (10,3) ou talvez (9,3), con-
tudo nenhum desses pontos € viavel: os trés primeiros nao sa-
tisfazem a 2?3 desigualdade e os dois ultimos nao satisfazem a

12 desigualdade. Ver figura 1.2.



Graficamente:

)

3

Figura 1.2

Pensamos entao em sér razoavel tomarmos o ponto com coO-
ordenadas inteiras que esteja mais proximo do ponto de otimo e
que seja viavel, no nosso caso, o ponto (8,2). No entanto, logo
verificamos que £(8,2) = 50 e que f(2,4) = 58 e portanto o pon-
to (8,2) nao € ponto de otimo. Assim, observamos que O método
SIMPLEX nao nos fornece nenhuma infofmagéo proveitosa. logo

recisamos de um método que solucione PPLI's.
P gq



capiTuLo 1T

2.1. NogoOes sobre Topologia no Espago Euclidiano

2.1.1. Espago Vetorial.

Seja n um numero natural; o Espac¢o Euclidiano n-dimen-

sional € o produto cartesiano de n fatores iguais a R:

n

R =RXRX ... X R.

n ~

Os pontos de R sao todas as n-uplas x = (xl, x2,...,xn)
cujas coordenadas Xys Xop ey X Sao numeros reais. Rl =R & a

. - . -~ . 2 -
reta, isto e, o conjunto dos numeros reais. R e o plano, ou
seja, o conjunto dos pares ordenados (x, y) de numeros reais.

3 - Cas . . . . .
R™ e o espag¢o euclidiano tri-dimensional da geometria euclidia-
na tradicional, cujos pontos sao os ternos ordenados (x, y, z)}.
5 - . . 0 .
As vezes e conveniente considerar R° = {0} o "espago de dimen-

sao zero".

No espago vetorial Rn, destaca-se a base canOnica, ou
base natural {el, €51 ey en}, formada pelos valores e = (1,
0, ..., o), e, = (6, 1, ..., 0), ..., e, = (0, 0, ..., 1)}. Usa-
remos indistintamente a notagéo X = (xl, .. xn) ou X = (xl,..q
X )t, que € o vetor coluna associado a x. Assim, se A, B ¢ Rn,

n
AtB indica o produto matricial do transposto de A por B.



A base candonica do espaco euclidiano permite estabelecer
uma bijeg¢ao natural entre o conjunto C(Rm; Rn) das aplicacgoes
(ou transformacgoes) lineares a:R" > R" e o conjunto M(m x n)das

matrizes reais (aij) com m linhas e n colunas. A matriz (aij)

correspondente a transformacao linear A & definida por:

n
A.e, = ) aj.e;, (3 =1,2, ..., m (2.1.1)

n

portanto, a matriz (aij) da transformacdo linear A:R" - R tem

t

n .
como colunas as m vetores A.ej = ) " ¢ R, imagens

alj’ ooy anj
(ou transformadas) por A dos vetores da base candnica do R".

Reciprocamente, dada uma matriz (aij) com m linhas e n

colunas, as igualdades 2.1.1 definem os valores de uma aplica-

cdo linear A:R™ - R" nos m vetores da base candnica, o gue IS

suficiente para definir o valor de A em qualquer vetor x = (xl,
t . -

Koy wvny Xn) , Jja que

Ax = xlAel + sze2 + ... 4+ xmAem.

Cada matriz real m x n pode scr considerada como um pon-

to do espacgo euclidiano R,

. . : n . :
Os funcionais lineares f:R° - R representam um tipo sim-

ples de aplicag¢oes lineares. Dado o funcional linear f, scjam

a; = f(el),'..., a = f(cn) 0os valores gue cle assume nos veto-
res da base canodnica, para x = (xl, KXoy oy xn)t, com

= Yx.e,, tem = Vx, : = e . No-
X = 1%y i os f (x) )xlf(el), ou f(x) apXy+ + a_x . No
tar que (al, ay, ---, ag) € a matriz 1 x n da aplicacgao linear
f.

™ % R™ + RP chama-se bilinear qguando

Uma aplicacao ¢ = R
for linear separadamente em relagao a cada uma das suas varia-

veis. Portanto, temos:



dlx, yv) + ¢(x', vyv);

glx + x', vy)
d(x, v +y') = d(x, yv) + é(x, y');

ad (x, y);

dlax, vy)

0‘¢(X1 Y) ’

B(x, ay)
quaisquer que sejam x, X' € Rm;‘y, y' € R" e ¢ ¢ R. Se ¢ for bi-
t

linear ara x = (x x x ) ey = (y Y Y )t ar-
lp ll 21 LA J m ll 2!"'! n 4

bitrarios, temos:

p(x, y) = ¢(2xiei, Eyjej) = Xxiyj¢(ei,ej), de modo que ¢& fica

inteiramente determinada pelos m.n valores

¢(ei, ej) e RP que assume nos pares ordenados de vetores
basicos (e,, ej). Notar que @(x, 0) = 4(0., y) = 0 para guaisqguer

que sejam x ¢ R", y ¢ R®. Ver [09]

2.1.2. Produto Intecrno ¢ Norma

Um produto interno num espa¢o vetorial real E & uma fungao
que faz corresponder a cada par de vetores x,y ¢ E um numero rc-
al, indicado por <x,y>, de tal modo que, para gquaisquer x,x"',

y € Eeao € R se tenham.

a) <x, y> = <y, X>
b) <x + x', y> = <x, y> + <x', y>
C) <ax, y> = a<X, y> = <X, ay>

d) x # 0 => <x, x> > 0
Isto quer dizer gue um produto intcrno ¢ uma fungao real
simétrica, bilincar, positiva definida, I x I - R.

n
n A - 2
Dados x € R, definimos <x,x> = § Xl’ escrevemos

x| = V/<x,%x5 , Logo,



\

|x| = /;§ + oe.. # xi. Tem-se |x|2 = <X, X>, de modo gue
lxl =0 < x =0 e lx| >0 <> x # 0. O numero lxl chama-se a
norma euclidiana do vetor x € R". vVer [09]. Dados x, y € R*, a

norma de x-y, isto é |x~y| € a distancia de x ay ou de y a x.

2.1.3. Bolas

Def.: Uma bola aberta B de centro num ponto a ¢ R" e
raio r > 0 € o conjunto dos pontos x ¢ R" cuja distancia ao pon-

to a € menor do que r. Ou seja:

B(a;r)={stn;x-—a|<r}.

Analogamente definiremos a bola fechada Bla; r] e a es-

fera Sla; r], ambas com centro a e raio r, anotando
Bla; r] = {x ¢ R"; Ix - al £ r} e
Sla, r] = {x = Rn; Ix - a] = r}. Segue-se que

Bla; r] Bla; r) U S[a; r]. Ver |09]

2.1.4. Conjunto Limitado

Def.: Um conjunto X C R® diz-se limitado quando existe
um numero real ¢ > 0 tal gque |x| L ¢ para todo x ¢ X. Isto e-
guivale a dizer que X esta contido na bola fechada de centro

na origem ¢ raio c.

Se existir alguma bola Bla; r], de centro arbitrario,con-
tendo X entao, para todo x ¢ X, tem-se Ix - a] Lor. Pondo

cC = xr + la| temos entdo, x ¢ X o |x| = |x - a + al " Jx - a +
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+ |a| s r o+ |a| = ¢, logo X é limitado. Assim um conjunto X C R"
é limitado se, e somente se, estiver contido em alguma bola
(cujo centro naoc é necessariamente a origem). Ver |09 ]
Teorema 2.1.1

Um conjunto X C R" é limitado se, e somente se, suas pro-
jecoes Xl = nl(x), X, = nz(x), ey, Xn = nn(x) $ao conjuntos
limitados em R.

2.1.5. Seqgliéncias no Espac¢o Euclidiano

Uma seqgliéncia em R” & uma aplicacao x:N ~ Rn, definida

no conjunto N dos numeros naturais. O valor que essa aplicacao

assume no numero k é indicado com X, € chama-se o k—-ésimo termo

da segliéncia. Usaremos as notacdes (x, ), (xk) ou (x X

k k « N 1’ 27
AR S ...) para indicar a seqléncia cujo k-ésimo termo e
n
Xk e R .
Uma subseqgliéncia de (Xk) ¢ a restrigdo da seqléncia a
um subconjunto infinito N' = {kl < kytoaaa<ky o<l } CN. A
subseqliéncia e indicada pelas notagoes (xk)k e N ou (xki)i e N
Diz-se que uma seqléncia (x,) €& limitada quando o con-

k

. -~ . . n . .
junto dos seus termos e limitado em R, ou seja, quando existe

c >0, c e R/ lxkl < c, Vk ¢ N.

Uma seqgfiéncia (Xk) cm R" equivale a n scqliéncias de nu-

meros reais. Com efeito, para cada k « N temos X, = (xk S

1 2

ceer Xy ) onde Xy = “i (Xk) = i-esima coordenada de Xk(l = 1,.
n 1

..., n). As n scqliéncias (xk )k . N(i = 1,..., n) sao chamadas
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as seqliéencias das coordenadas de (xk). Assim, por exemplo, no

plano Rz, uma seqliéncia de pontos z, = (xk, Yy

um par de seqgliéncias (xk), (Yk) de numeros reais.

) € o mesmo que

~

Seque-se imediatamente do Teorema 2.1.1 que uma seqglién-
. n - .. .
cia (xk) em R ¢€& limitada se, e somente se, cada uma de suas

seqiéncias de coordenadas (x; ) (i =1, ..., n) € limitada

kK. k e N
i

em R.

. n - - ~
Diz-se gue o ponto a ¢ R e o limite de uma seqliencia de

pontos X, e R" quando, para todo £ > 0 dado, é possivel obter

kO e N tal que k »> kO > X - a] < £. Neste caso, diz-se tam-
0
bém que (xk) converge para a ou tende para a,se escreve.
lim x, = a, ou lim x, = a, ou lim x, = a ou simplesmente
k k k
k> k eN
Xy *oa.
Quando existe o limite a = lim Xy diz-se que a seqlén-
k »e
cia (xk) € convergente. Caso contrario, diz-se que (xk) e di-
vergente.

Uma segfiéncia (xk) chama-se crescente quando Xy % Xy <
< ... isto €& gquando X, < ¥, , para todo k ¢ N. Se tivermos
Xy s X, bara todo k, a segliéncia € chamada nao decrescente.

Analogamente, quando X > Xy 4 para todo k ¢ N, a se-

gliéncia denomina-se decrescente e chama-se nao-crescente gquando

Xp & Xp1

para todo k e N.
As seqliéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes
e nao-decrescentes sao denominadas de scqliéncias monotonas. Ver

| 09]
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Teorema 2.1.2

-~ . n
Uma seqgliéncia (xk) em R~ converge para o ponto a = (al,
... a_) se, e somente se, para cada i = 1, ..., .n tem-se
n 14 ’
lim X, = a;, ou seja, cada coordenada de X, converge para a
k > o i .

coordenada correspondente de a.

Corolario 2.1.1

Sejam as seqliéncias convergentes Xpr ¥y € R" e
a, ¢ R, sejam lim x, = a, 1lim vy, = b e lim «, = «.
k ’ k + k k + o k k + w k
Entao:
1) 1lim (xk + yk) = a + b
K - o
2) 1lim e Xy = a.a
k »
3) 1lim Xy YT = o<ay b>
k + =
4) lim kal = |al
k—)oo
Teorema 2.1.3 (Bolzano - Weierstrass)

-~ . : . n . ~ .
Toda seqliencia limitada em R possui uma subseqliéncia
convergente.

Para demonstrar teorema 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 e corolario

2.1.1 ver [09].
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2.1.6. Ponto de Acumulacao

Seja X C R". Um ponto a e R" chama-se ponto de acumula-
cao do conjunto ¥ quando toda bola aberta de centro a contém
algum ponto de X, diferente do ponto a, isto &€ para todo ¢ >0,

deve existir x € X tal que 0 < Ix - al < &,

2.1.7. Ponto Interior

Seja X um sukconjunto do espago euclidiano R". Um ponto

a € X chama-se um ponto interior a X guando & centro de alguma
bola aberta contida em X, ou seja, quando existe § > 0 tal quc
X - al < 8§ » x ¢ X. O interior de X € o conjunto int X, forma-

do pelos pontos interiores de X. Quando x ¢ int v, v C Rn, di-

zemos que O conjunto V & uma vizinhanga do ponto x.

Dizer que um ponto a €& X nao € interior a X equivale a
afirmar que toda bola aberta de centro a contém pontos do com-
plementar de X, ou seja, gue para todo & > 0 existe y ¢ rR? - X

com |y - al < §.

2.1.8. Conjunto Abcrto

. n
Um conjunto X C R chama-se aberto guando todos os scus
pontos sao interiores, isto &, guando para cada x ¢ X existe

§ > 0 tal que B(x; §) C X. Assim, X € aberto <« > int X = X.

Uma bola aberta Bla; r) C R" & um exemplo de conjunto

aberto.
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2.1.9. ponto Aderente

Um ponto a ¢ R" diz-se aderente a um conjunto X C anuan—
do & limite de uma seqliéncia de pontos desse conjunto. Por
exemplo, todo a € X € aderente a X pois podemos escrever

a para todo k € N. Mas,a pode ser aderen-

a = lim Xy, com x, =

K> o
te a X sem pertencer a X, neste caso a & necessariamente um
ponto de acumulacgao do conjunto X. Por exemplo, se X = B(0, 1)C

n - . . n
C R @ a bola aberta de centro na origem e raio 1 em R, o pon-

to e, = (L, 0, 0, ..., 0) nao pertence a X. Mas, pondo
Xy = (r - 1/k, 0, 0, ..., 0), vemos que X, € X para todo k ¢ N
e 1lim x, =1, logo e, € aderente a X. O conjunto de pontos

k—+00

aderentes a X chama-se fecho de X e é indicado com a notacao X.

2.1.10. Conjunto Fechado

Um conjunto X C R" chama-se fechado guando contéem todos

os scus pontos aderentes, isto €, quando X = X.
Dizer que X C R" & fechado significa, portanto, o se-
guinte: se 1lim X, =aex ¢ X para todo k ¢ N, entao a e X.
k> =

Por exemplo, uma bola fechada Bl[a; r] é um subconjunto fechado

do espago R" pois se ka| 2 r para todo k e lim X, = b entao
k > o
|| = 1im ]xk| £ r. Dal resulta que o fecho de todo conjunto

k> =
limitado X C R™ & limitado.
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2.1.11. Conjunto Compacto

Um conjunto K C Rncﬁz—aacaqmcu>qwmﬁb forlimitado e fe-

chado. -

Assim, por exemplo, sao compactos todas as esferas e bo-
oy n . . ~
las fechadas do espac¢o euclidiano, mas o espa¢o R~ inteiro nao

€ compacto, salvo se n = 0.

Em virtude do teorema de Bolzano-Weierstrass, um conjun-
to K ¢ R" é compacto, se e somente se, toda seqtiéncia de pontos

Xy € K pcssui uma subseqliéncia que converge para um ponto K.

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da de-
finicao:

1) Ky, Ky,eno, K, compactos em R > K, UK, U ... UK

& compacto.

n

D

2) A intersecg¢ao de uma familia de compactos KA CR
um conjunto compacto.
3) se K c R" e L C R” sao compactos entao o produto car-
m+n

tesiano K x I, C R € compacto.

2.1.12. Fronteira

Def.
A fronteira de X em M compacto & o conjunto 86X, formado
pelos pontos b € M tais que toda bela aberta de centro b con-

tém pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar M-X.

2.1.13. Combinacgdao Linear Convexa

Def.:

Sejam Pys Pps.--, p, vetores do R" e Gyy Oppeee, o nu-

meros reais.

n
p = .Z @; P; € uma combinag¢ao linear convexa se ., i O
i=1 t
] n
para i =1, 2, ..., ne se ) a; = 1.
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2.1.14. Segmento de Reta

Def.

Dados A, B A Rn, o segmento de reta que une A e B é con-

junto S =

{A + a(B-A); 0 < a < 1}. Notagao |A, B|l. De 2.1.6 a-

’“’té'2f1114'ver loo ] —
Teorema 2.1.4

Qualquer ponto situado no segmento de reta que liga dois
pontos contidos em R™ pode ser expresso como uma combinacgao li-

near convexa desses dois pontos.

Dem. :

Sejam A, e A, dois pontos (vetores) pertencentes a R".

Considera-se a figura abaixo onde A3 € um ponto qualquer entre

A1 e AZ‘

A

Para algum 0 a £1 tem-se por construcao,

a(Al - A

3 2
Az = aAl + (1 - a)A2
Como cada coeficiente de A3 = aAl + (1 - o) A2 € maior ou

igual a zero, e a soma deles igual a 1, entao A3 € uma combina-

cao linear convexa de Al e A,.

E

A reciproca desse teorema & verdadeira, isto &, qualquer
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ponto que for expresso como uma combinacao linear convexa de Al

e A2 fica contido no segmento de reta gue ©0s une. Ver |02|

2.1.15. Conjunto Convexo

Def.:
n
Um conjunto de pontos M C R chama-se convexo, se toda
combinagao linear convexa de gualgquer par de pontos Py, E M e

p, ¢ M também pertencer a M isto e, para todo » [0, 1], e para

todo py, P, ¢ M, Ap; + (1 - X)) p, € M. Ver |08 |

Exemplos:

7

Convexo Nao convexo Convexo Nao convexo

Figura 2.2. Figura 2.3 Figura 2.4 Figura 2.5
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2.1.16. Funcao Continua

Uma funcgao f:XaR“R & continua no ponto a € X guando, pa-

ra todo & > 0 dado arbitrariamente, pudermos achar & > 0 tal
que x € X e |x - al < § implique If(x) - f(a)]| < ¢.
Uma fungao f:X » R & continua em X se for continua em

todos os pontos de X.

2.1.17. Funcao Convexa

Def.
Uma fungao f:M » R €& convexa Sobre um conjunto convexo

nao vazio M se para todo par de pontos Pyr Py € M e todo

A e [0, 17, f[Apl + (1 - A)pZ] u Af(pl) + (1 - A)f(pz).

Iema 2.1.1

Se f(x) for uma fun¢ac convexa sobre um conjunto T entao,
para todo k ¢ R, T, = {x:£(x) = k, x ¢ T} sera um conjunto con-

vexo.

Dem. :

Se T, for vazio-ou unitario o lema é trivial. Se Py € Py
forem dois pontos diferentes em Tk e e |0,1|, entao Apl + (1 - A)p2 &

f[Apl + (1 - A)p2] = f(pl) + (1 - A)f(pz)

= 2k + (1 - 2k = k logo [Apy + (L - %) pyl ¢ T,
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Lema 2.1.2
Se fl,..., fn forem funcoes convexas sobre um conjunto
n
convexo T, entdo f(x) = ) fi(x) sera uma funcao convexa em T.
i=1
Dem. :

Sejam p, e p, dois pontos em T, entio, se Ae |0,1]

m

flap, + (1L - Mp,] = | £,0p; + (1 - Ap,] =
1 20 7 b 1R 2
m m
§i§1[xfi(pl) + (1 - 1) £py)] = Alzl £,(py) +
m
+ (1 - ] £.(py) = aflp) + (1 - 2) £(p,).
i=1

Teorema 2.1.5

Sejam S um conjunto convexo fechado em R" e y ¢/ S. Entdo

existe um Gnico ponto x € S que © minimiza f. Outros-
. —_— - T . . = t S ~.

sim x € ponto de minimo se e somente se (x - x) (x - y) = 0 pa

ra todo x e S.
Ver demonstracaoc em [02]
O teorema € ilustrado na figura abaixo.

Note gue o angulo entre x - X e x - y para gqualgquer pon-

to X € S & menor ou igual que 90° e entio (x -~ §)t (x - y)

Y
o

Figura 2.6
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2.2. Hiperplano em R”

Def.:
Um hiperplano H em R" & uma colegcao de pontos da forma
{x ¢ Rn:ptx = a}, onde p &€ um vetor nao nulo em R e o 6 um es-

calar. O vetor p & chamado de vetor normal do hiperplano. Um hi-

perplano H define dois semi-espagos fechados H = {xzan:p%<z ale
- n__t . . n_ t

eH = {xe R:px < al e dois semi-espacos abertos xeR :p x >al

e {x ¢ Rn:ptx <al Ver |02]

- + - —
Observe que se X ¢ Rn, entao x ¢ H ou x ¢ H ou er+nH .

Também um hiperplano H e o correspondente semi-espago podem ser
escritos em relagao a um ponto X € H. Se x € H, entao ptx = o,
e entac todo x ¢ H deve satisfazer ptx - pti =a - a = 0, isto
- t = . + n _t -

é, p (x - x) = 0. Conseqlientemente H = {x ¢ R :p (x - x) > 0} e
H = {x ¢ Rn:pt(x - X) < 0}. A figura 2.7 a seguir mostra um hi-

perplano H passando por X e tendo um vetor normal P-

H

°® 11

N, <
°€~\\ >
BR AR
" ‘\
Figura 2.7 v
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2.2.1. Hiperplano Separador

Def.:
Sejam Sl’ 82 conjuntos nao vazios em Rnn‘ Um hiperplano
H = {x ¢ Rn:ptx = o} & dito separador de S, e 8, se ptx > o pa-

ra cada x ¢ Sl e ptx < a para éada X € SZ' Se Sl U 82 ¢ H,en-

tao H é dito uma separacao propria de S, e S,- Um hiperplano H

& dito estritamente separador de Sl e 82 se ptx > o para todo
x € 8 e ptx < o para todo x € S,. Um hiperplano H é dito for-
temente separador de Sl e 82 se ptx > o + § para todo x ¢ Sl e

ptx < a para todo x ¢ 82 onde £ & um escalar positivo. As fi-

guras a seguir, mostram tipos de separagoes. Ver [02]

Separacaoc Impropria Separacao Propria

Figura 2.8 Figura 2.9

“

Separacaoc Estrita Separacgio rorte

Figura 2.10 Figura 2.11



Note que dados um conjunto fechado

vazio e um ponto y ¢ S, temos:
a) Existe um hiperplano que separa
b) Existe um hiperplano que separa
c) Existe um vetor p tal que pty >

d) Existe um vetor p tal que pty <

2.2.2. Hiperplano Suporte

Def.:

Seja S um conjunto ndo vazio em R, e seja X € 3S.. Um
hiperplano H = {x ¢ Rn:pt(x - x) = 0} & chamado um hiperplano
suporte de S em x se pt§ = inf {ptx; % e 8}; caso contrario
ptx = Sup {ptx; X € S}. Ver |02]

As figuras 2.12, 2.13, 2.14 e 2.15 a seguir mostram ti-
pos de hiperplanos suporte. Elas ilustram os casos de um Gnico
hiperplano suporte em um ponto de fronteira, um nimero infinito
de hiperplanos suporte em um ponto de fronteira, um hiperplano

22

n ~
convexo S C R, nao

estritamente S e y.
fortemente S e y.

t
Sup {p x:x e S}.

inf {ptx:x e S}.

gue suporta o conjunto em mais que um ponto e finalmente um hi-

perplano suporte improprio gue contém o conjunto todo.
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Figura 2.12

Figura 2.13

Figura 2.15

x
Figura 2.14 2

Teorema 2.2.1

. . ~ . n
Sejam S um conjunto convexo fechado nao vazio em R e
y ¢ S. Entao existem umvetor p nao nulo e um escalar a tal que

pty > a e th'; a  para cada x ¢ S.

Dem. :
O conjunto S é um conjunto convexo fechado ndo vazio e

¢ S. Entao pelo teorema 2.1.5 existe um unico ponto

S

x £ S tal que (x - x)t (y -— x) £ 0 para cada x ¢ S.
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Note que
- |2 - - t — -t -
| v - % | = (y—x)t (y - x) =y (y - x) - x (y - x).

—§t(y - X) = —xt(y - X) para qualquer x e S. Entao 2.1
implica gue pt(y - x) z I_y - X |2 para cada X ¢ S, onde
p=y-x #0 isto mostra que pty z ptx + y - X 2 para cada
X € 5. g.e.d.

2.3. Matriz

2.3.1. Matriz Base

Se uma matriz A(m x n) m < n tem n colunas A, (=1, 2,...,n)
e tem m colunas Ajl’ Aj2""' Ajm gue sao linearmente indepen-
dentes, entao a matriz guadrada B = [A. A. 1, de ordem

317 77 Tgm

m, € uma base em A.

Exemplo:
- -
4 0 1 3 0
A = 2 1 0 -2 0
6 0 O 6 1
- +4 T
jl AjZ 33
[0 1 0]
entao a matriz B = 1 0 O é uma base em A.
LO 0 l_

Se existir uma matriz base para a matriz A, cntao o sis-

tema de equagoes lineares Ax = b tem uma solugao x para

quer b pertencente a R". Ver [08]

qual-
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2.3.2. Solucdo Basica

Seja A(m % n) uma matriz com base [Ajl’ Aj2’ e ey Ajm]pg
ra qualquer b € R™, a solucdo basica de Ax = b,- correspondente
a base B, €& achada resolvendo A..X.., + A, A., + ... + A, X. =b

Jjl17j1 j27 32 jm” jm
para le, Xj2’ ey xjm e fazendo-gse 0s restantes xj = 0.

Se B = Ajl’ Aj2’ “ ooy Ajm e uma base de A e in (1 =1,
2, ..., m) sao as variaveis cocrrespcndentes as cclunas Aji (1 =
=1,2, ..., m), entao in (i =1, 2, ..., m) sao as variaveis
basicas e todas as outras restantes variaveis Xj sao chamadas

variiveis nao basicas. ver |08]

2.3.3. Conjunto das Solucoes Viaveis

A regiao hachuariada da Figura 2.16 que é determinada pe-
las restrigaes do modelo abaixo, & denominada conjunto das so-

lugdes viaveis Ver |05|

Exemplo:
2xl + 9x2 5z 40
l]xl - 8x2 < 82
X1r X5 2 0
4°
5 1 a 5
4 4 ’/%
s+
7
,\'\‘f"\
2X7 + 9y
B 2 = 40
D 1 C 4 ) Xi

Figura 2.16 7 J
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2.3.4. Conjunto das Solucoes Basicas Viaveis

Sao os vértices do conjunto de solugOes viadveis. Na Fi-

gura 2.16, portanto, os pontos A, B, C e D. -

2.3.5. Combinacao Linear Convexa Legitima

Def.:
Sejam x., X,, ..., X  vetores do Rn € OU,;..., 0, nUmeros
kl 2 k 1 k
reais. x = I a;x, & uma Combinagao Linear Convexa Legitima
i=1 k
se a; > 0 para i =1,..., k e se I o; =1. Ver |05 |

i=1

2.3.6. Vertice

Def.:

Um ponto x, de um conjunto convexo M, denomina-se vérti-
ce (ou ponto extremo) de M, quando ele nao pode ser obtido como
Combinagao Linear Convexa Legitima de nenhum par de pontos dis-

tintos de M. Ver |05]

2.3.7. Solucao Ctima ou Ponto de Otimo

E a melhor das solu¢oes viaveis, isto &, aquela que mi-
nimiza (ou maximiza) a fungao objetivo, a qual & definida a se-

guir. Ver |05]

2.3.8. Funcao Objetivo

O objetivo da programag¢ao linear e nao linear consiste
na maximizagao (ou minimizagao)de uma fungac, e essa fungao é

denominada func¢ao objetivo.
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2.4. Programacao Linear

2.4.1. Forma Padrao de um PPL para Utilizar o Algoritmo

§imglex
Sejam I = {1, 2, 3, ..., m}
J = {1, 2, 3, ..., n}
min Z = ) céj.x.
jeg
S.a
Z 5 X, = bl, bl 20 1 eI
jed J J
Xj >0, 3 ed
onde as m componentes de x correspcndentes acs vetores base,

denominam-se VARIAVEIS BASICAS (VB). As demais (n-m) componen-

tes sao VARIAVEIS NAO BASICAS (VNB). Ver |[08]

2.4.2. Método Simpnlex

E um procedimento algébrico e iterativo, que fornece a
solugao exata de um PPL em um nimero finito de iteracdes e é

capaz de indicar se o problema tem solucao ilimitada, se nao
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tem solugao ou se possui infinitas solucoes.

Estas caracteristicas do simplex permitem sua codifica-

cao em programas extremamente rapidos e eficientes.

-~

C método simplex para dar inicio precisa conhecer uma
solugao bésica viavel (vertice), verifica se essa solugao ini-
cial & Otima, se for, entac o processc esta encerrado e esse

"vertice" & solucao Otima.

Se a solugao basica apresentada nac for otima entac o
método simplex faz com que a nossa nova solucao basica viavel
seja o vértice adjacente que mais aumente o valor da fungao ob-

jetivo, Note gue no exemplo abaixo &€ o ponto (2,0).

Agora tudo o que foi feito para o ponto inicial sera fei

to para este novo ponto no caso (2,0) e assim sucessivamente.

Exemplo:
Max f(x) = 5xl + 3x2
S.a 3xl + 5x2 < 15
5x1 + 2x2 < 10
xl ; X, > 0]
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Graficamente:

2@ solugao basica viavel

— x1
Solugao basica
viavel inicial
obvia
Figura 2.18
Observe que o sistema possui uma solucao basica viavel
Obvia que &€ o ponto cujas cocordenadas sao X, =0, x, =0 VNB
e X, = 15, X, = 10 VB (veja tableau 2.4.1)
Tableau 2.4.1
*1 *2 %3 %4
X3 3 5 1 0 15
X4 5 2 0 1 10
-5 -3 0 0 0
Quando todas as restrigoes forem do tipo < e os bi nac

negativos como & o nosso caso, sempre se tera uma solugao bisi-

ca viavel oObvia.
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Agora vamos ver um exemplo fazendo algebricamente todas
as passagens que o simplex faz. Nao vamos nos preocupar com O
embasamento tedrico pois existe uma vasta bibliografia a res-

-

peito. ver [05], [06], [07], [os].

Exemplo:
Max f(xl, x2) = 3x, + 13x,
S.a
2xl + 9x2 < 40
llxl - 8x2 < 82
X1 1+ X, >0

Graficamente:

iy

Figura 2.19

Reduzindo a forma padrao do simplex acrescentamos as va-
riaveis de folga X4 € x, e multiplicarmos a fungao objetivc por

-1 assim:

Min £ (x X

ll
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S.a
2xl + 9x2 + Xy = 40
llxl - 8x2 + Xy = 82 R
X171 XyrX3r X, >0
Tableau Inicial 2.4.2
¥
*1 *2 *3 *4
+ Xq 2 9 1 0 40
X4 11 -8 0 1 82
-3 -13 0 e 0
Como C, = -3eC, =-13 sao nameros negativos, nao pode-
mos garantir gque a solugao cujas cocrdenadas sao Xy ='O,x2 = 0
VNB e x5 = 40, x, = 82 VB, seja solucao Otima.
Entac colocaremos x, na base canonica ja que 9 € o pivo
pois:
Coluna Pivo - min {C.} = min {-3, -13} = -13
i/C. <0
i
Pivo a, . > min (2%} = min (—20) - _40
ij + 245 9
ie k J

Observe tableau inicial 2.4.2.

Ja que X, precisa entrar na base canbOnica, o método sim-
plex fara isso trabalhando com operag¢oes elementares sobre li-
nhas até que todos os coeficientes da coluna Pivo sejam zeros,
exceto o coeficiente Pivo que devera ser a unidade. Assim tere-

mos:
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Tableau 2.4.3

i‘1 *2 *3 *q
X, | 2/9 1 1/9 0 40/9N
« X, (|115/9 0 8/9 1 | 1061/9
~1/9 0 13/9 0 520/9

e assim encontramos a nova solugao badsica que & o ponto X, = e,
_ _ 1061
Xy = 0 VNB e X, = 40/9, X, = —§~— VB conforme tableau 2.4.3.
Mas como Cl = —él é um numero negativo, entao novamente

nao podemos garantir gue essa nova solucao basica seja otima.

Entao colocar-se-a X, na base ja que lgé é o pivo e é 16-

gico saira da base Xy E assim o -simplex consegue uma nova SoO-

< e - _ ol _ .2 _ _
lugcao basica que & o ponto xl = 95, x2 = 25 VB e x3 = 0, x4 = 0
VNB, veja tableau 2.4.4.
Tableau 2.4.4
X1 X5 X3 %4
1 -2 2
X, | 0 1 2
2 1035 115 5
8 1
X 1 0 9=
1 115 115 5
0 0 167 1 584
115 115 5
- - _ 167 - 1 ~ -
Como Cl = 0, C2 = 0, C3 = y1% - C4 1% sac todos nu
mero nao negativos entao podemos garantir que o ponto Xy = 9%,
X, = 2% VB e xq =0, x, = 0 VNB & solugao 6tima, e min £(xq,
_ g4
X2) = 58§.
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Graficamente:

~

— 5 solucao Ot ima

Figura 2.20

2.4.3. Algoritmo Dual do Simplex

Associado a um PPL, existe um ocutro PPL o qual chamamos
de Dual, de modo que ao par de problemas pcdem ser atribuidas
varias caracteristicas e propriedades notaveis; basta por exem-
plo dizer, que através da solugao otima de um dos problemas,po-
demos encontrar a solugéo 6tima do outro, e que, no caso de
ambos possﬁirem solugoes Otimas, o valor &timo da fungiao obje-

tivo para ambos & o mesmc.

A aplicacao de dual do simplex é particularmente impor-
tante nos problemas de pos-otimizacao, isto &, gquando altera-
mos os parametros de um dado PPL. Também nao vamos nos prolon-
gar muito nesse assunto pois o mesmo ja possui uma bikliografia

bastante vasta. Ver por exemplo 05 , 07 , 08
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2.4.4. Teorema da Convergéncia Computacional

Seja G(x) uma fun¢ao continua convexa, definida sobre o

. e . : n
conjunto convexo poliédrico compacto n dimensicpnal S = {x ¢ R /
AX > b} onde A &€ uma matriz m x n, x € um vetor coluna de va-

riadgvel n x 1 e b € um vetor coluna m x 1.

Suponha gque em todo ponto t em S existe um hiperplano
suporte, y = p(x, t), para o conjunto definido por G(x) < 0 com
a propriedade que, para alguma constante k finita, |Vp(x, t)|zk

para todo x € S. Suponha que o vetor gradiente & um vetor fila.

. t . - .
Sejac’x uma forma linear, onde c &€ um vetor linha n x 1

e | ¢ | g =.
Seja V = {xe R /G(x) <0} nao vazio e V C s.

Podemos expor formalmente o problema de programagac con-

vexa como segue:
Calcule um vetor g tal que £ = c¢g = min {d%g& e V}.
Desde que V & compacto, o minimo existe e & finito.

Agora deduzimos um algoritmo para resolver este proble-

ma.

Seja t um ponto arbitrario em S - V, um hiperolano supor-

te para o grafico de G(x). Neste ponto pode ser escrito na forma

p(x, t) = G(t) + VG(t)(x~-t) = vy, onde G(x) & diferencial
ey = p(x, t) & simplesmente o hiperplano tangente para o grafi-
co de G(x) em x = t.

Note que desde que G(x) €& convexo, p(x, t) < G(x) para

todo X ¢ S. Assim se X esta em V, G(x) < 0 de modo que p(x, t)<0.

Por outro lado, desde que t nac estd em V, p(t, t) = G(t)>

> 0. Assim,o0 conjunto V e o ponto t estac em lados opostos do hi-
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perplano p(x, t) = 0.

Agora observe que se temos uma seqliéncia {Sk} de conjun-

tos convexos com a propriedade que Sk C Sk-l e fk = min { ctx/
X € Sk} , entao fk 2 £ -
Guardando este fato em mente, seja S0 = S e seja ty um

e t
ponto em S, que minimiza c~x.

Suponha que t, esta em Sy — V porque se nao t, € uma so-

lugao para o problema.

Além disso seja S, = 5,0 {x/p(x, ty) 0}. £, nao esta

em Sl mas V C Sl' Podemos entao achar um ponto tl diferente de

to gue minimize ctxe fl > £

A

0°
De modo geral, seja S, = S5, _; 0 {x/p(x, tk—l) < 0} e se-

. Coa t .
Ja tk O ponto que minimiza ¢ Xxem S Neste caminho cobtemos se-

I
gliéncias {t,} e {£f{} e desejamos conhecer se {tk} contém uma
subseqliéncia que converge para um ponto r, em V. Se ha tal sub-
segliéncia convergindo, entac segue-se do método de computacac

que a seqliencia mondtona crescente {fk} converge para f e é a

desejada solugao Otima. Ver 04



CAPITULO III

3.1. Método do Plano Cortante de Kelley

A seguir propomos um método para resolver problemas con-
vexos. O método & um aperfeigoamento de um estudo do método de
CHEBYSHEV 04 , para aproximagao de func¢oes. Seguindo a mesma li-

nha CHENEY 04 e GOLDSTEIN 04 chegaram independentemente ao mes-—

mo método, cuja idéia basica envolvida pode ser creditada a
Remez 04.

A forma do problema de programagao convexa segundo a
gual procederemos & para minimizar uma fungao linear sobre um

conjunto compacto V.

O algoritmo desenvolvido para resolver este problema en-

volve uma seqliéncia de programas lineares.

Se V for somente fechado, entao podemos restringir a in-
vestigagao para um subconjunto convexo compacto de V, o qual

contém o ponto de minimo.

V é suposto como compacto com restrigoes reais, onde

o problema tem um minimo finito.
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A principal razao para sucesso nesta area é que com fun-

coes convexas, todo minimo local & minimo global.

Vamos apresentar o método do plano cortante primeiramen-

te por um exemplo,

Exemplo 1:

min f(x) = xl - X,

[
w
i
N
Y
X
+
"
N N
!
et
A
[ew]

S.a G(x) =

E facil ver que o limite da regiao na qual gqueremos mi-
nimizar £ & uma elipse cujo raio maior é 1,3 e o menor & 0,54,

a 3 2
pois fazemos uma rotagao de eixos na equacgao 3x§-—2xl)% + X, - 1=

%2 %2
- 1 *2
obtendo a equagao + =1 , Ver |10]

1/2- V2) 1/0@+ V/2)

Logo o nosso problema possui como restricoes um conjun-
to convexo.
Nos termos da nota¢ac do teorema da convergéncia compu-

tacional escrevemos:

V= {x/G(x) < 0)
Sq = {(xl, XZS/ -2 < Xyr X, 2 2}

t, = (tl(k), tz(k))

Pix, ) = G(t) + V6(t) (x; - tl(k),x2 - tz(k))
Vet ) = (et ) - g U9 e U9y gy (D,
gm0 g ()

Inicialmente resolvemos o PPL.
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min £f(x) = xl - X,
S.a

-2 £ Xy < 2

-2 < x2 < 2

Graficamente:

(~2,2)

@ - ’/' Ve
s, S
. ) : A//
./v )
/
e
a
,/
' 2 ® X
-2 2
./, 1
a
g
/ / y
. s . .
s A

Figura 3.1

A solucao deste problema pode ser encontrada em x = (~2,2)

com fO = -4,
Portanto fixamos tO = (=2, 2) e obtemos:
G(to) = 23
VG(tO) = (-16, 8)
p(x, to) = —l6xl + 8x2 - 25 20

Logo a nova restrigao a ser acrescentada ao problema li-

near inicial & -—16xl + 8x2 - 25 <0-



S, torna-se Sy n {x/p (%, ty) 2 0}

Agora vamos resolver o seguinte PPL.

min f(x) = Xy = X,

i
N
A
bl

I
e
A

X

A
N

2

- l6xl + 8x2 25

A

Graficamente:

Figura 3.2

39
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A solucdo para este PPL é achada em x = (-0,56250; 2)com

= - =
fl 2.5625.

Portanto fixar-se-a tl =(~0,56250; 2) e obtemos

G(tl) = 6,19922
VG(tl) = (=7,37500; 5,12500)
p(x, tJ)= —7,37500x1 + 5,12500x2 - 8,1922

Logo a nova restricdao a ser acrescentada ao problema é:

-7,37500x, + 5,12500x, - 8,1922 < O

1 2

o

S, torna-se S, n {x/p(x, ;) ¢ }

Agora resolvemos o seguinte PPL.

min f(x) = Xy = X,
S.a
~2 < xl < 2
-2 < x, £ 2
- e
—l6x1 } 8x2 < 25

“7,37500xl + 5,12500x2

A
w
}—J
O
o
N



Graficamente:

Figura 3.3

Agora continuar-se-a como anteriormente, oOs

de alguns passos sao dados a seguir.

t)

G(t,)
AG(t2)
p(x,t,)
px,ty)

p(x, te)

p(x, tg)

(0,27807;

2,11968

(~2,33158,
-2,33157x,
-4,85328x,
-2,63912x,

--0,410lel

—l,38932xl

3,

+

-+

+

+

+

2,00)

44386)
3,44386x2—4,ll968
2,73462x2‘3,43063

2,42678x2 - 2,47795

2,11685x., — 2,48442

2

2,07204x2w2,l3l60
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Exemplo 2:

1

min f(x) = x, - X

S.a G(x) = 17x, -12x, x, + 8x5 ~ 80 < 0.

De maneira andloga ao exemplo anterior obtemos a equagao

2
2 =1
V= x¢g RI/G(x) £0
SO = (xl, x2)/ -4 < X1 %, < 4
. (k) (k)
2
- (k) (k)
P(x, t, ) = G(t)) + Gt ) (x tl ;X ty )
(k) (k) (k) . (k)
VG(tk) = (34tl 12t2 , - 12tl + 16t )
_ o, (k) (k)
fk = t1 t2

min f(x) = X T X%,
S.a -4 < Xl < 4
-4 < x2 < 4
A solucao & encontrada em x = (-4, 4)
com fo = -8
Portanto:
tO = (=4, 4)

= (-184, 112)

p(x, ty) = -184x, + 112x, - 672
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Logo a nova restrigao & -184x, +112x, - 672 £ 0

Entao vamos resolver o seguinte PPL.

}mln £f(x) = Xy T X, - )
S.a -4 < Xy < 4
\
N\ -4 é’f X2 é 4 .

-184xl + 112x2 < 672

| Agora continuar-se-a de modo andlogo, e para tal faremos
um programa que solucione o nosso problema, assim, com o sim-
plex, (subrotina RVSA) encontrarjse~é o ponto de otimo par; o
PPL inicialqiagora O nosso progréma principal encontrarda a nova
restrigao, acrescentando~a ao PQL inicial, para entao chamar sub-
roﬁina RSVA tantas vezes qﬁantas forem necessarias para encon-
trar um ponto pertencente a V. Como precisamos acrescentar res-
trigSes ac PPL original, dimensionar-se-a a matriz A com 40 li-
nhas e 2 colunas para O nOsso exempio, Como éaida ter—-se-ao im-
-pressas os dados de entrada a nova réstrigao, no caso
- 184xl + 112x2 < 672, o ponto de &timo para o PPL inicial(-4,4)
e a G(x) para x = (-4, 4),-imprimiré novamente os dados iniciais
com a nova restrigao ja acrescentada e posteriormente, sO impri-
mird as restrigdes, os pontos de Otimos e a G(x).para x otimo, a

seguir dar~se-3 com mais detalhe entrada e saida.

No método do plano cortante de Keley o prograﬁa principal

tem como parametros:

a) ENTRADA
A = matriz dos coeficientes das restricgoes dada no FORMAT
(2 F 10.5); ‘

RS = vetor dos termos independentes das restrigaes, dado no




b)
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FORMAT (4 F 11.6);

ZF = vetor dos coeficientes da fung¢ao objetivo, dado no FORMAT
(2 F 8.4)
M = numero de variaveis do problema original;

N = nimero maximo de restricoes do problema original;

M, = nimerc de variaveis quaisquer do problema original;

Nl= nimero de restricoes de desigualdade do problema original;

NLINH = nimero de restrigdes que formam a envoltdria linear

convexa da regiao viavel do problema original, que nao e

linear;

Glll = fungac que representa o conjunto de restrigoes nao li-
near;

AUXIL1 = funcac gque representa a derivada de G(x) em relacao X1

AUXILZ fungao que representa a derivada de G(x) em relacao X5

AUXIL3

funcao que representa p(x,t) que € o hiperplano su-—

porte para o grafico de G(x) .

saIpa

Glll = valor da fungao Gl1ll dada como ENTRADA;

A(NLINH, 1) = valor do 19 coeficiente da Ultima restrigao a-
crescentada ao problema inicial;

A{(NLINH, 2) = valor do 29 coeficiente da ultima restrigao a-
crescentada ao problema inicial;

RS (NLINH) = valor do termo independente da Gltima restrigao;

X (1)

valor da 1@ variavel, ao final do programa;

X(2)

valor da 22 variavel, ao final do programa;

NLINH = niimero total de restrigoes do problema final.

Além destes, ainda os parametros IREINV, IPRINT, IERR,

INPUT, EPI, gue 530 de uso interno da subrotina RVSA, utilizada

para o método simplex.
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m

leLILIT htaL4n (X—HpC-L)
N NUNM, DE LINHAS M=z MNIM, CE CCLUNAE N1z NUM, wi DbSiov.
ML shUM. Ll vARIAVEIES Glal

C1

MENCIUNAMENTCY A(N,N),Y(n+1,h),C(h),YrUL (N+1),KN5{M+N1),Hi(n),

ZEIMY K IB(MENL ) s YRCWCIN) ¢ RPRIM{IN) ,ROUAL( M) s X (M),

LIAN)

DINMUNSICN  A{du,2) 9Y a1,80)5C1aC),YCGLla1)y8’NI(42),yR
4

S{a(),
FZEL2) KIb (42 )y YRCWCL 4O ) s RERIMIGQO) ,RCUALL2) % (2) 4 114C)

DAdA_ N DML eNY 22340, 2,401

EPS=1.0-06
IMARUL=1
NO23 _I=1,N

G
oY

DU 34 J=l,2
A(I'J)=0,
DO 156 1=1,4

READ (5,8 ){A{l  ,Jd)sd=1,s2)
CONTINUE '
D03 24 J=1 4N

RS{J)=0.
READ (5,9) [(RS(1), 1=1,4)

1.0

READ _(5,10) (ZF{l1}s I=1,2) |

FORMAT (2F10.5) r '

FORMAT {4F11.6) . "
ENEMAT _[2FR.4) ; “ L :
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NLINH=4 . !
IREINV=800
10EINT=0

[ERR=32 ., , ; o .
INFUT=0D L ) . v
EQ1=0 ' ‘ :

CALL RVCA(UPTyX,A My f\,wl,l\l9F<S,2F,Y,'YCDLQ,YFCWO,G,LI,KNU,KIEg

AREAIM,RDUAL , IREINY LFLpIPRINT,IERH,INPUT)
IMARIII= IMARU L+ 1 ' .

1F {IMARUL ,GT.3) GD'TC 9P I
BRITE [&yB8I{(A{1,0),451,2),1=1540)
WRITE (£,99)IRS{I1,1=1,410)

Gy

Wi 1T [ €,10){2F (1) ,1=1,2)
FURNMAT (4F 1 0.5) .

e GC 3l 7 ) (1) =1 23N L pAEXL2 )R XL Z)EXLZ )= B0

N INHENLINH4 1 X .
AUXIL1=~346 4Xx{1)+12,3X (21}
AXIL2m=)6 dx{2)+12,2X (1]

AUXILA==34 3 xX{1)%X {1 )+24 3xL1)%X{EZ)-16,%X{2)%x{2)+G111
DU w7 AN= NLINH,40 , )
AlBLINR Y} 2AUXIL]

A(RNLINH,2)=AUXIL2 . -
RS (NLINH)=AUXILE '
Wil ITE {6 ,20036111 : :

'
3

WRITE (6,201 ) ALRLINH, 1) gA(RNLINE)Z2) g RSINLINH) s X{ 1), X{2),NLINF
IF{EPS=-G111)E8,114,4114 '

ZQC F("?RNI;]'I'Gll]:"gfil",.“?) R [ :
201 FURMATIS{F12.541X),15) '

114 »hITbl(,1234)lRFINVyIPFINT,I&RR,INFUT,LPI

1224 EORMAT (416, E3.14 “ o

ETCF
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L. FAEMZ SALLA al
11l = Gabis2 S0+ 0L
46192958 -5 2. 161306
il o= O, L83 G+ ul
‘)’3-2.&..761:) ’“[1“;'53355
Tl = U8 OD+ G
GE.Lsbb6 G Y. s e
pli= GalZ3 . .30+00
Bleb0lad LF 4D YY)
1i1= U311 10 ui
4Ganb4a3 ~F.0342U
1ii= 0780 :3D~07
50.09434 I IV B I
1il= 0.19560-02
4582445 ~459,57589
ili= 14438 ,;1D-03
459.68940 GG 6LU2Y
jli= 0122709002
49.62167 —4%.612b3
ill= 0.315260-04
49.58727 ~6G 61877
500 U 21 SRSV

E assim encontramos como ponto de Otimo x

%2

suas

VRSP R

,,-
o
—
-
X
LE
)]

b e Lo tdy

Sloti.UZl. 8 |

160G

W

—iog.utls
L6 0.00U«S
~316C.L0LLZ

=~ 16C.GU0U3

2,72997 o qual pertence a V.

~
e
(A%
£

L4 iy
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~-0,49493

Como podemos observar,

coordenadas nao sao inteiras mas nds precisamos que o

A

-
N

f—)

e

as

se—

jam. Entao necessitar-se-a de um método que encontre o ponto

otimo cujas coordenadas sejam todas inteiras. Tal método

sentar-se-a no Capitulo IV.

g -

de

apre-



CAPITULO IV

METODO DE GOMORY

4.1. Algoritmo Fracionario de Gomory

Foi um primeiro método que surgiu para solucionar PPLI's,

o qual foi publicado em 1958.

A idéia do algoritmo fracionario de Gomory é procurar
uma envoltdria convexa linear dos pontos inteiros viaveis do
PPLI. Executam-se cortes no conjunto viavel sem deixar de fora
nenhum ponto inteiro que lhe pertencga, até que ao resolvermos
o PPL com o novo conjunto viavel, tenhamos para solugao um vEr-

tice, cujas coordenadas sejam todas inteiras.
Tal método consta do seguinte:

Resolvemos o PPL original, ignorado as restrigaes de in-

tegralidade. Se esta solugao possuir todas as coordenadas in-
teiras, ela sera uma solucao 6tima para o PPLI. Caso contra-
\

rio, geramos uma nova restrigéo para ser acrescentada ao pro-

blema.

Esta restricao terad duas propriedades fundamentais:
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a) A solugao otima nao inteira para o PPL nao
esta restricgao.

satisfara
b) Todas as solugoes viaveis inteiras para o problema
original satisfarao a nova restricao.
Teorema 4.1 "O corte de Gomory"
6 =1[b.] - ) [a,.] x. nao elimina nenhuma solugac intei-
1 e A ;
J
ra viavel.
Teorema 4.2 "Cada restricoes" (corte de Gomory)
Adicionada ao guadro do simplex pode ser expressa sob
forma de restrigao linear com coeficientes inteiros em fungao
das variaveis nao basicas do tableau inicial do simplex.
Dem. :
Teoremas 4.1 e 4.2

Vamos apresentar o algoritmo

fracionario de GOMORY, pri-
meiramente com um exemplo

Seja o PPLI

min f(xl, x2) = X

17 3%
S5.a
Xy " %y S 2
2xl4~4x2 < 15
Xy X, >0 e Xl’ x2 £ 2

Adicionando variaveis de folga x

3 e x4 restritas a assu-
mirem s6 valores inteiros obtemos o PPL

associado.
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min f(xl, x2) = %y - 3x2

S.a
X) T Xy *oxg =2 -
2xl + 4x2+x4 = 15
Xpo ¥pr X3o Xy 2 05 Xg. Xp, X, Xy € 7

Inicialmente entao, resolvemos o problema acima ignoran-

do as restricgoes de integralidade.

Tableau Inicial 4.1.1

X1 X2 X3 X4
X4 1 -1 1 0 2
-x, 2 4 0 1 15
1 -4 0 0 0

Usando o algoritmo simplex obtemos o

Tableau Final 4.1.2

*1 *2 *3 *4
X 4 3/2 0 1 1/4 23/4
X5 1/2 1 0 1/4 15/4
5/2 0 C 3/4 45/4
Assim o valor minimo da fungao objetivo, ignorando as
restrigoes a valores inteiros é obtido em Xy = 0, Xy = —%E '
Xy = —%2 P Xy = 0.



52

Graficamente:

Figura 4.1

Ja gue este ponto possui coordenadas nao inteiras, pre-
cisamos gerar uma nova restricac que ampute do conjunto viavel

anterior a solugao Gtima nao inteira, no caso (0, 15/4).

Para issc o algaritmo fracionario de GOMORY, poderia tra-
balhar com qualguer uma das restricoes do tableau final do sim-
plex, gue tenha um termo constante nac inteiro. No entanto, na
pratica obtemos a solugao mais rapidamente trabalhando com  a-

quela restricac cujo bi possuir parte fracionaria maior.
No nosso caso elas sao iguais.

Entao vamos escolher a primeira restricao ou seja

3x
“"“]‘:‘ + X -+ =
2 3 4 4

Separando todas as constantes em partes inteiras e fra-

cionarias temos:
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Logo

X X

1 4 3 _ ¢ _ _ ~
5 *t737 2T 0 T X T X3

Ja que queremos soclucoes inteiras, o membro direito des-

sa equagao deve ser inteiro, digamos Xg -

Assim

AR 0 e Xyr X440 Xg €D entac X5 2,0.1ogo a restrican

gerada que serd acrescentada ao problema anterior do tableau 4.1.2.

é
X X
Tl + Zﬂ - % = XS' Xg 2 0 e inteiro.
Assim temos o PPLI
. 5 3 _ 45
min £ (x,, x4) == X1t 7%y 7
S.a
3 1 _ 23
o R T o S
1 1 _ 15
2517 Xy g T g
;]L‘\{ +2‘.X - X ::__3.__
271 474 5 4
Xpr ¥pu X3r Xgo Xg 2 00 Xg. Ko, Xg. Xy Xgo£ 2
Agora procedemos como antes, resolvendo o corresvonden-—
te PPL. Fara fazer isto ja que simplesmente adicionamos uma

restrigac a um problema resolvido, pddemos usar o ALGORITMO
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DUAL SIMPLEX, uma vez que se trata de um problema de pOs-oti-

mizag¢ao. (Ver 05 , p.217-223)

Cepois de multiplicar a nova restrigao por (-1) obtemos

o tableau inicial 4.1.3.

Tableau Inicial 4.1.3

*1 *2 *3 *q *5
xy|  3/2 0 1 1/4 0 23/4
xy|  1/2 1 c  1/4 0 15/4
x| =1/2 0 0 -1/4 1 ~3/4
5/2 0 0 3/4 0 45/4

Usando o algoritmo dual simplex obtemos o tableau final

Tableau Final 4.1.4

Xy Xy X4 X, Xg

X4 1 0 1 0 1 5
xz, 0 1 0 0 1 3

- Xy -2 0 0 1 -4 3
1 0 0 0 3 9

O ponto solugcao aqui tem todas as coordenadas inteiras e

portanto temos a solugao &tima para o PPLI original.

Assim, o valor minimo da funcao objetivo € -9 que & ob-

tido no ponto Xy = 0, Xy = 3, x, =5, Xg = 3 e Xg = 0.



55

Geometricamente, aconteceu o seguinte:

Os pontos viaveis para o sistema de restrigoes original

sao os pontos do conjunto de solucoes viaveis que nossuem coor-

denadas inteiras, conforme fiqura abaixo.

Figura 4.2

Agora a nova restricac pode ser expressa COmO

X X
1 4
7 *t71

sl
v
o

Do tableau final do simplex no qual obtivemos a primeira

solucao Otima nac inteira temos a restrigao

1 _ 15 3 _ _ _
3%, + X, + X4 T T logo X4 = 15 2xl 4x2. Usando
Xy = 15 - 2xl - 4x? a desigualdade acima reduz-se a

[ — — - .
2%y + (15 2%y 4x,) 2 3 ou x, £ 3.

Esta nova restricao é equivalente a uma desigualdade que
amputa do conjunto viavel original a solucao Otima de coordena-
. ~ . . 15 ~ . . -
das nao inteiras (0, Z_)’ mas nac exclui de consideragac nenhum

ponto de coordenadas inteiras que seja viavel, conforme podemos

observar na Figura 4.3.
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*

Figura 4.3

Agora vamos descrever com detalhe como estas novas res-

tricoes sac geradas.

Suponhamos que depois de resolvide o PPL associado, a
varidvel basica da i-ésima linha do final do tableau possua va-
lor nao inteiro. Entao, precisamos acrescentar uma nova restri-

cao.

Suponha que essa i-ésima restricgao seja

Vamos denotar por m o0 maior inteiro contido em m cu se-

ja, o maior inteiro menor ou igual a m.

Exemplos:

, 1 -
d.) [2}] = 2
b) [ 51 =5
.._.;]__..1 - _&
c) | 45 | 5
Agora vamos definir a parte fracionaria de um namero m

por m - [m].
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Exemplos:

- - 1 1
a) a parte fracionaria de 2% e 2% - [25 ]= 25 2 = 5

b) a parte fraciondria de 5 é 5 - [5]= 5-- 5 =0

c) a parte fracionaria de —4% e

1 11l sy - gl .2
43 [473-].- 43 (=5) = =45 + 5 = 3
Observe que a parte fracionaria de um nUmero & sempre

nac negativa e menor que 1.

Agora vamos denotar por fij a parte fracionaria de aij e

por fi a parte fracionaria de bi’ assim:

fi3 = 33 71351 '

fi = bi - [bij

Ja que a i-&sima restrigac & g iy %5 7 bi podemos re-
escrevé-la como %(fij + {aij])xj = £, + [bi].

Logo § fij x5 = £, = [bi] - % [aij] X5 (4.1)

Note que todos os termos constantes do lado dircito de

(4.1) sao inteiros. Logo, para qualquer solucao inteira do sis-
tema de restrigoes original, o lado esquerdo de (4.1) deve ser

inteiro.

Além disso, desde que todas as coordenadas sac nao nega-
tivas e fi é menor que 1, o lado esquerdo de (4.1) deve ser

maior ou igual a zero. Assim, temos a nova restrigéo

) £.. x. - £, > 0, e inteiro (4.2)
iy 7 i =
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Desenvolvemos (4.2) de modo que todas as solugoes intei-
ras viaveis para o problema original satisfarao esta nova res-

tricao e que pelo acréscimo desta restricao ainda temos um PPLI.

-~

Além disso, a solucao Otima basica viavel nao inteira de
tableau final do PPL correspondente nao satisfard esta restri-

cao.

Escolhemos i1 tal que bi nao seja um inteiro, e assim
(£, > 0). Agora as uUnicas variaveis x5 que podem aparecer em
(4.2) sao variaveis nao basicas do tableau final. Os coeficien-

tes das variaveis basicas sao 0 ou 1, e assim temos a parte

fracionaria zero.

- 3 * . -~
No exemplo, as variaveis da restricao acrescentada eram

X, € X, € as variaveis nao basicas do tableau final eram solu-

1 4
~ac do problema original.

Por isso a correspondente solugac basica viavel com
Xy = 0 para todas as variaveis nao basicas %y nao satisfaz (4.2).
Portanto, temos que continuar o mesmo procedimento até gue to-

das as coordenadas da solu¢ao viavel encontrada sejam inteiras.



CAPITULO V

[ 4
Neste Capitulo apresentar-se-ac os exemplos dados no

Capitulo III resolvidos; com a condicao de as coordenadas serem
inteiras e para tal, acrescentamos ac programa do Capitulo III
as subrotinas "RESTRI" e "INTE" que fazem com gue o ponto de
otimo possua todas as suas coordenadas inteiras como vimos no
Capitulo IV. Os dados de entrada serao os mesmos vistos no Ca-
pitulo III, e como salida deixamos de imprimir a matriz A, por
ocupar muito espag¢o, ja que tivemos que dimensiona-la com 40

linhas e 30 colunas.

O programa principal para o método de Gomory tem como

parametros de:

a) ENTRADA:

A = matriz dos coeficientes das restricoes dada no FORMAT
(2F10.5) ;

RS = vetor dos termos independentes das restricoes, dado no
FORMAT (4F1ll.6);

ZF = vetor dos coeficientes da fungao objetivé dado no

FORMAT (2F8.4);
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NLINH = nimero de restri¢oes que formam a envoltdria linear

convexa da regiao vidvel do problema original;

M = numero de variaveis do problema original;

N = nUmero maximo de restricoes do probiema original;

Ml = nuamero variaveis quaisquer do problema original;

Nl = nimero de restrigoes de desigualdade do problema ori-
ginal;

Glll = fungao qgue representa o conjunto de restricoes nao
linear;

AUXIL1l = fungao que representa a derivada de G(x) em relacgao Xqi

AUXIL2 = fungac que representa a derivada de G(x) em relacao X i

AUXIL3 = fungao que representa p(x,t) que & o hiperplano su-—

L
porte para o grafico de G(x).

b) SAIpa
Exatamente os mesmos parametros que os da SAIDA do método

de Kelley.

Este programa chama ainda as subrotinas INTE e RESTRI,des-—

critas a seguir.

INTE (RS, N, II, IB, NLINH, B3, B2)

OCbjetivo: Selecionar a restricao que tem o termo independente com

a maior parte fracionaria.
Os parametros sao:

a) ENTRADA:

RS = vetor dos termos independentes das restricoes;
N = nimero maximo de restricoes do problema original;
NLINH = nimero de restrigoes gque formam a envoltdria linecar

convexa da regiac viavel do problema original.
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SAIDA:

ITI = indice da restricao com o termo independente de maior

parte fracionaria.

~

Os parametros IB, B2 e B3 sao de uso interno da subroti-

€ representam:

IB = parte inteira do termo de maior parte fracionaria;
B3 = parte fracionaria do termo de maior parte fracionaria;
B2 = 0 mesmo que B3.

RESTRI (II, M, A, N, B3, NLINH, RS, IA).

Objetivo: Construir a nova restrigao a ser acrescentada ao PPL.

a)

b)

Os parametros sao:

ENTRADA:

IT = indice da restrigdao com o termo independente de maior
parte fracionaria;
M = nimero de variaveis do PPL antecs de ser acrescentada a

nova restricao;

A = matriz dos coeficientes antes de ser acrescentada as
restrigoes;

N = nimero madximo de linhas da matriz A;

B3 = parte fracionaria do termo de maior parte fracionaria;

NLINH = nimero de restrigdes antes de ser acrescentada as

restrigoes.

SAIDA:

M

nimero de variaveis do PPL apds ser acrescentada as

restrigoes;

>
H

matriz dos coeficientes apds ser acrescentadas as res-

trigoes;



NLINH

RS

IA

niimero de restricdes apds ser acrescentada
restricoes;
vetor dos termos independente das restricoes

ser acrescentada as restricgoes;

vetor de uso interno.da subrotina.

62
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MPLICIT REAL=a (A-r,0i-1)
C N= NMUM. b _INAAS M= Nuv. D J0LUGaL NL=s NUYe oL du o,
C Ml=NUM. & JL?I’ VIIS 920, L o
C DIMENSTIONAMENTID NERIISEIE )vG(W)vY:DLJ(N+l),KNP(M*ML), V507
C 7F(H)wKIJ(W+Nl),YRﬂW3(V)yRPRIM(N),RULAL(M),A(N)v
£ LI{N)

DIMENST O L\(QJ,_)H),((’*I}.Q")q }‘/‘(J)’Y\, lu(‘@l
MIF(30) g KIBTTO) s Y RODWI(&D )y PPRIMIGO),XTULLL3
DIME \'_‘)l_(_;_-_(_ai’((5~})yIu(-*l)v:g (4‘);1'\(/ )) o
DATA MyNsMLeNLI/30U»20,230,5%0/
EPS=l.D*;%
ITMARUE=1]
NO 33 1=1,N
2O 33 J=4,430
53 At1,J)=0.

1
()4 4

DO 15 I=1,4%

READ (5481 (A(IyJ)ed=152)
15 CONTINJE

DU 34 J=i,4N
36 RS(GJ)I=D.

DU 35 J=1,3)
35 ZF(J)=D.

READ (545) (R3(1),y, 1=1,4) -

8 FURMAT (FF1).5)
g FORMAT (4F11.5) i
10 FUORMAT (:FB8.4) .
NLINH=%

EPI‘J'
T T T ALL RS {0 T e Xy A e Ny Iy Nl gR5, £Fy Yy YO IL D YROWTIy 5y LT KB 4K 1Dy
DPmIﬂ,«UuAL,1%_KNJ,%PIyEPR1“?,ihKR,1“PUI)
 IMARUI=LIMARJICL o
IF(IMA?U‘.JT 5) uU TU :):)
WRITE (5,930 (30I),I=1,42)

WRITE (5,12) (£F(1)y1=1,y22)

39 FORMAT(41710.5)

70 5111=3.#X(1)#k(1)=2.5x1 1 YEX L 2VEX{2)#X(2) =1
030 51113174 XK{I ) AK(1) =12 %X IR 2)+8 . #X12)4X(2)~80.

NLTNH=NL INH¢ L
TRONLINHOGT. 22INLINA=S
AUXILI=~e %X {1)#2.%X(2)

C TAUXTUL=-~364.6X (1) +12.%4(2)
AUXIL2= 2.%({1)=2.%X(2)
c AUXTL2==16.%X(2) *12.#X(1)
TTRUXIL3=- (,,<(1) KOV Fa. sX (L) FRC ) =0 F X (2T XL ) *51 11
v AUXIL3==026,8K(1) % X(l)+’é.’X(L)rX(z)-xo. X(2)+X () +5111

DO 357 N*- NLINAy47
A(NLINA, LV=aJ0XTLL
AINLINAG,2)=20X1IL2
357 RSONLINHI=AJXIL]
SUNLINHI=AIXTLS




FILZO

EXELZ FORTRAN AL vM/SP

Ri:l. 341

SLU 306

NRITE(5,.007G111
WRITE(S 331 Y ACNL TNHy 1) ACNL
TF(EPS-5.11Y83,1 14,114

Ttig 20y o UNLINSHYeXUL)Y A0 ) g NL

PO
o

[

j .

FORMATI('4111=",815.5)
FORMAT(S{FL12.5,1X)},1I2)
WRITE(S 9 123%) IRTINV, IPIINTy

e D NS
N e (OO
-

!_ vl g LN

JY EP]

3% FORMAT(415,-3.10
533 CUONTINJE -
o CALL INT. (RN, 11,10 x\“:f_v_ﬁu ha2) ) ]

v/'\\LL l{’_uir)\ (117"111-\’é,t;;q\iLi'\Hg»\‘)g}‘\) T T
CallL RVSA (39[?’(1.&&,"&1 30 M1 4N lyRSvil P Yx;Ox_ﬂ YRJWU:G,LE-,
G KNBy KiBsIPIIMZRDUAL, IRCTINY,,EPLIPRINT, ITERR, INPUT)
ZERD = 0. )
KI = 2
D0 7777 =1, M
IX(L)y = (i) T
TF(LIX(LI~X(TY)aNELZERD) K =1 '

7777 CONTINJE
TF{KI.cQR.26R0) 50 T3 10uD
GO TQ 3939

1000 CONTINJE

5T0P
END

PRI

T R
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CAPITULO VI

CONCLUSOES FINAIS

B de facil implementacao o tPabalho aparesentado ja gque
o mesmo utiliza basicamente o método simplex para resolucac de
seus problemas. O mesmo poderia ser estendido como assunto para
estudos mais avangados, 0 estudo sobre conjuntos convexos, mas
nao compactos como por exemplo Parabolas, Hipérboles, etc. Ou-
tro assunto que também poderia merecer atengao & o caso de con-
junto nao convexo. Por exemplo, uma envoltdria linear convexa
juntamente com o método de Branch and Bound seria um caminho

bastante vidvel para soluciona-lo.
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