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R E S U M O

Este trabalho, trata de um estudo dos cÕdigos lineares co_r 

retores de erros aleatórios e pedaços de erro.

No primeiro capítulo estão introduzidos os conceitos fund^ 

mentais sobre os códigos lineares corretores de erro aleatório.

0 segundo e o terceiro capítulo tratam do estudo dos códi^ 

gos lineares corretores e detectores de pedaços de erro, com a re^ 

trição de pêso, tanto ao código quanto ao pedaço. E apresentada 

ainda a construção de alguns destes cÓdigos.



A B S T R A C T

This work deals with a study of linear correcting codes 

for random and burst errors.

In the first chapter the fundamental concepts about linear 

correcting codes for random errors are introduced.

The record and third chapter deal with the study of linear 

detecting and correcting codes for burst errors with weight con^ 

traint on the code as well as on the burst. Some codes of these ty 

pe are constructed.
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CONCEITOS RELEVANTES SOBRE CÖDIGOS LINEARES

C A P I T U L O  I

T.l - INTRODUÇÃO

Nas últimas três décadas a busca de eficientes e confiá

veis sistemas de transmissão de dados digitais tem sido acelerada

pelo uso crescente de processos automáticos de dados e a necessid^ 

de crescente para a comunicação de longo alcance.

Um dos sérios problemas em qualquer sistema de transmissão 

de dados é a ocorrência de erros. 0 problema de como controlar e^ 

ses erros é de uma importância básica e os cÕdigos foram invent^ 

dos para correção desses erros.

Na literatura da teoria de codificação vários tipos de cõ 
digos tem sido inventados, tais como, códigos lineares, não linea 

res e convolucionais.

OBSERVAÇÕES:

1) Em nosso estudo nos ateremos apenas aos cÓdigos linea 

res .

2) Os códigos lineares são importantes para aplicações prá



ticas e de fácil compreensão porque tem estrutura mate 

mãti c a .

Na maioria dos sistemas de comunicação de dados digitais, 

a informação é usualmente composta na forma binária, isto é, o c^ 

nal utiliza dTgitos binários, "0 " ou " 1 ",  ou na forma decimal, ou 

ainda alguma forma de informação alfabética.

De um modo geral, consideramos q como sendo o número de dĵ  

gitos (ou sTmbolos) distintos e arbitrários empregados num canal.

Consideremos a seguinte figura:

A Fonte, que pode ser uma pessoa ou uma máquina, produz as 

mensagens.

0 Codificador transforma estas mensagens (informações) em 

palavras que vão ser transmitidas.

0 Canal é o meio pelo qual as palavras são transmitidas.

0 processo de codificação consiste de duas etapas básicas:

(1) A sequência de informações é segmentada em blocos meji 

sagens, cada bloco consistindo de k dTgitos sucessivos 

de informação;

(2 ) 0 codificador de acordo com certas regras, transforma 

um bloco mensagem em um bloco de n(n à k) dTgitos (uma 

n-upla) que o denominamos uma palavra cõdigo.

kComo cada bloco mensagem consiste de k dTgitos, teremos q
k - r

possiveis blocos distintos, consequentemente teremos q possíveis 

palavras cõdigo, produzidas pelo codificador, correspondentes aos
k -r

q possTveis blocos mensagem.

k - - Ao conjunto de q palavras codigo e que denominamos de um

bloco cõdigo, ou simplesmente cõdigo.

Definição 1.1.1

- - k - Um bloco codigo e um conjunto de q sequencias de símbolos

utilizados no canal, cada uma das quais de comprimento n.



1) Frequentemente uma palavra codigo é também chamada um 

vetor cõdigo, porque esta e uma n-upla do espaço veto- 

rial, V p , de todas as n-uplas tomadas sobre um corpo de 

q elementos.

2) Em nosso estudo sempre que nos referimos a um corpo,sub 

entende-se um corpo finito de q elementos e assim, q se 

rã primo ou uma potência de um primo.

3) GF(q) denotará um corpo de Galois com q elementos.

— kVamos considerar codigos cuja estrutura e tal que, os q

vetores cõdigos formam um subespaço vetorial k-dimensional de todas 

as n-uplas.

Defi ni ção 1.1.2

0 conjunto de todos os q vetores de comprimento n(n-uplas) 

é dito um Cõdigo Linear se, e somente se ele é um subespaço do e^ 

paço vetorial de todas as n-uplas.

Nota çã o:

Denotaremos por [n,k] o cÕdigo linear de comprimento n com

k dTgitos de informação (k e também dito dimensão do cÕd^

go) e n-k dTgitos de verificação.

O B S E R V A Ç Õ E S :

Exemplo 1.1.1

Cõdigo Binário [5,3] em que o codificador transforma uma 

sequência de três dTgitos em vetores codigo de cinco dTgi

tos , a s si m:

M e n s a g e m

000

100

010

001

110

101

011

111

C o d i f i c a d o r V e t o r  cõdigo

00000 

1 0011 

0 1 0 1 0  

0 0 1 0 1  

11 001  

1 01 1 0  

0 1 1 1 1  

1 1 100



Neste caso, hã 2 = 8 mensagens distintas, portanto, 8 ve 

tores cõdigo distintos. Cada mensagem é transformada pelo codifica 

dor em um vetor cõdigo de cinco dTgitos.

OBSERVAÇÃO:

Podemos notar que o conjunto de vetores cõdigo forma um 

subespaço 3-dimensional do espaço vetorial de todas as 5- 

-uplas. Portanto, é um cõdigo linear.

Definição 1.1.3

ü Pêso de Hamming de um vetor x, denotado por W(x), ê defj_ 

nido como o número de componentes não nulas de x.

Exemplo 1.1.2

a) q = 2 . Seja x = (10011101), então, W(x) = 5 .

b) q = 3 . Seja x = (121201001), então, W(x) = 6 .

Definição 1.1.4

A Distância de Hamming entre dois vetores u e v, denotada 

por d(u,v), ê definida como o número de componentes em que 

eles diferem.

Exemplo 1.1.3

q = 2 . Sejam u = (100101100) e v = (110010101), então , 

d(u ,v) = 5 .

OBSERVAÇAO:

Seja q = 2 , a distância entre dois vetores cõdigo u e v 

de um cõdigo linear é igual ao pêso de seu vetor s o m a u + v ,  

isto ê, d(u ,v) = W(u + v) .

De fato, fazendo uma indução sobre n teremos: se n = 1 , eni 

tão, u = O e v = í e  d(u,v) = W(u + v) = 1 .

Supondo válido para um determinado n, isto e



d(u,v) = W(u + v) = n , vamos provar para um n + 1 .

Sejam u = U 2 • • • z^ e ^ = v^ temos

então, duas possibilidades:

1?) Se z,| = Z2 j não hã 0 que provar, isto e, 

d(u ,v) = W(u + v) = n .

2?) Se z,j ^ Z2 , então, d(u,v) = n + 1 e como

u + V = u-| + ....... z^ + Zg , onde + 2 2 ^ 0 , te

mos que W(u + v) = n + 1 , logo d(u,v) = W(u + v) =

= n + 1 .

Portanto ,

d(u , v) = W(u + v) .

Exempi0 1.1.4

Consideremos os vetores u e v do Exemplo 1.1.3 . 

u + V = (010111001)

W(u + v) = 5 = d(u,v)

Dado um codigo linear, podemos calcular a distância entre 

todos os pares de vetores codigo, ã menor destas distâncias e deno 

minada Distância Mínima do Cõdigo e e denotada por, d . , ou sim
m m  —

plesmente d .

Se u e V são dois vetores cõdigo de um codigo linear, en 

tão, u - V também é um vetor cõdigo. Portanto, por definição, a 

distância entre quaisquer dois vetores cÕdigo é igual ao peso de 

um terceiro vetor cÕdigo. Assim, a distancia mínima de um cõdigo 

linear é igual ao pêso mínimo de seus vetores cõdigo não nulos.

OBSERVAÇDES:

1) A noção de distância mínima ou pêso mínimo é importante 

na análise da capacidade de correção de erro de um cÕdi^ 

go linear.

2) Um cõdigo linear de comprimento n , dimensão k e di£ 

tância mínima d será denotada por [n,k,d] .

Exemplo 1.1.5

Continuação do Exemplo 1.1.1 .



0 pêso mínimo e 2 e, portanto, a distância mÍnima d = 2 .

Além dessa definição de pêso e distância de Hamming existe 

outra definição que é devida a Lee.

Definição 1.1.5

0 Pêso de Lee de uma n-upla ... , a^, ag), a^ esco

Ihida do conjunto {0 ,1 ,2 , ... , q - U ,  onde q é um inteiro 

positivo arbitrário, é definido como

w.
n- 1

i = 0

a .
1

onde

a . 
1

q - a .  , _ < a .  S q - 1  
1 2  ̂ ■

Exemplo 1.1.6

Seja q = 5 e n = 6 , a 6 -upla (013424) .

Então, w, =Li a .1 onde a .
1

= 5 - a . , i < a .  á 4  
i’ 2 1-

W — 0 + 1 + 2 + 1 +  2 + 1  — 7
L i

Definição 1.1.6

A Distância de Lee entre duas n-uplas é definida como o pé 

so de Lee de sua diferença.

Exemplo 1.1.7

Seja q = 5, n = 6 e as 6 -uplas u =(400234) e v =(104210) 

A diferença mõdulo-5 é u - v = (301024) .

A Distância de Lee é (u - v) = E
^ i=0

U. - V.
1 1

onde



u. - V.
1 1 ' = u. - V. , 0 S u. - V. á ^ 

1 1  1 1 2

OBSERVAÇÕES:

= 5 - (u. - v^) , I  < - V. á 4

W ( u - v )  = 2 + 0 + 1 + 0  + 2 + 1  = 6 L

1) Para os casos binário e ternãrio as distâncias de Lee 

e Hamming coincidem, para q > 3 , a distância de Lee 

entre duas n-uplas e maior ou igual a distância de Ham 

ming entre as mesmas duas n-uplas.

2) Em nosso estudo usaremos somente a distância e o peso 

no sentido de Hamming.



1.2 - MATRIZ GERATRIZ

Um cõdigo linear [n,k] é um subspaço do espaço vetorial de 

todas as n-uplas, V^, portanto pode ser dado por uma base. Para e^ 

te subspaço i possTvel encontrar um conjunto de k n-uplas linearmen

te independentes (L.I.).

Sejam v^ , V 2 , ... » V|<. os vetores L.I. Qualquer outro vetor 

do subspaço pode ser escrito da seguinte forma:

V = â i V *1 + a 2 V 2 + ... + ot|̂ V|̂ , onde a.j = 0 ,1 ,...,q - 1 

para i = 1 ,2 ,. . . , k .

Podemos, desta forma, descrever um cõdigo linear [n,k] por 

meio de um conjunto de k vetores cÕdigo linearmente independentes.

Consideremos este conjunto v-] , V 2 , ... , V|̂  de k vetores 

cõdigo linearmente independentes como k linhas de uma matriz k x  n, 

denotada por G ,

G =

^1 ^11 v i 2 • • • ^ 1n

V 2 V 21 V 22 • • • ^ 2 n

k 4

•

""kl ^^k2 ^kn

( 1)

onde
Vi = (vii , Vi 2 , ... , Vin), i = 1 ,2 ,...,k .

Seja u = (û i , U2 , ... , U|̂ ) um bloco mensagem. Então,

0 vetor cõdigo correspondente pode ser dado por: 

X = (xi , X 2 , ... , Xj^) = u G VI

V«

= V-] + U 2 V 2 + vk

Isto i, 0 vetor cõdigo x , correspondente a mensagem u e uma combi_ 

nação linear das linhas de G . Portanto, o conjunto de todas as com 

binações lineares das linhas de G forma um subspaço k-dimensional 

de Vn , e 0 chamamos de espaço linha de G .



Assim, as linhas de G geram um cÕdigo linear e a matriz G 

é chamada Matriz Geratriz do Cõdigo.

OBSERVAÇDES:

1) Como um subspaço pode ter mais que .uma base, assim, um 

cõdigo linear pode ter mais que uma matriz geratriz.

2) Como um cõdigo linear e completamente especificado pela 

matriz geratriz o tamanho da armazenagem do codificador 

é reduzido.

3) 0 codificador precisa armazenar k linhas de G em lugar
k - - de armazenar os q vetores codigo do codigo.

Exemplo 1.2.1

Continuação do Exemplo 1.1.1, o cõdigo [5,3] é gerado por

qualquer uma das duas matrizes seguintes:

1001 1 1001 1

01010 s  - 11001

00101 11100

0 vetor cõdigo x coírrespondente a mensagem u = (1 1 0 ) usando e

x = (1 1 0 )

'̂ l

V 2 = l.v^ + 1 .V2 + O.V 3 =

= 1.(10011) + 1.(01010) + 0 .(00101) =

= (1 1 0 0 1 )

0 vetor cõdigo x correspondente a mensagem u = (1 1 0 ) usando G2 é:

X = (1 1 0 )

1

V 2

V 3

= (0 1 0 1 0)

E assim procedendo com todos os demais blocos mensagem obteremosto 

dos os 8 vetores cõdigo do cõdigo.

Podemos observar que usando a matriz geratriz Gj os primei 

ros 3 (três) dTgitos de cada vetor cÕdigo obtido, são os 3 (três)
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dTgitos da mensagem, transformada pelo codificador, fato este que 

nem sempre ocorre usando a matriz geratriz G2 .

Assim, é possTvel codificar cada bloco mensagem em um vetor 

cõdigo de tal modo que os primeiros k dTgitos do vetor cõdigo são 

exatamente os mesmos do bloco mensagem e os últimos n - k  dTgitos 

são dTgitos redundantes (dTgitos de verificação de paridade) que 

são funções dos dTgitos cfe informação.

Podemos ilustrar da seguinte maneira:

Mensagem Mensagem Dígitos Redundantes

u = Cu^,...,Uk)

I«.------k -------- 1̂ 1l ^ k -----.>! — -------n - k -------

Definição 1.2.1

Um cõdigo cujos vetores cõdigo assumem esta forma i dito 

um Cõdigo Sistemático.

Um [n,k] cõdigo linear sistemático pode ser descrito por 

uma matriz geratriz k x n da forma:

100 . . . Oa-|i 3-12 

0 1 0 . . . 0 a 2 i 322 

001 . . . 0 a3 i 3^2

000 ^ k 1 ‘k 2

• “ ^1 .n-k

• • ^ 2 , n - k

• • ^ 3 , n - k

^k ,n-k

( 2 )

onde = 0 ,1 ,2 ,...,q-1

Seja 1|̂  a matriz identidade k x k e seja A a matriz 

k X in - k) de a^j . Então a matriz geratriz de um cõdigo sistemá

tico pode ser escrita na forma seguinte:

g ‘ = [Ik : A] (3)

Esta matriz g' pode ser obtida da matriz geratriz G, defi_ 

nida anteriormente, pela combinação de operações elementares das



1.1

linhas e permutações das colunas de G . Portanto G e G sao matrj_ 

zes ditas combinatoriamente equivalentes.

Assim, existe uma matriz do tipo g ' (da forma (2) ) que é 

combinatoriamente equivalente a cada matriz geratriz G (da forma

(1 ) ), e todo cõdigo linear é equivalente a um cõdigo linear siste 

mãtico.

Agora, seja um bloco mensagem u = ( u ̂ , U2 ,. . . , ). Usando a 

matriz geratriz g' da equação (2 ), o vetor cõdigo correspondente e

1 00 

010 

001

. 0 a

Assim, x.j = u.,- para i = 1,2,...,k

® ^k+j = ^ij *̂ 1 + ^ 2 j ^2 + ••• + akj^k

para j = 1 , 2 ,... ,n-k 

Ou mais resumidamente

X = ( U i , ü 2 , . . . , U k , y ^ , Y 2 , . . .  ,yn-k)

onde

1 1

. 0 a 21

31

0 0 0  ... 1 akl

J E Ui a 
i=1

^ 1 ,n-k 

^ 2 , n - k  

^ 3 , n - k

^k , n - k

(4)

(5)

( 6 )

(7)

(8 )

Das equações (5) e (6 ), ou mais resumidamente (7) e (8 ), 

podemos ver que as primeiras k componentes do vetor cõdigosão just^ 

mente os dTgitos de informação; as últimas n - k  componentes são 

funções dos dTgitos de informação, ou seja, cada uma das últimas 

n - k  componentes é uma combinação linear das primeiras k componen^ 

tes.

As equações (6 ) ou (8 ) são chamadas as equações de verifi

cação de paridade do cõdigo.



ExemplO 1.2.2

(Continuação do Exemplo 1.1.1 .)

0 cõdigo [5,3] tem a matriz geratriz,

1001 1 

G = 01010

00101

0 vetor cõdigo correspondente ao bloco mensagem u = (U'|,U2 »U3 ) é

X = (xi ,X2 ,X3 ,X4 ,X5)

1001 1

= (u^ U2 U 3 ) G  = ( u i  u-  ̂ U3)  0 1 0 1 0

00101

= ( ,U2 ,U3 ,u^ + U2 + U3)

12

Assim, x^ = u.| , x^ = X-3 = u 3 , X4 = ui + U2 e X 5 = + U3

Escrevendo os 2^ = 8 vetores cõdigos correspondentes aos 8 blocos 

mensagens , temos:

u

000 

1 00 

010 

001 

1 10 

101 

01 1 

111

00000 

1001 1 

01010 

00101 

1 1001 

10110 

01111 

1 1 100
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1.3 - MATRIZ DE VERIFICAÇAO DE PARIDADE

Sejam u e v £  sobre GF(q). Definimos o produto interno 

de u e V como

U . V = + . . • + Lî v̂  (mod. q)

Se u . V = 0, então, u e v são ditos ortogonais.

Para qualquer k x n matriz G com k linhas linearmente ind£ 

pendentes existe uma (n - k)x n matriz H com n - k  linhas

linearmente independentes.

' N i ^12 . * • hIn

»>2 ^21 ^22
. . . h„

2n

H =
:

=
•

\ - k  » ' n-k, 1 h , „ n-k, 2 . . .  h .n-k,n

e qualquer vetor r̂ no espaço linha de G é ortogonal a

(9)

nhas de H, isto e, o produto interno v . h- = 0 para 1 s j á n-k.
\l

Desde que ĝ - e um vetor no espaço linha de G , o produto

i nterno g. . h. = 0 , para l á i á k  e 1 á j á n - k  
* <J

Seja t um vetor no espaço linha de H . Entã-o, t e uma combi_ 

nação linear das linhas de H ,

t =

onde para<1  ̂ = 0 , 1 , 2 ..... q-1

0 produto interno de t por v e

t . V = (d^h^ + à ^ 2  + • • • n-k *̂ n-k̂  '

= d^(h^ . v) + d^(h2 . v) + ... + d̂ _|̂ (ĥ _ĵ  . v) .

Desde que, h. . v = 0, temos que t . v = 0 . Isto e, qualquer ve 
J

tor V no espaço linha de G e qualquer vetor t no espaço linha de

H são ortogonais, isto é, t . v = 0 .

0 espaço linha de G é chamado espaço nulo de H, ou vice-

-versa.

Portanto, para qualquer k x n matriz G existe uma (n-k)x n 

matriz H tal que o espaço linha de G e ortogonal a H .

Consideremos a matriz H da equação (9) e seja

(x^, X 2 » ...j
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um vetor no espaço linha de G . Entao,

= ( 0 0  ... 0 ) ( 1 0 )

onde ê a matriz transposta da matriz H . As equações (10) podem 

ainda ser escritas como

X . hj = x,hj, + Xghjg + ... + x^hj^ = 0  (11)

para j = l , 2 , ... , n - k .

Assim, 0 significado das equações (10) é que as componen

tes de X devem satisfazer um conjunto de n - k equações linearmen

te independentes. Naturalmente, qualquer combinação linear das equ^ 

ções (1 1 ) também dã uma equação que as componentes de x devem sati^ 

fazer, e isto corresponde ao fato que x é ortogonal a cada vetor 

do espaço linha de H . Estas equações são chamadas equações genera 

lizadas de verificação de paridade, porque no caso binário elassão 

simplesmente para verificar a paridade par sobre certos conjuntos 

de sTmbolos na palavra cÕdigo.

Podemos definir o cÕdigo linear, também, da seguinte manei^

ra :

Definição 1.3.1
í

x é um vetor cõdigo, se, e somente se, xH^ = 0 .

A matriz H é chamada Matriz de Verificação de Paridade do

cÕdigo.

OBSERVAÇAO:

As operações nas equações (10) e (11) são efetuadas módulo

q •

Seja a matriz geratriz G, de um cÕdigo linear, que estã,na 

forma (2). Então, existe uma maneira simples para encontrar a m^ 

triz de verificação de paridade H, conforme o teorema seguinte:

Teorema 1.3.1

Se V é 0 espaço linha da matriz G = [Iĵ  j A], onde éuma 

k X k matriz identidade e A é uma k x (n - k) matriz, então, V é  o 

espaço nulo da matriz H = C-^^jln-k^’ ^n-k ® ^
triz identidade e A^ e a (n - k) X k matriz transposta da matriz
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Demonstraçao:

Vimos que qualquer vetor no espaço linha de G é ortogo

nal a todas as linhas de H, isto e, o produto interno g.

para I s i á k  e l á j á n - k .  Isto quer dizer que qualquer

vetor no espaço linha de G e qualquer vetor no espaço linha de H

são ortogonais. Ou seja, as linhas de G e H são ortogonais umas as 

outras.

E claro que G tem posto k e H tem posto n - k

T

logo

H = [ -A 

Assim, H i dada por:

H =

- a

- a

11

12

- a
21 \ l

- a22 - a,k2

1

0

0

1

0

0

- a
1 ,n-k - a„ , . . .  - a, , 0 0 

2 ,n-k k,n-k 1

( 12)

□

As equações de verificação de paridade (6 ) ou (8 ) podem ser 

obtidas de H .

De f a t o , se X = (x,j ,X2 , . . 

pondente a mensagem u = ( u p u 2 » •• 

desde que xh ”*̂  = 0 , então temos:

x^) é um vetor cõdigo, corre^ 

U|̂ ) , onde x.j = u.̂ para 1 á i < k

^kj^k 

^ ^ k j ^

para j = 1 ,2 , 

equações (6 ) .

, n - k , que e exatamente o mesmo conjunto de

OBSERVAÇÃO:

E conveniente, mas não essencial, que H tenha a forma mo£ 

trada em (1 2 ), pois, neste caso, os primeiros k dTgitos em 

cada palavra cõdigo são dTgitos de informação (mensagem), 

e os últimos n - k são d T g i t o s d e  verificação de paridade.

Como a equação (10) vale para cada um dos k vetores da b^ 

se da matriz G, estas k equações podem ser expressadas por:

HG ou
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Exemplo 1.3.1

(Continuação do Exemplo 1.1.1 .) 

Sabemos que a matriz geratriz é

1001 1

G = [I|̂  ; A] = 01010

001 0 1

Segundo o Teorema 1.3.1 , a matriz de verificaçao de pari

dade é 11010

10101

OBSERVAÇÃO:

No caso binário -A^ = A^ .

0 vetor cõdigo x correspondente ao bloco mensagem 

u = (u^ Up u.,) é tal que xH^ = 0

1 1

Seja X = (x^ ,X2 .Xg ,x^ ,Xg) e HT
10

01

10

01

entao, (x^ »x2;,x2 ,x^,xg)

de onde temos:

10

01

10

01

X4 = x^ + X 2

Xg - x^ + X 3

= 0

onde x̂  = u^; X2 = e X3 = .

Agora escrevendo os 2^ = 8  vetores cõdigo correspondentes aos 8 

blocos mensagem, temos:
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u

000 

100 

010 

001 

1 10 

101 

01 1 

111

00000 

1001 1 

0 1 0 1 0  

00101 

1 1 00 1 

1 0 1 1 0  

011 1 1  

1 1 1 0 0

que são os vetores codigo do Exemplo 1.2.2

Exemplo 1.3.2

Seja 0 cõdigo ternãrio [4,2] cuja matriz geratriz é: 

1022

G =

0121

Hã 32 = 9 vetores cõdigo.

A matriz de verificação de paridade é H =

111 0

1 201

Os vetores cÕdigo x são tais que xH =-0 e dados por:

u

00 

01 

02 

10 

1 1 

12 

20 

21 

22

X

0000 

0121 

0 2 1 2  

1022 

1110 

1201 

201 1 

2 102 

2220
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Provaremos no teorema seguinte uma relação de dependência 

linear entre as colunas de H e os vetores cõdigo de um cõdigo 1 in^ 

a r .

Teorema 1.3.2

Seja C um cõdigo linear que ê o espaço nulo de uma matriz 

H . Então, para cada vetor cõdigo com pêso Hamming W , existe uma 

relação de dependência linear entre H colunas de H , e reciproca

mente, para cada relação de dependência linear envolvendo W colunas 

de H , existe um vetor cõdigo de pêso W .

Demonstração:

Um vetor x = (x^ ,X2 ,. . . ,x^) ê um vetor cÕdigo se, e someji

te se, xH^ = 0  , ou se o i-esimo vetor coluna na matriz H e denota

do por hj , então n
E X, h. = 0 . 

i=1 ^ ^

Isto ê exatamente uma relação de dependência linear entre colunas 

de H , e 0 numero de colunas de H que aparece com coeficientes não 

nulos ê 0 número de componentes não nulos x.j de x , que ê exatamejn 

te 0 pêso de x . Portanto, para cada vetor cõdigo com pêso de Ham

ming W , existe uma relação de dependência linear entre VI colunas 

de H .

Analogamente, os coeficientes de qualquer relação de depeji 

dência linear entre colunas de H são componentes de um vetor que 

deve estar no espaço nulo de H . Portanto, para cada relação de de 

pendência linear envolvendo U colunas de H , existe um vetor cõdi

go de pêso W.
□

Corolãri o 1.3.3

0 cõdigo linear C tem pêso mTnimo d se, e somente se, d é 

0 maior número tal que, cada d - 1 colunas de qualquer 

matriz de verificação de paridade H de C são independentes.

Demonstraçao;

Segue imediatamente do Teorema 1.3.2
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1.4 - PROPRIEDADES DE UM CODIGO LINEAR

- T T1.4.1 - X é um vetor cõdigo se, e somente se xH = 0 , ou Hx = 0.

1.4.2 - Matriz Geratriz e Matriz de Verificação de Paridade

Usualmente a matriz geratriz e uma k x n matriz da forma

G = [Ir, : A] e a matriz de verificação de paridade é uma (n - k)x n
T ■ - kmatriz da forma H = [ -A j ® ° codigo tem q palavras codj^

go sati sfazendo (1 0 ).

OBSERVAÇÕES:

1) 0 fato de q palavras no cÕdigo ainda é correto se H 

não estã na forma acima, desde que H tenha n colunas e 

n - k  linhas linearmente independentes.

2) Quando H tem a forma acima, os vetores cõdigo são da fO£ 

m a :
X = X. . . , X, X, , . . . X__________ K. ,k+ 1__________  u,.... "V V-

d í g i t o s  de d í g i t o s  de

i n f o r m a ç ã o  v e r i f i c a ç ã o

1.4.3 - Os Parâmetros de um Cõdigo Linear [n , k , d]

n = comprimento do cõdigo. 

k = dimensão do cõdigo.

d = distância mTnima do cõdigo.

— k A Taxa ou Eficiência do Codigo e definida por R =
n

Exemplo 1.4.1

30 codigo [5,3] tem taxa R =
5

1.4.4 - Outras matrizes geratriz e de verificação de paridade

Um cõdigo linear pode ter mais de uma matriz geratriz. De 

fato, qua 1 quer conjunto máximo de vetores cÕdigo linearmente indepeji 

dentes, tomados de um dado cõdigo, pode ser usado como as linhas 

de uma matriz geratriz para aquele codigo.
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Uma verificação de paridade sobre um codigo e qualquer vê  

tor linha h tal que x h ^  = 0 para todo vetor cõdigo x pertencente 

ao cõdigo.

Analogamente, qualquer conjunto máximo de verificações de 

paridade linearmente independentes pode ser usado como as linhas 

de uma matriz de verificação de paridade H para o cõdigo.

1.4.5 - Linearidade

Se X e y são vetores cõdigo de um dado cÕdigo, então, x - y 

é também um vetor cõdigo, porque (x - y)H"^ = xh"^ - yH*'' = 0 .

Se a é qualquer elemento do corpo de q elementos, então, 

ax também é um vetor cõdigo, porque (ax)H^ = axH^ = a . 0 = 0 .

OBSERVAÇAO:

Um cõdigo linear é também um grupo aditivo e um espaço ye 
torial sobre o corpo.
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1.5 - ARRANJO PADRAQ

k
Consideremos um codigo linear [n,k] com q vetores codigo.

Para qualquer vetor cõdigo que é transmitido em um canal 

ruidoso 0 vetor recebido r pode ser qualquer uma das q*̂  n-uplas.

Qualquer esquema de decodificação usado no decodificador e 

uma regra (lei) para dividir as q'̂  n-uplas em q*̂  subconjuntos di^ 

juntos D-j , Dg, ...» Dqk tais que o subconjunto contém somente 

um vetor cÕdigo x-j . Assim, cada subconjunto D̂. está em correspoji 

dência biunTvoca com um vetor cõdigo .

Desta forma, se o vetor recebido r é encontrado no subcon

junto , então, o decodi fi cador i denti f i ca x como o vetor cõdigo 

transmi tido.

A decodi fi.cação correta é feita se o vetor recebido está 

no subconjunto D̂ . que corresponde ao vetor cõdigo transmitido.

Uma decodificação incorreta resulta se o vetor recebido e^ 

tã no subconjunto que não corresponde ao vetor cõdigo transmitido.

Uma maneira para dividir as q*̂  n-uplas é descrita como se 

gue. E este processo de divisão é conhecido como arranjo padrão.
k - _

Todos os q vetores codigo sao colocados numa linha com o

vetor nulo x^ = (0 ,0 ,...,0 ) como o primeiro elemento (ã esquerda).

n k —De todas as q -q n-uplas, uma n-upla e escolhida e e

colocada debaixo do vetor codigo x ^ . Então, a segunda linha é com 

pletada somando 02 a cada vetor codigo x^, isto é, colocando debaj[ 

xo de cada vetor cÕdigo x̂ - o vetor soma .

Analogamente, entre todas as n-uplas restantes, não usadas, 

uma é escolhida e é colocada na primeira coluna, e a terceira 

linha é completada. 0 processo continua até que todas as n-uplas 

são usadas, isto é, até que cada n-upla apareça em algum lugar na 

tabela abaixo. Então, obtemos um arranjo de linhas e colunas, em 

que cada linha consiste de q n-uplas, conforme a tabela:
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^ 2  • • • X - ,  . .  .  X q k

62 e2 + X2 . . . ®2 ■*' • • • ^2 ^

63 63 + X2 • - • 63 + X- . . .  63 + x^k

ejl + ^2 • • • •" V

Sqn-k + X2 . . .  e^^-k + H  * * * ®qU-k +

Provaremos no Teorema seguinte algumas propriedades do a_r 

ranjo padrão.

Teorema 1.5.1

(1) Duas n-uplas na mesma linha do arranjo não são idênti

cas .

(2) Nenhuma n-upla aparece em linhas diferentes. 

Demonstração:

(1) Suponhamos que duas n-uplas na Ji-ésima linha são idênti^ 

cas, isto ê: ej;, + = 0 £ + Xj com i ^ j . Então, temos x.,* = Xj 

que é impossível, pois x^ e xj são vetores cõdigo. Portanto, duas 

n-uplas na mesma linha do arranjo não são idênticas.

(2) Suponhamos que uma n-upla aparece na £-êsima linha e 

na t-êsima linha, com í, < t . Então, esta n-upla deve ser igual

a e^ + x.j para algum i e deve ser igual a + Xj para algum j. 

Portanto, ê;, + x-j = e^ + Xj de onde obtemos + (x^- Xj)

desde que x-í e x̂ - são vetores cõdigo, também 0 é x , - x . Seja
J • J

x^ = x.j - Xj . Entao, + x̂  ̂ . 0 que implica que a n-upla

estã na £-êsima linha, o que contradiz a regra de construção 

do arranjo que diz ser o primeiro elemento da t-ésima linha que 

não apareceu em nenhuma linha anterior. Portanto, concluimos que 

nenhuma n-upla aparece em linhas diferentes. □

Deste teorema concluimos que cada linha do arranjo consis-
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te de q n-uplas distintas e portanto, todas as linhas são disjuji 

tas. Isto ë, cada n-upla aparece uma e somente uma vez no arranjo. 

Assim hã linhas distintas..
q k

Um arranjo assim construido é chamado Arranjo Padrão para 

um dado cõdigo linear [n,k], onde as linhas são chamadas

"cosets" e as n-uplas da primeira coluna do arranjo são ditas re 

présentantes dos "cosets" (ou "coset lideres").

Exemplo 1.5.1

Consideremos o cÕdigo linear binário [5,3] do Exemplo 1.1.1. 

0 arranjo padrão para este cõdigo é:

"coset

líder"

00000 10011 01010 11001 00101 10110 01111 11100

00001 10010 01011 11000 00100 10111 01110 11101

00010 10001 01000 11011 0011 1 10100 01101 11110

10000 00011 11010 01001 10101 001 10 11111 01100

0 "coset líder" em cada 1 i nha , sempre foi escolhido o v

de menor pêso entre os restantes.

Todas as 2^ = 32 5-uplas aparecem no arranjo padrão.

No arranjo padrão do codigo [n,k] denotemos a j-êsima col^ 

na como D j , então

Dj = {xj; 62 + Xj; 63 + X
j

; e n-k + Xj} (13)

onde Xj ê 0 j-esimo vetor cõdigo e e 2 »C3 »• • . »e^n-k são os "cosets 

líderes". Portanto, o arranjo padrão divide as q*' n-uplas em q*̂

subconjuntos disjuntos D, ; Dj

vetor recebido será decodificado corretamente em xj

Suponhamos que o vetor xj é transmitido por um canal ru^ 

doso. Pela equação (13), vimos que o vetor recebido r está em Dj 

se 0 vetor de erro causado pelo canal é um "coset líder". Então, o

Por outro

lado, se o vetor de erro causado pelo canal não ê um "coset líder"

resultará uma decodificação incorreta. Assim, o vetor de erro e

causado pelo canal deve estar em algum "coset" e debaixo de algum

vetor cõdigo, seja o £-ésimo "coset" e debaixo do vetor cÕdigoxj.

Então, e = e„ + X- e o vetor recebido será 
 ̂ J

r = x-j + e = + (x^ + Xj) = e.
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0 vetor recebido está em D e é decodificado em x que é uma decoa s —
dificação incorreta. Portanto, quando um arranjo padrão i usado pa 

ra a decodificação , a decodificação e correta se, e somente se o 

vetor de erro causado pelo canal é um "coset iTder".

Sejam e- e e. dois vetores de erro com peso W(e-) e W(e.)
* ü • 1 J

respectivamente. Para um canal simétrico binário, se W(e.) < W(e.),
-N» j

então e. ocorre mais provavelmente que e.. . Portanto, em cada caso, 
— J

0 "coset lider" seria escolhido como um vetor com pêso mTnimo e£

tre os vetores restantes.



1.6 - SINDROME E SUAS PROPRIEDADES

1.6.1 - STndrome

Consideremos um cõdigo linear com matriz geratriz G e  m^ 

triz de verificação de paridade H .

Seja X um vetor cÕdigo que é transmitido através do canal.

No receptor obtemos um vetor r = >̂ 2' • • ’ ’ *'n) pode
ser diferente de x . Seja r a soma do vetor cÕdigo original x e 

um vetor de erro e , isto é:

r = x + e ou e = r -  x

0 objetivo do decodificador é recuperar x de r .

Para decodificar r introduziremos o conceito de sTndrome.

Definição 1 .6 .1 .1

0 vetor S = rH"*" é chamado a sTndrome do vetor recebido r.

OBSERVAÇÃO:

A sTndrome de um vetor recebido serã usada para correção e 

detecção de erros.

Exemplo 1.6 .1.1

25

Consideremos o cõdigo linear binário [5,3] do Exemplo 1.3.1

’lOOl 1 '
►  ̂
1 10 1 0

0 1 0 1 0 e H =

001 0 1  
> >

10101 
 ̂ /

Seja 0 vetor recebido r = (11110) que nao é um vetor cõ 

digo. A sTndrome deste vetor é:

S = (11110)

1 1

10

01

10

01 
S /

= ( 10)

Seja 0 vetor recebido r = (11001) que é um vetor cõdigo 

correspondente a mensagem u = (110) . Então:
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S = (11001 )

1 1 
10 

01 

10 

01

1.6.2 - Propriedades da STndrome

1.6.2.1 - S é um vetor de comprimento n-k .

1 .6 .2.2 - A sTndrome de r , S = rH^ , é zero se, e somente se r é

um vetor codigo (pela definição do cõdigo).

1.6.2.3 - Se nenhum erro ocorreu, a sTndrome de r é zero (mas,. a

recTproca não é verdadeira).

1 .6 .2 .4 - Para um cõdigo binário, a sTndrome é igual a soma das co

lunas de H onde ocorreram erros. (Assim, S é chamado a 

sTndrome porque dá os sintomas de erros.)

Demonstração;

Sejam x um vetor cõdigo transmitido, e um vetor de erro e 

r 0 vetor recebido, então:

r = X + e

Pela definição de sTndrome

S = = (x + e) = xH^ + eH^ = eH^ (14)

Se ocorreram erros nas posições a, b, c, ..., de tal modo

que

e = 0  ... o i o  . . . i . . . i . . .  0 ,
a b c

entao, da equaçao (14),temos:

S = E e . h. (h. = i-ésima coluna de H)
i ' ^

= h + h i + h  + ... a b c

Portanto, a sTndrome é igual a soma das colunas de H onde ocorreram 

er ros.

1.6.3 - Vantagens da STndrome
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Uma vantagem do uso da sTndrome e que ela simplifica o pr£ 

cesso de decodificação descrito anteriormente, senão vejamos.

Se C é um código de comprimento n , então, o arranjo padrão 

consistirá de q elementos, que teríamos de armazenar e investigar 

para localizar um vetor recebido, ü uso da sTndrome, isto é, calc^ 

lando a sTndrome do vetor recebido tem-se o "coset iTder", isto i, 

0 vetor de erro provável causado pelo canal, que subtraindo-o do 

vetor recebido tem-se o vetor cÕdigo que provavelmente foi transmj^ 

tido.

Provaremos no teorema seguinte, com uso da sTndrome, uma 

propriedade muito importante do arranjo padrão que pode ser usada 

para simplificar o processo de decodificação.

Teorema 1 .6.3.1

k
(1 ) Todas as q n-uplas de um "coset" tem mesma sTndrome.

(2 ) As sTndromes para diferentes "cosets" são diferentes.

Demonstração:

Consideremos uma matriz de verificação de paridade H para 

um dado código linear [n,k].

(1 ) Consideremos o z-esimo "coset" cujo "coset iTder" é 

e . Uma n-upla neste "coset" é igual a e« + x- para algum i . A
A* . . .  I

sTndrome desta n-upla e

(ex. + = ej, + x.H^

Desde que x- e um vetor código que estã no espaço nulo de H , então
T T T

X^H = 0 . Assim (e^ + ) H = H . Isto e, a sTndrome de

qualquer n-upla num "coset" é igual a do "coset iTder". Portanto, 

todas as n-uplas de um "coset" tem a mesma sTndrome.

(2 ) Suponhamos que as sTndromes do £-ésimo "coset" e do 

t-ésimo "coset" (s, < t) são iguais. Da parte (1) temos que

Então, (e^ - e^) = 0 . 0 que implica que a n-upla (e^ - ) d£ 

ve ser um vetor código, qual seja Xj . Assim, + Xj . Isto

é, estã no Ji-esimo "coset", o que contradiz a regra de constr^

ção do arranjo padrão que segundo a qual o "coset iTder" não seria 

usado anteriormente. Portanto, concluimos que
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£ ^ t ,  ̂ , 

isto é, as sTndromes de diferentes "cosets" são diferentes.

□

OBSERVAÇÃO:

Pelo Teorema 1 .6 .3.1 , existe uma correspondência biunTvo- 

ca entre um "coset líder" e uma sindrome.
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1.7 - LIMITES SOBRE A DISTANCIA MlNIMA PARA CODIGOS

E importante saber a capacidade e limitação dos codigoscor 

retores de erros. Esta informação juntamente com o conhecimento, o 

que é praticamente atingível, indica quais os problemas que estão 

resolvidos e quais ainda precisam de mais investigação.

Provaremos inicialmente três lemas que usaremos na dedução 

de alguns limites inferiores e superiores sobre a distância mínima 

atingível com um código linear.

Lema 1.7.1

Se todos os vetores código em um código linear [n,k] são 

arrumados como linhas de uma matriz, e se nenhuma coluna 

consiste toda de ''O s (toda nula), então, cada elemen

to do corpo apareceq*^"^ vezes em cada coluna.

Demonstração :

Provaremos o resultado para uma col una. qual q u e r . E s c o l h e 

mos a primeira. Vamos escrever os vetores cÕdigo da seguinte manei_ 

r a ,

os que começam por o --- ► 0 . . .  ; 0 .

1 ^

q-1 ----*► q-1 ... ; q-1

Consideremos os elementos da primeira coluna.

Sabemos que os q vetores codigo formam um espaço vetorial 

sobre o corpo de q elementos. 0 conjunto dos vetores código que co 

meçam por 0 ou 1 ou 2 ou ... ou q-1 , formam cada um, um subspaço 

vetorial do espaço vetorial das n-uplas sobre o corpo de q ele 

mentos.

Consideremo-los como "cosets", temos portanto um total de 

q "cosets".

Como todos os "cosets" tem o mesmo número de el em en to s,ch^ 

memos de x o número de elementos de cada "coset". Então, o produto 

do número de "cosets" pelo número de elementos de cada "coset" dã 

0 número total de vetores cÓdigo do cÓdigo, isto é:
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qX = ==» X = , portanto, cada "coset" tem qf̂ "̂

elementos.

Escrevendo cada elemento do "coset" como uma linha de uma 

matri z M temos :
✓

0 . . .

k -1

M

0

1

q-

k -1

q-1 . . .

Portanto, cada elemento do corpo aparece na primeira colu-
k 1na q vezes. Como a primeira coluna foi escolhida arbi trar i ameji 

te, vale o resultado para todas as colunas.
□

Exemplo 1.7.1

Seja 0 código linear binário [6,3] com matriz geratriz

100011 

010101

001 1 10

Escrevendo os 8 vetores cõdigo como linhas de uma matriz M

temos :
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M

000000 

0 0 1 1 1 0  

0 1 0 1 0 1  

0 1 1 0 1 1  

10001 1 

101101 

1 1 0 1 1 0  

1 1 1 0 0 0

Cada elemento 0 e 1 do corpo aparece 2 

em cada coluna.

ok-1 = 2^ = 4 vezes

Exempl0 1 .7 . Z

Seja 0 cõdigo linear ternãrio [4,2] com matriz geratriz 

1022

0121

Escrevendo os 3^ = 9 vetores cõdigo como linhas de uma m^ 

triz M , temos;

0000 

0121 

0 2 1 2  

1022

M = 1110

1 20 1 

201 1 

2102  

2220

Cada elemento 

vezes em cada coluna.

k-1 ,2-10, 1 e 2 do corpo aparece q = 3  = 3

Lema 1.7.2

A soma dos pêsos de todos os vetores cõdigo em um cõdigo li_ 

near [n,k], quando arrumados como linhas de uma matriz M 

onde nenhuma coluna e toda nula, é

n(q - 1 ) qk -1
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Demonstraçao:

Escrevendo os vetores código do codigo linear [n,k] como 

linhas de uma matriz M , conforme Lema 1.7.1 , temos:

N =

0

1

q-1

q-1 . .

0 número de dTgitos não nulos em cada linha é extamente ^

gual ao número de dTgitos não nulos em cada elemento do "coset".

Cada elemento do "coset" é uma n-upla, o que nos permite afirmar
k-1que a matriz M tem n colunas. Cada "coset" tem q elementos,

conforme Lema 1.7.1 . Em cada coluna da matriz M temos q-1 dTgitos
k-1nao nulos, onde cada um deles aparece q vezes, conforme Lema

1.7.1 e por hipótese, nenhuma coluna e toda nula. Portanto, na
k l  ~matriz H temos um total de n(q-l) q ~ dTgitos nao nulos. Por 

definição, o piso de um vetor código, no sentido de Hamming é dado 

pelo número de dTgitos não nulos do mesmo. Assim, a soma dos pêsos 

de todos os vetores cÓdigo de um cÓdigo linear [n,k] e dada pela 

soma do número de dTgitos não nulos de todos os vetores código do 

mesmo, que é igual ao número de dTgitos não nulos da matriz M que

n(q-1 ) q
k-1

□

Exemplo 1.7.3

Continuaçao do Exemplo 1.7.1 .
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V e t o r e s  C ó d i g o  P e s o

0 0 00 00  0

001110  3

010101  3

011011  4

100011 3

101101 4
110110  4
1 1 1 000  3

A soma total dos pisos dos vetores código é

q'24 = 6(2 - 1 ) 23-1 = n(q - 1 )

Lema 1.7.3

Num código linear binário ou todos os vetores cÓdigo tem

pêso par ou metade tem pêso par e metade Tmpar.

Demonstração:

Basta mostrar que os vetores código de pêso par formam um 

subgrupo.

0 conjunto C dos vetores código do código [n,k] formam um 

grupo com respeito a adição.

Consideremos somente o conjunto P dos vetores código de pê 

so par. Para mostrar que P é um sugrupo de C basta mostrar que P é 

fechado e que a inversa existe no conjunto P .

No conjunto P a adição é fechada, pois o que resulta e sem 

pre um vetor código de pêso par.

Como 0 corpo ê binário, o inverso de cada vetor código é 

ele mesmo, logo a inversa existe no conjunto P . Portanto, o con

junto P de todos os vetores código de peso par forma um subgrupo 

do grupo de todos os vetores cÓdigo do código.

Diante disto, temos duas situações a examinar:

P = C ou P C  C

Se P = C , então, todos os vetores cÓdigo tem pêso par.

Se P C  C , consideremos um vetor cÓdigo c 6 C ta1 que 

?  , então (c + P) = P , isto é, (c + P ] ) f í P para todo
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Pi £ P , formam um conjunto Q de vetores de peso Tmpar contido em 

C . Portanto, C = P U  Q •

Como P e Q tem o mesmo número de elementos, temos que, a 

metade dos vetores cõdigo tem pêso par e a metade tem peso Tmpar.

Logo, no cõdigo linear binário [n,k] todos os vetores cõ 

digo tem peso par ou a metade tem peso par e metade Tmpar.
□

Exempl0 1.7.4

No cõdigo binário [6,3] do Exemplo 1.7.1 , consideremos os 

vetores cõdigo de peso par e chamemos ao conjunto destes 

d e :

P = {000000 ; 011011 ; 101101 ; 110110} .

A adição é fechada em P , isto é

0 11 01 1 + 101101 = 1 1 0 1 1 0  6  P 

011011  + 110110  = 101101 e  P 

1 10 11 0 + 101101 = 0 1 10 11  €  p

0 inverso de cada vetor cõdigo é ele mesmo, consequentemeji 

te a identidade (000000) é P .

Logo, P é um subgrupo do cõdigo binário [6,3] com respeito 

a adição.

Lema 1.7.4

0 pêso mTnimo de um vetor cÕdigo em um cõdigo linear [n,k] 

é no máximo tão grande quanto o pêso médio

n(q - 1 )

Demonstraçao:

Pelo Lema 1.7.2 , a soma dos pêsos de todos os vetores cÕ 

digo de um cõdigo linear [n,k] cujos dígitos são tomados sobre um

corpo de q elementos ê n(q - 1) q*^~^ . Como num cõdigo [n,k] há
k - k - ~ q vetores codigo, sendo que q - 1 tem peso nao nulo, e o vetòr

cõdigo de pêso mTnimo tem no máximo o pêso mêdio, denotemos por

0 pêso mTnimo do vetor cõdigo x , então
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k-1

Seja B(n,d) o número máximo de vetores codigo possíveis 

em um codigo linear de comprimento n com piso mínimo pelo menos d.

Lema 1.7.5

Se n > d , B(n,d) á q B(n - 1 , d)

Demonstraçao:

Seja C um cÕdigo de comprimento n e piso mTnimo pelo 

menos d que tem B(n,d) vetores código. Seja o conjunto F de tô  

dos os vetores cÓdigo de C em que o último dTgito é "0" .

Como a soma de quaisquer dois elementos de F está em F, 

e qualquer múltiplo escalar de um elemento de F está em F , e^ 

tão , F forma um subspaço de C .

F =

Como cada elemento do corpo pode aparecer na última posição 

existem q "cosets" de F em C . Assim uma fração _J_ dos ele -
q

mentos de C esta em F .

1Entao, 0 subgrupo F e um cÓdigo linear com B(n,d)

símbolos e peso mTnimo pelo menos d , cujos vetores cada um tem a



Última componente "0 " ,

Desprezando o último sTmbolo temos um código linear de n-1 

dígitos sem afetar o número de vetores código no subgrupo ou o pê 

so mínimo. Pode existir outras colunas todas nulas no código resu2. 

tante F , mas estas podem ser substituídas por qualquer outro t^ 

po de coluna sem reduzir o pêso mínimo. (Notar que B(n-1 , n-1) = 

= q , cosistindo o cÓdigo de n - 1  repetições de um único digito 

de informação. Assim, com a suposição que n > d , são possíveis co 

lunas não nulas no código de comprimento n - 1 .)

Portanto ,

B ( n -1 , d) 2 - J—  B(n ,d) , i sto ê:
q

B(n,d) á q B(n-1 , d)
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Teorema 1.7.6

Se n s ~ V , 0 número de dígitos de verificação reque^
q_- 1 ^

ridos para obter piso mínimo d, em um código linear de comprimen< 

to n i pelo menos

3 ^  - 1 - log, d .

Demonstraçao:

Consideremos um código [i,k,d]. 

Usando o Lema 1.7.4 temos que

d á  ̂ ~  ̂̂  -̂--- =* d(q*^ - 1 ) á i(q - 1 ) q*^~^ =>
qX -  1

=* dq*̂  - d á  iq*̂  - iq*̂ "̂  =» dq*̂  - iq^ + iq^~^ á d =>

k-1 k => q " (dq + i - iq) s d => q (dq + i - iq) á qd

e se dq + i - iq > 0 , então, q*̂  á ------3.̂ -------
q d + i - i q

Como q*̂  = B(i,d) então, q*̂  = B(i,d)< -----SA-----
qd + 1 - i q

Escolhendo i tal que ~ ] = i + f onde i é um inteiro e
q - 1

0 á f < 1 , temos

qd - 1 = (q - 1)i + (q - 1) =► qd - i(q-1) = 1 + (q-1)



Então ,

q'‘ = B ( i , d ) a - ----. « q--------- I n — TT
q d + i - i q  1 + f ( q - 1 )

Se n à 1 , por (n - i - 1 ) aplicações do Lema 1.7.5 , temos 

B(n,d) á q"-'' B(i,d)

Usando (15) vem que

B(n,d) sq"-' B(,,d)s ' V T  W /  ‘‘‘‘ -
1 + (q-1)f 1 + (q-1 )f

n _ qd - 1 f

= q q - 1 __ !__g___ de)
1 + (q - i)f

Para simplificar (16) mostremos que q^ á 1 + f (q - 1) . 

Considera-se a função F(q) = 1 + f (q - 1) - q^ .

Esta função é contTnua e diferenciãvel , então,

M s l  = f - fqf- 1= f (1 - q^"^) = f ( 1 -----1— )
dq q 1 -f

Como — -—  á l v - q  = 1 ^ O á f < 1  temos que 
q 1 - f

f (1 - q ^ ' M  ã 0 isto é -4LLqJ_ s 0 , portanto
dq

F(q) é crescente.

Mas F(l) = 0 e V  q è 1 F(q) > F(1) =» 1 +f(q-1) - q^ ã 0 =* 

=» 1 + f( q- 1 j à q^ .

Portanto, q á 1 + f(q-1) . Substituindo em (16) temos

B(n,d) s  q " '  . Cl .f(q-1)]qd ^

1 + f (q - 1)
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isto é qd - 1
B (n , d ) á q q - 1 . q d

Desde que B(n,d) = q para o codigo com maxima distancia mínima

onde K é 0 número de símbolos de informação para aquele cÕdigo, 

temos, então,

k n q*̂  - ]
q S q q - 1 qd
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tomando logaritmo com base q , temos que

K < n - '■  ̂ + 1 + log^ d
q - 1

Como n à 3^— 1— L , temos, que o número de dTgitos de verificação 
q - 1

n - k será
„ . K à _ 1 _ iog„ d

q - 1  ** □

OBSERVAÇÃO:

Se d é muito grande, os últimos dois termos na expressão 

acima podem ser desprezados.

Exemplo 1.7.5

Seja n = 4 , q  = 3 e d = 3 . S e  n s  ~ - =* 4 à 4.
q - 1

n - k è al_L_L _ 1 _ log d =*> n - k è 4 - 1 - log. 3 = 
q - 1  ^

= 2 =* n - k à 2

Portanto, o código necessita de pelo menos 2 dTgitos de ve 

rificação de paridade.

Provaremos no Teorema seguinte o limite superior de Hamming 

sobre d .

Teorema 1.7.7

Para qualquer código linear [n,k] com pêso mTnimo maior ou 

igual a 2 t + 1 , o número de dTgitos de verificação satisfaz

1. - k slog^i [1 + (ÍJ) (q - 1) + (J) ( q - 1)* + ... + ({) (q - 1)*] •

Demonstração:

Consideremos um código linear [n,k] .

Se 0 código e para corrigir todas as combinações de t ou

menos erros, então todos os vetores de peso menor ou igual a t de
^ n — Ic

vem ser "coset lideres". Mas o numero de "cosets" e q . Assim,

0 número de vetores de pêso menor ou igual a t deve ser não ma i

or que 0 número de ""cosets", isto é:



1 + (f) (q - 1) + (?) (q - D '  + ... + (J) (q - D *  .

Tomando logaritmo vem que:

n - k i  log^ [1 + (?) ( q - 1 ) + (J) (q - 1)' + ... + (J) ( q - D*]
□

Teorema 1.7.8

(0 limite de Singleton.)

Se C é um código linear [n,k,d], então n - k s d - 1 . 

Demonstração :

Uma palavra código com somente um digito não nulo de infor. 

mação tem pêso no máximo n - k + í . Assim

d s n - k + 1 ou

n - k à d - 1

Exemplo 1.7.6

Seja 0 código linear binário [6,3,3], então

n - k à d - 1  => 6 - 3 > 3 - 1 = > 3 > 2

Este Teorema prova um limite superior para o tamanho do cõ 

digo com uma dada distância mínima. No Teorema seguinte provaremos 

um limite inferior que diz que bons cÓdigos lineares existem.

Teorema 1.7.9

(Varsharmov - Gilbert.)

£ possível construir um [n,k] código com distância mTnima 

pelo menos d para o qual a seguinte inequação vale:

,n. ,  ̂ n-k
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I (í) (q - D* a q'
i=0 ’

Demonstraçao

Pelo Teorema 1.3.2 , se uma matriz H , de verificação de 

paridade, pode ser determinada de tal modo que nenhum conjunto de 
d - 1 colunas, ou menos, ê linearmente independente, o espaço nulo



40

da matriz é um cõdigo linear com distancia minima pelo menos d .

Isto sugere o seguinte método para a construção de um cõdigo com r 
símbolos de verificação de paridade e peso mínimo d .

Selecionar qualquer r-upla não nula como a primeira col^ 

na de uma matriz de verificação de paridade. Então, sei eci onar qual  ̂

quer r-upla não nula, exceto múltipla da primeira, como uma seguji 

da coluna na matriz de verificação de paridade. A terceira coluna 

deve ser qualquer r-upla que não é uma combinação linear das duas 

primeiras. Em g e r ã l , a i-ésima coluna é escolhida como qualquer 

r-upla que não é combinação linear de quaisquer d - 2 , ou menos 

colunas anteriores.

Esta construção assegura que nenhuma combinação linear de 

d - 1 coluna, ou menos, será zero.

Assim, 0 conjunto de todas as combinações lineares de d -2 

ou menos, colunas não inclui todas as r-uplas, outra coluna pode 

ser adicionada.

No pior caso possível, todas estas combinações lineares p£ 

dem ser distintas. Hã q - 1  possíveis coeficientes não nulos, e 

asssim, hã

(J;') (q - 1) + (^j’) (q - D "  + ... t (^Ij) ( q-1 (17)

combinações lineares de d - 2 , ou menos, colunas do total de

j - 1 colunas. Se isto é menor que o número total de r-uplas, eji 

tão, existe certamente mais uma coluna que pode ser adicionada a m^ 

triz. Isto é , se

( j j b  (q - 1) + (^2 ') (q - 1)'+ ... + (jig) (q - q''-1

(18)

existe um cõdigo com j dígitos e no máximo r dígitos de verifi^ 

cação de paridade (e portanto pelo menos k = j - r dígitos de iii 

formação) com distância mínima d . 0 cõdigo é 0 espaço nulo da 

r x j matriz que é formada das colunas escolhidas. Agora, seja n

0 maior valor de j para 0 qual vale a inequação (18). Então,exi^ 

te um [n,k] cõdigo com distância mínima d que satisfaz a inequa

ção

(J) (q - 1) + (") (q - !)'+ ... + (^"2 ) (q - q'' - 1

fazendo r = n - k temos:

1 + (?) (q - 1) + (J) (q - 1 ) %  ... + í."_2) (q - l)“’ '̂ i q""''
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OU seja
n

E (?) (q - D ’ a q 
i=0 ^

n-k (19)

Exemplo 1,7.7

Vamos construir um codigo linear ternãrio [n,k] com distãji 

cia mTnima 3 e que tenha 2 dTgitos de verificação de pari

dade, isto é, q = 3 , d = 3  e n - k = 2 .

A matriz de verificação de paridade H é uma 2 x n ma 

triz. As 2-uplas são: 00 ; 01 ; 02 ; 10 ; 11 ; 12 ; 20 ; 

21 ; 22 .

Escolhendo as colunas de H :

= 10 

h2 = 01

não pode ser 20 nem 02 pois são múltiplas de h-| e h 2 .

respectivamente. Desta forma, temos que 

ou 12 ou 21 ou 22 .

h 3 pode ser 11

Se h 3 = 11 , entao, nao pode ser 20 nem 02 nem 22

pois são múltiplas de , h 2 e h 3 , respectivamente.

Assim, pode ser 12 ou 21 . Escolhemos = 12 . Como

n = 4 é 0 maior valor de j para o qual vale a inequação

(18), existe, então, o codigo [4,2] com as especificações 

ac ima.

Portanto:

1011
y V 

1110

H = , ou seja H =

0 1 1 2 1 201

Os vetores código sao dados no Exemplo 1.3.2

OBSERVAÇflO:

Para outras escolhas de e obteremos códigos equiv^

1 entes.

No próximo CapTtulo, estudaremos os CÓdigos Lineares Corre 

tores de Pedaços de Erro.



CAPÍTULO II

ESTUDO DOS CÓDIGOS LINEARES CORRETORES DE 

PEDAÇOS DE ERRO

2.1 - CÕDIGOS CORRETORES DE PEDAÇOS DE ERRO

No CapTtulo I, os cÕdigos estudados corrigem os erros que 

ocorrem aleatoriamente. Mas, em certos sistemas de comunicação, os 

canais são afetados por distúrbios que produzem erros predominante 

mente reunidos em pedaços. Esses distúrbios que introduzem pedaços 

de erro usualmente operam de uma maneira tal que, sobre um comprj^ 

mento dado, alguns dígitos são recebidos corretamente enquanto oiu 

tros são errados. Por exemplo, em linhas telefônicas o som de um 

raio, ou um distúrbio elétrico provocado pelo homem frequentemente 

afetam vários dígitos, adjacentes dos dígitos transmitidos, ou em 

fitas magnéticas, os defeitos usualmente afetam mais que um dígito. 

Nestes casos, em geral, os códigos corretores de erros aleatórios 

não são eficientes para a correção de pedaços de e r r o s , é necessa 

rio se ter cÓdigos específicos para este fim. Para construir estes 

códigos apresentamos aqui a definição de um pedaço.

Definição 2.1.1

Um pedaço de comprimento b é um vetor cujas únicas compo
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nentes nao nulas estão entre b posições sucessivas, a pri^ 

meira e a última das quais são não nulas.

Exemplo 2 .1.1

Uma sequência de erro no sistema binário pode ter a seguin

te aparência:
? c

000101  1001 10000101 1 1 100 

Nesta sequência temos b. = 18 .

Definição 2 .1.2

Um CÕdigo linear [n,k] que ê capaz de corrigir todos os pe 

daços de erro de comprimento menor ou igual a b (mas,nem todos 

os pedaços de comprimento b + 1) e chamado um código corre 

tor-de-b-pedaços-de-erro ou o cÓdigo e dito ter b-capacid^ 

de de corrigir pedaços de erro.

Vejamos algumas restrições sobre n-k para um dado b , ou 

restrições sobre b para um dado n-k .

Teorema 2 .1.1

0 número de dígitos de verificação de paridade de um código 

linear [n,k] que não tem pedaço de comprimento menor ou igual a b 

como um vetor cÓdigo ê pelo menos b , isto é, n-k à b .

Demonstração:

Consideremos o conjunto dos vetores cujas componentes não 

nulas são confinadas ãs primeiras b posições. Há um total de q** 

destes vetores. Quaisquer dois vetores deste conjunto não podem estar 

num mesmo "coset" de um arranjo padrão para este cÓdigo, porque se 

eles estão, sua diferença, que é um pedaço de comprimento menor ou 

igual a b , será um vetor código. Portanto, estes q^ vetores de 

vem estar em q** "coset" distintos. Como há um total de "co

sets" para um cÓdigo [n,k], temos que n-k deve ser pelo menos î 

gual a b , isto i:

n - k à b
□



Teorema 2 .1.2

Para detectar todos os pedaços de comprimento menor ou igual 

a b com um cÕdigo linear de comprimento n , são necessários e s^ 

ficientes b dTgitos de verificação de paridade.

Demonstração:

No Teorema 2 .1.1 , vimos que são necessários pelo menos b 

dTgitos de verificação de paridade para um cÕdigo linear [n,k] d^ 

tectar todos os pedaços de comprimento menor ou igual a b . Por 

tanto, a condição necessária segue.

Para demonstrarmos a condição suficiente, consideremos o se 

guinte fato: Todos os pedaços de comprimento menor ou igual a b 

são detectados por um cõdigo no qual os primeiros n-b dTgitos são 

dTgitos de informação e os últimos b dTgitos são dTgitos de veri

ficação de paridade. Todos esses dTgitos são escolhidos de modo tal 

que, a soma de cada um dos b conjuntos de dTgitos que contém "um" 

nas primeiras b posições, com todo o b-é’simo dTgito seguinte ê 

zero. Portanto, no máximo um dos dTgitos não nulos de um pedaço de 

comprimento menor ou igual a b pode aparentar alguma verificação 

de paridade peculiar e desta forma, todo o pedaço será detectado 

juntamente com muitos outros vetores de erro.
□

Teorema 2 .1 .3 [xz]

/
(1) Para corrigir todos os pedaços de erro de comprimento mê  

nor ou igual a b , um cõdigo linear deve ter pelo menos 2 b dTgi^ 

tos de verificação de paridade.

(2 ) Para corrigir todos os pedaços de erro de comprimento me 

nor ou igual a b e  simultaneamente detectar todos os pedaços de 

erro de comprimento menor ou igual a í, à b , o cÕdigo deve ter pe 

lo menos b + í, dTgitos de verificação de paridade.

Demonstração:

(1 ) Suponhamos que existe um pedaço v de comprimento menor 

ou igual a 2 b como um vetor cõdigo. Este vetor pode ser escrito 

como um vetor diferença de dois pedaços u e w de comprimento me 

nor ou igual a b (exceto o caso degenerado em que v i um pedaço 

consistindo de um único elemento não nulo). Para este cõdigo linear
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u e w devem estar num mesmo "coset" do arranjo padrão.

Se um destes dois vetores é usado com um "coset iTder" (v£ 

tor de erro corrigível), o outro será um pedaço de erro incorrigT- 

vel. Como resultado, este codigo não poderá corrigir todos os peda 

ços de erro de comprimento menor ou igual a b . Portanto, nenhum 

pedaço de erro de comprimento menor ou igual a 2 b  pode ser um 

vetor cõdigo. Logo, pelo Teorema 2 .1.1 , para corrigir todos os p£ 

daços de erro de comprimento menor ou igual a b , um cÕdigo linear 

deve ter pelo menos 2 b dígitos de verificação de paridade.

(2 ) Analogamente, todo pedaço de comprimento menor ou igual 

a b + £ pode ser escrito como a diferença de um pedaço de compri

mento menor ou igual a £ e um pedaço de comprimento menor ou igual 

a b .

Se 0 cõdigo é para corrigir simultaneamente pedaços de com 

primento menor ou igual a b e  para detectar todos os pedaços de 

comprimento £ , então, o pedaço de comprimento b e o pedaço de 

comprimento £ devem estar em diferentes "cosets", e sua soma não 

deve ser uma palavra cõdigo. Logo, pelo Teorema 2 .1.1 , Para corri^ 

gir todos os pedaços de erro de comprimento menor ou igual a b e  

simultaneamente detectar todos os pedaços de erro de comprimento 

menor ou igual a £ à b , o cõdigo deve ter pelo menos b + £ d^ 

gitos de verificação de paridade. □

Um outro limite inferior sobre o numero de verificações de 

paridade requerido para um cõdigo linear que corrige todos os ped^ 

ços de comprimento menor ou igual a b e  provado no Teorema seguiii 

t e :

Teorema 2 .1.4

0 número de dígitos de verificação de paridade em qualquer 

cõdigo linear de comprimento n que corrige todos os pedaços de 

comprimento menor ou igual a b i  pelo menos

b - 1 + log^ [ (q - 1) (n - b + 1) + 1 3

Demonstração:

Notemos que,cada pedaço de comprimento menor ou igual a b 

deve estar em "coset" diferente, e o número de "cosets" é pelo me 

nos tão grande quanto o número de pedaços de erro de comprimento 

menor ou igual a b . Há (q - 1 ) n pedaços de comprimento 1 (um)
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diferentes, desde que a cada componente não nula possa aparecer em 

qualquer um dos n símbolos e qualquer dos q-1 elementos do co£ 

po. Hã (q - 1 )̂  (n - 1) possíveis pedaços de comprimento 2 (dois), 

desde que cada duas componentes não nulas possam ser algum dos q-1 

elementos não nulos do corpo, e o pedaço pode começar em qualquer 

posição exceto a última. Para pedaços de comprimento i > 2 , hã, 

(q - 1)^ q^"^ (n - i + 1) vetores desde que hã q - 1  escolhas pa 

ra cada digito inicial e final e q escolhas para os dígitos eji 
tre eles e (n - i + 1) possíveis posições intercaladas. 0 número 

total de vetores de erro, incluindo o vetor nulo e, portanto

1 + n ( q - 1 ) +  Z ( q - D ^ ^ q ^ - ^ í n - i  + l)
i=2

i sto é :

2  ̂ 1 2  1 + n (q - 1) + (q - 1) E (n - i + 1) q "
i=2

, . b-2 .
= 1 + n (q - 1) + (q - 1) E [(n - 1) - j] q"̂ =

j=0

b-2 .
= 1 + n (q - 1) + (q - 1) (n - 1) E q-̂

j=0

b-2
- (q - 1) q E j q"̂ '̂  (20)

j=0

Usando as duas identidades

i =0 1 - X

E i x'-^ = _A_ (  ̂ - X ) 
i=0 dx 1 _ X

e substituindo em (20) a expressão para o número total de vetores

de erro pode ser simplificada como

2 b-1 2 b-1
1 + n (q-1) + (n-1) (q-1) [ 1 - q ] - q(q-1) J _  [ J _ l J ___] =

1 - q dq 1 - q

= 1 + n (q-1) - ln-1) (q-1)' [ l -=-3--- ] + q(q-i)' ] =
q - 1  dq q - 1

= 1 + n (q-l/- (n-1) (q-1) (1-q^"b +

+ q(q - 1)' [ -(b-1) q^'^ (q-1) - 1 + q^ '̂* j  ^

(q - 1)̂ .
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= 1 + n(q-l) - (n-1) (q-1) (1-q^“b  + q [- (b-1) (q-1) q^"^ - 1 + q^'^] =

= 1 + n(q-1) + n(q-1) q*̂ “  ̂ - q^ + q^'^- n(q-1) + q - 1 - (b-1) (q-1)q^~^- 

b- q + q =

= q̂ "'' [n (q-1) - (b-1) (q-1) + 1] = q^~\ [ (q-1) (n-b+1) + 1] .

Como 0 número de "cosets" é pelo menos tão grande quanto o 

número de pedaços de erro de comprimento menor ou igual a b , er̂  

tão, temos

qn-k  ̂ qb-1  ̂ (n-b+1) + 1 ]

tomando logaritmo temos

n - k  è b - 1 + log„ [ (q-1) (n - b + 1) + 1 ]
q □

Um limite semelhante ao do Teorema 1 .7 .9 é provado no Teo^ 

rema seguinte para códigos corretores de pedaços de erro.

Teorema 2 .1.5

Existe um código linear [n,k] que corrige qualquer pedaço 

único de comprimento menor ou igual a bg (< ■..̂ — ) » para o qual a 

inequação e satisfeita

n - k  á 2 bg + logq [ (q-1) (n - 2 bg - 1) + 1 ] .

Demonstração:

Suponhamos que a matriz H de verificação de paridade e^ 

tã sendo construída para um cõdigo que corrige qualquer pedaço ún^ 

co de comprimento menor ou igual a b . E necessário e suficiente 

que nenhum vetor código consista da soma de dois pedaços de compri^ 

mento menor ou igual a b . Assim, pelo Teorema 1 .3 .2 , é necessá

rio e suficiente que nenhuma combinação linear envolvendo dois con 

juntos de b ou menos colunas consecutivas de H seja zero. Supo 

nhamos que n - 1  colunas hi , h2 , ... , hp_i foram escolh^ 

das. Então, qualquer coluna hp pode ser adicionada, com a condição 

de que não seja uma combinação linear das últimas b-1 colunas 

hp-b+l > ••• > e qualquer conjunto de b colunas consecuti

vas entre as hi , h2 , ... , ; isto é,

h^_^ + ... + ^_b+i) (^-b-i ^-b-i + ••• +
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+ ^n-b-i-b+l ^n-b-i+b+1 ^

0 pior caso concebível seria o de que, para cada escolha 

de coeficientes aj e bj se tenha uma soma distinta na equação (21). 

Hã qb-1 escolhas para os aj . Os coeficientes bj formam um ped^ 

ço de comprimento menor ou igual a b num vetor de comprimento 

n - b , e pelo argumento do Teorema 2 .1 .4 , podemos ver que hã

q^'^ C (q-1) ln-2b+1) + 1 ]

escolhas para estes coeficientes, incluindo o caso em que eles são 

todos nulos. Assim, o número total de escolhas dos coeficientes é 
q b -1  ̂ q b -1 |- (n - 2b + 1 ) + 1 ] . Se o número de vetores

possíveis de comprimento n - k i maior que este, certamente de 

verá existir um vetor satisfazendo a inequação (21) para to

das as escolhas dos coeficientes, e assim, e possTvel construir um 

cõdigo de comprimento n que corrige todos os pedaços de compri - 

mento menor ou igual a b . Desde que existam vetores de

comprimento n - k , isto e possTvel se

qP-k > q2(b-1) (n - 2b + 1) + 1 ] .

Agora, seja b^ o maior valor de b satisfazendo esta ine

quação. Então, para b = b^ + 1 ,.o oposto da inequação é satisfei^ 

ta , isto é

qO-k g q2bg  ̂ (n - 2bg - 1) + 1]

tomando logaritmo, temos

n - k á 2bg + logq [ (q-1) (n - 2bg - 1) + 1 ] .

Exemplo 2 .1.2

□

Vamos construir um cõdigo linear binário [n,k] que tenha 3 

dTgitos de verificação de paridade com pedaço único de com 

primento menor ou igual a 2 . Isto é: n - k = 3 , q = 2 ;

bg = 2 .

As 8 3 -uplas são: 000 ; 100 ; 010 : 001 ; 110 ; 101 ; 011 ; 

111 .

h^ = 100 

h^ = 010 

hj = 001

h^ não pode ser 001 nem 110 pois são combinações lî  

neares de h3 e h^ + h^ . Portanto, h4 pode ser: 011 ou 

1>1 ou 101. Se h^ = 011 , então, hg não pode ser 011
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nem 11 0 pois sao combinaçoes lineares de e + ho

Portanto, hg pode ser 101 ou 111 . S e  h5 = 101 , entao, 

hg não pode ser 101 nem 110 nem 010 . Portanto, 

hg = 111.

Assim, n = 6 e k = 3 

as especificações acima

100011 

010101

001 1 1 1

Logo, existe o código [6 ,3 ] com

ou

011100 
101010 
111001
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2 .2  - RESULTADOS SOBRE 0 PESO DOS PEDAÇOS

Consideremos Wjj o pêso total de todos os pedaços de com 

primento b no espaço de todas as n-uplas.

Nesta seção obteremos resultados com respeito ao pêso de 

todos os pedaços de comprimento b (fixo) e com respeito ao pêso 

de todos os pedaços de comprimento menor ou igual a b [15].

No Lema seguinte obteremos o número de pedaços de comprimeji 

to b com pêso W .

Lema 2.2.1

0 número total de pedaços de comprimento b > 1 com pêso 

U no espaço de todas as n-uplas e

b 2í
^W-2^ (n - b + 1) (q - l)*̂  (22)

Demonstraçao:

Consideremos um pedaço de comprimento b . Suas únicas com 

ponentes não nulas estão entre b componentes sucessivas, a pri^ 

meira e a última das quais são não nulas. Cada uma destas, a prj^ 

meira e a última componentes, pode ser quaisquer um dos q - 1 ele^ 

mentos não nulos do corpo. Como estamos considerando pedaços de com 

primento b que são de pêso W , portanto, entre b - 2 componeni 

tes restantes W - 2 componentes tem que ser não nulas, que podem 

ser escolhidas de (W-2) maneiras e cada uma destas W - 2 com 

ponentes pode assumir q - 1 valores não nulos.

Além disso, há n - b + 1  posições possíveis começandopor 

um pedaço de comprimento b em uma n-upla. Portanto, o número to 

tal de pedaços de comprimento b > 1 com pêso W é

2 W-2
b-2

(q-1) \W-2/ (q-D'^'Mn - b + 1) = \w-2j (q-1) ( n - b + 1).

□

Exemplo 2 .2.1

Consideremos o cõdigo linear binário do Exemplo 1 .1.1 com 

b = 3 e W = 2 . ‘Então, o número total de pedaços de com 

primento b = 3 e com pêso W = 2 é:

M  , W 
>/-2Í ...........( n - b + 1) (q-1) = (o (5 - 3 + 1) = 3
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No Teorema seguinte obteremos W, em termos de n , q e b.

Teorema 2 .2.1

Para n ã b

= n (q-1)

= (n - b + 1) [b (q-1) + 2] (q-1)' q^'^

(2 3 )

(24)

para b > 1 .

Demonstraçao:

0 valor de segue considerando todos os pedaços de com

primento "um" cujo número é exatamente n(q-l) .

Para b > 1 , usando o Lema 2 .1.1 , o pêso total dos ped^ 

ços de comprimento b é dado por:

b-2
W-2/ (n - b + 1) (q-1) 

. h /b-2'

W

= (n - b + 1) (q-1) E W \W-2/ (q-1)
W-2

W-2

= (n - b + 1) (q-1)‘

= (n - b + 1) (q-1)'

= (n - b + 1) lq-l)‘

= (n - b + 1) (q-1)

b-2
E

j=0

b-2
J / (j + 2) (q-1)'

1
b-2
l

L q-1 j=0
b-2
z

L q-1 j=0 

1 d

(j + 2) (q-1)
j+1-

1

'b-2'

b-2\ . j+2 ■ 
j

' dq

b-2 /b-2\ j+2-

L q-1 dq j=0
(q-1)

= (n - b + 1) (q-1)
dq

2 b-2
(q-1)

j=0

b-2

J/

n n
Usando a Serie Binomial (a + b) = E

m = 0

fazendo n n
a = 1 e b = q - 1 temos [1 +(q-1)] = e

m=0

(q-1)

(2 5 )

,n-m . m a b ,

n\ m
m (q-1) . que

substituindo em (2 5 ) obtemos:
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= (n - b + 1) (q-1)
dq

(q-1) [1 + (q-1)]
b-2 -

= (n - b + 1) (q-1)
dq

(q-1)“

= (n - b + 1) (q-1) 2(q-1) q*"“  ̂+ (q-1)' (b-2) q^‘^

= (n - b + 1) (q-1)‘ ; b-2 . ' b -2 . „b-3 ,„b-2 b-3 2 q  + b q  - b q  - 2 q  +2q

(n - b + 1) (q-1) q'̂ "̂ b(q-1) + 2

Portanto,
Wh = (n - b + 1) (q-1)' [ b (q-1) + 2 ] q^'^

□

No teorema seguinte obteremos uma relaçao de recurrência

em Wh + 1 .

Teorema 2.2.2

Para n > 1

n W2 = 2 (n - 1) (q - 1) (2 6 )

e para n > b > 1

(n - b + 1) C b(q-1) + 2 ] = (n - b) [ b(q-1) + q + 1 ] q

Demonstração:

(2 7 )

Para b > 1 da equação (2 4 ) obtemos

Wp = (n - 1 ) [ 2 (q-1 ) + 2 ] (q-1) q

= (n - 1) 2(q-1)

ou
2(n - 1) (q-1) (q-í) n

Portanto,
n Wg = 2(n - 1) (q-1)

No Teorema 2 .2.1 fazendo b = b + 1 e substituindo na e- 
quação (2 4 ) obtemos
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\+\ = (n - b - 1 + 1) C (b+1) (q-1)+ 2 ] (q-1)' q^'^ 

= (n - b) [ b(q-1)+ q + 1 ] (q-1) q^"^

(n - b + 1) C b(q-1)+ 2:' ] =

= (n - b) [ b(q-1)+ q + 1 ] q(q-1) (n-b+1) [ b(q-1)+ 2 ]

portanto,
(n - b + 1) [ b(q-1)+ 2 ] =

= (n - b) [ b(q-l)+ q + 1 ] q Wĵ
□

Denotaremos por W|J o pêso total de todos os pedaços de comprimein 

to menor ou igual a b no espaço de todas as n-uplas.

Teorema seguinte, obteremos wj em termos de n, q e b.No

Teorema 2.2.3

Para n è b

wj = b(n - b + 1) q^ + [ n - 2b(n - b + 1) ] q^"^ + (n-b)(b-1) q^~^
(28)

Demonstração:

No Teorema 2 .2.1 fazendo b = j e escrevendo agora H|J

em termos de W. obtemos:

T ^
Wk =  ̂ W.

j = 1 J

= n(q-1) + E (n-j+1) [ j(q-1) + 2 ] (q-1) q'̂ '"̂  
j=2

= n(q-1) - (q-1)̂  E j' q-̂ "̂  + (q-1)̂  [ (n+1)(q-1)- 2] E jq'^"^+
j=2 j=2

(29)+ 2 (n + 1) (q-1)̂  E q'̂ '"̂
j=2

Calculando separadamente os três somatórios

1?) E q"̂ ”^ = q“  ̂ + E q'̂ "̂  = q”  ̂ + [ 1+q+q +q +...+q*^"^ ] 
j=2 j=3
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Q-1 - 1q + M-------
q - 1

Portanto ,

b j-3
E q 

j=2

b-2 . 
q - 1

q - 1
(30)

b i—3 1 0 1 ? b“3
2?) T. j q = 2q“ + 3q + 4q + 5q + 6q +...+ bq

j = 2

= 2q'^ + (2+1) q*̂  + (2+2) q ‘ + (2+3) q'̂  +... (2+b-2) q
b-3

b-2 
E (2+i) q 
i=0

E 2q + Z iq 
1=0 i=0

= 2

2( , - U q “ ^ . q U q 2 +...*c,‘>-3) H. iq'’’
i=ü

V - '  =
q q-1 i=0 q(q-1)

. i-1
+ E iq

i=0 (I)

Usando a identidade

i=0

em (I) obtemos:

.b-1

dx
1 - xn+1 -

- 1 - X

Portanto,

2 3____^  + - A
q(q - 1) dq

b-1-

- q -

b-2
2 q^ ~^ - l + bq" ^ q  - 1) + q^'^ - 2 q ‘̂ ~ U  1 

q(q - 1) (q - D "

9 ^ - 2  9 K b-2 „b-2 „ b - 1  .
^q___  _ 2  + bq____+ q - ^q + i

(q - 1)'q - 1  q(q - 1) q - 1  

b-2. u-c b-1 . b-2 „b-2 , b-1 .bq_____2 ^ 2q - 2q + q - 2q + 1

q - 1 q(q-1) (q - 1)^

_ bq
b-2

+
b-2

q - 1  q(q - 1) (q - D ‘

U . o

I jqJ-^ 
j=2

bq
b-2 2 1 - q

b-2

q - 1  q ( q - 1 )  ( q - 1 ) (3 1 )
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3a) z qJ-^
j=2

-2 . . j-1 -2
= q E j j q'̂  = q E

j=2 j=2 dq

= q
-2 d

dq j =2
• j-1q E J q"-*

dq L j =2

= q
-2 d

= q

dq 

-2 d

dq

dq

d

q dq

q “ q̂ '
L j=2 dq

q - ^  . q̂'
- dq j=2

d 2 
q ---  q E q

dq j=2

b-2

j-2

dq

.1
E q 

i=0 / J
(II)

Usando a identidade

n
E X 

i=0

1 - X
n+1

1 - X

em (II) temos

1 d [q
/ b-1 \
V  1 -  q 1

-|
1 d [q ^

/ 2 b+1 \-] 
q - q ]

q' dq L dq
q

1 - q i q' dq L dq U  - q /-l

1 d

dq

d1
—  

q dq

q .
[ 2q - (b-t-1) q̂  ̂ ] (1-q) + q'- q̂ ~̂  ̂ "

(1 - q)‘

2q‘" - (b+1) ^ £

1 -  q (q •• 1)'

4q - 4q^ - (b+1) q*̂  + (b+1) q*^^V 2q - (b+1) + 3q -(b+2)q*̂ ^̂  +

( 7 ^ ?

__4____  ^ 1 - (b+1)' [ (b+1)'- (2b + 3) ] q^'^ ^ 2 ( q ^  q)

q(q-1)' (q -1)^ '(q - 1)^ 

b-1

q(q-1)

Portanto,

4____ ^ b^q“̂'^- (b'+ 2b + 1) q^"^+ 1 ^ 2(q'̂ -q) _ 2q

 ̂ (q - 1)̂  (q . 1)̂  ■ (q . 1)̂
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V J -3 4 . (b'+ 2b + 1) 1 ^ 2q(q^"^-l)
^ 1 □ = --------  + -- -— — ------------------------- -- T" ----- ---- r-

b-2

j=2
j q

q(q-1)‘ (q - 1) = (q - 1)' (32)

Substituindo os resultados (3 0 ), (3 1 ) e (3 2 ) na equaçao 

(2 9 ) , t emos:

wl = n(q-i) - (q-1)'r— —̂ + b q*"'̂ - (b+D h. iq q̂*",
Lq(q-I)^ ( q - 1 )  ( q - D " .

b-2 b-2

+ [ (n+1) (q-1) - 2 ] (q-1)‘ bq
b-2

L q - 1 q(q-1) (q - 1) J

+ 2 (n+1) (q-1)‘
- q q - 1 J

= n(q-1) - (q-1)^ 4(q-1) + b^(q-l) q*̂  - (b+1)̂  (q-1) q^~U q(q-1 )+2q'(q^'-^1)'

q(q-1)'

+ [(n+1)(q-1) - 2] (q-1)

, r-_b-1

b(q-1)q^'^-2(q-1) - q^~U q

q(q - 1)‘

2 (n+1)(q-1) q - 1 
Lq(q - 1)J

= n(q-1) - (q-1) + b"(q-1) q^-'- (b+1) (q-1) q^"S q - 1 + 2q(q^“^- 1)
L q

+ [(n+1)(q-1) - 2] b(q-1) - í-  (q-1) - q'’-^+ 1

+ Zín+Díq-Díq”-^- q-')

n(q-t) - A -  (q-1) . b^q-1) q'’-'+ (b+1)' (q-1) q*>-2- q + 1

- 2q(q‘’"^- 1) + (n+1) (q-1)" b q̂ ’’^ (n+1) (q-1)'

- (n+1) (q-1) q''-̂ + (n+1) (q-1) - 2b(q-1) q*>-2+ J -  (q-1) +

+ 2(q'’'^- 1) + 2(n+1) (q-1) q*’’^- (n+1) (q-1)
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wj = n q - n - b̂ q*̂  + b̂ q*̂ '̂  + (b+1) q^"^- (b+1) q*̂ ”^- q + 1 - 2q*̂ "̂  + 2q +

+ (n+1) [ b q^ - 2b q^“V  b q^"^ ] - 2nq + 4n ---—---2q + 4 - -
q q

- (n-1) [ q^'^- q^“  ̂ ] + nq - n + q - 1 - 2b [ q*̂ '̂ - q^‘  ̂ ] + 2q^'^- 2 + 

+ 2 (n+1) [ q̂ "''- q“̂"^ ] - 2n - 2 + ^  +

= q^ [- b" + b(n+1)] + q*̂ "̂  [b" + b %  2b + 1 - 2 - 2bn - 2b - n - 1 - 2b + 

+ 2n + 2 ] + q^'^ C-b' - 2b - 1 + bn + b + n + 1 + 2b + 2 - 2n - 2 ]

= b [ n - b + 1 ] q ^  + [ 2b(b - n - 1) + n ] q‘̂”’+ [b(n - b + 1) - n] q*̂ "̂

wj = b [ n - b + 1 ] q^ + [ n - 2b(n - b + 1)] [(n-b)(b-1)] q*̂ "̂

OBSERVAÇÃO 1

Este resultado aparece em [15] e o somatório da equação (32) 

aqui desenvolvida, apresenta em [15], dois erros no resultado. Um 

erro de potência na segunda parcela e outro, erro de sinal, 

na terceira parcela da soma.

Muito embora esses erros não afetam o resultado do T e o r e 

ma 2 .2 .3 , qual seja, a equação (2 8 ) .

OBSERVAÇÃO 2

Da equação (2 8 ), podemos notar que

«í - “Í-. ' «b

De fato, na equação (2 8 ) fazendo b = b - 1 obtemos:

wj-, = (b-1)(n-b+1+1) q‘̂"''+ [n-2(b-1)(n-b+1+D] q^'^+ [(b-1)(n-b+1+1 )-n]q‘̂'^ 

Então,

wJ - = q*̂  [b(n-b+D] + q“̂’  ̂ [n-2b(n-b+1) - (b-1)(n-b+1+1)] +

+ q^“  ̂ [b(n-b+D - n - n + 2(b-1)(n-b+1+1)] - q^’^ [(b-1)(n-b+1+1) - n]
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n-2b(n-b+l) - (b-1) [(n-b+1) + 1 ]

+ q
b-2 b(n-b+1) - 2n + 2 (b-1) [(n-b+1) + 1] - q

b-3 (b-1)[(n-b+1)+1]-n

q*̂  [b(n-b+D] + q̂ "̂̂  [- 2b(n-b+1) - (b-1)(n-b+1) - b + 1 + n] +

+ q^‘  ̂ [b(n-b+1)+2 (b-1)(n-b+1 )+2b-2-2n]- q‘̂”^[(b-1)(n-b+1)+ b - 1 - n]

q^ [b(n-b+D] + q̂ "'' [- 2b(n-b+1) - b(n-b+1) + 2(n-b+1)] +

+ q^"^ [b(n-b+D + 2b(n-b+1) - 2(n-b+1) - 2(n-b+1)] -

- q̂ '̂̂  [(b-1)(n-b+1) - (n-b+1)] 

(n-b+1) b q‘̂+ [-2b-b+2] q^"U [b+2b-2-2] q^'^+ [l-(b-l)] q^"^

(n-b+1) [ b q^+ (2 - 3b) q^~K (3b - 4) q^'^+ (2 - b) q*̂ "̂  ]

= (n-b+1) [ b q-̂  + (2 - 3b) q %  (3b - 4) q + (2 - b) ] qb-3

(n-b+1) [ b (q-1) + 2 ] (q-1)' q̂ "“^ = W,

Portanto,

■  *^b-1

OBSERVAÇAO 3

0 resultado do Teorema 2 .2 .3 , pode ser usado para determi^ 

nar o pêso total de todas as n-uplas. Isto pode ser obtido 

fazendo b = n de modo que, obtemos wjj = n(q-1) q'̂"'' .

De fato, no Teorema 2 .2 .3 , fazendo b = n temos: 

wj = n(n - n + 1) q*̂  + [n - 2n(n - n + 1)] q*̂ “  ̂ + (n - n) (n - 1) q*̂ "̂

n q" - n q"-1 n(q-1) q

Portanto,

wj » n(q-1) q"-'

n-1
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2.3 - LIMITES SOBRE 0 PESO MlNIMO DOS PEDAÇOS

Nos dois Teoremas seguintes obteremos limites sobre o maior 

pêso mînimo atingível por um pedaço de comprimento b e por um pê  

daço de comprimento menor ou igual a b no espaço de todas as n- 

-uplas.

Plotkin [11], obteve um limite similar sobre o maior pêso 

mínimo atingível por um vetor cÕdigo em um cÕdigo linear [n,k].

Teorema 2 .3.1

0 pêso mínimo de um pedaço de comprimento b > 1 no espaço 

de todas as n-uplas e no máximo

b - ^ ~ ^ (3 3 )

Demonstraçao:

Sabemos que o número de pedaços de comprimento b no esp£ 

ço de todas as n-uplas com dígitos tomados sobre o corpo de q ele^ 

mentos e

(n - b +  1) (q - 1)' q^“^

Pelo Teorema 2 .2.1 , o pêso total de todos os pedaços de 

comprimento b , no espaço de todas as n-uplas e

(n - b + 1) [ b(q - 1) + 2 ] (q - 1)' q^'^

t pelo Lema 1 .7 .4 , desde que, o elemento de pêso mínimo 

pode ter no máximo a média dos pêsos, um limite superior sobre o 

pêso mínimo de um pedaço de comprimento b ê dado por

^ ■= [b(q-D + 2] q' = b - M
(n-b+1) (q-1)" q

Portanto, o pêso mínimo de um pedaço de comprimento b > 1 

no espaço de todas as n-uplas é

b - ^
q □

OBSERVAÇÃO:

t interessante notar que o limite obtido no Teorema 2 .3.1 

é independente de n .
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Assim, 0 limite permanece inalterável para todo n contaji 

to que, n è b > 1 .

Teorema 2.3.2

0 pêso mTnimo de um pedaço de comprimento menor ou igual a 

b no espaço de todas as n-uplas é no máximo

b(n-b+1) qb + [ n - 2b(n-b+1) ] + (b-1) (n-b) q*̂ ~̂

C (n-b+1) (q-1) + 1 ] q*̂ '̂ - 1 (34)

Demonstração:

0 número de pedaços de comprimento menor ou igual a b no 

espaço de todas as n-uplas é

[ (n - b + 1) (q - U  + 1 ] q^-'' - 1

Pelo Teorema 2 .2 .3 , o pêso total de todos os pedaços de 

comprimento menor ou igual a b no espaço de todas as n-uplas ê

b(n-b+1) q'̂  + [ n - 2b(n - b + 1 )  ] q^"' + (b - 1) ( n - b )  q^'^ .

Então, 0 pêso mTnimo de um pedaço de comprimento menor ou 

igual a b ê dado por

b(n-b+1) q^ + [ n - 2b(n - b + 1) ] q*̂ "̂  + (b - 1) (n - b) q^~^

[ (n - b + 1) (q - 1) + 1 ] q*̂ "̂ - 1 □

OBSERVAÇÃO:

0 pêso mTnimo de um vetor cõdigo em um cõdigo linear [n,k] 

segundo o Lema 1 .7 .4 , e no máximo tão grande como a media 

dos pêsos

n(q - 1) 

q '  -  1

Se considerarmos o espaço de todas as n-uplas, então, o pe 

so mTnimo de uma n-upla será no máximo

n(q - 1 J q* '̂^

,n
-  1

Este resultado também pode ser obtido fazendo b = n no 

Teorema 2 .3 .2 , isto ê:
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n(n-n+l) + [ n - kín{n-n+l) ] q*̂ "̂  + (n-1) (n-n) q*̂ “  ̂

[ (n-n+1) (q-1) + 1 ] q"“ -̂ 1

n q"̂  - n q*̂ "̂  _ n(q - 1) q*̂ "̂

 ̂ r ~ T ”  ^ ^ —  'q . q - 1 q - 1



2.4 - F U N Ç Õ E S  G E R A T R I Z E S  DE E w j

MacWilliams [7 ] definiu funções geratrizes para cõdigos 

lineares. Estas funções tem sido de grande utilidade na enumeração 

das palavras cõdigo de um dado peso.

Sharma e Dass [13] , calcularam as funções geratrizes de 

Wb e wj que poderão ser úteis na enumeração de palavras cõdigo.

No dois Teoremas seguintes provaremos resultados obtidos 

por Sharma e Dass [13] .

Teorema 2 .4.1
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Para n è b à 1 , é o coeficiente de em

n(q - 1) X + [ n(q + 1) q x' - {n(3q + 1) - 2 } x +

+ 2(n - 1) ] x M q  - 1)̂  (1 - q x)  ̂ (35)

Demonstração:

A expressão tendo como coeficiente de x** , pode gera]^

mente ser escrita como 

n
E Wi x"* . 

i=1

Usando o Teorema 2 .2.1 , obtemos:

n . n
E Wi X = n(q-1) X + E 

i=1 i=2
E Wi x̂  = n(q-1) X + E (n-i+1) [ i(q-1)+ 2] (q-1)*"q̂ "̂  x̂  =

= n(q-1) X + (q-1) x E {- i (q-1)+ i [(n+1)(q-1)- 2] +
i=2

+ 2(n+1)} (q x)̂ ’"^ =

= n(q-1) X + (q-1)' x' { - (q-1) E i'(q x)’’"^ + [(n+1)(q-1)- 2]
i=2

-j _ o n • ^
E i(q x) + 2(n+1) E (q x)^'“̂ } 

i=2 1=2

Substituindo as expressões (3 0 ); (3 1 ) e (3 2 ) na equaçao
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(36) temos:

Z Wi 
i = 1

2 3

n(q-1) X + (q-1) x - (q-1)
-q x(qx-1)‘

^ 2q x[(qx)*^~^- 1] ^ n'(qx)”'^- (n+1 )'(qx)*^'^ + 1 

(qx - 1) (qx - 1)"*

+ [ (n+1) (q-1) - 2 ] n(qx) n-2

(qx)^'^- 1 

(qx - D "  j

- qx - 1 qx(qx - 1) 

+ 2(n+l)
-qx qx - 1 }

2 3

= n(q-1) X + (q-1) x - (q-1)
_qx(qx-1)^ qx(qx-l)'

2(qx)' ^ n^(qx)'^ (qx-1)  ̂ (n+1)' (qx)*̂ ~̂  (qx-1) 

qx(qx-l)^ qx(qx-l)^ qx(qx-l)^

^ qx(qx-l) 

qx(qx-l)''-
+ [ (n+1)(q-1) - 2 ] n(qx)'^'^(qx-1) 

-qx(qx-1f

(qx)*̂ ~̂  2 - qx

qx(qx-1)‘
+ 2(n-1) (qx)

n-1

- qx(qx-l)

1

qx(qx-l) -j

2 2
„(q-1) x t

q(qx-1)
(qx)*̂ "̂  ̂ { [ - n'+ n(n+1) ] (q-1 )-2n+2n+2} +

+ {(qx)" [- 2 + n + (n+1) - 2n(n+1) - (n+1)] (q-1)+ 4n + 2 -

- 4(n+1)} + (qx)*̂ “  ̂ { C-(n+1) + n(n+1)+ n + 1] (q-1) - 2n -

- 2 + 2(n+1)} + (qx)' { [1 - (n+1)] (q-1)+ 2 - 2(n+1)} +

+ qx { [- 3 + 3(n+1)] (q-1)- 6 + 4n + 4 } + 4(q-1) - 2(n+1) 

(q-1) + 4 - 2(n+1)J =

= n(q-1) X +
(q-1)' x' (qx)’̂'*'̂ [n(q-1) + 2] + (qx)*̂  [-nq-2q+n] +
q(qx-D"

2
+ (qx) [-n(q-l) - 2n] + qx [3nq + n - 2] + 2q - 2nq

) ■
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2 2

n(q- 1 ) X t - í a r l L ^
q(qx-l)

(qx)"*' [n(q-1)+ 2] + (qx)" C-n(q-t)-2q >

- (qx) n(q-1) + qx [n(3q + 1) - 2] + 2q(1 - 2n)

Z 2

= nlq-1) X + -iSzl)— X 
(qx - 1)'

q*̂  Cn(q-l) + 2] - q*̂ “  ̂ x*̂  [n(q-1)+2q]-

- nq(q+l) x + [n(3q + 1) - 2] x + 2 - 2n

n(q-1) X + \  fq""'' x'̂  { [n(q-1) + 2]qx - [n(q-1)+2q] }-
( q x - 1 ) ^  I

- n(q+1) qx + [n(3q + 1)- 2] x + 2 - 2n (37)

.n+2A expressão (3 7 ) , contém termos envolvendo x e  ordens

maiores. Visto que, o comprimento de um pedaço não pode exceder n , e^

te termo pode ser abandonado totalmente e obtemos a função geratriz 

de como estabelecida em (3 5 ) , isto é:

ou

n(q-1) x + l a d j j L
(qx - 1)

-n(q+ljqx‘‘+ [n(3q+1)- 2] x + 2 - 2n
■}

.2 2
n(q.,) X .  (adiJL,

(1 - qx)
n(q+l)qx^ - [n(3q+1)~ 2] x - 2 + 2n

□

OBSERVAÇAO:

Como esperado, os coeficientes de todas as potências de x 
maiores que n desaparecem em (3 7 ).

Teorema 2 .4 .2

Para n > b ã 1 , wj é o coeficiente de x^ em

(q-1 ) X [n q x - { (n+2)(q-1)+ 2n } x + n] (1 - qx)" ̂
(38)

Demonstraçao:

A expressão tendo como coeficiente de x^ , pode geraj^

mente ser escrita como
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"z «{ X* . 
i = 1  ^

Usando o Teorema 2 .2 .3 , obtemos:

n

i = 1
T. [i(n-i+l) + 

i=1
n - 2i(n-i+1) q^"’+ (n-i)(i-l)q^"^]x^=

= -(q-1)%' T i'qÍ-2x^‘- 2 +( n+ 1) ( q -1 )V Z i q ^ ^ x ^ - ^  . 
i=1 i=1

n i-2 i-2+ n(q-1) X E q ~ X 
i = 1

2 2  * ^ ^ 1 3   ̂  ̂ ” i -3 
= -(q-1) X qx E i  (qx) " + (n+1)(q-1) x qx e i(qx) " +

i=1 i=1

n

2 j 3
+ n(q-1) X qx E (qx) 

i=1

2 2
= -(q-1) X qx

L(qx) 1=2

2 2
+ (n+1)(q-1) X qx

n
+ E i(qx) i-3

L(qx)'^ i=2
+ n(q-1)x̂  qx|— !-+ E (qx) 

L(qx) i=2

i-3

(39)

Substituindo as expressões (3 0 ) , (3 1 ) e (3 2 ) na expres

são (3 9 ) , te mos:

n 2 2
E wT x̂  = -(q-1) X qx
i = 1

1 , 4 , 2qx [(qx)'^'^-1] ^ 

-(qx)' qx(qx-1)' (qx - 1)"*

+ n'(qx)*^~^- (n+1 )'(qx)*^~^+ 1 

(qx -

+ (n+1)(q-1)'x qx
_ (qx) qx - 1 qx(qx-l)

(qx)"'^- 1 - 

(qx - 1)' _
+ n(q-1)x qx 1 + _ L  _ (qx)"^~^- 1

_(qx) qx qx - 1

(qx)

2 2 ^  ^  

(q-1) X qx (n+1)(q-1) x qx n(q~1)x qx
2  ̂ + V

2 2

(qx)‘ (qx)

2 2
- (q-1) X qx

n-2

-qx(qx-l)^ (qx - 1)'
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(qx - D'

2 2

+ (n+1)(q-1) X qx _ (qx)*^"^- 1 

- qx - 1 qx(qx - 1 ) (qx - 1 )̂  -̂

+ n(q-1) x qx
L qx qx - 1

2 2

n(q-1) X -
(qx - 1)

4qx - 4 + 2(qx)’̂ - 2(qx) + n (qx)'̂ '*’̂

- 2n (qx)*̂  + n (qx)*̂ "̂  - 2n(qx)'^ + 2n(qx)'^~^- (qx)*̂  + (qx)'̂ " +

+ (qx) - qx
2 2

+ (n+1)(q-1) X 

(qx - 1)'
n(qx)""^ (qx-1) - 2(qx-1) -

- [ (qx)*^"^- qx ] (qx-1) ^ n(q-1)x 

(qx - 1)^
[ (qx)"''-U (qx-1)'

n(q-1) X H. Í3rÜi<_
(qx-1)

- [ 3qx - 4 -(qx)'] (q-1) + [3qx - 2 -(qx)']

(n+1)(q-1) + [2qx - 1 -(qx) ] n
(qx-1)

- (q-1)(n+1) - n (q-1)(qx) + (2n + 2n - 1)(q-1) qx +

2 . 2 

+ n(qx) - 2n qx + n +(n+1)(q-1) [n(qx) - (2n+1) qx + n + 1]

n(q-1 ) X +

(qx-1)
(qx) [(q-1)-(n+1)(q-D- n] + qx [-3(q-D +

+ 3(n+1)(q-1)+ 2n] + [4(q-D- 2(n+1)(q-1)- n]

* 131%  (qx)"-1 
(qx-1)

2  2
(qx) [-n (q-1)+ n(n+1)(q-1)+ n] +

+ [(n+1) (q-1)-(n+1) (q-1)+ n] + qx [(2n + 2n - 1)(q-1)

- (2n + 1)(n+1)(q-1)- 2n]

(qx-1)'
- nq(qx) + n(3q-1) qx + 2(q-1)+ n(1-2q)
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+ iadllL (qx)"-' 
(qx-1)'

nq(qx) + [- nq + n - 2q - 2 - 2n] q+n

(q-1) x 

(qx-1)'
n(qx-1) - n(qx) + 3n(qx) - nq x + 2qx - 2nqx - 2x -nx

n-1 ..n+1
^ (q-1.) q'*.-' X

(q-1) X 
(qx-1)^

(q-1) X 

(qx-1)^

(qx - 1)'

- n(qx)'+ ((

(q-1) q"-' x"*’

(qx - 1)'

2
- n(qx) + [1

(q-1) q"-’ x"-̂ '

nq(qx) - [nq - n + 2q - 2 + 2n] qx+n

3 2
nq X - [(n+2)(q-1)+ 2n] q x + n

(qx - 1)'

3 2

nq X - [(n+2)(q-1)+ 2n] q x + n

(40)

0 último termo na expressão (4 0 ) , contém termos envolveji 

do e de ordens maiores, pelas mesmas razões do Teorema 2 .

.4.1 , pode ser abandonado totalmente e obtemos a função geratriz 

de wJ como estabelecida em (3 8 ) , isto e:

T ..in
E X

i = 1

ou

(q-1) X 

(qx-1)'

(q-1) X 

(l-qx)"*

- n(qx) + [(n+2)(q-1) + 2n] qx - nq

n(qx) - [(n+2)(q-1) + 2n] qx + nq

□



CAPITULO III 

ESTUDO DOS CODIGOS LIMEARES CORRETORES DE 

PEDAÇOS DE ERRO CON CRllERIO PESO

3.1 - LIMITE DE VARSHARMOV-GILBERT EXTENDIDO

No CapTtulo II apresentamos o estudo dos cÕdigos lineares 

corretores de pedaços de erro. Mas existem muitas situações em que 

os erros ocorrem na forma de pedaços e nem todos os dTgitos no pê  

daço são afetados. Como exemplo, existem canais modelados por El li ot

[4 ] e Gilbert [5] onde este tipo de situação ocorre.

Wyner [16], Dass [2 ,3] e Sharma e Dass [15] realizaram o 

estudo dos códigos que são capazes de corrigir ou detectar pedaços 

de erro de comprimento b que são de peso menor ou igual a W, i^ 

to é, no pedaço de comprimento b , W erros ou menos ocorrem.

Primeiro, introduziremos a ideia de peso relativo ao ped^ 

ço a ser corrigido bem como ao cÕdigo. Suponhamos que temos um cri^ 

tirio de peso sobre o cÓdigo. No Teorema seguinte daremos uma e^ 

tensão do limite de Varsharmov-Gi1bert para um cÓdigo que não tem 

pedaço de comprimento menor ou igual a b como um vetor código im 

pondo ao código o critério pêso. Este limite assegura a existência 

de um código que pode detectar todos os vetores de erro que são pe
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daços de comprimento menor ou igual a b , ou tem pêso menor ou ^ 

gual a M - 1 .

Teorema 3 .1.1

Existe um codigo linear [n,k] com pêso mTnimo pelo menos W 

que não tem pedaço não nulo de comprimento menor ou igual a b co 

mo um vetor cõdigo (M á b) satisfazendo a inequação

(■) (q-1)' + "í:'’ ('’:') (q-1)-' í q"'" 
i-0 ' j=U-1 (41)

Demonstração:

Provaremos o Teorema construindo uma (n - k) x n matriz, 

de verificação de paridade H . 0 procedimento será semelhante ao 

do Teorema 2 .1 .5 . Suponhamos que uma (n - k)-upla e escolhida co 

mo a primeira coluna de H . Colunas subsequentes são adicionadas

de tal modo que, tendo selecionado j - 1 colunas , h 2 .........

hj_i , uma coluna hj e adicionada com a condição que ela não e 

uma combinação linear de quaisquer H - 2 colunas ou menos entre 

as , h 2 , hj.-jínem uma combinação linear de b - 1  colunas

ou menos, mas, W - 1 colunas ou mais entre as

^j-b+1 ’ ^ j - b + 2 ...... ^j-1

Na pior das hipõteses, todas estas combinações lineares pô  

dem ser distintas. 0 número total de combinações lineares e dado 

por
W-2 - 1  . b-1 . 1
í (^í ) (q-1)' + S ( ,') (q-1)'’ 

i=1 ’ j=W-1 ^

Se

n ^
Mas, 0 número total de (n - k)-uplas não nulas e q " - 1

W-2 . , . b-1 K 1 • I.
i: ('̂ - ) (q-1)^ + E ( ] ) (q-1)'^ < ,
i=0 ' j=W-1

isto ê, para j á n , o número de combinações lineares ê menor que 

0 conjunto de(n - k)-uplas não nulas.

Se n ê 0 maior valor de j para o qual a inequação ante^ 

rior vale, então, o cÕdigo (n,lt) existe satisfazendo (4 1 ).

n
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OBSERVAÇAO:

0 resultado obtido vale para H á b . Contudo, se W > b, o 

critério pêso é redundante e o limite resultante se reduz 

ao limite de Varsharmov- Gi1bert sobre o pêso mTnimo confor

me 0 Teorema 1 .7 .9 .

Provaremos, a seguir, um Lema que determina o número total 

de pedaços de comprimento b > 1 com pêso menor ou igual a W .

Lema 3 .1. 2

0 número total de pedaços de comprimento b {> 1) com pe 

so menor ou igual a U é

(n - b + 1) (q - 1)' [1 + (q - 1)]^^'^’ (42)

onde , ,
(m,r)

[1 + (q - 1)]
denota a expansão binomial incompleta de (1 + x)"* até o ter 

mo X** na potência ascendente de x .

Demonstração:

Pelo Lema 2 .2.1 , o número total de pedaços de comprimento 

b > 1 com pêso W no espaço de todas as n-uplas é

(^:^) (n-b+1) (q-1)“ = (n-b+1) (q-1)' (^:^) (q-t)”-^ .

Como nos interessam todos os pedaços de comprimento b >  1 

com pêso menor ou igual a W , temos então que:

2 »2 0
0 número de pedaços de comprimento b > 1 com peso 2 é: (n-b+1)(q-1) ( ^ )(q-1)

2 b—2 1
0 número de pedaços de comprimento b > 1 com piso 3 é. (n-b+1)(q-1) (  ̂ )(q-1)

2 ^—2 2
0 número de pedaços de comprimento b > 1 com pêso 4 ê: (n-b+1)(q-1) ( „ )(q-1)

2 b—2 W“2
0 número de pedaços de comprimento b > 1 com peso W é: (n-b+1)(q-1)

Assim, 0 número total de pedaços de comprimento b de p£ 

so VI ou menos é
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2 W-2 , . i
= (n-b+1)(q-1) z  ̂ ^

i=0 ' (43)

Usando a Serie Binomial

. , ,n n n-m tn
(a + b) = E (") a b

m=0

e fazendo a = 1 e b = q - 1 , temos

n n ni
[ 1 + (q - 1) ] = E (") (q - 1) .

m=0 ^

Agora denotando o desenvolvimento incompleto, até a potên

cia M - 2 , da Série Binomial [1 + (q - 1)]^^”^ ’ , temos que

C1 . (q-1)]“ ’-^* = ” ■/ ( ^ f ) ( q - 1 ) '  .
i=0 ’

Substituindo em (4 3 ), obtemos que o número total de peda

ços de comprimento b > 1 com pêso menor ou igual a W é

(n - b + 1) (q - 1)' [1 + (q - 1)]^^ 2, W 2)  ̂ ^

Usaremos o Lema para provar o seguinte Teorema.

Teorema 3.1.3

0 número de dTgitos de verificação de paridade em qualquer

CÕdigo linear que corrige todos os pedaços de comprimento menor ou

igual a b com pêso menor ou igual a H (W á b) é pelo menos

1ogq q'̂ '̂  [(q-1)(n - W + 1)] + (q-1) E (n-j+1) [1 +(q-1)]̂ '̂  ’ ^
j=W+1

(44)

Demonstraçao:

Usando o Lema 3 .1. 2 , o número total de pedaços de compri' 

mento menor ou igual a b com pêso menor ou igual a U , incluin^ 

do 0 vetor nulo e os vetores de erro único, é



. W i ?
1 + n(q-1)+ (q-1) E (n - j + 1) q"̂ +

S='<̂
2 b (j-2 , W-2)

+ (q-1) E ( n - j + 1) [ 1  +(q-1) ] (45)
j=W+1

que usando o Teorema 2 .1. 4 nos três primeiros termos da expressão

(4 5 ) , temos / • o ..
u 1 2 b (j-2 , W-2)

q [(q-1)(n-W+1)+ 1] + (q-1) e (n-j+1) [ 1+(q-1) ]
j=W+1

que é 0 número de "cosets" exigidos pelo arranjo padrão deste cõ 

digo, isto ê :

^n-k > qW-1 |-(q_i)(n_w+i)+ + (q_i)" 2 (n-j+1) [ 1 +(q-1)
j=W+1

Tomando logaritmo temos que o número de dTgitos de verifi^ 

cação de paridade deste cõdigo ê
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n-k > log^ q*̂ '̂  [(q-1)(n-w+1)+ 1] + (q-1)" E (n-j+1)

[1 +(q-D]

OBSERVAÇSO:

j=W+1 

(j-2, W-2)-i

□

Para W = b, o limite inferior sobre o número de vérifie^ 

ção de paridade se transforma em

b - 1 + log^ [ (q - 1)(n - b + 1) + 1 ] 

que coincide com o resultado do Teorema 2 .1. 4 .

No Teorema seguinte, provaremos o limite de empacotamento 

de esfera extendido para um cõdigo que é capaz de corrigir todos 

os pedaços de comprimento menor ou igual a b .

Teorema 3 .1. 4

Um cõdigo linear [n,k] capaz de corrigir todas as combing 

ções de m erros ou menos e todos os pedaços de comprimento menor 

ou igual a b deve satisfazer

I (■) (q-1)’+ (q-1)" 1  (n-i+1) { q'"^- [1 +(q-1)]‘'"^’ "'■̂ ') 
,i=0 i=m+1

(46)
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onde m < b .

Demonstraçao :

Como 0 cõdigo é capaz de corrigir todos os erros de pÍso 

menor ou igual a m , todas as n-uplas de pêso menor ou igual a m 

estarão em "cosets" diferentes, seu número ê

[ 1 + (q - 1) (4 7 )

Do mesmo modo, visto que o cõdigo corrige todos os ped^ 

ços de comprimento menor ou igual a b , cada pedaço de comprimento 

menor ou igual a b também deve estar em "coset" diferente, a não 

ser que, este é também um erro aleatório de peso menor ou igual a 

m e em consequência são incluídos em (4 7 ) .

Assim, necessitamos somente calcular o número de pedaços 

de comprimento m + 1  , m + 2  , . . . , b  com pêso maior que m . 0 

número de pedaços de comprimento i (i > m) com pêso maior que m 

é

(n - i + 1) íq-1)' { - [ 1 +(q-1) 2) ̂

Assim, 0 número total de vetores de erro é

til « i ? b - o ( i-Z.m-Z)
E (•) (q-1) + (q-1) (n-Í+1) { q ^ [1 +(q-1)] 1
i=0 i=m+1

que é também o número mTnimo de "cosets" exigidos pelo cõdigo, i^ 

to é :

qH-lk ^ n̂^ (q-1)^ + (q-1) I  (n-i+1) íq^"^- [1 +(q-1)]^^ ^
i=0 i=m+l

Tomando logarTtmo, temos que

n-k s log
'q

- f" n i  ̂  ̂ i-2 (i-2,m-2)l
E (•) (q-1) + (q-1) E (n-i+1) {q - [1 + (q-D] }
1=0 i=m+l

(48)
□

OBSERVAÇAO:

Para m è b , os dois últimos fatores em (4 8 ) desaparecem 

e 0 limite se reduz ao limite de empacotamento de esfera 

de Hamming.
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3.2 - CODIGOS DETECTORES DE PEDAÇOS DE ERRO

Consideremos um código com peso mínimo pelo menos tal

que, nenhum vetor cÓdigo é um pedaço de comprimento menor ou igual 

a b com pêso menor ou igual a W2 .

No Teorema seguinte provaremos um limite superior sobre 0 

número de dígitos de verificação de paridade exigidos para a con^ 

trução de um tal cÓdigo. Uma vantagem a mais de tais códigos e que 

podem ser usados para corrigir ou menos erros aleató

rios também. 2

OBSERVAÇÃO:

[ X ] denota 0 inteiro maior ou igual a X .

Teorema 3.2.1

Existe um cÓdigo linear [n,k] com pêso mínimo pelo menos 

que não tem pedaço de comprimento menor ou igual a b com pê

so menor ou igual a W£ como um vetor código ( < Wg á b) sati£ 

fazendo a inequação

n-k ,nx , ’̂2"'' ,b-U ,
q á E (J (q-1) + E ( . ) (q-1)

i=0 j-Wi-1 J (49)

Demonstraçao:

A existência de um tal código serã mostrada construindo uma 

matriz (n-k)x n de verificação de paridade H , apropriada para

0 código. Usaremos um procedimento análogo ao do Teorema 2 .1.5 .

Uma (n-k)-upla não nula é escolhida como a primeira coljj 

na da matriz de verificação de paridade H . Colunas subsequentes 

são adicionadas tais que, tendo selecionado j - 1 colunas C| , C 2» 

..., uma coluna Cj é adicionada com a condição que, esta

não é uma combinação linear de quaisquer W|- 2 colunas ou menos e 

nem uma combinação linear de quaisquer W2- 1 colunas ou menos eji 

tre as b - 1  colunas imediatamente precedentes

‘̂ j-b+1 ’ *^j-b + 2 ’ ••• > *^j-1



75.

Esta construção assegura que o espaço nulo de tais matrizes 

será um cõdigo linear com pêso mTnimo pelo menos e não terá

qualquer pedaço de comprimento menor ou igual a b com peso menor 

ou igual a W2 como um vetor cõdigo.

Agora, entre as j - 1 colunas ha

Wi-2"
( ^ i ' )  ( q -1) + ( J j ’ ) ( q-1)" + + ( j j l j )  (<!-’ ) J +

> f u ' - '  (n n “' * * ‘v i X o - ’)“'''"

possTveis combinações lineares de

(i) W^-2 colunas ou menos entre as j - 1 colunas, e

(ii) colunas ou menos mas W^-1 colunas ou mais entre as 

b - 1 colunas.

Na pior das hipõteses, todas estas combinações lineares po 

dem ser distintas. Assim, uma coluna Cj (j á n) pode ser adicio

nada a H se esta não esgotar todo 0 conjunto de 1 das 

(n-k)-uplas não nulas, isto ê, se

W.-2 . , -j Wp-1 . . -j n_k

2' ( ^ - ’ ) ( q-1) + J ( ‘’• ' )  ( q -1) < q - 1
i=1 i=W^-1 (5 0 )

Seja n 0 maior valor de j para 0 qual a inequação pre 

cedente é válida.

Então, existe um cõdigo [n,k] com os requisitos exigidos 

e satisfazendo (4 9 )

Corolário 3.2.2

Se > W2 0 limite obtido em (4 9 ) se reduz ao limite 

de Varsharmov-Gi 1 bert para um cÕdigo linear de pêso mTnimo 

pelo menos .

Assim, nesta situação, os pedaços de comprimento b e W2 

não tem papel a representar.

Corolário 3.2.3

Para um cõdigo com pêso mTnimo pelo menos que não tem
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pedaço de comprimento menor ou igual a b como um vetor 

cõdigo, as verificações de paridade satisfazem a inequação

Wi-2 . b - 1  .

2 ( " )  ( q - 1 ) '  + , ( ‘’: ’ ) ( q - 1 )^ i  q " '
1=0  ̂ j=Wi-1 J

Demonstração :

Pondo W 2 = b em (49) 0 resultado segue. Este resultado 

é 0 mesmo apresentado no Teorema 3.1.1 , ou seja, 0 limite extendj[^ 

do de Varsharmov-Gi1be rt.

Corolário 3.2.4

Existe um cõdigo linear [n,k] que não tem pedaços de com 

primento b ou menos com peso W ou menos como um vetor 

cõdigo, satisfazendo

('’: ’ ) (q-1)' í q"-'' 
i=0 ^

Demonstração:

Pondo = 1 em (49), temos 0 resultado.

OBSERVAÇAO:

Para = 1 e W 2 = b , 0 Teorema 3.2.1 leva a existên

cia de um cõdigo linear [n.k] que não tem pedaços de com 

primento menor ou igual a b como um vetor codigo com m^ 

is de b - 1  dTgitos de verificação de paridade. Um tal 

cõdigo com exatamente b verificações de paridade pode ser 

assim formado 0 qual detecta necessariamente todos os erros 

que são pedaços de comprimentos menores ou iguais a b , 

conforme Teorema 2.1.2

Consideremos um codigo linear binário [15,11] cuja matriz

Exemplo 3.2.1
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de verificação de paridade é

100001111001101 

010011001111100 

001010101100111 

00011001001 1111

Esta matriz foi construída adicionando 4-uplas como colunas 

subsequentes de acordo com o Teoroma 3 .2.1 , tomando H ^ 3 , 

W 2 = 3  e b = 4 . 0  peso mínimo do cÕdigo e 3 e nenhum p£ 

daço de comprimento menor ou igual a 4 com pêso menor ou 

igual a 3 ê um vetor cÕdigo, enquanto que um pedaço de com 

primento 4 com pêso 4 i um vetor cÕdigo.

Exemplo: (01 11 10000000000).



3.3 - CODIGOS COM PÊSO MlNIMO CORRETORES DE PEDAÇO DE ERRO

Vamos impor uma condição de peso mínimo para um código cor 

retor de pedaços de erro.

No Teorema seguinte uma extensão do limite de Varsharmov- 

-Gilbert e provada para um código que corrige todos os pedaços de 

comprimento menor ou igual a b . Este limite assegura a existência 

de um código que corrige todos os pedaços de comprimento menor ou 

igual a b ou detecta todos os erros de pêso menor ou igual a M-1.

Teorema 3.3.1
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Dados os dois inteiros positivos W e b  tais que H á 2b , 

uma condição suficiente para que exista um cÓdigo linear [n,k] , 

n > 2b , com pêso mTnimo pelo menos U (|ue corrige todos os peda 

ços de comprimento menor ou igual a b e

[1 ^r,+|-2=2b-)  ̂ j

r^+r2=W-1 (51)

onde 0 á r̂  < b - 1

I(q, n; b, r^)

(q-1)*' 2 il'1) (n - b - i + 1) ; r2 § 2 
i=r2 '2-̂

[ 1 + X ]
(m, r)

r < 0

r = 0

m

Demonstração:

A existência de um tal código serã mostrada construindouma 

(n - k) X n matriz de verificação de paridade apropriada.

Escolher uma (n - k)-upla não nula como a primeira colu
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na da matriz de verificaçao de paridade H.

Para adicionar apropriadamente colunas subsequentes a H 

vamos supor que temos escolhido j - 1 colunas h ^ ; h 2 ; .

Ainda que adicionando a j-ésima devemos assegurar dois pontos:

(i) que quaisquer W - 1 colunas serão linearmente independentes

(ii) que hj não será uma combinação linear das b - 1 colunas pre^ 

cedentes junto com quaisquer b colunas consecutivas das pr^ 

meiras j - b colunas.

Em outras palavras:

hj (a.^ h.^ + a.2 ĥ .g + ... + ĥ .̂ _̂2) (52)

e

‘'j " (»̂ j-b+l hj.b+l + ‘̂j-b+2 ^--b+2 ^ *̂ j-1 ^--1^ ^

+ ^‘̂t ^t ^t+1 '̂ t+1 + ••• + *̂ t+b-1 '^t+b-1^ (53)

0 _ B „
onde s sao quaisquer W - 2  colunas anteriores e h^s sao 

quaisquer b colunas consecutivas entre , hg > ... , ^j-b • 

hã q - 1  coeficientes não nulos, portanto, 0 número de maneiras 

em que os coeficientes a. s podem ser escolhidos é

(j-1 , W-2)
C 1 + (q - 1) ] - 1 (54)

Todas as possTveis combinações de H - 2 colunas ou menos 

são incluTdas em (54) portanto os coeficientes bis e c!s serão
J ^

escolhidos de tal modo que pelo menos U - 1 tomados ao mesmo tem 

po são não nulos.

Para fazer isto, escolhemos um número de bis e um nú
I  ̂ J

mero de c^s tais que ^ ^2 ^ M - 1 . (Os maiores valores
que Tj e podem alcançar são b - 1  e b , respectivamente.)

Agora, o número r- de bis pode ser escolhido em
■ J

(^■’) (q - 1)*̂ ' (5 5 )

maneiras. Para escolher o número de c^s e equivalente avali^

ar 0 número de pedaços decomprimento menor ou igual a b com pêso 

em um vetor de comprimento j - b . Este pode ser dado em
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I ( q . j ; b , ) (56)

maneiras, onde I(q, j; b, r2 ) denota a expressão dada no enunci^

do do Teorema. De (54) , (55) e (56) , o número total de combinações

lineares para as quais h. não pode ser igual e
ü

(j-1,W-2) r^^r2=2b-1
[1 +(q-D] - 1 + 21 [(^'')(q-1) I(q,j;b,rJ]

r,,,r2: 1̂
r^+r2=W-1 (57)

0 pior caso concebTvel seria o de que, cada escolha doscoe 

ficientes a-s , b!s e c.s forneça uma soma distinta.
1 J  X

Portanto, uma coluna h- pode ser adicionada a H com a
n Ic _

condição de que o conjunto total de q “ - 1 (n - k)-uplas nao n£

Ias não e esgotado por todas essas combinações lineares, isto e a 

j-ésima coluna pode ser sempre adicionada se

P  1 „X r.+rp=2b-1

q""*"- 1 > [1 +(q-1)] - 1 + E [(^■^)(q-1)’̂  ̂ Kq,j;b,r2)]
T r "2 = 1

r^+r2=W-1 (58)

Mas para um codigo [n,k] existir, a inequação (58) sera vã 

lida para j = n e assim obteremos (51) .
□

OBSERVAÇAO:

0 resultado obtido acima tem sido provado para W ^ 2b .

Para W > 2b , o peso mTnimo do cõdigo torna-se pelo menos 

2b + 1 e então o cõdigo é capaz de corrigir todos os erros 

de piso menor ou igual a b cobrindo em particular a coj^ 

reção de todos os pedaços de comprimento menor ou igual a 

b .

0 termo envolvendo o somatõrio sobre e T 2 em (57) de 

saparece reduzindo o limite obtido em (51) ao limite de 

Varsharmov-Gi 1 b e r t .

Se não levarmos em consideração o pêso imposto sobre o cõ

digo, isto e, se W = 1 , então, o somatõrio na inequação

Corolário 3.3.2
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(51) se divide no produto de dois termos separados dando

b-1
z (?-') (q - l)’"' 

r^=0 *̂1

b-1

b b-1
2 I(q.j;b,rJ = q [(q-1)(n-2b+1) + 1]

>•2 = 0 '

Além disso, no lugar da expressão (54) obtemos - 1 

Então, 0 limite toma a forma

q t i -k  ^ q2(b-1) [-(q.i)(ri-2b+1)+ 1]

que é um resultado dado no Teorema 2.1.5 fazendo b V
Exemplo 3.3.1

Consideremos o código linear binário [8,2] construi do coji 

forme Teorema 3.3.1 tomando W = 5 e b = 3 , cuja matriz 

de verificação de p a r i d a d e é

10000010 

01000001 

00100001 

00010010 

00001011

000001 1 1

0 pêso mínimo do código é 5 e as sindromes dos vetores 

que são pedaços de comprimento menor ou igual a 3 são todas 

diferentes.
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3.4 - CÓDIGOS CORRETORES DE PEDAÇOS DE ERRO E ERROS ALEATÓRIOS

Vamos Impor a um cõdigo corretor de pedaço de erro a condi^ 

ção de corrigir erro aleatõrio, e deduziremos no Teorema seguinte, 

um limite superior sobre o número suficiente de dTgitos de verifi

cação que asseguram a existência de um tal cõdigo que corrige todos 

os erros aleatõrios de pêso menor ou igual a m e  todos os pedaços 

de comprimento menor ou igual a b .

Teorema 3.4.1

Dados dois inteiros positivos m e b tais que m < b ,uma 

condição suficiente para que exista um cõdigo linear [n,k], n > 2b, 

que corrige todas as combinações de pêso menor ou igual a m e t£ 

dos os pedaços de comprimento menor ou igual a b e

t -1 o -.N r,+r,;,=b+m-1 
n-k , . (n-1,2m-1) 1 2

q" > [1 +(q-D] + E [ K(q,n;b,r^) (""b (q-1)'"^ ] +
r^,r2: ' ’2

r^+r2=2m

■b-1 K 1 i
2 í”:') (q-1)

L i=m (59)

onde O á r ^ á b j O á r ^ á m - l  ,

K(q, n; b, r) =

(q-1)" , r 0 , 1

L(q-1)
i-2

s (!“p) (n-i) , r à 2
i =r

q^"^ C (q-1) (n - 2b + 1)+ 1 ] - 1 , se m = 0

L(q, n; b, m) =

(q-1)' Z (n-b-i+1) Z (̂ ;;̂ )(q-1)'̂  ,
i=m+1 j=m-1

se m 0
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Demonstração:

Como anteriormente, tendo escolhido j - 1  colunas ,

h 2 » __ ’ 1 matriz de verificação de paridade H , a j-esima

coluna h. pode ser adicionada se ela cumpre três exigências po^
J

tas abaixo.

Como uma primeira exigência, visto que o cõdigo e para cor 

rigir todas as combinações de pêso menor ou igual a ra , a coluna 

h. para ser adicionada devera ser tal que, não e uma combinação 

linear de quaisquer 2m - 1 colunas anteriores ou menos. Quaisqua’ 

2m - 1 colunas ou menos fora das j - 1  colunas podem ser escolhj^ 

das em

[ 1 + (q - 1) 1 (60)

manei r a s .

Em seguida, desde que, o codigo com vetores de erro de pe 

so menor ou igual a m exigido para corrigir simul taneamente todos 

os erros que são pedaços de comprimento menor ou igual a b ,a sTn 

drome de qualquer vetor de erro de pêso menor ou igual a m não 

será igual a de qualquer vetor de erro que e um pedaço de compri

mento menor ou igual a b .

A inequação (61) abaixo, assegura que a sTndrome de qual

quer vetor de erro de pêso menor ou igual a m não e igual a de 

qualquer vetor de erro que e um pedaço .de comprimento menor ou 

igual a b fora das j componentes exceto quando o pedaço inclue 

a última componente, isto e, a j-esima e o vetor de pêso m corre 

to e escolhido das primeiras j - b - 1 componentes que e agora 

cuidado pela inequação (62) .

Assim, a segunda exigência sobre h. e que
ü

hj , (dj hj +

+ <‘’t, *'t, * '’t, '’t, ••• , ''t ,)' 1  2 2 m-1 m-1

+

(61)

^‘̂j-b+l '̂ j-b+1 S ‘-b+2 ^•-b+2 + ••• + ^j-i +

+ (d. h. + d. h. + ... + d. h. )
1̂ 1̂ ^2 ^2 ^m ^m (62)



84

onde as h's sao quaisquer b colunas consecutivas e h!s sãos u
quaisquer m - 1 colunas entre as , hg, ^'j-l ^

quaisquer m colunas entre as , h ^ ,  com todos os

dls não nulos. Visto que todas as combinações lineares de 2m - 1 

colunas ou menos são incluidos em (60) escolheremos coeficientes 

em (61) e (62) tais que os últimos 2m a^s e b^s tomados ao me^ 

mo tempo e os últimos m c.js são não nulos.

Com 0 fim de assim escolher a^s e r£ b^s tais que

+ P2 à 2m . (Os maiores valores que e T 2 podem atingir

são b e m - 1 , respectivamente.)

Agora, a^s que de um pedaço de comprimento menor ou

igual a b com peso num vetor de comprimento j - 1 , podem

ser escolhidos em

K (q , j ; b , r ^  (63)

maneiras (onde, K(q, j •, b, r-j) denota a expressão dada no enunci^ 

ado do Teorema) e r 2 b^s em

‘í ’ ’ ) (64)

^ I
maneiras. Alem disso, pelo menos m c.s podem ser escolhidos em

J

b-1 h 1 i 
I ('’:') (q - 1)

i=m  ̂ (65)

maneiras, enquanto o número de opções em que todos os d!s não n^ 

los podem ser escolhidos é

(66 )

Finalmente, a possibilidade da mesma sTndrome de quaisquer 

dois vetores de erro cada um dos quais e um pedaço de comprimento 

menor ou igual a b estã excluTda. Portanto, a terceira exigência 

força que

\  + ®k+t '’k+i + 'k+b-1 '’k+b-i* *

**’j-b+1 *'j-b+1 fj-b+2 "j-b+2 + ••• + fj-1 '’j-l' (67)

onde hĵ s são quaisquer b colunas consecutivas entre as h^,h 2 » 

..., . Tendo em vista as situações consideradas anteriormente.
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_ 0
e claro que pelo menos m f.s juntamente com pelo menos 

(m + 1 )

serão tornados não nulos. 0 número de maneiras em que pelo menos m 

f.s podem ser escolhidos jã foi dado na expressão (65).
J

Do mesmo modo, pelo menos ( m + 1 )  6|̂ s , que formam um ped^ 

ço de comprimento menor ou igual a b tendo pêso maior ou igual a 

m + 1  em um vetor de comprimento j - b , podem ser escolhidos em

L (q , j ; b , m) (68)

maneiras (onde, L(q, j ; b, m) denota a expressão dada no enuncia

do do Teorema).

De (60), (63), (64), (65), (66) e (67), o número total de 

combinações lineares é

- . r.+rp=b+m-1

C 1 +(q-1) 1 + £ [K(q.j;b.r2)(j'')(q-1) ] +

r^+r2=2m

+ (‘'•b (q-1)'l [('̂ ■̂ ■'') (q-1)"’ + L(q,j;b,m)]
'-i=m  ̂ J m (gg)

Logo, um vetor h. para todas as escolhas dos coeficientes
J

deve existir se

/ • I P  r.+r2=b+m-1

1 > [1 + (q-1)] 1 + j; [K(q, j; b, r2 )(J:b(q-1 ) ^] +

r^+r2=2m

b 1 *
+ r E (^:b (q-1)'l [('^■^’b  (q-1)"’ + L( q,j;b,m)]
M = m   ̂ (70)

Assim, um cõdigo [n,k] existira se a inequação (70) e sa
tisfeita para j = n e então obteremos (59).

□

OBSERVAÇÃO:

0 Teorema acima foi provado para m < b . Contudo, s e m ^ b 

a consideração de pedaço torna-se redundante e o segundo 

termo em (69), isto ê, o somatõrio em ® '*2 ® ^ expre^
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sao (65), isto é, 0 somatorio em i desaparecem.

Então, 0 limite obtido em (59) se reduz ao limite de Varshar^ 

mov-6i1be rt.

Corolário 3.4.2

Separando a condição correção de erro aleatório, i^ 

to é, pondo m = 0 , 0 somatório na inequação (59) se divi^ 

de no produto de dois termos separados a saber

2 K ( q , n ; b , r ^ )
ri=0

m-1
E

'2

 ̂ (n-1,-1)
[1 +(q-1)] = 0

Do mesmo modo, para m = 0

[ 1 + (q - 1 ) ^

b-1 K 1
E (q-1)
i =m

b-1

('^■^■^(q-l)"’ + L(q, n; b, m) = 1 + L(q, n: b, 0)

= q^'^ C(q-1)(n-2b+1)+ 1] .

Assim, como no Corolário 3.3.2 , o limite em (59) se reduz 

ao resultado dado no Teorema 2.1.5 , fazendo b = bg + 1

Exemplo 3.4.1

Consideremos um código linear binário [8,2] construTdo coji 

forme Teorema 3.4.1 , tornando m = 2 e b = 3 cuja m^ 

triz de verificação de paridade e

10000010 

01000011 

00100001 

00010010 

00001011 

00000101
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As sTndromes dos vetores de erro único, duplo e triplo ad 

jacentes são diferentes, portanto, este código pode corrj^ 

gir todos os erros aleatórios de pêso menor ou igual a 2 

e todos os pedaços de comprimento menor ou igual a 3, i£ 

to ê, corrige todos os erros únicos, duplos e triplos adj^ 

centes.



C O N C L U S Ã O

Os CÕdigos lineares podem ser usados para correção e detec 

ção de erros aleatórios e ou pedaços de erros.

Uma das vantagens destes cÓdigos é que podem ser implemeni 

tados facilmente.

Neste trabalho os cÓdigos lineares foram desenvolvidos a^ 

sociando um critério de pêso para o pedaço e sobre os códigos usa 

dos para correção de pedaços.

Esperamos com a utilização destes tipos de cÓdigos poder; 

mos economizar dTgitos de verificação e, consequentemente, incre^ 

mentar a taxa do código.
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