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R ESUMDO.

0 conceito de imprecisao introduzido por Kerridge
‘em 1961 é -uma generalizacao da entropia de Shannon para varia-
veis -aleatorias completas. Este conceito tem sido aplicado pa
ra problemas de¢ inferencia em estatistica.

No capitulo I, a imprecisao de Kerridge e suas gc
neralizagoes sao definidas e as suas propriedades sao citadas.

No capitulo II, o conceito das variaveis aleatori
as generalizadas e introduzido e imprecisoes sao definidas pa-
ra estas variaveis. A desigualdade de Shannon é generalizada -
para estas variaveis e condicoes sao determinadas sob as quais
a desigualdade ¢ verdadeira ou nao, para imprecisao de¢ Kerrid-
ge e lmprecisao de ordem 0. A caracteristica monotonica da im-
precisao de ordem o e estudada com relacao ao parametro a.

A medida de imprecisao é definida na forma geral
e algumas generalizagoes sao estudadas. Para distribuicdes po
téncia de probabilidade uma nova medida, dita beta -imprccisao,
€ introduzida.

‘ No capitulo III, que e o desenvolvimento original
deste trabalho, as imprecisoes de ordem 1 e arau B ¢ ordem a ¢
grau B sao introduzidas. A desigualdade de Shannon é generali-
zada para imprecisio de ordem a e grau B e condigoes sao deter
minadas sob as quais a desigualdade e verdadeira ou nao. Final
mente a monotonicidade da imprecisao em relacdo a o e 8 ¢ estu

dada e gama-imprecisao de ordem o e tipo B ¢ introduzida.



A.BSTRACT

The idea of inaccuracy, which 1s an generaliza-
tion of Shannon's entropy, was. introduced in 1961 by Kerrid-
ge for complete random variables. This concept has found ap-
plications for problems of statistical inference.

In chapter I, Kerridge's inaccuracy and its genc
ralizations are defined and the properties of these mcasures
are given.

In chapter II, the concept of the generalized
random variables is introduced and various 1naccuracies are
defined for these variables. Shannon's inequality 1is genera-
lized for these variables, and conditions are determined, un
der which the inequality 1s true or not, in the case of Ker-
ridge's inaccuracy; and the inaccuracy of order o is studied
with relation to the parameter a. The measure of inaccuracy
is defined 1n the general form and some generalizations arec
'studied. For power distributions, gama-inaccuracy is introdu
ced.

In chapter III, which is the original work of
this dissertation, the inaccuracies of order 1 and type $ and
order a and type B are introduced. Shannon's inequality is
generalized for inaccuracy of order a and type B, and condi-
tions are determined under which this inequality is true or
not. The monotonicity of inaccuracy with relation to o and B
is studied, and gama-inaccuracy of order a and type B is in-

troduced.
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CAPITULO I - RESULTADOS PRELIMINARES

1.1. - Introducao:

A Teoria da Informacao, localizada como uma das mais recentes
areas de estudo da matematica, por suas aplicagoes, tem sido objeto de
varios trabalhos nos mais conceituados centros de pesquisa em todo o
mundo. Consiste esta teoria, basicamente , no estudo da transmissao de
informacao entre uma fonte e um receptor estabelecendo parametros ou
medidas para que esta transmissao seja possivel.

Shannon [16] apresenta o csquema abaixo que mostra claramente

o problema:

Fonte de

- ®ICodificador Canal Decodificadon
Informagao

A

Ruido Receptor

(figura 1)

Fonte de Informacao: E onde se origina ou se produzem as mensagens a
serem transmitidas. Pode ser uma pessoa ou uma ma

quina. Na comunicacao telefonica, por exemplo, a fonte é uma pessoa.
As informacoes geradas por uma fonte sao geralmente repre-

sentadas por uma variavel aleatoria X, discreta ou continua.

Codificador: Transforma a linguagem da fonte para a linguagem do canal

sem alterar o conteudo da mensagem.

Decodificador: Decifra a mensagem transmitida em linguagem inteligivel
ao receptor,
Receptor: Destino da mensagem. Representado usualmente por uma varia -

vel aleatoria Y, discreta ou continua.



Ruido: Dificuldades ou perturbacoes que podem acontecer no decorrer da

transmissao da mensagem pelo canal.

Ao discutir sobre a natureza estatistica da comunicacao de
mensagens Shannon [16] considerou um modelo de sistema de comunicacgao
como o que aparece na figura 1 anterior. E interessante observar que
a Teoria da Informagao procura construir um modelo matematico para ca-
da bloco da citada figura. Desta forma, em tais modelos, fontes, codi-
ficador, canal, decodificador e receptor devem ser estatisticamente de
finidos. Isto nos leva a afirmar que os sistemas de comunicagao que es
tudamos sao de natureza estatistica e que, portanto, seus comportamen-
tos nao podem ser descritos de forma deterministica. Por exemplo, ao
estudarmos uma fonte nao estamos interessados em uma fonte particular
que emite informacoes perfeitamente determinadas. Nos interessa e que
a mesma emita uma sequencia de simbolos ao acaso, baseados em alguma -
estatistica.

Um dos resultados principais da Teoria de Informacao € que
e possivel transmitir informagoes por um canal com ruidos, em qualquer
velocidade menor que a capacidade do canal, com uma pequena e arbitrari
a "probabilidade de erro'. Simbolicamente: Se R e a velocidade de

transmissao da informagao e C € a capacidade do canal, entao:

Se R<C, pode-se transmitir a informacao com pequena probabilidade de
erro, em qualquer canal ruidoso. Este resultado € conhecido como teore
ma fundamental da Teoria da Informacao. A primeira demonstracao deste
teorema devemos a Shannon [16) Para tanto,ele introduziu uma medida de

incerteza (denominada entropia de Shannon) que é definida a seguir.

1.2. - Entropia de Shannon

n
Seja Fn = {P=(p1,p2,.,.pn); pk>0, k§1 pk=l}, n»2 o con-

junto das distribuigoes de probabilidades completas.

Seja X=(x1,x2,...,xn) uma variavel aleatoria discreta com
distribuicao de probabilidade P pertencente a Fn'

A medida de incerteza introduzida por Shannon [16] denomina

da entropia de Shannon, & dada por:

(s}

H(X) = Hn(P) = - pklogpk; PET“.

k=1



Observacoes: 1. Usaremos por convengao que 0log0=0.
2. Caso ndo seja especificado o logaritmo sera usado com
base dois.,

3. No decorrer deste trabalho L denotara quando n ¢

1

[ g =)

- . k
k sao bem entendidos.

Esta medida tem muitas aplicacoes e foi generalizada por va
rios pesquisadores [1] e [7].

Na literatura da Teoria de Informacao existem varias carac-
terizagoes da entropia usando equagoes funcionais e aplicando algumas

propriedades que sao essenciais do ponto de vista desta teoria. Cita-

mos abaixo algumas propriedades importantes:

P.~- Simetria:

1
Hn(pl,pz,...,pn) = Hn(pk(l)’pk(Z)"'"pk(n))’ para todo
(pl,pz,...,pn)EFn, onde k & uma permutacao arbitraria de {1,2,...,n}.

0 sentido intuitivo de simetria e que a quantidade de infor

magao e invariante sob a troca de ordem dos eventos.
P2 - Normalidade:
H2(1/2;1/2) = 1.

Esta propriedade estabelece que em um experimento com duas

consequencias equiprovaveis, temos uma unidade de informacdo (1 bit).

P3 - Decisividade:

H2(1;0) = HZ(O;I) = 0.

Esta propriedade estabelece que nao ha incerteza em um expe
rimento com duas consequencias, uma de probabilidade 1 e outra de pro-

babilidade zero.
P4 - Expansividade
Hn(pl’pZ"'°’pn) = H

n+1(p1’p2D°"’pn’0)



A interpretacao dessa propriedade € que a adicao de conse -

quencias de probabilidade zero nao muda a incerteza do experimento.

P5 - Aditividade forte:

)=

Hon PLapps e oPydys PodpyaeeesPydy i iod 1hee b d

Hm(Pl,-o-,Pm) + ZPan(qM,.--qkn), para todo

(pl,...,pm)ETm, (qk],...qkn)efn.

P6 - Aditividade:

B (Pydys e sPyQpsev e3P Qyseeesp 4 ) =

Hm(Pl,—--,Pm) + Hn(ql""’qn)’ para todo

(pl"'"pm)EIm e (ql,...,qn)efn.

P7 - Recursividade:

Hn(Pl,---,Pn) = Hn_l(P1+P2, P3, Pa,---,Pn) +
(py+p,) Hy(py /P +p,y5p, /P +p,), para todo
>
(pl,...,pn)afn e para p,+p,>0.

P, - Maximalidade:

8

£ . e oo sf T
Hn(pl,...,pn) < Hn(l/n, ,1/n) para todo (pl’ ,pn)efn

Esta propriedade estabelece que a entropia, como uma medida
de incerteza, e maxima quando todos os eventos admissiveis tem probabi

lidades iguais.

P9 — Sub-aditividade:

Hmn(pll’pIZ"."pln; p21)p22"'"pzn;"‘;pml)pmzy""pmn)<



6.
Hm(Zplk’ZPZK"'"mek)+Hn(ij1’ij2"'"ijn)’ para todo

(p11’912""’pmn)€lmn'

0 significado intuitivo desta propriedade e que a informa -
cao esperada de dois experimentos (nao necessariamente independentes)
nao é maior que a soma das informacoes esperadas dos experimentos indi

viduals.,

Pio - Nao-negatividade:

Hn(pl,...,pn)>0, para todo (pl,-..,pn)ern. Com a igualdade

se pi=1 para algum 1e pj=0: j=1’2,"'9n9 j#i)

P11 - Continuidade:

H (pl,...,p ) é uma funcao continua de suas variaveis.
nt n

P12 - Monotonicidade:

H (1/n,...,1/n) & uma funcao monotona crescente de n.
n

P13 - Integrabilidade a Lebesgue:

H7(p;14p) ¢ Lebesgue integravel em [0,1]

P14 - Mensurabilidade:

Hz(p,l—p) € uma funcao mensuravel de pe[O,l].

1.3. - Medidas de Imprecisao.

Vamos supor que um certo experimento assuma probabilidades
dos possiveis resultados de um certo experimento dado. As falhas ou tmpreci
goes a que este experimento pode estar sujeito devem considerar as possibi-
lidades de nao sc ter informacgoes suficientes, sendo portanto de cnunciado

vago, ou ter alguma informacao incorreta. Devemos lembrar que isto ¢ o que



ocorre também na pratica, pols as pesquisas estatisticas sao raramente
conhecidas com perfeita exatidao.

Todo calculo estatistico e problemas inferidos estao relaci
onados com a elaboracgao de reSultadog que podem ser incorretos em qual
quer um ou em ambos os aspectos acima citados.

A teoria de informagao em [16] fornece uma teoria geral de
incerteza que nos possibilita lidar com o aspecto vago de imprecisao.
A utilidade da imprecisao nos problemas estatisticos tem sido mostrada
por varios autores [6]. Contudo,a teoria de informacao desenvolvida -
por Shannon [16] nao trabalha com imprecisao no sentido mais geral.
Com o intuito de remover esta limitacao e mostrar sua utilidade em um
sentido mais amplo,Kerridge [5] introduziu a idéia de imprecisio que é

definida a seguir:

Definigao 1.1. - Sejam P,Qan. Consideremos que a distribuigao P de
um certo experimento esta condicionada a ocorrencia da distribuigao Q.

Entao, a imprecisao de Kerridge, € definida como:

Hn(P//Q) = - Zpklog q (1)
Observacoes: 1. - Usaremos por convencao que, se qk=0, 0 corresponden-
te pk=0.
2. - E facil ver que quando P = Q, (1) reduz-se para
Hn(P) = - Zpklog p, que e a entropia de Shannon.

Considerando que a medida de imprecisao € uma generalizacao
da entropia de Shannon, varias propriedades sao comuns para as duas me

didas. Abaixo listamos as propriedades da imprecisao de Kerridge.

P - Nao-negatividade:

Hn(P//Q) 20, para P,Qan.

Com a igualdade se e somente se, P =9 = 1 para algum k
e pk=qk=0, para todos os outros distintos k. Isto significa que a - im-
precisao zero implica em um resultado correto, obtido com certeza abso

luta.

P2 - Expansibilidade:

Hn+1(p1,...,pn,O//ql,...,qn,O)=Hn(P//Q), para P,Qan.



P3 — Simetria:

B Py Py ey %) =
H(pl,...,pn//ql,...,qn), para P,Qan, com {k(1),...,k(n)}

permutacao arbitraria de {1,2,...,n}.

P4 - Recursividade:

Hn(pl""9pn//q1"")qn) =

H 1 (Py+PysPgse-esp //Q1%255d5,500059,)  +

(py+p )0, (py /P +Py 5P, /P *P,/ /4, /4 %4549,/ +q,) , para P,Qel ,

com n=3,4,... e p1+p2>0 e q1+q2>0.

P5 — Aditividade:

Hmn(plql""’plqn;"';pmql""’pmqn//rlsl""’rlsn;"';

Hm(pl,...,pm//rl,...,rm) + Hn(ql""’qn//sl""’Sn)’ para

P> qj’ o, sj >0, i=1,2,...,n; j=1,2,...,m e Zpi=1, qu=1, Zri=1

e Is.=1.

P6 ~ Aditividade forte:

Hmn(pll""’pnm//qll""’qnm)

Hm(pl,.--,pm//ql,...,qm) + szHn(pyj/pj""’pnj/pj//

A9y eeyq . /q.),
13 93 903’9

= = > = > = .= .=
para Ezpij 1, pj Zpij 0, qj Zqij 0, quij lei=l,...n e j=1,...,m.



P7 - Continuidade:

Hn(pl,...,pn//ql,...,qﬁ) ¢ uma funcao continua para 2n vari
aveis.

P8 - Monotonicidade:

Quando n-alternativas igualmente provaveis sao estabeleci-

das, a imprecisao é uma funcao monotonicamente crescente de n, isto e;

Hn(l/n,...,1/n//1/n,...,1/n) e uma funcao monotonicamente -

crescente de n.

A imprecisao de uma proposicao e inalterada se duas alterna
tivas, sobre as quais a mesma afirmacaoc e feita, sao combinadas. Por

exemplo:

Hy(pysPysPy//d1,0954,) = Hz(pl,p2+p3//q1.q2>

A funcao que satisfaz somente as propriedades P&’ P7, P8 e
Py e dada por:
H(P//Q) = - k L pkloquk, onde k € uma constante arbitrari

k a e D>1,.

Pio -

Uma -imprecisao assume um valor infinito se qk=0 e pk¥0, para
algum k. O significado disto € claro se considerarmos a aplicacao quando qy
é uma estimativa de probabilidade de que a hipotese é verdadeira. Se qk=0
esta enunciado incorretamente, isto pode conduzir a uma teoria sempre verda
deira a qual, por nao ser de interesse, sera permanentemente descartada. O

enunciado implica em que a verdade e considerada como infinitamente avalia-

vel.

Observacoes: 1. As afirmacoes dadas por Kerridge s3o intuitivamente corre-

tas.
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2. Em conformidade com a teoria da informacao tomamos k=1.
(h=2).

3. Escrevemos Hn(P//Q) como:
Hn(P//Q)= -ZIp log Py " Zpklog qk/pk.

Nesta equacao, o primeiro termo do lado direito representa
a Incerteza e o segundo termo a imprecisao de erro. Esta interpretacdo
e baseada no fato de que o termo erro desaparece quando P =Yy para
todo k ¢ todo a4 positivo,

Existe uma interessante dualidade entre a informacao e a en
tropia (ou incerteza) na teoria da informacao. Isto esta relacionado -
ao fato de que uma medida de incerteza de uma situacao e a quantidade
de informacao a qual deve ser obtida anteriormente.

De modo semelhante a imprecisao pode ser relacionada para u

ma quantidade de informacoes ausentes.

1.4. - Generalizacoes da imprecisao de Kerridge.

Definigao 1.2. - Sejam P,QEF“. Entao a imprecisao nao aditiva de grau

B (0<B#1) e definida como:

8 Y = -1 . .
Hn(l//Q) = AB(Zpqu -1); O0<B#1, (2)
=B 1 .
onde A, = (2 "-1) ',sendo B um parametro.

B

B B ~ 8
n(P//P) = Hn(P) = AB(Zpk-l)

que € a entropia de grau RB.

Observagoes: 1. - Quando P=Q temos que H

2. - lim #2(p//Q) = H_(2//Q)
gr1 D n
Definigao 1.3. -~ Sejam P,QEFn. Entao a medida aditiva de imprecisao

de ordem o (a#1) & definida como:

Hn,a(P//Q) = (1—a)-llog Zpqu_l, para 0<a#l, onde ot e um

parametro. (3)



Observacoes: 1. - Quando P=Q temos que Hn OL(P//Q)=(1—0L)—1log Zpt, a
H
qual é a entropia de ordem g.

2. - 1Lm Hn,a(P//Q) = Hn(P//Q)-
a1
3. - Existe a seguinte relacao entre (2) e (3):

H(//Q) = @ (tmwH ((B/Q) )y A O<afl.

As seguintes propriedades sao validas para HB(P//Q) e
Hn’u(P//Q):
P, - Nao-negatividade:
Hﬁ(P//Q) e Hn;x(P//Q) ambas sao nao negativas. A igualdade

ocorre se e somente se pk=1 e q.=le

os demais sao zeros.

Py - Expansibilidade (ou zero-indiferente):

Hn+1,a(P1:P2s---,Pn,o//quqz,-~':qn,0) =

Hn,u(pl’""pn//ql""’qn) e

B

Hn+l

(plypzr"'spnso//q19q2’°°"qn)0) =

B
B s /Ay e

P3 - Simetria:

8 . .
Hn a(P//Q) e Hn(P//Q) ficam inalterados se os elementos
bl
de.P.e Q:-sao rearranjos na mesma forma tal que a correspondéncia um a

um entre eles nao e alterada.

P4 - Recursividade:

B
HECP//Q) = HE (0 #9,00yseeesp /10 %0 e e0q )

(p1+p2)(q1+q2)H§(p1/p1+p2’pz/P1+p2//

q4;/4y+45,4,/9,%4,),  para



©

P,Qgrn p1+p2>0, ql+q2>0.
P5 - Aditividade:
Hm,n,a(plrl""Plrm;"';pnrl’""pnrm;qlsl"'"qlsm""qnsm)z

Hn,u(Pl"'"pn//ql""’qn) + Hm,a(rl,...,rm//sl,...,sm);

para P=(p1,...,pn), Q=(q1,...,qn)€Fn e S=(Sl”"’sm)’ R=(ri,...,rm)€Fm.

P6 - Nao-aditividade:
HB (p,,r . p,r ee.,p. T ceey,p . [/
m,n P1°°11°° "Y1 ml’ >n" 1n’ ’“n mn

%11 ""qlsml""’qnsln"'"qnsmn) -

B-1.R .
: Hm(rli""’rmi//sli""’smi)’ para

Hf(p//q) + %p.q

P=(p1,...,pn), Q=(q1,...,qn)el‘n e R=(r1i,...,rmi), S=(sli,...,smi)el‘m

e para algum i=1,2,...,n.

P7 -~ Continuidade:
HS e Hn o sao funcoes continuas em suas variaveis.

As seguintes generalizacoes de (2) e (3) foram dadas por
Rathie h .

Definicao 1l.4. - Hn(pl""pn;Bl”"’Bn//ql""’qn) = (4)

- ZPEklOg qk/Zpk; P,QEFn e Bl""’Bn $30 n-parametros.
Caso particular:
Para Bl=82=...=8n=1, (4) reduz-se para (1).
Definicao 1.5, - Para P,QEFn, 0<a#l,

..,Bn//Q>=<a_1)"11og £ phk O“1/zp{fk. (5)

H (P;B K Gy

n,o 1’°



Caso particular:

Para Bl=62=..£=8n=1, (5) reduz-se para (3).

Sharma e Gupta [ﬂﬂ introduziram a imprecisao de ordem | e

grau B e de ordem o e grau B respectivamente, da seguinte maneira:

H:(P//Q;l,B) AB(Z(B_l)Zpklog 9k _ 1), 0<Bil e

R-1/a-1

H(P//Q30,8) = a,[(p a0 - 1], 0<ofl e 0<Bhl;

gL Py

onde 0,B sao parametros e P,QeTn.

Observacoes: 1. - lim H:(P//Q;G,B) = Hn a(P//Q)'
g1 ’

B

2. - Quando a=B#1, H:(P//Q;G,B) = Hn

(r//Q).
3. - lim lim H*(p//Q;a,B) = H (P//Q).
o1 g1 " n

No proximo capitulo estudaremos estas medidas de imprecisao

para variaveis aleatorias generalizadas.



CAPITULO TT - ALGUMAS GENERALIZAGOES DE IMPRECISAO PARA

VARTAVEIS ALEATORIAS GENERALIZADAS.

2.1. - Introducao:

Neste capitulo apresentaremos algumas medidas de imprecisio
para variaveils aleatorias generalizadas.

Existem situacoes onde alguns eventos nao sao observaveis
ou sao perdidos. Usando este conceito Renyi ﬁ3j introduziu o concelito
das variaveis aleatorias incompletas e generalizadas. Se alguns even-
tos, em certas situagdes, nao sao observaveis, entao a variavel aleato
ria resultante, se finita e discreta, sera incompleta no sentido  quc
tera menos valores que anteriormente (tal variavel aleatoria poderia
ser assumida teoricamente), e portanto, a soma das probabilidades as-

sociadas sera estritamente menor que 1. Uma variavel aleatoria que ¢

completa ou incompleta € chamada uma variavel aleatoria generalizada.

Seja X = (xl,...,xn) uma variavel aleatoria generalizada
com distribuicao de probabilidade P = (pl,...,pn); pkzO e kaﬁl.

A equacao
wl(P) = Zpk , (2.1)

¢ denominada peso de P ou distribuicao de X. Claramente, para uma dada
distribuicao generalizada P se tem que wl(P)<1.

Se wl(P)=1 a variavel aleatoria X é dita variavel aleatoria
completa e sua correspondente distribuicao denominada distribuicao de

probabilidade completa.

Sejam: An={P:P=(p1,...,pn); pk>0 e Zpksl}, nyl, e

*
An={P:P=(p1,...,pn); pk>0 e Zpk=1}, n>l.

Obviamente AE:An’ n=1,2,... . Denotando por (X) a distribui
¢ao generalizada com elementos x, O0<xgl, claramente Ai consiste em a
penas um c¢lemento. Mais precisamente temos a distribuicao singular com
pleta (1).

A seguir apresentaremos algumas definigoes que precisaremos

para o desenvolvimento deste capitulo.



Sejam, para np2, P=(P1aP2a---,Pn) € Q=(q1)q2""qn)€An‘

Definicao 2.1. - P e Q sao ditas equivalentes, anotamos '"PQ", se
os elementos de P sao permutagoes dos elementos de Q.

Observemos que PAP; se PWQ entao QWP e que se PAQ e QWR cn
tao PAR, onde R=(r1,r2,...,rn)eAn, n»2. Desta forma "\'" ¢ uma rela -
cao de equivalencia sobre A, e assim 8, pode ser decomposto em  clas

ses de equivalencia disjuntas.

. Se E(P)= {Q:PWQ} e E*(P)={Q:w1(P)=w1(Q)}, entdo
E(P)CE (P) porque se PAQ entao WI(P)=W1(Q), mas a reciproca nao e
verdadeira.

Por exemplo: Se P=(1/3,1/2,1/6) e Q=(1/6,1/3,1/2), entao
wl(P)=1=W1(Q), com P\Q. Agora, se P=(1/3,1/3,1/6) e Q=(1/2,1/6,1/6)
entao Wl(P)=5/6=w1(Q), embora PHQ.

Definicao 2.2 - P é dita dominada por Q, anotemos '"P<<Q", se ecxiste uma

permutacao k (1), k(2),...,k(n) de 1,2,...,n tal que pjsqk(j)’ j=1,...,n.

E obvio que se P<<Q entao wl(P)Swl(Q), mas a reciproca nao
é valida. Observemos tambem que P<<P, P<<Q nao implica em Q<<P, e quec
se P<<Q e Q<<R entao P<<R, sendo portanto An parcialmente ordenado por

"<<"  para n=2,3,...

Analisemos os exemplos:

(a) Se P=(1/6,1/4,1/8) e Q=(1/5,1/3,1/7), como 1/6<1/5,

1/4<1/3 e 1/8<1/7, segue que P<<Q e tambem que Wl(P)= 112A<71/105=WI(Q).

(b) Se P=(1/4,1/2) e Q=(5/12,5/12); como 1/4<5/12 mas
1/2>5/12 entao P<£Q (nem Q<<P), porém wl(P)=3/4<10/12=w1(Q); isto e,

existem distribuigoes que nao sao dominadas uma pela outra.

Sejam G(P)={ Q:P<<Q} e G*(P)={Q:W1(P)€W1(Q)}, claramente:

(1) G(P)c:G*(P), pois se P<<Q entao wl(P)swl(Q);

(11) E*(P)C:G*(P), pois se, QeE*(P) entao wl(Q)=w1(P) e
dai wl(Q)swl(P) de onde QeG*(P);
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(I11) E*(P)ch(P); por exemplo: Se P=(1/2,1/3) e

0=(1/3,1/2), entao QeE*(P) (tambem a E(P)), mas
Q¢G(P), pois P9<Q (também Q<£P).

Definicao 2.3. - P é dita r-dominada por Q, anotemos "PEQ", se para

qualquer real r>0, Mr(P)SMr(Q), onde Mr(P)=Zp£.

A medida Mr(P) ¢ chamada r-ésima soma ordenada dos elemen
tos de P.
Claramente se P\ entao M (P)-M (Q), mas a reciproca nao

e valida. Tambeém se P<<Q entao PaQ e a reciproca nao e valida.

Observacoes: (a) Se PWQ, entao os elementos de P e Q sao os mesmos,
porém, possivelmente permutados. Desta forma Zpi:Zqi, ou seja,
M_(P)=M (Q).

Observemos porem que, se P=(1/3,1/4), Q=(/5/12,/5/6) e r=2,
entdo: M_(P)=t, (P)=(1/3)°+(1/4)2=25/144=(/5/12)*+(/5/6) %210, (), mas
P1Q.

(b) Se P<<Q, entao pk<qk para cada k=1,2,...,n, assim
ka<qu, ou seja, P“Q Agora se, por exemplo: P=(1/3,1/4) e Q=(1/2,1/3)
entao Ml(P)-7/12<)/6—M1(Q) e PGQ embora P¥<Q.

Consideremos que PAQ designe Mr(P)=Mr(Q)' Vemos entao que
qualquer que seja r, PLp, se PEQ entao Q£P e se P&Q eQ&R entao PAR ,
ou seja, "X ¢ uma relacao de equivalencia sobre An e dai An pode ser

decomposto em classes de equivalencia disjuntas.

Se Er(P)={Q:P{Q}, E:(P):{Q:PEQ}, entao Er(P)c:EZ(P),
pois se QgEr(P) entao Zpi:Zqi e dai Mr(P)sMr(Q) de onde QEEr(P).

Por outro lado notemos que se P\ entao PkQ mas a recipro
ca nao e valida. ' B

Por exemplo: Se P={/6,1/3,1/2) e Q=(1/3,1/3,1/3), temos
que Ml(P)=1/6+1/3+1/2=1=1/3+1/3+1/3=M1(Q), ou seja, P&Q, mas PXQ.

Vale a pena observar ainda que para dois distintosvalores

de r, r; er,, nao é necessario que E_ (P) e E (P) sejam distin-
2

1
tos.



Por exemplo: Se P=(1/6,1/6,2/3) e Q=(1/14,2/7,9/14), entdo
Ml(P)=1/6+1/6+2/3=1=1/14+2/7+9/14=M1(Q) e dai QEEl(P). Mas, por ou-
tro lado, M, (P)=(1/6)%+(1/6)24(2/3)21/22(1/16) %2/ 1) %4 (9/14) =
MZ(Q) e tambem que QEEZ(P). Assim El(P) e EZ(P) nao sao disjuntos.

Este exemplo mostra tambem que se definirmos dr(P,Q) =
IMr(P)—Mr(Q)l entao (An,dn) n»2 sao pseudo-métricas.
Observemos que:
(1) d_(P,Q30;
(i) d_(P,Q)=|M_(P)-4_(Q)|=[M_(@)-u_(»)]=

dr(Q,P); e
(iii) d_(P,Q)+d_(Q,R)=|M_(P)-M_(Q)| +

M (- _(R)| > [[M_(P)-M (] +
M_(Q) - Mr(R)]l = IMr(P) - Mr(R)]=
d_(P,R).

X

Porem dr(P,Q)=0 nao implica necessariamente em que P=Q,
pois dr(P,Q)=0 implica em Mr(P)=Mr(Q) e dal que P{Q. (Observemos P e

Q do exemplo anterior).

2.2. - Entropia e Imprecisao:

Apresentaremos agora a extensao do conceito de imprecisao
(definida no capitulo I) para distribuicoes de probabilidade genera-

lizadas.

Definigao 2.4. - Ha(p//q)= log 1/q, pel qul e a>0. (2.2)

1’

Definicao 2.5. - Imprecisdo de ordem a.

HOL(P//Q)=(1-0¢)"1 1og(zpkqﬁ"1/zpk), 0<a#l, Ped ,

QEAn e n=2,3,... . (2.3)

Definicao 2.6. HG(P//Q)= - Zpklog @k/ZPQ , =1, PeAn, QEAn

e n=2,3,... . ' (2.4)

Observacao: Nota-se claramente que Ha(p//q) independe do parametro Q.

17.



Definicao 2.7. - Ha(P) = Ha(p//p) = log 1/p, onde peAle a>0. (2.5)

Definicao 2.8. - Ha(P//P) = Ha(P)’ onde:

3y = —1 a -
Hu(r)—(l—q) Iog(Zpk/Zpk), 1£0>0, PeAn, n=2,3,...
(2.6)

Observacao: A medida Ha(P) e chamada entropia de Renyi b ].
Definicao 2.9. - Hl(P) = - Zpklog pk/Zpk, PEAn e n=2,3,... . (2.7)

Observacao: Hl(P) ¢ chamada entropia de Shannon.

Definicao 2.10. - Desigualdade de Jensen.

Seja f(x) uma funcao concavae continua definida em
[O,l]. Entao para quaisquer xl.xz,....xne[p,l] e gualquer que seja
o conjunto dos nﬁmerosxl.kz,...,Xn, reals e nao negativos tais que
=1, t St
Zkk emo
< X ).
Zkkf(xk) f(ZAk k)
Para funcoes convexas, temos:

Zkkf(xk) > f(ZAkxk).

Obviamente:

]

Se PVvQ entao Ha(P) Hu(Q), a>0, P,QeAn.

Se P%Q entao Ha(P)

* -
Se P,QgAn entao Zpk=1=2qk.
Se P%Q entao Ma(P)=Ma(Q) e dai sz=2qi. Portanto,

. o
Zpi/Zpk = Zqi/qu assim 1og(2pk/2pk)= 10g(2qt/2qk), de

-1 -
onde (1-a) log(Zpi/Zpk) = (1-0) 110g(2qi/2qk), e finalmente:

Ha(P) = Ha(Q).

. . _
Ha(Q)’ O<o#l e P,Q EAn, isto e;

18.



Um fato de conhecimento geral em Teoria da Informacao e

& *
que se PgA , QeA , n=1,2,... , entao:’
n n
HI(P) < HI(P//Q) (2.8)
Vemos que se pk<qk, k=1,2,...,n, entao para Ped e
QEAn, n=1,2,... , temos:
= - > - =
HI(P) Zpklog(pk)/zpk Zpklog(qk)/qu HI(P//Q), e

* -
portanto (2.8) nao vale. Contudo se PeG (Q) entao:
Wy (Q)Sw1 (P) =» quQ?pk = Epk/)?qkal .

Mas,
E(pk/qk) > Zpk/quZJ.

Desta forma: .

1ogZ(pk/qk)>0

Agora, sendo >0,

Py
p, 1ogZ(p, /q, )30 = log[Z(p, /q,)] k>0
k k' k7 ’ k" 7k

e dai, pela definigao 2.10,

Zpglog(pk/qk) > 1og[2(pk/qk)}pk?0

assim:
> -
Zpklogpk/qk,03=92pklog P Zpklog qkaO
portanto:
S - -
p, log p, > lp, log q =% - Ip log p < Zp, log q
entao:

Hl(P) RS Hl(P//Q).

Por outro lado a desigualdade:
HQ(P) < Ha(P//Q), PEAn, QeAn, n>»2 (2.9)

nem sempre €& valida. Arora [2] provou que (2.9) vale quando P\Q.



Exemplo: Se P=(1/2;1/3) e Q=(1/2;1/2) para o=2, temos que:
Ha(P) = log 30/13 > log 2 = Ha(P//Q), isto mostra que

* ~ - . - .
ainda que QEAn, como PEAn (2.9) nao e necessariamente valida.

Consideremos o problema de determinar condigoes sob
as quais (2.9) e valida. Para determinar estas condicoes definimos o

seguinte:

Definicao 2.11.- Desigualdade de H8lder [3].

/20X ¢ 1/ (1=2) 1=
Zakbk> (Zak ) (Zbk ) , onde a s bk>0 e \>1,
. 1-2 A
com a igualdade se, e somente se, para algum c, a = bkc, para
qualquer k=1,2,...,n. Para A<l a desigualdade se inverte.
L. - L, _ _oa-1

Na definigao (2.11) substituindo 3, =Py> by =q, e
A=1/a temos que:

. o-1 1/a (a-1)/a

Zppa, < [y (@] M (@] , o>1. (2.10)

para o<l, (2.10) se inverte.

) *
Assim, se PeE (Q) Zqﬁ g Zpg, para 1#a>0, usando-se
(2.10), temos que: '

(a) para o>1.

1/a (a-1) /o

Zpkqs_l < (Zpg) (qu) $Zpg, tomando-se log em

ambos os membros da desigualdade, vem:
- -1 a) .
1og(kaqk ) € log(Zp,); multiplicando-se por 1/1-a<0

vem que:

1/(1—a)log(Zpkqg—l) }1/(1—a)log(2pg), isto e, que
Ha(P) < H (P//Q)

(b) Para a<l:

a)l/a(zqz)(a—l)/a

a-1
Zp ) * ('Zpk

, como (0-1)/0<0, vem



que:

(0-1)/a a

)l/u(sz) = Zpk, dai a demonstracao

. -1 )
kaqg > (Zpk

segue analoga a anterior.

Observacao: Quando PCA:,QEAE ,a=1 (2.8) é a propria desigualdade de
Shannon, cuja importancia é bastante reconhecida.

A desigualdade (2.9) € uma generalizacao da desigualdade
de Shannon para distribuigoes generalizadas. A condigao PEE;(Q), onde

1#0>0 e necessaria mas nao e suficiente. Observemos o exemplo:

Se P=(1/2;1/2) e Q=(1/433/4) entao MZ(P)=8/16 e
M2(Q)=1O/16 e assim QEE;(P), mas Ha(P)= 1 bit e tambem H2(P)=1 bit.

Desta forma temos que, para um o fixo em (2.9)a igualdade pode valer

mesmo quando P#Q. Se, para os mesmos P e Q usarmos o=3/2, temos:

MB/Z(P) = 0,707 e M3/2(Q) = 0,7745, desta forma
%
QeEa(P) pois:
My p(B) < My,,(Q), mas H3/2(P) < Hy,, (P//Q).
2.3. - Caracteristica monotonica da Imprecisao de Ordem o.

Se pEA1 e qul, entao € obvio que Hu(p//q) e indepen

dente de «, isto e}

H (p//0) = (1-00 " 1og(pa™ 7 /p) = (1-0) 7! (1-a) log(1/q)

log(l/q).

Desta forma, a questao da discussao de caracteristica mono
tonica da imprecisao de ordem a com relacao a a nao pode acontecer quan
do as distribuicoes em consideracao sao distribuigoes generalizadas sim
ples.

Alem disso, se PsAn e QeAn, n>2, existe a possibilida

de de Ha(P//Q) ser independente de a. Por exemplo:

Para qualquer P, se Q=(w1(Q)/n,...,w1(Q)/n) temos que:

H,(B//Q) = (1-) " 1og(Zp, (N (@ /m)* H/2p,)

(1—a)—110g[(W1(Q)a.1/n)(ka/Zpk)]



N
I~

<1-a>‘110g<w1<q>/n>“‘1

(1-0) " (a-1) Log (W (@) /n)

- log (Wl(Q)/n)

log (n/wl(Q)), que é independente de a.

Agora, se usarmos a definicao 2.10, poderemos observar

que:

d
aa—(ua(P//Q)) £0 (2.11)

De fato:
1

d
—(H (P//Q)) =
do Qo (1-0)

a-1
z[log(Zpqu‘ /Zpk) +

(zp ap loglay ™))/ (zp a1,

desde que, pela definigao 2.10,

a—l)

a-1 1-a
A =(Zpqu log(qk ))/(Zpqu

1-0 Q- -
slog((Tp a, %2 ™H) / (Zp gt M)

<log((zp,) /2p, @™ 1)) = B,
temos que:

d 2
aa——(HOL(P//Q) = 1/(1-a)“(-B+A) < 0.

Observemos que:

ag(HG(P//Q) =0 se Q= (Wl(Q)/n,...,wl(Q)/n) ja que, nes

te caso, HG(P//Q) independe de o.

Pelo que acima mostramos, temos que Ha(P//Q) e uma fun-
cao monotonicamente decrescente de o.
Por conveniencia, admitamos que Q nao é uma distribuicao

retangular, isto é;

Q # (Wl(Q)/n,...,wl(Q)/n).
Entdo:

a,< o

(<o, = HO(B//Q) < H, (P//Q).

2 1



A seguir, analiscmos o seguinte problema:

=

possivel encontrar um numero real x>1, tal que:

Hul(P//Q)

Haz(P//Q)

1< < x, sendo 0<a, <q,<» (2.12)

1 72

O teorema que segue responde a questao para 1<a1<a2<w. A resposta ain

da nao € conhecida para o caso 0<u1<u2<1.

Teorema 1.4. - Se PeAn, QeAn, n=2,3,... e Q nao e uma distribuicao
retangular, entao:

H, (P//Q) -
L < L c 2, 1<a, <a, <o, (2.13)

HGZ(P//Q) o, -1

Demonstracao:

= = o QTS
Dados k_(pl,pz,...,pn) e Q (ql,qz,...,qn) e possivel

construir um numero infinito nao enumeravel de distribuicdes:

' m .m N
Rm—(rl(m),rz(m),...,rn(m)) onde rk(m)=(pqu)/(kpqu), m-0.
Notemos que:
W. (R )=Xr, (m)=(Zp qm)/(Zp qm)=1 e portanto que R CA*
1w’ Tk kK KTk ue Bty

Observemos que: m —
(Zp,q,/Zp, 9y )9y

Ha(Rm//Q) (l-a)-llog

m,. m
2p, 9 /TP, 9,

-1 -
(1-a) 1og(Zpkqi+m 1/Zp )

m
kK

a+m-1

L(p, 9y

/Zpk)

(l-a)_llog —
Z(pqu/Zpk)

-1 (1-0-m)
(1-0~m)

o+m-1

(1-a) 1og(Zpqu

/Zpk) -

(l-a)—l(m/m)log (Zpkq:/Zpk)



(1-c-m) m .
= -2 H (P//1Q) + H (P//Q) (2.14)
(1-q) & (1-a) ™1
Desde que Ha(Rm//Q) >0, segue, para 1l<g<o ¢ m>0
que:
1-ot-m m
T_;_ HCi.+m(P//Q) + (1) Hm+1(P//Q) >0
m 1-0-m
Ii;-ﬂm+1(P//Q) > - —I:;—-Ha+m(P//Q)
m < m+0o-1
;j; Hm+1(P//Q) —;jI“ Ha+m(P//Q)
H _(P//Q)
el T < meo-l | (2.15)
Ha+m(P//Q) m

Colocando a1=m+l e o, =0+m,

Demonstragéo alternativa:

9 o resultado segue.

0 teorema acima também poderia ser provado

de outra forma, como mostramos a seguir.

Desde que:

Ql—l
P 9%

o dl—l
Py

. a1-1
kaqkl

Zpk

- a;-1
RN

log
Zpk

1<a1<a2 qOL1>qOL2 , 0<g<l, segue que:
op-1 .
pqu dai:
v az—l
“P 9k
op-1
Lpy i
Zpk
az-l
r
P
log
Zp

k



o1-1 Ip qal-1 op-1 Lp qOLz_1
k 7k ) k 'k
log ¥ > log T
oy-1 Py az-1 k

(l-al)Hu (r//Q) >  (l-02)H _(P//Q),
1 G2
como 0,,02>l, vem que:
_Hal(P//Q) < 1-a;
0, (®/7Q) T-on
2
ou
Hal(P//Q) . a1
H (P//Q) ar-1 7
Q2

Corolario: Dado x>1, e tambem possivel ter o; e 0

que 1 dependendo de x, tais que:

Hy, (P//Q)
2

Demonstracao:

Desde que x>1 e sempre possivel obter

ambos mailiores

x=1+(1/y).
Seja ¢>0, constante arbitraria. Definimos:
O1= cy+l e Oz= c(y+1)+l.
Entao:
-1 cy
Hcy+1(P//Q) . (~cy) log(Zpqu /Zpk)

c(y+1)

I /TRy

= log
Py

cy c(y+1)
z /Zpk

[
(W]
.



cy
y+l LPy 9y
= log
y . qc(y+1)
Pk

mas, desde que 0<qk<1, para cada k=2,3,...,n, (qiqui(y+1))>1, dal

HagP//Q) g+l

1 < <
uagp//Q) y

= x, onde 1<0y<02.

E obvio que as escolhas de o e 0, nao sao unicas. Ao con
trario, podem-se escolher infinitos pares nao enumeraveis (o;,0,). Po-
rém e também claro que os valores escolhidos de a; e 0; diferem para ca

da ¢>0, cuja escolha é arbitraria.

Observacgoes:

I) Na demonstragao do Teorema 2.4. vimos que
oz-0y=(0+m-(m+1))=0~1. Assim especificados a; e o, a escolha de a em
(2.11) é unicamente determinada. Um vez conhecido o, o correspondente m
pode ser encontrado porque a; € dado e m=ap-0. Desta forma as esco-
lhas de o e m nao sao arbitrarias mas dependem dos valores atribuidos a

o1 e O2.

II) O limite superior em (2.13) é independente de P e Q. As
sim a identificacao de Q com P resolve o problema correspondente para
a Entropia de Renyi. Alem disso, no caso da Entropia de Renyi, o limite
superior em (2.13) pode ser refinado e um melhor limite superior foi es

tabelecido em [8].

III) Conforme ja observamos é dificil conseguir um limite su
perior conveniente quando 0<a3<0;<l. Contudo, e possivel conhecer a
forma com que imprecisoes de ordem maiores que a unidade se relacionam

com as outras, por aplicacao da desigualdade de Cauchy.

Definigcao 2.12. - Desigualdade de Cauchy:

2 2y e 2
(Zakbk) 'S (Zak)(Zbk)

onde ak,bk>0. Com a igualdade se, e somente se, para algum c, ali/2=bk

para qualquer k=1,2,...,n .

1/2
c



o _1/2 (a-1)/2 _1/2 (m-1)/2 .
Substituindo: a =P, Q , bk—pk 9 na def1
nicao 2.12, temos que:
(a+m-1)/2,2 oo-1 m-1
(Zp,a) D7 <« (@pea ) Epg ) (a)
Por definicao:
(o4m) /2-1
Zp,q
o+m, -1 k 'k
H(u+m)/2(P//Q) = (1l- —5—) log oy
(0+m) /2-1
N ZPy
2<q~m Zpk
1 Zﬁkqéa+m)/2_1 2
= log ( )
2-0-m Lp
k
log[(zp, a2 /2p, ) (2p, 4™ 1 /2p, )]
BLM PGy KPR TEPy
usando (A) <
2-0-m
1-0 o-1 1-m m-1,.
I log(Zp q, /Zpk) + 1o tos(lp g, "/ip)
B : 2-0~m

com O0<a<l e O<m<l.

Fazendo Q=P, o correspondente resultado para Ha(P) e:

H(a+m)/2(P) ) (1-a) Hu(P) + (1—m)Hm(P)
2-0-m
2.4. - Imprecisao como um valor medio.

Seja ¢ uma funcao estritamente crescente monotonica e con

tinua para todo xe(-»,+®), Nath em ﬁ1] definiu ¢-imprecisao como:



H,(P//Q) = 07 (Zp 9(log(1/q,))/Tp)

M¢(P;Q) (2.16)

e provou que as unicas formas de ¢-imprecisao que sao aditivas sao

aquelas que correspondem a:

¢ (x)

ax+b, a#0 e b constantes arbitrarias

ou

o (x) ¢a(x) onde ¢a(x) = a.2(1-a)x+b, a#0 e b cons-

tantes arbitrarias e G#1.
Usaremos ¢ escrita por ¢1 ou ¢e conforme seja linear ou

exponencial, respectivamente. Entao:

-1 '
Hal (P//Q) = a, (Zpkul(log(i/qk))/zpk),

sendo: G1=¢a (x)= ax+b e portanto:
1

u11 =¢&1 (x) = (x~b)/a, de onde,

(Zpk(alog(1/qk)+b)/Zpk)—b

Hy (P//Q) =

1 - a

aZpklog(I/qk)+prk—prk

a}:pk

Zpklog 9,

ka

H (P//Q).

Hy, (p//Q)

e

a;1(Zpkae(log(I/qk))/Zpk), a#1, onde

a=d, (x)=a.2(1—u)x+b a;1=¢;1(X)=(1—G)-1log((x-b)/a), dai:

e e



(Zpk(a.z(“a)1°g(‘/qk)+b)/zpk)—h

H (P//Q) = (1-a) 'log
OLe a

(1-a .
y atp, (1/q,) )+b2pk—blpk
(1-a) "log

aZpk

-1 a1
(1-a) log(Zpqu /Zpk)

[}

Ha(P//Q).

Sao de nosso interesse as ¢-imprecisces que sao homoge
neas, isto €;

- -1

o zp, omlog(1/9,0)) = m¢™" (Zp, plog(1/q,))),
com o, = pk/Zpk, m>0 (2.17)

Suponhamos que ¢(1)=0. Entao de [1] segue que as unicas

formas que ¢ pode assumir sao:

¢(x) = clog x ou d(x) =ax0r1+b, onde o#l,e

a#0, b constantes arbitrarias. Esta observacao mostra que a ¢-impre-
cisao nao pode ser simultaneamente aditiva e homogénea, exceto quan-

do ¢ e linear.

Tambeéem:
My (P3Q) = i Log(1/q, ) /2p , quando ¢(x)= clog x.
(2.18)
O~1 1/ (01
Ko (P3Q) = My(P30) = [Ip (1og(1/q ) '/zp ]/ (¥ D),
0-1

quando ¢(x)= ax  +b, a#1, a#0 e b constantes arbitrarias.

(2.19)



Portanto H1(P//Q) e a unica imprecisao que € ao mesmo

tempo aditiva e¢ homogeénca. Notemos que:

| 2- : -
K,(?;Q) = [zp, (log(1/q))) 1[Zpk]1/(2 1
= - Ip, log q, /Ip,
- 1, (P//Q).
Sejam:
Hy (P//im) - 07" (20,8, (mlog(1/q,))) (2.20)

H¢e(P//Q;m)

1l

¢;1(Zpk¢e(mlog(1/qk))) (2.21)

onde pk=pk/2pk. Temos que:

H¢1(P//Q;m)

[Zpk(amlog(l/qk)+b)—b]/a

(maZpklog(I/qk)+b2pk—b)/a

]

(maZpklog(1/qk)/Zpk+prk/Zpk—b)/a

m. —(Zpklog qk)/Zpk

m. H1(P//Q)

Mas,

(P//Q;m) # mH¢ (P//Q) (logo nao € homogenea).
e e

H¢

Define~se Bd:

mo~m

H (P//Qsm) = (1-a)'1log(2pqu

/Zpk), 140>0 e m>0,

(2.22)

30.
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Entao temos que:

H¢1((P//Q;m) =B (P//Qsm) = mH . (P//Q).

Usando a monotonicidade de Ha(P//Q) segue que

Ha(P//Q;m) <m Ha—m+l(P//Q)’ se m>l e

Hu(P//Q;nO 2 m Ha—m+l(P//Q) se 0<m<1,

A imprecisao Ha—m+1(P//Q) e definida para todo a>0,
contanto que O<m<1. Mas, se m>1, e definida para intervalos da

forma m-1<o<m e m<a<e tals que o-m+! torna-se positivo.

A quantidade Ha(P//Q;m) pode ser considerada como uma

medida aditiva de multiplos positivos de imprecisao sendo que

lim H (P//Q;m) = m H1(P//Q)
a1

e € um valor medio.

Em geral, as expressoes para multiplos positivos de im-

precisoes nao sao unicas. Por exemplo, consideremos:

% - m_
Hu(P//Q;m) = (1-a) 1log (Zpkqg 1/Zpk), 1£0>0 e m>0,

E claro que H;(P//Q;m) e aditiva e, alem disso,

. m_ m
lim H’(P//Q;m) lim (-m(am—1)2p qa 11og q,/Zp qa

a . k*k k k 'k
a1 a1

-1

)

- m Ip log qk/):pk

m H1(P//Q)



e também,

B (P//Qs1) = (1-0) " '1og(Zp, ¢ ' /5p. )

Ha(P//Q).

%* . . -
Mas Ha(P//Q;m) nao pode ser visto como um valor medio. Observemos que,

se 1#a>0 e m>1,

m(o~1) < o -1 e, para cada k=1,2,...,n, vem que
m(o~1) o1
mo-m a1
Pk Pk
5 mo~m 5 am—1
Pele . “Pk
Zpk Zpk
mo—m am—I
Zp) 9, 2P, 9y
1og(—~3f———*) < log(——f—————) e ainda que,
p P
k k
Ip qma—m %p qam-f
k
m(a-1)log (—X—) < (@™-1)log(——=— )
p Zp
k k
isto e, que:
j mo-m
log(Zp q,~ /2p)) . o
m
o -1 m(c~-1)
10g(Zpqu /Zpk)
-1 mo-m
. m
-1, o -1 m(i-a)
(1-0) 1og(Zpqu /Zpk)
e finalmente temos que:
H_(P//Q;m) m
a < L% b, mot. (2.23)
m 1-0

HZ(P//Q;m)

32,



desenvolvido,

vem que:

2.11, a, =Py >

multiplicando

33.

Analogamente, se 14>0 e O0<m<1, vem que

m . .
o -1 < m(a~-1), e com procedimento semelhante ao acima

que:

H (P//Q;m)
- < m(1-a) , 0<0#1 e O<m<i, (2.24)
H(P//Q;m) 1-o™

Também, se w1(P) = w1(Q) e aplicando a definicao 2.11,
Ha(P) < aHa(P//Q) + (1-am)Hum(Q), 0>0, o#ét, m>0.

Para obtermos este resultado substituimos, na definicao

_ m(a~1) _
bk-qk e A=1/a e temos,

a o-1

mlo-t) CNCE

/0
Pk

mo~-1).

z k

7N

(zpp) (2

m(o-1)

log Zpqu )+(9:l)

a

[N

1 a mo
alog(Zpk 1og(2qk )

ambos os lados da desigualdade por o, vem que:

m(o-1)
alog kaqk

A

log(sz)+(u—1)log(tha)

Para a>1, temos que,

a/(o-1)log Zpkq

ou

m(o-1)
k

[7aN

1/(a-1)10g(2pﬁ)+ %E%%log(iq:a)

7N

1 . m(a-1) 1-am met
a T:alog(ipqu )+ ——log(Zq, )

1/(1—&)1og(2pg) 1~om k

Como para distribuigoes generalizadas completas temos que Zpk=qu=l,

entao:
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1 (0-1)
a.g——log(Lp ay /Zp, )+

I

1/(1—u)log(ﬂpt/2pk)

1-om mo;

isto e;

Ha(P) < aHa(P//Q;m) + (1—am)Ham(Q)

Agora, para distribuigoes incompletas, isto e, Zpk=qu§1, temos que:

1, Ay o O m(o-1)  1-om om
]_alog(Zpk) < 1_alog():pqu * Toam log(Zq ) + A,

onde
1 (o}
A= r:a-log(Zpk) - T:a-log(Zpk) - log(Zpk) =0,
logo:
1 . Q o . m(a=1) 1-om . om
. log < 2 1-om
T lob(ka) S T 10g(2pqu * Tem log(Lqk ) +
1 10g(Ep,) - - 10g(Zp,) - log(Ip,)
1-a x T 1-a K Pk
dai:
1 1og(3p®) - - log(Tp) S ~E log(Tp ™o Liog(sp )
1-a k 1-a k 1-a k 'k 1-a k
1 ~-0m oum
+ T:aalog(qu ) - log(Zpk)
Oou s
-1 -
m{a-1)  1-om 1og(2qgm/2qk)

. .
T=a Los(Zp ay T 1om

A

1 o
v log(Zpk/Zpk)

ou ainda:
Ha(P) < uHa(P//Q;m) + (1—am)Ham(Q).

Para 0<o<1, a demonstracao segue analogamente.



2.5. - B-Imprecisoes.

Dados P=(p

1,p2,...

,pn)eAn, nz2, e possivel construir

um numero infinito nao enumeravel de distribuicoes de probabilidades;

p® (P

)pz ""’p

(B) (8)

n

),

ditas B-distribuicoes potencias derivadas de P, onde:
pB
p(B) = K . Be(—“%+W) e k=1,2,...,n.
k B
Zpk

Observemos que:

(8

H, (P27 //P)

e tambem,

(8)

Ha(P //P)

Uma vez que

dependem dos elementos de

u, (P

. //P)

(B)
Ha(P //P)

E facil ver

ZPEIQg(Pk)/ZPE
ZpE/ZpE
ZpElog(pk)
i S (2.25)
Zpk
L sl !
= (1-a) "log ( TP )
;pk/Zpk
0+83-1
- (1-a)"1og(-—‘is———); 14050, (2.26)
Epk

o]

lado direito das equacoes (2.25) e (2.26)

=)

, denotemos:

I?(P)

Ig(P).

que, para B=1, vem que:

35
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1
Il(P) H1(P)

1'e) = u ().
o o

B

Denominaremos I?(P) e Iu

(P) por PRB-imprecisoes de ordem
1 e ordem ¢, respectivamente.

Se B>1, entao I?(P) e Ig(P) representam as entroplas
de Kapur [Q] de grau B e ordem 1 e grau B e ordem o respectivamente.

£ facil ver que I?(P) e funcao monotonica de R, assim:

Be) s oH @), 81
. (*)

1?(?) 2 H1(P), 0<B<1,

Alem disso, pela inequacgao de Shannon,

H (P(B)) H (P(B)//P), quando W1(P)§1=w1(P(B)).

1 1

A

Por outro lado notemos que as equacgoes (*) quando subs-
tituimos H1(P) por HB(P) nem sempre sao validas. Por exemplo, se

B=2 com P=(1/2;1/3) temos que:

1?(?) _ _ 1/4.10g(1/2)+(1/9)10g(1/3) | 5,07
(1/4) + (1/9)
HB(P) _ ((1/2)1og(1/4) . (1/3)1og(1/3)) = 3,25
(1/2)+(1/3) (1/2)+(1/3)
logo:  I°(P) > H,(P).

1 B



CAPITULO III1 - 1IMPRECISAO DE ORDEM 1 E GRAU B E DE

ORDEM o E GRAU 8.

Neste capitulo estudaremos as imprecisoces de ordem 1 e
grau B e de ordem g e grau (3 para distribuicoes de probabilidades gene-

ralizadas imcompletas definidas em 3.1.

3.1. - Definicao: Sejam P,Qed , as imprecisoes de ordem 1 e grau B e

de ordem o e grau @ definidas em [17] sao dadas respectivamente por:

(1—B)Zpklog(qk)/xpk

1)

n?(P//Q) Ag[52 “11, 0<B41.  (3.1)

e 1) ) (B=1)/(o=1)_

AB[(zpqu"/zpk 1 (3.2)

com a,B>0,a,B#1 e a#B, onde AB=(21_B-1>—1.

Observacoes:

I. - Quando P=Q;
me//Q) = mE) = agtapd/ap ) (FD/ Ty g a0,
a,B£1 e a#B, que e a entropia de Sharma Mital.
IT. - Quando o=R#1,
B8
H (P//Q) = HB(P//Q).
. B
ITI. - éiT H (P//Q) = H (P//Q).
IV. - 1lim lim HB(P//Q) = H, (P//Q).
a i
o1 B—+i
- 3.2. - Generalizacao da desigualdade de Shannon.
Sabemos que se P,QEA:, nz1, entao:
H (P) S H,(P//Q) (3.3)

Se p,<q, k=1,...,n entao para P,QeAn, temos

Hl(P) > Hl(P//Q);



isto e, (3.3) nao e valida para distribuicoes generalizadas.
Vimos no capitulo II, que

Ha(P) < HQ(P//Q), P,Qed > (3.4)

também nem sempre ¢ valida. Ou seja, se a<l e P >q, ©Ou o>l e p <q

entao:

v

Ha(P) Ha(P//Q).

A desigualdade:

[ 7aN

B B
Ha(P) Ha(P//Q) (3.5)

P,QeAn, w2, 0,80 e o,B#1, também nem sempre € valida.

Procuraremos estabelecer condigoes para a validade ou

nao de (3.5). Tais condigoes sao estabelecidas nos teoremas que secguem.

0 teorema abalxo mostra sob quais condigoes (3.5) nao se verifica.

Teorema 3.2. - Sejam P,Qed tais que Py <9y > k=1,...,n entao (3.5)

nao e valida.

Demonstracao: (1) Se a>1 e 0<B<1 entao a~1>0 e para pk<qk’ temos que:

o-1 a-1
P < 9
e assim,
e a~1 .
¥p < Ippdy (1)
Portanto, com Zpk>0, vem que,
5 o 5 o1
LPy EPy
Agora, como (B-1)/(a-1)<0, segue que:
5 o 5 o~1
P @1/ -1, Pk (B-1)/(o-1) y
(=) > (=) . (ii)
Zpk Zpk

Sendo 0<B<1, temos que A >0 e dal que:

B

38.



Ipy Zp, >
Tk (B-1)/(a-1) kK'k ((B=1)/(a-1)_ .
AB[(ZPk ) 1] > AB[( —EE;~ ) 1] (ii1)
isto ¢

ey > wbe/iQ).
o (03

(2) Se a>1 e B>1 entao (B-1)/(a-1)>0 e (ii) tem seu si
nal invertido. Mas como A_<0 o sinal de (iii) permanece como no item

B

(1) desta demonstracao.

(3) Se O<a<t e 0<B<1 entao (i) troca de sinal. Sendo
(B=1)/(0=1)>0 (ii) continua com mesmo sinal do item (1) e o mesmo acon

" tece com (111), pois A, >0,

B
(4) Se O<a<t e R>1, novamente (i) troca de sinal com re
lacao a demonstracao do item (1). Agora (B-1)/(a-1)<0 e AB<0 e o sinal
da desigualdade se inverte duas vezes tornando-se ao final ainda como
em (1ii).
Portanto, se O<g#l e O<B#t e Py <9y entao (3.5) nao ¢

valida.

Nos teoremas a segulr estabeleceremos condicoes sob as

quais (3.5) se verifica.

Teorema 3.3, ~ Sejam P,QEAn tais que PEE;(Q), com O<of#l e 0<B#1. En

tao (3.5) se verifica.

. . . * -
Demonstracao: Vimos no capitulo II que se PEEa(Q), entao Ha(P)éH (p//Q).
o

Por outro lado, sabemos que:

B (1-B)H_(P)
Ha(P) = AB[Z ot =1]

W@/ = agl2

e

(1—B)Ha(P//Q)_1].

(a) Para B>1, temos que (1-8)<0 e assim que

(1—B)Ha(P) 2 (1-B)Hu(P//Q), (D)

daf,

o (=B (P)_, 5, (1-B)H (P//Q)_,

39.



mas A_<0, portanto:

B

(1-8)H_(P) _ (1-B)H_(P//Q) _

A [2 1} £ A_[2 1 II
B[ ] 'B{ J (1D
(b) Para 0<B<1 segue que (1-B)>0 e dai que (I) tem seu sinal invertido.
Poréem agora AB>O, portanto (II) segue da mesma forma. Logo, em ambos os

casos (3.5) se verifica.

Teorema 3.4. ~ Sejam P,QEAn tais que e k=1,2,...,n. Entao (3.5)

e valida.

Demonstragao: Se 0<o<1 vem que Zpg<2pkqg_1. Agora, se 0<Bf<1, entao
(R-1)/(a-1)>0 e tambem A_>0 e o sinal da desigualdade (iii) do teore-

B

ma 3.1 se inverte. Alem disso, se B>1, (B-1)/(a-1)<0 e também A <0 e

B

de novo o sinal de (iii) do teorema 3.1 se inverte.

Se a>t, sz>2pkq$—1. Assim, se B>1 entao (B-1)/(o-1)>0
enquanto que AB<O, dai o sinal de (iii) se inverte. Finalmente, se
0<B<1 entao (B-1)/(a-1)<0 enquanto que AB>O e mais uma vez o sinal de

(iii) se inverte. Concluimos entao que, se P9 entao (3.5) é valida.

3.3. - Caracteristicas monotonicas da Imprecisao de ordem o e grau R.

Se pEA1 e qEA1 entao:

(B-1)/(a-1)_

Hg(p//q) AB[(an_1/P)

1]

8-1_1],

= Aglq
isto e, Hg(p//q) ¢ independente de o. Entao para distribuigoes genera
lizadas simples a questao da caracteristica monotonica da imprecisao
de ordem ¢ e grau B nao aparece. Existem alguns tipos de distribuicdes
para as quais HE(P//Q) e independente de o. No seguinte teorema apre-

6(P//Q) nao depende de a.

sentamos um tipo de distribuigao para a qual Ha

Teorema 3.5. -~ Para qualquer PEAn seja Q=(W1(Q)/n,...,w1(Q)/n) entao

HS(P//Q) e independente de «.
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Demonstracao: Para PSAn e Q=(W1(Q)/n,...,w (Q)/n), temos que

B

o

H

(B//Q) AB[(Zpk(W1(Q)/n)a-l/zpk)(8—1)/(a—1)_1]

)8‘1_1],

fl

Agl (W, (Q)/n
que e independente de q.

No seguinte teorema e provada a monotonicidade da funciao

HS(P//Q) com relacao a a.
Teorema 3.6. - Para fB>0, B#1, HE(P//Q) € monotonicamente decrescente

com relacgao a a.

Demonstracao: HS(P//Q) pode ser escrita na forma:

B

a

2(1—B)Ha(P//Q)

H (P//Q) = A -1], onde

gl

it

H (P//Q) = 1/(1-0) .log(Zp,ab” ' /Ip ), o0 e ahl.

Nath [12] mostrou que para a1<a2, temos,
<
HagP//Q) < Hal(P//Q)'

Agora consideremos dois casos:

(a) Para 0<B<t, vem que,

(1-BH, (2//Q) & (1-B)H, (»//Q)

i

[2(1—B)HQZ(P//Q)_1] < [2(1—B)Ha2(P//Q)_1]

AB[2(1-B)Hu2(P//Q)_1) < AB[2(1—8)%1@1(P//Q)_1]

A

B,y B
Hu?(l//Q) < Hal(P//Q)

(b) Para B>1 a prova segue da mesma forma e, portanto, qualquer que seja

0<R#1 temos que HE(P//Q) ¢ monotonicamente decrescente com respeito a .
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3.4. - vy-Imprecisoes. .

Para Pel e possivel obter um numero infinito nao enume
ravel de distribuigoes de probabilidades

()

P v) (v -’PéY))

= (P1 1p2 P

ditas vy-potencia de distribuigoes derivadas de P, onde

pY
péY) = ~—$— » Ye(moj40)
Zpk
Entao,
Y Y
H?(P(Y)//P) - AB[2(1—8)(Zpklog(pk)/Zpk)_l] a)
e
-1 Y o-1,.%
HS(P(Y)//P) _ AB[Z(i-B)(1—u) log(Zpkpk /Zpk)_1]’ (B)

a,B>0, o,B#1 e a#B.

Notemos que

(v) (v)

1im HB(P

| //P)
B~1

//P) = Hl(P

tim 82 7/p) = w @),
8*1 o o

Onde H1(P(Y)//P) e Hu(p(Y)//P) sao, respectivamente, as
gama-distribui¢oes potencias de probabilidade de ordem 1 e de ordem ¢ de

finidas por Nath em [11].

Como (A) e (B) dependem apenas dos elementos de P, denotemos

W2 p) - 197 (p) ©)

B () By
HG(P //P) = Ia (pP) (D)
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Para vy=1, temos,

1§’ 1(p) u?(y)

B,1 B
Ia (p) Ha(P)

I?’Y(P) e IS’Y(P) sao <Y-imprecisoes de ordem 1 e grau B e ordem o e

grau B, respectivamente.

No seguinte teorema provaremosS a relagao entre I?’Y(P)

e uh(p).

. B,Y B
Teorema 3.7. - (i) Para y>1, temos que I1 (p) = H1(P) e

- B,y s B

(i1) Para O<y<1, temos que L (P) 2 H‘(P).

Demonstragao: (i) Seja Yy>1, entao temos que

Y <

I (p) s H1(P) (E)
B,y . : .
11 (P) pode ser escrita da seguinte forma:

Y
I?’Y(P) = AB[Z(B")I1(P)-1] (F)

Agora temos dois casos:

(a) Seja R>1. Entao usando (E) e (F) podemos ver que,
If’Y(P)g H?(P).
(b) Seja 0<B<t. A demonstragdo segue analogamente.

(ii) Seja 0<y<1. A demonstragao é similar porque agora

(E) tem seu sinal invertido.
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