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RESUMO

Analisando o teorema de Abu-Bokr El1 Sayed, que fala
sobre o problema de codificagdo com custo minimo e que diz C(t)>1-M,

estabelecemos o seguinte melhoramento:

Teorema:
(_IQ pl/telytel
1 C.(t) = 1 M1=17%i -1 5 1-M,
2 71 2 Dt -1

para O0#t>-1, onde M==max{p1, Pysreens pm}.
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ABSTRACT

Analyzing the theorem of Abu-Bokr El Sayed, which
treats the problem of codification with minimum cost, and which

says é(t) >1-M, we establish the following improvement:

Theorem:
( ¥ p1/t+1)t+1
1 1 “i=1 %31 -1
= C (t) = = > 1-M,
2 "1 2 pt - 1

for 0#t>-1, where M==max{p1, Pyseees pm}.
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INTRODUCAO

No Capitulo I, apresentamos o conceito e diagrama de
um Sistema de Comunicagao, bem como definimos e provamos as Entro
pias de Shannon, Rényi, Dardczy, Gama-Generalizada, de Ordem « e

Grau B e tambem as relagdes entre elas.

No Capitulo II, definimos Codificacgdo sem ruido, pa
lavra codigo, média ordinaria e média exponencial do comprimento
das palavras codigos e média quase-aritmética dos comprimentos das
palavras codigos. Ainda apresentamos limites inferiores da fungao

custo.

No Capitulo III, fizemos a analise completa sobre o
trabalho de Abu-Bakr E1. Sayed, a respeito dos problemas de codifi

cagcdo com custo minimo, bem como trés contra exemplos.

No Capitulo IV, provamos um teorema sobre codifica
¢do com custo minimo, porém, mais forte que o provado no Capitulo
III.



CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1 - SISTEMAS DE COMUNICACAO

C. E. Shannon (1948) desenvolveu uma teoria matematica, que
tratava dos aspectos fundamentais dos sistemas de comunicacao, de
nominada teoria da informacao. Esta teoria trabalha muito com pro
babilidades e tem um objetivo principal que € minimizar os custos
de transmissao; que para tal, utiliza de forma apropriada, os codi
ficadores e os decodificadores; procurando de uma forma funcional
atingir um desempenho O0timo, quando aplicada em sistemas de comuni

cagao.

Para termos uma idéia geral de como funciona o sistema de co

municacao para transmitir informagao de um ponto para outro, damos

um diagrama que visualiza o comportamento de tais sistemas, que e:

RUTDO
FONTE T
DE — | CODIFICADOR | —&| CANAL | —» | DECODIFICADOR | —| RECEPTOR
MENSAGEM

Sabemos, que toda teoria matematica procura somente os mode
los matematicos ou as expressdes matematicas para resolver os pro-
blemas praticos existentes, assim também &, a teoria da informa
¢a8o. Para construir esta teoria foi muito discutido, qual seria o
caminho mais apropriado que melhor se adapta aos problemas de comu
nicagao.

1.2 - ENTROPIA DE SHANNON

Consideremos X = {xl, Xoseoe, xm} uma variavel aleatdria dis
creta com distr¥ibuig¢do probabilistica P = (py» Pyseves P) onde
m

plff)’fxi)‘, iéi, 2,.‘.‘.,m; e»



Denotamos o conjunto de todas as distribuigocs probubilisti

cas por 4., isto e,

m
= = M : PN =
AL {P (pl,pz,..., pm), Py > 0; iL1 P 1}, (1.1)
A entropia de Shannon € definida por
7
H(X) = H(pl,pz,..., pm) = -5 pilogzpi; (1.2)

onde (pl,pz,..., pm) € A

Correspondente, para um experimento bidimensional (X,Y) com
distribuicao probabilistica conjunta p(xi, yj) = (p(i,j), com
i=1, 2,...,my j=1, 2,..., n; definimos a entropia conjunta
de X e Y por

m n
A incerteza condicional de Y, sendo X = X e definida por
Hi) = -2, v tog, (b (1.4)
X=xi Jj=1 i’ 1082 1’7 )
onde r(%) € a probabilidade condicional de Y=yj (j =1, 2,..., n),

dado que X=xi, (i=1, 2,..., m).

Portanto, a incerteza condicional de Y dado X, & definida
como a incerteza média de H(Xg%f) cCom pesos p(xi), (i=1,2,...,m,
€ dada por *

m m

5 , -
Hp = 5k E ey 7 logy t(h. (1.9)

Com isto, temos os seguintes resultados:
H(X,Y) = H(O) + H(y) = H(Y) + B (1.6)
H(X,Y) < H(X) + H(Y) (1,7)

H(Y) < H(Y), (1.8) |
com a igualdade em (1.7) e (1.8) se, e somente se, X e Y forem in
dependentes.



1.3 - GENERALIZACOES DA ENTROPIA DL SIIANNON

1.3.1 - Entropia de RCnyi

Em 1961, Rényi fez uma generalizagao da entropia de
Shannon e definiu entropia de ordem a, dada por
1 m

= = z o
HOL(X) 1-o 1082(1=1 pl), a>0, a#l. (1.9)

Cofrespondentemente, ao experimento conjuntode X e Y
com distribuicao de probabilidade conjunta p(i,j), (i=1,2,..., m),

(j =1, 2,..., n), podemos definir a entropia conjunta de ordem a
por
1 m n 0. .
Hy (X.Y) = 325 log, 45 I p (1.5) (1.10)

A entropia condicional de ordem a de X dado Y, € de

finida por
1
m

L, ps r({r)o‘)a , o0, ofl. (1.11)

I
210321

Xy - «
H, () = 15 1og, j

a
Podemos verificar os seguintes resultados:

HO(X,Y) € H (X)) + H_(Y) (1.12)

H () < H 005 (1.13)

com a igualdade em (1.12) e (1.13) se, e somente se, X e Y forem

independentes.

As propriedades da entropia de Rényi e suas caracte’

risticas foram estudadas mais recentemente por Ben-Bassat e Raviy
(1978).

1.3.2 - Entropia de Daroczy

Em 1970, Dardczy, introduziu o conceito de fungdes -
da informa¢do de grau B8, e por meio dessas fungoes definiu as entro
pilas de grau g por

. 1- _ m ,
1P = @RI pf), es0, sA1. (1.14)
E fde¢il verificar que
m

14t B: 1 = - L .
éi? HP(X) = H*(X) ;%7 pjlog py,



a qual € a entropia de Shannon.

Esta entropia de grau 8 também foi estudada por
Havrda e Charvat (1967).

A entropia de Daroczy tem muitas propriedades simila

res as da entropia de Shannon.

Correspondente ao experimento conjunto de X e Y com
distribuigao de probabilidade conjunta p(i,j), (i =1, 2,..., m),

(j =1, 2,..., n), definimos a entropia conjunta de grau B por

m I
- - B
Ry = @R L UL B - 1],

8>0, B#l. (1.15)

A éntropia condicional de grau B de X, dado Y, & de

finida por

1

W) = @Byt Eopfez v -,

Pity=
8B>0, B#1. (1.16)

Estas entropias, tem as'seguintes propriedades:

HP (x,Y) = HB(X) + 1By = HB( 5 v vt aan
B,y = HB oo +vPn + YRy L eP o L vPY):  (1a18)
HB(§) =18y« VPl LB L HB YY), (1.19)

HB(Y) <X .20

com a igualdade em (1.20), se, e somente se, X e Y forem indepen
dentes; a igualdade (1.18) € valida para X e Y independentes.

1.3.3 - Entropia Gama Ceneralizada

A entropia -y para uma distribuiééo de probabilidade
(pl, Poreves pm), (foi estudada por Arimoto (1971)), € definida por

~ =1 [ T 1YY
'YH(pl, pz,..-, pm) "7:—1' L(l=1 pl ¥y -1
2 -1
y>0, y#1;  (1.21)

; Quaiido y»1, a entropia - y reduz-se a entropia de
Shafliisha;



Esta entropia também tem interessantes propriedades

algébricas e analiticas similares as da entropia de Shannon.

Correspondente ao experimento do conjunto X e Y com

distribuicao de probabilidade conjunta p(i,j), (i =1, 2,..., m),
(j =1, 2,..., n), definimos entropia - y conjunta por
n m
1 S N A2
= z -
A = oo (g 3k P33T 1}- (1.22)
2 -1t
A entropia - y condicional de X dado Y, € definida

por

X, .1 | »omoog i L/ g, 1.23
2 -1

Temos ainda as seguintes relagoes, da entropia -y :
a) se X e Y sao independentes, entao:

= + + (oY-1_ N
YH(X,Y) YH()() YH(Y) (2 1).Yl](X).YH(Y). (1.24)

Xy = .
YH(Y) YH(X), (1.25)
ambas para y>0, y#1,;

X
H 2 AP 5 o
b) H(X,Y) > H(Y) + H(g). se y>1; (1.26)

X )
YH(X,Y)sin(Y) + YH(Y), se O<y<l; (1.27)

com a igualdade em (1.26) e (1.27) se, e somente se, X e Y forem
independentes.

1.4 - RELACOES ENTRE AS ENTROPIAS

1.4.1 - Entre Entropia Gama e Entropia de Ordem a

A entropia gama YH(P) relaciona-se com a entropia de
Rényi (ou de ordem &), definida em (1.9), como

H (P) = <L Tog. (.2 p%).
o T-o ~°82'i=1 Pyl

a1 N ':‘.‘r‘:i _y 1 - P .
fazends y=a ¢ observando a desigualdade 1og2 x < x-1; desta forma



temos as seguintes relagoes:
M) < (R) <H(P), b/ Ogy<a T <l;
LE) = H (P) = H(P), p/ v=a=1;

H(P) >H_(P) »H(P), p/ y=a 151,
¥

m
onde H(P) = - iél p; log, p;-

1.4.2 - Entre Entropila de Grau o e ordem a

Podemos verificar que
HY(X) = (zl‘“-l)’l{expz[(l-a) Ha(X)w-l}, (1.28)

onde H*(X) representa entropia de grau o e Ha(X) representa entro

pia de ordem a.

1.5 - ENTROPIA DE ORDEM o E GRAU g

Em 1975, Sharma e Mittal fizeram umua gencralizagao da cntro

pia de Shannon e Jdefiniram uma entropia de ordem o e grau B, por

- - m R-1/a-1
HS(X) = (21 By 1 (5%, p?) - 1J; (1.29)
| B#1, a#l, a,B>0.

Casos particulares:

m
(a) 1im HP(X) = < log,(.I. p%):
g1 o 1-o 2 i=1 Y1/°

que € a entropia de ordem a.

(b) Quando a=g#1, temos

HP(X) = (21‘8-1)‘1[i§1 pf - 1J, 8>0, BAL,

que € a entropia de grau B.



—

_ 1
(c) Quando v = ¢ = 5o7,

temos

- m
= (o¥-1_44-1 I YA a .
YH(X) (2 1) '{:(i=1 pi ) 1], y#1, v>0;
que € a entropia estudada por Arimoto (1971).

(d) Quando a-»1 e B~+1, temos
B m
lim |lim H (X)| = - .Z. p. log, p.,
a1l [8*1 o } i=1 i 2 1

a qual & a entropia de Shannon.

A entropia de ordem o e grau B satisfaz as seguintes proprie
dades:

Beyy + uwBrYy . (o1-B_ 8 B Y, _
HE () + HD () + 2P LEE O LR ()

= (21"8-1)"1{exp2(HQ(X)-+Ha(§) 41} (1.30)

(Y) < Hb S(X)(1.31)

com a 1gua1dade em (1.31) se, e somente se, X e Y forem independen
tes. Onde H (Y) e HB(X) representam a entropia condicional de X
dado Y e entropia condicional de Y dado X, respectivamente, e dada

por
m n . |8-1/a-1

L
4By - 5 gk e T -1
X T 1-8 —>

o
2 -1
com B#1, a#l, B>0 e a>0.

Ademals, estas entropias generalizadas satisfazem muitas ou
tras propriedades, ver Taneja (1979).



CAPITULO II

CANAIS SEM RUIDO

2.1 - CODIFICACAO SEM RUIDO

No sistema classico apresentado no Capitulo I, o canal & sem
ruido, se ele permite transmissdo perfeita da entrada a saida, is
to &, nao requer o problema da correcao de erro. (Isto significa
que, queremos somente maximizar o numero de mensagens que pode ser

mandada pelo canal em um tempo dado (fixo)).

Seja X = {xl, Xoseoos xm} um conjunto finito de mensagens,
e, seja P = {pl,..., pm} uma distribuicao de probabilidades asso
ciada com X, tal que a probabilidade de X, e P> i=1, 2,..., m e
m
El P; = 1, com P; >0e (i =1, 2,..., m).

Cada simbolo X, associado com uma seqliencia finita do alfa

1

beto codigo A = {0, 1, 2,..., D-1}, onde D>1, (D &€ a dimensao ou
tamanho do alfabeto c6digo), € chamado palavra cb6digo e a colegao
e

de todas as palavras codigos chamado cddigo.

Se um codigo tem a propriedade que nenhuma palavra é prefixo

da outra, entdo, o codigo e chamado codigo instantaneo.

Cada c0digo instantaneo & decifravel unicamente. A recipro
ca e falsa, pois, existem codigos que sao decifraveis  unicamente
mas, ndo sao instantaneos.

Suponhamos que representamos as mensagens de X por palavras
codigos; isto €; por seqliéncias finitas dos elementos do conjunto
{o, 1, 2,..., D-1}, onde D>1, entdo, podemos mostrar ﬁue existe
um codigo instantaneo/decifrdvel unicamente (ref. Feinstein (1958)),
que representa X, (i=1, 2,..., m) pela palavra codigo de compri
mento (niimero dos elementos) n, (i=1, 2,..., m) se, e somente se,
0o conjunto dos comprimentos das palavras codigos, inteiros positi
vos N = {nl, Dosene, nm} satisfaz a desigualdade de Kraft

m
5

s DTMigc1. (2.1)
1=]

Uta palavia c¢odigo associada com x; de comprimento n,  para
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qualquer i = 1, 2,..., m, com probabilidade P entao, escolhemos
‘ m

X

i=1

este o motivo da codificagdo sem ruido.

codigos nos quais n = p,ny (comprimento médio) € minimo, sendo

Podemos provar que, se H(X) representa a incerteza (entro
pia de Shannon) associada com X, entao existe um codigo instanta

neo de dimensdo D cujo comprimento médio das palavras codigos (n)

satisfaz

HX) ¢ 7 < B 41 (2.2

log D log D ‘

Agora, para cada inteiro positivo s, existe um codigo instan
taneo X° tal que se ﬁs € o comprimento medio, entao

n
1im —= = HX) (5 3
Sro S log D

Isto quer dizer que, cifrando suficientemente longas seqlen
cias de entradas € possivel fazer o comprimento médio de palavras
codigos, para cada simbolo de entrada tao proximo de H(X) quanto

se queira.
Este € o teorema de codificacgao sem ruido.
Para demonstragao de (2.2) e (2.3) acima, referencia Ash (1965).

Os resultados (2.2) e (2.3), sao também, estendidos para en

tropia de ordem a (definida no Capitulo I), por Campbell (1965); e
para entropia de ordem a e grau B provado por Gupta (1975).

Usando a entropia ponderadé de ordem a, as desigualdades (2.2)
e (2.3) similares, tambem foram estudadas por Gurdial e Pessoa (1977).

Agora seja ¢:[1, »[> R uma fungao continua estritamente cres
cente, tem uma inversa ¢—1 que também € continua e estritamente
crescente. Isto define uma média quase aritmética do comprimento
da palavra codigo

-1 m :
Lp, N, 0) = 07N (E) by oL (2.0

para todo o N satisfazendo (2.1). A razao de chamar L um compri
mento médio & que, para N = {n, n,..., n}:; isto &; quando todas as
palavras codigos sido de iguais comprimentos n, entdo L (P, N, ¢) =n.
Ent¥etanto se ¢(x) = ¢,(x) = x e xe [1, =[ :

2
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entao

m
= .z n.
1=1 plnl’

é a média ordinaria ou aritmética do comprimento da palavra  codi

L(P, N, ¢) (2.5)

go. Campbell, (1965, 1966), também introduziu a média exponencial
do comprimento da palavra codigo, para as quais ¢(x) = ¢t(x) = ptX
com x € [1, «[; t#0; por
21 m tn.
L(P, N, ¢,) = % logy ;I p;D i (2.6)
E facil ver que
llm L(P7 N’ Cbt) = L(P, Nv ¢0)'
t-+0 .
E bem conhecido (Reza, 61; Campbell, 65, 66; Aczel, 74), que
para todo P e N satisfazendo (2.1),
m m
= I - .
L(P, N, ¢4) = ;%; pyny > - ;Z; p; logy pys (2.7)

e, para t>-1, t#0,

1
m m
_ 1 5 tn. t+1 t+1
L(P, N, ¢p) = g logy 32y pyD 8 > == logy Iy py (2.8)
O lado da mdo direita de (2.7) € a entropia de Shannon en

quanto que o lado da mdo direita de (2.8) & a entropia de Rényi (de
: 1
ordem f??f)'

Uma vantagem de admitir comprimentos das palavras codigos
nao-inteiros (Campbell, 66) & que os limites inferiores para os la
dos da mao direita de (2.7) e (2.8) sao atualmente atingidos. Po.

rem, se eventualmente restringirmos nossa resolucdo para comprimen

tos inteiros das palavras codigos, € facil provar que (Reza .61
Campbell, 65, Aczel,74),
m m
L(P, N*, ) = Iy pynf < - Iy py logy p; + 1 (2.9)

se

- logy py ¢« ni < - logyp, +1 (i=1,...,m, (2.10)

i
e para todo t#-1, t#0,
t+1
i

: 1 m tn¥ t+1 m
P. * = L z
L(P, N*, ¢.) = ¢ logy y2; psD i < == logy 51 P

T +1 (2.11)
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Se

—

1 n 1 1 n -
t+l/ t+1 ) t+1/ R,
- logy (py /35y by ) s mf < - logylpy /%y py ) v 1
(i=1, 2,..., m). (2.12)
Podemos obter estas pela transitividade de (2.5) e (2.6).

Qﬁando t=-1, & facil mostrar que

1
m
t+l T+ 1
lim(== logy ;&) Py )
t+~1

(Portanto o lado da mdo direita de (2.13) € a entropia de Rényi de

= - logD max(pl,..., pm). (2.13)

ordem a).

Desta mesma forma, considerando o limite t->-1 em (2.6) obte

mos

m

L(P, N, ¢_1) = - 1ogD iEl_pil)_ni > - 1ogD max(pl,..., pm).

Mais geral ainda, Campbell recentemente provou (ref. Aczel e
Daroczy (1975); pg 156; sec. 5.4,) que para todo t< -1
1 m tn. _ 1 .
: = = z = . .
L(P, N, ¢t) T 1ogD 121 piD i»g logD max(pl,.. ,EQ,_(214)
enquanto que (outra vez tg-1)
m
- _ 1 3 tn¥ 1
L(P, N*, ¢t) =1 logD ig1 piD 1<z logD max(pl,..., pm)-+1,
(2.15)
= *  D-1 ‘43
se n* 1, ny > 1ogD DICEN] (1%10) onde
= max(pl,..., pm) (2.16)

(Todos estes (nj,..., n;) também satisfazem (2.1).

Sobre os lados da mao direita de (2.9), (2.11) e (2.15), +1
podem ser recolocados por I>0, arbitrariamente pequeno, se decodi
ficamos seqUéncias de mensagens independentes, conectivamente.

O minimo ou limite inferior das propriedades (2.7) (2.8) e
(2.14) dao interesse a seguinte interpretacdo de média quase arit
mética dos comprimentos das palavras cddigos, (conforme Campbell,
66). A fungdo ¢ em (2.4) pode ser entendida como funcido custo,
¢(n) sendo o €usto de usar uma palavra c6digo’de comprimento n. E
razodavel; SUPBY §UE ¢ & (estritamente) crescente sobre o conjunto
de int8ifosd pesitives e entdo pode sempre ser estendida a uma fun
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cdo estritamente crescente e continua sobre [-1, «[. Isto & conve
niente porque ¢"1 pode ser aplicado sobre mais que um conjunto enu
meravel.

Agora o '"custo medio" de codificagdo de mensagens

X={Xy, X5,0en, xm} da (distribuicao probabilistica P ={py..-, pm})
por uma distribuigao N={n;, n,,..., nm} de comprimentos das pala
vras codigos e

m
= 3
C =iy pyong).

Um. problema de codificagd@o de algum interesse € minimizar o

custo C por uma.escolha apropriada da distribuigcao N, sujeita a -

condigao (2.1). Visto que L(P, N, ¢) = ¢—1(C) e ¢ 1 € (continua)
estritamente crescente, um probléma equivalente € minimizar o com
primento médio da palavra codigo, L(P, N, ¢).

Existem constantes multiplicativas e aditivas contidas nas
funcoes custo dadas por

(i) ¢(x) = ax + b (a>0) para todo xe€ [1, =

(ii) ¢(x) = aDtx + b (a.t>0) para todo x e [1, w[

(ref. Aczel (1974)).

(Elas ndo influenciam nos comprimentos médios das palavras codigos
(2.5).e (2.6)). Calculando. os custos medios, pode ser oportuno
normaliza-los. Uma possivel normalizagdo fixaria custo unitario
para decodificar uma palavra codigo de comprimento 1 e custo zero
no caso de uma palavra codigo de comprimento 0. Entao, no entan .
to, temos

¢6(n) = n (n=20,1, 2,...) (2.17)

mas no lugar de ¢t, temos

DR _ |
¢)E(n) =——f'.__ (t#0, n = 0, 1, 2,004) (2.18)
ot - ,
(uma das vantagens € que ¢6 = 1im ¢£, enquanto que ¢0 #1lim ¢_).
. t
o : t+0 - t-+0
As desigualdades (2.7), (2.8) e (2.14) mostram que oS custos me

dios nao podem ser menores que

m
- izl p; logy p; (0 log, 0 = 0)p/t=0  (2.19)



m t+1

b 1/t+1
(i2 Py ) -1 . ‘
T p/t#0, t>-1, (2.20)
D" -1
1 - max(p;, Prsev-r P.)
o M, pots-1,  (2.21)
1 -D
sempre que as funcdes custos sao ¢£, dadas por ¢6(x) = X e
tx
¢ (x) = 2{ L p/t#0 e xe[1, of.
D -1

As inequacgoes (2.10), (2.12) e (2.16) mostram com que N obte
mos a proximidade aos limites inferiores (2.19), (2.20) e (2.21)

dos custos médios, respectivamente.
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CAPITULO III

SOBRE O PROBLEMA DE CODIFICACAO COM
CUSTO MINIMO - I

Aczél (1974), provou que, a média aritmética do comprimento
da palavra codigo io e a média exponencial do comprimento das pala
vras c&ﬁgpsit sdao somente aditiva, e a média quase aritmética dos
comprimentos das palavras cdodigos. . Mais adiante, ele também provou
que, sob as condig¢Oes de aditividade e quasé aritmeticidade da mé
‘dia dos compriméntos da palavra codigo e da normalizacao dos cus
tos médios, os custos médios de decodificacio das mensagens
X = {x;, x5,..., x } de distribuicao probabilistica P={py» Dyseees D}
tinham limites inferiores dados por

m
E(t) = Co = - i§1 p; logp py.s p/t=0; (3.1)
( T 1/t+1)t+1
= C - i=1 i -1 . 2
= Cy(t) = T , p/t>-1, t#0; (3.2)
D" -1
= C,(t) = %—:~%f, p/ts-1, (3.3)

{onde M = max(pl,..., P.).

m

(NOTA: O limite para tg-1 foi provado por Campbell (ref. Aczel
e Darbczy (1975); pag. 156; sec. 5.4).

Em seguida, daremos um futuro limite inferior, que € indepen
dente de t, para os limites inferiores dos custos médios de codi
ficagao acima. (ref. Abu-Bakr El-Sayed (1979))

TEOREMA 3.1

Seja a média quase aritmética dos comprimentos das palavras co
digos aditiva, e, seja o custo médio de codificagao do conjunto X
de mensagens normalizado. Se

I - as mensagens sao eqlliprovaveis e Dgm, ou

IT - uma codificagdo binaria (D=2) e Mz%, entao, os custos
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médios nao podem ser menores que 1 -M, isto €,
é(t) > 1 -M, para todo telR.

Prova:
Mostraremos primeiro que

lim Cl(t) = Cos

t->0
ou seja,
m +1
('E pl/t )t+l ) m
1im — 11 1 .. L. p. log, P..
t+0 Dt -1 i=1 1 D 1
. Too1/te1tel L
Seja v(t) = (%1 P} ) , implica que,

1/t+1

m
tn y(t) = (t+l) 2n (izl pl

).

Aplicando derivada nos dois lados, temos:

m !
(n (0 = | (e+1)an( 5, pr/ T
1=1 ¥1i
isto e,
2 1/t+1, o
vr(t) . i=1 Py 1/t+1
L= (t+1 + 1.4 2. p:
i=1 Pj
isto e,
- -9fn p. m
p(t) t + 1 T o1/t Py 1/t+1
- . I (p; . - ) + 0 (LI, ps ,
Y(t) ? 1/t+1 i=1V1 (t+1)2 i=1 i )
i=1 v
e multiplicando por Y(t), vem:
m -%n p. m
' = h 1 ) 1/t+l 1 5 1/t+1
V) = u () el 121 (P e ) G py )
i=1 Yi
que substituindo y(t) e simplificando vem:
m
1/t+1
o) = F /eyl | 1 (e T tnpy)
i=1 i * t+1 ° m
5 1/t+1

A=1 Fj



1/t+1
i

m
+ &n (151 p ),

e observamos que

m
1/t+1,t+1
L o) -

lim Cl(t) = 1lim T
t-+0 S t-+0 DY -1

Aplicando L'Hospital, temos:

m ‘ ' . '
[(igl p%/t+1)t+1 _ 1] &ig p%/t 1)t+1]

lim C, (t) = - i = 1 % ’
t>0 b~ - 1] D" &n D
m
mas, como (.Z p}/t+l)t+l = y(t), vem:
i=1 F1 !
lim Cl(t) = lim w;(t) = ﬁ;(g),
t~0 t-0 D a&nD
pois,
p SHI. 1
Loop. '
i=1 *i
isto €,
b
pr(o) =1 [—1 i=1(pi anop.) + en 1},
isto e,
b
Y (0> = = i=1(pl 2n pi)’
logo,
. ( . [ ?
1im C, (t) = —= |- .& (p en p.) =
£>0 1 2nD i=1%1 i
= l — rzr:l 10gD pi [~ - I%l 1
ZnD i=1 Pi Tog, e i=1 Pj *%8p Pj
Também €& ‘zlaro que:
1 - f € crescente com t,
1-D
e
lim 1 f =1 - M,
to=o 1 =D
pois,
il M_1-M_1-M_,
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1 - M
1-pt

\"J
[
i
=

Portanto,

a) Sejam as mensagens eqlliprovaveis, isto €,
- _ _ 1
pl = pz = hee =P = ﬁ.

1 -
o> € como temos m.p's, entao:

L]t
e MR

pt - 1 pt - 1’

Portanto, M =

C, (1)

logo,
mtc -1

pt - 1

Cy (1)

[
[

Se D = m, entao Cl(t)

Se D<m, entao C, sera crescente com t. Isto, pode ser mos

1 '
trado considerando a derivada Cl(t)'

, -ty . nb enm - (m®-1) .DY an D,
e = - ) ’
(D"-1)
ou seja
Ci(t) >0 ¢=>(Dt—1) m® n m > (mt-l) Dt . 4n D
t t
D -1 S m -1

DthD mtlnm

Esta ultima inequagdo estara verificada se provarmos que a’
funcao '

f(x) = Ef—:—l € decrescente; (onde D<m)
X n X

facamos

-t, .t -t
. X (x™-1) _ 1-x
£(x) Zn x inx ’

logo,.

E P 1-x"t
f(X) - n x °

que calculande f'(x), vem:

Y . (anx)'

figy s AAX(-x"H - ety
(2n x)
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= —~}~w2 [tenx. x"t71 - % (1-x"%]
(anx)
= ~—;L~2 [Qnuxt Xt % (l—x—t)],
nx)”
logo
£rx) = —2— XMLkt - 1 axTH]
Porém, Qngxts xt-1. (A igualdade € verdadeira somente se

xt =1, e no nosso caso Dt #F1 e mt #1, e portanto, vamos considerar

somente a estrita inequacgao).

Substituindo, kn;xtpor xt -1, temos que o lado esquerdo fica

. . . . . t t =
menor que o lado direito na derivada acima, pois, &nx = x -1 €& o

- " t
maximo de f&n x .,

Portanto, temos

£'(x) <——l—7 . [x-t—l(xt—l) —x"l(l—x—t)] =
(an x)
1 -1 -t-1 -1 -t-1 0
= X~ -X -Xx T +Xx ]= ——— =0,
(en x7 [ (anx)*
logo
' £'(x) <0,

Assim sendo, f € decrescente e, por conseqliéncia C, & cres

1
cente com t. Entao, segue que C

1im 1M - 1M

t>o 1-D°

l>1-M, porque

Assim sendo, ambos C, eC, sao crescente e

- 1 ’
lim €, (t) = 21 - 1-M C,(-1).

t1 p i1 1!

Por isso, por mensagens eqliiprovaveis, a funcao ¢ & limitada
inferiormente pela quantidade 1-M.

b) A seguir, consideremos o caso de mensagens com probabili
dades que podem ser diferentes. Assumimos primeiro que m=2 e por
conseqliencia D=2,

Seja P = {Plf p,} = {p, 1-p} e seja p>1-p, isto €, p:;%.

Em outras patavFas, Mﬁfmﬁx{pl, pz} = p‘;%.
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A inequagéo
" m
1/t+1,t+1

> p./ )

1=1 ¥1 -1

C.(t) = 51-M  (3.4)
1 pt -1

€ a que queremos provar, a qual no nosso caso significa (substi
tuindo P; =P, Py =1-p, D=2 e M=p):

[Pl/t+1 N (1_p)l/t+1]t+l -1
t

\%

1-p (3.5)
2" -1
isto €,

/e g/ Ly (1op) (28-1) se 150

< (l-p)(Zt—l) se -1<t<0;

isto e,
1/t+1
[P/ 4 (1-p)

< p+2t(1—p) se -1<t<0,.

1/t+1]t+1 >/wzt(l_p) se t50,

Dividindo ambos os lados por p(%sﬁps 1) e tomando

9
ho N
il
o]

0<r«<l, (p>1-p), temos para provar que

(1+r1/t+1\t+1 >1+2t.r se t>0, <« 1+2t.r se -1<t<0;
0o que € verdade pois,
t+1
[ 1/t g 1/t+1] t
p * (1pp) o 2p(l-p), se 50

t
< B2 ZP(I"P) se -1<t<0:

isto €,

1/t+1

{pl/ +1 * (1—§)1/§+1
+ ¥

p /t p /t

t+1 t(1-p)
> 1+ Z’L—§R~ se t>0,

<1+ Ztiléﬁl se -1<t<0;
logo,
[1+r1/t+l]t+1 > 1+2% .1 se t>0, <1+2%.1 se -1<t<0.

1/t+1,t+1

Seja B(r) = (1l+r ) e R(r) = 1+2t.r.

A fungdo R C uma linha reta com R(0) = 1, R(1) = 1+2% e in

clina-se igual a 2t

1/t+1.t 1 t+1

) 0t+1-r o].,

B'(r) = (t+1)(1l+r
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isto e,
_t
B'(r) = (1+r1/t+l)t . T ?TT,
isto e,
_ _t
B'(r) = r t+l .(1+r1/t+1)t;

calculando a derivada segunda, vem:

t t
Br(r) = r Ul eqert/thel o Lo T
-t 5 t+1 1/t+1.t
+ (f:j) . T . (1+r / ) s
isto €,
-2t -2t-1 -2t
logo,
-2t-1
BU(r) = - gper 0 Qert/UHEL
(i) Seja -1<t<0:
B(0) = 1 = R(0)
B(1) = 21 = 2%e2t <142t - R(D)

B'(r)>0, pois, O<rgl, isto &€, B € crescente.

B'(0) = 0, B"(r)>0, B'(1) = 2% (d<2%<1)y.

Por isto, € claro, conforme figura abaixo, que
B(r)<R(r), para todo r, O<r«l.

2
-1<t<0 : 1+2t
R 2t+1
1 B
mw6 _ ‘ ’r
Fig. 3.1
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(ii) Para t>0:

B(0) = 1 = R(0),

B(1) = 2t s 142t = R,
B'(r)>0, B'(0) = w, B'(1) = 2%,
B" (r)<0.

Neste caso, concluimos conforme figura abaixo, que

B(r) > R(r), para todo r, Ogrgl.

A
t>0 ,t+1
B
1+2t
R
1
0 *r
Fig. 3.2

Por isso, para todo t>-1, t#0, a inequacdo (3.5) & verdadei

ra.

- Agora, voltamos ao caso de m mensagens (m>2). Assumimos que

um alfabeto cbdigo bindrio (D=2) & usado e que M:a%. Visto que a

m
- + - .- . ~
quantidade i£1 p}/t ls simetrica em relacao aos p., podemos assu

mir sem perda de generalidade que P, = M.
Seja qq= P, = M,
Ay = P, *e.o* P = 1-M,

isto &, di*ta, = 1.
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(_§ 1/t+1, t+1

(ii) Seja t>0:

Seguindo passos similares, e observando (3.5'), obtemos

e ainda

pois t>0), vem:

1/t+1 1/t+1 1/t+1
qz/ <p2/ to..t pm/ )
( 2 1/t+1yt+1 ( T I/trlytel g
k=1 Y% . -1< ‘321 Py :
Colocando em ordem contraria e dividindo por Zt-l, (Zt-1>0,
G pl/eel e (E L/t
i1 Pi -1, k=1 % -1 . 1
t t > LA
2 -1 27 -1
Portanto
T 1/t+1,t+1
(51 P5° ) "y
T > 1-M,
27 -1

para todo t>-1, t#0.

Isto completa a prova.

Observagdo: Geralmente ndo € verdadeiro que:

Se m>D e le%u entao é(t) > 1-M, para todo telR. Isto sera
mostrado exibindo os exemplos contrarios abaixo:

Exemplo 1: Neste exemplo o numero de mensagens € igual ao nu
mero de elementos do conjunto de codificacgao.

Seja m=D=3,
P ={0,6; 0,0001; 0,3999},
"M=0,6, entao 1-M=1-0,6 =0,4;

m
1/t+1,t+1
Z .
i51Py )T ,
T , Vem:

como-Cl(t) =
D" -1

~§,_.
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3 ,
5 1/3+1,3+1
(151 Pi/ ) -1
Cl(s) = 3 =
: 37 -1

ti

e [((0,6)1/4 + (0,0000)17% + (0,3009) /4% . 1]

= 0,3433<0,4

logo, Cl(t) <1-M.

Exemplo 2: Neste exemplo, o numero de mensagens € malor que
o numero de alfabetos de codificagao, com uma insignificante
modificacao do anterior. No lugar da probabilidade p3=(L3999,
temos quatro probabilidades cuja soma € igual ao valor'deps.

Uma destas quatro probabilidades (0,39989997) € muito proxi

ma de Py (portanto, dando quase a mesma contribuigao pé/4 pa
5 1/4 R _ o
ra a soma total ¢ p; ) e as outras tres sao multo pequenas

4 ~=8 .
(10 cada), portanto, crescendo C inadequadamente, mas, man

tendo contudo menor do que 0,4(=1-M). Assim seja m=6>D=3,

P = 0,65 0,0001: 0,39989997: 10° 8. 1078, 1078},
1-M=0.4,
g S1/4,4 |
c (3 = 21 -1 - 2.0180 4 3698 < 0,4
39 -1 26

logo C1(3) <1-M = 0,4.

Exemplo 3: Neste exemplo, usamos um grande numero de mensa-
gens e de simbolos de codificacgao. '

Seja, m=130, D=50;

P = {0,5728: 0,4144: 10~ % 107% ... 107%H
128 vezes
Como, M=10,5728,
1-M=0,4272.
(3 l0.57281/% & 04144 « (128,107 /44
1 50° - 1

. (0,87 + 0,81 + 12,8)%
50° ’




4

(14,48)% _ 15
3

3 = 0,405<0,4272 = 1-M.
50 50

logo, C1(3)<

De onde, C1(3) < 1-M.
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CAPITULO IV

SOBRE O PROBLEMA DE CODIFICACAO COM
CUSTO MINIMO - II

No capitulo III, foi provado que

( ¥ pl/trlytel
C (1) = 121 lt -1 1-M, para t>-1 e t#0.
D™ -1

Agora, vamos provar um resultado mais forte a respeito dos
limites inferiores de Cl(t) para t>-1, t#0. Para tanto vamos enun

cliar o teorema:

TEOREMA 4.1

Para cada P = (pl, pz""’IﬁJ € Am’ com anZ,hd}% e D=2,

temos % Cl(t) >1-M,

isto €,
3 C () =3 Cl(pyoees By ) > 1-M
isto E,
36 () =3 . = {(? pr/thtl lsam a1
2t 1 i=1 *i -1
para t>-1, t#0, 6nde M=max{p1, Pyresns pm}.

Para demonstrarmos este teorema precisamos o lema seguinte:

Lema 4.1:

A fungdo C,(py,-.-, p,s t), com t>-1, t#0 & concava  para
(Pys Ppseers P e .
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Demonstracao:

Consideremos a funcao

M 1/t+1

b t+1
(i=1 Py ) .

F(P) = F(pys Pps--+s Pp)
Vamos provar que F(P) € uma fungao concava para t>-1 e t#0.
Sejam P = (pl, Ppseees pm)e o, € Q = (ql, Ayseees qm)e Am,

duas distribuig6es de probabilidades, entao, para 0s A< 1, temos:

m + +

1
§ 7 02 y1/teli el t (1_x)l/t+l 1/t+1|t+1
> li=1"Py i=1 © 44
m m
- D 1/t+1.t+1 _ 5 1/t+1,t+1
rzq Py ) + (-0 (5 q; )

i}

AF(P) + (1-2) F(Q),
para t>0, onde a desigualdade acima €& obtida, usando a desigualdade
de Minhowski.

Se -1<t<0, a desigualdade € contraria.
Desta forma ficou provada a afirmacao do lema.
Consequentemente, a funcao
m
v 1/t+1,t+1
[(i=1 Py

2t o1 ’

Cl(p1’°-~1 pm, t) =

com t>-1, t#0 & concava em A

Demonstracao do teorema 4.1

Primeiro, vamos provar (4.1) para m=2 e ap0s, estendemos pa
Ta m>2.

Para o caso m=2, temos

7 1 2 A
1 0 '
= 7 . =— = 0; para t#0;



logo, 5 Cl(O,l: t) = 0 (4.2)
L1 || (ot /e el 11
C (—‘,"—" t) = 5
2 71202 2 ot ‘
(1 [ttt )
2 1 2t -1 1
_1fettah Sy
2] 2t -1
1 zt-1}=1 ;= L.
R e T A
2t
para t#0; logo,
11 1
7 C(Fu3s ) =5 (4.3)
1/t+1 1/t+1,t+1
7 ¢ 00 =1 |4 * 0 )
Z2° -1
_ % (a:i ] . % . tO = 0; para t#0,
2t -1 | 21
logo,
7€ (1,05 t) =0 (4.4)
Resumindo temos:
}ch(o,l; t) = 0
1 11, 21
7 ¢ (G2 8 = 3
% Cl(l,O; t) = 0; para t>-1, t#0.

et

.
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Conforme figura a seguir vemos que o grafico de l-max(p, 1-p),

O<psl, consiste de duas linhas retas entre (0,0)

(3.3) e (1,0);

11
(7,_2—) e

entre
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ﬁr
8 1.
f = T?.— (Jl(p, l-p; t)
g = 1 - max{p, 1-p}
1
2
0" 1 1 "P
2
Como Cl(pl,..., Py t) e uma fungao concava para t>-1, t#0,
temos:
1-M < 1 C,( ;t) = 1lC (p, 1-p; t)
] 'z l pla pZ’ _2' l ’ p: ’
isto e,

1-M < 3 € (p, 1-p5 t), Ospel.  (4.5)

Agora, seja PéAm, m>2 com Ma% e, sem perda de generalidade,
assumimos M=p1‘

Seja q; = p; = M;
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(i) Seja -1<t<0:

Visto que,

n

(1 &1 3 )< (4.6)

(onde ak;O k=1, 2,..., n).

Por conseqliencia vem:
1/t+1 1/t+1 1/t+1
q2/ 3>p2/ . p /

n , pols =-1<t<0,

logo
1/t+1 1/t+1 1/t+1 1/t+1 1/t+1
I O T A Voo
Multiplicando os dois lados por % e utilizando somatorio vem:
(7 1/tvlyeel 1§ 1/t41 e
7 ‘k=1 % Z ‘i=1 Pj
Dividindo por 2t - 1 e como 2t - 1<0, para -1<t<0, temos:
2 m
1/t+1,t+1 1/t+1, t+1
) z
1 G2 g D) o 1 GEpey )T g
7 T <7 t (4.7)
2" -1 27 -1
2
Observardo que kél q, = 1, e aplicando a inequagao (4.5), ob
temos:
2
1/t+1,t+1 1/t+1 1/t+1,t+1
1 G4BT g (g R
2 2t -1 K 2t o
1/t+1 1/t+1,t+1
1 (a3 / + (1-ay) /1, -1
"2 t >
27 -1
> l-max{ql, qz} = 1-ql =
= 1l-p; = 1-M,
logo
i/t+1 t+1
1 ( & )
% k i i SN > 1-M.

FLIA



vem

logo,

Combinando ecstua incquagio com a (4.7), obtcmos

m

b 1/t+1,t+1
1 G Py ) o
Z ot ’

(11) Seja t>0:

Seguindo os mesmos passos € observando (4.06), obtemos

30

q2/ < PZ/ Teee? m/ :

Multiplicando por % e somando dos doils lados qi/t+1 - p}/t+y
G AR F s BRI ¢S LA A PRI S B

1 % 1/t+1,t+1 1| §  1/t+1,t+1

7 =1 % ) R I G- o ) - 1].

Colocando em ordem contraria, dividindo por Zt—l,onde fll>m

pois, t>0 e utilizando (4.5), vem:

logo

(I /el (B /el

1 (=1 Py 11 |[WE e ) o

2 T > ¥ > 1-M,
et | _ 2t | -
I I/ts1yeel

1 |'i=1 Py -1 ..

5 L 5 1-M;

para todo t>-1, t#0,

Com isto, concluimos a prova do teorema, sendo

1
vi Cl(t) > 1-M, para

t>-1 e t#0.

x . '~ M 1 = - Z ¥ ==
Observagao: lim Cl(t) 1 Pjlogp; =¢C

m

t-+0 1= 0

0 c¢aso para CO foi provado em Galleger (1968),

% Gﬁ > 1=M,

14

isto €,
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