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S i M B O L O G I A

Cj, Dj C o e f i c i e n t e s  da equa ção  d i f e r e n c i a l  li ne ar i z a d a .

BK R azã o da p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a  para o c r e s c i m e n t o

dos i n t e r v a l o s  na d i re çã o y

C^ C o n s t a n t e  d i s s i p a t i v a

C o n s t a n t e  para o perfil inici al  de v e l o c i d a d e s .

C^ C o e f i c i e n t e  de Fricção.

Termo de d i s s i p a ç ã o  v i s c o s a  na e q ua çã o da en e r g i a  

cinética.

y

Gj , gj C o e f i c i e n t e s  da fu n çã o so lu ção  das m a t r i z e s  tri-

d i a g o n a i s  .

H F ato r de fo rma .

H ’ Fun çã o d e f i n i d a  em (6 .2 ]

KCy] P a r â m e t r o  de est rutura.



K C o n s t a n t e = 0 , 4

L^, L^, E s ca la s de gra nd ez as .

C o m p r i m e n t o  de di ssi pa çã o,  

n E x p oe nt e d e f i n i d o  pela e qu aç ão  Í33>

P' F l u t u a ç ã o  de pressão.

P P re ss ã o média.

XI

Q ’ Ene rgi a c i n ét i ca  t u r b u l e n t a  d e f i n i d a  como l/2Cu^u^).

Q E n er gi a c i n é t i c a .m é d i a .

R Nú me ro  de R e y n o l d s  ba se ad o no diâmetro, 
s

R§ Núm e r o  de R e y n o l d s  b as ea do  em 6 .

R 5 * Nú m er o de R e y n ol ds  b as ea do  em ô* .

R Nú mer o de R e y n o l d s  ba se ad o em 0 . 
o

rQ C o n s t a n t e  igual a 110.

Uo(x) V e l o c i d a d e  do e s c o a m e n t o  po te nc ial .

Uoo V e l o c i d a d e  do e s c o a m e n t o  po te n c i a l  não pe rt u r b a d o

Uj_ íu ou V) v e l o c i d a d e s  i n s t a n tâ ne a s,

uí ' C u ' ou V ’ ] f l u t u a ç õ e s  de v e l o c i d a d e s .

U J  {u ou U ] v e l o c i d a d e s  médias,

u* V e l o c i d a d e  de fricção.

V e l o c i d a d e  a d i m e n s i o n a l  izada segu ndo  u/u*



Ill

V V e l o c i d a d e  a d i m e n s i o n a  llzada s e gu nd o U/í/o

- Çiu' '0 ' Te ns or  de Rey nolds.

V V e l o c i d a d e  d e f i n i d a  em (4,5).

X C o o r d e n a d a  na d ir eç ão  do esc oa m en to .

y C o o r d e n a d a  normal ao e sc oa men to .

y’*' T r a n s f o r m a ç ã o  de c o o r d e n a d a  s eg und o yu* .
V

a(x,y] Fun ção  d e f i n i d a  em (6 .1 ].

3 C o n s t a n t e  igual a 0,2.

6 E s p e s s u r a  da camada limite a u / U o = 0 , 9 8 9 9  .

£ ’ Cr i t é r i o  de erro.

e "  C r i t é r i o  de c o n v e rg ên ci a.

0 E s p e s s u r a  de m om en to,

y V i s c o s i d a d e  absoluta.

V V i s c o s i d a d e  c in em áti ca.

^ Nova c o o r d e n a d a  na dir e çã o x .

ri Nova c o o r d e n a d a  na d ir e çã o y .

p D en sid ad e.

<j).33 Fu n ç ã o  d e f i n i d a  pela t ab e l a  C6 .ll

Xj, Fo rç as  de campo



Mo d e l o  Ma t e m á t i c o  p a r a  a  S o l u ç ã o  d a  Ca m a d a  L i m i t e  

T u r b u l e n t a  S o b r e  S u p e r f í c i e s  c u r v a s

R e s u m o

Para a d e t e r m i n a ç ã o  das g r a n d e z a s  do e s c o a m e n t o  t u r b ul e n 

to i n c o m p r e s s í ve 1 (médio), três eq u aç õe s f u n d a m e n t a i s  f o r a m  u t i ­

lizadas: a e q ua çã o da c o n s e r v a ç ã o  da massa, da c o n s e r v a ç ã o  do movi 

mento e a da e n er gi a  cin é ti ca  t ur bu le nt a.  Há no entanto, no s i s t £  

ma as sim  formado, um p r o b le ma  de f e c h a m e n t o  ori gi na do , no p r o c e ss o 

de média, pela não l i n e a r i d a d e  das eq ua çõ es  J). Para l e v a n ­

tar -s e esta d i f i c u l d a d e  e m p r e g o u - s e  um m o d e l o  m a t e m á t i c o  de t u r b u ­

lência r e l a c io na nd o;  te nsã o t u r b u l e n t a  com en e r g i a  c i n é ti c a t u r b u ­

lenta (p arâmetro de es tru t ur a) , d i s s i p a ç ã o  v i s c o s a  com a e ne rgi a c_i 

nét ic a e com o c o m p r i m e n t o  de d i s s i p a ç ã o  e f i n a l m e n t e  o termo de di 

fusão da en er gi a com o . g r a d i e n t e  da e n e r g i a  c i n é t i c a  ao longo da ca 

mad a limite.

Fei ta s as s i m p l i f i c a ç õ e s  pró pr ia s da ca mad a limite e subs 

t i t u i n d o - s e  as re l aç õe s do mo d e l o  t u r b u l e n t o  o b t e v e - s e  um sist ema  

de três equ aç õe s d i f e r e n c i a i s ,  não lineares, a co pl a d a s  em c o o r d e ­

nadas cur v il ín ea s.



A so lu ção  a n a l í t i c a  é d i f i c u l t a d a  pela não linearidade das 

e q u a ç õ e s  do m o v i m e n t o  e da e n er g ia  cinéti ca.  Para c o n t o r n a r  este 

pr obl em a,  1i n e a r i z o u - se o mo de l o  n u m é r i c o  associado. U t i l i z o u - s e  um 

m é t o d o  i mp lí c i t o  de d i f e r e n ç a s  fini tas  a p r o v e i t a n d o  a c a r a c t e r í s t i  

ca t r i d i a g o n a l  das m a t r i z e s  obtidas.

V



A b s t r a c t

In order to ca lcu la te  the p a r a m e t e r s  i n v o l v e d  in mean 

i n c o m p r e s s i b l e  t ur bu l e n t  flow, the c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,themomenturn 

e q u a t i o n s  and the t u r b u l e n t  Ki n e t i c  energy, equation, were used. 

This s ys t e m  of d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  p r e s e n t s  a closure p r o b l e m  

o r i g i n a t i n g  in the time - a v e r a g e d  p r oc ed ur e due the n o n - l i n e a r i t y

of the e qu at i on s . To reso lve  this difficulty a m a t h e m a t i c a l

mo del  of t u r b u l e n c e  r e l a ti ng  t u r b u l e n t  sh ear  st ress to t u r b u l e n t  

ki n e t i c  en er gy  (st ructure pa ra met er) . vi s cou s d i s s i p a t i o n  to 

d i s s i p a t i o n  length and the d i f f u s i o n  term to the t u r b u l e n t  k i n e t i c  

ene rgy  gradient, was used.

A f t e r  some a p p r o p r i a t e  s i m p l i f i c a t i o n s  to the t ur bu len t 

model c on c e r n i n g  the bo un d a r y  layer, a sy st em  of three two-dimensional, 

coup led  part ial  d i f f e r e n t i a l  e qu a t i o n s  in c u r v i l i n e a r  c o o r d i na te s 

was r e a c h e d .



vii

The n o n - l i n e a r i t y  in the m o m e n t u m  e q u a t i o n  and k in et ic  

ene rg y e q u a t i o n  cause a great d i f f i c u l t y  to find an a n a l y t i c a l  

solutio n.  To res olv e this problem, the a s s o c i a t e d  n um er i c a l  model, 

was li nearized. An i m p li ci t finite d i f f e r e n c e  m e t h o d  using the 

t r i d i a g o n a l  c h a c a r t i s t i c  of the m a t r i x e s  was used.



I n t r o d u ç ã o

0 pre se nt e  t r a b a l h o  tem por o b j e t i v o  a d e t e r m i n a ç ã o  dos 

d i v er so s p a r â m e t r o s  do e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  sobre s u p e r f í c i e s  cur 

vas, e m p r e g a n d o  as e q u a ç õ e s  da c o n s e r v a ç ã o  da massa, do m o v i m e n t o  

e da e n er gi a c i n é t i c a  t ur b ul en ta . C o n c e n t r o u - s e  este es t ud o na c a ­

mada limite e p r i n c i p a l m e n t e  p ró xim o â parede, já que ali te m- se  

g r a d i e n t e s  a c e n t u a d o s  e é p r e d o m i n a n t e  o ef ei t o da v i s c o s i d a d e .

0 es t ud o da h i d r o d i n â m i c a  sof reu  com L ud w i g  Prandtl (1904), 

i m p o r t a n t e  m o d i f i c a ç ã o  c on ce it u ai . A te or ia da ca ma da  limite d i v i ­

diu o e s c o a m e n t o  em duas regiões: a p o t e n c i a l  e a v is co sa  (onde a 

r e s i s t ê n c i a  ao e s c o a m e n t o  está c o n c e n t r a d a A  pa rt i r  desta data, 

muito se tem p e s q u i s a d o  sobre o c o m p o r t a m e n t o  da cam ad a limite sob 

di ve rs as  co ndições.

0 e s c o a m e n t o  la mi na r sofreu a t e n ç ã o  e sp ec i a l  de início. 

A p e s a r  da re la ti v a c o m p l e x i d a d e  das equ açõ es , foi p o s s í ve l obter- 

se s o l uç õe s an a l í t i c a s  (ainda que a p r ox i ma da s)  com e x c e l e n t e  resul 

tado. □ me sm o não se pode di zer  do e s c o a m e n t o  t u rb u le nt o.  A m a i o ­

ria de ste s t ra b a l h o s  tem campo de v a l i da de  r e s t r i t o  as c on d i ç õ e s



p r é - f i x a d a s  e me smo a ss im com r e s u l t a d o s  não tão pr ecisos.

A grande d i f i c u l d a d e  na soluç ão  do e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  

é o a p a r e c i m e n t o  de novas v ar iá v e i s  no sistema, o r i g in ad as  pelo p r£  

cesso de m é d i a  e s t a t í s t i c a  {T^mz-avQ,fiagz]  ̂ . (Anexo 1 e 2]. As n o ­

vas v a r i á v e i s  i n t r o d u z i d a s  to rn a m  o s is te m a in d e t e r m i n a d o .

0 pr óp ri o p r o ce ss o de mé dia  pode mais equ aç ões , p o ­

rém r e a l m e n t e  não s o l u c i o n a  o p r o b l e m a  de indeterminação. Junto com 

a nova e q u aç ão  criada, apa rec e um núm ero  ainda m a i o r de novas v a ­

riáveis d e pe nd e n t e s .  0 p ro b l e m a  de f e c h a m e n t o  é r e a l m e n t e  r e s o l v i ­

do com 0 a ux íl io de um mo d el o m a t e m á t i c o  que r e l a c i o n a  as novas v a ­

riáveis entre si, ou com g r a d i e n t e s  das va ri áv eis  p r i n c i p a i s . (-')

A me d id a que se a u me n ta  o número de e q u a ç õe s o s i s t e m a  se 

torna a n t i -e c o n ô m i c o , sob o ponto de vista de tempo de c om pu ta çã o , 

além de e l e v a r  o grau de c o m p l e x i d a d e  do problema.

G mo d e l o  m a t e m á t i c o  e m p r e g a d o  no p r e s e n t e  t r a b a l h o é  c o m ­

posto de três relaçõ es auxil iar es:

R el aç ão  entre a te nsã o t u r b u l e n t a  e a e n er gi a c i n é t i ­

ca t u r b u l e n t a  - "Pa râ me tr o de Es t r u t u r a "

— Re la çã o entre a d i s s i p a ç ã o  v i sc os a e a e n e r g i a  c i n é t i ­

ca

— Rel aç ão  entre o termo de d if us ão  e o g r a d i e n t e  de ener 

gia ci né ti ca  (Anexo 6 ).

(*) Vale r e g i s t r a r  que o m o d e l o  m a t e m á t i c o  de D a v i d o v  e m pr e ga  23 e- 
qu a çoe s de t r a n sp or te  e n q u a n t o  que o de K ol a v a d i n ,  28 equações.



A s s i m  m o n t o u - s e  um s is te ma  p oss ív el de três e q u a çõ es  d i ­

f e r e n c i a i s  a tris incóg nit as.

Nuito se tem e m p r e g a d o  a e q ua çã o da e ne rg ia  c i n é ti ca  j u n - 

to com as de ma is  eq ua çõ es  b ás ic as (c on t i n u i d a d e  e mov im e nt o]  para 

a so lu çã o da camada limite.

Para a placa plana, M c D o n a l d ^  pr ef er iu  s o l u c i o n a r  as três 

e q u a ç õ e s  por mei o de um mé t o d o  int eg ral . Já M el l o r  e Herring** r e ­

s o l v e r a m  o me smo  sis tem a por d i f e r e n ç a s  fin i ta s e a d o t a r a m  como m o ­

delo m a t e m á t i c o  de f e c h a m e n t o  re la çõ es  e n v o l v e n d o  o c o m p r i m e n t o  de 

m i s t u r a  de Prandtl. P e r e i r a  Filho® re s ol ve u a pl ac a pl an a com 

e sem g r a d i e n t e  de pressão, a c o p l a n d o  ao s i st em a mais uma equa çã o 

a do t r a n s p o r t e  de d i s s i p a ç ã o  v is co sa  ao longo da cam ad a limite. Va 

le r e g i s t r a r  os t r a b a l h o s  de A k a t n o v  e T u l ’bert® p u b l i c a d o s  em Le- 

ni ng rado, para um e s c o a m e n t o  sobre placa plana e i n t e r i o r  de tubos 

(secção c i r c u l a r  e re tan gu la r]  que além da e qu aç ão  da e n e r g i a  uti-

li z a r a m  a eq ua çã o do te ns o r de R e y n o ld s u 'v* - B u r b a n K e F i l l o ^  tam 

bém r e s o l v e r a m  a placa plana e no mo de lo  de f e c h a m e n t o  u t i l i z a r a m  

o p a r â m e t r o  de e s t r u t u r a  assim como se está fazendo.

A m a i o r i a  dos r e s u l t a d o s  t e ó ri co s para a placa plana é 

c om pa r a d a  com os da dos e x p e r i m e n t a i s  de K l e b a n o f f ®  ou com os de Wie 

ghardt ® .

Para s u p e r f í c i e s  curvas ou sõli do s de r e v o l u ç ã o  gr an de  njj 

mero de tr ab a l h o s  (p r i n c i p a l m e n t e  e x p e r i m e n t a i s )  já f or am  a p r e s e n ­

tados. Cebeci^® a n a li so u  o e s c o a m e n t o  sobre corpos de r e v o l u ç ã o  com 

fluxo axial e m p r e g a n d o  apenas duas e q u aç õe s ( c o n t i n u i d a d e  e m o v i ­

mento) e para o f ec ha me nt o,  os c on ce it os  de Pr a n d t l  e fator de In-



t e r m i t i n c i a .  Junto com Smith, Ce be ci^ ^ d e s e n v o l v e u  um com pl et o e s ­

tudo t e ó r i c o  a b r a n g e n d o  desde o e s c o a m e n t o  l a mi na r ate o t u r b u l e n ­

to sobre só li dos  de rev olu çã o. P e s q u i s o u  d e t a l h a d a m e n t e  a c o n v e r ­

gê n c i a  dos r es u l t a d o s  em fun çã o da ma lha  de d i f e r e n ç a s  f i n i t a s . Dos 

t r a b a l h o s  e x p e r i m e n t a i s  sobre s u p e r f í c i e s  curvas a duas di me ns õe s,  

dois p o de m ser f a c i l m e n t e  r e p r o d u z i d o s  t e ó r i c a m e n t e . 0 p r i m e i r o , de 

So e N e ll or ^^ , a n al is a  o efeito da c u r v a t u r a  co n v e x a  na ca mad a l i ­

mite. Q raio de c ur va tu ra  é va ri áv el  e a s u p e r f í c i e  cônca va  e n v o l ­

vente é f l e x í v e l  a fim de aj u s t a r  o e s c o a m e n t o  po t en c i a l  a um p e ­

queno g r a d i e n t e  de pressão, ü s eg und o é de S h i v a p r a s a d  e Rama- 

prian^^,  ̂ . Este e nv ol ve  e s c o a m e n t o  so bre s u p e r f í c i e  l e ve me n te  c u £  

va (cônc ava  e convexa] com raio c on sta nt e. Entre outras gr an d ez as  

a n a l i s a d a s  o pa râ m e t r o  de e s t r u t u r a  é d e t e r m i n a d o  a cada esta ção  

tanto para a parte côn ca v a qu a nt o para a convexa.

Li m i t a ç õ e s  :

A p e s a r  da p r e t e n d i d a  g e n e r a l i z a ç ã o  que se d e se jo u dar ao 

pr ob lema, a c r e d i t a - s e  que está li mit ad o dev id o as s u c e ss iv as  s i m ­

p l i f i c a ç õ e s  e a r t i f í c i o s  m a t e m á t i c o s  e m p r e g a d o s  com a f i n a l i d a d e  de 

se o bt e r um s is te m a pa ss í ve l de solução.

A s si m :

* A a ná li s e da o rd em  de grandeza, com os c r i t é r i o s  da c a ­

mada limite, e l i mi no u d i v er s os  termos de p e qu en a ordem...

* A i n t r o d u ç ã o  do mo d el o m a t e m á t i c o  por si só...

* A i n t r o d u ç ã o  do mo de lo  m a t e m á t i c o  p r óp ri o da placa pl_a 

na em s u p e r f í c i e s  curvas...



* E outras co n s i d e r a ç õ e s ,  tais como a e l i m i n a ç ã o  s i s t e ­

m á t i c a  das fo r ça s de campo C g r a v l t a c i o n a i s ] to rn a m  o r e s u I t a d o  r e s ­

trito ,

Entâo, sem a c o m p r o v a ç ã o  de out ros  casos, li mit a-s e o p r £

grama a :

— E s c o a m e n t o s  i n c o m p r e s s í v e i s , com f l u í d o s  de baixo peso 

e s p e c í f i c o .

— A região fí s ic a estará d e l i m i t a d a  a pouco além do p o n ­

to de e s t a g n a ç ã o  e pouc.0 aq ué m do ponto de separação.

— E s c o a m e n t o s  com g r a d i e n t e s  de pre ss ão não m u it o a c e n ­

tuados.

— E s c o a m e n t o s  sobre s u p e r f í c i e s  com c u r v a t u r a  i n f e r i o r  a 

t(S/R < 0 , 1 ) .



A p r e s e n t a ç ã o  d o  P r o b l e m a

Se rão  a p r e s e n t a d a s  neste cap ít ul o  as e q u a ç õ e s  f u n d a m e n ­

tais do p r o b l e m a  e a o b t e nç ã o da e qu aç ão  da e n e r g i a  c in é t i c a  t u r ­

b u le nt a por meio do p r o c e s s o  de média. As no vas v a r i á v e i s  i n t r o d u ­

zidas por este p r o c es so  (produtos de f l u t u a ç õ e s  tais como: u'^u'^ ,

W;Ip’, u'^u’ ^ u ’ f o r a m  r e l a c i o n a d a s  com o m od e l o  m a t e m á t i c o .'A n a l i ­

sou-se a se gui r a o r d e m  de g r a n d e z a  dos te r mo s das e qu aç õ e s  e foi 

mo n t a d o  um s is t em a de e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  par ci ais , não linear es 

em c oo r d e n a d a s  c u r v i l í n e a s  a duas dimen sõ es.

2.1 - E q u a ç õ e s  G e r a i s

Na forma mais geral, as e q u a çõ es  f u n d a m e n t a i s  de um e s ­

co am en to  i n c o m p r e s s í v e 1 em no ta çã o t e n s o r i a l * ®  são:

1
u

(2)11 =
- p l '

H. y w i J  .

\
j }

I
j



onde Cl} é a e qu açã o da c o n s e r v a ç ã o  da ma ssa  (c o n t i n u i d a d e ] e  (2 ) a 

e q u a ç ã o  de N a v i e r - S t o k e s .

0 s i st ema  as sim  a p r e s e n t a d o  é p a s s ív el  de solução, pois 

temos qu a t r o  g r a n d e z a s  d e s c o n h e c i d a s  P) e qu at r o equações.

A seguir, d e s p r e z o u - s e  o efe it o das fo rça s campo sm

p r e s e n ç a  das fo rça s de inérc ia,  v i s c o s i d a d e  e de contato.

Como a p r o p o s i ç ã o  era d e t e r m i n a r  o e s c o a m e n t o  i n c o m p r e s -  

sível sobre s u p e r f í c i e s  curvas, havia n e c e s s i d a d e  de um sist em a de 

r e f e r i n c i a  co m p a t í v e l  com esta situação. 0 s is t em a de c o o r d e n a d a s  

e m p r e g a d o  é tal que o eixo dos x segue a s u p e r f í c i e  curva e o eixo 

dos y a ela é normal a cada ponto (Fig. 1)

7

CFig. 1)

Para regime p e r m a n e n t e  e as c o o r d e n a d a s  a s si m d e f i n i d a s  

a e qu a çã o da c o n t i n u i d a d e  e a de N a v i e r - S t o k e s  são f o r n e c i d a s  por 

S c h l i c h t i n g ^ ®  e por M i I n e - T h o m p s o n ^ ^ ;

(3)



ax
Éu. + fOJÀ. = 
3y  ̂ R P d X R 3y

í1j± . l Í l M .
R2 R 9X (4)

^  ^  - f  lál 
dx d)/ R

i  9P 
p a y

V
1 Î Ü  - 2£ _  l ü  + £  1 !̂  +
3 V R 3x R 3y

3X2 R2 R2 dx R2  ̂ dx 3x (5 3

onde a fu nç ão  f  é d e f i n i d a  como:

/(x,y)
R(x]

R ( X ) + y

e R(x) é o i nv ers o da cu rv atu ra .

As e q u a ç õe s acima (3), (43 e (5) são gerais; v á l id as  por 

tanto para o e s c o a m e n t o  l am in a r e t u r b u l e n t o  (instantâneo}. Como não 

há i n t e r e s s e  no e s c o a m e n t o  i n s t a n t â n e o  (r andômico), mas sim no seu 

ef ei to  final, o b t e v e - s e  a eq u a ç ã o  para o e s c o a m e n t o  médio. Assim de­

c omp ond o as g r a n d e z a s  i n s t a n t â n e a s  em:

u -

V -

P

P

ü + u '

V + v '

P' + P '  

este = p

(B)

0 termo que co nt ém  a ba rra  (—3 é o v a l o r m é d i o d a  g r a n d e ­

za e o que con té m a a p ó s t r o f e  (’3 é o valor de sua fl ut uaç ão . I n ­

t r o d u z i n d o  as re la çõ es  (63 nas e q u a çõ es  (33, (43 e (53 e u t i l i z a n ­

do a té c n i c a  da média^ obtidas con fo rm e anexo 1 , as eq u aç õ es  do



e s c o a m e n t o  m é d i o :

9x 8y C7]

fu
3x

+ V
dy R

f ---- f  9P+ f r u y  = - - ^ ^  +

R 3x R2 dx

p 9x

dR du 
R 2 ^ dx 8x

f-
, 3 n u

3x2 3y G f  * 4 )

- f-
3u /2

3 X

y

3 ü ~ ^
3y

(8 )

3y
1  ÈL
P 9y

+ V
3y \3y

i £ l  l ü  . 
R 3x

R2 dx
. 4  llíi . £ 1  dR

^  3x2 r 2

- ^  (R \

U +
dR 3u 

^  ^ dx 3x
dV Jèu 'v '
3y - /■ 3x

)
(9)

e j u n t a n d o  a e q u a ç ã o  da e n e r g i a  c i n é ti ca  (1 0 ) ob tid a no a nex o 2 ao 

s i st em a de equ ações:

fu
3Q -  3Q
3 X

+ V
3y (

3y
3x

- R /

t p IV 'P

, m
R 3y

)

, 2 3y _

3y 

3

z; 'g _ 3z; 'Q _ _1 
R 3y p f

du 'P ' 

3 X

3y

VD

t p IV 'P + V
3x2 3 y •

( 1 0 )

Com uma ráp id a i n s p e ç ã o  no s is te ma  a ss im  fo rm ad o i d e n t i ­

f i ca -s e como g r a n d e z a s  d e s c o n h e c i d a s :

"i
-!► U, U

i j
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U ^ P ’ ------------------>- U*P'  . V^P '

[ U ; . + U ■. . ] U ; .  ̂ D
i,j j , 1  j , 1  — *

e P

obtendo-se assim um sist ema  com mais i n c ó g n i t a s  que equações.

A a n ál is e  da or dem  de g r a n d e z a  c on t o r n o u  em parte o p r o ­

blema da i n d e t e r m i n a ç ã o  pois mui tos  dos ter mo s d e s p r e z a d o s  lev ara m 

consi go  a l gu ma s in có gni tas .

2.2 - O r d e m  d e  G r a n d e z a  d a s  Eq u a ç õ e s

Fel iz me nt e,  nem todos os termos do si st ema  de e q u aç õe s 

tem a me sma  o r d em  de grandeza. A ss im  uns f o r a m  d e s p r e z a d o s  em p r e ­

sença de ou tro s de m a i o r  ordem. D e f i n i u - s e  então, as es c a l a s  de 

g r a n d e z a  segun do a dir e çã o X e na d i r e ç ã o  Y. Para a c a m a d a  l_i 

mite t e r e m o s :

- ô , tal queG Li' » 0  e 0 L. 2
- . M -

4
<« 1 (1 1 ]

1

A d m i t i u - s e  R(x) como sendo da o rd em de E então:

_ üCLi) 0(Li)
^ R(x ]+ y 0 ( L i ) + 0 ( L  ] 0(Li)  ̂ ^

Assim a equaç ão  da c o n t i n u i d a d e  fi car á



□ (2) ^  ̂ + 0(13 — 1- = Q (13)
G ( L i ) 0 ( L 2 ) 0 ( L i ) ^

ir T 4- • 1 •  ̂ 0 (Li )
E m u l t i p l i c a n d o  por ~ õ T Ü ) "

0 (y) 0 (L2 )

11

e foi p o s s í v e l  concluir;

0 (U) _ 0 (L 2 )

Õ T 5 T  - õ õ T T  '  ‘ i ' ' >

A s s u m i u - s e  ainda:

E para as f l u t u a ç õ e s  de v e l oc id ad es :

0 [ V )  ^ 0 [TJT^) == Qí u ' ^ )  ^ 0 ( y ' M

□ (Q) ü ( £ M  _ (16)

S u b s t i t u i n d o  estas r e laç ões  nas e q u a ç õ e s  do m o v i m e n t o  e

da en e r g i a  c i n é t i c a  e, após as m a n i p u l a ç õ e s  a l g é b r i c a s  n e c e s s á r i a s

(anexo 3), c he go u- s e as e q u aç õe s  (17), (18), (19) e (20). Nelas fo-

 ̂ ^ 1 ü d z )  0 ( £ Mram d e s p r e z a d o s  os termos co nt en d o 7 7̂7 —̂r- , —-7-— r- e 7rr_jõ-v na pri-
ULKgJ ULLiJ ^  ̂u J

m e ir a equa çã o do mo vi men to ; todos os termos da s e g u n d a  equ a çã o do

- nri 1 0(AP) 0(Li)  ̂  ̂ ^m o v i m e n t o  com e xc eçã o D d , ) , ----- ------ —  ; e d e s p r e z a d o s  os termos
P Q ( L f ) Q ( W ^ )

, □'('l '^) Q (~) eq u a ç ã o  da e ne rg ia  c i n é t i c a  (Vide anexo 3).
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F i n a l m e n t e  obteve-se:

z>- 9“ , -  _ /  9P , ,, d f'du , _^u'  ̂
“ Î 7  - - p Ï 7  ♦ Î 7  W  + V

J _
9y

(17)

(18]

f ü l  ^ i. iP
R p 9y (19]

+ V

- y ' rq + P/pJ +

3Q
ÏÏ7 -  v ’ ( Q + P / p ;  + V - V D ( 20 ]

Onde as i n c ó g n i t a s  agora são

u .1 U ,  V

u ’u ’ --------2Q

1 J
ÏT1P'

u^Q, u ^ P ’ ÿ ~ ^  , v ’ p '

P e D (em número de oito]

2.3 - H i p ó t e s e s  d e  F e c h a m e n t o

Para t o r n a r  0 s i st ema  co mp o s t o  pelas e q u aç õe s C17], CI8 ], 

(19) e (20] solúvel, u t i l i z o u - s e  um c on ju n t o  de r e l a ç õ e s  a u x i l i a ­

res (modelo m a t e m á t i c o ]  p r o c u r a n d o  r e l a c i o n a r  as v a r i á v e i s  or ig in a 

das pelo p r o ce ss o de média com as v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  (Uj v e Q].



2,3,1 - PARÂMETRO DE ESTRUTURA

A pr i me ir a das r e l a çõ es  a u x i l i a r e s  surgiu com a a ná l is e 

do c o m p o r t a m e n t o  do t en s o r  de R e y n o l d s  e da e ne rgi a c i n i t i c a  turbu 

lenta ao longo da camada limite. Ta nto para a placa plana^' ® quan 

to para s u p e r f í c i e s  curvas^^ o c o m p o r t a m e n t o  destas duas g r a n d e z a s  

é similar. Tal é a s e m e l h a n ç a  que, ao se fa zer  a razão en tre  o ten 

sor t u r b u l e n t o  pelo dobro da e n er g ia  ci n ét ic a é o bt i d o  um f a ­

tor p r a t i c a m e n t e  c o n s t a n t e  e igual a 0,15 na re giã o c e nt ra l  da c a ­

mada  limite. Ch am a- se  este f a to r de " P a r âm et ro  de E s t r u t u r a "  =K[y). 

(Anexo 6 ]

13

A s si m :

2Q

Então

K(y) K

-  tPIP' = 2KQ ( 2 1 )

2.3.2 - TERMO DE DIFUSÃO

A seg u nd a r e la çã o auxiliar, n e c e s s á r i a  ao fe c h a m e n t o ,  en

globa as v a r i a v e i s  v ’Q e v ’P ’ e x i s t e n t e s  na e qu aç ao  da e n er gi a c i ­

nética t ur bul en ta.

C o s t u m a - s e  a g r u p a r  os te rmo s c o n t en do  estas v a r i á v e i s  e 

i d e n t i f i c á - l o s  como "Difusão" da e n er gi a cin ética. Assim, para c o ­

o r d e n a d a s  c u r v i l í n e a s  t ir am os  da eq ua çã o (2 0 ):
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D i f u s ã o  =
9y

- ü' (Q + P’/p] + V
9Q

9y
- y ' (Q + P’/p} +

+ V
9 q
3y i 2 2 )

0 pr i me ir o me m br o da e x p r e s s ã o  ac ima (2 2 ] pode ser i d e n ­

t i f i c a d o  como um termo de d if us ão  sem o ef ei to da c ur va t u r a  (placa 

plana] ( 2 1 ]“*. A s s o c i o u - s e  este m e m b r o  a s e g u in te  re la ção  m a t e m á t i ­

ca :

3y
- y ' (Q + P’/p] + V

3Q
9y 9 y V 9 y

(23]

E pela sem el ha nç a,  o seg und o será:

£
R

- u' (Q + P-/p] + V
9Q
9y

- l a ^  
R 9y

(24]

A fu nç ão  a (x,y] será a p r e s e n t a d a  no anexo 6

2,3,3 - TERMO DE DISSIPAÇÃO VISCOSA

I d e n t i f i c o u - s e  o últ imo  te rmo da eq u a ç ã o  (20] como sendo 

r e s p o n s á v e l  pela d i s s i p a ç ã o  v i s c o s a  da e n er gi a cin ét ica . Este t e r ­

mo ta m bé m tem n e c e s s i d a d e  de ser r e p r e s e n t a d o  como f un ç ã o  das v a ­

riáv ei s m éd i a s  (Q). U t i l i z o u - s e  a r el aç ão  que B e c K w i t h  e Bushnell^® 

idealizaram para a placa plana ba s ea do s no p r o c e d i m e n t o  de Glushko (1965):

vO = C
g q

(25)



Onde e uma c o n s t a n t e  d i s s i p a t i v a  a ser d e t e r m i n a d a  j -£̂1 

uma fu nç ã o  de c o m p r i m e n t o  de d i s s i p a ç ã o  s e m e l h a n t e  ao c o m p r i m e n t o  

de m i s t u r a . ( A n e x o  B)

As eq u a çõ es  são agora re esc ri tas :

15

9 X 3y 9y \ 3y 3y
(2KQ (26)

aQ
~ ^ T T

97

(27)

Foi possív el,  ainda, e l i m i n a r  a v a r iá ve l F  do sistema, em 

pregando, como fez S c h l i c h t i n g , a e q ua çã o de Be rn o u l l i  para uma 

linha de corrente:

^  4  = CSTE.p 2 p 2

I n t e g r a n d o  a eq ua çã o (19) ao longo da camada limite:

y 9p ^ fy„
d y  = P I f  -r9y Jr R

dy ou

Pq C X ) - P ( X ) = p

E s u b s t i t u i n d o  na eq ua ç ão  de B e r n o u l l i

P (x) = CSTE - p 
P

L^^(x)



IB

E d e r i v a n d o  com re l a ç ã o  a x

8P(x]
9x 3x

Uc? (x)
f — dy

E x p r e s s ã o  que s u b s t i t u í d a  na e q ua çã o (26) fica

* V
3x 3y * f 9 X

+ V
9y ( i  * ã 7  )

E f i n a l m e n t e  f o r m o u - s e  um sis te ma de e q u a çõ es  d i f e r e n ­

ciais, pa rciais, não lineares, a c o p l a d a s  em c o o r d e n a d a s  c u r v i l í ­

neas, a s a b e r :

_pdu dv V

%  * 1 7  * i r  ' “
( 2 6 )

3 v dx f 3x / dy

3y
(29)

R 9y
(30)

onde os v al or es  a d e t e r m i n a r  são: Wj Vj Q já que f or am  a dm i t i d a s  co 

mo c o n h e c i d a s  as f un çõ es  K(y), a (x,y), e a con st ant ê  C .
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Como condições de contorno:

u = y = Q = ü para V — >

u = Uo ( X 3 para y --> oo

Q = Qo = este para y --> 00

= ü para
8y y



T r a t a m e n t o  N u m é r i c o

As eq ua çõe s obtidas no ca pí tu lo  a n t e r i o r  f ora m t r a b a l h a ­

das para a sua s o l u ç ã o  numérica; f ora m a d i m e ns iona 1izadas e s o f r e ­

ram uma m u d a n ç a  de v ar iá v ei s com a fi n a l i d a d e  de c o n t o r n a r  o r á p i ­

do c r e s c i m e n t o  da camada limite na d ir eç ão  x ^

S e g u i u - s e  a l i n e a r i z a ç ã o  e o d e s a c 1o p a m e n t o  d a e q u a ç ã o  da 

energia, sendo p o s s í v e l  pela d i s c r e t i z a ç ã o  em torno de um po nt o g e ­

nérico P . . . .
1 + 1 / 2 . j

Para a s o lu çã o do si st ema  de eq ua çõ es  p a r a b ó l i c a s  utili- 

zou-se um mé tod o n u m é r i c o  i m p l í c i t o  de d if e r e n ç a s  fi ni t as  a p r o v e i ­

tando- se  a c a r a c t e r í s t i c a  tri di ag o na l d a s 'Equações (Ames, Este 

m é to d o  não oferece r e s t r i ç ã o  qu an to  ao ta ma nh o da m a l ha  de diferen_ 

ças finitas^, p or ém  a única d i f i c u l d a d e  é qu a n t o  m a i o r  o i n c r e m e n ­

to na di re çã o x me nor  a p r e c i s ã o  dos result ad os.

F in a l m e n t e  é f o r n e c i d o  o f l u x o g r a m a  para a so lu ção  do m o ­

delo nu mé ri co  a ss o c i a d o  por meio de c o m p u t a ç ã o  (Fortran IV).
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3.1 - Ad i m e n s i o n a l i z a ç ã o

As equ aç õ es  C28}, C29) e [30] f o r a m  a d i m e n s i ona 1 i z a d a s se 

gu ndo novas var iáveis:

E para as v a r i á v e i s  i n d e p e n d e n t e s  fe z- se  a t r a n s f o r m a ç ã o  

de X para Ç e y para n^ as sim def inidas:

ÇCx) = Ç  dx (31]

n(x.y] = y -üa-iill (32)
v(2Ç)rv

onde n é uma fu nç ão  de Ç e 6 . Gu ti ra nd o o v a l or  de n na e x p r e s s ã o

a c i m a :

n =

Uo (x) 6 \

.LbTTT

In (2Ç)
(33)

Como ô varia r a p i d a m e n t e  é de se su por que o m esm o se di

com n. A o r i e n t a ç ã o  de S o h l i c h t i n g é  u t i l i z a r - s e  uma faixa de va

riação para n entre 0,5 e 0,8, A d m i t i u - s e  para o p r e s e n t e  caso n 

co n s t a n t e  e igual a 0,5.

Com a u t i l i z a ç ã o  de stas relaçõ es,  as e q u a ç õ e s  (28), (29) 

e (30) serão: (Vide anexo 4)
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, y 3u _ f  dUo
(2Ç) fu-^ + V - ^  - (2Ç] Õ T 1 - u^ * 2

u"

O

nf
u 2n

(2Ç) /
n n

R
n

du _p _ U _  

\

9ri
+ Í2K)^ 2(KQ} (35)

fnC^^nur, í 1^f\ 9 / «  9 Q \  ftt 9Q
 ̂ ÏÏÏÏ (“  9ïïJ  ̂ 9ÏÏ ^

Uo-
(36)

onde a nova va ri áv el  V i n t r o d u z i d a  é função de u

V =

( 2 P ^
- v - i l í T  /  u

Uo
9 X

(37)

B R^:

R ( X ) Uo ( X ) 

( 2 Ç ) ^  V
(36)

3.2 - D i s c r e t i z a ç ã o

Dado 0 c o m p o r t a m e n t o  da camada limite, foi c o n v e n i e n t e  e_£ 

co l he r - s e  uma m a lh a var iá v el  com pe qu en os  i n t e r v a l o s  pr óx im o a p a ­

rede e cada vez m a i o r e s  para pontos mais a f a s t a d o s  dela (na d i r e ­

ção n ) (Fig. 2). A ssi m a r el aç ão  entre dois i n t e r v a l o s  a d j a c e n t e s é



tal que = BK. onde Bk deve a s s u m i r  v a l or  m a i o r  que a u n i ­

dade (Bk - 1,03 a 1 , 0 9 }“ . Na outra d ir eçã o (Ç) a m al ha  p o d e o u n ã o  

ter i n t e r v a l o s  c o n s t a n t e s  d e p e n d e n d o  do caso an al is ad o.  Para super 

f i ci e s  com pe qu en o raio de cu rv a t u r a  é c o n v e n i e n t e  que AÇ seja v a ­

riável.
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(Fig. 2}

P .

A d i s c r e t i z a ç ã o  foi feita em torno de um ponto g e n é r i c o  

Uma fu nçã o neste ponto é e n t e n d i d a  como:

(39}

As d i v e r s a s  d e r i v a d a s  em re la çã o a Ç e n são as sim repre

s e n ta da s :
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3F

9Ç
(41]

8F

3n i + 1 / 2 , j 2(Arij +
(42)

8

9n ( ■ s ) i + 1 / 2 , j  ^ i + l / 2 , j + l / 2  A n . ( A n .

-  ' ' i  +  1 / 2 ,  j - l / 2  +

A 1..1 . (in.+An..j)

+ ' ' i  + 1 / 2 ,  j + 1 / 2  -  '’ i  , . i )  ^
Arij .

- A .
i + 1 / 2 ,  j - l / 2 ^i.j ~ ''t.iri____ _

An j _i (A v.  + Anj_jj
(43)

A l i n e a r i z a ç ã o  das eq ua ç õ e s  do m o v i m e n t o  e da en er gi a é 

c o n s e g u i d a  após a s u b s t i t u i ç ã o  das r e l aç õe s (39), (40), (41), (42) 

e (43) nas e q u a çõ es  (34), (35) e (36). S e p a r a n d o  os te rmo s de tal 

sorte a se o b t e r :

(44)

üs termos co n te nd o o ín dic e (i+1) são os novos valores, 

e n q ua nt o os que c o n t i v e r e m  (i) são c o n h e c i d o s  da e st açã o anterior.



Os c o e f i c i e n t e s  A., B., C. e □. a s s u m e m  for ma s diferen-
J J J J

tes para cada uma das duas equações, [Anexo 5]

A e x p r e s s ã o  [44) f or ma um s is tem a de eq ua çõ es  lineares, 

cuja ma tr iz  r e p r e s e n t a t i v a  é p a r c i a l m e n t e  p ov oa da  (matriz tr id i a-  

gonal), A sua solução, dada por Ames^°, pode as sim ser sint et i 

zada :
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onde

D . - e . g . ,
g .  = ____ J_______ [47)

B. + C.G. T 
J J J-1

0 va lo r d e s c o n h e c i d o  é F. , . , pois como i n i c i o u - s e  os
1 + 1 ,J

c á l cu lo s pelo ponto mais alto da camada limite o va lor  de F. .
1 + i , j + i

já foi d e t er m in ad o,

A e qu aç ão  (45) está s uj eit a as se gu i n t e s  c on di çõ es  d e c o n

torno

A eq ua çã o do m o v i m e n t o  co n té m no seu úl ti mo  termo a v a ­

riável Q c o n s i d e r a d a  c on he c i d a  da estaç ão  anteri or.  Este procedi^ 

m ent o faz com que o sistema seja d e s ac op la do .



Como pode ser p e r c e b i d o  pela a n á li se  dos c o e f i c i e n t e s  da 

e x p r e s s ã o  C44), o mé to do  t r i d i a g o n a l  exige o c o n h e c i m e n t o  da f u n ­

ção numa estaç ão  a n t e r i o r  para a d e t e r m i n a ç ã o  da fu n çã o na atual. 

A s s i m  para a est açã o inicial Ci=l] f o r n e c e u - s e  per fi s de v e l o c i d a ­

des e de e ne rgi a c i n é t i c a  t u r b u l e n t a  (anexo 6).

Como a camada limite cr esc e ao longo do escoamento, a quan 

ti d a d e  de po nto s na d i r e ç ã o  n deve t am b é m  v a r i a r  para a c o m p a n h a r  

este c r es ci m en to . A e sc ol ha  da c o n d iç ão  de c o n t o rn o s u p e r i o r  u - 

- U o ( x ]  q ua n d o  y ---- » 6 ou = 0,99 impl ica  na v a l i d a d e  de:
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3n
^ ^ e’ (48]
'imax

onde £’ será um p e q u e n o  v a l or  p r é - f i x a d o  (c rit ér io de erro]. Em d i ­

f e r e n ç a s  fini ta s e a p l i c a n d o  a ex pr e s s ã o  (48], temos para este cri 

t é r i o :

(1 - G n - i ] - gj\)-l í N-i 

que qu an do  s a t i s f e i t o  f or n e c e  o número N de pon to s na ver tic al .

A p r e ci sã o e xi g id a para os r e s u l t a d o s  foi dada por meio 

de um cr it ér io  de c o n v e r g ê n c i a  a pl ic a d o  à e q ua çã o do mov im en to . A- 

pós a d e t e r m i n a ç a o  do perfil atual de v e l o c i d a d e  '-'i + j j (onde m é

0 número da itera çã o],  det ermi nou - se a v e l o c i d a d e  + j °

auxíli o da equ a çã o da c on t i n u i d a d e .  T e s t o u - s e  a se g ui r a c o n v e r g ê n  

cia s eg un do o c ri té r i o  a p r e s e n t a d o  por P e r e i r a  Filho® e as sim

d e f i n i d o :

m m - 1
^i +1,2 ~ ^i+1,2 

m- 1 
"̂ i + 1,2

< e" (50]
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onde e”deve ser p r e s c r i t o  C- 0.005)

Como a equ a çã o da e ne rg ia  c i n é ti ca  está d e s a c o p l a d a  d a d o

m o v i m e n t o  e na d e t e r m i n a ç ã o  de Q. , . são e m p r e g a d o s  v al or es  de1 + 1 , 3

u. , . , tidos como corret os,  não se previu i t e r a ç õ e s  para ela.
1 J

Como d e i x o u - s e  t r a n s p a r e c e r  a d e t e r m i n a ç ã o  de •

(atual) é po ss ív el  com o aux íl io  do perfil V .  ̂ . En tão  para o1 + i  /  /  , J

início das o pe ra ç õ e s  p r e c i s o u - s e  t a m b é m  de um perfil i n ic i al  de V . 

Este dado inic ial  poderá ser nulo (V = 0) ou com a e x p r e s s ã o  (37) 

f a z e n d o ü = 0 :

3.3 - F l u x o g r a m a

□ pr o c e d i m e n t o  u t i l i z a d o  para t o r n a r  p os sí v e l  a so lu çã o  

do p r o b l e m a  por mei o de c o m p u t a ç ã o  será assim sin te t iz ad o:

* Bloco 1

Ju nto com as d i v e r s a s  c o n s t a n t e s  são f o r n e c i d o s  os p e r ­

fis de v e l o c i d a d e s  e de e n er gi a cinética. A s u b r o t i n a  T ab le  2 é es 

p e c i a l m e n t e  u t i l i z a d a  para este fim.

* Bloco 2

A d i s t r i b u i ç ã o  de p re ssã o (u ti li zad a na e qu aç ão  do m o v i ­

mento) é f o r n e c i d a  a n a l i t i c a m e n t e  (pressão teórica) ou na forma dis 

creta, com o aux íl io  de uma fun ção  de i n t e r p o l a ç ã o  la gra ng ian a.



* Bl oco 3

Com os dados a n t e r i o r e s  p o d e s e  s o l u c i o n a r  o a l g o r i t m o  

t r i d i a g o n a l  para a eq ua ç ão  do m o v i me nt o.  □ e t e rmi n o u - s e  ̂ .

* Bloco 4

Com a v e l o c i d a d e  u, d e t e r m i n a d a  no bloco an ter ior , foi 

p o s s ív el  d e t e r m i n a r  a v e l o c i d a d e  V. . .  na eq ua çã o da c o n t i n u i d a  

de .

* Bloco 5

0 teste de c o n v e r g ê n c i a  é feito m a n t e n d o - s e  o cr it ér io  

p r é - e s t a b e l e c i d o .  C£” = 0^005)

* Bloco 6

Antes de s o l u c i o n a r  a e qu açã o da en er gi a pelo a l g o r i t m o  

tr i di a g o n a l ,  d e t e r m i n o u - s e  as f un çõe s a (x,y) e

* Bloco 7

C a l c u l o u - s e  neste bloco todos os p a r â m e t r o s  do es co a m e n  

to t u r b u l e n t o  da es ta çã o atual tais como: C o e f i c i e n t e  de Fricção, 

e s p e s s u r a s  da camada limite (de d e s l o c a m e n t o ,  de m o m e n t o  e de ener 

gia), númer os  de R e y n o l d s  ba se a d o s  nas d i f e r e n t e s  e s p e s s u r a s  e F a ­

tor de forma (ô*/0 ].

* Bloco 8

Saída dos re sul t ad os . Os r e s u l t a d o s  pod erã o sair na f o r ­

ma de d i a g r a m a s  ou ta belados.

Um d i a g ra ma  de bl oco ficaria:
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A n a l i s e  d o s  Re s u l t a d o s

A me l ho r a n ál is e de r es u l t a d o s  que se pode fazer para. um 

mé to do  num ér ic o  é a c o m p r o v a ç ã o  com a soluç ão  exata. Quando não há 

sol uçã o an a lí t i c a  exata, r e c o r r e - s e  a t r a b a l h o s  e x p e r i m e n t a i s .  O e s  

c o a me nt o t u r b u l e n t o  é o pr óp r io  caso em questão. Não há so lu çã o e- 

xata para ele. Há mu ito se est ud a um meio de obti-l a,  po rém  as não 

l i n e a r i d a d e s  e o f e c h a m e n t o  das eq ua çõ es  d i f i c u l t a m  s o b r em an ei ra . 

£ bem p os sí vel  que esta d e s c o b e r t a  só venha a o c o r r e r  daqui a m u i ­

to tempo, pois com o a dv ent o de m o d e r n a s  m á q u i n a s  de c o m p u t a ç ã o  e 

com 0 d e s e n v o l v i m e n t o  de mé t o d o s  n um ér ic os  s a t i s f a t ó r i o s  em nível 

de e n g e n h a r i a  a i n e x i s t ê n c i a  de uma sol uçã o exata ficou em segundo 

p l a n o .

No p r e se nt e t r a ba lh o e s c o l h e u - - o s  dados e x p e r i m e n t a i s  

de So e Mellor^^ para serem re p ro d u z i d o s .  A placa plana, c o m o s  da-

Q <• «w
dos de W i e g h a r d t  , ta mb em  foi a n a l i s a d a  como v e r i f i c a ç a o  inicial pois, 

como se sabe, ela é o caso p a r t i c u l a r  de uma s u p e r f í c i e  curva com 

raio infinito. E s t u d o u - s e  ainda o e s c o a m e n t o  radial s o b r e c i 1indros 

c i r c u l a r e s  (Rg = 1,03 x 10® e = 3,6 x 10®} no enta nto  seus re-
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s u l t a d o s  não são a p r e s e n t a d o s  pois ca r e c e m  de a l gu m r e f i n a m e n t o

^.1 - R e s u l t a d o s  o b t i d o s

A u t i l i z a ç ã o  de uma s u b - r o ti na ^ CPL0TR2] p er mi tiu  a m e ­

lhor e mais  ráp ida  c o m p r o v a ç ã o  dos re su l ta do s.  P l o t o u - s e  com ela 

d i a g r a m a s  de v e lo ci da de s,  e n er gia  cinética, ten sã o na parede e d i ­

v e r s o s  c o e f i c i e n t e s  do e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o .  (ANEXO 7)

4,1,1 - DIAGRAMAS DE VELOCIDADES

F or am r e g i s t r a d o s  para a placa plana:

u
Uo

V E R S U S (Gráfi CO — G 1 ]

V - 
max

VE R SU S y/í (Gl)

VE RS US ( G2)

V* VE R SU S Logi 0 (y*") (G2)

VE RS US (G3)

E para o canal (TRABALHO DE So e Mellor)

u
Uo

VE RS US y ( p o 1 } ( G12)
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V E R S U S Log 1 0 C y + ] C G13]

V ER S U S
U *

L 0 g 10 C y /{*] (G14)

^.1.2 - DIAGRAMAS DE ENERGIA CINÉTICA

PL AÇA PLANA;

2Q
( G4)

e o b al an ço  de E ne rgi a C i n é t i c a  t u r b u l e n t a  seg un do  a forma

C O N V E C Ç A O  = P R O D U Ç A ü  + D IF US AO  - D I S S I P A Ç A O

para perto ( 0 . $ y / 5 < 0 , l )  e longe ( 0,1 $ y / ^ ^  1] da parede. A n a l i ­

s a n d o - s e  o c o m p o r t a m e n t o  de st es  termos, c o n f i r m a m o s  a e x p e c t a t i v a

a p r e s e n t a d a  por Rotta^^:

* P r óx im o a pa red e os te rmo s de p r o du çã o e d i s s i p a ç ã o  tem 

p r a t i c a m e n t e  o me smo  va lor  a b s ol ut o (porém sinais co ntr ár ios )

* n u i t o  pró x im o a pa re d e a d i fu sã o tem m e s m a  ordem de gran_ 

deza que os dem ais  termos.

* F o r a  da região da pa red e os te rmo s (todos) t e n d e m  a ze 

ro. (Gráficos: G5, G6 e G15)

Foi p lo tad o ta m b é m  a d i s t r i b u i ç ã o  de te nsã o ao longo da 

e s p e s s u r a  da camada limite pr óx imo  a parede:
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V E R S U S (G7]

( 2p K C y ] Q  V E R S U S  y+] [ G7 ]

(G7)

CANAL

2Q
VE RS US  y A ( G16 )

20
U o‘

VER S U S  y A (G17)

e 0 ba la n ço  dos d i v e r s o s  te r mo s da E qu aç ão  da E N E R G I A  CINÉTI CA.

^.1.3 - COEFICIENTES FINAIS

— Co e f i c i e n t e  de A tr i t o  CCf]

Além do v al or  do c o e f i c i e n t e  c a l c u l a d o  segundo:

CFCAL
*\2

[G8) e (G18) (52)

c a l c u l o u - s e  d i f e r e n t e s  v al or es  para C^ dados por f ó r m u l a s  e m p í r i ­

cas:

CFXl 0, 0592 REX
- 0,2

(53)

CFDELT = 0,045 (REDEL)
-0,25

(54)

CFTHET 0,0576 ^ L o g i 0(4,075 R^)^
- 2

(55)



C F T E T 2

CFX2

0 , 0 2 5 6  R
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-0,2 5
0

2 Logj o  [ R E X ) - 0 , 6 5
-2 . 3

CFH 0 , 246 10
- 0 , 6 7 8 4

R
- 0 . 2 6 8

(56]

( 5 7 )

( 58 ]

0

üs d ia gr a m a s  r e g i s t r a d o s  no anexo 7 para a placa plana 

são os s eg u i n t e s  :

CFCAL versus X (em metros]

CFTET2 versus X (em metros]

CFH versus X (em metros]

E s p e s s u r a s  da Ca mad a Limite

s ã o  pl o ta da s segun do as s eg ui nt es  fórmulas:

ô* (PL/PL] 

ô*(CANAL]

0 (PL/PL] 

0 (CANAL]

6 (PL/PL] 
e

(CANAL]

oo
(1 - u ]dy

toa
/(I - u ]dy

fOO

u (1 - u ]dy 

oo
/u ( 1 - u ] d y

00

u ( 1 - u ]dy

fu{\ - u ]d y

( G9] 

( G1 9 ]

( G9 ] 

( G19 ]

( G9] 

( G19 ]

u
Uo

e ta mbé m a e sp es s u r a  5 dada como o va lor d e y  para quando

= 0 . 9 8 9 9 9  .
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- NÜ MER O DE R E Y N O L D S

C a l c u l a d o s  segundo

( G10 )

Uo (x ) à'
CG10 )

Uo Cx ] 9
V

( G10}

- FATDR DE FORMA

De f in id o c o m o :

6*
CG11) e (G20)

^.2 - A n á l i s e  f i n a l

^.2,1 - DADOS INICIAIS

P r o c u r o u - s e  u t i l i z a r  os perfis in ic ia is  u(l,J) e Q(1,J} 

os mais pró xi mo s dos reais. A v a n t a g e m  ob tid a foi a ráp id a e s t a b i ­

lização dos r es ul ta d os . A não u t i l i z a ç ã o  de perfis tão ap ur ad os  

(como 0 caso do perfil de v e l o c i d a d e  s en oid al  —» u(l,j) = S E N ( ^ ) )  

levou 0 p ro gr a m a  a c o n su mi r um tempo e x c e s s i v o  para o m esm o número 

de est aç õ es  e os r e s u l t a d o s  nem sempre c on ver gi am,  m es mo para v a ­

lores im pre cis os . £ possíve l que isto se deva as h ip ót e se s de f e ­

c h a me nt o que levam na sua f o r m u l a ç ã o  as d e r i v a d a s  das va r i á v e i s  d e ­

p e n d e n t e s  ( w e Q ) .



■ Mo d e l o u - s e  um perfil g e n é r i c o  de v e l o c i d a d e  (inicial] ba 

seado na c a r a c t e r í s t i c a  u ni ve r s a l  do e s c o a m e n t o  tu r b u l e n t o .  P r ó x i ­

mo a par ede  (s ub -c am ad a vi sc os a)  g v a r i a ç ã o  de u* é linear com re-

U j
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lação a y'*' e longe u = (x)^

Foi testado, com mesmo ixito, o perfil inicial a do ta do  

por Cebeci^^ na placa plana para um comprimento inicial de Xo = 0, 387m 

e Uo = 33m/s.

Já as d i s t r i b u i ç õ e s  de ene rg i a c i n é t i c a  f o r am  dadas d i s ­

cr e t a m e n t e  t o m a n d o - s e  os pr ó pr io s v a l o r e s  ini ci ai s f o r n e c i d o s  por 

So e Me ll or  e K l e b a n o f f  para o canal e placa plana r e s p e c t i v a ­

mente'-,. A tab el a 6.2 r e g i st r a estes valores.

A e sp e s s u r a  da camada limite 6(1) e a v e l o c i d a d e  de f r i c ­

ção u*(l) tem c ap ita l i m p o r t â n c i a  para o pe rf e i t o  d e s e n v o l v i m e n t o  

do programa. Os seus v al or es  p r e c i s a m  ser m ui to pr óx im o dos v a l o ­

res c or r e t o s  pois são f a t or es  d e t e r m i n a n t e s  para a g er aç ão  do p e r ­

fil inicial de v e l o c i d a d e  e do número de pontos na ve rti cal . Um 

perfil inicial muito alto ou mu it o baixo a fe ta rá  a c o n v e r g i n c i a  dos 

r e s u l t a d o s  nas es ta çõ es  su b se qu en te s.

A fa lt a de v al or es co r re to s para 6(1) e íí* (1 ) deve ter 

sido o m a i or  mot iv o pelo qual não se co ns e g u i u  ainda r e s u l t a d o s  s a ­

t i s f a t ó r i o s  para ou tro s casos an al is ad os , (cilindro circ ul ar) .

A d e t e r m i n a ç ã o  de u* (ou de Cf) é fu n çã o do e s c o a m e n t o  na 

parede. Qua nt o mais próx imo  dela e s ti ve r os p r i m e i r o s  pontos, mais 

real de ver á ser o resul tad o.  E n t r e t a n t o  qu ant o m e n or  fo rem  os i n ­

t e r v a l o s  in ic ia is  e c o n s e q u e n t e m e n t e  mais pr óx imo  da pa red e estará



o p r i m e i r o  ponto, ma io r será a q u a n t i d a d e  de pontos na d i r e ç ã o  nor 

mal ao es coa m en to . [Lembrar que An^ = Bk . BK > 1). Como na

regi ão  p r óx im o a par ed e a v e l o c i d a d e  varia l i n e a r m e n t e  = y+}

são s u f i c i e n t e s  ali al gun s pontos apenas para se ter uma i n f o r m a ­

ção p e r f e i t a  do g r a d i e n t e  de u. A s si m existe um número ideal d e p o n  

tos na v e r t i c a l  que, além da precisão, f o r n e c e  uma malha e c o n ô m i c a  

em t em po  de máquina. A m e l h o r  c o m b i n a ç ã o  e n c o n t r a d a  para cada caso 

f oi :

PL ACA  PLANA 

An(l) = 0,025 

Bk = 1,03
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CANAL

A n d ]  = 0,03 

Bk = 1,03

que f o r n e c e m  99 pontos i n i c ia is  para o p r i m ei ro  caso e 101 para o 

s e g u n d o .

0 número de pontos na di re çã o Ç influi na p r e c is ão  d o s r e  

sultados e não na sua c o n v er gê nc ia , como já era e s pe rad o^ . Por o u ­

tro lado o aum ent o do valor de AÇ d im in ui o tempo gl ob al de c o m p u ­

tação. Estas duas c a r a c t e r í s t i c a s  são o p os tas  p e r m i t i n d o  a determ_i 

nação de um i nt e rv al o ótimo de ntr o da pre ci sã o est abe le ci d a.

A tabela 1 r e g i s t r a  o con sum o do tempo de p r o c e s s a m e n t o
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de m á q u i n a  para cada caso em r el aç ão  aos i n t e r v a l o s  AÇ a do ta dos

CASO Bk T E M P O / E S T A Ç A D TEMPG TOTAL AÇ X ( T O T A L }

'L/PLANA 0,025 1 .03 2.42 seg 3532.2 seg 5000 3.62 m

CANAL 0.03 1 . 03 4. 156 2 seg 623.437 seg 5000 1,8034 m

TA BE LA  1 

A.2,2 - CONCLUSÕES

Os r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  tanto para a placa plana q u a n ­

to para o canal, quando c o m p a r a d o s  com os dados de Wi eg h a r d t  ou de 

So e M e l l o r  r e s p e c t i v a m e n t e  são tidos como bons.

Os d i a g r a m a s  de v el oc i d a d e s ,  como os de ma is  c o e f i c i e n t e s  

deles d e pe nd en te s,  fo ram  obt i do s com uma boa pr eci sã o. A d i s t r i b u i  

ção de energia c i n ét ic a p ró xim o a parede, no entanto, co n té m  v a l o ­

res fora dos espe rad os . No caso do canal este de s v io  pa r ec e ser 

mais ace ntu ad o. A p e r f ei ta  c o m p r o v a ç ã o  não pode ser feita po rq ue os 

dados de So e M e l l o r  são para y/ô > 0,1.

A c r e d i t a m o s  que na solução g e n é r i c a  de q u a l q u e r  s u p e r f í ­

cie curva 0 mo d e l o  m a t e m á t i c o  de ver á so fre r al gum  r e f i n a m e n t o  para 

a m e l h o r  pr ec is ão  dos res ult ad os .  Este r e f i n a m e n t o  po der á ser:

1 - No p a r a m e t r o  de e st ru tu ra  que, c o n f o r m e  S h i v a p r a s a d  

e R a m a p r i a n  ̂ . va ria não só com y mas ta m b é m  com x. T e r - s e - á  K ( x . y } 

ao invés de K(y] apenas.

2 - Numa nova função a f x ,  y].
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3 - No va lo r da c o n s t a n t e  d i s s i p a t i v a ^ ®  que ca re ce  de 

ma i ore s e st ud os  a fim de que seja e n c o n t r a d o  o m e l h o r  valor para su 

pe r fí ci es  curvas.

4 - No v al or  de n, que no caso foi t o r n a d o  sempre c o n s ­

tante e igual a 0,5. £ po ssí ve l se e n c o n t r a r  o m e l h o r  va lor para ca 

da si tu açã o ou se n e c e s s á r i o  o b t e r - s e  uma fu nç ão n(x).

5 - No c r i t é r i o  de erro (CRIT) que dá o a um ent o do n ú m e ­

ro de pontos na v e r t i c a l  de v id o ao c r e s c i m e n t o  da cam ad a limite.

6 - Na d i s c r e t i z a ç ã o  das equações.

Neste item m ui t o s  pontos po dem ser a b o r d a d o s  com o i n t e ­

r es se num r e s u l t a d o  mais preciso. A s si m as não l i n e a r i d a d e s  e x i s ­

te n te s nos termos de pr e ssã o e cu rv a t u r a  f o r a m  se mpr e c o n s i d e r a d a s  

c o n h e c i d a s  Cda e st aç ão  a n t e r i o r m e n t e  d e t e r m i n a d a ) .  £ p os sí vel  que 

m e l h o r e s  r e s u l t a d o s  se obtenha, quando este a r t i f í c i o  for evitado.

Qs itens acima, bem como os que se se g u e m  e n g l o b a m  as 

p r i n c i p a i s  m eta s a serem a ti n g i d a s  com f u tu ro s trab alh os :

1 - A c o m p l e m e n t a ç ã o  desta d i s s e r t a ç ã o  com a a ná li se  de 

novos e v a r i a d o s  casos:

l.a - E s c o a m e n t o  radial sobre c i l i n d r o s  c i r c u l a r e s  para d^ 

ve rs os  núme ros  de Re ynolds.

1.b - E s c o a m e n t o  sobre perfis e s p e c i a i s  tais como aerof ó-



lios, pás de hél ice  etc.,.

A s s i m  será po s sí ve l c o m p l e t a r  a an a l i s e  dos efeitos da 

c u r v a t u r a  e de g r a d i e n t e s  de p re ss ão  no d e s e n v o l v i m e n t o  da ca mada 

limite sobre s u p e r f í c i e s  curvas.

2 - I n t r o d u z i r  a t r a n s f e r ê n c i a  de calor no problema, com 

a i n c l u s ã o  de ma is  uma equação.

3 - I n t r o d u z i r  o t r a n s p o r t e  de m a s s a  no p r o bl em a  ora p r o ­

posto.

4 - A n a l i s a r  o e s c o a m e n t o  com c o n t r o l e  da camada limite 

Csucção ou i n s u f l a m e n t o  na parede).

5 - D e t e r m i n a r  o e s c o a m e n t o  c o m p r e s s í v e l  sob as me s ma s

c o n d i ç õ e s .
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A n e x o  1

PROCESSO DE MEDIA

T r a t a n d o - s e  as v a r i á v e i s  i n s t a n t â n e a s  como sendo a soma 

de uma p a r c e l a  m édi a mais uma flut uaç ão:

u - ÏÏ + u'

V = V + v'

P - P + P’

tem-s e para a e q u aç ão  da c o n s e r v a ç ã o  da massa:

f  ( u  + u ’ ) + ~  (V + V ’ ) + I  (V + V ’ ) = 0

ou

V '

e com a m édi a a e qu açã o (1.2) fica

pois

(1.1)

* í - f
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A e qu açã o (1.3] pode ainda ser r e e s c r i t a

(1.5)

que i a e qu aç ã o da c o n t i n u i d a d e  r e f e r i d a  ao e s c o a m e n t o  médio. Subs 

t i t u i n d o - s e  (1.5) em (1.2):

(1.6)

Para a eq ua ção  do m o v i m e n t o  médio, t i r a n d o - s e  de (4) e (5) 

do c a p í t u l o  2.

Na di re ção  X :

f(u + u')-^ (u + u’) + (V + v') + Ç (v + v' ) (u + il) =

V
97 ^

R 9y R 9y

(1.7)

E na d ir eç ão  Y:

t 12

f (u  + u ' ) ~  ( V  + V ' )  + ( V  + V ' )  ( V  + v'J - f

9y
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( 1 . 8 )

e m u l t i p l i c a n d o - s e  (1.6) uma vez por u’ e outra vez por v' , tem- 

se após a média:

f “'If' * “' I f  * = 0 (1.9)

f dx
, du' , dv ' v' -t:— + v' ---- +

9y f

t2
= 0 (1.10)

J o ga nd o as e x p r e s s õ e s  (1.9) em (1.7) e (1.10) em (1.0) e 

após a m é d i a  a equ a çã o r e s u l t a n t e  será:

fu
- 9u

9x 9x 9y
(u' V') = -

_ 2—

f 9 x 2  R 9 y  R
 ̂ dv 

R 9x
dR —
dx

V +

^ .. dR 9u . 9^m 
R2 y dx 9x 9y2 ( 1 . 1 1 )

1 iP

p 9y
+ V £  2/^ + £  l ü  + f2 3^1^ ^2 V 

9y^ R 9x R 9y  ̂ 3 v 2 " J r 29x2 R2

dx R2 y dx 9x
(1.12)

como

R (x)
R ( X ) + y
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3y RCx)

P od e- se  j u n t a r  os termos das eq ua ç õ e s  acima:

, f 9u' uf^ 
8y2 R 3y R2

da e qu açã o (1.11]

3y2 R 9y
da e qu aç ão  (1.12]

e i gu a la r a:

\dw R /9y \3y

9y V9 y R
r e s p e c t i v a m e n t e

Então:

f  9P 
p 9x

dR 9u 

^  ^ dx 9x - f
9m '^
9x

'y ' (1.13]

_ 3y _  3y______ i  iP
9 y R P 9 y

+ V
9 /^9v . \ 2f^ du ,

W  W  R 9^
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^ £ l  ^ £ l  I L
R 2  R 2 d x d x

du
9x

9y / 2

9y - /
9m 'y '

9 X

-  £  ( v * -  u '^ ) (1.15)
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Eq u a ç ã o  d a  En e r g i a  C i n é t i c a  T u r b u l e n t a

□ efi n 8 - s e  en sr gi a c i n ét ic a t u r b u l e n t a  como o semi s o m a t ó ­

rio das f l u t u a ç õ e s  de v e l o c i d a d e s  ao quadrado:

0 = 1/2 ( u'.u\ } = 1/2 ( u ’̂+ + w ' ^ )
1 1

A sua equ a çã o é obtida a pa rt ir  da e q ua çã o úe Ha.vÃ^Q,fi-Sto 

kz6 para f l uí do s i n c o m p r e s s í v e i s :

2
p -----  = -VP + yV V (2.1)

Ot

A e qu aç ão  (2.1) é uma eq ua çã o v e t or ia l  para o e s c o a m e n t o  

i nst an tâ ne o.  Para o e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  p od e -s e e m p r e g a r  as velo 

c id ade s m éd i a s  e suas fl utu aç õe s:

p - ^ ( y  + v’) = - V ( p  + p’) + y v ^ ( y  + v’) (2 .2 )

e como para o regime p e r m a n e n t e  e e s c o a m e n t o  médio:

9V

(V + V ’) . V ( V  + V ’) = - -  V (P + P ’3 + V V^(V  + V )  
~ ~ ~ p ~ ~

ou

V . V V + V . V V ’+ V ’. V V + V ’VV' = - i v p - i v P ’+ v V ^ V + v V ^ V ’ (2,3)
~ - - -  - -  - -  p p
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A p l i c a n d o - s e  a m édi a na equa çã o (2.3)

V . V V + V ’. V V’ = - Í V P + V V ^ V  (2.4)

S u b t r a í n d o - s e  (2.4) de (2.3):

V. V V  ’ + V ’ . V V  + V’. V V  ’ = - i  V P  ’ + V V ^ V  ' + V’. V V ’ (2. 5 )
P ~

que é vá l i d a  para o e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  apenas.

Mu 11ip 1 ic and o - se e s c a l a r m e n t e  (2.5) por V ’ e tomando-se. 

a m é di a dos termos, te m- se  ob tid o a e qu açã o (escalar) da ene rgi a 

c i n ét ic a t ur bul en ta:

V. (VQ) + V’. (V.VV) + V’. (V. V V ’ ) = - i  V. V P’ +v V’.V^V’ (2.6)
- - - - - -  P -  ~ ~

E no s is tem a de c o o r d e n a d a s  cu rv il í n e a s ,  d e s c r i t o  no c a ­

pít ulo  2, os o p e r a d o r e s  são assim escritos:

(L. Milne - Thom pso n) .

9iV 3i,

Então o pr im ei ro  termo:

V.VQ = (ui i ).( / i + i )
~ ~x ~y •' 3x ~x 3y ~y
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V.VQ =
9x 9y

CTl]

para o segundo termo:

9u
9x ~x 9y ~y ~x )x R ~ X ~ X  9y  iyix

^ „ , 9 y  u . . . ^ 9 y . .
^  dx R ixiy 9y iy~y

V ’. VV = + y'i K  V V
~ ~ ~X ~y _

logo o segun do  te rmo será

V. (V.VV) = (îT’i + ÿ ’I ).(V’.VV] 
~ ~ ~ ~x - y  ~  ~

Tõ-rdu y, --;--r 9u
"  “ • R> • “ ” Ï 7

(T2]

o te r ce ir o termo:

V- V I V’. V’ ) = ( V . V  } (V’. V ’ ) + V ’.V(V’. V  ]

como

V . V ’ = 0 [Vide e q ua çã o (1.6) - anexo 1)
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V ( V’.V’ ) = 2 V ’. ( V V  }

logo

V.V ( V. V’ ) = 2 V’. (V. V V’ )

ou

V’. (V’. V V’ ) = V ’ •

*  ^

V " - \7 < V ’ ( V  . V’ )
2

V • 2
•> «

ou ainda

V. ’V’ Q V’. (V. V V  )

e em c o o r d e n a d a s  cu rv il ín ea s:

V. V’ Q = i + ^  i }.(u'Qi„ +y'gi>J
■ " a x  x  3 y ~ y

e com a média, o t e r c e i r o  termo:

V. V ’ Q [1 .3 )

ü quarto termo é s e m e l h a n t e  ao t e r ce i ro

V. V’ P’ = V’ V . P’ + P ’ V . V’ = V  V . P’

V. V’ P’ = ( i + ^  i K  Cu'P’i + y'P'i ]
9x ~x 9y ~y ~x ~y
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que sera

V ’ P ■ = f 3x

y-Tp ,

3y (T4)

F i n a l m e n t e  para o último termo, p a r t i n d o  de

V ’} = V.

como

V(V. V ’ ) 2 V’. VV ’

ou

V^ CV’. V’ ) = 2V. (V’. V V  ) = 2 2\/ .

V^Q = V V ’ :VV ’ + V. V ^ V ’

8 c o n s e q u e n t e m e n t e ;

V. V ^ V  = V 2 Q  - V V ’: V  V

Em c o o r d e n a d a s  c u r v i l í n e a s  será escrito:

V^Q
3y dx''^ 3y'

= f
3 ,„3Q ^ 3  /I 3g
3x 3x 3y

/I 90\

l ?  97Í.

(Vide Mi 1 n e - T h o m p s o n )
1 7

Como

3x 3x
y/^ 3R _ dR
R2 3x y R^ dx
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9y
( l/f]

1
R

entao

VV ’ :VV ’ = /"

9^Q + \f 90 dR
. £ 9Q

9y2  ̂ y R2 9x dx R 9y

r

d u \ 2
j. 9u ' 2

» dv '
_9x R

T
9y

T
9y

8 y ' u'
9x R

= D

V . V ^ V ’ = V^Q - D (T5)

M o n t a n d o - s e  a equação, s e g ui n do  a s e g u i n t e  o r i e n t a ç ã o  

CTl] = - (T2] - (T3] - CT4] + [T5]

Assim:

3x 3y

_y/2 9'y
9y

I P V

ay

. f  I R
R 9y

+ V

f 9 X
(t p v ^

- V □ (2.7]

O b t e m - s e  as sim  a eq u a ç ã o  da c o n s e r v a ç ã o  da e n e rg ia  c i n é ­

tica t ur bu len ta,  em c o o r d e n a d a s  cu r v i l í n e a s  b i d i m e n s i o n a i s  para o 

e s c o a m e n t o  i n c o m p r e s s í ve 1 .
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A n e x o  3 

O r d e m  d e  G r a n d e z a

A anál ise  da o rde m de g r a n d e z a  dos te r mo s . das eq uaç õe s 

(mo v im en to  e ener gia  cinética) é c o n s e g u i d a  com as c o n s i d e r a ç õ e s  

i ni ci a i s  do ca p ít ul o  2 item 2.2 onde:

Di r eçã o X:

2̂ « <  
Li

1 (3.1)

/  - 0 (1) (3.2)

f /R  - 0 [ V l , ) (3.3)

0 (y) 

o(ü) 0(L,i)
(3.4)

escala " Z " para as f l u t u a ç õ e s de v e l o c i d a d e s

0 ( £ M  - 0(u'^) ^ üív ' ^]  ^ 0 ( u ' y ')

Tem-se para as e qu aç õ e s  do mo vi me nt o:

9u > 0 ( 1 )  . o L ^ i l
■ OCLi) 0(Li)

(Tl)

— du ^ nr—1 0(u) O(U^) f T - n

^ 37 F T lTT = ÕT lTT

í  V u ---> 0 ( i )0 (ü )0 (u ) = 0(iiM 0( L2)  (T3)
R Li -------- ----

0 ( l !)
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OCl) OCAP)
p 0 CLi )

(T4)

8x' 0CLj2) 0 C Li2 ]
CT5)

0 íu)

OCL/ ) OCLz)
(T6)

dv 0[l)0(y}
R 9x ^ ^ 0(Li)0(Li]

= V
0 C m )0(L2}

0 ( Li2 ] 0 ( Li )
(T7)

V  £1  dR -  o m o i u i ^
R2 dx ^ ^ ̂  0CL2 )0(Li ] = V

0 (m ] 0 (L2 ]
D ( Lf ] 0 ( Li ]

(T8)

dR du
^  ^  y ^  9 7

V
0 ( 1 ) 0 ( L 2 ) 0 ( L i ] 0 ( u )

= V
0 ( L 2 ) 0 ( u ) (T9)

O C L p o C L i  ) O C L i ) 0CLi3)

f 9 X
0[1}0C£^) _ oíl^)

GCLi) OCLi)
CTIO]

du*V'

dy

0 íu'v ' ] 

OCLz)

üil^) 

0 (La)
CTll)

0 Í V li 0 C u ' y ' ) =
Oíl^) 
0 (Li)

CT12)

F i n a l m e n t e  te m -s e com a equaçao:

OCLi) 0(Li)
+ 0(U )7T7

o a í ) p O C L i ) 0 C L 2 )

0 [u)

õ T l7
OCLj^)  ̂ 0 (Li ) 
0 C L2̂  ) 0 ( L 2 )

0 [L2 ) 0 Cu )

0 ( Lî ]

0 ( £ M

0 (u) 0 C L 2 ) 0 ( w ) 0 ( L 2 )  
0(Li2) ’OCLi) ’ 0CL]?)0(Li)

0 (£̂ ) 0 )
0 [ Li ) 0 ( L2 ) 0 ( Li )

(3.5)

Na d ir eç ão  Y :
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J ,—  Sy 0(u)0(y] 0 (u ^)0(L2]
0 ( 1 )

0 C L 1 ] ïïTiTr
1

( T13]

9y □ lu]
0 ÍV)

0 (L2 ]
0 ] 0 (L2 } 

0 [ L M
( T 1 4 )

/■
,ïï̂

0 ( 1 ]
D(w 0(u 3̂
0 (Li ] 0 (Li ]

( T1 5 ]

0 (AP) 0 [AP)
P O T l I T  P 0 CL2 )

CT16 )

(dv

9y V9y R y
0[w)

0 C L i ) 0 [L2 )

O C m )
0 [L2 ) 

1

(T17) + (T18)

2 V
9u 

~  9x
0[l)0Cu) _ ,, 0(u) 

0 [ L i ) O C L i  ) 0 (L2 )
( T 1 9 )

V
R2 3 x 2

V
Q[l)0[y)
0 C L 2 ) 0 [L2 ) 

1 1

= V
0 Cu )0 C l 2 ) 

0 CL5 )
[ T2 0 )

dR -  O C D O C L i  )0[u) _ v 0(u)
R2 dx ^ Q ( L 2 ) 0 C L i )  " QCL2)

1 1

[ T 2 D

f" dR 3u G C L 2 ) 0 [ L i ) D [ y )  
0 C L 2 ) 0 [L2 )

1 1

V
0 Cu )G CL2 )

OCL** )
1

( T 2 2 )

3y I 2

3y
Q[£^)
0CL2)

(T23)

f
du 'V ' 

9 X
0 ( 1 ) 0 [ in

0 (Li )
0 i i n
0 ( L i )

( T 2 4 )

f 0 ( 1 ) 

0 CLi )

0C£^) 0 ( £ M  

OCLi ) " OCLi )

CT25)
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e n t a o :

OC u M g Cl M   ̂ 0 ( u M 0 C L 2 ]  O( u ^) _ OCAP]
0CL2] 0CL2) ' O C L ]  " p O C L ] ' " ^

1 1 1 2
OCL ]0(L 

1 2

OCul OCw) OCu^OCLz) 0(u) 0(u]0(Lz^]
0 C L 2 ) " 0 C L 2 )  ̂ 0 ( L 5 ] *ÔTÏTT O C L“]

1 i 1 1 1

0C£^] oc^^ Oíê) Oil^)

O C L )  OCL] O C L )  O C L )

E a e q u a ç ã o  da e ne rg i a ci né t i c a  tu rb ul en ta :

C3.6)

onde: OClTlT^] OCw'^) ^ OCy'^) = O C Q ) = ' O C £ M

. ÍT26)

. „,',ocq) _ 0tu)0(Ql
X) Ä ^  0 C J «  A I *4 ^   ̂ I > L I 2 / J
3y O C L 2 ) OCLi)

 ̂ f ,2.0Cu) _ OCw)OCQ)

^FT l T ] ----- o c l T) '

1

(T32)
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D > 2 Ah. ___> □ í y ' 2 ]0_Lü2_ = 0 f 0 1 ̂  ̂  ̂  ̂ f T 3 3 1

- õ t i t t

0 ( y ' Q )  CT35]

R 0 ( L i ]

1 IP P ' 1 o í I P p ' }
p f -R------- ^ p 0(Li)

p 9y  ̂ p 0(L2)
CT39]

^T40)
1

VD ------- ;► V 0 ( D )  ( T4 4 ]
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Então

OCulOCQ) , 0 ( u ] 0 [ Q )  _ 0 ( Q 3 0 [ u )  0 CQ) 0 C u ] 0 CL2 ] OCQ)QCu} 
Q (Li ] 0(Li  ) ■ ü(Li  ) 0 CL̂ 2 ] ■ 0 CL2 ]

o (q )o (ü )o (L2) ^ o(D)otü) _ D cg) (ü] D (iT^]
(Li^) 0 ( L i  ] ü ( L i )  " 0 ( L i  } ^

0(y'Q) 0(y'Q) 1 0 ( m ' P’] 1 0 ( F ^ ’) 1 0 ( y ' P’) + 

0(Li} Q(Lil " p üCLi ] p OÍHi) " p OÍLz)

. 0(L2}0fQ}  ̂„ 0(Q]
0(L2) b C L M  ^ o (Li'3] ^ O d i  )0(L2)

X 2 ^

- V 0 (D) (3.7}

M u l t i p l i c a n d o - s e  a e qu aç ão C3.5] por , a equa ção
2 U L u J

(3.6) por — ---------  e a (3.7) por — e c h a m a n d o  de Q(Re) =
0(u ) 0 ( L 2 ) 0(u)0(Q)

^ 0 ( u ) 0 (Li  )

V

tem -s e

Na di r e ç ã o  X:

0 ( L 2 )  _ 0 ( A P )  . 1 QCL? )  O (L i )  ,
o í i u o m  +

2

+ Q ̂ L2 ) _ 0 (l2 )  ̂ 0(L2)
0 ( L i ) 0 ( L i ) 0 ( L i  )

0 ( £ ^  0(Li) 0(£^) Oil^ )  
oi-2)' ~ õ T l 7 T ‘o(^2) - o(_2)

(3.8)

Na d i r e ç ã o  Y;
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OCl ] + O t l } -
OCLi) _ OCAP) GCLi^ ] 1 íoCLi^) OCLi) ^
O C L 2 ) ' p 0 CL 2) 0 Cü 2 ]  ̂ OCRe) ) OCLZ)  ̂ 0 CL 2 )

2 2

OCLi ) 
0 CL2 ) 0 CL2 ) 

1
O C L 2 ) OCLi)

o c £ M  o c l /)
0CL2) ■ 0Cü2) 

2

O C ^ M o C L i )  oíl^) OCL,) O U ^ )  OCLi) 
0CL2)0Cm2) " OCü^) O C L 2 ) O C L 2 ) 0CTT2)

C3.9)

E para a e ne rg ia cinética:

OCl) + OCl) = - OCl) -
O C L 2 ) OCLi) O C L 2 ) 
OCLi) O C L 2 ) OCLi)

+ OCl) - OCl) +

0 C u'Q  ) 0 C ü ^ ) 0 CITq') 0 C L i ) _ _i 0 {.TPT') ^
0Cu)0CQ) ' O(u)OCQ) 0 CL 2 ) 0 Cy)0 Cg) p 0Cü)0CQ)

1 g C P T 1 0 cy ' P’)0 C L i ) V

p O C ^ ) O C q ) p 0 C L 2 ) 0 C ü )0C q ) O C L i )OCü ) 0CL^2]0Cü )

vO CL2 ) V

0Cü)0CL2) o (L2 )OCü )
OCD)OCLi ) 
OCy)OCQ)

C 3 . 10)

E d e s p r e z a n d o - s e  na e q u ação C3.8) os te r m o s  —  ̂ ^ 1 ^  j

0C£^) , OCLf) OCLi)
" Õ T ^  em p r e se nç a de 0 C1 ) .õ T r T T Õ T I T )  ̂F c W T Õ T l T T

2

OCLi )0C £2)  ~ ro .  . . .
—jg ̂ —2 ̂  » na equaçao C3.9) todos os de m a i s  termos em p r e s e n ç a  de

O C L i )  0CAP)0CLi2)  „ O C L 2 ) V 0 C L 2 )
Õ T l T T  ^  ̂ e qu a ça o C3.10) os . 0CL2)0Cz7)

2 1

pr es en ça  dos demais.

R e e s c r e v e n d o  as eq u aç õe s com os termos reais:

3y
L
p 3x

 ̂ 'òu  ̂ f u
9y \ 3y 3y

Cu 'y ') C3. 11)
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f
1 ^  

p 9y
(3. 12)

ag y9Q 
“•' 9x 9y u'V-du

9x
- u ' V  ^  .

9y R 9y ■' R

n - -
(3.13)

A e qu açã o (3,13) pode ser rea gr u pa da ;

- u ' ^ f
du ' rr dv — r
9x " ^ 9y ~ ^ ^

du fu 

dy R

9g
+ V - V D

9y

V
9g
9y

+ I  {- V ' (g + P 7 p  ) +
K

(3.14)

gue co st u ma  ser i d e n t i f i c a d a  com os termos:

C O N V E C Ç A O  = P R O D U Ç A O  + D IF USA O - d i s s i p a ç A o

0 segundo, t e r ce ir o  e qua rt o te rmo s do lado d i re it o  da e- 

quação (3.14) c om põ em  a p ar ce la  de pr odução. A n a l i s a n d o  a o r ­

dem de g r a nd e za  da equ açã o (3.10) i d e n t i f i c a - s e  com os te rmo s (T28),

(T30), (T32) e (T33). P od e- se  d e s p r e z a r  os termos que co nte m gra-

~ " 2 2
dientes na dire ção  x em p r e s e n ç a  dos g ra d i e n t e s  da d ir eç ão  y

A pa rc ela  de d if us ão  está r e p r e s e n t a d a  pelo qui nt o e s e x ­



to termo da e qu aç ão  C3.14) . □ quint o termo é a p r ó p r i a  parc ela  de 

d i f u s ã o  para a s u p e r f í c i e  plana, o outro será e n t e n d i d o  como üm fa 

tor c or re t i v o  de di f u s ã o  dev id o a cu rv atu ra.  (Este se anula quando 

R ---> .

Cl termo (T44) tem s e m e l h a n ç a  com a d i s s i p a ç ã o  v is cos a da 

e q u a ç ã o  geral da energia, pois co n t é m  d e ri v a d a s  ao quadrado; c h a ­

ma -se de d i s s i p a ç ã o  da en e r g i a  ci né t i c a  t ur bu le nt a.

R e e s c r e v e n d o  o si st ema  de eq uaç õe s:

61

p 9x 3y \ 9 yV 9 y  R y 9y
i u ' v n

(3.15]

f
iíl = i  
R P 9y

(3.16]

9y

+ V
9y

vD (3.17]
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Ad i m e n s i o n a l i z a ç ã o  d a s  Eq u a ç õ e s

^.1 - Eq u a ç ã o  d a  c o n t i n u i d a d e

D e f i n i n d o - s e  UoCx) como v e l o c i d a d e  do e s c o a m e n t o  p o t e n ­

cial e Uoo como a v e l o c i d a d e  do e s c o a m e n t o  não p er t ur ba do , adimen- 

s i o n a l i z a - s e  p a r t i n d o  de:

u  . V
U =  - r ; —  V =

Uo Uo

então a eq ua çã o da c o nt in ui da de :

E com uma m u d a n ç a  de v a r i á v e i s  para Ç e n onde:

■xUoíx)dx yUoCx]
----- ^  ® = -----n -

o V

9Uo  ̂ dUo ^ ^  dUo 
9x dx 9x dÇ

(4.1)

9x 9x 9Ç 9 x ’9ri v 9Ç  ̂ 9x 9ri



63

dv
■57

Uo 9y 
■ 9ÏÏ

(4.3)

9n (4.4)

e d e f i n i n d o

V =
V

(2Ç)^
(4.5)

S u b s t i t u i n d o  (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) em (4.0) apósa_l 

gum a l g e b r i s m o :

(4.6)

onde é d e f i n i d o  como:
RUo

T 2 T T ^

^.2 - Eq u a ç ã o  d o  m o v i m e n t o

Dada a equação:

„—du — du düo ^ 9

*  ” 87  ' ^  Tx\
+ V

9y\ 9y f )

* ■572(KQ) (4.7)

U t i l i z a - s e  como na eq ua çã o anterior:
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u =
Uo

V
Uo

e Q = (4.8)

Então s u b s t i t u i n d o - s e  as r e l aç õe s (4.7) em (4.8) e ainda 

e x e c u t a n d o  a m u d a n ç a  de v a r i á v e i s  Cx e y para Ç e n) com as e q u a ­

ções (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) o bt eve -se , após a lg u m a s  s i m p l i f i ­

cações:

2n jy du du 1 -  2

1=1

dri +

í a fu^

9n
du
9n

t C2Ç)'' t^2(KQ) 
dn

(4.9)

onde os termos sao assim i d en ti fi ca do s :

1 - +  2

FCURV dn

TVISC _ , i ü  H-

9ri V Sn

FECT : (2Ç)'' 2(KQ)



4.3 - Equação da energia cinética turbulenta

Dada a e qu açã o (27] do seg und o ca pí tul o e s e g ui nd o o m e s -  

mo cami nho  das e q u aç õe s an te rio res :

65

uUo CUo Q] + u Uo -g- CUo^Q] = 2KUo^Q , CUou]

- f u
uo 3

CX -g— ( Uo Q ]

C . a - ^
•̂ d

C4 . 11]

Como

-5— ( Uq 0 ]dy Uo
3Q

■57

f i c a - s e  com

3w £]£ 

3y " R

,,2 3 / . 3Q \ ^ Uo^a 3Q n .. Uo Q 
U o -r— a •5— + j -%— - C 1 a T  

3y \ 3y ; •' R 3y . £
C 4 . 12]

Com a m u d a n ç a  de v a r i á v e i s  p r o po st a (equações (4.1], (4.2], 

(4.3) e (4.4]} e mais:
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li = M°.. + i n . ü
9x V 9Ç 9x 9n

(4.13)

9Q _ Uo 9Q
9n ■ 9n C 4 .14 )

após a lg um  al ge br is mo , vem:

2 n , , -  9Q 9Q

C 1 a
C 2 g ) V  q 

CUo£cj]^

C4 . 15)

onde i d e n t i f i c a - s e  por

C ü N V E C Ç A O

p r o d u ç A o (2Ç)^ 2KQ
du fu 

R9n
n.

d i f u s A o A  f 1 + « £ _  Ü
9n V 9n vR(  ̂ 9n

d i s s i p a ç A g C2Ç)
2n V g C 1Q

CUo£dí ̂
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A n e x o  5

D i s c r e t i z a ç ã o  d a s  Eq u a ç õ e s

5.1 - Eq u a ç ã o  d a  c o n t i n u i d a d e

Para a equaç ão  da c o n t i n u i d a d e  a d i s c r e t i z a ç ã o  será em 

torno do ponto ^i + \/2 j-l/2 ' P a r t i n d o  da e qu aç ão  (4.6] do anexo 

4, teremos:

2tl
9m

i + 1 / 2 , j - l / 2

9V

i + 1 / 2 , j - l / 2

u .
,„^,2n i + 1 / 2 , j - l / 2

+ n ( 2 Ç ] . ^1/2 / i + 1 / 2 , j - l / 2

* f i + 1 / 2 , j - l / 2  ^ i + 1 / 2 , j - l / 2

^i +1/ 2

= 0 C5.1]

onde :

(2Ç)
2ll

i + 1/2

2n

^ i ^  ^i+1

2n

= CSin C 5 .2)

^i + l / 2 , i - l / 2  " °-2^^^i,j -̂ i + 1, j ^ ^i, j-1 ^ -̂ i + l, j-1^

= EFED (J) (5.3)

9u

9Ç i + 1 / 2 , j - l / 2

u. .)/ 
. , 3 / 2AÇ

( U . T  . + W . ^ T . , - U .  - T  +
1 + 1 , J 1 + 1 , J-1 1,J-1

DEUVE (5.4]
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9V

9n i + l / 2 , j - l / 2
- V .

i+l/2,j 1 + 1 / 2 , j-1
(5.5)

(5.6)

e as sim  com estas relações:

V .
i+l/2,j ^ . 1 / 2

f ___l___
.3-1 ^ A n . _ ,

EFED(J)
2R

'̂ i + 1/2

) -

CSin • E F E D (J ) □EUVE + n
U V E M T

^i+1/2

E F E D (J ) ^
2R

j-1 "i +1/ 2

(5.7)

□ nde

“i+ 1 7 2 , j - 1 / 2
' u . . .  . + , + u, . + u. . \ / ,1 + 1 , J 1 + 1 , J -1 1 , J  1 , J -1 / 4
V //

= UVEMT

5,2 - Eq u a ç ã o  d o  m o v i m e n t o

Dada a eq ua çã o (4.9) (anexo 4), a d i s c r e t i z a ç ã o  agora s e ­

rá em torno do ponto P.
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í2Ç).^1/2 f i  + i / 2 , 2  ""1 + 1 / 2 , j 9Ç i + l/2,j
3u

V.
i+l/2,j 3n

f /^_L dUoN
1/2 '̂ i + l/2,j VUo dÇ/

i + 1/2, j
. + 2 dn

o n
i + l/2, j

f
zn

'’jj
1 1 / 2 » j k + f 9 e- 1 -/?

n j / ^^^^i + i / 2 - 1̂ + 1 /2 ,:

3Ç R
o n

dn
i + l / 2  ,j Z'___n

i + 1/2,j 1 + 1 / 2 , j Pni + 1/2 ^'"i + I/2'G ;  ”, ,)

3 du \ 3 í \
3n ( J n ) i + 1/2,j i+1/2,j

+ (2Ç)
i + I/2 3n

(2KQ]
i + 1/2, j

(5.83

□s termos com i nt egr al  po dem ser t r a n s f o r m a d o s  em somat£_ 

rios . ü u , c o m o :

.n

H
o "n i+1/2,j

flíl 

Jo f̂ n
dn

1, j

£?i! 

o ^n
dn

1 + 1, j/

dn

j An.

1, j
2R . , 

ni + 1

f . (u^ J . + f .  , [ u ^ ] . , 
i,P i,P •'i,p-l i,p-l
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e a i n d a , c o m o :

3F
5Í

i+1/2,j

entao

3 1 /

■ AÇ j
-

i+1/2,j V0 '
i+l, j

Oo

E as v a r i á v e i s  e suas d e r i v a d a s  r e e s c r i t a s  se gu nd o as r e ­

lações (39]. (40], (41], (42] e (43] do c a p ít ul o 3:

3 du 
3n

3 u \

i+1/2,j
Ari. (An .+Ari. ] 

J -1 J

u u
i+l,j i+i,j

CArij + Arij_^]

Arij (Anj+Arij_^3
- u. .

1 ,3

u . .
1. j

U . . T
1,3-1

0 últ imo  termo será:

= 2K

i+1/2,j
3n

+ 2Q

i+1/2,j
3n

FECT CJ }

i + 1 / 2 ,j
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J u n t a n d o  os te rmo s c o n t en do  u. , . , ; u. , . e u . , . ,
1+1,j+1 1+1,3 1+1,J-1

para o lado d i r e i t o  e os te rmo s c o n te nd o u. . , , u. . e u. . ,
1,3+1 1,3 1,3-1

para o lado e s q u e r d o  com os dem ai s termos; e ainda c h a m a n d o  de:

^i + l/2,j '•^^^i + 1/2 ^i + l/2,j “i + 1/2,j

"i + 1/2.j = "EL"

Anj+Arij_i = DE LSU M

^i + l/2,j =

u .
i + 1 , 3+1

VELM EFEMCJ]
2 DE LS U n  An- DE L SU M 2 D E L S U M  R

"j n.i + 1/2

+ u .
i + 1 , j

A.
i+1/2,j  ̂ 1  ̂ 1

'Kl Arij DE LSU M Aiij_iDELSUM

+ u.
i+1,3-1

- VELM  1 , EFEMCJ]
2 D E LS U M  A n .  ,DE L S U M  2 D E L S U M  R

’'itl/2

VELM  , 1 , EFEM(J]
2 DEL SU M An^ DE L SU M 2 D EL S U M  +

+ u . . 
1, J

A.
i + 1/2, j

AÇ An^ DEL S UM  DE LS UM

+ u . . , 
1,3-1

VELM EFEM CJ ]
2 DEL SU M DEL SU M  2 DE LS UM  +

EFEM íJ ]

Rn,i + 1/2
“i+1/2 j  ̂ F PRES(J) + F C U R V ( J ]  + F E C T Í J )  (5.9)
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onde :

FPRESS(J) = [ 2 Ç ] .
2 n  f
i+1/2 i + l / 2 , 3

A  d u A
Uo

1 - (u^) .
i + 1/2, j

■±
p=2 ^^ni+1

P ^ i + l,p ^ •̂ i + l , p - l ^  i + l , p - ^

^ ^i + i/2,j . n . .
% i  + l/2 J

FCURV(J) = -̂ i + I/2,j
AÇ

J A,
i+l,p i+l,p

p = 2

An,

n i + 1

i+l p-1 i+1

% J “ " p

■'’- y
p l,p-l

^ f  (u^) 
l,p-l l,p-l

(u^) .

-
i+1/2,j

1 + 1 / 2 , j ^T^i + i/2

G e n e r i c a m e n t e  a e qu aç ão  (5.9) pode ser a s s im  r e p r e s en ta da :

A . m - t - ,  + B . u . , .  + C . u . , . ,  = D. 
J 1 + 1 , j + 1 J 1 + 1 , J J 1 + 1 , J-1 J



5.3 - Equação da energia cinética

Dada a equação C4.15) (anexo 4) p r o c e d e - s e  a d i s c r e t i z a ­

ção em torno do ponto + j *
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i + 1/2, j
. +

+ V.
9Q

i+1/2,j 9n i + 1/2, j

f  1 dUb'\
U  dÇ j i+ l/2 ,j

P R O D U Ç A O  :
j ‘̂i + l/2,j

9u

ar

d i f u s A o
ALFA.
" ^^^i + 1/2 j + 1/2
vArij . DELSUM l^i + l,j + l

‘̂'-^^i + 1/2, j-l/2 
vATij_]^-DELSUn

'̂ i + l.j

*̂ i + l » j
-  0

^ ^ ^ ^ i + 1 / 2 , j + 1 / 2
^^^j • DE LSU M ^i,j+l

-  Q . .

1 . J

ALFA.
i+1/2 j-l/2 

v A U j , ^ . D E L S U M
Q. . - Q. . T

i.J i,J-l

ALFA .i + 1/2 ,j
V ^i + i/2.j ■ 9n

9Q

i+1/2,j
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d i s s i p a ç ã o  :
v C C 2 g l . ^ l ^ 2

J u n t a n d o - s e  os te rmo s c o n te nd o  ^i + i j + i ’ *̂ i + i j ® 

para o lado d ir ei to  e o r e s t a n t e  para o outro lado, como 

foi f ei to  para a e qu aç ão  do m o v i me nt o:

VELM _ ^ ^ " ^ + l / 2 , j + l / 2  _ A L F A ^ + ^ ^ ^ ^ C J )

2 DE L S U M

Q,
i + 1, j

A.
9u “i+1/2,j A+l/2,j'

V. ^ni+1/2

AL FA^ + 1/2, j + i/2 ^'-'^^i + 1/2, j-l/2 ^

+ vAUj DE L SU M vArij_i DE LSU M

dUd\
“i+1/2,j /i+1/2,j ^ ^ ^ 1 + 1 / 2  Vuo dÇ /

i + 1/2, j

2n
, t 2 C K , i / 2  + C. 

^ “°\ + l/2 ■‘'■'1.1/20

i + 1, j-1
VELM

ALFA,
i + 1 / 2 , j - l / 2

2 DE LS U M  vArij_i , DE LS UM

AL F A . + i / 2 ^ j  /j+i/2,j 

2v Rn i + i / 2  °e l s u m

”̂i , j + 1

VELM  ̂ ^ ‘-'"^i + 1/2, j + 1/2  ̂
2 DE L SU M V Arij DE L SU M

^ ^ ^ ^ i + l / 2 , j  ^i+l/2,j 

2 ^ % i  + l/2
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9ri i+1/2,j

^ i+ l/ 2, j ^i+l/2.j 

i + 1/2

ALFA .
i+1/2, j + 1 / 2  ̂

vArij DELSUM

^ ^ ^ \  + l/ 2, j - l / 2
v A n  j  r i F i  q i m

. j-1/2 for/'' „ f  f ±  dUo\
DE L SU M 1+1/2 1+1/2’j ■'i+1/2,j^Uo ' ̂

A LF A .  , .
roí--, 2n „ ^ 1 + 1/2 ,j
^^^^i + 1/2 ^ ^

i + 1/2 ^d.
i+1/2,j

+ Q. . ,
1, J-1

VELM

2 DELSUM

^^*"^1 + 1/2, j - 1 / 2 
V Ar|j_^ DELSUM

^ ^ ^ ^ i + l / 2 , j  ^i+l/2 ,j

'^ni + 1/2
DELSUM

( 5 . 1 0 ]

que ta mb ém  podem ser g e n e r i c a m e n t e  r e p r es en ta da :
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A n e x o  5

H i p ó t e s e s  d e  F e c h a m e n t o

6.1 - Pa r â m e t r o  d e  e s t r u t u r a

D e f i n e - s e  p ar âm et ro  de es tr u t u r a  a r el aç ão  entre o t e n s o r  

t u r b u l e n t o  pelo dobro da ener gi a cin ética. C o n f o r m e  Hinze^ a sua v_a 

riação ao longo da cam ad a limite pode ser a n a l i s a d a  na fi gu ra  6.1.

Ú’v '

~zW

Y / S

P A R Â M E T R O  D E  E S T R U T U R A

Fig. 6.1

Próxi mo  a parede o v alo r de KCy} não está bem d e f i n i d o  

Para tanto a j u s t o u - s e  uma reta segundo:

K[y] = 0 

K(y) = 0,15

para

para

y = 0 

y = 0 .1



Ou tra curva^ foi t e st ad a para esta me sma  reg ião

KCy) = 4,02 ty/5. ) - 34,6 (y/g +

+ 113 Cy/6)^ - 125 ( y / g )“ y/ ô < 0 ,3 5

K ( y ) = 0 , 1 5  para y / ô > 0 , 35
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6.2 - T e r m o s  d e  d i f u s ã o  e d i s s i p a ç ã o

As hi p ó t e s e s  de f e c h a m e n t o  para estes dois te rmes fo ra m

a p r e s e n t a d a s  por Be ck w i t h  e Bu shn el l*® . Para isto faremos:

9y
-yCQ + P ’/ni + V

3Q 3
3y 9y

nOt rv
9y

para o t.ermo de d if usã o e

vD C a Q 
1

para o termo de d i s s i p a ç ã o  viscosa.

A fun ção  a (x,y) é dada por

a ( x ,y ) = V 1 + H ’3 kr (6.1]
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H ’ = S

kr

ro

1^ , kr 

ro

se 0*; —  < 0 , 7 5  
ro

se 0,75 < il! < 1,25 
ro

se 1,25 < i m  < 00 (6.2) 
ro

l

V

l.

V
U^Q

= 4) . 3 3 6

A fu n ç ã o  (}).33 é dada pela tab ela  6.1 ab aixo

y / ô 0 0 . 2 0 , 4 0 . 5 0  .  6 0 , 7 0 , 8 1,4

( f ) .  3 3 0 0 , 2 0 , 3 0 , 3 3 0 ,  3 2 0 , 3 0 , 2 6 0 , 0 1

(6.3)

TA B EL A 6.1

As c on s t a n t e s  a s s u m e m  os s e gu in te s valores:

B = 0 , 2

To = 110 

k = 0,4

A co ns t a n t e  d i s s i p a t i v a  teve seu v al or  d e t e r m i n a d o  e m t o r

no de 6.

Tanto a fun çã o (}).33 como o parâm'etro de e s t r u t u r a  s ã o d a  

dos em fu nçã o de y /<5 . A cada e st açã o seus v a lo re s são co rr i g i d o s  

em fu nç ão  do número de pontos na vertical.



onde

6.3 - Pe r f i s  i n i c i a i s

6.3.1 - VELOCIDADES

ü perfil m o d e l a d o  foi o seguinte:

u Cl,J] = cy para 0 , 0 1

JL_

u Cl,J] = ( y /5 ) ̂  para y /5 > 0,01

79

C = - í ü ^ '

Uo^v

0 perfil de Cebeci e Smith^^ ta mb ém  foi testado:

u(l,J) = 39 , 5338y - 1 . 6 1 9 3 3 4 5 x 10 ̂ y  ̂ +

+ 39 , 17 543 3x 10  ̂ y^ - 453, 7 4 4 7 4 5 x 10 \ “

para 0 ^ y < 0 , 0 7 c m

u(l,J) = 0 , 6 0 5 7 7 2 0 3 8  + 0 , 7 9 0 9 5 6 8 5 8 y  -

- 0 , 3 4 4 08 57 4y ^ - 0 , 0 5 4 6 4 9 4 1 5 8 y ' 

para 0,07 y < 0,93cm



6,3,2 - En e r g i a  c i n é t i c a

Os parfls de e n er g ia  ci n ét ic a são dados na forma d i s c r e ­

ta para cada um dos casos a na lis ad os.  Os dados obti dos  por K l e b a ­

noff são u t i li za do s na pl aca plana e n q ua n to  que para o canal to- 

mo u -s e os p róp ri os v al o re s e n c o n t r a d o s  por So e M e l l o r  numa e s t a ­

ção i n i c i a l .

A ta b e l a  abaixo r e g is tr a os va lo re s tomados:

80

ABELA 6,2

y/ó

P L / P L A N A CANAL

KCy)

2Q/ÍU*)^ 2Q/Uo^

0,00006 0,066 - -

0 , 0001 0,11 5.5x10-® 0, 0 00 27 9

0,001 1.1 5,5x10-5 0,00279

0,01 11,0 5 , 5 x 1 0 -“ 0.0279

0.1 6 , 85 5,5x10-3 0,14

0,15 6,4 4 ,7x10-3 0,14

0,2 6,0 4x10-3 0,14

0 , 3 5.2 3x10-3 0,14

0,4 4,5 2x10-3 0,145

0.5 3,5 1x10-3 0,15

0,55- 3 7 , 5 x 1 0 -“ 0,15

0 , 6 2,5 5 x 1 0 -“ 0,15

0,7 , 1.8 4 x 1 0 -“ 0,15

0 , 8 1 3 x 1 0 -“ 0,15

0,9 0.4 2 x 1 0 -“ 0,15

0,99 0,01 1x10-5 0,15



A d i s t r i b u i ç ã o  de en er gia  ci né t ic a segu ndo  Kl eb a n o f f  é d £  

da por Hinze .
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,<*■

Y /  6

/
E N E R G I A  C I N É T I C A  T U R B U L E N T A

Fig. 6.2

e próx im o a parede:

E N E R G I A  C I N É T I C A  T U R B U L E N T A

Fig. 6.3



A n e x o  7



G r á f i c o s  e m  A n e x o

G1

G2

G3

G4.

G5

GB

G7

G8

G9

GlO

Gll

G12

G13

G14

G15

GIB

G17

G18

G19

G20

u

V

X

x

Uq - u

2Q
u * 2

y/ô 

y /ô

L°gio

y / 6

y /6

(y+]

(y+]

BA LA NÇ D DE E NE RG IA  

BA L ANÇ O DE E N E R G I A  

B AL AN ÇO  DE TEN SA O 

C O E F I C I E N T E  DE FRI CÇA O 

E S P E S S U R A S  

N? DE REY NO LD S 

FATOR DE FORMA

u X

X

Uo - u
u ’’

X

y

Logjo

(y+3

[y/ô*]

B AL AN ÇO  DE E N ER GI A 

2Q
u * 2

Uo"

y/ô 

y /ô

CO E F I C I E N T E  DE FR IC ÇAD

E S P E S S U R A S

FATOR DE FORMA

p la ca plana 

p la ca plana

pl aca  plana 

pl aca  plana

p lac a plana 

placa plana

placa

pl aca

pl aca

placa

placa

placa

placa

canal

canal

canal

canal

canal

canal

canal

canal

canal

plana

plana

plana

plana

plana

plana

plana



C o m p a r a ç ã o  d o s  r e s u l t a d o s  d e  

W i e g h a r d t  c o m  o s  d o  p r o g r a m a :

"PLACA PLANA"



C/)

II

O

<

<
_J
Q_

<
O
<
_J
Q_

Q
tx
<
X
ÍD

UJ
Q

CO
o
O
<
C3

CD CM CO CO CD cn CN Sí- cn cn CD o cn CD CÛ CN CO CN CN CN cO

CO O o o O œ O CD CO CO r\ r\ CD CD LT) un Ln cn
}—

CM cn cn cn cn CN cn CN CN CN r̂ j CN CN CN CN CN CN (N CN CN CN CN
—!
11 o O CD CD o o o o O O O o o O o O O O o o O O O
LL_
CJ

o O o CD o o o o O CD O o o O CD O o CD o CD O O CD
% % % % ■t % % «k % % %

o CD o o o o o o O O CD o CD O O O o O o o O o O

CD UI l\ rx CO m c:J- CO CD CD O a CD cn CO cn

cn f\| CD CÛ cn V o o cn CO rx CD CD CD CD LD tn

in «cj- cn cn cn cn cn cn cn cn CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN CN
Li-
f CD O o o CD o o o o o o O O O O O o O o O O CD O
»_)

o O o o o o o o o o o O o O O CD o O o O O CD CD
-* % «« ■k % ■» 1 n % « % •« %

o O o CD o o o o o CD o O o O O O CD O o o CD O O

CO V CN CO CN cn CD un CD CO LD cn CD un CN CD r\ cn CD

CD cn CD V“ CN CO cn cn T- CD f\ CO cn cn cn LT) cn V r-* Ln

( n o CO CD LD CN CN CN CN r- o o CD cn CD cn CO CO
1—) <» ■» •> •» i« •* •t % % n % ,% %

o CO CO i\ r\ r\ í\ r\ í\ r\ r\ (\ I\ CD CD CD i\ CD CD CD

C.D cn cn cn CD CD (\ cn (N O CN CO CÛ I\ CD cn CO fN. O 'íT cn

CO o cn CO CO CO CO CO CO CO CO CO Ln CO CO CO CO CO CO CD CD cn
cn

CO CO f\ r-v rs. IX rv r\ r\ cn rx r\ r\ (\ f\ r\ í\ rs
X •» - •» •« - ■« •* •« -

-r- v~* 'Ç— T” V V“ r- X-* V- v~ r~ r- V“

CN CN cn cn cn CO CO [\ o rsi f\ LD CO LD o cn r“ o 'd-

O o CD cn CN o cn cn CO r\ CD in cn cn cn cn CN 51“ V-

X V- CÛ ID tn -=t cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn
•« <* •« •« % % % •» •»

CM r~ r-

< cn V- IN CD V“ r\ r\ V- CN r“ CD CO CO cn CD ID cn CN CD

1— (N rx r- cn LT) O CN un CO CN r\ o CO CN in CD ps.

LU O CD o O T- CN (N (N CN cn cn LD LO IX) CD CD r\

X n t •» n «. % % % % % •« •k % «t

H- CD o o O O o O o O O O O o o o o CD O o o O CD o

M a o o CD CD o o o O O CD CD o o o o O O CD o O O o

ID % <« n -» % «» % « % %

O o o o O O o o o O o O O o o o o CD o O CD o O o

o o o o O o CD o o CD o o o o o o O CD o O o o o
v~ CO o CO CD o O CD o O cn CD o o CD o O O CD CD o o o

•H •» % % % % % % % % % «t
3 cn CN cn CN cn cn cn CN cn cn CN (N cn cn CN cn cn cn cn cn cn cn cn

cn cn cn m cn cn cn cn cn cn cn cn m cn cn cn cn cn cn cn cn cn cn

r\ rv f\ í\ i\ rx t\ r\ i\ (\ í\ r\ f\ r\ r\ t\ f\ i\ f\ rx r\

CO CO CO CO CO cn CO cn CO cn cn CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO CO

X. o r- CN cn CD rv cn o CN «cr CD CD CN LD CO o cn cn cn
% % % %

o O o o o o o CD V- CN CN CN cn cn cn tcj-



<
»

r\j
cr
Mc>
mI
ru
ru

o o o o •

(Vooo
c

wocoo
oo
o
o

enocoo

a-c
co
o

o
oo
o

To
coo

SÛcooo

- o o ' o c

r
r



i-H j> 3: < c/) ̂  i c

*•4
CJ
w
cn

O'
o

r\}
co
O'

yC
U)

a
cr
a

o u
cr-

a
O'
íx

r\j
•
O'
o
rv

rv
•

-  w
u
a .

r "o
. o

•<
«
c
tr.
t>

V
o



m0x»0*-‘0 0 r m <  >o2rn:crn“n'

a
m
I

o
o
o
o

o
o
o
o

o
o
o
o

o
o
c

cr
o
c o

c:
o
c

IV
o
c

u
o

c.
o

V
c.r-i
r



^ o  ̂  2 m

r\)oo
o

c;oo

O'coo

ct
c.o
o

o
coo

c-o
co
c-

LT
co
o

ÛL
O
C-

c
oo

-<V
e

o 
o I

rv
cC I

o 
c «

o

c. 
c <

Kf O C I

a o o I

c- c. I

a 
o o I

>c 
o 
o 4

(S>

0

©•

©

üi
OI
4̂
3

-O-

-ô-

c o 
o I

I
I
•
I

.b .
•fe»



mo O'C) 2 j> r > n)

to

U1
cto
a

Io
•
LP
O'
CO
sC

Io
•
rv
>c
y
O'
>c

P
nC
O'm
Io

rv
crO'
o

1/1Í'
'Co

a-
fV*
o o

u

u>
sT

* vT
rv;

fT
r



> Ci ^ m m o  ok^ ̂  > X

Io
•
rco
cr

u

Io
cr
cr
o

Io

rv
fv■̂

ít
0
u
u
UI
m
1
o

u
CP
fV0 
UI
m
1

c

u>
rvU-:amI
o
rv

.f'crc
Lf.<r
rr.
Ic

O)cr

m
Io

ijJ
c.u
fV

fV
V/“

c
fV’
çV/
ct

c



> -H o • 
+

GD X' c  -H -«

1 o © o c: c o o
• • • • • • • •
ru rv u IT o a vX) • • • •
(7* ►- UD rvj a c u o IV tJ

'T cr u: ►— s£ LT
U U U) r\j r\j r\j ix>
fV Ui o O' U) >c O' rv rv rv H-
n
1o -

1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

-<
«

C
C/Í
Jî-
:lN

U“
O



0>oo»-'X!“n

•
ijy

cr .
sOm1f\iO U)tu 1o 1o 11111o •• 111o  •-> 11111
i

• • • • • • • • • •
UI »-•* ro ro U) u -C'
o o o tn o íT. o - o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o

n m m m m rn r̂i m  • m
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1o o o o o o o o c o
w ro ro r\j ro f\) rv ro ro PO
1 t 1 1 1 1 1 1 1
1

1

1 1

1

1 1

1

1
-  á . -  

1

1 1

r
1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

1 1 1 + « 1 1
t 1 1 ♦ * * 1
1 1 + « 1 1
I 1 1 ♦ + * * 1 1

rv 
^ ►-

c
u
>
2
n

3r.
fV
a

4
+

0

X
ĉ
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Comparação dos resultados de 

So E Mellor com os do programa

"CANAL"
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