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\Y; Velocidade adimensiona llzada segundo U/i/o

—Ciu''0"' Tensor de Reynolds.

v Velocidade definida em (4,5).

X Coordenada na direcdo do escoamento.

y Coordenada normal ao escoamento.
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<J).33 Funcdo definida pela tabela C6 .1l

X, Forcas de campo



Modelo Matematico para a Solucdo da Camada Limite

Turbulenta Sobre Superficies curvas

R esumo

Para a determinacdo das grandezas do escoamento turbulen
to incompressivel (médio), trés equacdes fundamentais foram uti-
lizadas: a equacdo da conservacao da massa, da conservacdo do movi
mento e a da energia cinética turbulenta. Ha no entanto, no sistf
ma assim formado, um problema de fechamento originado, no processo
de média, pela ndo linearidade das equacdes J). Para levan-
tar-se esta dificuldade empregou-se um modelo matematico de turbu-
léncia relacionando; tensdo turbulenta com energia cinética turbu-
lenta (paréametro de estrutura), dissipacdo viscosa com aenergia ci
nética e com o comprimento de dissipacdo e finalmente o termo de di
fusdo da energia com o.gradiente da energia cinética ao longo da ca

mada limite.

Feitas as simplificacbes préprias da camada limite e subs
tituindo-se as relacdes do modelo turbulento obteve-se um sistema
de trés equacbes diferenciais, ndo lineares, acopladas em coorde-

nadas curvilineas.



A solucdo analitica é dificultada pela ndo linearidade das
equacbes do movimento e da energia cinética. Para contornar este
problema, linearizou-se o modelo numérico associado. Utilizou-se um

método 1implicito de diferencas finitas aproveitando a caracteristi

ca tridiagonal das matrizes obtidas.



Abstract

In order to calculate the parameters involved in mean
incompressible turbulent flow, the continuity equation,themomenturn
equations and the turbulent Kinetic energy, equation, were used.
This system of differential equations presents a closure problem
originating in the time-averaged procedure due the non-linearity
of the equations . To resolve this difficulty a mathematical
model of turbulence relating turbulent shear stress to turbulent
kinetic energy (structure parameter). viscous dissipation to
dissipation length and the diffusion term to the turbulent Kinetic

energy gradient, was used.

After some appropriate simplifications to the turbulent
model concerning the boundary layer, a system of three two-dimensional,
coupled partial differential equations in curvilinear coordinates

was reached.



The non-linearity in the momentum equation and Kkinetic
energy equation cause a great difficulty to find an analytical
solution. To resolve this problem, the associated numerical model,
was linearized. An implicit finite difference method using the

tridiagonal chacartistic of the matrixes was used.



Introducéo

0 presente trabalho tem por objetivo a determinacdo dos
diversos parametros do escoamento turbulento sobre superficies cur
vas, empregando as equaclGes da conservacgcdo da massa, do movimento
e da energia cinética turbulenta. Concentrou-se este estudo na ca-
mada limite e principalmente préximo a parede, ja que ali tem-se

gradientes acentuados e é predominante o efeito da viscosidade.

0 estudo da hidrodinamica sofreu com Ludwig Prandtl (1904),
importante modificacdo conceituai. A teoria da camada limite divi-
diu o escoamento em duas regibGes: a potencial e a viscosa (onde a
resisténcia ao escoamento esta concentradaA partir desta data,
muito se tem pesquisado sobre o comportamento da camada limite sob

diversas condic¢des.

0 escoamento laminar sofreu atencao especial de infcio.
Apesar da relativa complexidade das equag¢des, foi possivel obter-
se solucdes analiticas (ainda que aproximadas) com excelente resul
tado. [Imesmo ndo se pode dizer do escoamento turbulento. A maio-

ria destes trabalhos tem campo de validade restrito as condigdes



pré-fixadas e mesmo assim com resultados ndo tdo precisos.

A grande dificuldade na solucdo do escoamento turbulento
€ 0 aparecimento de novas variaveis no sistema, originadas pelo prf
cesso de média estatistica {T"mz-avQ,fiagz] ~. (Anexo 1 e 2]. As no-

vas variaveis introduzidas tornam o sistema indeterminado.

0 proprio processo de média pode mais equacbes, po-
rém realmente ndo soluciona o problema de indeterminacdo. Junto com
a nova equacdo criada, aparece um nUmero ainda maior de novas va-
riaveis dependentes. 0 problema de fechamento é realmente resolvi-

do com 0 auxilio de um modelo matemdtico que relaciona as novas va-

riaveis entre si, ou com gradientes das varidveis principais. (")

A medida que se aumenta o0 numero de equacdes o sistema se
torna anti-econbémico, sob o ponto de vista de tempo de computacéo,

além de elevar o grau de complexidade do problema.

G modelo matematico empregado no presente trabalhoé com-

posto de trés relacdes auxiliares:

Relacdo entre a tensdo turbulenta e a energia cinéti-

ca turbulenta - "Parametro de Estrutura”

— Relacdo entre a dissipacdo viscosa e a energia cinéti-

ca

—Relacdo entre o termo de difusdo e o gradiente de ener

gia cinética (Anexo 6).

(*) Vale registrar que o modelo matematico de Davidov emprega 23 e-
quacoes de transporte enquanto que o de Kolavadin, 28 equacfes.



Assim montou-se um sistema possivel de trés equacdes di-

ferenciais a tris incognitas.

Nuito se tem empregado a equacdo da energia cinética jun-
to com as demais equacbGes bésicas (continuidade e movimento] para

a solucdo da camada Ilimite.

Para a placa plana, McDonald™ preferiu solucionar as trés
equacdes por meio de um método integral. Ja Mellor e Herring** re-
solveram o mesmo sistema por diferencas finitas e adotaram como mo-
delo matematico de fechamento relacdes envolvendo o comprimento de
mistura de Prandtl. Pereira Filho® resolveu a placa plana conm
e sem gradiente de pressdo, acoplando ao sistema mais uma equacdao
a do transporte de dissipacdo viscosa ao longo da camada limite. Va
le registrar os trabalhos de Akatnov e Tul Mbert® publicados em Le-
ningrado, para um escoamento sobre placa plana e interior de tubos
(seccdo circular e retangular] que além da equacdo da energia uti-
lizaram a equacdo do tensor de Reynolds u'v* -BurbanKeFillo” tanm
bém resolveram a placa plana e no modelo de fechamento wutilizaranm

0 parametro de estrutura assim como se estd fazendo.

A maioria dos resultados tedricos para a placa plana ¢
comparada com os dados experimentais de Klebanoff® ou com os de Wie

ghardt @ .

Para superficies curvas ou s6lidos de revolucdo grande njj
mero de trabalhos (principalmente experimentais) Jja foram apresen-
tados. Cebeci”™® analisou o0 escoamento sobre corpos de revolucdo com
fluxo axial empregando apenas duas equag¢des (continuidade e movi-

mento) e para o fechamento, o0s conceitos de Prandtl e fator de In-



termitincia. Junto com Smith, Cebeci”” desenvolveu um completo es-
tudo teodrico abrangendo desde o escoamento laminar ate o turbulen-
to sobre sélidos de revolucdo. Pesquisou detalhadamente a conver-
géncia dos resultados em fungcdo da malha de diferencas finitas. Dos
trabalhos experimentais sobre superficies curvas a duas dimensdes,
dois podem ser facilmente reproduzidos tedricamente. O primeiro, de
So e Nellor™®, analisa o efeito da curvatura convexa na camada 1li-
mite. Q raio de curvatura ¢é variavel e a superficie cdncava envol-
vente é flexivel a fim de ajustar o escoamento potencial a um pe-
queno gradiente de pressdo, U segundo é de Shivaprasad e Rama-
prian®™, ~ _ Este envolve escoamento sobre superficie levemente cuf
va (cdncava e convexa] com raio constante. Entre outras grandezas
analisadas o parametro de estrutura é determinado a cada estacdo

tanto para a parte cOncava quanto para a convexa.

Limitacdes

Apesar da pretendida generalizacdo que se desejou dar ao
problema, acredita-se que estid limitado devido as sucessivas sim-
plificacGes e artificios matematicos empregados com a finalidade de

se obter um sistema passivel de solucéo.

Assim :

* A analise da ordem de grandeza, com os critérios da ca-

mada limite, eliminou diversos termos de pequena ordem...
* A introducdo do modelo matemdtico por si sO...

* A introducdo do modelo matematico proprio da placa pla

na em superficies curvas...



E outras consideracdes, tais como a eliminagdo sist
madtica das forcas de campo Cgravltacionais] tornam o resultado res-

trito ,

Entédo, sem a comprovacdo de outros casos, limita-se o prf

grama a:

— Escoamentos incompressiveis, com fluidos de baixo peso

especifico.

— A regido fisica estarid delimitada a pouco além do pon-

to de estagnacdo e pouc.0 aquém do ponto de separacgdo.

— Escoamentos com gradientes de pressdao ndo muito acen-

tuados.

— Escoamentos sobre superficies com curvatura inferior a

t(S/R <0,1).



Apresentacdo do Problema

Serdo apresentadas neste capitulo as equacdes fundamen-
tais do problema e a obtencdo da equacdo da energia cinética tur-
bulenta por meio do processo de média. As novas variaveis introdu-
zidas por este processo (produtos de flutuacgdes tais como: u'rutn
W;lp~, u'~u’~u’ foram relacionadas com o modelo matematico."Anali-
sou-se a seguir a ordem de grandeza dos termos das equaclGes e foi

montado um sistema de equacdes diferenciais parciais, ndo lineares

em coordenadas curvilineas a duas dimensdes.

2.1 - Equacées Gerais

Na forma mais geral, as equacdes fundamentais de um es-

coamento incompressivel em notacdo tensorial*® séo:

R @



onde CI} é a equacdo da conservacdo da massa (continuidade]e (2) a

equacao de Navier-Stokes.

0 sistema assim apresentado é passivel de solucédo, pois
temos quatro grandezas desconhecidas P) e quatro equacdes.
A seguir, desprezou-se o efeito das forcas campo sm

presenca das forcas de inércia, viscosidade e de contato.

Como a proposicdo era determinar o escoamento incompres-
sivel sobre superficies curvas, havia necessidade de um sistema de
referincia compativel com esta situacdo. O sistema de coordenadas
empregado é tal que o eixo dos x segue a superficie curva e o eixo

dos y a ela é normal a cada ponto (Fig. 1)

CFig. 1)

Para regime permanente e as coordenadas assim definidas
a equacao da continuidade e a de Navier-Stokes sdo fornecidas por

Schlichting”® e por Milne-Thompson”~”;

®3)



Eu. + fOJA =

ax 3y AR P dXx R 3y
B @
A A~ — f 14l i 9P, 1TU - 2£_ 10 + £ LW+
dx dy/ R p ay 3V R 3x R 3y
3X2  R2 R2  dx R2 A dx  3x 3

onde a funcdo f é definida como:

oSG,

e R(x) é o inverso da curvatura.

As equacbes acima (3), (43 e (5 sdo gerais; validas por
tanto para o escoamento laminar e turbulento (instantédneo}. Como ndo
hda interesse no escoamento instantaneo (randbmico), mas sim no seu
efeito final, obteve-se a equacdo para o escoamento médio. Assim de-

compondo as grandezas instantaneas em:

u - o + u'
V -V + v'
®
P PP+ P
P este = p
0 termo que contém a barra (3 é o valormédioda

za e 0 que contém a apo6strofe (™3 é o valor de sua flutuacdo. In-
troduzindo as relacbGes (63 nas equacdes (33, (43 e (63 e utilizan-

do a técnica da média® obtidas conforme anexo 1, as equacbes do

grand



escoamento médio:

9x 8y ¢7]
S, ) < y 3 nu
fu 3x + Vv d + gruy = pA9x + f- 3y2 3y Gﬁ/ x4
dR du 3ul2  3g-~n
R 3x R2 dx R2 ~ dx 8x ~ ™ 3x 3y
(8)
1 EL v i£1 Li
3y P 9y 3y \3y R 3x
.4 1lii . £1 dR dR  3u dv Jeu'v'
Ao3x2 R2 dx Y T A A dx 3x gy - /m o3y
9
P ) (9

e juntando a equacdo da energia cinética (10) obtida no anexo 2 ao

sistema de equacdes:

3Q o 3Q 3y
fu 3x + Vv 3y (3X
,2 3y _ z'9g 3 °"Q _ 1 du 'P "
- R/ 3y R 3y p F 3x
v Epl 3 te |1
) gy VP *Vo 3x2  3ye
, m
R 3y VD (10)

Com uma répida inspecdao no sistema assim formado identi-

fica-se como grandezas desconhecidas:

- U, U



e P

10

obtendo-se assim um sistema com mais incognitas que equacgdes.

A anédlise da ordem
blema da indeterminacdo pois

consigo algumas incognitas.

2.2 - Ordenm

Felizmente, nem todos os termos do sistema
tem a mesma ordem de grandeza.
senca de outros de maior ordem.

grandeza segundo a direcdo X e

mite teremos:

G Li' » 0 e O

<« 1

Admitiu-se R(x)

n R(x]+y

Assim a equacao

de Grandeza das Equacdes

L2 -6 , tal que

como sendo da ordem de

_icLi) o(Li)
o(Li)+0(L 1  O(Li)

da continuidade ficara

muitos dos termos desprezados

Definiu-se entao,

na direcdo Y.

de grandeza contornou em parte

0 pro-

levaram

de equacgdes

escalas

E entao:

Assim uns foram desprezados em pre-

de

Para acamada Li

(111]
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@ iy oy T Ty T (13)

I;rmui-%i.plli.canc/i\o por 9"(+l5)) "

0 0(L2)

e foi possivel concluir;

o) _ 0(L2)
OT5T - 66TT ' s>

Assumiu-se ainda:

E para as flutuacdes de velocidades:

O[V) ~ 0 [TJITA) = Qiu'A) ~ 0(y"M

Q) o (EM (16)

Substituindo estas relacfes nas equacdes do movimento e
da energia cinética e, ap6s as manipulacdes algébricas necesséarias
(anexo 3), chegou-se as equacgfes (17), (18), (19) e (20). Nelas fo-

tendo 777~k udz). ¥ j-
ram desprezados os termos contendo IJIZing ’U_I?LiJr e ﬁ'ﬁj#—g na pri

meira equacao do movimento; todos os termos da segunda equacdo do

movimento com excecgado Bﬁi,}, 0(AP)_0(L1) ;e c,i\esprezad,\os os termos
PQ(LF)Q(W™)

, (190 () equacao da energia cinética (Vide anexo 3).
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Finalmente obteve-se:

17)
- 9°° , _ 9P , , d fdu , M J_ (18]
“17 - - p 17 « 17 W + Vv 9y

ful ~ i iP

R o 9y (19]
- y'rq+P/pl +
3Q , :

+ Vv it - v'(Q +Plp; +V -V D (20]

Onde as 1incégnitas agora sao

Ul. U, \Y

ul ™ - 2Q

13 TT1P"

urQ, u”P > y~n v'p'

P e D (em numero de oito]
2.3 - Hipoteses de Fechamento

Para tornar 0 sistema composto pelas equacgbes C17], Cl18],
(19) e (20] soluvel, wutilizou-se um conjunto de relagbes auxilia-
res (modelo matematico] procurando relacionar as variaveis origina

das pelo processo de média com as variaveis fundamentais (U v e Q].
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2,3,1 - PARAMETRO DE ESTRUTURA

A primeira das relacfes auxiliares surgiu com a analise
do comportamento do tensor de Reynolds e da energia cinitica turbu
lenta ao longo da camada limite. Tanto para a placa plana®® ® quan
to para superficies curvas™® o comportamento destas duas grandezas
¢ similar. Tal é a semelhanca que, ao se fazer a razdo entre o ten
sor turbulento pelo dobro da energia cinética é obtido um fa-
tor praticamente constante e igual a 0,15 na regido central da ca-

mada limite. Chama-se este fator de "Parametro de Estrutura"™ =K[y).

(Anexo 6]

Assim :

20 K(y) K

Entéo
- PlP': 2KQ (21)

2.3.2 - TERMO DE DIFUSAO

A segunda relacdo auxiliar, necessaria ao fechamento, en
globa as variaveis v M e v P " existentes na equacao da energia ci-

nética turbulenta.

Costuma-se agrupar os termos contendo estas variaveis e
identifica-los como "Difusdo"™ da energia cinética. Assim, para co-

ordenadas curvilineas tiramos da equacdo (20):
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Difusdo = g - U (Q + P7Y] VRS Syt (Q + PO} +

9
+ V 33 i22)

0 primeiro membro da expressdo acima (22] pode ser iden-
tificado como um termo de difusdo sem o efeito da curvatura (placa
plana] (21]%* Associou-se este membro a seguinte relacdo matemati-

ca :

~y @ + pm +v N (23]

3y Y% 9y V 9y

E pela semelhanca, o0 segundo seréa:

£ T _ 9N - N
R u* (@ + P-/p] + V 9y !2 a dy (24]
A funcdo a (x,y] serd apresentada no anexo 6

2,3,3 - TERMO DE DISSIPACAO VISCOSA

Identificou-se o uUltimo termo da equacgcdo (20] como sendo
responsavel pela dissipacdo viscosa da energia cinética. Este ter-
mo também tem necessidade de ser representado como funcdo das va-
ridveis médias (Q). Utilizou-se a relacdo que BecKwith e Bushnell™®

idealizaram para a placa plana baseados no procedimento de Glushko (1965):

11
(@]
«
o)

vO (25)
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Onde e uma constante dissipativa a ser determinada j-£1

uma funcdo de comprimento de dissipacdo semelhante ao comprimento

de mistura.(Anexo B)

As equacdes sdo agora reescritas:
9X 3y 9y \ 3y 3y (2KQ (26)

97

~ATT 27)

Foi possivel, ainda, eliminar a varidvel F do sistema, em

pregando, como fez Schlichting, a equacdo de Bernoulli para uma

linha de corrente:

Ap i D ) = CSTE.

Integrando a equacdo (19) ao longo da camada limite:

y 9% % fy
dy = PI°f dy ou
9y ¥y R

P CX) - P (X) = p

E substituindo na equacdo de Bernoulli

P, (0 = CSTE - p LA 0O



E derivando com relagcdo a x

8P (x] W2 (x)

0x 3x f— dy

Expressdo que substituida na equacdo (26) fica

ax Y o3y * T gy

+

Yoy (i * 37 )

E finalmente formou-se um sistema de equacbes diferen-
ciais, parciais, nao lineares, acopladas em coordenadas curvili-

neas, a saber:

_pdu dv \%
% * 17 * il’ " cc (26)
3v dx T oax / dy
R oy (30)

onde os valores a determinar sdo: Wj Vj Q ja que foram admitidas co

mo conhecidas as fung¢des K(y), a (X,y), e a constanterC



Como condigdes de

17

contorno:

para v
para y

para vy

para vy

—>

-—> @O



Tratamento Numérico

As equacbes obtidas no capitulo anterior foram trabalha-
das para a sua solucdo numérica; foram adimensionalizadas e sofre-
ram uma mudanca de variaveis com a finalidade de contornar o rapi-

do crescimento da camada limite na direcdo x

Seguiu-se a linearizacdo e o desaclopamento daequacdo da
energia, sendo possivel pela discretizacdo em torno de um ponto ge-
nérico P _ .-

T+1/2.]

Para a solucdo do sistema de equacdes parabolicas utili-
zou-se um método numérico implicito de diferencas finitas aprovei-
tando-se a caracteristica tridiagonal das"Equacfes (Ames, Este
método ndo oferece restricdo quanto ao tamanho da malha de diferen_
cas Tfinitas”, porém a Ganica dificuldade é quanto maior o incremen-

to na direcdo x menor a precisdo dos resultados.

Finalmente é fornecido o fluxograma para a solucdo do mo-

delo numérico associado por meio de computacdo (Fortran 1V).
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3.1 - Adimensionalizacéo

As equacdes (€28}, C29) e [30] foram adimensionalizadas se

gundo novas variaveis:

E para as varidveis independentes fez-se a transformacéo

de X para C e y para n” assim definidas:

CCx) = ¢ dx (31]
n(x.y] =y -lta-iill (32)
v(2Q)rv

onde n é uma funcdo de ¢ e 6 . Gu tirando o valor de n na expresséo
acima:

U (x) 6 \

I LbTTT (33)

In (20)

Como & varia rapidamente é de se supor que o mesmo se di
com n. A orientacdo de Sohlichtingé utilizar-se uma faixa de va
riacdo para n entre 0,5 e 0,8, Admitiu-se para o presente caso n

constante e igual a 0,5.

Com a utilizacdo destas relacdes, as equacdes (28), (29

e (30) serdo: (Vide anexo 4)
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@20y fu-r ¢ ¥ M o1 FEER 1k W

0
u 2n
nf @2 7/ R
n n n
du _
ori P-v- + T2K)~ 2(KQ} (35)
fnC nur, 1 I\ 9 /« 90\ ftt 9Q
AT (5 9 A ar
(36)
Uo-
onde a nova variavel V' introduzida é funcdo de u
voo- -v-iliT / u ox (37)
(2P~ Uo
B RA:
R(X) Uo (X) (36)
e~ v
3.2 - Discretizacao

Dado O comportamento da camada limite, foi conveniente ef
colher-se uma malha variavel com pequenos intervalos préximo a pa-
rede e cada vez maiores para pontos mais afastados dela (na dire-

cdo n) (Fig. 2). Assim a relacdo entre dois intervalos adjacentesé
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tal que = BK. onde Bk deve assumir valor maior que a uni-
dade (Bk - 1,03 a 1,09}““. Na outra direcdo (C¢) a malha podeounédo
ter intervalos constantes dependendo do caso analisado. Para super

ficies com pequeno raio de curvatura € conveniente que AC seja va-

riavel.
(Fig. 2}
A discretizacdo foi feita em torno de um ponto genérico
P. Uma funcdo neste ponto ¢é entendida como:

(39}

As diversas derivadas em relacdo a C e n sdo assim repre

sentadas :
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3F
41
oC (41]
8F
3n i1/ 02 ] 2(Arij + (42)
8
9n(.S) 1/21 |/21 I/2 A (A
17/ 2 j 1/ 2 Al. 1 ) (in_+An__j)
+ i+l/2, j+1/2 -t ~
Arij
B A.Hl/zv -1 o2 Ai'j. S tttrd (43)

Anj _i(Av. + Anj_jJ

A linearizacdo das equacdes do movimento e da energia &
conseguida ap6s a substituicdo das relagdes (39), (40), (41), (42)
e (43) nas equacOes (34), (35) e (36). Separando os termos de tal

sorte a se obter:

(44)

is termos contendo o indice (i+l) sdo os novos valores,

enquanto os que contiverem (i) sdo conhecidos da estacdo anterior.
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Os coeficientes Aj’ Bj’ Cj e E% assumem formas diferen-

tes para cada uma das duas equacdes, [Anexo 5]

A expressdo [44) forma um sistema de equacdes lineares,

cuja matriz representativa é parcialmente povoada (matriz tridia-

gonal), A sua solucdo, dada por Ames"<, pode assim ser sinteti
zada :
onde
D -e.g.,
o T gl D,
J J J-1
0 valor desconhecido & F.1+i I pois como iniciou-se 0s
calculos pelo ponto mais alto da camada limite o valor de F.l+i jei

ja foi determinado,

A equacdo (45) esta sujeita as seguintes condic¢cdes decon

torno

A equacdo do movimento contém no seu ultimo termo a va-
riavel Q considerada conhecida da estacdo anterior. Este procedi”®

mento faz com que o sistema seja desacoplado.
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Como pode ser percebido pela analise dos coeficientes da
expressdo C(C44), o método tridiagonal exige o conhecimento da fun-
cdo numa estacdo anterior para a determinacdo da funcdo na atual.
Assim para a estacdo inicial Ci=l] forneceu-se perfis de velocida-

des e de energia cinética turbulenta (anexo 6).

Como a camada limite cresce ao longo do escoamento, a quan
tidade de pontos na direcdo n deve também variar para acompanhar
este crescimento. A escolha da condicdo de contorno superior u -

-Uo(x] quando y -———» 6 ou = 0,99 implica na validade de:

N N >
an e (48]

onde £7serd um pequeno valor pré-fixado (critério de erro]. Em di-
ferencas finitas e aplicando a expressdo (48], temos para este cri

tério:
(1 - Gn-i] - g1 1 N-1i

que quando satisfeito fornece o numero N de pontos na vertical.

A precisdo exigida para os resultados foi dada por meio
de um critério de convergéncia aplicado a equacdo do movimento. A-
p6s a determinacao do perfil atual de velocidade *~fi+j j (onde m é
0 nimero da iteracdo], determinou-se a velocidade + ] <

auxilio da equacdo da continuidade. Testou-se a seguir a convergén

cia segundo o critério apresentado por Pereira Filho® e assim
definido:
m m-1
NM+l,2 ~ 0 Ni+l,2
b I < "
- 1 e (50]
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onde e”deve ser prescrito C- 0.005)

Como a equacao da energia cinética estd desacoplada dado
movimento e na determinacdo de Q.l+1 3" sdo empregados valores de

u, , tidos como corretos, ndo se previu iteracdes para ela.

1 J 7

Como deixou-se transparecer a determinacdo de .

(atual) ¢é possivel com o auxilio do perfil Vi 5// , - Entdo para o
+ i )

infcio das operacdes precisou-se tamhbém de um perfil inicial de V.

Este dado inicial poderd ser nulo (Vv = 0) ou com a expressdo (37)

fazendoiu=0:

3.3 - Fluxogranma

— procedimento utilizado para tornar possivel a

do problema por meio de computacdo serd assim sintetizado:

* Bloco 1
Junto com as diversas constantes sdo fornecidos o0s per-
fis de velocidades e de energia cinética. A subrotina Table 2 é es

pecialmente utilizada para este fim.

* Bloco 2
A distribuicdo de pressdo (utilizada na equacdo do movi-
mento) é fornecida analiticamente (pressdo teédrica) ou na forma dis

creta, com o auxilio de uma funcdo de interpolacdo lagrangiana.

solucg
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* Bloco 3

Com os dados anteriores podese solucionar o algoritmo

tridiagonal para a equacdo do movimento. [Ceterminou-se n

* Bloco 4

Com a velocidade u, determinada no bloco anterior, foi
possivel determinar a velocidade V. . . na equacdo da continuida

de .

* Bloco 5

0 teste de convergéncia é feito mantendo-se o0 critério

pré-estabelecido. CE£””= 07005)

* Bloco 6

Antes de solucionar a equacdo da energia pelo algoritmo

tridiagonal, determinou-se as fungdes a (Xx,y) e

* Bloco 7

Calculou-se neste bloco todos os parametros do escoamen
to turbulento da estacdo atual tais como: Coeficiente de Friccgéo,
espessuras da camada limite (de deslocamento, de momento e de ener
gia), numeros de Reynolds baseados nas diferentes espessuras e Fa-

tor de forma (6*/0].

* Bloco 8

Saida dos resultados. Os resultados poderdo sair na for-

ma de diagramas ou tabelados.

Um diagrama de bloco ficaria:
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Analise dos Resultados

A melhor analise de resultados que se pode fazer para. um
método numérico é a comprovacdo com a solucdo exata. Quando ndo ha
solucdo analitica exata, recorre-se a trabalhos experimentais. Oes
coamento turbulento é o proéprio caso em questdo. N&do ha solucdo e-
xata para ele. Ha muito se estuda um meio de obti-la, porém as néo
linearidades e o fechamento das equacfes dificultam sobremaneira.
£ bem possivel que esta descoberta s6 venha a ocorrer daqui a muli-
to tempo, pois com o advento de modernas maquinas de computacdo e
com 0 desenvolvimento de métodos numéricos satisfatorios em nivel
de engenharia a inexisténcia de uma solucdo exata ficou em segundo

plano.

No presente trabalho escolheu--0s dados experimentais
de So e Mellor™™ para serem reproduzidos. A placa plana, comos da-
dos de WieghardtQ,também foi analisada como verificacao inicial pois,
como se sabe, ela é o caso particular de uma superficie curva conm

raio infinito. Estudou-se ainda o escoamento radial sobrecilindros

circulares (Rg = 1,03 x 100 e = 3,6 x 100} no entanto seus re-
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sultados ndo sdo apresentados pois carecem de algum refinamento

N1 - Resultados obtidos

A utilizacdo de uma sub-rotina” CPLOTR2] permitiu a me-
lhor e mais rapida comprovacdo dos resultados. Plotou-se com ela
diagramas de velocidades, energia cinética, tensdo na parede e di-

versos coeficientes do escoamento turbulento. (ANEXO 7)

4,1,1 - DIAGRAMAS DE VELOCIDADES

Foram registrados para a placa plana:

Uo VERSUS (Grafi co —G1]
Voo VERSUS y/i Gh
VERSUS (G2)

v* VERSUS Logi 0 (y*") (G2)

VERSUS (G3)

E para o canal (TRABALHO DE So e Mellor)

Uo VERSUS y (pol} (G12)
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VERSUS Log 10 Cy+] C613]

VERSUS LOg 10 Cy /{*] (G14)

~N.1.2 - DIAGRAMAS DE ENERGIA CINETICA

PLACA PLANA;

2
’ (G4)

e o0 balanco de Energia Cinética turbulenta segundo a forma

CONVECCAO = PRODUGAUG + DIFUSAO - DISSIPACAO

para perto ( 0.%y/5<0,1) e longe ( 0,1 $y/~"~ 1] da parede. Anali-
sando-se o0 comportamento destes termos, confirmamos a expectativa

apresentada por Rotta™:

* Préoximo a parede os termos de producdo e dissipacédo te

praticamente o mesmo valor absoluto (porém sinais contrarios)

*nuito proximo a parede a difusdo tem mesma ordem de gran_

deza que o0s demais termos.

*Fora da regido da parede os termos (todos) tendem a ze

ro. (Graficos: G5, G6 e G15)

Foi plotado também a distribuicdo de tensdo ao longo da

espessura da camada limite proximo a parede:
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VERSUS (67]
( 2pKCy]1Q VERSUS y+] [G7 ]
(C7)

CANAL
2Q VERSUS yA (616 )
5% . VERSUS y A (G17)

e 0 balanco dos diversos termos da Equacdo da ENERGIA CINETICA.

N.1.3 - COEFICIENTES FINAIS

— Coeficiente de Atrito CCf]

Além do valor do coeficiente calculado segundo:

CFCAL e [G8) e  (G18) (52)

calculou-se diferentes valores para C~ dados por formulas empiri-

cas:

CFXI 0,0592 REX ©? (53)

CFDELT = 0,045 (REDEL) 0723 (54)

CFTHET 0,0576 ALogiO0(4,075 RA)A 2 (55)
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0,25

CFTET2 0,0256 RO' (56]
_ -2.3

CFX2 2 Logjo [REX)-0,65 (57)

CEH 0,246 10 ~0:6784 RO-—O.268 (58]

iis diagramas registrados no anexo 7 para a placa plana

sdo o0s seguintes :

CFCAL Versus X (em metros]
CFTET2 versus X (em metros]
CFH vVersus X (em metros]

Espessuras da Camada Limite

sdo plotadas segundo as seguintes formulas:

00
06* (PL/PL] (1 - uldy (G9]
o
0*(CANAL] /(1 - ul]dy (G19]
OO0
0 (PL/PL] u(@ - uldy (G9 1]
00
0 (CANAL] /u(l - uldy (G19 ]
00
6e(PL/PL] u(l - u Jdy (G9]
(CANAL] fu{\ - u ]Jdy (G19]

e também a espessura 5 dada como o valor dey para quando

U - 0.98999
Uo
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- NUMERO DE REYNOLDS

Calculados segundo

Uo (x) &

UoCx] 9

- FATDR DE FORMA

Definido como:

6*

N2 - Analise final

~.2,1 - DADOS INICIAIS

Procurou-se utilizar os perfis

(610)

CG10)

(610}

CG11) e (G20)

iniciais u(l,J) e Q(1,J}

a rapida estabi-

lizacdo dos resultados. A ndo utilizacdo de perfis tdo apurados

(como 0 caso do perfil

levou 0 programa a consumir um tempo excessivo para 0 mesmo

de velocidade senoidal

—» u(l,§) = SEN(™))

de estacbOes e os resultados nem sempre convergiam, mesmo para

lores imprecisos. £ possivel que isto se deva as hipdteses de

chamento que

pendentes

(weQ) .

nimero

va-

fe-

levam na sua formulacdo as derivadas das variaveis de-
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mModelou-se um perfil genérico de velocidade (inicial] ba
seado na caracteristica universal do escoamento turbulento. Proxi-
mo a parede (sub-camada viscosa) ¢ variacdo de u* é linear com re-

lacdo a y* e longe u = E%)A
J

Foi testado, com mesmo ixito, o perfil 1inicial adotado

por Cebeci”™ na placa plana para um comprimento inicial de Xo = 0, 387m

e Uo = 33m/s.

Ja as distribuicbes de energia cinética foram dadas dis-
cretamente tomando-se os proéprios valores 1iniciais fornecidos por
So e Mellor e Klebanoff para o canal e placa plana respectiva-

mente"-,. A tabela 6.2 registra estes valores.

A espessura da camada limite 6(1) e a velocidade de fric-
¢do u*(l) tem capital importancia para o perfeito desenvolvimento
do programa. Os seus valores precisam ser muito proximo dos valo-
res corretos pois sdo fatores determinantes para a geracdo do per-
fil inicial de velocidade e do numero de pontos na vertical. Um
perfil inicial muito alto ou muito baixo afetara aconvergincia dos

resultados nas estacdes subsequentes.

A falta de valores corretos para 6(1) e ii*(1) deve ter
sido o maior motivo pelo qual ndo se conseguiu ainda resultados sa-

tisfatérios para outros casos analisados, (cilindro circular).

A determinacdo de u* (ou de Cf) ¢é funcdo do escoamento na
parede. Quanto mais préximo dela estiver os primeiros pontos, mais
real devera ser o resultado. Entretanto quanto menor forem os in-

tervalos 1iniciais e consequentemente mais proximo da parede estara
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0 primeiro ponto, maior serd a quantidade de pontos na direcdo nor
mal ao escoamento. [Lembrar que An~ = Bk . BK > 1). Como na
regido proximo a parede a velocidade varia linearmente = y+}
sdo suficientes ali alguns pontos apenas para se ter uma informa-
cdo perfeita do gradiente de u. Assim existe um numero ideal depon
tos na vertical que, além da precisdo, fornece uma malha econbmica
em tempo de méaquina. A melhor combinacdo encontrada para cada caso

foi :

PLACA PLANA

An(l) = 0,025
Bk = 1,03

CANAL

And] = 0,03

Bk = 1,03

que Tfornecem 99 pontos 1iniciais para o primeiro caso e 101 para o

segundo.

0 numero de pontos na direcdo C influi na precisédo dosr
sultados e ndo na sua convergéncia, como ja era esperado”™. Por ou-
tro lado o aumento do valor de AC diminui o tempo global de compu-
tacdo. Estas duas caracteristicas sdo opostas permitindo a determ_i

nacdo de um intervalo 6timo dentro da precisdo estabelecida.

A tabela 1 registra o consumo do tempo de processamento
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de mé&quina para cada caso em relacdo aos intervalos AC adotados

CASO Bk TEMPO/ESTACAD TEMPG TOTAL AC X(TOTAL}
"L/PLANA 0,025 1.03 2.42 seg 3532.2 seg 5000 3.62 m
CANAL 0.03 1.03 4.1562 seg 623.437 seg 5000 1,8034 m

TABELA 1

A.2,2 - CONCLUSOES

Os resultados encontrados tanto para a placa plana quan-
to para o canal, quando comparados com os dados de Wieghardt ou de

So e Mellor respectivamente sdo tidos como bons.

Os diagramas de velocidades, como os demais coeficientes
deles dependentes, foram obtidos com uma boa precisdo. A distribui
cdo de energia cinética pro6ximo a parede, no entanto, contém valo-
res fora dos esperados. No caso do canal este desvio parece ser
mais acentuado. A perfeita comprovacdo ndo pode ser feita porque os

dados de So e Mellor sédo para y/6 > 0,1.

Acreditamos que na solucdo genérica de qualquer superfi-
cie curva 0 modelo matematico devera sofrer algum refinamento para

a melhor precisdo dos resultados. Este refinamento podera ser:

1 - No parametro de estrutura que, conforme Shivapras
e Ramaprian” . varia ndo s6 com y mas também com x. Ter-se-4 K(x.y}

ao invés de K(y] apenas.

2 - Numa nova funcdo afx, vy]-
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3 - No valor da constante dissipativa”® que carece de
maiores estudos a fim de que seja encontrado o melhor valor para su

perficies curvas.

4 - No valor de n, que no caso foi tornado sempre cons-
tante e igual a 0,5. £ possivel se encontrar o melhor valor para ca

da situacdo ou se necessario obter-se uma funcdo n(x).

5 - No critério de erro (CRIT) que dad o aumento do nume-

ro de pontos na vertical devido ao crescimento da camada limite.

6 - Na discretizacdo das equacgles.

Neste item muitos pontos podem ser abordados com o0 inte-
resse num resultado mais preciso. Assim as ndo linearidades exis-
tentes nos termos de pressdo e curvatura foram sempre consideradas
conhecidas Cda estacdo anteriormente determinada). £ possivel que

melhores resultados se obtenha, quando este artificio for evitado.

Qs itens acima, bem como os que se seguem englobam as

principais metas a serem atingidas com futuros trabalhos:

1 - A complementacdo desta dissertacdo com a anéalise

novos e variados casos:

l.a - Escoamento radial sobre cilindros circulares para d"

versos numeros de Reynolds.

1.b - Escoamento sobre perfis especiais tais como aerofé-
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lios, pas de hélice etc.,.

Assim serd possivel completar a analise dos efeitos da
curvatura e de gradientes de pressdo no desenvolvimento da camada

limite sobre superficies curvas.

2 - Introduzir a transferéncia de calor no problema, com

a inclusdao de mais uma equacdo.

3 - Introduzir o transporte de massa no problema ora pro-

posto.

4 - Analisar o escoamento com controle da camada limite

Csuccdo ou insuflamento na parede).

5 - Determinar o escoamento compressivel sob as mesmas

condigdes.
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Anexo 1

PROCESSO DE MEDIA

Tratando-se as variaveis instantaneas como sendo a soma

de uma parcela média mais uma flutuacado:

tem-se para a equacdo da conservacdo da massa:

f (u +u’) +—- (W +v') +1 (W +v) =0 (1.D)

ou

e com a média a equacdo (1.2) fica

pois
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A equacdo (1.3] pode ainda ser reescrita

(1.5)

que 1 a equacdo da continuidade referida ao escoamento médio. Subs

tituindo-se (1.5) em (1.2):

(1.6)

Para a equacdo do movimento médio, tirando-se de (@) e (5)

do capitulo 2.

Na direcdo X:

f(u +uH)-" W+ u)+ V+V) +C v+ V) U+iD=

g7 A

(1.7)

E na direcdo Y:

f(u + u')— (v + vy + (v + v (v + VvJ - f°F

9y
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(1.8)
e multiplicando-se (1.6) uma vez por U’ e outra vez por V', tem-
se apés a média:
f ‘-Ifu * e If * = O (1.9)
©
L] d L]
1=\/"ﬁ-‘§J + \/"9-;1-- + 5 = 0 (1.10)
Jogando as expressfes (1.9) em (1.7) e (1.10) em (1.0) e
ap6s a média a equacdo resultante sera:
— 9u ey —
fu gy 9x 9y u V)= -
= ~Nodv R v
Fozx rRoy R R Ox dx
N - dR 9u . 9%m
R2 y dx 9x  9y2 (1.11)
1P +v £ 2/ + £ 1o + f2 3™ "2V
p 9y gy~ R 9x R 9y No9x2 T J k2
dx R2 'y dx 9x (1-12)
como
R ()

R(X)+y
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entao

3y RCx)

Pode-se juntar os termos das equacdes acima:

, T ufsr )
8y2 R 3y R2 da equacdo  (1.11]

da equacado  (1.12]

e igualar a:

9y \aw R/

respectivamente

9y V9y R
Entao:
f 9P
p 9x
drR 9u 9n *A
Aondx o 9x — T oox
v (1.13]
_ 3y _ 3y i iP .V 9 /Moy . \  2f* du

y _R ng W W R 9/\



46

dx

du
9x

oy /2
9y

9m "y
9X

(1.15)
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Anexo 2

Equacdo da Energia Cinética Turbulenta

Cefin8-se ensrgia cinética turbulenta como o semi somaté-

rio das flutuacdes de velocidades ao quadrado:
0 = 1/2 ( u}u}_ Y} = 1/2 (u ™+ + w'n)

A sua equacdo é obtida a partir da equacdo Ue HavA*Qfi-Sto

kz6 para Tfluidos incompressiveis:

2
— = -VP +yVV (2.1)

A equacao (2.1) é uma equacdo vetorial para o escoamento
instantdneo. Para o escoamento turbulento pode-se empregar as velo

cidades médias e suas flutuacgbes:

p-"(Cy +v?) = -V(p + pH+tyvi(y + v7) (2.2)
e como para o regime permanente e escoamento médio:

Qv

(\~/+V’).V(V~+\1’):—bv(P+P?+VV"(\£+V)
ou

V.VV+V VYV T+V ZVV+V TVT = -1 Vv p- %vP T+vVAV+yVAY T (2,3)

e p
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Aplicando-se a média na equacdo (2.3)

V.VV+V = VW~=-TVP+VVAY (2.4)
Subtraindo-se (2.4) de (2.3):

V. VV 7V 7. VV +VTVV’:—?DVP T+V VAV T o+ VIV VT (2.5)

que é valida para o escoamento turbulento apenas.

Mullip licando -se escalarmente (2.5) por V e tomando-se.
a média dos termos, tem-se obtido a equacao (escalar) da energia

cinética turbulenta:

V. (VQ) +V Z(V.VV) +VT(V.VV ™ =- E> V. VP 74y V TVAV 7 (2.6)
E no sistema de coordenadas curvilineas, descrito no ca-

pitulo 2, os operadores sdo assim escritos:

(L. Milne - Thompson).

91V 3i,

Entdo o primeiro termo:

Y'VQ = (u-i..x ..i.y)'(é 33X j‘X + 3y -.i.y)
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9x 9y

para o segundo termo:

9x ~x 9y -~y ~X

N,s 9y u ..
AN odx R

. M9y L.
ixiy 9y 1y~y

logo o segundo termo seré

VW) = AT 5T )W
T6—rdu Y, -—=—r 9u
cc . R> o 5 77 'I'7

0 terceiro termo:

V-VIVZV?) =

(V.V} (VV ™) +

como

V.Vv==0 [Vide equacdao

CTI]

VIV Y]

(1.6)

- anexo 1)

9u
9y

iyix

(T2]



50

V(VZV™) = 2 V7 (VY }

logo

V.V (V.V ™) = 2V (V. VV ?)
ou

VIQUIW) = vV - W.<V’*(V2-V’)A
ou ainda

V. ¥ 7Q VIV.VV )

e em coordenadas curvilineas:

Voo VT = i g, 2 Qi +ytgind

e com a média, o terceiro termo:

V. VT [1.3)

U gquarto termo é semelhante ao terceiro

V. V™7 =VV.P7+ PV.VT =V V.P~
E > - H N H - L] w =
V. V7P = gy B ¢ oy lyK Cu"Pi, +yPLy]
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(T4)

que sera
Vrm oy y-To
X 3y
Finalmente para o ultimo termo, partindo de
V73 o= V.
como
V(V. V ) 2V 2V~
ou
VACVZV ™) = 2v. (VVV ) = 2
VAQ = VV ™IV T+ V. VAV T

8 consequentemente;

V.VAY =V2Q - VV 71V YV

Em coordenadas curvilineas sera escrito:

3y

(Vide Milne-Thompson)'’

Ve 3y dx''n
_ 3,,30 ~3 /1 8o\
=T 3x 3x 3y 12 971.
Como
y/™ 3R _ drR

3X 3x R2 3x y R dx
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1
9y (1/1] R
entao
97Q A 90 dR £ 90
9y2 R2 9x dx =~ R 9y
“du\ i 9ut ., dv"
-, ’: " J_ T))
vV WY / 9% R 9y Oy
8y " u" _
9x R =D
Vv.vArvy ® = VA0 - D (T5)

Montando-se a equacdo, seguindo a seguinte orientacdo

CTI] = - (T2] - (T3] - CT4] + [T75]
Assim:
3x 3y
/2 9"
- 9y f ooy (tpv?”
1PV
+V
ay
f |9§ -V O (2.7]

Obtem-se assim a equacdo da conservacdo da energia ciné-
tica turbulenta, em coordenadas curvilineas bidimensionais para o

escoamento incompressivel.
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Anexo 3

Ordem de Grandeza

A analise da ordem de grandeza dos termos .das equacdes

e energia cinética) ¢€é conseguida com as consideracoes

iniciais do capitulo 2 item 2.2 onde:

Direcdo X:

/\2 <

2 « 1 (3.1)

/- 0@ (3.2)

f/IR — O0[V1,) (3.3)

0

o(i) oL, i) G-

escala "z" para as flutuag¢des de velocidades

OCEM -0Qu™™) ~uaiv'~r] ~0(Cuy"

Tem-se para as equacdes do movimento:

9 N

UL EY ocLiy - SfLiy (TI)
— du A~ nr—1  0(u) o™ fTon
N 37 FTITT = OTITT
VU > 0(j0(1)0(u) = 0(iiN0o(L2) (13)
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0CI) OCAP)
p  OCLi) (™
8x" 0CLj2) 0CLi2] CTo)
0 fu)
ocL/ ) 0CLz) (16)
dv O[1)0(y} . 0Cm)O(L2}
R 9x  ~~ o(Li)o(Li] ~ ¥ o(Li270 (i) 7"
v £1 dR - omoiui? 0(m]0(L2]
R2 dx A~ A~ 0CL2 )O(Li ] =V D(LF]0( ] (78)
dR du y 0(1)0(L2)0(Li0Cu) _ ,0(L2)0(u) (T9)
AAy A 97 OCLpoCL1i )OCLi) ~ 0CL13)
0[1}0CEA)  _ ofln)
f gx GCLi) oCLi) criol
du*V" 0fu'v "] ail”) CTID)
dy 0CLz) 0 (La)

ofln)

Ol Vi 0 Cu"y") = 0 (Li) CT12)
Finalmente tem-se com a equacgao:
ocLiy  ocLiy T O IITGL 1y pOCLi) 0CcL2)

0 [u) oCLjA) ~ 0 (Li) 0 0CL2) 0(w)o(L2)

6T 17 oc™) 0(L2) 0(Li2) ™CLi) =~ OCL]?)0(Li)
0[L2 )OCu) 0(EM 0E 0 ) (3.5)
0 (Li"] 0[Li) 0(2) 0 (Li) )

Na direcédo Y:
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9y

I
/m

(dv
9y V9y

2V 9u

R2 3x2

drR -
R2 dx

' dR

3y|2
3y

du 'V
f o ox
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0(u)o(y] 0(un)o(L2]
O “ocL1] T
01V) 0] 0 (L2}
C 52 O[LM
D(w o(u 3
011 ¢ (Li ] 0 (Li ]
0 (AP) 0 [AP)
POTIIT P OCL2)
0[w) 0Cm)
Ry 0CLi)O[L2) ong)
o[1)0Cu) _ 0(u)
O[Li)OCLi ) 0(L2)
v QIDOLY) . ocu)ocl2)
0CL2)0[L2) 0CL5)
OCDOCL1 )O[uw) v 0(uw
A Q(L2)0CLi) QCL2)
3u GCL2)O[Li)D[y) y 0Cu)6CL2)
0CL2)0[L2) OCL**)
QLEM
0CL2)
0(1)0[in Oiin
0 (Li) o(Li)
0 0CER)
0CLi ) ocLi ) "

(T13]

(T14)

(T15]

CT16)

(T17) + (T18)

(T19)

[T20)

[T2D

(T22)

(T723)

(T24)

0(EM
oCLi )

CT25)
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entao:

OCuM gCIM  ~ O(uMOCL2] 0(u™)

0CAP]

0cL2] 0CL2) "0CL] "pOCL]""~ ocL Jo(L
1 1 1 2 1 2

OCul 0Cw) OCu~0CL2z)
OCLf)"OCLg)’\O(H?

0CEN] 0CcAN ofe)
ocL) 0CL] ocL)

E a equacdo da energia cinética turbulenta:

onde: OCITITA] OCW*A) A 0Cy"~A) = 0CQ)="O0CEM

A f ,2.0Cu) _ 0OCw)OCQ)
AETIT ] ———-- ocIT) *

o(ujo(Lzn]

3.6)

iT26)

L1271

(732)
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D>2Ah. > Ciy "2]0 Li2_ = 0f01rA~™MA

-otitt
0(y'Q)
R o(Lil]
1 IPP' 1 oilPp'}
p f -R-—————- Ap o(Li)
p 9y " p 0(L2)

fT331

CT35]

CT39]

"T40)

(T44]
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Entao
OCul0OCQ) , o(ulo[Q) _ 0(Q30[u) ocQ)oculjocL2] 0CQ)QCu}
Q(Li ] o(Li ) - ta(Li ) 00a2] m 0CL2]

o0(q)o @)o(L2) ~ o(D)otl) _ Dcg) (u] D(iTA]

(Lin) o(Li ] a(Li) "o(Li } A

0(y'Q)  0(y*Q) 1 0(m"P7 1 0(F "7 10(y'P? +
o(Li} Q(Lil ™ p ucLi ] p OIHi) " p O0OlIL2)
0(L2}0fQ} ~,  0(Q]
O(L%) bCl2M n o (Li3] A0odi )o(L2)
-v o0 (D) (3.7}
Multiplicando-se a equacdo C3.5] por , a equacao
2 UL ul
(3.6) por — ——————— e a (3.7) por — e chamando de Q(Re) =
0Cu )0(L2) 0(u)0(Q)
A 0 (u)0(Li)
Vv
tem-se
Na direcdo X:
oiiuonm o(L2) _ 0(AP) . 1 QCL?) o(Liy
2
+ Q7L2) _ 0(12) M 0(L2) 0(EN o(Li) 0(EM) oiln)
o(Li) o(Li) o(Li ) 0i—-2)" ~0TI7T 0("2) - o(_2)
(3.8)

Na direcdo Y;
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0CIT+0t1}- ocLi) _ OCAP) GCLi™ ] 1 foCLiN) ocLi) A
0CL2) . pOCL22)OC[12] A 0CRe) )OCLZZ) A 0CL2)
OCL1 ) OCEM ocl/)
0CL2) 0CL12) 0CL2) OCLi) OCL22) m 0Ci2)

0CAMoCLi) ofl®) ocL,) OU~) ocCLi)

ocL2)0oCcm2) ™ 0Cur) OCL2)  0CL2) 0CTT2) 3.9)

E para a energia cinética:

_ _oCL2)  OCLi)  o0CL2) )
och) + ochy = - ochy - oo St acliy *oeh - ochy

0Cu Q) ocan) oCITg")ocCcLi) _ i of.TPT") ~
0Cu)0CQ) * 0(u)ocQ) 0CL2)0Cy)O0 Cg) p 0CU)OCQ)

1 gCPT 1 Ocy "P™0CLI) Y
p 0C~)0Cq) p 0CL2)0Cu )0Cq) OCLi)0Cu ) 0CL~2]0Cu )

v0 CL2) v 0CD)OCLi1 ) c3.10
oci)ocL?) o (L2 )0Cu ) 0Cy)0CQ) -10)
E desprezando-se na equacdo C(C3.8) o0s termos — AN AN |
0CEN) 0CLf) OCL1)

"0T A em presenca de OCl).6TrTTOTI2T)AFcWTOTITT

OCLQJDgC'g—ZQ"» na equacao ?’%-9) todos os demais termos em presenca de
OCLi) OCAP)OCLIi2) ” oCL2) V 0CL2)
oTITT A n equacao C3.10) os . 0CL2)0Cz7)

2 1

presenca dos demais.

Reescrevendo as equacdes com o0s termos reais:

L ~tou N fu Cu v " 11
3y p 3x 9y \ 3y gy UV ¢3- 11
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1 N
3. 12
f o 9y ( )
ag vy9Q .., du \ n
“¥ Ox 9y u®V-ogx utv 9y R 9y im R

n o (3.13)

A equacdo (3,13) pode ser reagrupada;

- u'nf du rr odv —r du fu
9x " A 9y ~ N 7 dy R
Vgl 4k - V@)
9y f(
+ v Y9 — v D (3.14)

gue costuma ser 1identificada com os termos:
CONVECCAO = PRODUCAO + DIFUSAO - dissipacgAo

0 segundo, terceiro e quarto termos do lado direito da
quacdo (3.14) compdem a parcela de producéo. Analisando a or-
dem de grandeza da equacdo (3.10) identifica-se com os termos (728),
(T30), (T32) e (T33). Pode-se desprezar os termos que contem gra-

dientes na direcdo x em presenca dos gradientes da diregélozf

A parcela de difusdo esta representada pelo quinto e sex-
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to termo da equacdo C3.14) . Cdquinto termo é a prépria parcela de
difusdo para a superficie plana, o outro serd entendido como Um fa

tor corretivo de difusdo devido a curvatura. (Este se anula quando

R ——>

ad termo (T44) tem semelhanca com a dissipacdo viscosa da
equacdo geral da energia, pois contém derivadas ao quadrado; cha-

ma-se de dissipacdo da energia cinética turbulenta.

Reescrevendo o sistema de equacdes:

p 9x 3y oy Ry gy '4Vnh
(3.15]
il = i
f L oy (3.16]
9y
+ Vv vD (3.17]
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Adimensionalizacdo das Equagdes

N.1 - Equacgdo da continuidade

Definindo-se UoCx) como velocidade do escoamento
cial e Uoo como a velocidade do escoamento ndo perturbado,

sionaliza-se partindo de:

“Uo ) Uo

entdo a equacdo da continuidade:

E com uma mudangca de varidveis para C e n onde:

mxUoix)dx yUoCx]
N ® -
0 V

9Uo ~ dUo AL dUo
9x dx 9x d¢

9x 9x 9C 9X ri v 9C N 9x 9n

poten-

adimen-

(4.1)
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av Uo 9y
n57 m Ol
9n

e definindo

2e)n

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Substituindo (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) em (4.0) apédsa_l

gum algebrismo:

onde ¢ definido como: TEQPTA
N.2 - Equacdo do movimento
Dada a equacéo:
,—du — du dio N9 Y
« ?787 " A TxN\ 9y\ 9y
* m572(KQ)

Utiliza-se como na equacdo anterior:

(4.6)

(4.7)
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Uo Uo ® ¢ = (4-8)

Entdo substituindo-se as relacbGes (4.7) em (4.8) e ainda
executando a mudanca de variaveis

Cx ey para ¢ e n) com as equa-

coes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4)

cacdes:

obteve-se, apés algumas simplifi-

) H
2n by du du 1 2 dri +
1a fun du
9n  9n
t C20)"" EQZ(KQ) (4.9)

onde os termos sao assim identificados:

FCURV dn

TVISC o U
a1 VvV Sn

o

FECT : 0" 2(KQ)
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4.3 - Equacao da energia cinética turbulenta

Dada a equacdo (27] do segundo capitulo e seguindo omes-

mo caminho das equaclGes anteriores:

ulo Clo Q] + u Uo -g- CUo™Q] = 2KUo”™Q ,
uo 3
- fu X g— (Vo Q]
C.a-"
qd
Como
3Q

1{57 (Ug 0] Uo u57

fica-se com

3w
3y

3 Q \ .’\U’\aBQ - YoQ
Ub-gy\ g— ‘%3 - Ela_f

£le

CUou]

c4.11]

C4.12]

Com a mudanca de variaveis proposta (equacdes (4.1], (4.2],

(4.3) e (4.4]1} e mais:
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= M= +1n.10
vV 9C 9x  9n
B Uo 9Q
mon

apés algum algebrismo, vem:

9Q 9Q

c1a®29)V @
CUoEcj”

onde i1dentifica-se por

CUNVECCAO

producAo

difusAo

dissipacAg

20~ 2kQ ¢

C2C)Zn V g C1Q
CUo£di "

(4.13)

C4.14)

C4 .15)
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Anexo 5

Discretizacdo das Equacgédes

5.1 - Equacdo da continuidade

Para a equacdo da continuidade a discretizacdo sera em

torno do ponto ~i+\/2 j-1/2 * Partindo da equacao (4.6] do anexo

4, teremos:

2 Om 9V

i+1/2,j-1/2 i+1/2,j-1/2

2 Yit172,5-1/2

jor1/2 7i+172,-172

>5

¢

+n(

« Fi+l/2,j-1/2 7i+1/2,j-1/2

=0 c5.1]
Ni+l/2
onde :
2n on

211 i . .
(20) ir1/2 A% EANEAY B! = CSin C5.2)
A+1/2,0-172 YOS S2MNEL ) N M NE, J-1 N i+ -1

= EFED (J) (5-3)
" Welp gt W8T~V 5
9% §+1/2,5-1/2 , e T

)/ DEUVE (5.4]

Y3 2ac
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oV -V (5.5)
M iv1/2,5-172 1+1/2,] 1+1/2,3-1 '
(5.6)
e assim com estas relacgdes:
P EFED(J)
Viss2,j ANL1/2 321 ARTL L 2R ) -
B "Ni+1/2
CSin <EFED(J) CIEUVE + n OVEMT EFED()"
ni+1/2 2R
j-1 "j+1/2
(5-7)
Cmde
“§+172,j-1/2 Uit s Y ae1 g T U T U 5 N
v //
= UVEMT
5,2 - Equacdo do movimento

Dada a equacdo (4.9) (anexo 4), a discretizacdo agora se-

ra em torno do ponto P.
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3u
i2C).~1/2 fi+i/2,2 "™1+1/2,] 9C i+1/2,]

v f /AL duoN
i+1/2,§ 3n 172 "i+1/2,j Wo dG/

+ 2 dn

i+1/2, j . h

i+1/2, j

+ f9e1%"

f 1 1/2»3 kK foel” -{\? )
ij i+i/2 -M+1/2,:

dn i+1/2 ., 22 n
3¢ o Ry i+1/2,j 1+1/2,j Pni+1/2 Gri +/2)

3 du \ 3
3 (IN) Gi1/2, i+1/2 ]

Ll
7/

(2KQ] (5.83

+  (20)
i+172 9N i+1/2, j

[$ termos com integral podem ser transformados em somatf_

rios . tiu, como:

N
H fITl g, 201 4
0 14172, ] I T S T R PO
] An.
N N
dn 2R Fip W e D o BTG oy

1, ] ni+1
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e ainda, como:

i+1/2, ]

entao

1 7/
m AC i .
i+1/2,] Vb

E as variaveis e suas derivadas reescritas

i+, ]

lagbes (39]. (40], (411, (@42] e (43] do capitulo 3:

3 du\ u
3n i+1/2,

CArij +Arij_"]

- U. .
Arij (Anj+Arij_ "3 1,3
u. . u. .7
1.] 1,3-1
0 ultimo termo sera:
= 2K + 2
3n Q 3n

i+1/2,] i+1/2,]

Ari. (An _+Ari. i+l,]
J( 4 J 1 .

i+1/2,j

segundo as re-

i+i,]j

FECT CJ }
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Juntando os termos contendo u. . ooU. o, . eUu. o, .,
1+1,§+1 1+71,3 1+1,J-1

para o lado direito e os termos contendo u

., u. . e u. . ,
1,3+1 1,3 1,3-1
para o lado esquerdo com os demais termos; e ainda chamando de:

SEAVZN AT E1/2 ATH1/2,§ <i+1/2,]
||i+l/2-j : IIELII
Anj+Arij_i = DELSUM
A1/2,f =
! VELM EFEMCJ]
i+1,3+1 2 DELSUn  An- DELSUM 2 DELSUM R
] Nj+1/2
. Ais172,5 » 1 A 1
TR Kl Arij DELSUM  Aiij_iDELSUM
+u, - VELM 1 . EFEMCJ]
1+1,3-1 2 pELSUM  An. ,DELSUM 2 DELSUM R
=itl/2
VELM i 1 , EFEM(J]
2 DELSUM  AnA DELSUM 2 DELSUM ¥
Fug g iRL/2, ]
, AC AR~ DELSUM DELSUM
.y VELM EFEM CJ]
1,3-T 2 DELSUM DELSUM 2 DELSUM +
EFEM J ]

“5§+1/2 j ~ FPRES(J) +FCURV(J] +FECTIJ) (5.9)
RNsiv1/2
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2n f A duA 1 - (un™) . .
FPRESS(J) = [2C15,1/5 i41/2.3 Uo i+1/2, j
p=2  ~Ani+l P~itl,p A i+l p-17 i+l,p-7
N N+i/2,] n..
%i +1/2 J
FCURV (J) N+ 172, ToA
= N1 + ,_l = =
AC N i+l,p i+l,p
p:
% J Anb
i+l -1 i+1 -
P mzy p 1,p-1
Ay un U™ fe172,j
1,p-1 1,p-1 1+1/2,j AN+ /2

Genericamente a equacéo

AJmI+i,f¥1 B

JYr1g

(5.9) pode ser assim representada:

D

CrYir, 32 3
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5.3 - Equacdo da energia cinética

Dada a equacdo C4.15) (anexo 4) procede-se a discretiza-

¢cdo em torno do ponto + j =
.t
i+1/2, j
v o0
i+1/2,5 9n  i+1/2,
f 1 db"\
U dcji+l/2,j
u
PRODUGAO i Ait1/2, ar
difusAo AL‘E\/7\'|+1/2 j+1/2
VArij . DELSUM EINES "N+1.j
NG+ 1/2, 5172 0
VATij_]"-DELSUn N+ | »j
e 1,2,0102
AAA] e DELSUM LRV AL L.J
ALFAS 172 o172 0 0
VAUj ,~.DELSUM ) i,J-1
ALFA 41172 j 90
v Ni+i/2.) = 9n

i+1/2,]



vcC2gl. 172

dissipacédo

Juntando-se o0s termos contendo

para o

foi

VELM
2 DELSUM

Q’i+1,j

ALFAN +1/2, j+i/2

+ vAUj DELSUM

“9+1/72,3 [/i+1/2,]

2n

,t2CK, 172 +

N

VELM
2 DELSUM

i+1, j-1

ALFA.+i/2"j
2v Rni+i/2

VELM
™M,j+l 2

ANANG+L/2,
27%i +1/2

lado direito e o restante para o outro

AN /2,540 /2

DELSUM
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A i “j+i j 0

lado, como

feito para a equacdo do movimento:

_ALEAA+AAAACT)

ou “§+1/2,j A+1/2,j"
V. ANi+1/2

AT +1/2, j- 112 A
VArij_i DELSUM

dud\

ANNL+1/2 Vuo dG /i+1/2 i

“A\+1/2 m"1.1/20

ALFAS v1/2,5-172

VArij_i , DELSUM

Jj+il2,]j

“elsunm

AN 12, jH1/2 A
V Arij DELSUM

ni+1/2,
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ai 1+1/2,]
Ni+L/2,§ Mi+1/2.] ALFA G 4172, j+1/2 »
it1/2 VArij  DELSUM
ANAN /2, §5=-142 for/"" ” f f+  duo\
DEL SUM 14172 1+1/2F ww"i+l/2,j"o "~
roi—, 2n Lo~ AtFAY L0 J
/\/\/\/\i+1/2 N N
H N
i+1/2 d1+1/2,j
¥ Q VELM ANFUNL+ 172, j-1/2
1, J-1 2 DELSUM V Ar|j_~ DELSUM
ANANG+L/2, Nitl/2, (5.10]
A+ 1/2 DELSUM

que também podem ser genericamente representada:
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Anexo 5

Hipoteses de Fechamento

6.1 - Parametro de estrutura

Define-se parametro de estrutura a relacdo entre otensor
turbulento pelo dobro da energia cinética. Conforme Hinze” asua va

riacdo ao longo da camada limite pode ser analisada na figura 6.1.

Y/ s

P AR A M E TR O DE E S TR UT U R A

Fig. 6.1

Préoximo a parede o valor de KCy} ndo estd bem definido

Para tanto ajustou-se uma reta segundo:

1
o

KLyl para y =0

K(y) 0,15 para y

1
o
-
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Outra curva™ foi testada para esta mesma regido

KCy) = 4,02 ty/5.) - 34,6 (y/g +

+ 113 Cy/6)" - 125 (y/g)“* y/6<0,35
K(y) =0,15 para y/6>0,35
6.2 - Termos de difusdo e dissipacéao

As hipoteses de fechamento para estes dois termes

apresentadas por Beckwith e Bushnell*®. Para isto faremos:

3Q 3

-yCQ + P 7ni + V 3y 9y 5

9y

para o t.ermo de difusdo e

vD C a Q

para o termo de dissipacdo viscosa.

A funcdo a (x,y) € dada por

a(x,y) =V 1 + H 3 kr

foram

(6.1]
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kr se 0*; — <0,75
ro ro
N
H== s ! kv se 0,75 < ill <
ro ro
se 1,25 < im <
ro
| I.
\Y Y umQ
= H .33 6
A funcdo (}).33 é dada pela tabela 6.1 abaixo

(f). 33 0 0, 2 0.3 0,33 0, 32 0,3 0,26 0,01

TABELA 6.1

As constantes assumem o0S seguintes valores:

B = 0,2
To = 110
k = 0,4

1,25
® (6.2)
(6-3)

A constante dissipativa teve seu valor determinado emtor

no de 6.

Tanto a funcéo
dos em funcdo de yi5 A cada estacdo seus valores séo

em funcdo do numero de pontos na vertical.

(})-33 como o param"etro de estrutura sdoda

corrigidos



6.3 -
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Perfis 1iniciais
6.3.1 - VELOCIDADES
U perfil modelado foi o seguinte:
u CI,J] = cy para 0,01
€L
u CI,J] = (y/i5)» para y/5 > 0,01
onde
C = -—1u"
Uo™v
0 perfil de Cebeci e SmithA™ também foi testado:
u(l,J) = 39,5338y - 1.6193345x10"y" +
+ 39,175433x10 ~yn - 453, 744745x10\ “*
para 0ry<0,07cm
u(l,J) = 0,605772038 + 0,790956858y -

- 0,34408574y" -

para

0,07

0,0546494158y "

y < 0,93cm
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6,3,2 - Energia cinética

Os parfls de energia cinética sdo dados na forma discre-
ta para cada um dos casos analisados. Os dados obtidos por Kleba-
noff sdo utilizados na placa plana enquanto que para o canal to-
mou-se o0s proprios valores encontrados por So e Mellor numa esta-

cdo inicial.

A tabela abaixo registra os valores tomados:

ABELA 6,2
PL/PLANA CANAL
y/6 KCy)
2Q/1U*)» 20/U0A

0,00006 0,066 - -
0,0001 0,11 5.5x10-® 0,000279
0,001 1.1 5,5x10-5 0,00279
0,01 11,0 5,5x10-"“ 0.0279
0.1 6,85 5,5x10-3 0,14
0,15 6,4 4 ,7x10-3 0,14
0,2 6,0 4x10-3 0,14
0,3 5.2 3x10-3 0,14
0,4 4,5 2x10-3 0,145
0.5 3,5 1x10-3 0,15
0,55- 3 7,5x10-°" 0,15
0,6 2,5 5x10-°“ 0,15
0,7 , 1.8 4x10-°“ 0,15
0,8 1 3x10--“ 0,15
0,9 0.4 2x10-°* 0,15
0,99 0,01 1x10-5 0,15
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A distribuicdo de energia cinética segundo Klebanoff édf

da por Hinze

Y/ 6
/
E N E R G I A cC 1 N E T 1 C A T U R B U L E N T A
Fig. 6.2
e préximo a parede:
E N ER G I A C I NET 1 CA T U R B U L E N T A

Fig. 6.3
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G20

Graficos em Anexo

u X y/0
\Y% X y /6
Logio (y+]
(y+]
Ug —u
2Q

BALANCD DE ENERGIA
BALANCO DE ENERGIA
BALANCO DE TENSAO
COEFICIENTE DE FRICCAO
ESPESSURAS

N? DE REYNOLDS

FATOR DE FORMA

u X y

X (y+3
Uo - A*
olJ.u X Logjo [y/0%]

BALANCO DE ENERGIA

39 , y/6

Uo"
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Comparacdo dos resultados de
Wieghardt com os do programa:
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Comparacdo dos resultados de
SO E Mellor com os do programa
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