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Introducao

Este trabalho de conclusédo de curso foi desenvolvido ao longo do ano de 2012 e
apresenta duas aplicacdes de Andlise Funcional 8 Geometria Diferencial. O objetivo
do trabalho, no entanto, foi desenvolver a habilidade da autora em pesquisa e
aumentar seu conhecimento nas dreas envolvidas. Partimos de duas aplica¢des
descritas de modo bastante sucinto no artigo “The inverse function theorem of Nash
and Moser ” de Hamilton [1], e procuramos os elementos matemdticos presentes na
construgdo e resolugao dos problemas, o que trouxe bastante interdisciplinaridade
ao trabalho.

O primeiro e mais simples resultado que estudamos foi o teorema da fungdo
inversa, que ja nos era conhecido, mas até entdo com aplica¢cdes bem mais simples.
Este teorema nos diz que dada uma funcéo f de classe C* (1 < k < o) entre espagos
de Banach X e Y, tal que f’(xp) é um homeomorfismo linear para algum ponto
xo € X, podemos concluir que f é localmente invertivel e sua inversa local possui
a mesma classe de diferenciabilidade de f. Esse resultado é ttil para investigar a
existéncia e unicidade de solu¢oes de certas EDP’s nao-lineares.

Para analisar a derivada de uma func¢do definida em um espaco de Banach é
necessdrio o estudo de operadores lineares em espagos de Banach. De forma geral,
estamos interessados em provar que um operador é um homeomorfismo linear,
para que satisfaca as condi¢des do teorema da fungdo inversa.

Uma classe de operadores com propriedades interessantes desse ponto de vista
sdo os chamados operadores de Fredholm. Operadores de Fredholm possuem
nucleo de dimensao finita, codimensdo da imagem finita, e imagem fechada. Essas
condi¢Oes garantem uma certa proximidade desses operadores com operadores
invertiveis, apesar de abranger um ntimero bem maior de operadores.

A classe de operadores de Fredholm se mostra interessante pelo teorema da
alternativa de Fredholm. Este teorema afirma que dado um operador Fredholm
de indice zero, este serd injetivo se e somente se for sobrejetivo. Alguns teoremas
auxiliares facilitam a prova de que certos operadores sdo de Fredholm.

Uma estratégia geral é a seguinte: dados X, Y espacos de Banach em um deter-
minado contexto, e uma funcdo f : X — Y que desejamos que seja invertivel (com
inversa continua e de mesma classe de diferenciabilidade do que f), utilizaremos o
teorema da funcdo inversa para provar o que queremos. O caminho mais natural
é provarmos que para todo ponto x € X, f’(x) é um isomorfismo linear, e provar-
mos que f é bijetiva. Para provarmos que f’(x) é um operador linear invertivel,
provamos primeiro que este é Fredholm de indice zero, e depois, utilizando a al-
ternativa de Fredholm, provamos que ele é injetivo ou sobrejetivo, de acordo com
as dificuldades impostas pelo problema.

Essa idéia foi aplicada em dois contextos diferentes neste trabalho. Em ambos

foi utilizada a teoria de espagos de Holder C**(Q), com Q c R" aberto, que sio
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espagos de Banach. Utilizamos algumas imersdes compactas que foram bastante
tteis no decorrer da resolugdo dos problemas. A mais utilizada foi a imersdo
i:Ch(Q) — CHP(Q)para0 < f<a < 1.

Obviamente, a estratégia geral delineada acima envolveu, na prdtica, uma
andlise detalhada de diversos aspectos especificos de casa problema. Boa parte
do trabalho foi de fato estudar os contextos especificos das aplicagdes. Os dois
problemas propostos envolviam uma série contetidos que nao estdo presentes no
curso de graduacdo.

O primeiro problema estudado é o de perturbacdo de geodésicas em uma va-
riedade Riemanniana, para o qual existem pontos 2 e b entre os quais hd uma
geodésica y ligando-os. A pergunta é se podemos variar a e b e localmente ainda
conseguirmos uma geodésica ligando esses pontos. Esse problema esta relacio-
nado a equagdo que define uma geodésica em uma variedade Riemanniana. Na
teoria de equagdes diferenciais existem teoremas que, dadas algumas condigdes,
demonstram a existéncia dessas geodésicas. Aqui utilizando o teorema da fungdo
inversa e a teoria de operadores de Fredholm, pudemos estudar pertubacdes des-
sas equagdes quanto as suas condi¢des iniciais e seus parametros para resolver o
problema.

O outro problema apresentado no trabalho é o problema de Plateau. Este
famoso problema, busca encontrar a superficie de menor drea dado um determi-
nado bordo. Aqui nos restringimos ao caso em que o bordo é o grafico de uma
funcdo. Muitos elementos de equagdes diferenciais parciais entraram no estudo
do problema de Plateau, tais como: método de Perron, o Principio do Méximo
para equagdes quase-lineares elipticas, regularidade de solugdes cldssicas para o
problema do Laplaciano e o método da continuidade.

Este trabalho contém quatro capitulos e um apéndice. O primeiro capitulo apre-
senta o teorema da funcdo inversa para espagos de Banach. O segundo capitulo
trata dos pré-requisitos em Andlise Funcional necessdrios para o entendimento da
solugdo dos problemas propostos; boa parte do capitulo dedica-se ao estudo de
operados de Fredholm. O terceiro capitulo comega apresentando o problema da
perturbagdo de geodésicas e introduzindo as idéias que preciamos para resolvé-lo.
Nele sdo apresentados alguns elementos de geometria necessarios para entender-
mos o problema, tais como: variedades diferencidveis, espacos tangentes, métrica
Rieamanniana, conexdes e geodésicas. O quarto capitulo trata do problema de
Plateau, além de apresentar e resolver o problema, também sdo apresentados os
elementos matematicos necessérios para entendé-lo e revolvé-lo a partir do modelo
proposto. Por fim, no apéndice apresentamos demonstra¢des que ndo entraram no
texto para que ndo nos desviassemos demais do objetivo principal e para melhor
organizacdo do trabalho.



Capitulo 1

O teorema da funcao inversa para
espacos de Banach

Neste capitulo X, Y serdo sempre espacos de Banach. Serd assumida a teoria
bésica de diferenciabilidade nesses espagos como expostos em [12].

Definicdo 1.1. Sejam U C X e V C Y abertos. Um difeomorfismo de classe C*
(1 < k < o) entre U e V, é uma bijecdo f : U — V de classe C* cuja inversa é de
classe C*.

Estamos interessados em saber quando uma bijecdo de classe C* ¢ um difeo-
morfismo. Um exemplo comum de que isso nem sempre é verdade é f : R — R,
f(x) = x%, que é C* mas sua inversa ndo é sequer diferencidvel no ponto 0.

Exemplo 1.2. A aplicagio f : R> — R? dada por f(x,y) = e*(cos y, sin y) é de classe C*.
A matriz jacobiana de f no ponto (x,y) tem a forma:

e‘cosy —e*siny
e‘siny e‘cosy
O determinante do jacobiano de f é e** # 0. Ora, f ndo é injetiva: f(x1,y1) =
f(xX'2,10) © x1 = x2e Yo = 1 + 2kn, k € Z. Também temos f(R?) = R* — {0}.
Entretanto veremos adiante que ¥(x, y) € R?, existem abertos U e V tais que flyU — V é
difeomorfismo de classe C*.

Definicao 1.3. Seja (M, d) um espago métrico. P : M — M é dita ser uma contragao,
se existe p € [0,1) tal que

d(P(x), P(y)) < pd(x,y), Vx,yelU

Teorema 1.4. (Teorema do ponto fixo para contragdes) Seja M um espagco métrico
completo e P : M — M uma contragdo. Entdo existe um tinico x € M, tal que P(x) = x.

Demonstragio. Seja xo € M, defina uma sequéncia {x,} C M tal que x; = p(xp) e
X, = P(x,-1) para n > 1. Entdo d(x,+1,x,) < p"d(x1,x0). Como ), p" é convergente
para p < 1, verificamos que a sequéncia {x,} ¢ de Cauchy. Como o espago métrico
é completo, temos que x, — x, para algum x € M. d(P(x,), x,) = d(Xps1,%,) =
d(P(x),x) = 0, entdo P(x) = x. Se existirem dois pontos x;, x, tal que P(x;) = x; e
P(x,) = x, entdo, se d(x1,x;) # 0,



d(x1,x2) = d(P(x1), P(x2)) < pd(x1,x2) < d(x1,x2),

uma contradicgao.
O

Coroldrio 1.5. Sejam M e N espagos métricos com M completoe P : MXN — M continuo
satisfazendo:

dm(P(x1, y), P(x2, v)) < pd(x1,x2),

para algum 0 < p < 1. Entdo para todo y € N existe um tinico x, € M tal que
P(x,,y) = x,. Se considerarmos S : N — M a fung¢do S : N — M tal que S(y) = x, entdo
S é continua.

Demonstragio. S6 precisamos demonstrar que S é continua. Escolhemos um x; € M.
Para cada y, seja xZ g = P(x), ), x‘;’ = Xo. Entdo a fungdo S, : N — M, tal que
Sa(y) = x, é continua pois P é continua. Queremos ver que S, — S, isso fica claro
pela desigualdade:

A(Sn+1(y), Su(y)) < d(S1(y), So()p" = C(y)p".

Em que C : Y — R é uma fungdo continua. Entdo S, — S uniformemente em
uma vizinhanga de qualquer y, € Y fixado. Segue entdo que S é continua.
O

Lema 1.6. Suponha que f : U C X — Xsatisfaz ||f(x)— f(y)l| < Allx=yll. com A € [0,1).
Se U contém a bola fechada Bla, ], tal que a € U e ||f(a) —al| < (1 — A)r, entdo f admite
um ponto fixo em Bla, r].

Demonstragdo. Basta provar que f(B[a,r]) C B[a, r]. Para isso, observamos que
x € Bla,r] = |lx—all < v = [|f(x)—all < l|f(x) = f@II+] f(@)—all < Allx—al[+(1-A)r < r.
O

Teorema 1.7. (Teorema da perturbagdo da identidade.) Seja ¢ : U C X — X, para
U aberto, uma contragido. A aplicagio f : U — X, dada por f(x) = x + ¢(x), é um
homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto f(U) C X. Além disso, se U = X temos
) = X

Demonstragio. Para x,y € U quaisquer, temos:

lf () = fWIl = llx =y + p(x) — W)l = llx — yll = llo(x) — eIl = [lx = yll = pllx — yll =
1= pllx =yl

com 0 < p < 1. Daf segue que f é bijecdo de U sobre f(U), e que a aplicacdo
inversa ! : f(U) — U, cumpre a condigdo de Lipschitz ||/ (w)— f1(2)|| < cllw—z|l,
emquec = (11_;7)' Isso implica que f é homeomorfismo de U sobre f(U). Para provar
que f(U) é aberto seja b € f(U), ou seja b = a + ¢(a) para algum a € U. Queremos
mostrar que dado y suficientemente préximo de b, a equagdo y = x + ¢(x), possui
solucdo. Recorreremos, novamente, a contragdes. Seja r > 0 tal que B[a,r] C U, e

tixe y € X. Consideremos a aplicagdo

&y Bla,r] - X
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Xy = px).

Entdo {,(x) = x © f(x) = y. Notemos que &, é uma contragdo para todo y.
Entdo, pelo lema 1.6 &, tem um ponto fixo se [|£,(a) — al| < (1 — p)r. Temos

Efa)—a=y—@p@)—-a=y-b.

Entdo desde que ||y — bl| < (1 - p)r, existe x’ tal que f(x’) = y, provando que f(X)
é aberto.
Para a segunda parte suponha U = X, (x,) C X e b € X com f(x,) — y. Temos:

”xn - xm” = ”xn + u(xn) - @(xm) —Xm + @(xm) - (P(xn)” < ”f(xn) - f(xm)” + p”xn - xm”
”xn - xm” < ﬁ”f(xn) - f(xm)” - 0.

(x,) é de Cauchy, e x, — x para algum x € X. Logo y = f(x) da continuidade de
f, e f(X) é portanto aberto e fechado em Y, isto é f(X) = Y.
O

Coroldrio 1.8. Seja U C X abertoe f : U — Y uma aplicagio da forma: f(x) = Tx+@(x),
emque T : X — Y é um homeomorfismo linear e ¢ : U — Y satisfaz ||p(x) — ()l <
Mlx = yll, com A|IT7Y| < 1. Entdo f é um homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto
fl) c X Sel =X, tem-se f(U) =Y.

Demonstragdo. Considere a aplicaggo p = T 1o : U C X — X, temos que

() — W)l = 1T o) — eIl < ITlllex) — W)l < ITHIAllx = yll.

Como ||[T7|A < 1, vemos que ¢ = T~' o é uma contragdo. Sendo T~ 'o f = x+,
seque do teorema acima que T™! o f é um homeomorfismo de U sobre o aberto
T-1(f(U)), donde f é um homeomorfismo de U em f(U). Se U = X entdo, pelo
teorema 1.7, (T o f)(U) = X, e f(U) = T(X) = Y.

O

Lema 1.9. Seja f : U — V, com U C X, V C Y, abertos um homeomorfismo. Se f é
diferencidvel em um ponto a € U e a derivada f'(a) : X — Y é um homeomorfismo lienar e
0 homeomorfismo inverso f~1 : V.— U é diferencidvel no ponto b = f(a).

Demonstragdo. Para simplificar a notacdo escreveremos ¢ = f~!. Como o tnico
candidato possivel para derivada de g no ponto b é f’(a)™!, escrevemos

g(b+w) — g(b) = f'(a)'w + s(w), (1.1)

Yw € Y tal que b + w € V. Mostremos que lim, o ‘@ — 0. Escrevemos v =

[Jeol|
g(b+w)—g(b). Entao f(a+v)— f(a) = f([gb) +g(b+w)—g(b)])-b = f(glb+w))-b =
b+w—-b=w Como f e g sdo continuas, w — 0, se e somente se, v — 0. A
diferenciabilidade de f no ponto a nos da:

fla+v)— f(a) = f'(a).v +r(v), em que lim@ =

1.2
i ol (12)

Na igualdade 1.1, substituimos o lado esquerdo por v, e no lado direito subs-
tituimos w = f(a + v) — f(a) pela igualdade dada em 1.2. Ficamos com

v=v+ f'(a).r(v) + s(w),

8



donde:

s(w) = —f(@) 1@ e i = = @7 i

flell “lloll Jleoll*

. . . lloll Il L 1. . .
Além disso, pelo teorema, o quociente 174 = o © limitado nas proxi

midades de v = 0. Como a transformacdo linear f’(a)™! é continua e se anula na
origem, segue da expressao:

W = ~f@"

flell ™ [l lewll

que limg, ‘@ — 0, donde: g = f! é diferencidvel no ponto b = f(a).

llzoll

O

Lema 1.10. O conjunto (I(X,Y) ={T : X — Y : T é homeomorfismo linear } é aberto no
conjunto B(X,Y) de X em Y. Além disso, a aplicagdo inversio I : I(X,Y) — I(X,Y) tal que
I(T) = T~ é de classe C™.

Demonstragdo. Comecamos vendo que se || — Al| < 1 entdo A é invertivel. Temos a
féormula:

AL =1+Y2.(I- Ay

Sabemos que esta soma converge pois assumimos que || — A|| < 1. Para ver que
de fato converge para A! escrevemos: A = [ — (I — A), considemos o produto:

A-(I-AN)I+I-A) +I=-AP+..) = [+I=A)+I=AP+...—(I-A)— (I~ A)P—....

Como a série é absolutamente convergente podemos trocar a ordem dos termos
da maneira que quisermos, donde podemos ver que a série acima converge para I.

Para o caso geral, dada A uma aplicagdo invertivel, se S € B(X,Y) e [|S - T|| <
IT-YI™" entdo [|IT~'S — I|| < 1 implicando T~'S invertivel, o implica S invertivel.

Seja

[:1(X,Y) > I(X,Y)
T
Note que

FA+H) - fA) =(A+H) ' —Al=(AJ+AH) 1 - Al = (I + H 1A - AL =
Yo (ATTH)" AT — A7 = ATTHAT + Y2 (~ATTH)"

Como

-1 AN IH] 2
< Lan AT < S5 Er

IE5s(-AH)"

Chegamos a conclusdo que

f(A+H) - f(A) = A"'HA + r(H),

Tal que lim”H”._,oo ”Tl(g”)” = O

Note que I'(A)(B) = —I(A)BI(A), donde, por indugéo, concluimos que I é C*.




Teorema 1.11. (Teorema da fungdo inversa para espagos de Banach) Seja f : U C
X — V C Y, uma aplicagio de classe C'. Seja xo € U tal que Df(xo) : X — Y seja uma
aplicagdo linear invertivel. Entdo existe uma vizinhanga U’ C U de fy e uma vizinhanga
V' c Vde gy = f(xo) tal que f : U’ — V' é bijetivoe P~ : V' — W’ é diferencidvel. Ou
seja flu é um difeomorfismo.

Demonstragio. Para simplificar a notacdo, suponhamos, sem perda de generali-
dade, que a = f(a) = 0, Escrevendo: f(x) = f’(a)x + r(x) temos que r é de classe
C'emaer(a) = f'(a) — f'(a) = 0, como 7 é continua, temos que existe uma bola
aberta B, (em torno de a = 0) tal que ['(x)| < A, dai pela desigualdade do valor
médio, existe uma bola B’ tal que x,y € B" = ||r(x) — r(y)ll < €llx — yl|. Seja A tal
que m < 1, pelo corolario 1.8, f é um homeomorfismo de V sobre o aberto
W = f(V) e, pelo lema acima (1.9), a inversa f~! : W — V ¢é diferencidvel no ponto
f(a). Como f € C! a aplicagdo f’ : U — B(X,Y) é continua. Como o conjunto dos
isomorfismos lineares entre espagos de Banach é aberto em B(X, Y) e f'(a) é isomor-
tismo, o aberto V pode ser tomado pequeno o suficiente para que para todo x € V
f'(x) : X = Y seja ainda um isomorfismo, pelo lema f~! : W — V é diferencidvel,
logo f é difeomorfismo. O
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Capitulo 2

Pré-requisitos em Analise Funcional

2.1 Espacos de Holder

Seja u : Q € R" — R uma fungdo k vezes diferencidvel. Utilizaremos nesse
capitulo e no decorrer do texto a notacdo de multiindices @ = (a1, ay, ..., ) € Z7}

la|
I em que

para que possamos escrever de maneira mais compacta Du = PR
1 n

o+ ... +a, =|a <k

Definicdo 2.1. Seja Q2 € R", aberto. Definimos, para k € IN:

Ck(ﬁ) ={u:Q->R : YaeZl,|a| <k D existe, é limitada e uniformemente
continua}

Nesse espaco, definimos a norma:
llullcx = maxy<k sup, . ID*(x)ul.

De fato, ||./|c+ ¢ uma norma, e (C¥(Q), ||./lcx) € um espaco de Banach, como estd
provado em [9].

Definicdo 2.2. Seja Q2 C IR” aberto. Definimos parak € N e a € [0, 1]:

llx—yllrn

e} Buu(x)—DPu(y)|
Ch(Q) = {u € CHQ) : [ulux = SUP 51 (supx,yeglxiy DD uly) ) < oo.}
Com a norma dada por:
llullcre = llullex + [w]ak-

Os espacos C*(Q) sdo chamados espagos de Holder.

Teorema 2.3. Seja ) C R" um subconjunto aberto, entdo:

1. Todo elemento u € C*F(Q) possui uma tinica extensio, a qual continuaremos de-
notando por u, para o espago C*#(Q). Por esse motivo muitas vezes identificaremos
Co%(Q) e CY(Q).

2. C*¥(Q) é um espago de Banach com a norma ||.||cos : C% — [0, 00)

11



Demonstragdo. (1) Seja u € C(Q), entdo [u]g < co. Seja xp € JQ, e (x,) uma
sequéncia tal que x, — x,. Sabemos que:
|u(xn) — u(xm)| < [u]ﬁlxn - xml'B -0 (2.1)

O que mostra que (u(x,)) é uma sequéncia de Cauchy, e portanto, u(x,) —
u(xp) (uniformamente). Gostariamos de mostrar que essa definicdo independe da
sequéncia escolhida. Ora, se ha outra sequéncia (y,) tal que y, — x( entdo:

() = u(y)l < [ulglen = yul’ — 0 (2.2)

Donde u(y,) — u(xp). Podemos entdo definir a funcdo u : O - R, tal que
u(x) = u(x) se x € Q e u(x) = lim,, u(x,) em que x, — x, se x € JQ.

Tomando o limite quando x, — x em 2.1 e 2.2 temos que para qualquer €
pode-se achar m, n suficientemente grandes, tal que:

[1(x) = u(y)l < [u(x) — u(n)l + 1y) — w(ya)l + Qo) — uya)l < € + € + [ulghe, — xul®

Fazendo m, n — oo segue que:
[t (x) — u(y)l < [ulglx — ylf

O que mostra que u tem a mesma norma de u, em especial u € C*(Q) concluindo
a demonstracdo.
(2) E simples ver que ||u||cos € uma norma. Basicamente:

— u@)+v(x)—u(y)—o(y) u(x)—u(y) o)—v(y) _
[u + U].B - Supx,yGQ |x—y|ﬁ < supx,yEQ |x—y|5 + Supx,yEQ |x—y|ﬁ - [u]ﬁ + [U]ﬁ

Para ver que C*/ é completo seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em C%/(Q),
utilizamos o fato de C°(Q) ser completo para inferir que existe u € C°(Q) tal que
[, — ullp + 0. Temos que para todo x,y € Qtal que x # y :

u()—u(y)
le—ylP

U (X)=1n (y)
=yl

= limy o0 < limsup[u, g < limyeo [|tllcos < 00

O que implica u € C*#(Q). De maneira parecida:

(“n_um)(x)_(”n_“m)(y)l
lx—ylP
Lm0 |1, — um“CO'F‘ = 0.

1) = 1tn (X)—tn (1) +1(y)
lx—ylP

= im0 < limsup[u, — u,ls <

E portanto lim,« ||[u, — u|| = 0, 0 que conclui a demonstragao.
O

Observacdo E ficil ver que o teorema anterior pode facilmente ser generalizado para
fungdes C*F (Q) ao invés de fungoes COF Q), para isso basta usar a completude de CK(Q) ao
invés da completude de C°(Q).

No decorrer do trabalho serd muito 1itil o fato de que hd uma imersdo compacta

CkB(Q) — Ck*(Q) para 0 < a < f < 1.
Para provar a existéncia da imersio, temos que para u € C*#(Q) e |A| < k :

ID}u(x)-D u(y)l D} u(x)-D u(y)l
supx,yeQ,0<|x—y|<l [x=yl® < Supx,yEQ lx—ylf
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ID*u(x)=D*u(y)| A
SUP,. ye lx—yi>1 =yt < 2sup,q D u(x)|

Donde podemos concluir que:
llullere < 2lluflcr

Para vermos que a inclusdo é de fato compacta escolhemos (u,)nen Uma sequéncia
limitada em C*#(Q). Como (uy,) é limitada, podemos, por Arzeld Ascoli, supor que u, — u
(passando por uma subsequéncia) em C°(Q). Por simplicidade consideremos u = 0, entdo:

14,(3) = 1, ())] g

(%) — 11, (1) L
—gp ) ) (2.3)

Ix — y|*

< (

< [t} @llunllco) - 0 (24)

Provando que a imersdo é compacta. Para o caso geral em que k > 1 temos que se um
subconjunto A C CkB(Q) ¢ limitado entdo A é limitado em COP(Q) e portanto existe uma
sequéncia {u,} C A tal que u, — u em C(Q), também {Diu,) é limitada em C*F(Q) e
portanto existe uma subsequéncia, que por simplicidade serd denotada também por {u,}, tal
que Dyu, — uy em C(ﬁ). Como temos convergéncia uniforme sabemos que uy = Dqu, por

esse 1mesmo processo existe uma sequéncia u, tal que D u, — D u em C(Q), para todo A
satisfazendo 0 < |A| < k.

Finalmente, temos que a desigualdade 2.3 aplicada a fungiio D u nos mostra que toda
sequéncia limitada em C(Q) e convergente em C*(Q) é de Cauchy em C*# Q),e portanto
convergente nesse espago. Como A é um subconjunto limitado arbitrdrio seque entio que
a imersdo é de fato compacta.

2.2 Teoremas basicos

Alguns teoremas fundamentais nos cursos de andlise funcional serdo utilizados na
proxima sessdo. As demonstracoes frequentemente serdo omitidas pois é bastante simples
encontrd-las e entendé-las nos livros sugeridos.Ao longo desse capitulo K = R ou C

Teorema 2.4. (Teorema de Hanh Banach) Seja V um espago vetorial sobre K e p um
funcional sublinear em V, ou seja p(Ax) = |Alp(x), VA, x € Vep(x +y) < p(x) + p(y) para
todos x,y € V. Seja M um subespago de V e seja f : M — K um funcional linear em M
satisfazendo:

If()l <px), VxeM

Entdo existum funcional linear F em V tal que F(x) = f(x), VYx € Me|F(x)| < p(x), x € V.

Demonstragio. Ver Bachman e Lawrence “Functional Analysis”, [6] capitulo 11,
pag. 165 O

O seguinte coroldrio do Teorema de Hanh Banach serd usado frequentemente no que
seque e por abuso de linguagem nos referimos a ele como O teorema de Hanh Banach

Coroldrio 2.5. Seja X um espago normado e xzinX {0}. Entdo existe um funcional f :
X — K continuo com ||f|| := SUP| /=1 [f)l=1e f(x)=|lx||.
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Demonstragio. Seja M = {ax : a € K}. M é um subespacgo. Defina f* : M — K pondo
f*(ax) := allx||. f* é claramente limitado e podemos notar que

|f*(ax)l = lalllx]l = [lax]l,

e tomando p = ||.|| no teorema de Hanh-Banach, existe f : X — K funcional
linear tal que fly = f* e

fFWI<lyll, VYyeX

ou seja, f é “continuo e ||f]| < 1. Mas f(x) = f*(x) = [x|| — f(ﬁ) = 1, donde
lIfll = 1, como querfamos. 0

Definicado 2.6. (Espac¢o dual) Seja X espaco de Banach sobre K. Denotamos X* =

2

{f:Y—>R : fcontinua}, X* é chamado espaco dual topolégico de X

Definicdo 2.7. Sejam X e Y espagos de Banach. Denotamos B(X, Y) o conjunto dos
operadores lineares continuos T : X — Y.

Proposicao 2.8. Um operador linear T : X — Y em que X e Y sdo espagos de Banach é
continuo se e somente se é limitado, ou seja, existe K € R tal que ||Tx|| < K]|x]|.

Demonstragio. Ver Bachman e Lawrance “"Functional Analysis”, [6] capitulo 11,
pag. 176. O

Teorema 2.9. B(X,Y) = {T : X — Y|T ¢ linear e limitada } é espaco de Banach com a
norma: ||Tllpx,y) = sSupyy - ITxlly

Demonstragio. Ver Bachman e Lawrence “Functional Analysis”, [6] capitulo 15, pag
254. O

Definicao 2.10. Sejam X e Y espacos topolégicos. Entdo T : X — Y é uma aplicacdo
aberta se para todo conjunto aberto em U C X a imagem T(U) é aberta em Y.

Teorema 2.11. (Teorema da aplicagdo aberta) Sejam X, Y espagos de BanacheT : X —
Y linear continuo e sobrejetivo. Entdo a aplicagdo T é aberta.

Demonstragio. Ver Brezis, “Fcuntional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Diffe-
rential Equations ” [7] capitulo 2, pag. 35 O

Teorema 2.12. Sejam X, Y espacos de topoldgicos f : U — V bijecdo continua com U C X
e V C Y abertos. Entio se f é uma aplicagio aberta entdo T~ é continua.

Demonstragio. Ver Brezis ” Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Diffe-
rential Equations” [7] capitulo 2, pag. 36. m]

Definicdo 2.13. Sejam X e Y espagos normados. Um operadorlinearT: D C X — Y,
sendo D um subespaco, é fechado se seu grafico:

G(T) ={(x,ylxeD, y =Tx}

for um subespago fechado em X x Y.
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Teorema 2.14. (Teorema do grdfico fechado) Sejam X e Y espagos de Banache T : D C
X — Y um operador linear fechado, em que D é subespago de X. Entdo se D é fechado em
X, o operador T é limitado.

Demonstragio. Ver Brezis “Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Diffe-
rential Equations”, [7] capitulo 2, pag. 37. m]

Lema 2.15. Seja X um espaco de Banach e M C X um subespago vetorial. Entdo:
1. Se dim M < oo, entio existe um espago vetorial fechado N C X tal que M@® N = X.
2. Se dim(5%) < oo, entdo existe espago vetorial fechado N C X tal que M & N = X.

Demonstragdo. (1) Seja {ey, ...,e,} € M uma base de M. M é fechado pois possui
dimensao finita. Sejam «; : M — R funcionais lineares continuos tal que

x =Y ai(x)e, YxeM.

Pelo teorema de Hanh-Banach existe funcional linear continuo A; : X — R
extendendo «;, Vi € {1, 2, ..., n}.
Seja

N = (L N(A)

Como cada A; é continuo, N é fechado. Dado x € MNN, temos x = Y. ; a;(x)e; =
Y.ii1 Ai(x)e; = Ox, e portanto M NN = {0x]}.

Agora, dado qualquer x € X seja v, = x — Yii; Ai(x)ei. ¥j € {1,...,n}, temos
Ai(yx) = Aj(x) = iz Ai)Aj(er) = Aj(x) — Aj(x) = 0. Portanto y, € N, entdo x =
Y + ). Ai(x)e;, implicando M & N = X.

(2) Seja fey, ...,es} C X tal que A = {3,.., %} C & é uma base de . Seja N =
spaniey, ...,e,}. N é de dimensdo finita e portanto fechado.

Dado x € N N M, temos = Oﬁx = 0%. Como x € N existem «;, ..., a, € R tal
que x = Y aej, donde & = YL it = ay = ... = a, = 0, pois A é linearmente
independente. Logo x = Ox, ouseja N N M = {0x}.

Dado x € X arbitrério, existe aj, ..., a, € K tal que

temos que y, = x — Yo e EM=x = Ye + Yo e e portanto M@ N = X.
O

2.3 Operadores de Fredholm

Neste capitulo denotaremos a imagem de um operador T por J(T).

Definicdo 2.16. Sejam X, Y espagos de Banach, e T € B(X, Y). T é dito operador de
Fredholm se:

1. O nucleo do operador T, denotado por N(T) possui dimensdo finita.
2. Coker(T) := % possui dimensdo finita.

3. J(T) é um subespaco fechado de Y.
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SeT : X — Y é operador de Fredholm, definimos o indice de Fredholm por:
ind(T) = dim(N(T)) — dim(Coker(T)).

Veremos alguns exemplos de operadores de Fredholm no contexto que estamos procu-
rando. Estes exemplos ilustram o qudo sensivel a definicdo de operador de Fredholm é ao
espago para o qual o operador estd definido.

Exemplo 2.17. Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensdo finita. Entdo qualquer
operador T : V. — W é de Fredholm é ind(T) = dim(W) — dim(V). A saber, temos que
dim(CokerT) = dim(W) — dim(3(T)). Pelo teorema do Niicleo e imagem (Ver [15] cap.
6 pag. 68) temos que dim(V) = dim(N(T)) + dim(3(T)), logo ind(T) = dim(CoketT) —
dim(N(T)) = dim(W) — dim(V).

Exemplo 2.18. Seja [a,b] C R. Seja C¥[a,b] = {f : [a,b] = R : f de classe C*}, C[a, b] é
espago de Banach com a norma

I fllcx == Supseranyosi<kl f1()]

Considere o operador
L2 C'a, b] = C°[a, b]
fo f

Entdo ||%||CO < Ifllcr, Yf € C'a, b]. Portanto % ¢é um operador linear limitado.
Também

ff=0= f=cte

O espago das fungdes constantes tem dimensdo um, gerado pela funcdo f = 1. Dai
dim(N(T)) = 1. Além disso, para g € C° definimos:

fo(x) = fa i g(s)ds,Vx € [a, b]

Logo, % = g, e 3(&L) = C%a, b]. Portanto, Coker(L) é trivial e concluimos que

Fredholm ind(%) =1.

d

Ee

Exemplo 2.19. Seja QO C R" (n > 2) um conjunto limitado aberto e conexo, em que JC2
uma variedade C* compacta.
Considere o operador

A: C¥Q) — C(Q)
n 0
feYia é-
A é claramente limitado.

Veremos que A ndo é Fredholm a partir do teorema da existéncia e unicidade para o
problema de Dirichlet para o Laplaciano (aqui sdo usadas as especificacdes do conjunto ()

Ver em [2] capitulo 6. Sabemos que ¥ € C>*(Q) existe uma tinica u, € C2(Q) tal que
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Au, =0,  uUploa = @laa
implicando que
C>4(0Q) — N(A)
P Uy

é isomorfismo. Isso nos diz, em particular, que dim(N(A)) = +oo, e portanto A ndo é
Fredholm.

Exemplo 2.20. Sejam QQ C R" (n > 2) e a € (0, 1) como no exemplo 2.17. Seja:
X={feC*Q): flan=0

com a norma induzida pelo espago C**(Q). X é subespaco fechado e logo um espago de
Banach por si sé.
Definimos o operador

A: X — Co2(Q)
f'_) ?1,9,(

Novamente, pela existéncia e unicidade de solugio para o problema de Dirichlet, existe
uma unica fungio u € C>*(Q) tal que:

Z:l 1 ax O u|30 - O

Mas como essa equagdo é satisfeita pela solucio nula, segue que essa tinica solugio ¢
u = 0, isto é, A é inejetora. Também dada f € C(Q), existe uma tinica us € C2%(Q) tal
que:

Aus = feuslyg=0

Isto é, A é sobrejetiva. Logo pelo teorema da aplicacdo aberta A é um homeomorfismo
linear; em particular, é Fredholm e ind(A) =

Daremos agora uma nova visdo do conjunto de operadores de Fredholm dentro do
conjunto de operadores continuos. Queremos ver o conjunto de operadores de Fredholm é
aberto em B(X,Y), e também entender melhor o compotamento da fungio indice.

Lema 2.21. Sejam X, Y espagos de Banach e T € B(X,Y). Suponha que existe N C Y um
subespago fechado tal que N @ 3T =Y, entio:

CokerT = N

Demonstragio. Definimos ¢ :

¢ : N — CokerT
Und 5
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E claro que ¢ é linear e sobrejetiva. Também, se p(y) =0 =y € ITNN =y =0
donde ¢ é injetora.
E facil ver que CokerT é um espaco de Banach com a norma:

”%”Cok&rT = irlfxeX ”]/ - Tx”Y

Mas entao, ||55llcoerr < llylly, Yy €N,
portanto ¢ é continua. Pelo teorema da aplicacdo aberta ¢ é um homeomorfismo
linear. ]

Teorema 2.22. Sejam X, Y operadores de Banach e T € B(X,Y) um operador de Fredholm.
Entdo existe € > 0 tal que para qualquer P € B(X,Y) com ||P|| < € existe um operador
linear:

A, : N(T) — CokerT
tal que:
dim(N(T + P)) = dim(N(Ap)) e dim(Coker(T + P)) = dim(CokerAp).

Demonstracido. Como temos dim N(T) < oo e dim(%) < 00, pelo lema 2.14 existem
subespagos fechados M ¢ X, N C Y tal que: X = M@ N(T), Y = 3T @ N. Seja:

T:M— 3T
x = Tx

E facil ver que T” é um isomorfismo linear. Como M c X,e 3T C Y sdo fechados,
também sdo espagos de Banach, e portanto T” é um homeomorfismo linear pelo
teorema da aplicacdo aberta. Como o conjunto dos operadores lineares invertiveis
é aberto em B(X, Y), sabemos que existe ¢’ > 0 tal que sempre que a : M — IT for
operador linear cumprindo |ja]| < €', T” + a é também um homeomorfismo linear
entre M e JT.

E facil vermos que as projegdes 1 @ Y — IT, 1, : Y — N, sdo continuas
(utilizando para tanto o teorema do grafico fechado). Seja € := ”mnflw e seja
P : X — Y um operador linear continuo tal que: ||P|| < €. Sejam i : M — X, e
j : N(T) = X as inclusoes canodnicas. Definimos os operadores: a, : M — IT,
b, :N(T) = 3T,c,: M — Ned,: N(T) — N, por:

a,:=miopoi, b,:=mopoj
Cp =T 0poi, d,:=mopoj

Pela escolha de € é claro que ||a,|| < €’, entdo T +a, : M — IT é um homeomor-
fismo linear.

Sejam x € X e y € Y. Podemos escrever: x = x,, + Xn(1), ¥ = Ygr + YN de maneira
tinica. (com os subespacgos indicados nos subindices.) Definimos G : X — X e
H:Y — Y como:

Gx =xp — (T’ + [Zp)_l o bp(xN(T)) + XN(T)

Hy =ysr—c,o(T" + ﬂp)_l(]/ST) + YN
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Afirmacio 1: G e H sdao homeomorfismos lineares.

E simples ver que H e G sdo lineares. A continuidade segue da continuidade
de 71, e 1, e das projegdes: 1} : X — M, 75 : X — N(T).

Além disso:

Gx=0x = xp — (T' + ap)‘1 o bp(xN(T)) + XNy = Ox = xm — (T’ + Elp)_l o bp(xN(T)) =0y
e XN = OX = Xpm = OX

Hy =0y = ygr —cpo (T +a,) " (ysm) + yn =0x = ygr) =0y e
¢po (T +a,)  (ysr) + yn = Oy = yny = 0y = y = 0y,

e isso prova que G e H sdo injetivas.
Finalmente, dados x" € X e y’ € Y escrevemos novamente: x" = x), + x, €

)+ xy +xypey=co(T+

/

N(T)
a,) " (Vyp) + Yop + Y- E facil conferir que Gx = x’ e Hy = y’. Sendo assim G e
H sdo sobrejetivos e portanto homeomorfismos lineares pelo teorema da aplicagdo
aberta. Isso mostra a afirmacgao 1.

Seja A, : N(T) — N dado por A} = —c, o (T' +a,)"! 0 b, +d,.

Afirmacdo 2: Ho (T +P)o G = (T" +4,) ® A,

De fato, dado x = xy; + xn(1) € X, temos:

Ho (T + P) o G(x) =Ho (T + P)(XM — (T' + Clp)_l o bp(xN(T)) + xN(T)) =

H[T’XM - T'(T’ + ap)‘1 o bp (e} (xN(T)) + ap(xM) + Cp(xM) - Elp(T/ + [Zp)_l o bp(xN(T)) -
cp(T7 + ap)_l o b,(xn(r)) + bp(xnen) + dp(xnen)] = HI(T” + a,)xm + cp(xpm) + A;(XN(T))] =
(T" + ap)xm — ¢p(T" + a,) (T + a,)xpm + cp(xa1) + A (xm + Xn(n),

o que prova a afirmacao 2.
Agora, seja

¢ : N(T + P) — N(A))
x = [GTHX) v

Precisamos verificar que ¢ estd bem definida, vejamos que:

(T+P)x=0y=[Ho(T+P)oGI(G (x)) =0y (2.5)
= (T" +a,) ® A ([G' ()]m + [G(0)Inn) = Oy (2.6)
= (T’ +a,)([G™' (0)]m) = OveA([G™'(%)]k = Oy (2.7)

[G_l(x)]N(T) € N(A)),

e entdo ¢ estd bem definida.

Além disso, note que ¢(x) = 0x = [G'(X)Inn = ¢x = (T" + a)([G(®)]m) =
0y = [G'(x)Im = Ox (aproveitando o que foi feito na equagéo 2.7). Concluindo que
¢ é injetiva.

Para concluir que ¢ é isomorfismo, observamos que dado x € N(A}), em parti-
cular x € N(T). Seja x” = Gx. Entdo ¢x’ = x e portanto ¢ é sobrejetora.

Podemos, entdo, concluir que
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dim(N(T + P)) = dim(N(A})).
Vamos agora analisar a funcao

Coker(T + P) — Coker(H o (T + P) o G)

v H(y)
J(T) J(Ho(T+P)oG)

é simples ver que a funcdo acima é um isomorfismo, e portanto que:
Coker(T + P) = Coker((T" + a,) ® A,),

utilizando para isso a afirmacdo 2.

Seja
p : Coker((T" + a,) ® Ay) — CokerA,,

Y
(T +ap)®A,,

YN
p é bem definida, pois

[(T" + a,) & Aj(xm + xneny)In = A (),

yn _ Oy
S YA, T T4
Escrevemos

= yn € JA, entdo yn = A, (xn(r), para algum xye) € N(T).

y=ysr+yn= (T +a,) ®A,(T + a,) " (ysr + xnmy) € J(T” + ap) ®A))

y — Oy
(T a4, S(T"+a,)8A),

sobrejetiva, segue que

entdo 5 , e portanto p é injetiva. Como p é claramente

dim[Coker(T + P)] = dim(CokerA).

Finalmente como N = CokerT pelo 2.21 podemos definir 7 : N — CokerT como
sendo esse isomorfismo, e definir A, : N(T) — CokerT por A, = t o A}. Temos
N(Ap) = N(A}) e CokerA, = CokerA;,. Entdo,

dim N(T + P) = dim(N(A,))
dim(Coker(T + P)) = dim(CokerA,)

o que conclui a demonstracéo.
O

Corolario 2.23. Sejam X,Y espagos de Banach , e Fred(X,Y) = {T € B(X,Y) : T é
Fredholm }. Entdo, na topologia da norma em B(X,Y), Fred(X,Y) C B(X,Y) é aberto, e a
fungdo ind : T € Fred(X,Y) + indT € R é localmente constante.

Demonstragio. Seja T € Fred(X,Y) pelo teorema anterior existe € > 0 tal que VP €
B(X,Y) com ||P|| < ¢, existe uma aplicagdo A, : N(T) — CokerT tal que:

dim(N(T + P)) = dim N(A,) < oo
dim(Coker(T + P)) = dim(CokerA,) < oo
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Entdo sabemos que existe subespago fechado N tal que N @ T = X, pelo lema
2.13. Consideremos a fungdo

S:(X)eN Y

ﬁHT(x)+z

Vejamos que S é homeomorfismo. Para ver que S é continuo basta notar que
1S(xtm DN < Tl 1 + 2l < AT+ DI, 2)Il- Além disso S é bijetivo donde,
pelo teorema da aplicacdo aberta, S ¢ homeomorfismo linear. Em particular, S leva

espagos fechados em espagos fechados, e entdo
3T = S(xim © {0v])

Portanto JT é fechada e T+P é operador de Fredholm, concluindo que Fred(X, Y)
é aberto.

Pela construgdo de A, (teorema 2.20) esta é uma aplicagdo linear entre espagos
de dimensao finita, e portanto é um operador de Fredholm. Também:

ind(T + P) = indA, = dim(N(T)) — dim(CokerT) = ind(T)

Sempre que ||P|| < €, provando o teorema.
O

Algumas das propriedades interessantes de operadores de Fredholm relacionan-se com
operadores compactos, 0s quais definiremos a seguir.

Definicao 2.24. Sejam X, Y espacos de Banach. Um operador linear T : X — Y é
dito compacto se dado E C X limitado, tivermos T(E) C Y pré-compacto.

Note que todo operador compacto é limitado, e T € B(X,Y) é compacto se e somente se
T(Bx) é pré-compacto em Y onde Bx = {x € X : ||x]| < 1}.

Proposicdo 2.25. Seja X um espago de Banach. Seja T € B(X,Y), T compacto e 3(T)
fechada. Entdo dim(3(T)) < co.

Demonstragdo. Temos que I(T) é um espago de Banach com a norma induzida. Dai
pelo teorema da aplicagdo aberta, T(Bx) é aberto. Por outro lado, T(Bx) possui
fecho compacto em J(T), implicando que J(T) é localmente compacto, e portanto
possui dimensao finita. m]

Proposicdo 2.26. Seja T € B(X) operador compactoe A € R\O0, entdo dim(N(T — Alx)) <

(0]

Demonstragido. Temos que N(T — Alx) € X é fechado, e portanto um espaco de
Banach. Seja N = N(T — Alx), entdo Ty := T|y é compacto. Provemos que 3Ty = N.
Sabemos que y € 3Ty = y = Tx, x € X Entdo como y € N(T — Alx), temos y =
Tx=Ax e N.Poroutroladoseye N=Ty=Ay=y=T4 =Ty(}) = y € ITy.O
resultado segue aplicando a proposicao anterior a T.

O

A primeira observagdo sobre operadores compactos relacionada a operadores de Fredholm
¢ que um operador compacto T : X — Y com dim(Y) = oo, jamais serd um operador de
Fredholm. A saber, se T fosse operador de Fredholm, este possuiria imagem fechada, o
que significa que teria imagem com dimensdo finita (ver [9]). Além disso a dimensdo da
co-imagem seria finita, o que implicaria que a dimensdo de Y é finita.
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2.4 Topologia fraca*

A prova de algumas propriedades e teoremas relacionados a operadores de Fredholm e
operadores compactos envolve uma andlise um pouco mais profunda dos espagos de Banach,
inclusive topologicamente. E fato que os funcionais lineares tém uma grande importancia
no estudo desses espagos. Consideremos para uma topologia neste espago, na qual sabemos
a forma dos funcionais continuos em X* = {f : X — K|f é continua na norma }..

Sabemos que quanto mais abertos possui um espago topolégico mais ficil é uma fungio
ser continua deste espago para um outro fixado. De uma maneira geral o contrdrio acontece
com compactos, quando mais abertos hd, maior a possibilidade de coberturas abertas, e
portanto menos compactos. A topologia fraca * é uma topologia no espaco dual com menos
elementos do que a topologia com a norma usual, e portanto com mais compactos o que
muitas vezes é 1itil, por exemplo quando queremos achar minimos de funcionais.

A caminho de definir a topologia fraca* (1é-se "fraca-estrela”) no espago dual, conside-
remos a seguinte fungio:

J: X — X~

x— Jx): X" >R (2.8)
X' x(x)
Para vermos que | é isometria, notemos que:

1T CO)x = supyy=1lJ )Y = supyyg=1ly* ()] < llxllx

A tltima desigualdade é, na verdade, uma igualdade, ji que pelo teorema de Hanh-
Banach podemos achar y* € X* tal que y*(x) = ||xllx e |y*| = 1, concluindo que de fato
IJC)lx= = llxllx, donde segue que | é isometria e portanto continua e injetiva.

Nio hd razdo, no caso geral, para que J(X) = X™.

Definicao 2.27. X é dito ser espago reflexivo se tivermos X = J(X)

2

Definicdo 2.28. A topologia fraca* definida no espago dual X* é a topologia menos
fina que torna os funcionais em J(X) continuos.

Assim uma sequéncia (ou net) (f;) C X* converge para algum f € X* na topologia
fraca* se e somente se fi(x) — f(x), Vx € X".

2.5 A alternativa de Fredholm.

Operadores de Fredholm possuem uma certa similaridade com operadores invertiveis.
Na verdade, quando pensamos em operadores de Fredholm, estamos “limitando” o quanto
o operador pode ser ndo invertivel. O resultado que ilustra essa proximidade de opera-
dores de Fredholm com operadores invertiveis é o teorema da alternativa de Fredholm.
Desenvolveremos, nessa sessdo, os elementos necessdrios para provi-la.

Definicao 2.29. Dados X, Y espagos de Banach, T € B(X, Y) satisfaz a alternativa de
Fredholm se satisfaz uma das duas alternativas:
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1. Se dim(N(T)) = O entdo Yy € ¥, dx € X tal que: T(x) =y

2. Se 0 < dim(N(T)) < oo e n = dim(N(T)), entdo existe um subconjunto do dual
de Y, {fi, fo, .., fu} C Y*, linearmente independente, tal que dado y € Y :

IxeXtalqueT(x) =y & fi(y)=0,i=1,2,..,n

Definicao 2.30. Sejam X, Y espagos de Banach e T € B(X, Y). O operador adjunto de
T é o operador linear dado por

.Yy -X
frfoT
Proposicdo 2.31. Se X, Y sdo espacos de Banach e T € B(X,Y), entdo T* € B(Y",X") e
ainda
NIl = [IT1l-

Demonstragio. Seja x € X tal que ||x||x < 1. Entdao Vf € Y*:

(T f)xl = | £(Tx)| < [Tl fllv-,
donde

T fllxe < NITNNf 1y

Logo, T* € B(Y", X") e [|IT*]| < [|T]].
Por Hanh Banach, se Tx # Oy entdo df € Y" tal que ||f|ly = 1 e f(Tx) = ||Tx]ly.
Entdo, se ||x|| < 1,

ITxlly = /(T = [(T" ) < T fllx- < T,

donde concluimos que ||T|| < [T

Teorema 2.32. Se X, Y sdo espagos de Banache T € B(X,Y) entdo
T é compacto & T* é compacto.

Demonstragdo. (=) Seja U* = By- = {f € Y* : ||flly- < 1}, e seja (g) C U".

Entdo |8,(y) — &« (y) < Igally-lly = ¥'lly < lly = y'lly, e em particular, |g,(y)l < [lylly-
Logo a sequéncia (g,) é equicontinua e pontualmente limitada. Seja U = {x € X :
|lx[| < 1}. Temos por hipétese que T(U) é pré-compacto, e portanto, f, = fn|m :

T(U) — K, possui subsequéncia que converge uniformemente, pelo teorema de
Arzela-Ascoli. Seja essa sequéncia (f,,), temos:

”fm - fm’”CO = Supyem ”fm(y) - fm’(y)“ > supxeu ”gm(Tx) - gm’(Tx)” =
SUP ;117G (%) = T G (Ol = 1T G — T* G lly+,
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implicando (T*g,,) sequéncia de Cauchy em Y*, logo convergente pela comple-
tude de X*. Portanto T(U") é pré-compacto em X".

(<) Sejam: J: X —» X" e ] : Y — Y™ as imersdes candnicas como na equagao
2.8. Seja E C X um conjunto limitado. Sabemos que J(E) é limitado pois a funcéo |
é continua. Observe que para todo x € X, e para toda f € Y*, temos:

(" o Tx)(f) = f(Tx) = T" f(x) = JO)(T"f) = T"(J())(f),

concluindoque: " oT =T"o]

Lembrando da primeira parte do teorema, se T* é compacto, entdo T* também o
é. Sendo assim T"*(J(E)) C Y™ é pré-compacto, donde J'(T(E)) C Y é pré-compacto.
Em particular J'(T(E)) é totalmente limitado. Dado € > 0, para certos x, ..., x, € E,

J'(T(E)) € UL BE (J'(Txy),
Dado x € E, para algum i € {1, ..., n} temos |[Tx — Txilly = [|J(Tx) — J(Tx;)lly~ <,

2

jd que ]’ é isometria, segue que
T(E) c Uiz, By(Tx)),

e assim T(E) é totalmente limitado, e entdo pré-compacto, o que implica T
compacto.
O

Teorema 2.33. Sejam X,Y sdo espagos de Banach e T € B(X,Y) tem imagem fechada,
entio

(CokerT)* = N(T)

Demonstragdo. Sabemos que CokerT := % é um espacgo de Banach, pois Im(T) é
fechada. (Ver resultado em [6] , capitulo 8, pag. 126). A norma desse espaco é

dada por
sl = infrexly = Txlly (v € V).

E portanto o espago dual (CokerT)* é também um espaco de Banach. Pela
proposicdo 2.29 T* € B(Y", X*), e entdo N(T") é um subespago fechado de Y*, o que
também significa que N(T™) é um espaco de Banach com a norma induzida.

Definimos a fungao,

¢ : N(T") — (CokerT)*

f = ¢o(f) : CokerT — K
Y
51 /W
¢ estd bem definida, pois f(Tx) = (T*f)(x) = 0, Vx € X. Queremos provar que
qbfé isomorfismo linear. De fato, ¢ é linear e IIqb(f)(TB('T))II =|f)l = If(y — Tx)| <
il lly = Txll, Vx € X.

~Jothits)|| < 1A 555

CokerT ’
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E entdo [[p(NIl < ||flly-, donde ¢ é limitada (continua).
Seja
Y : (CokerT)" — N(T)
gP Y@ :Y—>K

Yy
rvs{sir)
E claro que 1 é linear. ¢ estd bem definida, pois para g € (CokerT)", temos:

(T" (W) = P()Tx) = g (755) = 0,

Vx € X. Portanto, T"(¢(g)) = 0 = ¢(g) € N(T"). Entdo dada g € (CokerT)", para
todo y € Y, temos ¢(y(g)) = g, 0 que nos diz que ¢ é sobrejetiva.

Para ver que ¢ ¢ injetiva basta notar que se f € N(T"), e ¢(f) = 0 entdo f(y) =
0, Vy € Y,oquenosda f =0.

Conclui-se, portanto que ¢ é um homeomorfismo linear (Usando o teorema da
aplicagdo aberta).

O

Teorema 2.34. Se X é um espago de Banach, T € B(X) é compacto, e A € K\ {0}, entdo
T — Alx é um operador de Fredholm.

Demonstragido. Comegamos notando que para toda f € X" e Vx € X, temos que

(T - ALx)") f(x) = f(Tx — Ax) = f(Tx) = Af(x) = [(T*f — ALx) f]x.

Ouseja, (T — Alx) = T*f — Alx-. Como T* e compacto pelo teorema 2.32, temos
pela proposicdo 2.26 que: dim(Im(N(T — Alx)) < oo, e dim(N(T* — Alx:)) < oo.
Queremos provar que J(T — Alx) < oo é fechada, neste caso, pelo teorema 2.33:

dim(Coker(T — Alx)") = dim(N(T* — Aly.)) < oo.

dim(Coker(T — Alx)) = dim(Coker(T — Alx)") < oo, como gostariamos. Entdo,
mostremos que J(T — Alx) é fechada.

Primeiramente notemos que existe M C X fechado (Lema 2.13) tal que M @
N(T — Alx) = X. Definimos

S M- X
x> Tx — Ax

E claro que S é linear, continuo e injetivo. Também ¢é clara a inclusdo J(S) c
I(T — Alx). Queremos provar a igualdade entre esses conjuntos. Para isso, seja
y € 3(T - Alx), entdo y = Tx — Ax para algum x € X. Por propriedade da soma
direta, existe um tnico x,, € M e xo € N(T — Alx), tal que x = x,, + xo. Entdo
y = Txy, — Axy, = Sx,, € entdo y € (S), o que prova a inclusdo: J(S) ¢ I(T — Aly).
Provaremos a seguir que J(S) é fechada.

Afirmacao: Existe r > 0 tal que r||x]|| < [|Sx]|.

Suponha que néo, entdo existe uma sequéncia x;, com a propriedade que %le,’qll >

[ISx;,|l. Normalizando essa sequéncia, temos que x,, = ”fﬁ Temos entdo que ||x,|| = 1,

e [IS(xy)ll < 2 — 0. Como T é compacto temos que para alguma subsequéncia (x,,),
Tx, — xo € X. Note que
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Ax,, = Ax,, — Tx,, + Tx,, = =Sx,, + Tx,, = x9 € M.

Temos ainda que S(xp) = S(limye AXy,) = limy0 ASx,, = 0, implicando, pela
injetividade de S, que xy = 0. Por outro lado ||x,,|| = 1, um absurdo. Isso prova a
afirmacdo.

Sejar > Otal quer|lx|| < ||Tx||, Vx e M. Dado (x,) C M com Sx, - v, segue que
(x,) é de Cauchy e portanto x,, — x, para algum x € M, dai Sx,, — Sx eentdo y = Sx.
Mas isso é dizer que 35S = J(T — Alx) é fechada, como queriamos, completando a
demonstracdo.

O

Proposicao 2.35. Seja X espago de Banach. Sejam T € B(X) um operador compacto e
A € R\{0}, entdo T — Al satisfaz a alternativa de Fredholm.

Demonstragio. Veja E. Kreyszig,[?] “introductory Functional Analysis with appli-
cations” cap. 8. |

Teorema 2.36. Sejam X, Y espagos de Banach, entido T € B(X,Y) é operador de Fredholm
se e somente se existe R € B(Y, X) tal que:

RoT—-IxeToR-1Iy

sdo operadores compactos.

Demonstragio. (=) Se T é operador de Fredholm existe M C X, N C Y subespacos
fechados tais que: X = M@ N(T), Y = 3T @ N. (Lema 2.15)
Seja:

T7:M—> N
x — Tx

T’ é claramente um homeomorfismo linear. Seja R” : N — M sua inversa.
Definimos R : Y — X da seguinte maneira, dado y € Y, existem x,, € M e y, € I(T)
tal que vy = Tx,, + y,,, entdo podemos definir Ry = x,, + R'y,. Segue que R estd bem
definido, é linear e continuo, pois [|Ry|| = |[R"T" X, +R yall = [IR'(T"xm+y)Il < IRyl

Seja x = x,, + xn(1) € X. Entéo:

RoTx=R(T'xy) =xp = (Ro T = Ix)x = x — (X + xn)) = (Ro T = Ix) € N(T)

Entdo concluimos que dim(J(R o T —Ix)) < 0. Isso implica R o T — Ix compacto
pois se U é um subconjunto limitado de Y, entdo (R o T — Ix)(U) é limitado, e seu
fécho estd contido em um espago de dimensdo finita (que é fechado), portanto
(Ro T —Ix)(U) é compacto.

Paray=T'x,+y, ToRy=T'x, +T oR'y, = T'x, + yp,entdo To R = Iy = 0,
que é trivialmente compacto.

(&) Se R € B(Y, X) nomeamos: K = RoT—1Ix, K’ = ToR—1Iy,entdo, RoT = K+,
ToR = K’+Iy.Pelo teorema 2.34, RoT e ToR sdo Fredholm. Note que N(T) € N(RoT)
e CokerT C Coker(T o R), mostrando que T é Fredholm.

O

Lema 2.37. Sejam X, Y, Z espagos de Banach entdo:
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1. O conjunto K(X,Y) C B(X,Y) dos operadores compactos de X em Y é um subespagco
vetorial fechado na topologia da norma.

2. SeS € B(X,Y), T € B(Y,Z) e ao menos um deles é compacto, entdo T o S também é
compacto.

Demonstragdo. (1) Se T é compacto, é claro que para todo A € R AT é compacto.
Se T e S sdo compactos, é claro que T + S é compacto. Seja T, uma sequéncia de
operadores compactos e T € B(X, Y) tal que [T, — Tllpix,y) — 0. Queremos mostrar
que T é comapcto. Como Y é completo basta mostrar que para todo € > 0 temos
uma cobertura finita de T(By) de bolas de raio € (Ver J.R Munkeres [?] sessao 7.3).
Dado € > 0 fixamos um natural n tal que ||T - T, || < 5. Como T,,(Bx) é pré-compacto
temos uma colecdo finita de bolas de raio % cobrindo T,(Bx), podemos escrever
T.(Bx) € Ui B(x;, §), para x; € X. entdo segue que T(Bx) C L, B(x;, €)
(2) Se U c X é limitado (T o S)U = T(S(U)), que é pré-compacto.
O

Teorema 2.38. Sejam X, Y, Z espagos de Banach e T € B(X,Y), S € B(T,Z). Se T e S sdo
operadores de Fredholm entdo S o T é operador de Fredholm e ainda:

ind(S o T) = ind(S) + ind(T)

Demonstragido. Sabemos pelo teorema 2.33 que existem Ry € B(Y, X) e Rs € B(Z,Y)
tal que os operadores Kr = RroT—Ix, K% = ToRr—Iy,Ks = RgoS—1Iy, K, = SoRs-Iz
sao compactos.

Temos que:

SoK;,=80ToRr—=5§=S50K;oRs=(S0T)o(RroRs)+ K, -1z =
(SoT)o(RroRs)—1Iz=S0KjoRs—-K;.

Assim como:

RroKs=RroRsoS—Rr =>RroKsoT=RroRsgoSoT—RyoT+Ix—Ix=
(RTORs)O(SOT)—IX:RTOK50T+KT.

Entdo pelo lema 2.34 e o teorema 2.33 S o T é Fredholm.
Definimos, para t € [0, 7] :

A Yo X—>ZeaT

[x, y] costS —sintSoT
X sin tly costT

A fungido: t € [0,5] = A, € B(Y ® X, Z @ Y) ¢ continua com a topologia da norma.
Para ver isso basta abrir a aplicagiio considerando o sup A(x, v) e majorar de acordo
com as normas dos operadores envolvidos.

Podemos escrever: A; = ( g IO )0( Zi: gy ;s;r;IIY )O( IBS g“ )
Y Y Y

E facil ver que estd é uma composicdo de operadores de Fredholm, que é,
portanto, Fredholm. Como o indice é localmente constante temos que indA; é
constante. Em particular indAy = indAz. Temos

=1
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S 0 0 —SoT
'TlQ T A=\ 0

y
Sabemos que (x, y) € N(Ap) © y € Sex € N(T), entdo

A

N(S) + N(T) - Ay

[x, y] = [y, ],
é um isomorfismo e dim(N(Ap)) = dim(N(S)) + dim(N(T)).

Também definimos:
@ : CokerS @ CokerT — CokerA,

(55:97) 54,

Vejamos que ¢ estd bem definida: Suponhaz = Sy’, y = Tx/,

(z,y)=(g 2)(1 ):Ao(y';T)eﬁAo

E claro que ¢ é linear e limitada, ¢ é um isomorfismo. Entdo:

dim(CokerAg) = dim(CokerS) + dim(CokerT)

coindAg = indS + indT.
Além disso, as funcgdes:

P1:N(SoT)— N(Az)

X = (OYI x)

Y, : Coker(S o T) — CokerAi

y — (Z,Oy)
3SoT)  I(As)

sdo isomorfismos. A demonstragdo que 1, é de fato um isomorfismo é clara. J&
para vermos que ), estd bem definida temos que:

z:SoTx=>( z (0 _SOT)(O;)Eﬁ(Ag).

Oy \ Iy 0

Ademais, claro que 1, é linear, e:

(23 %57z

.z € 3(S o T). Portanto ¢, é injetora. Finalmente, dado (z,y) e Z@ Y,
z 0 -SoT yoT
y )\ Iy 0 0x
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=y _
SA2 — EDZ(S(;OT))

e |, é sobrejetiva. Portanto
ind(Az) =ind(SoT),
e concluimos
ind(S o T) =indS + indT.
O

Definicao 2.39. Dados X espago de Banach, M C X, um subespago de X e N C X*
um subesespago X", definimos seus anuladores como:

Mt ={feX: f(x)=0,Vx e M}
1N ={xeX:g(x)=0,Yg €N}

Teorema 2.40. Seja X espaco de Banach, M C X, um subespaco de X e N C X* um
subesespago X*, entio:

1. M™* é fechado na topologia fraca* em X*.

2. *+N é fechado na topologia dada pela norma em X.
3. H(M*) = M, considerando a topologia dada pela norma em X.
4. (*N)* = N na topologia fraca* de X*
Demonstragio. E fécil verificar que M* e *N sdo subespacos vetoriais.
1. M* = Ny N(@»), em que:

¢ X" —> R

fe f)

sdo fungdes continuas na topologia fraca*, logo N(¢y), Vx € M é fechado, e
portanto M* é fechado.

2. Provaremos que toda sequéncia converge em *N possui limite em *N. Seja
(x,) €t N uma sequéncia com x, — x. Para qualquer ¢ € N é fato que
g(x,) — g(x), como g(x,) =0,Vn € N, entdo x €- N.

3. Se x € M, entdo para toda f € M* temos f(x) = 0, implicando x €* (M*). Por
(2) sabemos que M c* (M*). Suponha que x ¢ M, pelo teorema de Hanh-
Banach, df € X" tal que flg; = 0 e f(x) = [[x|| > 0. Em particular, f € M* e
x ¢+ (M*4). Portanto: M =+ (M%).

4. Demonstra-se de maneira analoga ao item (3), apenas trocando a topologia
dada pela norma pela topologia fraca*.
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Teorema 2.41. Suponha X,Y espagos de Banach e T € B(X,Y). entdo:
N(T*) = Im(T)* e N(T) =+ (Im(T*)).

Demonstragio. Temos que f € N(T*) © T'f = 0x- @ Vx € X, f(Tx) =0 & f € J(T)*
Para a outra afirmacédo temos que: x e N(T) © Tx =0y © Vf e Y, f(Tx) =0 &

VEeY , T f(x) =0 & x e Im(T).
O

Teorema 2.42. (Alternativa de Fredholm.) Sejam X, Y espagos de Banach, e T € B(X,Y),
entdo as sequintes afirmagdes sio equivalentes:

1. T satisfaz a alternativa de Fredholm.
2. T é operador de Fredholm de indice 0.

Demonstragdo. (1) = (2) Se vale (1) na defini¢do 2.26 entdo T é um isomorfismo e
portanto um homeomorfismo linear pelo teorema da aplicagdo aberta. Mas entdo
T é Fredholm e ind(T) = 0.

Se vale (2) na definicdo 2.26 entdo temos que mostrar que dim(cokerT) < oo,
e que dim(cokerT) = dim N(T) = n. Seja {fi, ..., fu} C Y* um conjunto linearmente
independente tal que:

yedIMe fly) =0, i=1,..,n (2.9)

Definimos

N = spani{fi, ..., fa},

N é um subespaco de Y* de dimens&o 1, em particular, N é fechado na topologia
da norma e na topologia fraca*. Sabemos que (2.9) é equivalente a

J(T) =" N, (2.10)

E como Ly é fechado na topologia induzida pela norma em Y, (Teorema 2.37)
entdo J(T) é fechado na topologia da norma. Entdo, pelo teorema 2.30

dim[(CokerT)] = dim(N(T*),
Também, por 2.10 segue que

I(M)* =CN)*

Z

O teorema 2.40 nos diz que (*N)* é o fecho de N em Y*, mas como vimos
anterioremente, N é fechado na topologia fraca*, donde

(3M)* =N,

e portanto pelo teorema 2.41 dim(N(T")) = n. Isso mostra que (CokerT)* possui
dimensao finita e dim(CokerT) = dim((CokerT)*) = dim(N(T")) = n, o que conclui a
primeira parte da demonstragao.

(2) = (1) Se tivermos dim(N(T)) = 0 entdo T é um homeomorfismo linear, entdo
vale (1) na definigao 2.26.

Caso tenhamos dim(N(T)) = n > 0, pelo fato de J(T) ser fechada temos (Teo-
rema 2.30)
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dim(N(T")) = dim(CokerT) = n

Onde a dltima igualdade segue do fato de dim CokerT = dim N(T), seja {f1, ..., fu} C
Y* uma base de N(T™). Entdo pelo teorema 2.37,

Iney = Lamnr = 3T
Pois pelo teorema 2.40 L ,7): € fechado na topologia da norma. Entéo:
IxeXy=Tx e fi(y)=0,Vi={1,..,n}.

O que prova o teorema.
O

Teorema 2.43. Sejam X, Y espagos de Banach. Seja T operador de Fredholm e K operador
compacto. Entdo T + K é Fredholm e ind(T + K) = ind(T).

Demonstragdo. Pelo teorema 2.36, existe operador linear continuo R € B(Y, X) tal
que RoT —IxeToR - Iy sdo operadores compactos. Entdo

Ro(T+K)—Ix=[(RoT)-Ix] +RoK
(T+K)oR—Iy=[ToR-Iy]+KoR

e ambos os lados direitos dessa equagdo sdo compactos.
Mas entdo T + K é Fredholm (teorema 2.36), e além disso, R é operador de
Fredholm. Entdo pelo teorema 2.38 temos:

ind(R o (T + K)) = indR + ind(T + K)
ind(R o T) = indR + indT
Escrevemos:
K, =Ro(T+K)-Ix
Kx=RoT-Ix
Entéo:
indR + ind(T + K) = ind(K}, + Ix), indR +indT = ind(Kx + Ix)

Pela proposicdo 2.32 com o teorema 2.42 concluimos que os indices dos segun-
dos membros acima sdo 0, ou seja,

Zi’ld(K% + Ix) = ZTld(KX + Ix) =0.

donde segue o resultado.
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Capitulo 3

Geodésicas em variedades
Riemannianas

3.1 Apresentacao do problema

Dada uma variedade Riemanniana M gostarfamos de saber se dada uma geodésica
entre dois pontos a,b € M isso significa que localmente teremos a existéncia de
geodésicas na variedade entre pontos p € U e g € U, onde U e V sdo vizinhangas
de a e b respectivamente. Geodésicas sdo curvas que intuitivamente representam
a menor distancia entre dois pontos. Desenvolveremos na préxima sessdo uma
parte introdutéria da teoria de geometria Riemanniana que nos permitird chegar
em uma equagcdo diferencial parcial que da‘ra condi¢bes necessarias e suficientes
para que uma curva )y seja uma geodésica. Também daremos significado preciso
para o que é escrever “localmente” essa curva.

Para termos uma primeira idéia do que seria esse problema, imaginando que
temos y expressa localmente por: y = (x1(t), x2(2), ..., x,(t)) entdo y é geodésica se e
somente se satisfizer as seguintes n equagdes diferenciais parciais:

Lt kit 2
T L LY

k=1,2,.,n.Em que v/ e Ff]. serdo dados.
Queremos ver esse problema como uma aplicacdo do teorema da fungdo in-
versa. Nosso objetivo é entdo trabalhar com o operador:

P:A—B
ik du; 0%

Xt . Tkol =
v G+ Ly oG =0

k=1,2,..,nOnde A e B sdo espagos de Banach.
Também é necessario dizermos quais os pontos envolvidos, para os quais que-
remos buscar a geodésica. Entdo nosso objetivo final é provar que:

B:A—->BXMxM

y = (P(y), y(0), (1))
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é um difeomorfismo se restrita a um aberto em torno de uma geodésica pré
definida, para isso utilizaremos o teorema da funcdo inversa, ou seja, provando
que DB(y) é homeorfismo linear para toda y geodésica.

Mesmo sem definir os espagos os quais vamos trabalhar, podemos a partir da
nossa nocdo de cédlculo em espagos de Banach inferir que:

DB(y)h = (DP(y)h, 1(0), 1 (0))

Em que:
i dh k dx dnk Uik i dt 71
(DP(f)n} = Gz + X 20, G ar + X~ -

Neste ponto utilizaremos a alternativa de Fredholm, buscando simplificar a
prova de que DB(y) é um isomorfismo.

3.2 Variedades Riemannianas

Faremos agora uma pequena apresentacdo de conceitos basicos em geometria
que estdo presentes em nosso primeiro problema. Nosso objetivo é provar a
existéncia de geodésicas em variedades Riemannianas. Geodésicas sdo em muitos
casos o caminho mais curto entre um ponto e outro, como retas em um espago
euclidiano. Em uma variedade Riemanniana quem determina o comprimento de
uma curva é a métrica assim como no R" quem faz esse papel é a norma usual.

Quando pensamos em variedades, pensamos em objetos que localmente se
parecem com o RR", no sentido topolégico, e para os quais podemos dar uma
estrutura onde se possa fazer cdlculo. Buscamos nog¢des intrinsecas a esses objetos,
que ndo dependam das fung¢des que os identificam com o R".

Definicao 3.1. (Cartas) Dado um espaco topolégico M, uma carta de dimensdo
n é um par (U, ¢), onde U é um conjunto aberto de M, e ¢ : U — R" é um
homeomorfismo de U em um aberto ¢(U) C R".

Dadas duas cartas de dimenséo n (U, ¢1) e (Uz@2) ao espago topoldgico M em
que U; N U, # 0, chamamos de mapas de transigio as fungdes:

P} p1(Us N U2) = @2(Ur N )
Y= @20 01'(Y)
Py 1 2t NU2) = 1 (Us N L)
Y= 1o eyl (y)
Observe que sdo homeomorfismos entre abertos de R".

Definicdo 3.2. (Atlas). Dado um espago topolégico M, um atlas A de classe Cf
(1 <k < o0) de dimensdo n é um conjunto de cartas {U;, ¢;}; de dimensdo 7 tal que:

° UZ'Ui:M
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e Sempre que U; N U; # () entdo os mapas de transicdo (pf, g0§ sdo C* difeomor-
fismos.

Doravante omitiremos a referéncia a dimensdo quando ndo houver risco de
confusdo. Dadas duas cartas (U, @) e (U, 1) de classe C¥, dizemos que sdo com-
pativeis se houver intersecgdo U N V # () temos que os mapas de transigdo ¢ o
e 1 o ¢! sdo difeomorfismos de classe CF.

Definicao 3.3. Dois atlas A e A’ sdo equivalentes se todas as cartas de A forem
compativeis com cada carta de A’.

E facil ver que a compatibilidade ente atlas induz uma relacéo de equivaléncia
no conjunto dos atlas de um espago topolégico M.

Definicio 3.4. (Atlas Maximal). Um atlas A de classe C* diz-se maximal quando
dado um outro atlas qualquer de classe CF A’ AC A’ = A=A’

De fato a unido de atlas é ainda um atlas. Dada uma classe de equivaléncia
a unido de todo os atlas da classe é um atlas maximal. compativel com todos os
outros atlas. Portanto todo atlas esta contido em um tinico atlas maximal.

Definicio 3.5. (Variedade). Uma variedade de classe C* e de dimensdo n é um
espago topolégico M, munida de um atlas maximal de classe C* e dimenséo 7.

Note que para descrever uma variedade, basta definir um atlas, subentendendo-
se que este ha de ser incluido em um tnico atlas maximo.

Exemplo 3.6. (O espago projetivo RP".) Definimos RP" como um subconjunto de
R — {0} mddulo a sequinte relagdo de equivaléncia:

u-veu=Avparaalgum A #0 € R.

Podemos veé-lo como o espago das “direcoes” em IR", munido de topologia quociente.

Dado um ponto p = [x1, .., X4+1] € RP" chamamos as componentes da classe de equi-
valéncia (x1, ..., X,41) de coordenadas homogéneas de RP"

Definimos o conjunto de abertos U; = {[x1, ..., Xn11] € RP" | x; # 0}. Esses abertos estdo
bem definidos pois se [x1, ..., Xy41] = [Y1, ..., Yns1] entdo x; = Ay;e A # 0.

Definimos as cartas:

(‘01' . LL» — R”
X1 Xp Xi—1  Xiy1 Xn+1
[xll'--lxn+1] = (x_l/ ?il"'l ;_1,1 ;-_‘:I"'I nxj

@i estd bem definida porque todas suas componentes sio definidas através de divisoes.
Notemos que @ é homeomorfismo através da expressdo de sua inversa:

(,01._1 : R" - RP"
’ — R VA S VAR AT ]
(X1, X2, ooy X)) B> [X1, 000, X3, 1, X1, ony X

E bastante simples verificar que de fato sdo inversas.
Devemos verificar os mapas de transicdo. Na intersec¢do de duas cartas temos que,
assumindo sem perda de generalidade que i < j :
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-1 (X Xi_ 1 x Xj-1 Xjy1 X
(@i 0 P71 o ) = Gy S 1, 2, 2 L )

Que é um difeomorfismo de classe C*. Note o dominio ,(U;NU;) e imagem @ ;(L; N U;)
de (@i o (p}fl) sdo ambos abertos de R"

Exemplo 3.7. (Esfera em R") A esfera em R™! = {x € R™! : |x| = 1} é uma variedade
compacta (com a topologia induzida). Para cobrir S" sdo necessdirias pelo menos duas
cartas, as chamadas projecdes estereogrificas. Denotaremos N (“polo norte”) o conjunto
formado pelo ponto (0, ...,0,1) € S" e por S ("polo sul”) o conjunto formado pelo ponto
O, ...,0,-1) € S". As cartas sdo:

01:5"-N—->R"

(xll X2y ey xn+1) = ﬁ(xll ceey xn)

01:5"-S—->R"

(xll X2, eeey xn+1) = ﬁ(xll veey xn)

A medida que nos aproximamos do pélo norte o médulo de o1 aumenta. A diregio
do vetor fica determinada pelas coordenadas anteriores. Para S® é possivel enxergar o
comportamento dessa fungido com maior clareza, imaginando um plano tangente a esfera no
pélo sul, por exemplo. Cada ponto s desse plano estd relacionado a uma reta que intersecta
a esfera em um ponto S’, sendo esse ponto a imagem inversa de s por o.

Queremos que o; e 0, sejam homomorfiamos. Para isso exibimos suas inversas:

o1 ':R*"—- S"—N

(x1, %2, ...X) (m(le, ey 2%), iy (07 = 1))

0y :R" > §" =S
(xll X2, xn) = (m(lel Y 2xn)/ _(Z?:l xiz + 1))

Sendo simples verificar que estas sdo de fato as inversas. Também é simples a verificagio
de que na intersecgdo dos dominios, ou seja, em S" — {N, S} as fungdes de transigdo

-1 _ -1
0100, =0200]
sdo difeomorfismos de classe C*. Ambas tem a sequinte expresssio:

(X1, eeey X)) ﬁ(xl' verr Xpy)
1= 1

Que é uma fungido C* a menos do ponto (0, ...,0). Concluimos que S" é variedade de
dimensio n e classe C*.
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Antes de falarmos em espacos tangentes, estenteremos a nogdo de diferen-
ciabilidade para fung¢des entre variedades. A partir de agora, “variedade” ou
“variedade diferencidvel” serd sempre entendida como de classe C*, que sdo as
mais relevantes para a Geometria.

Definicao 3.8. Sejam M; e M, duas variedades de dimensédo n e m respectivamente
eh : M; - M, continua. Dizemos que & ¢ de classe C* (1 < k < o0) se para todo
p € M; existe uma carta (U, ¢) em M; com p € U e uma carta (V,¢) em M, com
g=h(p)eV,com f(U)cV,e

Yohop™: pU) C R - Y(V)R"
é uma funcao de classe CF.

Exemplo 3.9. Seja M uma variedade. Dada uma curva y : (a,b) — M temos que pela
definicio y é de classe C* se para cada p € R pudermos achar cartas (U, @) em (a, b) tal que
p € Ue (V,y) em M tal que y(p) € V tal que oy o ¢! é de classe C*. Porém a carta
(U, @) pode ser tomada como U = (a,b) ¢ = Id, donde precisamos apenas verificar que:

Yoy:(ab)— YPV)
é uma fungio C*

A partir de agora, uma aplicacdo ser diferencidvel serd sindbnimo de ser C*.

Gostarfamos de introduzir o conceito de espago tangente a uma variedade M.
Uma das formas de fazer isso é pensarmos em uma curva y sobre essa variedade.
Quando imaginamos uma variedade como a esfera S?, é intuitivo que ao passar
em determinado ponto p o vetor y’(p) tangéncia a esfera, e portanto faz parte de
seu espaco tangente. A forma mais natural de trazermos essa curva para o R",
quando a variedade ndo estd imersa 14, é utilizando as cartas da variedade M.
Surgiu assim a idéia de, dada uma carta ¢ , associar duas curvas y; e y» tal que
11(0) = v2(0) = p € M, ao valor da derivada (¢ o y1)'(0), (¢ o v1)'(0). E facil ver que
esse valor ndo depende das cartas, e assim poderia-se definir o espaco tangente
como a classe de equivaléncia de curvas. Essa construgdo existe; no entanto, outras
defini¢bes equivalentes e mais faceis de trabalhar apareceram.

Deixaremos de trabalhar com classes de equivaléncia de curvas para trabalhar-
mos com a derivada direcional de funcées da variedade com valores reais. Para
o conceito de derivada direcional aparecem novamente as curvas, de forma que
a idéia continua sendo parecida. Se (¢ o y1)’(0) = (¢ o y2)'(0) essas curvas dardo
origem a mesma funcdo, como é possivel observar a partir da defini¢do abaixo.

Definicao 3.10. (Vetor tangente) Sejam M uma variedade diferencidvel. Uma
aplicagdo diferencidvel a : (—€,€) — M é uma curva diferencidvel em M. Suponha
a(0) =p e M,esejaD(M) = {f : M — R: f édiferencidvel } O vetor tangente a curva
em t =0 é a fungdo a’(0) : D(M) — R dada por: &’(0)f = @h:o-

Definicao 3.11. (Espac¢o Tangente) Sejam M uma variedade e p € M. Definimos o
espago tangente a p, denotado por T,M como o espago vetorial dos vetores tangentes

ap.
A dimensao de T,M fica determinada através de um isomorfismo com o R".
Novamente usaremos uma carta ¢ : U C M — R" e definimos:
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dp), : T,M — R"
0=a/(0) = (poa)(0)

De fato, dado v = (41,42, ...,a,) € R" se considerarmos as curvas @,'(t) =
gol.‘l(alt, at, ..., a,t, ..., 0), entdo (¢ o ¢,)’(0) = v. Mostrando que a funcdo é sobre-
jetiva. Para ver que dg, é injetiva vejmos que se (¢ o a)’(0) = (¢ o §)’(0) entdo
(f o)’ (0) = (f o B)'(0) para toda f € D(M). A saber:

(fea)() =(fop topoay(0)=(foe™)((poa)0)(poa)() =
(fop™) (97" o B)O))(p o B (0) = (f o ) (0)

Assim a’(0) + p’(0) é a imagem inversa de (¢ o (a + f))’(0).

Vamos construir uma base para T,M, chamada base coordenada.

Sejap umacartap: UCM — R"

Considere x; : t — ¢71(0,...,0,t,0,...,0), com f na i-ésima posi¢do. x; é uma
curva chamada curva coordenada, para todo i = 1,2, .., n. Queremos mostrar que
o conjunto {x/(0) : i = 1,2,...,n} ¢ uma base para T,M. Note que:

x/(0) : D(M) — R
f = (f oxi)(0)

Denotaremos também x/(0) = %Ip ou simplesmente a% se ndo houver risco de
confusdo.

Queremos expressar qualquer vetor tangente como combinagao de vetores x;(0).
Para utilizarmos a regra da cadeia utilizaremos a carta ¢ e sua inversa ¢~ com
objetivo de obtermos fungdes em R". Temos que dada f € D(M), fop™ : p(U) —» R
e também:

poa:R—R"
t = (x1(8), ..., xu(1))

entao:

?O)f = L(fop™ opoieg = Lf 0 7 (1(t), ., xa(®))hoo = Ly ¥/ O)(E5) =
(T x/ONE)f

Logo o vetor tangente ou a aplicacdo a’(0) pode ser escrito apenas em termos
nas aplicagoes x/(0) :

o(0) = X, x(0)(2).

Mostrando assim que de fato temos n vetores tangentes como base do espaco.

Observacao: Dada uma variedade M e um atlas {U%, ¢*},, se p € U, chamare-
mos de curvas coordenadas as curvas x{ : t ()74, ...,t,...,0). com t na i-ésima
coordenada.
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Exemplo 3.12. (Fibrado tangente) Seja M uma variedade de dimensio n. Chamamos
TM o conjunto de todos os espagos tangentes |,y TpM. Podemos ver um ponto em TM
como um par (p,v) onde p é um ponto de M e v é um vetor tangente a esse ponto. Sendo
assim hd uma projecdo natural:

¢:TM - M

(p,0) > p.

Gostariamos de ver TM como uma variedade diferencidvel. Ao mesmo tempo introduzire-
mos TM como espago topoldgico, utilizando para isso a topologia induzida pelas cartas que
definiremos.

Seja {U,, x,} um atlas maximal de M. Denotamos as coordenadas de U, por (x{, ..., x;;)

e as bases de cada espago tangente a p € U, por {35, ..., 7= .
1 n
Para cada a € A, definimos:

Yo : Uy XR" = TM
(X% ey X8, U1, ey Uy) > (X (X, oy X8), T U 5%)

Gostariamos de mostrar que (TM, U ,(Uy, Ya)) é uma variedade difencidvel.
Como {%Ip, ey %Ip} é uma base para TM, p € U,, é claro que | J, y,((Uy X R") = TM.
1 n

Também é claro que vy, é uma bijecdo. Também y, é automaticamente um homeo-
morfismo, jd que a topologia em questdo é a topologia induzida pela familia de fungdes
{Yala-

Assim basta verificarmos os mapas de transicio. Seja (p,v) € y,(UaxR")Nyg(LgxIR").
Entdo:

(pr v) = (xa(qa)/ dxa(v,)) = (xﬁ(qﬁ)l dxﬁ(vﬁ))

Onde q, € Uy, qp € Ug e v,,0 € R".
Entdo:

Ys' © Yaldas Va) = Y5 (¥a(qa), dxa(0a)) = (5" © Xa)(qa), d(xp © Xa)(0a)).

-1

Agora, recorrendo ao fato de | ,(U,, x,) ser um atlas, temos que (o

e d(xp o x,) também o é.

ox,) é diferencidvel

Proposicao 3.13. Sejam M, e M, duas variedades de dimensio n e m respectivamente e
¢ : My — M, uma funcio diferencidvel. Para cada p € M e para cada v € T,M escolha
uma curva diferencidvel o : (—€,€) = M; com a(p) = 0 e a’(0) = v. Seja p = ¢ o a.
Defina a fungio:

dpp : TyMi = Top)M,
v = do(v) = f(0)
Entdo do, é linear e ndo depende da escolha de a.

Demonstragio. Sejam ¢; : U C My —» R"e ¢, : V. C M, — R" cartas, tais ques p € U
e @(p) € V.Sendo q = (x1, x, ..., x,,). Podemos escrever:
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P20 @ o H(q) = (Y1(X1, oo Xn), ooy Yi(X1, oeny X))

Yi, oy Y : U — V.
Por outro lado também podemos podemos expressar os elementos de U utili-
zando a e a carta )y :

1 0 alt) = (x1(1), ..., xu(t)

Compondo, temos:

Py 0 B() = (1 (ra (), s Xu(1)), s Yul2(B), --os Xn(H))
E portanto:

B(0) = (L1 Z22(0), ..., Ly 22x/(0)

O que mostra a independéncia de p’(0) com a.
Também podemos escrever:

B'(0) = depy(0) = (GH()

i=1, 2 =12,
Onde - s30 os elementos de uma matriz mxn e x] indica uma coluna com n

elementos Entao d¢, é uma aplicacdo linear de T,M em T, M.
O

Definicao 3.14. A aplicacdo linear dg, é chamada derivada de ¢ em p.

Definicao 3.15. Um campo vetorial em uma variedade é uma fungdo diferencidvel
F:M— TMtal que ¢ o F = [ em que

¢:TM —-> M
(p,0) = p-
Se f € D(M) chamamos de derivada de f ao longo do campo X a aplicagdo:
X(f): M - R
p= %f(?’(t))h:o
em quey : I C R — M é diferencidvel e tal que Ly (t) = Xy e p = y(0).
Definicao 3.16. Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel onde cada
espaco tangente TpM é munido de um produto interno g, que variam suavemente,
no sentido de que, para quaisquer campos vetoriais X e Y
g:M-R
p = &(X(p), Y(p))

E uma funcdo C®. A funcio g:p € M g, é uma métrica Riemaniana em M.
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Exemplo 3.17. (Métrica induzida por imersoes) Sejam M uma variedade de dimensdo
nef: M — R™ uma imersio, ou seja, f diferencidvel e sua derivada df, : T,M —
TrpR™ =~ R™* ¢ injetora para todo p € M. Entdo podemos definir uma estrutura
Riemanniana em M da seguinte maneira: g,(u,v) = {(df,u,df,v) para todo p € M,
u,v € T,M. Em particular como f ¢ injetiva g, é positiva definida e temos um produto
interno para cada ponto. Dados dois campos vetoriais X e Y em M gostariamos que a
fungdo

g:M—->R
p = df,X(p), df,X(p))

fosse diferencidvel. Isso é verdade porque essa fungdo pode ser decomposta em fungdes C*.
O produto interno em R" é uma fungido C* assim como a derivada de f é diferencidvel. S
A mesma coisa pode ser feita para uma variedade Riemanniana N no lugar de R,

Exemplo 3.18. (A métrica em S*) Consideremos a inclusdo da esfera em R* da maneira
candnica: I : $* — R® a identidade restrita a S*.
Consideremos a parametrizagdo:

¢:(5,5)X(-m,m)C R? — §?
(0, ) = (sin(0) cos(g), sin(0) sin(p), cos(0))

Entdo analogamente ao exemplo anterior, podemos induzir na esfera uma métrica g a
partir da métrica euclidiana em R3, chamada métria padrio ou usual em S>.

8p(u,v) = (dl,(u), dI,(v))
Utilizaremos entdo nosso conhecimento sobre derivagio de fungoes entre variedades.
de . TPM1 - T[(p)Mz
v B(0) = ([0 ) (0)
onde a’(0) = v.

Para determinarmos essa forma bilinear usando coordenadas locais é conveniente saber-

mos onde a base do espago T,M é mandada por ela. Escreveremos essa base como: {45, %},

onde essa é a base do vetor tangente associada a parametrizagio ¢ com p € I¢ Entio:
dL(35) = (I o ¢)'(0)

Mas (I 0 @) (0) = Z—(g no sentido usual de R3.
Dai ficamos com

dpl(%) = (cos(0) cos(¢p), cos(0) sin(¢p), — sin(0))
Pelo processo andlogo, temos:

dpl(%) = (- sin(¢p) sin(0), cos(¢) sin(6), 0)
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$9(i d) = (1), () = 0
8o, ) = (dI(), dI(L)) = 1
gp(d({;/ d(p) = <d I(d(p) d I(d )> — San(e)

Ou seja, podemos representdr o produto interno em p pela matriz
1 0
A= [ 0 sin*(0) sz

3.3 Conexoes, derivada covariante e geodésicas

Para introduzirmos a idéia de conexdo, precisaremos trabalhar com bases para os espagos
tangentes. Daqui para frente trabalharemos frequéntemente com campos.
Note que, na definigiio anterior tinhamos que £ como a derivada da curva coordenada,

associada a sua carta (U, ¢) em M. Na verdade podemos escrever a definigio anterior como:
% :DM) - R

f o (fox)(0)

em que x; = ¢ Y(0,...,t,..,0) com t na i-ésima coordenada, é a curva coordenada
associada a uma carta Qe xl(O) p. podemos escever: (f ox;)’(0) = (foptogpox;)(0) =

(f o 9™ (@ 0 1)(0), (9 0 1) (0)) = {(f 0 ™Y (9(p), (O, ., 1,...,0)) = L (gp(p)

9 :
Logo podemos pensar ZZ- como:

=) : DM) - R

f o 220,

em cada p € M. Podemos, entdo, ver

U —->TM
8x, -

d
')

como um campo vetorial localmente definido. Em principio, aixi é um campo definida
locamente em U. Algumas vezes utilizaremos propriedades que sé estardo definidas para
campos definidos em toda a variedade. Por isso é interessante falarmos na extenssio desse
campo para toda variedade.

Extensoes de campos sio feitas utilizando uma ”bump function” cuja existéncia é
provada em [14]. Por deﬁnigao dizemos que f é uma "bump function” para um ponto
p € U, com relagio ao campo -~ : U — TM entdo f € C*(M) = D(M), f = 1 para um
aberto V.C U, p € V,ealém dzsso o suporte de f estd contido em U. Seja f entdo com essas
propriedades. Defina Z : M — TM por:

Ziq)=0€T,M,g¢ UeZlq) = f(q)ax,qell
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Entdo Z; é um campo, cuja restrigio a V é %. E claro que Z; é diferencidvel.
Usaremos constantemente a notagio % simbolizando, na verdade Z;.

Definicao 3.19. Seja c : I € R — M uma curva. Dizemos que V é um campo ao
longo de cse: V : I C R — TM for tal que V(t) € T,y»M, YVt € I Dada uma carta
Py U C M — R" em que Ic € U podemos escrever V como:

V() = L Vilh) 7 (c(h))

EmqueV;:I - R
Dizemos que V é diferencidvel se V; é diferenciavel para todoi=1,2,...,n.

Quando estudamos geometria de superficies, dada uma superficie S C R3 e um campo
V, a maneira de definir derivagio é utilizando a derivada usual em R® e projetando-a no
espago tangente. Se quisermos definir esse conceito em variedades nio podemos utilizar a
derivada usual.

O que faremos a partir de agora é motivado por definirmos a nogio de derivada para
um campo ao longo de uma curva. Para isso utilizaremos uma definigio bastante abstrata,
a de conexdes. A idéia por trds dessas definicbes é a de definir uma maneira natural de
transportar vetores de um espago tangente a outro, para que possa fazer sentido somar dois
pontos na imagem de V.

Seja Y(M) o conjunto de todos os campos vetoriais diferencidveis de uma variedade M
e D(M) o conjunto das fungoes em R de classe C*.

Definicao 3.20. Uma conexdo afim em uma variedade diferencidvel M é uma funcao:
V:YM) X Y(M) = Y(M)
(X,Y) = VxY
satisfazendo as seguintes propriedades:
1. VixpoyZ = fVXZ + gVyZ
2. Vx(Y+2Z) =VxY + VxZ
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

VX, Y, ZeY(M)eVf,ge€DM)
Onde X(f) denomina a derivada de f com relagdo ao campo X.

Observagdo: A conexdo afim é um conceito local, no sentido que para calcular VxY (p)
precisamos apenas do valor de X(p) de X em p e de Y em um aberto U C M, tal que p € UL

Para demonstrar isso, comecemos verificando que dados dois campos Y1 e Y tais que
Y, =Y, em um aberto U C M,, p € U entdo VxY1(p) = VxYa(p). Seja W = Y1 =Y,
de modo que W = 0 em U Seja f : M — R uma "bump function,” ou seja, fungio
diferencidvel tal que f = 1 em um aberto V.C U, em quep € V, e f = 0 fora de U. Entdo
fW = 0. Pela propriedade (2) inferimos que: Vx(fW) = 0. Por outro lado

Vx(fW) = fVxW + X(f)W = Vx(fW)(p) = VxW(p),
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e portanto: VxW(p) =0

Fazendo o mesmo processo para cada p € M, temos que a conexdo depende apenas do
valor do campo Y em um aberto.

Agora veremos a afirmacio mais especifica de que VxY(p) depende apenas do valor de
X no ponto p. Escrevendo os campos X e Y em coordendas, a partir de uma parametrizagio
x:UcM — R", emtorno de p, temos:

X(p) = Li Xip) (), Y(p) = Zij(p)%(p)

Estamos descrevendo o campo localmente, faremos novamente uma extensio para que
possamos aplicar as propriedades de conexdo. Essa extensio depende novamente de uma
"bump function” f, e como anteriormente: f =1 em V C U e suporte de f estd contido
em U. Seja entdio a extensdo x; : M — R definida por:

Xi(q) =0,q ¢ UeXi(g) = f(9xi(q), g€ U

E entio: X(q) = ZiZ(q)a%(q), Vg € M. lembrando que jd estamos considerando aix,'
estendido.

O mesmo pode ser feito com Y. Por simplicidade, novamente, continuaremos denotando
X e'Y em coordenadas. Agora sim, utilizando as propriedades de conexdo:

Vv, leax zxva(zY]ax)—zljxyvaax+zuxlax(j)aix]_.

iY

Nesse ponto, para facilitar a notagdo e podermos evoluir nos cilculos, introduziremos
aqui os simbolos de Christoffel.

Definicdo 3.21. (Simbolos de Christoffel.) Escolhida uma cartax: Uc M — R”
podemos escrever:

2 _ k 0
Entao Fi.‘]. : M — R sado fungoes diferenciaveis chamadas simbolos de Christoffel.

Reescrevendo com os simbolos de Cristhoffel temos:
— d d
VxY = L XY L U e + X Xige Yi)ax,
e trocando j por k no segundo somatério finalmente obtemos:
VxY = Zk(Zl ] Xi Y rk + X(Yk))

Isso mostra que VxY (p) depende apenas do valor de X de ponto p jd que do lado direito
da igualdade ndo aparece a nenhum coeficiente relacionado a derivada de X. A saber VxY
depende apenas de Xi(p), Yi(p) e X(Yx)(p), donde VxY depende do valor de Y ao longo de
uma curva tangente a p.

E também interessante observar que um exemplo de conexdo em um espago euclidiano
é a derivada usual, que encontra-se representada pela por: ) X(Yk)aixk. Dessa forma os
simbolos de Cristoffel podem ser vistos como uma “corregio” desta derivada de acordo com
a conexdo dada.
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Apesar da definigdo abstrata, o que estamos definindo fica mais claro a partir da proxima
proposigio, que visa a relacionar a nogio de derivada de um campo V ao longo de uma curva
a idéia de conexdes afins. Basicamente a cada conexdo poderemos associar uma nogio de
derivada para V, que chamaremos sua derivada covariante. A relagdo entre esses dois objetos
estd em podermos ver um campo vetorial restrito a imagem de uma curva ¢ como um campo
ao longo de uma curva e relacionar entdo a conexdo deste campo com relagio ao campo ¢’ a
sua derivada covariante, como mostra a terceira propriedade da proposicdo sequinte.

Proposicdo 3.22. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Existe
uma tinica correspondéncia que associa um campo vetorial V ao longo de uma curva
¢ : I — Ma outro campo vetorial B a cada c tal que:

1 DV + W)= DY 4 DV vy WY(c)

d
2. D(fv) = Lv 4+ FBV vV e Y()Vf € D(M)
3. Se V() = Y(c(t)) entdo 57 = VY, Vtel emqueY € Y(M)
Essa correspondéncia é chamada derivada covariante de V ao longo de c.

Observe que (3) faz sentido pois, como jd vimos, VxY depende apenas do valor de X no
pontop € M

Demonstragio. Primeiramente provaremos que se a derivada covariante existe ela
é tnica. Sejax : U ¢ M — R" uma carta com c(I) N U # 0. Podemos escrever
V(t) = £,;vi() % (c®).

Da primeira e segunda propriedades podemos inferir que:

aoc

dt

DV _ dvl 9
at j dr ox; oc+ Y, vl

xoc(t) = (x1(t), ..., xx(t)), entdo utilizando a terceira propriedade, e os simbolos
de Christoffel, vem

DV dvl 0 dx;
=7 _ Lol(TF ) (—=—
= s c+Z - (r* oc) (3.1)

0 que mostra a unicidade de Z¢

Para demonstrar a existéncia, defmlmos Y em U por 3.1 E claro que 3.1 possui
as propriedades de derivada covariante. Para provar que esta definigdo independe
da escolha de coordenadas escolhemos outra carta y : W ¢ M — RR” tal que
WnUu+0,as definigf)es através de x e y sdo, na verdade, a mesma definicdo em
WNU pela unicidade de 2 em x(U). Segue entéo que a definigao pode ser estendida
para toda a curva M (utlhzando um conjunto de cartas cobrindo a imagem de c), o
que conclui a demonstracao.

O

Definicdo 3.23. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando
BY =0 paratodou el

Em coordenadas (3‘971, -2, um campo vetorial V ao longo de c ser paralelo significa

que:

* dxy
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0="57 =%, SOF ) + Ly FOIOV 2 ()

Escrevendo V 2 =2, em termos dos simbolos de Christoffel, e trocando j por k na primeira
x; U]

soma, ficamos com:

= Yl &() + X, o/ () SO () 14

Com isso estamos em condigdes de provar a existéncia de um campo de vetores paralelo
ao longo de uma curva c, como diz a proxima proposigio.

Proposicdo 3.24. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Sejam
¢ : I = M uma curva diferencidvel em M e Vy um vetor tangente a M em c(ty), to € I (ou
seja, Vo € Teu,)M). Entdo existe um tinico campo de vetores paralelo V ao longo de c tal
que V(ty) = V. V(t) é chamado o transporte paralelo de V (t) ao longo de c.

Demonstragio. Primeiro nos preucuparemos com o caso mais simples em que c(I) C
U parauma cartax : U C M — R". Seja x(c(t)) = (x1(t), ..., x4(t)) a expressdo local de

c(t) e seja Vo = X; 0, X onde X; = i,- (c(to)). Suponhamos que existe um V sobre ¢
que é paralelo ao longo de ccom V(ty) = Vj entdo, escrevendo isto em coordenadas:

= OF = Y& (t) + L, 0 (O BT (1))
logo temos o seguinte sistema de EDO’s
0=+ YTt (cHOiDZi(t), k=1,2,..,n

Note que os simbolos de Christoffel sdo dados, associados a conexado V e que x;(t)
também é dado, associado a curva c. Entdo temos um sistema linear de equagdes
diferenciais de primeira ordem. Podemos, entdo utilizar, entdo, os teoremas de
existéncia e unicidade para EDO’s de primeira ordem. Em particular dada uma
condicdo unicial v*(ty) = v’g temos uma tnica solugdo. Dai segue entdo a existéncia
e unicidade de V.

No caso em que c¢(I) ndo estd contido na imagem de nenhuma parametrizagéo,
sabemos que para todo t; € I o segmento c[t,t;] C M pode ser coberto por um
numero finito de vizinhangas coordenadas (imagens de parametrizagdes) para
as quais V pode ser definido como na constru¢do acima. Como cada uma das
defini¢des é unica, ndo temos problema com as que eventualmente coincidirem
nas intersecgdes, e portanto podemos definir V para [y, t1].

O

Para o que fizemos até agora ndo foi necessdria a defini¢do de variedade Riemanniana. A
pegunta natural agora é como contruir uma conexdo afim em uma variedade Riemanniana.
Introduziremos, entdo, uma nogdo de compatibilidade entre uma métrica e uma conexao.

Definicao 3.25. Compatibilidade entre métrica e conexdao. Sejam M uma varie-
dade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma métrica Riemanniana (,). A
conexdo é dita compativel com a métrica g = (, ), se:

Para enunciarmos o teorema de Levi-Civita precisamos da definicdo de uma
conexao simétrica.
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Definicdo 3.26. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita
simétrica quando:

VxY = VyX = [X, Y] para todo X, Y € Y(M).

Teorema 3.27. Levi- Civita. Dada uma variedade Riemanniana M existe uma iinica
conexdo afim V em M satisfazendo as condigdes:

1. V é simétrica.
2. 'V é compativel com a métrica Riemanniana.

Esta serd chamada conexio de Levi-Civita ou Riemanniana de M.

Demonstragio. Primeiramente suponhamos que tal conexdo V exista. Entéo:

XY, Z) =(VxY, Z) + (Y, VxZ) (3.2)
Y<Z/ X> = <VYZ/ X> + <Z/ VYX> (33)
Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY) (3.4)

Somando 3.2 e 3.3, subtraindo 3.4 e ainda utilizando a simetria de V, segue que:
XY, Z) + Y(Z,X) = Z(X,Y) ={[X, Z], Y) + [V, Z], X) + {[X, Y], Z) + 2(Z, Vy X).

Isolando, obtemos a identidade de Koszul

(Z,VyX) = %{XQ/,ZHY(Z, X)=Z(X, V)X, Z], Y)=([Y, 2], X) =([X, Y], Z)}. (3.5)

Mas entdo, por Z ser arbitrdrio e sabermos o valor de (Z, VyX) para todo o Z,
sabemos da élgebra linear que VyX esta totalmente definido. Isso prova que caso
V exista, ela sera tnica.

Novamente, para mostrar a existéncia, definiremos V por 3.5, é, entdo, claro
que V possui as propriedades que queriamos.

O

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica (,), x : U ¢ M — R" carta
local e p € U. Sendo que g;i(p) = aixi(p), =2 (p)),. De identidade de Koszul, temos
que: ]

2 rf]»glk = %{,;%gjk + %}.gki - gixkgij}

Escrevemos (¢") para inversa da matriz (gx,) e temos

=3 L g + #8u — #8118

Sendo essa a expressdo cldssica para os simbolos de Christoffel, em termos da
métrica.
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Definicdo 3.28. (Geodésica) Uma curva y : I — M é uma geodésica se & %) = 0. Se
[a,b] cCIey:1— M éuma geodésica, a restricdo de y a [a.b] é chamada geodésica
ligando y(a) a y(b).

Vamos deduzir as equagdes locais satisfeitas por uma geodésicay : I — M Dada
uma carta xo = (U, x) em torno de y(to), ty € I descrevemos y em U por:

y(#) = (x1(), ery Xu(8))-

Entdo y serd geodésica se e somente se:

D dy d>x* dx; dx 8
‘%E)‘;{dtz Z i ar dtak °¢ (36)

Temos o sistema de equagdes de segunda ordem:

d2xk dx; 4% _ _
T+l O EFE =0, k=1.n.

3.4 Resolucao do problema

Por simplicidade, consideraremos a variedade M como um aberto de R". De
fato, algumas variedades ou grande parte delas, podem ser vistas através de apenas
uma carta, como a esfera menos um ponto, por exemplo. Entretanto, é claro que,
se limitamos nossa andlise a apenas uma carta, o resultado pode ser diferente do
que considerando a variedade inteira. Nesse sentido o resultado que obtemos é
local.

Vimos neste capitulo que uma geodésica em uma variedade Riemanniana y
escrita localmente como circy = (x1(t), x2(£), ..., x,(t)) onde x : U C M — R" é uma
cara local, deve cumprir o sistema de equagdes

dx;
T+ L, TS T =0, k=11

Esse sistema foi deduzido em 3.6. Fi.‘]., sdo dados, chamados simbolos de Ch-
risthofell, que representam informacdes sobre os campos V 2 2.
X; ]

Veremos esse sistema como um operador para cada coordenada, para isso
denotaremos C¥[0,1]" = {f : [0,1] — R" : f € C*}, é claro que se f € C*[0,1]" entdo
f' € CM[0,1]. E facil ver que C¥[0,1]" é de Banach com a norma SUP; ¢t ref01] IF' ()l
Nesse espaco considere o subconjunto V = {f € C*[0,1]" : f([0,1] c U} em que
U c R" é um aberto.

Afirmacao V é um conjunto aberto.

Gostariamos de ver que V é aberto. A demonstracdo é simples. Seja fy € V.
Seja f; uma componente de f;. Entdo como f] esta definida em um subcon]unto
compacto, sabemos que existe sup f,(x) = 2 e também sabemos que a projecao p'(U)
é um aberto de R. Como p'(U) é uma unido enumeravel de intervalos, podemos
imaginar, sem perda de generalidade que U é um intervalo. Entdo a € p'(U) e
a < sup{p'(U)}. Seja €; = sup{p'(U)} — a. Entdo se sup|f' — fi| < e é claro que
f([0,1]") C p'(U). Assim, aplicando 0 mesmo para cada componente de f e tomando
€ = min{e;} temos que se ||[f — foll <€ = f € V, 0 que prova a afirmacao.

Definiremos um operador
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P:V - C0,1]"

dfl afl g dfr dff
fH(dtZ 1] z](f dtd_i""’T 1] z](f)dt dt

Queremos um operador que dada uma func¢do nos dé as informacgdes ne-
cessdrias para sabermos se f é uma geodésica e que também nos diga que pontos
f esté ligando. Isso porque pensando em nosso objetivo final, queremos um ope-
rador invertivel, para o qual dados dois pontos na variedade possamos inverté-lo
e achar a geodésica que os liga. O operador a ser considerado é, portanto:

B:V cC?0,1]" = C°[0,1]" x R" x R"

f = (P(f), £(0), f(1))

Verifica-se facilmente que B é diferencidvel e que sua derivada em f € V é dada
por

DB(f)h = (DP(f)h, h(0), h(1)), Yh e C?[0,1]"
Onde:

{DP(f)h}i : C2[0,1] — C°[0,1]

i j Jar. i gk
o G T 2T T+ T S

Provaremos que DB(f) é Fredholm de indice 0.

Aqui entra uma hipétese importante. Vamos supor que existem pontos a,b €
U c R” tal que exista uma geodésica f ligando a e b. Supomos que f ndo possui
pontos conjulgados, (ver apéndice, sessdo 1).

Queremos, entdo, olhar para o operador num todo como a soma de um operador
Fredholm de indice zero a um operador compacto, o que mantém o indice do
operador, como vimos no segundo capitulo, teorema 2.43.

Primeiramente observemos o operador:

D?: C[0,1]" — C°[0,1]" x R" x R"
hw (h”, h(0), h(1))

O nucleo desse operador sdo as fungdes h € C?[0,1] tal que: h” = 0, h(0) =
0, k(1) = 0 = h = 0 (nacleo trivial). Donde dim(N(T)) = 0. Por outro lado, é fato
que esse operador linear é sobrejetivo, pois se g € C°[0,1]" sejam: f(y) + Ky =
foy g(x)dxeh(z)+K; = foz( f(y) + K1)dy, escolhendo apropriadamente K;, K, teremos
que D(h) = (g, 8(0), g(1)). Portanto, D* é homeomorfismo linear (pelo teorema da

aplicacdo aberta), e em particular é Fredholm de indice 0.
O préximo operador a ser observado é:
D': C?0,1]" - C°[0,1]" x R" x R"
hw (W,0,0)
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Este operador é compacto, ja que dada uma sequéncia {i,} c C?[0,1]", tal que
Inyllcz < K, entdo como supyepoq)llhy (x)Il < K Vn € N, temos, pela desigualdade do
valor médio,

Ih,(x) = h, ()| < Klx—yl,elllllc <1, VnelN, Vx,ye[0,1]

Nessa situagdo podemos usar Arzeld-Ascoli para concluir que existe subsequéncia
convergente em C[0, 1]" para (h;,), concluindo que o operador D é compacto.

Sabemos do primeiro capitulo que a imersédo i de C?[0,1]" em C°[0,1]" é com-
pacta. Se ¢ € C°[0,1]" entdo o seguinte operador:

M: C2[0,1] — C°[0,1] x R” x IR
h e (¢.1,0,0)

também o é. A saber se tivermos uma sequéncia {h,} ¢ C?[0, 1], com ||i,[lcz < 1
existe subsequéncia h,, convergente em C°, h, +— h (Dada pela compacidade da
imersdo). Segue entdo que (¢h,x)nen também converge. (||ph,, —phll < [|PlI([|h,, —hl)).

ark.
Escolhendo ¢ como sendo ¢(t) = }.;; —- (lf) (3] i (3] iif; (t), podemos introduzir M
como dado por:

fafaf
( ) (21] Bxl dr dr hl 010)

Entdo para provar que M(h) é compacto, basta vermos que ¢ € C°[0, 1] De fato,
lembremos que l“fj é dado pelo campo V r aix]-/ de maneira que:

\ £ o) (P) Yk Z(P)axk(P)

Como por defini¢do: V r - ¢ um campo de classe C*, entdo l"i,‘]. :McCcR"—> R,
X; ]
é diferenciavel. Como f € C? é fato que a composigdo l"f].( f) é continua. O mesmo
vale para a derivada em relacdo a qualquer coordenada, ja que o campo é C*.

Por altimo definimos:
M :C[0,1] x R* x R" — C°[0,1] x R" x R"

dfi
(h,a,b) = (L;; 2T % 8,0,0)

Entdo (M’ o D’) € uma composicdo de operador continuo com operador com-
pacto, portanto compacto.
Juntando todas essas informacgdes temos:

DB(f)(h) = D*(h) + (M’ o DY)(h) + M(h)
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Temos entdo a soma de um operador de Fredholm de indice zero com dois
operadores compactos o que implica que DB(f) é Fredholm de indice 0, e portanto
podemos usar a alternativa de Fredholm.

Provemos entdo que DB(f) é injetiva. Sabemos que f é geodésica sem pontos
conjulgados. As solucdes de: DB(f)h = 0, sdo os chamados Campos de Jacobi.
Sabemos que se f ndo possui pontos conjulgados entdo a tinica solugdo para este
campo é a solugdo i = 0, (Ver Manfredo “Geometria Riemanniana” ,[3], pag. 129.)
dai segue que DB(f) é injetiva.

Com esse resultado em maos sabemos que existe uma vizinhanga Vo X W; X W, C
C0,1]" x R" x R" contendo o ponto (0,4, b), tal que B é um difeomorfismo. Sendo
assim, sabemos que para quaisquer potnos 4’ € W; e b’ € W, existe geodésica
B1(0,a’,b’) de classe C* ligando a’ a b'.
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Capitulo 4

O Problema de Plateau

4.1 Apresentacdo do Problema

O conhecido problema de Plateau é o problema de, dada uma curva de Jordan
J € R® encontrar a superficie de drea minima com essa fronteira. O problema de
Plateau pode ser abordado num contexto de Cdlculo Variacional. Daremos aqui
uma visdo em termos de EDP’s para essa problema.

Consideraremos uma func¢do f do disco D ¢ R? fechado unitdrio em R. A
fronteira a ser considerada seré o grafico de f|;p em R* Consideramos o operador
(com 0 < a < 1 fixado)

P: C**(D) — C*D)

fe Q0+ fyz)fxx = 2ffyfye + A+ Dy

A equacdo diferencial (1+ f,,) fix = 2f« fy fyx + (1 + fix) fy = 0 é condigdo necessério
para que f tenha drea minima.
Temos também o operador:

B: C**(D) — C*(D)® C**(dD)
(f = P(f), flo)

Gostarfamos, portanto, que o operador B fosse invertivel nos pontos da forma
0 ® g. Inicialmente investigaremos o operador derivada:

DB(f)h = DP(f)h @ hygp  f,h € C**(D)
em que, dada f € C**(D),:

Dp(f)h - (1+f;)hxx_2fxfyhxy(1+f33)hyy+2(fxfyy_fyfxy)hx+2(fyfxx_fxfxy)hy- Vh e C** (D)

Queremos ver que DB(f) é um homeomorfismo linear, e isso envolve, clara-
mente, um estudo sobre o tipo de equagdo diferencial que ela se encaixa, veremos
na resolucdo do problema que DB(f)h = 0 é uma equagdo diferencial eliptica. Para
ficar mais facil de trabalharmos com ela, dividiremos nosso esfor¢co em duas partes,
e trabalharemos apenas com a parte principal; o restante sera trabalhado com a
teoria de operadores compactos.
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Buscamos, portanto, resultados que mostrem a bijetividade do operador:

A : C**(D) — C*(D)® C**(dD)
h - ((1 + fyz)hxx - 2fxfyhxy(1 + fxz)hyyr hlaD)

para uma f € C>¥(D) fixada.

Além disso, também provaremos que B é injetiva, e sobrejetiva em para os
pontos da forma 0 @ g. Vamos estudar uma série de resultados técnicos em EDP’s
elipticas que nos auxiliardo na resolugao de nosso problema.

4.2 Equacgodes diferenciais parciais Elipticas, estimati-
vas para o caso linear.

Definicao 4.1. (Equacdo diferencial linear eliptica de segunda ordem)
Uma equagdo diferencial do tipo:

al(x)Diju + b'Diu + c(x)u = f,

em que a’,l',c e f sdo fungdes dadas, é dita uma equagdo diferencial linear
de segunda ordem. Os indices i, ] quando colocados em cima e embaixo suben-
tenderdo uma soma nos mesmos. Muitas vezes veremos essa equagdo como um
operador linear L tal que:

Lu = a’(x)Djju + b'Diu + c(x)u.

Se u pertence a um espaco de fungdes definidas em um aberto QO € R” o
operador L ¢é dito eliptico se para todo x € Q a matriz de entradas [a”(x)] for
positiva. Equivalentemente se para A(x), A(x) denotando 0 minimo e 0 maximo
dos autovalores de [a7(x)], :

0 < AW)IEP < all(x)&&; < AX)IEP

para qualquer & = (&, ..., &) € R" = {0}.
Se existir um ndmero A, tal que: A > Ay > 0 entdo L é dito estritamente eliptico.

O problema de Plateau nos apresenta uma equacdo linear (derivada da fungdo
B) ndo muito familiar. Para provar que esse operador linear é invertivel, precisare-
mos de um pouco de conhecimento em equagdes lineares elipticas e estritamente
elipticas.

Comecaremos essa capitulo estudando o chamado método da contuidade, um teo-
rema que utiliza apenas Anélise Funcional. Nosso objetivo é deixar a solubilidade
de um problema do tipo: Lu = f em que L é linear e estritamente eliptico, em
fungdo da soluvabilidade do problema Au = f, para o qual existem métodos de
solugdo, que podemos estudar posteriormente.

Teorema 4.2. (Método da continuidade) Seja X um espago de Banach, Y um espago
linear normado e sejam Ly, L1 : X — Y operadores continuos de X em Y. Paracadat € [0, 1]
temos:
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L= (1-1)Lo+tL
Suponha que existe constante C > 0 tal que:
llxllx < CliLexlly, ¥t €[0,1].
(C independe de t.) Entdo L, é sobrejetivo se e somente se Ly é sobrejetivo.

Demonstragio. Suponha que L, é sobrejetivo para algum s € [0,1]. Por 4.2, L, é
bijetivo e sua inversa L;! : Y — X existe pelo teorema da aplicagdo aberta. Para
t€[0,1] ey € Y, aequagdo Lix = y é equivalente a:

Lix)=y+(Ls—L)x=y+ (t —s)Lox — (t —s)Lix

O que por sua vez é equivalente a:

x=L"y+ (t—s)L; (Lo — Li)x (4.1)

Considerando a aplicagdo T : X — Y em que Tx = L'y + (t — s)L;}(Lo — Ly)x,
notemos que ela é uma contragdo se |s — #| < 6 = [C(||Lol| + [IL11[)] "
Logo pelo teorema do ponto fixo de Banach podemos resolver 4.1 para todo
t € [0,1] que satisfaz |s — t| < 6. Podemos, entdo, dividir o intervalo [0, 1] em subin-
tervalos abertos de tamanho 6. Como esses intervalos terdo interseccdo usamos o
mesmo principio para provar que L; é sobrejetivo para todo ¢ € [0, 1], em particular
parat=0,t =1.
O

Fazendo uso do teorema acima, dado L estritamente eliptico com certa regula-
ridade (a ser especificada) em seus coeficientes, em um aberto O C R", desejamos
considerar a curva:

Liu=tLu+(1-t)Au, 0<t<1,

em que L = L,, e provar que estamos nas condi¢des do método da continuidade
para que valha: L sobrejetivo & A sobrejetivo.

Provar que estamos nas condi¢ées do método da continuidade envolve varias
estimativas.Consideremos L definida em espagos de Holder. Queremos achar uma
constante C tal que:

lIxllcze < ClILex]lce

O dominio ) € R" também colabora nessas estimativas, devemos, portanto,
comecar a estudar a fronteira de Q e sua regularidade.

Definicio 4.3. Um aberto limitado Q em RR" é dito ser de classe C** (0 < a <
1, k> 1) se cada ponto x € JQ) existe uma bola aberta com centro em x B(x), e um
difeomorfismo ¢ : B — D C IR", D aberto tal que:

1. (BN Q) C{(x1,...,.xn) € R" : x,, > 0}
2. Y(BNJIQ) c DN{(xy,...,xy) € R": x,, = O}R”

3. € Ck4(B), ! € Ck4(D).
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Definicio 4.4. Um dominio Q tem porcao de fronteira T C dQ de classe C*“ se para
cada ponto xy € T existir uma bola B = B(xp) na qual as condi¢des de defini¢do sdo
satisfeitase BN JdQ C T.

Observagio: Note que um dominio limitado Q em R" é de classe C** se cada
ponto x € dQ) possui uma vizinhanga que pode ser vista como o gréfico de uma
funcdo f, : R"' — R de classe C**.

Sejam k, j,a,p tal que: j+p <k+ael <a < <1. Entdo, se 2 é um dominio
de classe C*?, entdo Q é também um dominio de classe C/#.

Muitas vezes ao trabalharmos com estimativas, é preciso definir alguma quanti-
dade que naturalmente aparece como uma boa estimativa, e assim acontece varias
vezes nas estimativas a seguir. Vdrias normas serdo definidas, pois estas apare-
cerdo como majorantes ou minorantes em desigualdades, mas nosso objetivo final
é voltar para a norma “usual” dos espagos C*.

Definicdo 4.5. Seja u € C"*(Q), definimos d, = dist(x,dQ) e dy, = min(dy,d,).
Definimos ainda as seguintes quantidades:

* * * * k *
[u]k’()/Q = [M]k/Q = Supx€Q,|ﬁ|:k d’;'Dﬁu(x)L k = 0/ 1/ eees |u|k’0’Q = |1/l|k/Q = Z]’:O[u]]‘,g;

* IDﬁu(x) D'Bu( )l * *
[} 0 = SUP, yeq - A e =l o = lul g+ [Ulkeo

Observagﬁo:[u];wlQ sdo seminormas em C"((). enquanto que |”|Z,a,Qf Iull*{”O,Q,
[ul; , o, 530 também normas em C**(Q).

Comecaremos as estimativas por um lema que sera bastante ttil, relacionando
as seminormas definidas acima.

Lema 4.6. Suponha j+p <k+a,emque jk=0,1,2,..e0 < a,p < 1. Seja Q um aberto
de R" e u € C**(Q). Entdo para todo € > 0 existe uma constante C(e, k, j) tal que:

[l < Cluloa + €[ul; (4.2)

ulis o < Cluloo + €elul; , o- (4.3)

Demonstragio. A demonstragao para estas desigualdades encontra-se no apéndice.
O

Para conseguirmos estimativas mais precisas, precisaremos, mais uma vez,
definir um conjunto de seminormas.

Definicdo 4.7. Seja f € C**(Q), seja p um nimero real, e k um inteiro, entao:
- gee P _ k+a+p |DPf(x)-DP f(y)l
f k0,Q f]k a = SUPreq p= vy D f()]; [f]k a0 = SUPy e p=k dyy YR

© _ 30 0. © L1 p®
it = S5l 100 = A0 + T

Observagido: [f] ,(fg o f],(f ) sdo seminormas em CK(Q), e | fl(p ) e | fl,((pc)k o S

normas em CF(QQ).
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Lema 4.8. Para toda f, g € C**(Q) verifica-se:
|fg|8:—1TQ < |f|8,a,Q|g|(T),a,Q
Em que o+t > 0.

Lema 4.9. Suponha Ly = A'Djju = f(x) em que AV € R,AY = AV, e [AY] é uma matriz
tal que existem constantes A, A tal que:

AIEP < ATEE; < AP, VE € R

Se Q é um conjunto aberto de R" seja u € C*(Q), f € C*(Q) satisfazendo Lou = f.
Entdo existe C = C(n, a, A, A), tal que:

* 2
uly , o < Clluloq + 1) o)-
Demonstragido. A demonstracdo encontra-se em ... O

O préximo teorema € parte essencial da solugdo final do problema, ele introduz
uma estimativa bastante forte, pois majora a norma C>* da solu¢do de uma equacao
do tipo Lu = f em termos da norma de u em C° e da norma de f em C%, que é o que
estamos buscando. A demonstragdo do teorema é bastante tecnica, e foi incluida
no apéndice pela importancia do teorema.

Teorema 4.10. Seja Q um subconjunto aberto de R, e seja u € C>*(Q) uma para a
equagao:

Lu = a’Diju + V'Dju + du = f

al, b, c € C*(Q), e f € C¥(Q). Suponha também que existem constantes positivas A, A
tal que:

1. a&&; > MR, Vx € Q& € R
2105 o 0T o Il o < A
Entdo:
july o < Clluloo + 1£15) )
Emque C=C(n,a, A, A).

Corolario 4.11. Seja u € C>*(Q) satisfazendo Lu = f em um dominio limitado Q em

que L ¢ estritamente eliptico e seus coedicientes estdo em C*(Q). Entio se (Y ¢ Q com
dist(CY, dQ) > d, entdo existe constante C tal que:

d|Duloo + d*|D?ulyer +d**[D*ulser < Cllulo + Ifloeo), (4.4)
em que C(L,n, a, Q).
Demonstragio. Segue diretamente do teorema 4.10 |
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E interessante que essa desigualdade valha também para a fronteira de um
dominio Q. A regularidade na fronteira de um dominio entra como parte essencial
nas desigualdades.

O que faremos agora é trabalhar primeiramente com porgdes de fronteira con-
tidas em um subespaco de R". Enunciaremos um lema analogo ao anterior. A
demonstracdo serd omtiida, pois ndo acrescenta muito ao objetivo do texto. A
demonstracdo assemelha-se com a do lema anterior, o fato da fronteira estar em
um aubespaco é bastant ttil porque podemos utilizar projegdes e suas propriedades
para “dividir” distancias.

Lema 4.12. Suponha j+p <k+a.Emque j,k=0,1,2,...e0 < a < B < 1. Seja Q aberto
em R com porgdo de fronteira T em x, = 0. Seja u € C**(Q U T). Entdo para todo € > 0
existe uma constante C = C(g, j, k), tal que:

[ul’ s aur < Cluloq +elul; , oo

| < Cluloq + €lu];

*
iB,QUT k,a,QUT"

Observacao: Apesar da notagdo ser mantida, as seminormas utilizadas no lema
4.12 sdo um pouco diferentes, no sentido que o peso das seminormas da definigdo
devem mudar pela entrada da porgdo de fronteira T. A mudanga é a troca de d,

por Hx,y = dis(x,dQ — T). No entanto esta mudanga ndo terd grande influéncia no
decorrer do texto.

Teorema 4.13. Seja QO um conjunto aberto de R’} com fronteira portion T em x, = 0. Seja
L um operador linear eliptico. Suponha que u € C***(Q N T) é uma solugdo limitada de
Lu = femQ,equeu =0emT,além disso existe A tal que:

) " ) )
70,000, D15, g Nl e < A5 1 flips g < 00 (4.5)

Entdo

. 2
|u|2,a,QuT < C(l”lO,Q + |f|((),(llguT)
Em que C = C(n,a, A, 7).

Demonstragdo. A prova para este lema é a mesma prova do teorema, as mudangas

sdo apenas para o contexto () U T ao invés de (). Entdo d, passa a ser d,, (Ver
demonstragdo do lema 5.6 no apéndice), troca-se o uso do lema 5.5 pelo lema 5.6.
O

Nosso préximo passo é estendermos nossas defini¢des para conjuntos onde a
porcédo de fronteira ndo é necessariamente um semiplano.

E bastante razoével que essa generalizagio para um dominio qualquer Q de
classe Ck* utilize o fato de que podemos vincular um dominio )’ com porcéo
de fronteira em um hiperplano, com um dominio qualquer. Este vinculo é feito
a partir do difeomorfismo W presente na definicio de doménios Cka Feito isso,
devemos investigar a relagdo das normas de fungdes u : O — R com normas da
funcdo u o W™ : D — R. Note que, como W e W™ sdo de classe C* elas possuem
extensdo para o fécho de Q, (Ver capitulo 2 sessdo 2.1). Em particular W, W~! sdo
diferencidveis, o que garante, portanto, pelo teorema do valor médio para fun¢oes
de vérias variaveis, garantindo que existe uma constante K tal que:
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W(x) - Wl <Klx -yl W7 (x) =P ()l < Klx - yl.

Este resultado, com alguns calculos a mais, nos fornece vérias majoragdes rela-
cionas as normas que estamos trabalhando . Para facilitar a notagdo pensaremos
emx = W(x)ey = Y(y). Também u(x’) = uo~(x). No lema a seguir utilizaremos
as seguintes desigualdades:

K 'u@)ip0 < (x))p0 < Klu(x)l;p0. (4.6)
K u()l g 00r < 0O g orur < Kl 07 (4.7)
K_llu(x)l}j,ﬁl()u]" < [u(x)ig oo < Klu@)lf s our- (4.8)

Lembrando que K depende de W e do dominio Q.
Mais uma vez deixaremos a demonstragdo do lema para o apéndice por ser
uma prova bastante técnica.

Lema 4.14. Seja Q um dominio C>** em R" e sejam u € C2*%(QQ) solugdo para o problema
Lu = f,u =0em dQ, em que f € C*(Q), e L é operador eliptico tal que existe T tal que:

@700,/ 10'l0,0. 0 Ielo,0,0 < T (4.9)

Enttdo para algum 6 existe uma bola B = Bs(xo) para cada ponto xy € dQ tal que:

[ulp,a8na < Clluloa + |flo,e0) (4.10)
EmqueC=C(n,a,A, A, Q).

Observacao: Note que a dependéncia de C em relagdo a (2 no lema anterior esta
diretamente relacionada a constante K, que depende do difeomorfismo escolhido,
e portanto de Q.

Finalmente, o enunciado final que nos permitird provar o teorema principal
desse capitulo. Sua demonstragdo, também bastante técnica, estd feita no apéndice.

Teorema 4.15. Seja Q um dominio C>® em R" e seja u € C*>*(Q uma solugdo de Lu = f

em Q, em que f € C*(Q) bem como os coeficientes de L estio em C* e os coeficientes de L
satisfazem, pra constantes positivas A, A :

al&E > MEPYx € Q, & € R (4.11)

la”1o,0,0, 10']0,0,0/ IClo,00 < A (4.12)

Seja ¢ € C>*(Q), e suponha que u = ¢ em dQ. Entdo:

|u|2,a,Q < C(lulo,Q + |(P|2,a,Q + |f|0,a,Q) (413)
Emque C=C(n,a,A, A, Q).

Finalmente, provaremos que a solubilidade de uma equacédo do tipo Lu = f
(com L nas condigdes adequadas) depende apenas da soluvabilidade de Au = f
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Teorema 4.16. Seja Q um dominio C*** em R". Seja L estritamente eliptico en Q com
coeficientes em C*(€2) e com ¢ < 0 entdo se o problema de Dirichlet para a equagio de

Poisson Au = f em Q, u = @ em dQ), tem solugio em C2+(Q)) para toda f € C*(Q) e toda
@ € C**(Q) o problema:

Lu=f ulo=¢ (4.14)

também tem solugdo tinica em C***(Q) para toda f e .

Demonstragio. Pela hipotese sabemos que:

MEP <a&é&;,Vx e Q& e R (4.15)

|aij|0,a/ |bi|0,0u |C|0,a < A/ (416)

para constantes positivas, A, A.

Primeiramente podemos restringir o problema ao caso em que u = 0 em JQ),
pois de forma geral, o problema 4.14 é equivalente ao problema: Lv = f — Loy = f’
em ), v = 0em Q)

Considere a familia de equagdes:

Lu=tlu+(1-HAu=f,0<t<1 (4.17)

Entdo Ly = A, L; = L. Para cada t fixo, os coeficientes de L; satisfazem as
desigualdades (4.15), (4.27) sendo que A; = min(1, A), A; = max(1, 7).
Também se X = C>*(Q)} e Y = C*(Q), entdo:

Lt:X—>Y
w— Lyw.

A existéncia de solugédo u € C2(Q)) é equivalente a invertibilidade de L. Dada
f € C*Q), suponha u; uma solucdo para Lu; = f. Pelo teorema 4.15 , temos a
desigualdade:

[uslo < Csupg, Ifl < Clfloa,

Em que C = C(A, A) e C depende do didmetro de Q. Agora pelo teorema (4.19)
temos:

|ut|2,a < lelO,a/
Ou seja:
llullx < ClILelly,

Sendo que C independe de t. Agora como Ly, por hipétese, é sobrejetivo, pode-
mos aplicar o método da continuidade, donde segue o teorema,
O

Resolvemos parte do problema, mas deixamos pendente a questdo de como
resolver Au = f para uma f dada. Temos que investigar também a regularidade
desta solucdo. Isso seré feito na préxima sessdo.
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4.3 Estudo do Laplaciano

Agora temos a necessidade de desenvolver uma teoria para a existéncia de
solugdes para o Laplaciano nas condi¢des do teorema acima. Essa teoria envolve
a convolugdo de fungdes e o chamado potencial Newtoniano, além de lemas que
garantam a regularidade que desejamos. Para definir o potencial Newtoniano
vamos definir e estudar a solugdo fundamental da equacdo de Laplace

Au=0

Definimos como solugdo fundamental para equagdo de Laplace em IR", a func¢do

[ =) = Tl = ) = ~msl =y, (1> 2), (4.18)

(=) = Tl — y) = 5 log(lx — y), (1 = 2) (419)

Em que w, é o volume da bola unitdria em R".
Podemos verificar derivando diretamente que:

1 .
DI(x—-y) = .y (xi =yl —ylI™; (4.20)
1
DjI(x-y) = e {lx — ylzéi]- —n(x; — yj)ix — y| "2 (4.21)

Temos entdo que I' é a harmonica (satisfaz a equacdo de Laplace). Vamos fazer
algumas estimativas imediatas em relagdo as derivadas de I':

1
IDT(x =yl < — | = yI'™; (4.22)
1
IDi;iT(x = y)| < a)_|x -yl (4.23)
IDFT(x — y)| < Clx -y, (4.24)

Em que C = C(n, |Bl).

Definicao 4.17. Seja f definida em um dominio QO C R” uma funcdo integravel. O
potencial Newtoniano de f é a fungéo

w(x) = [ T(x—y)f(y)dy.

Lema 4.18. Seja f limitada e integrdvel em um dominio w, e seja w o potencial Newtoniano
de f. Entdo w € C}(R"), e para x € Q,

Dw(x) = fQ DI'(x-y)f(y)dy,i=1,2,..,n.

Demonstragio. Queremos provar que D;w é continua. Olhando para as estimativas
que temos, parece natural que a funcao:

o(x) = [, Dil(x ~ y)f(y)dy
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seja tal que v = D;w. Para provar isso precisamos reduzir o dominio onde é
calculada a integral, pois para um determinado x fixo, lim,,, I'(x — y) — oo, (basta
observar 4.18).

Fixe uma fungdon € C'(R) tal que: 0 <n<1,0< 1 <2, () =0parat <1,
n(t) = 1 parat > 2. Defina parae > 0 :

e = o TG = el =y fdy,  ne(x =y = n(*2)

Entdo, quando y estd muito préximo a x, n.(]x — y|) = 0, e assim, como f é

limitada podemos ver que w. € C'(R"), pois:

we(x+te)—w(x) _ q: T(x+te;—y)ne(Ix+te;—
€ tz — llmt;_)o L) i € lt

y)-T=y)n(x—yl f( y) d y

hmb—)O

Parat < % temos:

= llmt Of
= lx—yl>%

F(X+t€i—y)ne(Ix+tei—tyl)—r(x—y)ne(lx—yl)f(y)dy — _[|‘x_y|2€ Dzrnef(y)dy
Também podemos observar que:
o(x) = Dwe(x) = [, DA = nTHf(y)dy

Ja que w. = v se |x — y| > 2e.
Entdo, lembrando de 4.22 e utilizando coordenadas polares:

lo(x) — D-we(x)| <suplfl [ _ ye2eIDT + 2TDdy < fQ L -yl =

2 o - ¢
sup |f| fa)nf na) 1 ny en(22 n)(un)4€ 1d7’ = sup |f|a)n(f M j(; T’di’) =
sup |fl;2-(2e + 7252€) < 25e(1+ 755) < sup |f e
(Paran > 2)

Analogamente obtemos para n = 2:
sup |f] f|x_y|sz€(|DiF| + 2[T)dy < 4e(1 +|log 2el)
Também ¢é verdade que:
[we() —0@) = [ o Tne =D)f(dy + [, (supfI2Il] + elldy

Entdo, segue que w,, D;w,, convergem uniformemente em subconjuntos com-
pactos do R” para w e v quando € — 0. Provando que w € C}(R") e D;w = v. m|

Observacao: Note quese f € C;°(€2), (possui suporte compacto e é infinitamente
diferencidvel) podemos escrever:

w(x) = [, D0 = pfdy = fo, T = Df W)y = fo, TR f(x - 2)dz
E entido w € C*(QQ). Note também que se f é s6 continua, s6 podemos garantir que

w ¢é diferencidvel. Em busca de propriedades mais amigéveis para w encontramos
novamente os espacos de Holder.
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Lema 4.19. Seja f limitada, Holder continua em ), e seja w o potencial Newtoniano de f.
entdo w € C*(Q), Aw = f e também, para Qy C Q

Dyjw() = fQ DT = (F) = FDdy = £ [ DIG=oyd, (429

Qo

sendo Q) um dominio apropriado onde valha o teorema da divergéncia. f é estendida
valendo 0 fora de ).

Demonstragdo. Pela estimativa para D°T e como f é Holder continua em Q a fungao:

u(x) = [, DiT(f(y) = f@)dy = f(x) [, DiTv;(y)ds,

estd bem definida. Para ver isso é preciso fazer uma mudanca de varidveis
andloga a feita no lema anterior.
Seja v = Djw e defina para e > 0

ve(x) = [, Dilnef(y)dy,

em que 7], como no lema anterior, é tal que: 7. = n(pc;_m)’ entemas propriedades:
0<1n<1,0<1n<2,1n(t)=1parat>2.
Seja X = D;I'n, utilizaremos o teorema da divergéncia aplicado ao campo:

® = ¥, DXk = (0,0, ..., DT, 0, ..., 0).
Entdo:
Jo,div® = [ Di(D;Tne) = [, P*0edS = [ Dilneods,

em que v, representa a normal a superficie de Q.
Podemos dizer entdo que

Djoe(x) = [, Di(DIne) f(y)dy = [, DADITN)(f(y) = fx)dy + f(x) [, D{(DTne)dy =
Jo, DIDTNI(f(y) = f)dy = £(x) [, DiToj(y)ds,
para € suficientemente pequeno.
Para a tltima majoragdo utilizaremos que f € C*(Q):
() = Dyoe()l =1 [}, o DAL= 1DITHF(Y) = FO)dy] <
[f]a,x flx—ylsZe(lDifrl + %lDzrl)lx - ylad]/ < (g + 4)[f]0z,x(2€)a'
Note que a menor regularidade que pode ser exigida de f para o tipo de
majoracao exigido é f € C*
Se tomarmos € < dist(x, dQ2). Entdo temos que D;v. converge uniformemente
para u em subconjuntos compactos de {2 quando € +— oo, e como v, converge

uniformemente para v = D;w em (, obtemos que w € C*(QQ) e u = D;;w. Finalmente
tomando () = Bg(x) em 4.25, temos que para um R suficientemente grande:

Ao() = =k ) [ 0)0i)s, = f()

completando a demonstragéo. m|

61



O préximo teorema pode ser provado utilizado o método de Perron (ver
apéndice). Em seu anunciado hé a exigéncia de “regularidade da fronteira com res-
peito ao Laplaciano”. A regularidade da fronteira é definida apartir da existéncia

de uma funcdo w € C°(Q) tal que para toda bola B ¢ Q e toda fungdo harmoénica h
tal que 1 < w em JB, tem-se h < w em Q. Uma tal fungdo é dita superharmonica.
Mais especificamente um ponto & € JQ é regular com respeito ao Laplaciano se
existe w com as propriedades citadas e além disso:

1. w>0em Q — {&}
2. w(&) =0

Teorema 4.20. Seja Q) um dominio limitado e suponha que cada ponto de dQ é reqular
(com respeito ao Laplaciano). Entdo se f é limitada, Holder continua em €, o problema de

Dirichlet Au = f em Q e u = @ em dQ, tem solucdo tinica para qualquer ¢ € C°(Q).

Demonstragio. Definimos o potencial Newtoniano de f e fixamos v = u — w. A
equacdo diferencial Au = f em Q, u = ¢ em JQ é, entdo, equivalente a equagdo
Av=0em Q, v = ¢ —w em JQ. A existéncia de solugdo para este problema segue
pelo método de Perron (ver apéndice) |

Vamos agora ao lema que prova aregularidade que gostarfamos para o potencial
Newtoniano em termos da regularidade de f. Este teorema garante a regularidade
para compactos contidos em Q. Iremos provar, na verdade, que u € Ci;(‘j"(Q).

Lema4.21. Seja B; = Br(xo), B = Bar(x) bolas concéntricas em R". Seja f € C“(B_Q),O <
a < 1, e seja w o potencial Newtoaniano de f em B,. Entiio w € C** e:

ID*wlop, + R [D*wla, < C(Iflop, + R[fla, (4.26)
Em que C = C(n, ).

Demonstracdo. Pelo lema 4.20 temos a formula 4.25:

Dyw()| < LARI [ ds, + Le [ 1x = yIdy < 277 f(@)] + LBR)I[fL. <

Wy

Ci(lf () + R*[f1a)

Em que C; = Ci(n, a).
Para um ponto x € B; temos novamente por 4.25:

Dy0() = fB DTG = ()~ F@My ~ @ [ DIG=pois,. @27

Escrevendo 6 = |x — x|, & = %(x + X), escrevemos:

Dijw(x) = Dijw(x) = f()h + (f(x) = f)L + I+ I + (f(x) = f(X))]5 + I,

em que:
I; = (Dil'(x — y) — Dil'(x — y))vi(y)ds,

L= [}, DT® = y)o;(y)ds,
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I = fBb(E) Diyl(x = y)(f(y) = f(x))dy
li = [y o DiT G = )(F(y) = fF@)dy
s = [ 5o Dilx =)y

I = i, s o (DiT(x = y) = DyTE = y))(f® — f(y)dy.

Vamos estimar essas integrais.
Primeiramente, note que para algum x’ entre x e X, temos:

Il < e =3 f,,, IDDT( - y)lds, < 2=,

lembrando de 4.25 pois |x” — y| > R para y € dB,.
Portanto:

Ll < n?2"4(g)",

jdque 6 = |x — x| < 2R.
Para I, :

L] < =R [, dsy =2
I3l < Jj, 0 1D T(x = IFC) = FWldy < 3-[fLa fB% =yl dy = 2()°[fla

Para I (de forma andloga a I5) :
Ll < 5(3)*[fla
Para Is5 :
s = 1[5, -5, ep DT = 1)0j(y)ds, <
| faBz DiT(x — y)oi(y)ds,| + | f()Bb (o DT = y)oj(yds,| < 271 + - () f()Bb o5y =2"

Finalmente para I; :

el < e =3 f;_, o, IDDyT( = I @) - f(w)ldy

Para algum x" no segmento que liga x a x. Continuando a majoracdo, para
n(n+5)
w,

IfG-fW)l -y 3yann a—n—
S0 J s g @Y < Ol fla fw_azé gy < c(3)*2 15[ fly—élzé & — ylo1dy

Cc =

Ja que [x — y| < 3| — y| < 3|x" — y|. Concluindo entao:
Is < 121 (3)*6%[ fas

em que ¢’ = n*(n + 5).
Juntando todas as majoragdes temos:

IDijw(®) — Dyw(x)| < Co(R™°IF(x)] + 2[ fla)lx — T2, (4.28)

em que C, é um aconstante dependendo apenas de n e a.
O resultado final segue de 4.28 e 4.27.
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Neste ponto provamos que a equagio Au = f com f € C%(Q) possui solugio
u € C**(B) em que B é uma bola e B C Q. Isso certamente resolve o problema
quando Q é um circulo. Os demais casos também poserm ser comtemplados pelo
teorema abaixo, cuja demonstragdo sera omitida.

Teorema 4.22. Seja Q um dominio C>* limitado. Sejam f € C*(Q), e ¢ € C**(Q). Entdo
o problema de Dirichlet:

Au= femQ, u =@ em dQ

possui tinica solugio em C>*(QQ).

4.4 O Principio do Maximo

O Principio do maximo é muitas vezes associado a fungdes analiticas, ou func¢des
diferencidveis no sentido complexo. Na verdade, podemos vé-lo em um contexto
bem mais amplo, que é o que faremos a seguir. Teremos versdes do Principio
do Maximo para vdrios tipos de equagdes diferenciais, nosso objetivo é trabalhar
com equagdes quasilineares, inspirados pelo exemplo do operador do problema
de Plateau:

P(f) = U+ f)fyy + 2fefofoy + L+ f) fr

Faremos entdo duas versdes do principio do maximo. Uma serd usada para
provar a outra. Comegaremos trabalhando com equagdes lineares.
Escrevendo um operador linear L na forma;

Lu = a’(x)D;ju + b'(x)Dju + c(x)u, a’ =a’.

em um aberto Q C R". Sabemos que ele é eliptico se a matriz [a/(x)] é positiva.
Entdo estd bem definida a fun¢do A : QQ — IR, que para cada x € Q associa o menor
autovalor de [a"(x)], e que portanto:

A@)EP < al(x)&, (4.29)

paratoda & = (&, ..., &) € R" = 0.
Feitas essas observagdes podemos enunciar o principio do méximo fraco.

Teorema 4.23. (Principio do Mdximo Fraco) Seja L um operador eliptico em um dominio
limitado Q). Escrevemos L na forma:

Lu = a’(x)Djju + b'(x)Diu + c(x)u, a’l = a.

Em quex € Q C R", ea’ € C(Q).
Suponha que:

Lu > 0(< 0),c =0 (4.30)

em (), .
e u € C3(Q) N C%Q). Suponha ainda que existe by € R tal que:

64



€]
A(x)

<by<oo,i=1,..,n,xeQ) (4.31)
Entdo o mdximo (minimo) de u em Q é atingido em dQ, ou seja:

sup u = sup u(infu = inf u). (4.32)
O PSR! le}
Demonstragido. Note que se Lu > 0 em €) (desigualdade estrita) e se supusermos que
u atinge um méximo em x, € Q, entdo Du(x;) = 0, e portanto a matriz D?u(x,) ou
seja, a matriz com coeficientes [D;;(xo)] € ndo positiva. Como L ¢ eliptico segue que
amatriz de coeficientes [a/(x()] € positiva. Sabemos que Lu(xq) = a"(xo)D;ju(x) < 0,
(ja que b'Dj(x() = 0) contradizendo Lu > 0 e portanto vale o teorema.

Por (4.31), ”;((;C))' < bg. Como a''(x) > A(x) existe uma constante y > 0 suficiente-

mente grande tal que:
L™ = (y2ar + ybh)ert = A(y? — ybo)er™ > 0
Entdo para qualquer € > 0 temos: L(u + €e’) > 0em Q, e
sup,(u + €e’™) = sup,,(u + ee’™),
fazendo € — 0, segue que sup,, u = sup,, 4, COmo queriamos. O

Observacio: E fécil ver que o resultado continua valido se % é localmente
limitada, isto é, se Vx € Q, existe b, € R e ), CC Q contendo x tal que:

bi
5l <b, vyea.
Em particular, o resultado vale se 4"/, b’ sdo continuas.

Definicao 4.24. (Equac¢des Quase-lineares) Uma EDP de segunda ordem é dita
quase-linear quando pode ser escrita na forma:

Qu =a'(x,u, Du)D;ju + b(x, u, Du), al =a'l (4.33)

Em que x = (x1, X2, ..., ;) € QCR", n > 2, e u € CXQ). Os coeficientes de Q sdo
funcdes a’/,b: QX R x R* —» R

Definicao 4.25. Uma equacdo quase-linear Q ¢é dita eliptica em Q) se a matriz de
seus coeficientes [a"(x, z, p)] for positiva para todo (x,z,p) € QXRXIR". Se A(x, z, p)
e A(x, z,p) denotarem o minimo e 0 méximo autovalor de [a"(x, z, p)] entdo temos:

0 < A(x,z,p) <al(x,z,p)&; < Ax, z,p)IEP

para toda & = (&4, ..., &) € R" = {0} e para todo (x,z,p) € Q X R x R".

Definicdo 4.26. Uma equacao quasilinear Q é dita eliptica com respeito a uma fungio
u:Q — Rse ¥Yx € Qamatriz [a/(x, u(x), Du(x))] for positiva.

Teorema4.27. (Principio da comparacio) Sejam u,ve CO(Q)NCA(Q), tal que Qu > Qu
em Q, u < vem dQ, em que:
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1. O operador Q é eliptico com respeito a u e v;

2. Os coeficientes a;; : QX R X R" — R, ou a’l(x,z,p), sdo independentes da varidvel
z,

3. Os coeficientes b : QXRXR" — R sdo ndo crescentes em z para cada (x, p) € QXIR";

4. Os coeficientes a'l, b sdo continuamente diferencidveis com respeito a varidvel p, em
QXR xR

Entido u < v em Q. Além disso se Qu > Qu e u < v em dQ e valem as condigdes

(1), (2), (3), entdo temos a desigualdade estrita u < v, em Q.

Demonstragio. Sabemos que Q é eliptico com relagdo a u, entdo temos (Somando e
subtraindo o termo a'/(x, Du)D;;v e b(x, u, Dv) :

Qu — Qu = a'(x, Du)D;j(u — v) + (a”/(x, Du) — a”(x, Dv))D;jv + b(x, u, Du) —
b(x, u, Dv) + b(x, u, Dv) — b(x,v, Dv) > 0

Como pela hipétese (2) os coeficientes 4;; independem da varidvel z abusaremos
da notagdo e escreveremos 4;;(x, y) parax € Qe y € R".

Faremos um truque a fim de tornar a equacdo nao linear em uma equacao linear.
Escreveremos: w = u—v,a’(x) = a’(x, Du(x)), ou seja, consideraremos a composicao
como uma fungéo apenas de x, e [a”(x, Du)—a"(x, Dv)|D;v+b(x, u, Du)—b(x, u, Dv) =
b'(x)D;w. Para justificar a existéncia de coeficientes (fung¢des) b’ usamos a condigdo
(4) e o teorema do valor médio, ja que para cada x existe x’ (sendo que x” depende
continuamente de x), tal que:

b(x, u(x), Du(x)) — b(x, u(x), Do(x)) = j—i(x,u(x), x")(D(u — v)) = b’'(x)Dw

[a/1(x, Du(x)) — a'l(x, Do(x))IDjo(x) = [55 (x, ¥")D(u(x) = v(x))ID;0(x) =
cl(x)Dw(x)Djo(x) = [X; ¢/(x)Djjo(x)[iDiw(x) = cjDiw(x)

Em que % é, na verdade, a derivada de 4;; em relacdo as tltimas entradas
relativas ao vetor Du(x).

Observanmos que a convexidade do dominio exigida pelo teorema do valor
médio é satisfeita ja que estamos em R".

Em suma temos que existe a fung¢do b', a saber b’ = céDiv +b

Utilizando a hipétese (3), e substituindo as fun¢des definidas acima podemos
concluir que:

Lw = a’(x)Djjw + b'Diw > 0

em Q' = {x € Qlw(x) > 0} e w < 0 em JQ.

Notemos que a’/(x, Dv(x)), a(x, Du(x)) € C°(Q) e u,v € C°(Q), podemos estender
a'l e b para Q. Sendoassim & € C°(Q) = £ < kparaalgumk € R. Portanto podemos
usar o principio do macimo para equagdes lineares para concluir que w < 0 em Q.
Se Qu > Qu em (), a fun¢do w ndo pode assumir valor ndo negativo em Q (Ver
prova do principio do maximo para equacdes lineares). Entao w < 0 em Q. m|
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Corolério 4.28. Seja Q um operador eliptico. Sejam u,v € C°(Q) N C(Q), satisfazendo
Qu = Quem Q, e u = vem dQ, entdo, supondo vilidas as condicdes do teorema , u = v

Demonstragio. Segue diretamente do teorema anterior. m|

4.5 Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

Nesa sessdo, utilizaremos o teorema do ponto fixo de Schauder para provar
a existéncia de solucdo para equagdes quasilineares elipticas, o que na préxima
sessdo nos auxiliard na demontragdo de que os pontos do tipo 0 ® f|yq fazem parte
da imagem do operador B do problema de Plateau.

Seja uma equacdo quase-linear eliptica da forma:

Qu = a"(x,u, Du)Djju + b(x,u.Du) = 0

Em que Q é eliptica. Dada a regularidade necessaria para os coeficientes e
uma fungdo ¢ também regular o suficiente, utilizaremos teoremas para equagdes
lineares para afirmar que se v possui certa regulridade, o problema:

a’(x,v, Dv)Djju + b(x,v,Dv) =0, em Qe u = @ em JQ.

Possui solugdo em certo espago. A idéia é utilizar o teorema do ponto fixo neste
operador, a fim de encontrar uma solugdo para a equagdo quasilinear Q.
Comecamos entdo enunciando o teorema do ponto fixo de Schauder:

Teorema 4.29. (do ponto fixo de Leray-Schauder) Seja K um conjunto compacto e
convexo em um espago de Banach X e seja T : K — K continio. Entdo T possui um ponto
fixo, isto é, Tx = x para todo x € K.

A demonstrac¢do do teorema esté fora do objetivo desta sessdo, (Veja em Gilbarg
” Elliptic Partial Differential Equations of Second Order”, [2], pag 280.)

Coroldrio 4.30. Seja K um conjunto fechado e convexo em um espago de Banach X e seja
T : K — Kuma aplicagdo continua tal que a imagem T(K) é pré-compacta. Entdo T possui
um ponto fixo.

Vamos agora ao teorema que serd utilizado na aplicacéo:

Teorema 4.31. Seja T uma aplicagio linear compacta de um espago de Banach X nele
mesmo, e suponha que exista uma constante M tal que:

llxllx <M

para todo x € X satisfazendo x = oTx para o € [0,1]. Entdo T possui um ponto fixo.

Demonstragiio. Assimos, sem perda de generalidade que M = 1. Definimos a
aplicagdo:

T'x =Tx, se||Tx|| <1 Tx = II%H’ se ||Tx|| >1
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Entdo T* é continuo da bola unitaria B = {x € X : ||x|| < 1} nela mesma. Vejamos

que T*(B) também é pré-compacto. Note que y € T*(B) = y = Tx, x € B, se | Tx]| < 1

entdo T"x = Tx por outro lado se ||[Tx|| > 1 entdo T"x = T(”Tx|| e como ||||Tx|||| <

temos que T"x € T(B), donde concluimos que T*(B) c T(B) e portanto T*(B) é
pré-compacto.

Pelo corolério 4.30 T* possui um ponto fixo x. Devemos mostrar que x também
é ponto fixo de T. Se ||Tx|| < 1 o teorema estd demonstrado. Se ||Tx|| > 1 entdo
x=Tx=0Tx,emqueoc = m, enquanto que ||x|| = ||[T"x|| = 1, o que contradiz a
hipétese: ||x|| < M = 1. Portanto [|Tx|| < 1 e conseguentemente x = Tx = T"x. O

Pelo teorema acima, parece interesante saber o que seria o operador o7 no caso
em que estamos estudando. Para 0 < < 1 defina

T : C¥(Q) — C**(Q) (4.34)
o> U

Em que u é tnica solugdo da equagdo linear:
Q =4a’(x,v,Dv)Djju + b(x,0,Dv) =0em Q u = ¢ em IQ.

A garantia que u € C**(Q) estd no teorema de solugdo para equagoes lineares,
(teorema 4.17 e 4.22) A equagdo u = oTu é equivalente a equagdo

u=o0Tu e Q.u=adl(x,u, Du)Djju + ob(x, u, Du) = 0 (4.35)
u = o@ em dQ.

Teorema 4.32. Seja Q um dominio limitado em R" e suponha que Q é eliptica em Q com
coeficientes a'l,b € C*(Q x R x R"), 0 < a < 1. Seja dQ € C>* e ¢ € C>*(Q). Entdo se
para algum > 0 existir constante M, independente de u e o, tal que para qualquer solugao
do problema de Dirichlet, Q,u =0, u = o em dQ, 0 < ¢ < 1 satisfizer

”ullcl,ﬁ(ﬁ) < M/ (436)
entio o problema de Dirichlet Qu = 0 u = @ em dQ possui solucio em C>*(Q)

Demonstragio. Consideramos o operador T como definido em 4.34. Mostremos
que T é compacto. Relembraremos a estimativa do teorema 5.5, temos que se os
coeficientes de Q tem regularidade C%* entdo:

lul2,ap0 < C(luloo + 1@lapa + | floasa) (4.37)

Em nosso caso f = 0. para concluir essa estimativa observamos que se v € C'#
entdo os coeficientes de Q que sdo composicdes de a”/ com derivadas de v pertencem
a C* (é fundamental entender que importancia de v € C* estd na regularidade dos
coeficientes). E portanto com a regularidade necessdria temos que vale a equagdo
acima.

O C que aparece em 4.37 depende da limitacdo dos coeficientes da equagdo.
Em nosso caso dependem das normas: |a”(x, v, Do)lo,ap0 © Ib'(x,0, Do)l,ap0. Dado
um conjunto limitado A em C'f temos que v € A = [ollco) < €1 e [|Dolleoqy < 2,
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c1,¢2 € R. Sejam B., € R e B., C R" bolas fechadas de raio c; e ¢, respectivamente.
Consideremos a extensdo da funcao 4’/ para Q) e sua restricdo nas outras coordendas

'l : Qx B, xB,,

Entiose v € A = v € a/(Q X B,, X B,,). 0 conjunto Q X B,, X B,, é compacto,
somado ao fato de Q ser eliptica, isso significa que podemos entdo achar constantes
A >0e A < co de maneira que

a1&& > MéP Yxe Q& e R

|aij|0,az,Q < A

sendo assim podemos aplicar o teorema 4.15 para concluir que T leva conjuntos
limitados de C#(Q) em conjuntos limitados de C>*#(Q)

Por Arzela Ascoli, temos que conjuntos limitados de C**# (Q) em C%(Q) sdo pré
compactos. Isso prova que T é compacto se considerarmos seu contradominio
como C2. . .

Aplicando o teorema 4.31 para o operador T : C#(Q) — C*Q), temos que
existe ponto fixo u, e entdo u € C2.

Seja u € C(Q) nosso ponto fixo: u = Tu. Ora, como agora os coeficientes ficam
em C% usamos novamente 4.37 trocando af por «, temos que u € C>*. Mas por
defini¢do de T, u = Tu, e portanto nosso ponto fixo, que é a solucao buscada, esta
em C**, como desejado.

O

Precisamos agora provar a existéncia de um f com a limitagdo pedida no teo-
rema anterior. Infelizmente a demonstragdo para esse teorema esta fora do escopo
do trabalho, pois envolve tecnicas geométricas mais avangadas, ja que as hip6teses
envolvem restri¢gdes no bordo do dominio 2. Vamos, portanto, apenas enunciar
este teorema.

Teorema 4.33. Seja Q = a'/(x,u, Du)Djju, supondo que os coeficientes a’/ € C*(Q),
0 < a < 1. Seja ¢ € C**(Q). Suponha que Q € C>* e que a curvatura média H' de dQ é
ndo negativa em todos os pontos de Q). Entdo existe 5 > 0 tal que:

llllcrs < M,
sempre que Qsu = 0 e u = o para algum o € [0, 1].
E portanto podemos concluir que:

Teorema 4.34. Seja Q um dominio C*” limitado em R". Entdo o problema de Dirichlet
Qu =0,u = @em dQ, para ¢ € C>7, possui solugdo se e somente se a curvatura média H’
de Q) é nio negativa para todo ponto de Q.

Demonstragio. Segue diretamente de 4.33 e 4.32. m]
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4.6 Resolucao do Problema de Plateau

Apo6s todos os resultados relativos a teoria de equagdes lineares elipticas de
segunda ordem, temos que juntar as pecas para resolver nosso problema inicial.
Queremos provar que o operador:

B: C**(D) — C*(D)® C**(dD)
f(= P(f), flaa)

é um difeomorfismo local, é injetivo, e alcanca todos os pontos da forma 0 ® g,
com g € C>*(dD). E importante frisar aqui que estamos vendo fungdes em C>*(dD)
como restri¢des de fungdes em C*>*(D), em que D é o disco fechado.

Lembramos que:

P: C**(D) — C%D)
fo Ut fDfux = 2fefyfe + L+ £y

O primeiro passo é provar que a derivada:

DB(f)h = (1 +fy2)hxx - 2fxfyhxy(1 +fxz)hyy + Z(fxfyy _fyfxy)hx + z(fyfxx _fxfxy)hyrhbﬁ

é bijetiva.
Separaremos a derivada em duas aplicagdes:

A} : C*(D) — C%(D) ® C>*(dD)
h— ((1 + f;)hxx - zfxfyhxy(l + fxz)hyy/ hlc?Q)

A% : C**(D) - C*(D) ® C**(dD)
h = Z(fxfyy - fyfxy)hx + z(fyfxx - fxfxy)hy ® 0)

Entdo: Ajl( + A; = DB(f). Primeiramente provaremos que DB(f) possui indice

de Fredholm zero. Para isso veremos que A} possui indice de Fredholm zero e que

A? é um operador compacto, e utilizaremos o teorema 2.43 que nos diz que a soma

de um operador compacto com um operador de Fredholm é Fredholm de mesmo
indice.

Demonstraremos que a aplicacdo A? é compacta. Nos basearemos na imersdo
compacta i : C** — C% (Ver capitulo 1). Para demonstrar que AJ% é compacta

escolhemos arbitrariamente (4") uma sequéncia limitada em C>#(D). Pela imersdo
compacta em C%¥(D) sabemos que existe subsequéncia convergente para h’,, hy,
e hy,, podemos tomar uma tnica subsequéncia na qual todas sejam convergentes
utizando o truque de tomar uma como subsequéncia da anterior. Como os coefi-
cientes envolvendo f estdo em C%¥(D) eles ndo interferem na convergéncia, donde
existe subsequéncia (k") tal que (Aff(h”k)) é convergente. Como (h") é arbitraria

2

segue que A F

€ compacto.
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Agora vejamos que A} é Fredholm de indice zero. Comegamos provando que Ajlf
é estritamente eliptico. Definimos: a'' = (1 + f7), a* = a'*> = —f,f, ea” = (1 + f).
Sabemos que um operador ¢é eliptico. Se os autovalores da matriz de sua parte
principal com componentes [a”(x)] sdo positivos para todo x. Para ver que A} é

eliptico basta ver que o determinante da matriz [a”(x)] é positivo, pois este é o
produto de seus autovalores. Temos a matriz:

_ [ A+ D) =) fy(x) )

MO —fhw d+pw )

donde det(M) = f¢ + f; + 1> 0. Logo segue que A} é eliptico.

Para ver que A} é estritamente eliptica, notemos que as derivadas de f estdo
definidas continuamente em Q o que significa que a fungdo A(x) = min{A : A é
autovalor de M(x)} pode ser definida em Q, donde existe um minimo para A e
portanto existe Ay tal que 0 < Ay < A(x) para todo x € Q.

Vejamos o enunciado do teorema 4.17 :

Seja L estritamente eliptico e Q um dominio C>* limitado. Suponha que f e os

coeficientes de L estejam em C(Q). Seja @ € C># (Q). Entdo o problema de Dirichlet:
Lu=femQ, u =@ em dQ
possui tnica solugdo em C24(Q) se e somente se 0 problema:
Au = femQ, u =@ em dQ

possui tnica solu¢do em C>4(Q2).

Dessa maneira podemos utilizar o teorema citado acima, e concluir que a
solucdo para o problema:

A}h:femQ h =@ em dQ

depende do estudo da solugdo de Al = f e hy)g = ¢.
Pela sessdo 4.3 e em especial pelo teorema 4.22 temos o resultado que precisa-
mos. Vejamos o enunciado de 4.22:

Seja QQ um dominio C** limitado. Sejam f € C*(Q), e ¢ € C**(Q). Entdo o
problema de Dirichlet:

Au = femQ, u=q@emdQ

possui tnica solu¢do em C>#(Q)).

Entdo juntando o teorema 4.17 com o teorema 4.23, concluimos que A} é bijetiva,
e portanto Fredholm de indice zero. Assim, sabemos que A} + AJZC = DB(f) é de
Fredholm de indice zero para toda f € C**(D).

Pelo fato de DB(f) possuir indice de Fredholm zero podemos utilizar a al-
ternativa de Fredholm, ou seja, DB(f) é injetiva se e somente se é sobrejetiva.
Provaremos que DB(f) é injetiva utilizando o Principio do Méximo para equagoes
lineares, apresentado na sessdo 4.4. Usaremos o teorema 4.23 :

Seja L um operador eliptico em um dominio limitado Q. Escrevemos L na forma:
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Lu = a’(x)Djju + b'(x)Diu + c(x)u, a”l = a.

Em que x € Q Cc R,

Suponha que:
Lu>0(<0),c=0 (4.38)
em (), .
e u € C3(Q) N C%Q). Também que existe by tal que:
bi(x .
l/lgxil <by<oo, i=1,..,nxeQ (4.39)

Entdo o méximo (minimo) de u em Q é atingido em d(J, ou seja:

sgp u= s;gp u(1gf U= 13r£1)f u). (4.40)

No caso de DB(f) , temos que b; envolve apenas as primeiras derivadas de f.

Como f € C>%(Q)), temos que as derivadas de primeira ordem de f estdo continu-
amente definidas em Q bem como a funcdo A, assim: % < K para algum K € R,
para todo x € Q.

Agorasuponha que DB(f)h = Oentdo h|yo = 0, donde, pelo Principio do Méximo
temos que 1 = 0. Com isso terminamos a demonstragdo de que DB(f) é bijetiva.

Para ver que B ¢ injetiva utilizaremos o Principio do méximo, trabalhado na
sessdo 4.4 Em especial, o teorema 4.27 e seu coroldrio 4.28 . Lembraremos o
enunciado do coroldrio 4.29 .

Corolario: Seja Q um operador eliptico. Sejam u,v € C°(Q) N C*(Q), satisfa-
zendo Qu = Quem ), e u = v em JQ, entdo, supondo vélidas as condi¢gdes do
teorema , u = v.

As “condig¢des do teorema” citadas acima, sao:

1. O operador Q é eliptico com respeito a u e v;
2. Os coeficientes a;; : O X R X R" — R, sdo independentes da varidvel z;

3. Os coeficientes b : 3 X R X R" — IR sdo ndo crescentes em z para cada
(x,p) € QX RY

4. Os coeficientes a”/, b sdo continuamente diferencidveis com respeito a variavel
p,em QX R X R".

Analisando o operador B, se supusermos B(f;) = B(f,) temos que filop = falop €
que P(f1) = P(f,). desde que P esteja nas condi¢des do Corolario. Em especial se P
é eliptico em relagdo a qualquer fungéo f € C**(D).

Agora ndo estamos mais no caso linear. Para P, temos que que 4/ : QXRxR? —
R é dada por:

a''(x,p,z) = (1 +2)) a? (x,p,z) = a®(x,y,2) = 2122 a?(x,p,z) = (1 +2).
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O fato que a matriz [a'/(x, f, Df)] é positiva para toda f foi visto no caso linear,
j& que a matriz coincide com a matriz M analisada acima. Portanto Af[ é eliptica

com relagio a f para qualquer f € C>*(Q).

A fim de utilizar o Coroldrio citato precisamos observar que P é dado por uma
equacdo quasilinear. De fato a equagao: (1+ f7) fu—2fcfy fx +(1+ f7) fy = g pode ser
escrita como: a'/(x, f,v)D;;f = g, para a”/ definidos acima. Também 4 claramente
ndo depende da coordenada p, bem como é uma funcdo diferencidvel em relagdo
a todas as variaveis. Cabe também observar que b = 0 o que implica cumprir a
condicédo (3).

Finalmente, se B(f1) = B(f2) = P(f1) = P(f2) e fi = f» em dD. Logo, utlizando o
corolario do principio do méximo, citado acima, temos que f; = f, em D, provando
a injetividade de B.

Resta-nos provar que B atinge os pontos do tipo 0 ® ¢ para ¢ € C>*(dD). Para
isso utilizaremos os resultados da sec¢do 5.5. Lembramos que esses resultados sdo
construidos a partir do teorema do ponto fixo de Schauder. Ao final da segdo,
temos o teorema o teorema 4.34

Seja Q um dominio C>* limitado em R". Entdo o problema de Dirichlet Qu = 0,
u = @ em JQ, para ¢ € C>?, possui solugdo u € C>*(Q) se e somente se a curvatura
média H' de d() é ndo negativa para todo ponto de JQ.

Como estamos trabalhando com ) = D e o circulo possui curvatura constante
igual ao inverso de seu raio, o Teorema 4 é trivialmente satisfeito. Donde prova-se
diretamente que B atinge os pontos da forma 0 & g, g € C>#(dD).

Com todos esses resultados em méaos, concluimos que o problema de Plateau
possui solucdo, e além disso que dada ¢ € C*>*(dD) podemos achar uma vizinhanga

para qual essa solugdo estd em f € C>*(Q) e restrito a essa vizinhanga, essa solucao
é dada a partir de um difeomorfismo. Isto estabelece dependéncia diferencidvel
da solugédo em relacdo as condi¢des de contorno.
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Capitulo 5
Apéndice

5.1 Pontos Conjulgados.

Entender realmente o que sdo pontos conjulgados seria muito trabalhoso para o
tempo limitado do TCC. Como essa condic¢do apareceu naturalmente no problema,
falaremos apenas um pouco sobre sua definigdo.

Um campo vetorial | em uma geodésica y é dito um campo de Jacobi se satisfaz
a equagao:

DXJ(t) + RJ(E), Y (£)y' ()0

Em que R é o tensor de curvatura. (Ver Manfredo ”“Geometria Riemanniana”
[3] Capitulo 5).

Assim dois pontos p,q € M em que p = y(0) e g = y(ty) e y é geodésica ligando
p e q, sdo ditos conjugados, se existe um campo se Jacobi | ndo identicamente nulo
em y tal que J(0) = J(tp) = 0.

Exemplo 5.1. Na esfera S? os pontos conjulgados sio pontos antipodais.

Exemplo 5.2. R" nio possui pontos conjulgados.

5.2 Relacdes entre seminormas em espacos de Holder

No terceiro capitulo vimos no lema que relacionada as seminormas utilizadas
em C e demonstracdo segue abaixo.

Lema 5.3. Suponha j+ < k+a, em que j,k =0,1,2,...e0 < a,f < 1. Seja Q3 um
subconjunto de R" e u € C*(Q). Entdo para todo € > 0 existe uma constante C(e, k, j) tal
que:

[ulip < Cluloo + eluli o (5.1)

Iul;,ﬁ,Q < Clulpq + e[u],*%g. (5.2)

74



Demonstragido. Faremos a demonstragdo apenas para os casos j,k = 0,1,2 pois
apenas esses serdo utilizados nos resultados a seguintes. O caso geral inclui as
mesmas idéias por um processo de indugao.

Primeiramente, note que a prova de 5.1 implica a prova de 5.2 ja que |uf;; , =

|M|;,Q + [u]}:’a,g = i:O[u];,Q + [M]Ii,a,Q’ € [u]k,Q = [u]k,O,Q < C(l”lO,Q +€[u];/a,0), (l < ]+,B <
k+ a).

Omitiremos, a partir de agora, o subindice (), ja que este sera 0 mesmo durante
toda a demonstracéo.

Separaremos a prova em casos:

(1) j=1,k=2,a = =0. Queremos, entdo, mostrar que, para todo € > 0

[ul] < C(e)lulo + €luls. (5.3)

Seja x € Q) e seja d, a distancia desse ponto para a fronteira de €. Para cada
u < 3 definimos d = ud,. Escolheremos posteriormente a constante y para que o
resultado final seja obtido. Parai = 1,2...,n considere x’, x” como sendo os pontos
inicial e final, respectivamente, do segmento de comprimento 2d paralelo ao eixo
x; e com centro em x. Entdo, pelo teorema do valor médio, para algum x nesse
segmento, temos:

IDiu(@)| = 52 < Glul.

Também:

_ x 1
|D;u(x)| = |Diu(x)+f Djudx;| < =|ulo+d sup |D;u| < |u|0+d supd sup dleuu(y)l
X B

yeB yeB
(5.4)
Seja By(x) a bola com centro em x e raio d. Observe que, pela desigualdade
tridngular, para todo y € Be paratodoz € JQ : |x —z| < |[x —y| + |y —z| = [x — 2| <
d+d,Vz € 0Q, = d, <d+d, & d, >d,—d = (1 - pd, > %. Sendo assim:
dl%/ < ;_i = Z—; < 4u.
Multiplicando 5.4 por d, e utilizando essas majoracdes, segue que:

do|Diu(x)| < uMulo + 4u SUpP, e d@lDﬁu(y)l < uMulo + 4pful;
Portanto:

[ul; = sup,cq iy ., Al Dit(x)] < utulo + 4plul;.

.....

Agora podemos escolher 1 adequadamente, ou seja, u < £eC =™

(ii) j < k; B = 0, > 0. De maneira parecida com o caso anterior, sejam x € 3,0 <
u < %,d = ud,, B = By(x), e, finalmente, x’,x"" pontos extremos do segmento de
comprimento 24 paralelo ao eixo x;, com centro em x. Novamente, pelo teorema
do valor médio, existe x tal que:

Diu(¥')-D;
IDiu(x)| = w ZIDjulo.
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E sendo d,, = min(d,,d,), a distancia do conjunto {x, y} a fronteira de (), temos:

IDju(x)| < [Dyu(x)| + |Dyu(x) — Dyu(x)| (5.5)

+a

Di - Di
= % supd’~' supd,|Diu(y)| + d* sup d “ sup dz’; | l”(x)_ al”(]/)l
yEB yeB yeB yeB |x yl

(5.6)

A tultima desigualdade segue pois: >

para y € B, temos: Mddx < % Utilizando essas duas desigualdades e lembrando que
¥

&

dzie

ﬁ > 1. Novamente, como d,, d,, >

2+a @
< D2+a d;2+5 < (H)a22+0¢. Seque que, multiplicando

d = ud,, também obtemos:
5.6 por d :
d;|Dyu(x)| < [ul; + 22 uul; .
Tomando o supremo em i,/ e x € Q, e escolhendo u tal que 8u < ¢, C = %,
obtemos:
[ul, < C(e)[ul] + e[u];ﬂ.

Se substituirmos D;u por u, obtemos, em um caso mais facil e fazendo as
modificacOes necessarias:

[ul} < C()lulo + elul,.

Sendo assim, aqui fica resolvido também o caso j=k=1,=0,a > 0.
Utilizaremos no caso (iii) e (iv) o fato que:

dj+5|D"u(x) - D%u(y)| < sup d]-+5|D“u(x) - D%u(y)|
X,y —_ X

[ul:; = sup
W x,yeQJo|=j x — ylP x,yeQ jol=j Ix — ylp

(5.7)

(iii) j <k;p > 0,a = 0. Sejam x, y € €, e sejam (1, d e B definidos como no caso (i)
e (if). Vamos comecar com j = 0, lembrando que queremos provar que:

[ulz < C(e)lulo + e[uly

Se y € B, obtemos do teorema do valor médio que, para0 < < 1:

dy e = di O — y'F < (do) PdiDulos = p'PddDulop < 201 Flul;;

Se y ¢ B temos:

u(x) — u(y)| _

dﬁ— < 2u7Plul,, 5.8

- yf 1 lulo (5.8)
pois|x —y|>d =d,u = de—xyl <u

Com essas duas inequagdes e 5.7 obtemos:

[u]aﬂ = sup diylu(X) —u(y)l

=7 < 2uPlulo + 2u'Plul;. (5.9)
x,y€Q)
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Isso implica 5.1 quando B < 1 e 2u!™# < €. Se aplicarmos 5.3 na parte direita de
5.9 e escolhermos u adequadamente, obtemos 5.1 para j=0,k=2,0 =0,0<p < 1.

A prova para j = 1,k = 2 segue da mesma maneira se trocarmos D;u por u, no
lugar de 5.8 ebc teremos:

1+ |Dju(x)—Dju(y)|
dX |x—y|ﬁ S

Pl |Diu(x)| + dy|Diu(y)|] < 2u~Flul;.

Basta entdo aplicar entdo 5.3.

(iv) j < k;a,p > 0. Note que é suficiente provar o caso j = k e portanto a > f3,
isto porque se j < k podemos utilizar o caso j = k para obtermos o indice j do lado
direito de 5.1 e assim trivialmente [u] w0 S [u]ka o

Novamente, com a mesma notagao dos casos anteriores, se y € B :

dﬁ IU(X) u(y)l a—p o L)yl |u(0)—u(y)|

sH =g

Note que se y € B entdo min(d,, d,) > min(dy, d, — d) = min(dy, d.(1 — p)) > %dx.

o [H@-uy)l 1o Ju)—u(y)l
G

Donde para y € B sup

(5.10)
Sey¢B,
dﬁ Iu(x) u(y)l < 2p5|u|

Tomando o supremo para x,y e considerando 5.7 e 5.10, podemos escolher

e=t" c= 2 entdo obtemos:
[uly < Clulo + e[ul;,
Ouseja, 5.1 paraj=k=0

Se j = k = 1,2 entdo procedemos de maneira parecida a anterior, por exemplo,
parak = j =2, temos que, se y € B:

2+B |Dyu(x)=Dyu(y)l 2+a |Diu(x)=Diu(y)l
e N N

Se y ¢ B, entdo:
Por outro lado, se y ¢ B :

2+ |Diu(x)-D; -
d,fﬁ% < 2uPd2 sup |Dy(u(x)|.

Pela parte (ii)
SUP,cq dilDll(u(x))l < %[u]; + E[M];,a

Essas equagdes junto a equacdo 5.7 e 5.10 conclui a desigualdade para este caso,
encerrando a demonstragéao.
O
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5.3 Teoremas para estimativas.

Dados dois conjuntos €; e (), em IR" utilizaremos por vezes a notagdo {); CC €2,
se infxegl d(x, 802) > 0.

Outro teorema apresentado e deimportancia bastante grande para a demonstragdo
final é:

Teorema 5.4. Seja Q um subconjunto aberto de R", e seja u € C>**(Q) uma solucio
limitada em Q) para a equagdo:

Lu = a"'Djju + V'Dju +du = f

al,b',c € C% eentio f € C*(Q). Suponha também que existem constantes positivas
A, T tal que:

1. aijéiéj > Alélz,\lx €, &eR”

2. |aij|8,a,Q’ |bi|(1),a,Q’ |C|é,a,Q

Entdo:

july . o < Cllulog + 1115, )

Emque C=C(n,a, A, 7).

Demonstragdo. Note que, gracas ao lema 4.6 é suficiente provar que [u]; , <
Cluloa+I1f |(()21)74 o)- Mostraremos que ¢ suficiente provar a desigualdade para um sub-
conjunto compacto em £). Seja {€2;} uma sequéncia de subconjuntos compactos de )
tal que (; € Q1 cC Qe lJ Q; = Q. (E fato que essa sequéncia sempre existe quando
Q) é um dominio limitado. Basta tomar, por exemplo, (); = {x € Q : dist(x, dQ) < %}).
Supomos entdo que existe C(1, a, A, ) tal que: [u]; ., < C(luloq, +|fI? ), para todo

2,0,Q; — 0,0,
i=1,2,..,n Entdo dados x, y € Q), existe um i tal que para todo j,k=1,2,...,n:

i D ju(x)—D ju(y)l . 2 2
(d)2 L= < [uls, o < Clulog, +1flnq) < Cluloa + 1flga o)

Lambrando que dgf)y = min{dist(x, dQ), dist(y, dQ)}. Fazendo i +— oo, como a
tltima desigualdade ndo depende de i obtemos:
o 1Dt (®)=D ()
0 L < Clluloo + 1l VX, Y € Q.

*

Como o supremo do lado esquerdo €, por definigdo [u]; , ),

provarmos o resultado para um compacto dentro de Q.

Sejam x, o pontos de Q. Definimos d, = dist(x, dQ2). Suponha que d,, = dy,, =
min(dy,, dy,). Seja 4 < 3 uma constante positiva que especificaremos depois. Seja
d = udy,, B = B(xp). Por hipétese u é tal que Lu = f,"podemos reescrever esta
equacdo da seguinte maneira:

segue que basta

a'’(xo)Djju = (a”(xo) — aV)Dijju —b'Diut —cu + f = F,
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Podemos olhar essa equagdo como uma equagdo de coeficientes constantes
a'(xp), para assim usarmos o lema 4.9. Se y, € B g (x0) sabemos que se considerarmos

B como o dominio onde estamos trabalhando, entdo dist(xo,B) = d,, = %, e o
mesmo vale para dy, ,, pela hipétese inicial. Entdo utilizando o lema 4.9, para todo
pk=1,2,..,n

|D2 u(xg)— D (y0)|
N @ \.
(i < Cllulos +IFIS, p);

Como d = d, i, temos que

|D2 u(xg)— D (]/0)|
) c 2 .
et — < o (ulos + I, );

No caso em que yo ¢ By, temos:

D3, u(x0)~ D7 (yo)l

2 2ya (42 |2 2 P2 40,
dx;— [xo— yol“ = (p)a(dxoleku(XO)l + dyoleku(yO)l) < F[u]LQ-

Juntando as duas tltimas majoragdes, para os dois casos complementares, ob-
temos:
|D2 u(xo)— k(y0)| C ) 4 .
W < H2+a(|u|0,B + |F|O,a,3) + F[u]Z’Q'

2+
d

: 2
Agora vamos para uma segunda parte, onde buscamos estimar |F Ig 31 p em termos
de [uloq e [u]; , - Sabemos que:

2 /7 /7 2 1 2 2 2
FIE 5 < Y @) = al)Dyulf,  + Y Dl + leul$ , + 1A 5 (5.11)
i]' i

Vamos entdo estimar os termos a direita da inequagdo. Se x € B, entdo d, < d e
3dy, < (1 — p)dy, < d,. Ultilizando isso, Para g € C*(Q) :

2 2+
@) @ H ) H @)
1818 5 < d*Iglos + A2 [glas < e (8160 - (8500 (5.12)
< 48T, + 817 (815 0 < 841850 0 (513)

Vamos justificar essas inequagdes com mais detalhes. Para provar, por exemplo

Z
que d?|glo < (1 gEmel temos que:

d?Igloq = d? supxeB 18| = (udy,)* sup,p Ig(X)I <@ #)zdz sup, s Ig(X)I,Vx €B.=

d*|glo <7 )2 SUp,cp d; sup, .z 1g(x)| < (1 a-p2 sup,pd 28l < (1 y)z [g]é%

Analogamente podemos justificar d***[¢], 5 < (1“;1%[ gloea-
Jé a tltima desigualdade 4p°[ g]ézg)2 +8u*a| g]éz()l o <87 gl((f; o justifica-se apenas

pela defini¢do, lembrando que: | g|g)2()xQ [ g](z) [ g]OaQ
(()2; o € muito mais precisa do que a

, considerando que ode tomar valores
0 Q

Note que a desigualdade IglO B < 8u?|gl

simples desigualdade Igl(z)

bastante pequenos.
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Para simplicar a notagdo, denotaremos (a(xo) — a(x))D?u = (a’(xo) — a’ (x))D}u

p :
para cada par i,j. Lembremos que [ul} o = sup, .- kdﬁ;“% e que

[ul; = SUP,cq - _, d2|DPu(x)|. Entdo, é facil ver que: [D2u]®. < [ul; e [Dzu](z) <

00 =
[u]2,,,0- Sendo assim, de 5.3 e do fato de para toda f, g € C*(Q)) termos: |f gl((f;rg <

f |((fc)x,Q|g |g2/9 obtemos:

[(a(xo) — a(x))DzuléziB < la(xg) — a(x)lggBlDzuléle <

|a(X()) - a(x)|0/a/3(4[“l2[u]2,0 + 8#2+a[u]2,a,0)'

Também para simplificar a notagdo faremos a’/ = a. Da hip6tese sabemos que

0 4 0 0 _ la(x)—a(y)|
Ial(()) o SAistoé A > Ial( ) +[a](() 1)1,0 =sup, |a(x)|+supx,yEQ SUP, e gl L as o Wy
(0) (0)

sup, .o la(x)| + [a]aq- Lembrando novamente que |f Ika o =1f II((% + [ f]ka o temos

la(xo) = a(x)If . 5 < SUP,p |a(x0) — a(V)| + d*[alap < 2d%alp < 2" ualy , @ < 4Ap°.

A penaltima desigualdade ¢é justificada por: 2d*[a].p = 2d"sup, |a(|z)__;|(xy I <
2(2d,p)* sup, , la(li)__;f,y)l, Vx € B, donde: 2d%[al,p < 2"**[al} , -
Vamos agora estimar o termo principal de 5.11 utilizando 5.1
Z (@' (xo) = a () Dyl 5 < 322 AP ([l + [l o ) (5.14)
< B2ApP(C(w)luloq + 2u* ulaeq)- (5.15)

A dltima desigualdade é obtida se colocarmos 1* = € na desigualdade 5.1.
Mais uma vez, para simplificarmos a notagdo, escreveremos bDu = b'D;u para
cadai=1.2,..,n, obtemos de 5.3 e da hipétese sobre b:

bDuls) , < 8u*bDul ) < 8u*blS), IDul (5.16)
< 8P Aluli o < 8PP ACWluloo + p*[uly,0), (5.17)

a tltima equagdo ocorre se tomarmos € = y?* em 5.2.

b Diuly), ; < 8nAA(C(Wlulon + u?*[ul;, )
De mesma maneira utilizando , e 5.2 obtemos:

leul$ < 8u2lel? ol ) < BAA(C(Wluloq + p2[ul; , )

E finalmente:

|f|(()2;B = 8[1 |f|OaQ (518)

Seja C = C(n,a, A, A) e C(u) = C(n,a, A, A, u). Juntando os resultados em 5.14,
5.18 obtemos:

IFIE) 5 < Cur[uly o, + C()(uboq + 15 o
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Com essa desigualdade em maos, podemos combina-la a parte direita da
equacdo ??, com a equagdo (4.2) com € = u** para estimarmos [u];,, de ?? ob-
temos:

D? -D? . 2
J2+a ID”u(x0)=D~u(yo)l < C“a[u]z,a,o + C(H)(lulo,Q + |f|( )

Xo0,Yo Ixo—yol* 0,a,Q7"

Sendo que o a parte direita da equacdo ndo depende de xy, yo, donde podemos
tomar o supremo em xy, o € €2 e ficamos com:

[ul; o < Cu®lul;, o + Cu)(luloo + 1 F15) o)-

Note que nossa hipétese inicial de d,, = d,,,, utilizada em alguns passos, ndo
interfere no resultado final, dado que podemos trocar x; por y, afim de obté-la.

Finalmente podemos escolher u adequadamente tal que: Cu$ < 1. Obtemos
entdo o resultado desejado:

* 2
[ul; . o < Clluloo + Il o)-

O

Teorema 5.5. Seja Q um dominio C>* em R" e seja u € C>*(Q uma solugio de Lu = f

em Q, em que f € C*(Q) bem como os coeficientes de L estio em C* e os coeficientes de L
satisfazem, pra constantes positivas A, A :

A& > AEPYx € Q& € R (5.19)

170,00, 600,00, Icloa < A (5.20)

Seja @ € C>*(Q), e suponha que u = ¢ em dQ. Entdo:

[ulrn0 < Cluloa + [Phea + 1flo,00) (5.21)
Emque C=C(n,a,A, A, Q).

Demonstragio. Primeiramente notemos que é suficiente provar para o caso u = 0
em JQ e ¢ = 0. Isso porque, no caso geral, se fizermos v = u — @ = v))o = 0, e
fixarmos f' = f — Ly, entdo Lu = f & Lov = f’. A partir disso, se supusermos esse
caso especial ja provado, temos que:

[02,0,0 < C(Ivlo,a + [0l,00 + 1f l0,00) < Clluloa + I@loa + |f lo,00)- (5.22)

Entdo, utilizando a desigualdade tridngular reversa, e que |L@|y .0 < C'|@lo 00 <
|Pl2,0,0, temos:

[1]2,0,0C + 1(|uloq + I@loa + | flowo) (5.23)

o que nos da o que gostariamos no caso geral. Consideremos entdo que ¢ = 0.
Obteremos a desgigualdade invocando resultados anteriores e separando os pontos
em casos. Para o caso de um ponto na fronteira, lembraremos do lema anterior, que
nos diz, entre outras coisas, que para cada xy € JQ), existe uma bola de raio 6 (em
que 6 independe de xy) tal que x € Bs(xg) = |u|r4800 < C(luloq +|flo,0)- Utilizando
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este 6, que por conveniéncia escreveremos 6 = 2p, separaremos os pontos de () em
dois casos: (i)x € {x € Q| dist(x,dQ) < 6} e (il)x € Q\ Q, = {x € Q| dist(x,dQ) > p}.

No caso (i) temos que existe um x, € JQ tal que x € Bs(xp), entdo vale a
desigualdade:

IDu()| + ID*u(x)| < Clulo,a + 1 flo.) (5.24)

Para x € Bs(xo)

Para o caso (ii) lembremos do corolério 5.11. Substituindo d = p temos 5.24
para o caso (ii), ndo necessariamente para o mesmo C. Escolhendo a maior das
constantes podemos supor 5.24 vélida para todo x € Q.

Para avaliar a norma a, vamos separar os pontos de () em trés casos: (i)x,y €
Bs(xo), para algum x; (ii)x,y € Q,; (iii)x ou y € Q\ 2, mas x e y ndo estdo na
mesma bola B;s(xg). Assim, todas as possibilidades foram consideradas. Queremos

considerar o quociente —lDzuﬁ?__ﬁf”(y)l. No caso (i), 0 lema nos dé a a desigualdade:
|D?u(x) — D?u(y)|
ey < il + o) (525)

No caso (ii) pelo coroldrio 5.11 obtemos a mesma inequagédo para outra constante
C». Ja no caso (iii) temos que d(x, y) > p, entdo:

ID?u(x) — D*u(y)|
e =yl
a ultima inequacéo é valida por 5.24.

Agora , escolhendo C = max(Cy, Cy, C3), e tomando o supremo em x,y € Q,
obetemos:

< p~(ID*u()l + ID*u(y)]) < Cs(lulo + | floa), (5.26)

[D?u]a < C(Julo + |flo.a)

Junto a 5.24, segue o teorema.
O

Lema 5.6. Seja Q um dominio C*** em R" e sejam u € C*+*(Q) solugio para o problema
Lu = f,u=0em dQ, em que f € C*(Q), e L é operador eliptico tal que existe T tal que:

|ﬂi] l0,0,0/ 16'[0,0,0/ IClo,00 < T (5.27)

Enttdo para algum 6 existe uma bola B = Bs(xo) para cada ponto x, € dQ tal que:

[tl2,0,800 < Clluloa + | floqn) (5.28)
Emque C=C(n,a,A, A, Q).

Demonstragdo. Pela definicdo de dominio C**, cada ponto xy € dQ possui uma
vizinhanga B(xo) tal que existe um difeomorfismo W € C>#(Q) tal que: W(B,,) =D C
R".Como D é aimagem de uma bola por um difeomorfismo, D é um aberto conexo.
Denotamos: B’ = B,(xp) N Q, D’ = W(B’). Podemos, sem perda de generalidade,
supor que D’ possui por¢do de fronteira em em um hiperplano do R". (Caso
contrdrio comporiamos ¥ com um difeomorfismo adequado, que leve D em um
conjunto contido em um hiperplano). Sendo assim: T = B,(xg) N dQ) C JB’ e
T’ =Y(T) c D’ (T’ é uma porgdo de fronteira em um hiperplano).
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Fazemos a mudanga de variaveis y = (W1(x), ..., Wu(x)). Seja u(y) = u(x) (utiliza-
mos essa notacdo para u(y) = u o W(y)). E seja Lu(y) = Lu(x), em que:

L = a'Dyjii + bDjii + ¢t = f(y)
Em que, naturalmente:
—ij oW, IV = P, IV,
2(y) = Lrem 5 3@ (), V(Y) = Loy 50070 + T2V (),

a(y) = cx), f(y) = f(x)

Por 4.10 temos que em D’ :

AR < X, a6,

V& e R, em que A = 2.
Sabemos que a constante K depende de W e B’. Também para essa escolha de K
adequada temos que:

7 —i _ — —
[@”lo.0,01 16 lo.0,00s [Eloa,r < A = KA; |floap < 00 (5.29)

Portanto estamos nas condi¢oes do teorema 4.13 e Lu = F em D’, que possui
porcédo de pronteira T’ (em um hiperplano). Entédo:

—x —_ 2
[l , oo < Cllutlopr + |f|§),2c,D’UT’ ,

lembrando que C = C(n, o, X, X).
Também por 4.7 4.8, para um possivel novo calor de C :

luboa,sur < Culos +1£15: 5or) < Cllulos + | floas) < Cluba + I floan).  (5.30)

Notando que agora C também depende de B". Seja B” = B, (xo) N2 observe que:

min(1, g)lub,a,B” < |ula,ur (5.31)

Obtemos entdo, para um possivel novo valor de C :

[uly0pr < C(luloa + | floeq)-

Temos a desigualdade em maos, entretanto, devemos lembrar que o raio p da
bola que escolhemos, estd relacionado com a vizinhanga para o qual estd definido
o difeomorfismo W, e esta depende de x(. Para corrigir esse problema tomemos a
cobertura aberta de todas as bolas para cada x, {B 0 (%) }reaq- Como dQ2 é um conjunto
compacto para () dominio, entdo existe subcobertura finita formada pelas bolas
B o (x),i=1,2,...,N. Escolhemos, entdo, 6 = min(%), e temos entdo que C = max C;,
em que C; correponde a constante da desigualdade para x;. Sendo assim, para todo
x € JQ existe um 7 tal que x € B ] (x;), entdo Bs(x;) C B ] (x;), e vale a desigualdade:

[ul,ana < [Ulapna < Cllulog + 1flo,aq),

em que C =C(n,a,A, A, Q). ]
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5.4 Funcoes superharmoénicas e o Método de Perron.

Apresentaremos um pequeno resumo do método de Perron assumindo algumas
afirmacdes e teoremas sem demonstracdo. Sendo QO um dominio, o método de
Perron prova a existéncia de solucdo para a equacdo de Dirichlet: Au = 0 com
condicdo de fronteira u = ¢ em JQ e ¢ continua.

Definicdo 5.7. Seja Q um dominio. Uma fungdo u € C°(Q) é dita ser subharmonica
(superhamonica) se para toda bola B C ) e toda fungdo & harmonica em B satisfa-
zendo u < h (u > h) em dQ) também tivermos u < h (u > h) em B.

A definigdo, bem como as propriedades de func¢bes subharmonicas, estdo
bastante envolvidas com o principio do médulo méximo, resultado que traba-
lhamos no capitulo anterior. Vamos enunciar uma versao um pouco mais es-
pecifica desse principio para utilizarmos agora nas dedugdes em relagdo a fungdes
subharmonicas.

Teorema 5.8. (Principio mdximo para funcées harménicas) Seja u € CX(Q) tal que
Au > 0 (Au < 0) em Q. Entdo u assume seu mdximo (minimo) em dQ.

Também iremos assumir algumas propriedades sobre a integral de Poisson
apresentada a seguir.

Seja u € C*(Bg) N C°(Bg) entdo temos a férmula da integral de Poisson:

— R2—|y|2 u
u(y) = Sar Jope o

Para y € Q.

Teorema 5.9. Seja B = Br(0) e seja ¢ uma fungio continua em dB, entdo a fungio u
definida por:

_ R P
u(x) T nwsR 0BRr Ix—y

7, X€B u(x) = @(x), x€dJB

é tal que u € C*(B) N C°(B) e satisfaz Au = 0 em B.
p(x) =u(x),x € Q

Vamos listar algumas propriedades de fungdes subharmonicas. Se u é superharmonica
em ) entdo:

1. Se v é subharmonica em um dominio limitado (' tal que v > u em dQ entido v > u
em Qouv=u.

Para ver porque isso é verdade suponhamos por contradigdo que exista um ponto
xo € Q tal que (u — v)(xo) = sup,(u —v) = M > 0. Podemos assumir que existe
uma bola B = B(xo) tal que u — v # M em dB. Sejam u, v, as fungdes harmonicas
que se igualam a u, v, respectivamente, em dB, (ilsutradas no teorema 6.4) temos as
seguintes desigualdades:
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M = (u-v)(xo) < (=) (x0) < sup,(u —v) <M, (5.32)

A tltima desigualdade vale porque o valor de u — v em dQ) é sempre menor do que
M, bem como o valor de u — v.

Assim vale a igualdade em 5.32. Note que é importante que M > O para usarmos
o principio do médulo mdximo. Pelo principio do médulo mdximo para fungoes
harmonicas temos que u —v = M em B, o contradiz a escolha de B.

2. Se u ndo é constante entdo s6 atinge mdximos (minimos) na fronteira de Q).

Por contradicio suponha que existe xy € € tal que sup, u = u(xg). Considere uma
bola B(xp) € Q e v = u(xp). entdo u < v em dQ e pelo item anterior se u nio é
constante entido u < v em B, contradizendo a existéncia de x.

3. Seja B C Q é uma bola. Denotaremos u a fungdo definida através da integragio de
Poisson em dB, que satisfaz u = u em dB. Definimos:

U(x) = u(x),x € B; U(x) = u(x),x € Q\ B,

entdo a fungdo U é subharmonica em ).

Para provar esta afirmacio escolhemos arbitrariamente uma bola B C () e seja h uma
fungdo harmonica em B’ tal que h > U em dB’. Como u < U em B’, entdo temos
u < hem B’. Como u é subharmonica vale que U < hem B’ —B. Como U é harmonica
em B, temos pelo principio do médulo mdximo seque que U < h em B N B’. Assim
U < hem B’ e U é subharmonica em €.

4. Sejamuy, U, ..., un fungdes subharmonicas em 2. Entdo a fungdo u(x) = maxf{uq(x), ..., un(x)}
é subhamonica em Q.

Seja Q um dominio limitado e ¢ uma fungdo limitada em Q. Uma fungio u € C°(Q)
é dita ser uma subfungdo se for subharmoénica e u < @ em dC). De maneira andloga uma
fungio v é chamada superfungio se v fo superharmonicaev > ¢ em dC. Seja S, o conjunto
das subfuncdes relativas a @, vamos enunciar agora o principal teorema do método de
Perron.

Teorema 5.10. A fungio u(x) = SUP,cs, v(x) é harmonica em Q).

Demonstragio. Pelo principio do médulo maximo se v € S, entdo v < sup @, o
que significa que u estd bem definida. Fixemos um ponto y € Q. Pela defini¢do
de u existe uma sequéncia {v,}, tal que v,(y) = u(y). Substituiremos v, por v, =
max{v,, inf ¢}, claro que v, continua sendo continua. {v;} é, entdo, uma sequéncia
limitada. Seja Br(y) C Q, definiremos V,, como na observacgdo (3). Pela observagao,
V., € Sy, € Vu(y) — u(y). Sabemos também que a sequéncia {V,} contém uma
subsequéncia {V,, } convergente uniformemente em qualquer bola B, C Br(y) e que
a funcdo limite v é harmonica em B. E claro que v < u e que v(y) = u(y).

Nosso objetivo é provar que u = v em B. Suponha, por contradi¢do, que exista
z € B tal que: v(z) < u(z) para algum z € B. Entdo, pela defini¢do de u, existe uma
fungdo u tal que v(z) < u(z) < u(z). Vamos definir wy = max(u, V,,), e Wy como
sendo a fun¢do definida analogamente a observagdo (3). Analogamente ao passo
anterior {W;} possui subsequéncia convergente W, = w, e v < w < u em B. Claro

85



que u(y) = v(y) = w(y), mas pelo principio do médulo méximo, se considerarmos
a fungdo w — v > 0 temos que ela atinge um minimo em y € QO donde w = v. Sendo
assim conclimos que v = u em B e portanto u é harmonica em Q. O

Lema 5.11. Seja u a fungdo harmonica definida em Q2 pelo método de Perron. Seja & € JQ),
e @ continua em &, entdo sempre que x +— & temos u(x) — @(&)

Demonstracio. O

Teorema 5.12. Se Q) é um dominio em que todos os pontos da fronteira sio regulares, entiio
a equacdo de Dirichlet em um dominio limitado possui solugdo para condigio de fronteira
continua

Este teorema conclui o método de Poission, atingindo seu objetivo final de provar a
existéncia de solugoes para o problema de Dirichlet com fronteira continua.
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Consideracoes finais

Apds desenvolver este trabalho de conclusio de curso acredito conhecer melhor o método
para resolver um problema em matemdtica bem como para entender uma resolucido um
pouco mais complexa. Foi necessdrio procurar muitos resultados e principalmente novas
definicbes. Saber lidar com novas definicdes e tentar tornd-las mais claras é, a meu ver, um
dos grandes ganhos do trabalho de conclusdo de curso.

Muitas vezes foi necessdrio lidar com teoremas para os quais a demonstragdo estava
fora do escopo do trabalho, o que é incomum para um aluno de graduacdo. Esta situacdo
também foi um grande aprendizado visto que a pesquisa em matemdtica exige que deixemos
certas “caixas pretas” (como explicou o professor orientador Ivan Pontual).

Durante o trabalho foi necessdrio buscar vdrios elementos matemdticos que enriquece-
ram meu conhecimento em algumas dreas. Tive a oportunidade de conhecer um pouco de
Geometria Riemanniana, que nunca havia estudado, e equagoes diferenciais parciais de um
dngulo bem diferente do visto na graduacio. O contato com essas definigdes e teoremas foi
bastante importante para minha formagio.
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