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Resumo

O espalhamento de elétrons de altas energias é uma das maiores fontes de in-
formacao e compreensao sobre a estrutura nuclear. No limite de altas energias e mo-
mentum transferido alto o espalhamento é dominado pelo espalhamento quasi-elastico
(QES). No QES o espalhamento ocorre como se o elétron interagisse com um nico nu-
cleon do ntcleo, arrancando-o do mesmo, enquanto os outros nucleons se comportam
como espectadores. Recentemente, varios trabalhos, tanto tedricos quanto experimen-
tais, tém sido feitos na tentativa de descrever o nucleon espalhado através da reacao
(e, €'p) exclusiva. Um dos principais objetivos no estudo desse tipo de reacao é entender
detalhes da estrutura dos nicleos e propriedades dos nucleons no meio nuclear. Ao au-
mentar as energias envolvidas no processo se faz necessario um tratamento relativistico
para descrever a cinematica do elétron e bem como a dinamica nuclear. Nesse trabalho
implementamos um método para calcular as densidades de carga e corrente nuclear de
transicao da reagao (e, €’p) para nicleos esféricos e comparamos nossos resultados com

dados experimentais disponiveis na literatura.



Abstract

High energy electron scattering from nuclei has been one of the most important
source of information and understanding about the nuclear structure. At high energy
and momentum transfer, scattering is dominated by quasielastic scattering (QES). In
QES scattering takes place as if the electron interacted elastically with a single nucleon,
knocking it out from the nucleus, while the other nucleons behave as spectators. More
recently, many theoretical (as well as experimental) efforts have been made in order to
describe the ejected proton in the QES using the well known (e, €’p) exclusive reaction
as a tool. One of the main aims in the study of this kind of reaction is the understanding
of short range structure of nuclei and properties of the nucleon in the nuclear medium.
Also, as the energy range increases in this kind of process, explicit relativistic treatment
of the electron kinematics and nuclear dynamics turns out to be important. In this
work we implement a method to calculate the nuclear transition current distributions in
the (e, €'p) reaction for spherical nuclei and then compare our results with experimental

data available in literature.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das questoes mais fascinantes para o homem desde os gregos (600 a.C.) é saber
do que a matéria é feita. Ha mais de 2000 anos Demécritus (460-371 a.C.) formulou
a hipdétese atomica para a matéria. Segundo ele toda matéria seria feita de atomos,
particulas indivisiveis separadas por espacos vazios e que as diferentes combinacoes
desses atomos formariam as coisas a nossa volta. Apesar de sabermos hoje que essa
hipdtese nao esta muito longe da realidade, é claro que ela foi baseada unicamente em
argumentos filosoficos; tanto que as primeiras evidéncias concretas da existéncia dos
atomos vieram apenas no século X/7.X.

Hoje sabemos que o atomo nao é a particula fundamental da natureza: sabe-se
que ele é composto por um nicleo extremamente compacto (tem raio da ordem de
10~%%m), carregado positivamente e rodeado por uma distribuicio de particulas nega-
tivamente carregadas (elétrons) a distancias relativamente grandes (107°m). Sabemos
também que este nicleo é composto por outras particulas mais fundamentais, os nu-
cleons (prétons e néutrons). A fisica nuclear é o estudo desse nicleo e seus objetivos
principais sao compreender as forcas que mantém o nucleo coeso, determinar sua es-
trutura e como estes interagem entre si e com outras particulas subatomicas. Funda-
mentalmente estas questoes estao relacionadas entre si e uma teoria completa deve ser
capaz de responder essas questoes a partir de um tnico ponto de partida.

Devido ao seu tamanho, o niicleo nao pode ser estudado diretamente, e logo,
precisamos de meios indiretos para obter informagoes que nos levem a sua compreensao.

A maioria das informagoes experimentais que temos vém de trés fontes|[1]:

1. Espalhamento: bombardeamos um alvo (nicleo a ser estudado) com um feixe de
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particulas conhecidas e determinamos alguma(s) propriedade(s) das particulas

que emergem, como sua distribui¢ao angular e/ou energética;
2. Decaimentos: consiste em examinar os fragmentos de um ntcleo que se desintegra;

3. Estados Ligados: consiste em estudar as propriedades de um objeto composto

por dois ou mais nucleons unidos.

Determinar a estrutura nuclear e como os nucleons interagem entre si através
desses dados nao é nada trivial. O procedimento usual é supor uma forma para as
interacoes entre os nucleons e outras particulas fundamentais e comparar os resultados

tedricos para a estrutura, decaimento e espalhamento com os dados experimentais.

1.1 O Espalhamento de Elétrons

Mais de quarenta anos de experimentos provaram que o espalhamento de elétrons é
uma das melhores ferramentas para o estudo de sistemas hadronicos, como o nicleo
atomico, e seus constituintes[2]. Isso porque o espalhamento de elétrons possui diver-
sas vantagens em relagao ao espalhamento de outras particulas. A principal vantagem
desse método sobre os demais reside no fato da interacao elétron-nicleo ser de na-
tureza eletromagnétical2, 3, 4]. Como esta estd muito bem fundamentada pela QED
(Eletrodinamica Quantica) é possivel extrair informagoes quantitativas bastante pre-
cisas sobre o nicleo alvo e nao apenas informacoes qualitativas.

Além disso, como a intensidade da interacao eletromagnética é muito menor que a
intensidade da forca nuclear, responsavel pela maior parte das propriedades nucleares,
pode-se fazer esse tipo de experimento sem causar grandes alteracoes na estrutura
nuclear. Dessa maneira podemos tratar a excitagao que o nicleo sofre ao interagir com
o elétron apenas como uma perturbacao de seu estado inicial. Essa mesma vantagem
nao € observada no espalhamento de hadrons por ntcleos, visto que, devido ao papel
que a forca forte exerce na reacao, nao é possivel separar de maneira clara o mecanismo
responsavel pela reagao do mecanismo que mantém coesa a estrutura nuclear.

Entretanto, essas duas caracteristicas nao sao exclusividade do espalhamento de
elétrons. Elas sao observadas em qualquer particula que interaja com o nicleo através

da forca eletrofraca, como os neutrinos, os fétons e os proprios elétrons.
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A vantagem do espalhamento de elétrons em relagao ao espalhamento de neutrinos
reside no fato da interagao neutrino-nicleo ser muito mais fraca e, portanto, seus efeitos
sao mais dificeis de se medir. A secao de choque medida a partir de espalhamento de
neutrinos é varias ordens de grandeza menor que a medida para o espalhamento de
elétrons. Além disso no caso dos neutrinos nao temos controle total sobre a cinematica.

Também existem vantagens em relagdo ao espalhamento de fétons (reais), pois
estes devem ser lightlike, 1.e., a relacao energia-momentum transferidos na reagao com o
nicleo é unicamente determinada por qi = (w/he)* — q* = 0. Como o elétron interage
com o nucleo através de fétons virtuais e esses sao spacelike, sua relacao energia-
momentum ¢é dada por ¢ = (w/fic)> — q* < 0. Esse fato permite variar o momentum
hq transferido para o nticleo sem variar a energia transferida w e, logo, podemos estudar
o comportamento da rea¢do com ¢ = |q|. Isto permite, em dada aproximagao, obter
as transformadas de Fourier das densidades de carga e corrente que interagem com o

elétron e, invertendo essas transformadas, analisar a distribuicao espacial das mesmas.

1.1.1 Tipos de Espalhamento

Existem dois tipos gerais de experimentos de espalhamento que podem ser feitos: o
espalhamento do tipo inclusivo e do tipo exclusivo. No espalhamento inclusivo apenas
o elétron espalhado é detectado. Esse experimento é o mais facil de ser realizado e
também o mais utilizado para investigar sistemas hadronicos.

No espalhamento do tipo exclusivo o elétron espalhado é detectado em coin-
cidéncia com outras particulas que o nicleo pode emitir depois da colisao. Esse tipo
de experimento, apesar de suas dificuldades experimentais (ver referéncia [4]) apre-
senta algumas vantagens em relacao ao experimento do tipo inclusivo. Isso porque no
espalhamento exclusivo, ao detectarmos também uma particula emitida pelo nticleo,
obtemos informacgoes adicionais sobre a estrutura deste que nao sao acessiveis no espa-
lhamento do tipo inclusivo[5].

Como comentado acima, uma das vantagens do espalhamento de elétrons é a
possibilidade de variarmos independentemente o momentum transferido pelo elétron
espalhado h|q| e a energia transferida w. Dessa maneira podemos estudar a resposta
do nticleo como fungao de ambos. Por exemplo, variando a energia transferida para um

momentum transferido fixo temos diferentes tipos de resposta para a secao de choque.
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Na figura 1.1 podemos identificar cinco tipos de resposta que dependem da faixa de

energia transferida.

s o
G, d€2,de

o’

\ &

Figura 1.1: Resposta Nuclear como funcao do momentum transferido e da energia de

excitagao.

Na regiao I temos a secao de choque devido ao espalhamento eldstico. Nessa
regiao nao ha energia transferida para o nucleo e o comportamento em funcao de |q|
nos fornece informacoes sobre o estado fundamental do mesmo.

Na regiao 11 temos a excitagao de niveis discretos do nticleo: a energia transferida
para o nucleo faz um ou mais nucleons irem para estados excitados, estados particula-
buraco e excitagoes coletivas, respectivamente. Essa faixa de energia transferida ainda
nao é suficiente para arrancar nucleons do nucleo.

A regiao I11 corresponde a estados no continuo do sistema nuclear (ressonancias
gigantes). Nessa regido existe uma probabilidade finita de que um nucleon seja arran-
cado do nucleo, ja que ha energia transferida para isso. Mas como a energia transferida
nao é alta suficiente o que ocorre é que o ntcleo vai para um estado excitado e depois
decai para outro estado pela emissao de um nucleon. Nesse caso a secao de choque de

coincidéncia (espalhamento exclusivo) depende da estrutura do estado excitado e nao
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somente da estrutura dos estados inicial e final do sistema nuclear. O estudo do es-
palhamento exclusivo nessa faixa de energia transferida é complicado pois, ao calcular
a secao de choque, devemos levar em conta todos os possiveis estados excitados que o
sistema pode ter.

Quando as energias envolvidas sdo altas (da ordem de A%q*/2m,,) e 0 momentum
transferido pelo elétron para o nicleo também é, regiao I'V', o espalhamento é dominado
pelo tipo quasielastico. Neste tipo de espalhamento a reagao ocorre como se o elétron
interagisse elasticamente com apenas um dos nucleons do nucleo, arrancando-o do
mesmo. Os outros nucleons se comportam apenas como espectadores do processo e
mantém seus estados iniciais apos a reagao. Na pratica ocorre o mesmo fenémeno que
na regiao 11, mas aqui os estados excitados tem uma meia-vida tao curta que nao é
possivel separa-los do estado final. Se o nucleon arrancado for um neutron a reacao
é conhecida como (e,€'N) e se for um préton, caso de estudo desse trabalho, ela é
conhecida como (e, €'p).

Aumentando ainda mais a energia transferida comecamos a ter producao de
particulas (regido V). A primeira a surgir, i.e., a que precisa de menos energia para
ser criada, é o pion. Assim, para energias transferidas iguais ou maiores que m,c?, ao
invés de arrancarmos um nucleon do ntcleo, podemos ter a criacao de particulas.

Tendo apresentado os diferentes tipos de espalhamento de elétrons, passamos a
discussao do trabalho feito nesta dissertacao.

No capitulo 2 mostramos como obter a secao de choque para o espalhamento
no regime quasielastico quando um préton e um elétron sao medidos em coincidéncia.
Veremos que essa depende das densidades de carga e corrente nuclear e eletronica e que,
usando a aproximagao de ondas planas para os elétrons (PWBA), podemos separar as
contribuigdes de cada uma dessas densidades (do elétron e do nicleo alvo) na obtencao
da secao de choque.

Como discutimos acima a se¢ao de choque no regime quasielastico, ou mais fun-
damentalmente, as densidades de carga e corrente, dependem unicamente dos estados
inicial e final do sistema nuclear. No capitulo 3 comegamos vendo como obter a funcao
de onda inicial dos nucleons que compoem o ntcleo, juntamente com os campos nucle-
ares, numa aproximagao de campo médio (MFT). Para obter a funcao de onda final

dos nucleons supomos que o nucleon arrancado interage com os mesmos campos que
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interagia quando estava ligado e que os demais mantém seus estados originais. Essas
suposicoes garantem a conservagao da corrente dentro modelo. Mostramos em seguida
o calculo das densidades de carga e corrente nuclear nessa aproximacgao. Todo o trata-
mento dado aqui, considera uma dinamica relativistica tanto para descrever os estados
ligados, como os estados no continuo.

O capitulo 4 é dedicado a apresentacao de alguns resultados que obtivemos com
esse modelo para o espalhamento quasielastico e comparagoes com dados experimentais

disponiveis, juntamente com algumas discussoes finais.



Capitulo 2

O Espalhamento (e, ep)

Neste capitulo descreveremos em detalhes o espalhamento do tipo (e, €’p) no regime
quasielastico bem como a obtencao da secao de choque de espalhamento quando o
elétron é medido em coincidéncia com o nucleon arrancado do nicleo.

Para fazer os calculos da secao de choque e das funcoes de onda dos elétrons
utilizaremos algumas aproximacoes. A principal aproximacgao estda na suposicao de
que o elétron interage com o nicleo através da troca de um féton virtual, i.e., na
aproximacao de Born de ondas planas. O uso dessa aproximagao é justificada pelo fato
do acoplamento eletromagnético ser relativamente fraco (a constante de acoplamento
da interagao ¢ dada pela constante de estrutura fina a = e*/he ~ 1/137) e, logo, o
processo que tem a maior contribuicao na interacao é o de menor ordem perturbativa.

O diagrama de Feynman da aproximagao de Born pode ser visto na figura 2.1.

2.1 Cinematica do Espalhamento

Para descrever a cineméatica do espalhamento (e, €¢'p) comecamos definindo as varidveis
relevantes da reagao. Por conveniéncia adotaremos um referencial centrado no nicleo
inicial, o qual se encontra em repouso (referencial do laboratério).

Comecamos definindo as varidveis que descrevem a cinemética dos elétrons in-
cidente e espalhado. A massa de repouso e a carga do elétron serao denotadas por
m. e —e, respectivamente. Consideramos que o elétron incide sobre o nicleo alvo
com quadri-momentum inicial k = (e./c, k) e é espalhado com quadri-momentum final

k' = (€. /c, k). A diferenga entre o quadri-momentum inicial e o final do elétron é igual

13
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Figura 2.1: Diagrama de Feynman para o espalhamento (e,€’p) na aproximacao de

Born

ao quadri-momentum hgq transferido na reagao, ou seja, hq = (k—k') = (w/c, hq), onde
w=c¢€ —¢c ehq=(k—-k).

Tendo descrito o elétron passamos para a descricao da cinematica do nicleo e do
nucleon espalhado. As varidveis importantes sao os quadri-momentum inicial e final
do nucleon arrancado, p = (¢,/c,p) e p' = (€,/c,p’), respectivamente, e os quadri-
momentum do nicleo em seus estados inicial, denotado por py = (€a/c, pa), e final,
denotado por pa_1 = (€a-1/¢,Pa—1). Somando p’ a ps_; temos o quadri-momentum
final py = p' + pa_1 = (e;/c,ps) do sistema nuclear, enquanto o quadri-momentum
inicial do sistema nuclear é dado por p; = pa = (¢; /¢, p;). Definimos também a massa
de repouso m,, dos nucleons, e£_1 como a energia de repouso final do nicleo com A —1
nucleons, e 7} e T4_, como as energias cinéticas do nucleon arrancado e do ntcleo
em seu estado final, respectivamente. No referencial adotado o momentum inicial do
nicleo é nulo, p4 = 0 e, logo, lembrando que no espalhamento quasielastico toda a
energia e momentum transferidos pelo elétron sao absorvidos pelo nucleon arrancado,

temos que o momentum transferido para o nucleon e o momentum final do nicleo estao

relacionados por p4_1 = —p. Relacionando essas varidveis com o quadri-momentum
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transferido pelo elétron para o nicleo encontramos

hg=p;—pi=p +pa_1 — pa, (2.1)

ou seja, temos, pela conservacao do momentum linear, que
ha=p;—pi=pP +Pa-1—Pa=p —p (2.2)
e, pela conservagao da energia,
w=¢€r—€ = e; teas —ea=T +Tai + (mpc® + e£_1 —€4)- (2.3)

Definimos ainda,

€ow = MpC* + €£_1 — €4. (2.4)

Podemos também desprezar a energia cinética T4_; do nicleo em seu estado final, o
que é bastante razoavel para os nucleos e as faixas de energia que pretendemos analisar.
Logo, obtemos:

w2 Ty + €ex (2.5)

Para facilitar os calculos daqui em diante colocamos os eixos de coordenadas xyz
de maneira que o momentum hq transferido para o nucleo esteja na direcao do eixo
z e 0 eixo y esteja na direcao do vetor k x k', i.e., os momentum inicial e final do
elétron estdao no mesmo plano (plano zz). Também temos que 6. define o angulo de
espalhamento do elétron (angulo entre os momentum inicial e final do elétron) enquanto

6, e ¢, definem a dire¢ao do nucleon espalhado (ver figura 2.2).

2.2 Calculo da Secao de Choque

Podemos derivar a segao de choque da reacdo A+ e — B+ €' + p a partir da Regra de
Ouro de Fermi. A Regra de Ouro de Fermi é uma maneira aproximada de calcular a
probabilidade de transicao entre dois auto-estados de um sistema usando a Teoria de
Perturbagao Dependente do Tempol[l, 6, 7]. Essa probabilidade de transigao é dada
por:

w = [(fIH[)]" oy (2.6)

onde py é o espago de fases final do sistema e (f|H|i) é o elemento de matriz da

perturbagdo H entre os estados inicial |i) e final |f) do sistema.
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Figura 2.2: Cinematica da Reacao (e, e'p)

A partir da probabilidade de transi¢ao w calculamos a segao de choque de espalhamento|6]

1 1= ,
do = 7 TZ|<f|H’Z>|QPf (2.7)
mc ’Lf

onde j;,. € 0 fluxo de particulas incidentes, T' é o intervalo de tempo de observacao da
transicao e o somatério corresponde a uma média sobre os estados iniciais do sistema
e soma sobre os estados finais.

No espalhamento (e, €'p) temos duas particulas envolvidas no inicio da reagao, o
elétron e o nicleo. Como fixamos o referencial no ntcleo, o fluxo de particulas incidente

Jine € dado pelo fluxo de elétrons que incide sobre ele:

€e Ve

j AT (2.8)
onde
k 2
v, = K (2.9)
€e

é a velocidade dos elétrons incidentes (medida no referencial do laboratério) e V é o
volume de normalizacao da funcao de onda do elétron incidente.

O fator €,/m.c* na definigdo do fluxo surge devido ao fato de estarmos traba-
lhando em cinematica relativistica. Este fator aparece porque um elemento de volume

dV observado de seu referencial de repouso sofre uma contracao dada pelo fator de
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Lorentz v = 1/ m quando observado de um referencial que se move com ve-
locidade v em relagao a ele. Sendo assim, o volume de normalizacao V da fungao de
onda do elétron incidente quando observado do referencial do laboratério é contraido
de um fator e./mc?.

Para calcular a probabilidade de transicao comecamos definindo o espaco de fases
final do sistema para o espalhamento (e,e’p). Aqui o espaco de fases é dado pela
multiplicacao do espaco de fases de cada uma das particulas que compoem o sistema
em seu estado final !:

B _mee® VAPK my,c? VAPp' Ma_1¢2 VdPpa_y

(2.10)

Ainda precisamos determinar o elemento de matriz (f|H|i) para calcular a se¢ao
de choque. No caso da aproximagcao de Born para o espalhamento (e, e’p) o elemento

de matriz da transi¢ao, desprezando o recuo do ntcleo[7], é

(fIH]i) = —hic/d(“)xH(:r) (2.11)

onde, na aproximacao de Born,
H(x) = eA,(z)J" () (2.12)

¢ a densidade Hamiltoniana da interacao. Ela é escrita em termos da quadri-corrente de
transigao hadronica J#(z) = (J%(x),J(x)) do nucleo alvo e do potencial A, (z) gerado
pela quadri-corrente eletronica.

O potencial A, (z) satisfaz a equagdo de Klein-Gordon cuja fonte é a quadri-
corrente eletronica j, () = (jo(z), —j(x)), ou seja,

0A4,(z) = —%jﬂ(x) = —%[eaﬁé(w)w%(m)] (2.13)

onde Y.(x) é a funcao de onda do elétron e a tltima igualdade foi obtida devido ao
fato do elétron ser uma particula puntual?.
A solucao dessa equacao é bastante conhecida e é dada em termos da integral da

fungao de Green apropriada D(x — z’) multiplicada pelo termo de fonte[7, 8]

A, (x) = in /d(4)x’D(a: —2')ju(2"). (2.14)

C

1Os fatores do tipo mc?/E aparecem também aqui pelos mesmos motivos que na defini¢ao do fluxo.
2No préximo capitulo veremos como obter a corrente no caso de uma particula com estrutura

interna.
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Logo, temos que o elemento de matriz da transicao é dado por

4
(fIH|i) = —g/d(‘l)x/d(‘l)x’D(x —2')ju (") JH () (2.15)
c
onde a quadri-corrente de transicao do alvo J,(x) é dada pelo elemento de matriz do
operador jﬂ(x) aplicado entre o estado inicial |¥;), formado pelo nicleo alvo, e o estado

final |V ), formado pelo nicleo com A — 1 nucleons e o nucleon espalhado:
Ju(@) = (U s| (@) W5). (2.16)

A quadri-corrente eletromagnética hadronica deve ser um invariante de Lorentz,
ou seja, ela deve ser a mesma quando medida em qualquer sistema inercial. Entao,
podemos reescrever o operador de quadri-corrente hadronica como JAN(x) == @(O)e_i%
e, logo, se assumirmos que as fungoes de onda do sistema nuclear inicial e final sao auto-

estados de energia e momentum:
Tu(w) = PP MG (| T (0)[W;) = e FPam P2 h T (), (2.17)

onde J,,(p;, pr) sera explicitado adiante. Se tivéssemos escolhido separar apenas a parte

temporal da quadri-corrente teriamos
Ju(@) = ST | T, (1) W) = ellreanmeat/n () (2.18)

Assim, vemos que para determinar a secao de choque do niticleo precisamos das
fungoes de onda inicial e final dos nucleons do niticleo alvo e dos elétrons incidente e
espalhado. A obtencao das fungoes de onda dos nucleons do nicleo alvo estd discutida
em detalhes no préximo capitulo. As funcgoes de onda dos elétrons sao encontradas
resolvendo a equacao de Dirac para os mesmos, geralmente utilizando alguma aprox-
imacao desejada. As aproximagoes mais usuais sao a aproximagao de onda plana,
conhecida por PWBA (Plane Wave Born Approximation), e a aproximagao de ondas
distorcidas, conhecida por DWBA (Distorted Wave Born Approximation). Na PWBA
as funcoes de onda dos elétrons sao solugoes da equacao de Dirac para particula livre,
ou seja, as equacoes de Dirac para os elétrons incidente e espalhado sao resolvidas
desconsiderado-se os campos gerados pelo nicleo. Ja na DWBA as fungoes de onda
dos elétrons solucoes da equacao de Dirac cujo potencial é aproximado pelo campo

Coulombiano estatico do nicleo em seu estado inicial.
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Neste trabalho consideraremos o elétron como uma onda plana e, logo, suas
fungoes de onda incidente 1. (x) e espalhada . (z) sao solugdes da equagao de Dirac
para a particula livre. Fizemos a opcao pela PWBA pois, como veremos, nela pode-
mos separar as contribuicoes do elétron e do alvo na analise da secao de choque. Esta
é quantitativamente valida para ntucleos leves, principalmente para valores baixos do
angulo de espalhamento 6, do préton[7].

Na PWBA a fungao de onda 1, correspondente a solugao de energia positiva do

elétron incidente é
1 .
VYe(x) =1/ Eu(k’, s)e ke/h, (2.19)

Nessa equagao os spinores u(k, s) dependem do quadri-momentum k, do spin inicial s
e satisfazem

(Fc — mec®)u(k,s) = 0 (2.20)

onde } = -k é a notacao de Feynman para o produto de um quadri-vetor com as ma-
trizes . Os spinores sao normalizados de maneira que a probabilidade de encontrarmos

o elétron num volume V seja um?®, o que implica que

mec?

u(k, s)u(k,s) =1 e ul(k,s)u(k,s) =

(2.21)

€e

Se trocarmos k por k', s por s’ e €, por €, temos a solugao ¢.(z) para o elétron
espalhado.

Usando a aproximacao de ondas planas em (2.14) temos que a quadri-corrente

eletronica pode ser escrita de maneira simplificada

. 7 1 i(K'—k)x/h-t/7.0 7
Ju(T) = ecl(z)yue() = ecﬁe(’“ I (K S )y k, )

= julk, sk, sl R =/, (2.22)

e o potencial A,(z) gerado por ela é o potencial de Mgller (ver Apéndice C):

A 1 .
Au(z) = _%q q,,ju(k>55 K, s)e e, (2.23)

No regime ultrarelativistico, ou seja, quando a energia de repouso do elétron é

muito pequena se comparada a sua energia total, fazemos as seguintes aproximacoes

€, = \/|kc|2 + (mec?)2 > kle e € = \/|k’c|2 + (mec?)? =~ [K'|c. (2.24)

3 A normalizacio das funcdes de onda dos elétrons foi escolhida de maneira que o fluxo coincidisse

com a equagao (2.8)
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o que implica que

w2 2 CAeee, 5 0.
G = uq" = (—) —laf* ~ —gk K = (ho)? sin® 5 (2.25)

Usando (2.17) e (2.23) temos que o elemento de matriz de transi¢ao (2.11) na
PWBA é dado por

4 .

(fIH|i) = h_ziju(kv& K s’)J“(pi,pf) /d(4)xel(p +pa—1—pa—hq)z/h
c quq”
A e

= haz g sk )" (pi, py) 2mh) 8D (' + pay — pa— K+ k). (2.26)

De maneira equivalente temos (ver equagao 2.18)

1 - |
M) = 3=l sil ) [ dOadGreeaaigar i)
 q,q”
T e | - ) /
= haz g gk s KL DI (@R (6, + e —ea—eete)  (227)

onde
J*(q) = /d3reiq'rJ“(r) (2.28)
¢ a densidade de carga e corrente no espaco de momentum transferido.
Como assumimos que as polarizacoes das particulas incidentes e detectadas nao
estao sendo medidas devemos tomar o médulo quadrado da matriz de transicao e fazer

uma média sobre os estados iniciais dessas particulas e somar sobre os possiveis estados

finais[6]:

h2ct

. / vl ([ Ame
(FIHIDIE = 27R) SO +pas —pa— k +K) ( ) STUSH? (2:200)
if

, 4re
= (2mhe)d(e, + €41 —€a — €+ € )h204 ( ) Z|7}Z|2 (2.29Db)

w1") 4
onde 4
Spi=Julk,s; k', )T (pi,pr) e Tpi=ju(k,s; k', s")J"(q). (2.30)
Logo
§|Sﬁ|2 Zju k,s; k' s g, (k, sk s )iJ“*(pi,pf)J”(pi,pf), (2.31a)
if if,N
ST = Zju (ks K, )i (ke 5K, 8) ST () (2.31D)
if if,N

4 Acima usamos que [(277)*0™) (p' +pa_1 —pa—k+k))? = 2rh) W (' +pa_1 —pa—k+E)VT
e [(2mhe)d(e), +ea1 —€ea —€c +€,)]* = (2mhc)d(e), + €a—1 — €a — € + €,)cT (paginas 101, 111-112 da

referéncia [6])
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onde N sob a somatoria indica que estamos somando apenas sobre os estados inicial e
final do nucleo.

Substituindo o elemento de matriz (2.29a) em (2.6) onde a densidade de estados
finais p; é dada por (2.10) temos que a segao de choque do espalhamento (e, €'p) do

tipo exclusivo é

1 4rre \ 2 mc?
do =(2rh)*6@ (p/ G —pa—k+ K 2
o =(2rh)"6"V (p' + pa1 —pa—k + )h204 o) Tke
mec? BBk mpc? Bp’ Ma_ic® dBPpay
x Z|Sﬂ|2 e, (2mh)? € (27h)? € (2mh)3
i p A-1 ™

e

(2.32)

Na equagao acima, bem como no resto deste capitulo eliminamos as dependéncias nos

volumes de normalizacao V das fungoes de onda das particulas incidentes e espalhadas,

ja ao de ch ao d ional 1 d lizacao °

ja que a secao de choque nao deve ser proporcional ao volume de normalizacao °.
Estamos interessados na situacao em que apenas o elétron e o nucleon espalhados

sao detectados, entao, para calcular a secao de choque de espalhamento, devemos fazer

uma integragao sobre os possiveis momentum de recuo ps_; do nicleo em seu estado

final:

q 1 1 ( Arre )2 My 1¢® myc® m2ct
0’ =

(27)% h3c3 \ h2q,q”

Z|3ﬁ|2|k'|2d|k'|dﬁe/|p’|2d|p'|de/5(e;, + €41 — €4 — € FE). (2.33)
if

ca1 €, elklc

Notamos aqui que se tivéssemos utilizado a equagao (2.29b) em (2.6) ao invés de (2.29a)

ao integrar sobre ps_; terfamos obtido o volume V), no espag¢o de momentum, i.e.,
/ &’pa_1 =V, = (21h)*V, (2.34)

e, logo, trocando Sy; por 7y; em (2.32) também obtemos a se¢do de choque desejada.
A funcao delta restante representa a conservacao da energia do sistema. Podemos
nos livrar dela integrando em |p’|. Para tal usamos que

5(f(p) = 3 A=) (2.35)

|
i op |P=pi

5Podemos ver isso lembrando que a densidade de estados final é proporcional a V3 enquanto as

/2 Assim temos que

fungoes de onda das particulas incidentes e espalhadas sao proporcionais a V™~
|Sfi|2 é proporcional a V~° e, logo, o elemento de matriz é proporcional a V=%, Assim, a taxa de

transicdo w é proporcional a V~! enquanto o inverso da corrente incidente é proporcional a V.
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onde f(p;) = 0. Como o momentum do nucleon pode assumir um unico valor em

modulo para que haja conservacao da energia:

e, = /|p'[2c + m2c (2.36)

entao

D) = VPP T mzct 4+ [k~ — PP + ME o —ea—et e, (237)
e, logo, a secao de choque para esse tipo de espalhamento é

d°o Are \* maEMa_1Em2e el e . ==
! ‘ PR 2.38
() e ISl (209

de dQodQ, — \ A2q.q” (27)Ph3cde |
Para chegar a equacao acima, usamos que

d[k’| €
de’ - k|2 (2.39)

e definimos o fator de recuo do nucleo

af(p)
dp

€/

_ A1
fT@C €A ‘p1’02

w|p'| — €,hlq| cos b,
ealp/|

(2.40)

:'H

p=Ip’|
Desta forma, para calcular a secao de choque falta apenas avaliar o elemento de

matriz Sy;. Como as cargas do elétron espalhado e do ntcleo alvo sao conservadas,
0" () =0 e 0,J"(x) =0, (2.41)

as quadri-correntes eletronica j,(k, s; k', s’) e a hadronica J*(p,p’) satisfazem, respec-

tivamente,
q“ju(k, S; k”s’) =0 e qut]“(pi,]?f) =0 (2.42)

ou, de maneira equivalente,
wjo(k,s; k', s") —heq - j(k,s;K',s") =0 e wldy(p,p') — hicq - J(pi,pf) =0 (2.43)

onde jo(k,s; k', s") (Jo(p,p')) e j(k,s;k',s") (J(pi,ps)) sao a densidade de carga e de
corrente eletronica (nuclear) no espa¢o de momentum, respectivamente.
Separando as componentes longitudinais (L) e transversais (T) das quadri-correntes

em relacao ao momentum transferido q,

.](ku 53 k/’ S,) = jL(k7 55 klu S/) +.]T(ka 53 kl? S,) onde jT(k7 55 kla Sl) q=0 (244)
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J(pzapf) = JL(pzapf) + JT(plapf)a onde JT(pl7pf) q = 07 (245)

temos que as componentes longitudinais e de carga estao ligadas por

w
jr(k 'k’l k’ k? J ) = —J ) q. 2.46
jo(k, sk, s") = hel |Jo( s;k',s"ha e Jp(pi,py) heldl o(pi,py)d (2.46)

Entao, como apenas trés das quatro componentes das quadri-correntes sao indepen-

dentes, o produto j,(k, s; k', s")J*(pi, ps) entre elas pode ser reescrito como

ju(k75§ klv SI)J#(piapf) = jO(k S k,asl)JO(piapf) _.](ka S k,asl) : J(p'upf)
q, . .
= - (| Tg]()(k7 S5 kla S,)J()(pi?pf) +JT(k7 S5 k/78,) ' JT(pzapf))
(2.47)

com as densidades de carga e corrente eletronicas dadas por
Jo(k,s; K s') = ectd' (K, s )you(k,s) e jk,s;k,s)=ecu' (K, s)yulk,s), (2.48)
respectivamente, e as densidades de carga e corrente nucleares dadas por

Jo(pisr) = (Wi To|W,) e I(pips) = (Uys|T| W), (2.49)

as quais sao dependentes do modelo para o alvo. No préximo capitulo sera discutida a
obtencao das densidades de carga e corrente nuclear.

Assim, reescrevemos Sy; como

2
Spi = —ec (éﬁﬂ'(kﬁ’, ok, ) (W sl Jo|Ws) + ' (K, s")yu(k, ) - <‘1’f\JT!‘I’i>> (2.50)

ou, de maneira simplificada,
Spi=—ect (K, s") (Voo — V - y) u(k, s) = —ecu' (K, ") Vu(k, s) (2.51)

onde Vj e V sao identificados por comparagao entre (2.51) e (2.50). Tomando a média
sobre as projecoes dos spins iniciais dos elétrons e somando sobre os spins finais, o

modulo quadrado do elemento de matriz Sy; é entao
DI85l = e Zyu sV Ju(k, s)|?, (2.52)
if

onde J =Y, fV, sendo agora a média e a soma efetuadas sobre os estados do ntcleo

apenas.
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Conforme mostrado no apéndice C temos que a secao de choque final é dada por:

dPo om|p|ce, Ma_1c?
30400, ~ @rphe ey Treelonnt van v+ viw). (2:53)
e e’ '

Na equagao acima o), ¢ a secao de choque de Mott

os fatores v dependem apenas da cinematica dos elétrons incidente e espalhado

o — (ﬁ) 2 (2.554)

laf?
6 1 ¢
_ 2 [ Ue 1
2 2
U ) 2 (9) %
vy = tan® | — | — —= 2.55¢
! <\/§|q\2 \/ 2 |al? ( )
1q
— 2.55d
IR (295

enquanto os fatores w, que contém toda informacao sobre a estrutura nuclear, sao

dados por
wy = 2:|<‘1’f|jo|‘1’z>|2 (2.56a)
if N
we= 3 [0 T 03 2 | (0| T |9 (2.56D)
if N
wa = 2ReD (Wl T} W) ([T |03) = (917419 )| (2.56¢)
if N
we = 2Red [ (W LW (W1 T [3)] (2.560)
if N

Os fatores w foram dados acima em termos das componentes transversais J_(q) =
Wl T ;) e J(q) = (¥ J. V,) da quadri-corrente hadronica numa base esférica
! + F1d+

ortonormal[9]. Essa base ¢ definida pelas relagoes
. 1
€qz =4 € €qir = :Fﬁ(e:c +ey) (2.57)
e, logo, suas componentes sao dadas por

Ja(q) =eqr-J(q) onde A=z +£l1. (2.58)



Capitulo 3

Modelo para as Densidades de

Corrente

Nas préximas secoes discutiremos a obtencao das fungoes de onda dos nucleons em
seus estados inicial e final e como, a partir delas, calculamos as densidades de corrente
necessarias para a obtencao da secao de choque de espalhamento.

As energias envolvidas nos experimentos mais recentes sao cada vez mais altas,
variando de centenas de MeV a poucos GeV. Essa faixa de energias é a mesma tanto
para os elétrons incidente e espalhado, cujas energias de repouso podem ser desprezadas
em relacao a suas energias cinéticas, quanto para o nucleon arrancado do ntcleo, cuja
energia cinética é da mesma ordem de grandeza de sua massa de repouso. Por esses mo-
tivos nos preocupamos em fazer um tratamento totalmente relativistico para descrever
as funcoes de onda dessas particulas. Assim, para que nossa andlise seja consistente,
devemos tratar também os nucleons que compoem os ntcleos inicial e final, da mesma
maneira.

Dito isto, comecamos o capitulo falando sobre uma maneira para gerar as fungoes
de onda dos nucleons ligados. Estas sao obtidas na Aproximacao Relativistica de
Hartree para o modelo de Walecka juntamente com os potenciais nucleares.

Em seguida obtemos as funcoes de onda para o nucleon espalhado a partir de
uma expansao em ondas esféricas da solucao da equacao de Dirac no continuo. Assim
temos, como veremos adiante, uma equacao de Dirac para cada onda parcial. Neste
trabalho os potenciais utilizados na solucao dessas equagoes sao os mesmos gerados

pelo sistema ligado. Fizemos essa escolha pois esse procedimento tem a vantagem de

25
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garantir a conservacao da carga dentro do modelo, mas, como se sabe do espalhamento
elastico de prétons por nicleos, nao descreve corretamente a fun¢ao de onda do nucleon
espalhado.

O procedimento usual para encontrar a funcao de onda do nucleon espalhado
consiste em resolver as equagoes de Dirac obtidas utilizando potenciais épticos, i.e.,
potenciais que sao gerados para ajustar a secao de choque do espalhamento elastico
de prétons pelo ntcleo em questao. Os potenciais 6pticos tém algumas diferencas em
relagao aos potenciais gerados pelos nucleons em seus estados ligados, na aproximacao
de Hartree. Enquanto esses tltimos sao puramente reais e independentes da energia do
nucleon, os potenciais épticos sao complexos e levam em conta os efeitos de absorcao
da funcao de onda pelo nticleo, sendo dependentes da energia do nucleon no meio, fato
este conhecido a partir da investigacao da interagao nucleon-nucleon[10].

Tendo os estados inicial e final das particulas que compdem o sistema nuclear,
mostramos entao como calcular as densidades de corrente de transicao para uma

particula com estrutura interna.

3.1 O Modelo Nuclear e as Funcoes de Onda dos
Estados Ligados

Para obter as fungoes de onda dos nucleons ligados e o potencial nuclear, precisamos
primeiro de um modelo para descrever o niicleo alvo. Nesse trabalho usamos o conhe-
cido modelo de Walecka[11, 12], o qual é baseado na Hadrodinamica Quantica (QHD)
e descreve o nicleo como composto de nucleons que interagem através da troca (auto-
consistente) de mésons escalares e vetoriais[13]. Podemos ainda incluir outros tipos de
mésons (7, p, etc) e também o campo dos fétons, caso levemos em conta a interagao
eletromagnética. Em versoes mais sofisticadas do modelo sao incluidas também in-
teragoes entre os préprios campos gerados pelos mésons.

Algumas das vantagens do modelo sao o fato de, por ser baseado numa teoria
de campo, os graus de liberdade dos mésons poderem ser incluidos logo no inicio do
desenvolvimento do mesmo. Além disso, como o modelo é relativistico, ele incorpora
naturalmente o spin e a cinematica e dinamica relativistica das particulas.

A maneira mais apropriada para o estudo do modelo é através de uma formulacao
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Lagrangeana para o mesmo, pois esta elimina os vinculos existentes nas equacoes
de movimento[14]. Apds introduzir a Lagrangeana para o modelo (baseada na La-
grangeana cldssica para meios continuos) devemos quantizar os campos substituindo-os
por seus operadores. Antes disso, porém, faremos uma aproximacgao de campo médio
(MFT) para os campos dos mésons e para o campo eletromagnético, sendo que esta
produz resultados satisfatorios para vérias propriedades médias nucleares. O campo

dos nucleons continua a ser tratado como um campo quantizado.

3.1.1 O Modelo de Walecka

No modelo de Walecka a densidade Lagrangeana L que descreve a dinamica das

particulas que compoem o ntcleo é formada pela soma de trés tipos de termos:
L= L+ (0 + 35 (31)
m

onde L7 ¢ a Lagrangeana livre dos nucleons, £/ ¢ a Lagrangeana livre do méson
m ou do campo eletromagnético e L7 é a Lagrangeana que descreve a interagao dos
nucleons intermediada pelo méson m ou pelo campo eletromagnético.

Neste trabalho consideraremos esse modelo na chamada aproximacao QHD-II,
onde, além dos mésons escalares o e vetoriais w incluimos o méson isovetorial p e

o campo eletromagnético A*. A seguir, apresentamos a Lagrangeana do sistema na

QHD-II. Neste caso as densidades Lagrangeanas livres do sistema se tornam:

L5re = U (x)(ihcy" 0, — muc®) U (z) (3.2a)
: 1 [mic
Lhre = “ohe {Wﬁg(@ - auﬁb(‘f)a“@b(x)} (3.2b)
[Llivre _ _L I (q:)F‘”’(q:) _ 2mic4v (I)V“(gj) (3 2(3)
© T T 4he |TH h2¢2 M '
livre 1 24 m’2)64 K
2
livre _ _6_ Hv
L 4hCGW(a:)G (x) (3.2¢)

onde ¥ (M), ¢ (m,), V, (my) e b, (m,) sdo os operadores de campo (massas) dos

nucleons e dos mésons o, w e p, respectivamente. Temos também que F},, = 9,V, (x) —

0, Vu(x), G = 0, A, (x) — 0,A,(x) e By, = 0,b,(x) — 0,b,(x).
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As densidades Lagrangeanas de interacao sao:

L3 = 9, (x)o(2)¥ () (3.30)
B = g (@) V()W () (3.3)
L35 = =ZU (@), 7 - b () ¥(a) (3.3¢)
i = B, L 4w (3.34)

onde g5, g € g, sao constantes de acoplamento dos mésons o, w e p, respectivamente,
enquanto 7 é a matriz de isospin do nucleon e 73 = 1 (—1) se o nucleon for um préton
(néutron). Omitiremos a dependéncia em z dos campos de agora em diante, exceto
onde explicito.

Tendo a densidade Lagrangeana £ do modelo para o nicleo podemos encontrar

o tensor energia-momentum, dado por

oL
00,x

T/u/ = _g,uuﬁ + Z al/X (34)
X

e as equacoes de movimento do sistema a partir das equagoes de Euler-Lagrange:

8_£ _ 9 oL
ox “0((9”)()

onde y sao os graus de liberdade do sistema.

=0 (3.5)

As equacoes de movimento do sistema, escolhendo como graus de liberdade do

mesmo os operadores de campo V¥, ¢, V,,, b, e A,, sao, respectivamente, a equacao de

Dirac:
1
(1A 0, — mnc® + 9o — Gy, V" — %%? - bt — e%( _;TS)A“)\I/ =0, (3.6a)
uma equagao do tipo Klein-Gordon com termo de fonte:
1 m2ct _
= [D + 22 } o(z) = g,V (x)¥(x), (3.6b)
duas equacoes de Proca, também com termos de fonte:
1 m2ct —
e [0+ | V) = e u(a) (3.60)

L o7 1 " )| = g T () P (3.6d)
|0 g P (@) = g, (@) T (), .



29
além de uma forma compacta para as equagoes de Maxwell:

2 o I N<1+T3)
h—CDA() eV (z)y"—

U(z). (3.6¢)

Lembramos que o D’Alambertiano [J presente nas equacoes acima é definido

por L0 = 0,0" = c%g—; — V2% e que para chegar & equagio (3.6¢) usamos o fato da

densidade de corrente barionica B* = W(z)y*V¥(zx) ser uma quantidade conservada,
i.e., 0,V (2)y"¥(z)] = 0.

Para resolver a equagao de Dirac (3.6a) e encontrar os valores para os campos
U dos nucleons precisamos encontrar os valores para os campos mesonicos ¢, V# e b*
(equagoes (3.6b) a (3.6d)) e para o campo eletromagnético A* (equagao (3.6e)). Para
tal usamos o propagador D, (z — z’) (fungdo de Green) adequado para cada um dos
campos. Assim, se F,, for a fonte do campo x a forma geral para o campo x(z) é dada
por:

/ D, ( F(2)d*z'. (3.7)

e, logo, a equacao de Dirac para os nucleons se torna:
(—=ihey* 9, + muc®) ¥ (z) =g2 / Dg(x — )0 (2 )W (2")d*2' V()
~ g [ Dale = U)W )
— 2 [ Dyl =B T U W)

—e /DAM z — 2 )W (2 )y* (12T3)\If(x’)d4:c’%@ﬁ/(x).

(3.8)

Tendo calculado os campos dos nucleons, dos mésons e dos fétons podemos cal-
cular outras grandezas de interesse a partir do tensor energia momentum 7,,. Por

exemplo, a Hamiltoniana é dada por

H = /ngToo, (39)

e, a partir dai, a energia total do sistema.

3.1.2 A Aproximagao de Hartree

Para resolver as equagoes (3.6a) a (3.6e) faremos algumas aproximagoes ja que estas

equacgoes sao equagoes de campo nao-lineares e suas solugoes sao bastante complicadas.
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Além disso, como as constantes de acoplamento dos campos sao grandes, a solugao por
métodos perturbativos é inapropriada. Um método para resolver estas equacoes ¢é
usando a aproximacao de campo-médio (MFT), ou seja, substituindo os valores dos
campos por seus valores esperados. FEste procedimento produz seus melhores resul-
tados a medida que as variagoes em torno desses valores esperados se tornam menos
significativas, o que acontece com o aumento da densidade nuclear[13]. O aumento das
densidades nucleares implica num aumento dos termos de fonte das equagoes (3.6b)
a (3.6e) e, logo, podemos substituir os operadores de campo dos mésons e dos fétons
por seus valores esperados, que sao agora campos classicos. Se impusermos invariancia
rotacional (simetria esférica) ao sistema temos que os campos dos mésons escalares o

e vetoriais w sao aproximados, respectivamente, por

¢ — (§) = do(r) (3.10a)

Vi = (Vi) = 0u0Vo(r), (3.10b)

enquanto a componente j do campo do méson p e o campo eletromagnético se tornam,

respectivamente,
b)) — (b)) = 6,06 bo(r) (3.10¢)
e
A= (A = B0 Ao(r). (3.10d)

A partir de agora omitiremos as dependéncias em r dos campos.
Substituindo os valores aproximados para os campos na Lagrangeana original do

sistema (equagao (3.1)) temos que

—. 1 1
L=W [1710%8“ - gw’YOVO - 59,073’)’050 - 65(1 + T3)’YOA0 - (mnC2 - ga¢o)} v

1 mg2ct my2ct m,2ct
- %[[(V%)H o 00’ = (VW) + 5507 = (eVA0)* = [(Vho)* + 5 bﬁ]
(3.11)
onde os campos mesonicos e eletromagnético, sao dados por
1 ,  m2ct —
(7 5 ) nlr) = ~ana(r) = ~aF0) (3120
1 , mict _ _
e (7= 555 ) 1) = ~g0n(r) = -0 (Tu) (3120)
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1 m204 g 9y —

7 <V2 _ thC2 ) bo(r) = —Epgg(r) = —5'0(\1!7'370\11) (3.12¢)
et _, e —
%V Ap(r) = —epy(r) = —§<\II(1 + 73)¥). (3.12d)

Os valores do campo barionico ¥ sao as solugoes da equacao de Dirac

. e
[ihcy, 0" — YV — %7’3’}/060 — 5(1 + 73)7  Ag — (Mnpc® — goo)]¥ = 0 (3.13)

que é resolvida de maneira auto-consistente com as equagoes dos campos classicos.

Como queremos resolver a equacao para cada nucleon separadamente expandi-
mos o operador para o campo bariénico ¥ em termos de operadores de criacao Al
(B!) e aniquilagdo A, (B,) de nucleon (antinucleon) no estado «, onde o estado « é
especificado pelo conjunto completo de niimeros quanticos que descrevem cada nucleon
(antinucleon) do nticleo. Lembrando que a equacgao de Dirac admite tanto solugoes
de energia positiva ¢ (nucleons) quanto energia negativa ¢ (anti-nucleons) e que os
campos sao estaticos, expandimos o operador ¥ da seguinte forma:

U(z) = > [Aatha(r)e /" + Bl (r)e!/". (3.14)

(0%
Desconsideraremos, como de usual, os efeitos das anti-particulas. Logo, se sub-

stituirmos essa expansao em (3.13) obtemos que

hwa(r) = ana<r) (315)
onde
h=[-ia-V+g,Vo+ %sto + g(l 4+ 73) Ag + Yo (mnc® — goto)]. (3.16)

Como assumimos que o sistema tem simetria esférica (nicleo com camada fechada)
e conserva paridade, « representa os nimeros quanticos principal n e de momentum
angular k e m e isospin t. Usando as propriedades dos operadores de momentum-
angular relativistico encontramos que a solu¢ao da parte angular da equacao (3.15) sdo

harmonicos esféricos spinoriais

Vin(6,0) = 3 {1m = 13m0} Vi (6,0, (317)

ms

onde

2 —(k+1), kK<O.



32

e (Im — mséms| jmy) sao coeficientes de Clebsch-Gordan, Y, . (6, ¢) sdo harmonicos
esféricos e y,,, é a fungao de onda de spin 1/2.
Logo, podemos separar a fungao de onda v, em componentes superior e inferior

cuja solucao da parte angular difere no sinal de &, i.e.,

Uolr) = V() = | Ve ) (3.18)
1F et (1) /1Y — o (T)

onde (; sao isospinores de duas componentes que definem se a particula é um préton

ou um néutron. Como t = 73/2 é o autovalor que define a projecao do isospin temos

1 0
— e (1= . (3.19)

Ct
0 1

[NIE
D=

A partir da expressao (3.18) e do fato que

+3 .

2 1

Z y/lmyﬁ’m/ = ( J il )5HH/7 (320)
4

m=—j
encontramos as densidades gs, 05, 03 € 0, presentes nas equagoes (3.12a) a (3.12d) em
termos das funcoes F,, e GG,. Com esses resultados reescrevemos as equagoes de campo
para os mésons e para os fétons:
1 [ d? 2d 1
e Lz— YT T Re

occ

=03 () (6. - 1R 210

2

— |— m

he |dr?2  rdr  h2c2°
occ

=3 (Qja i 1) [Galr)? + [Fa(r) ) (=1) Y2 (3.21¢)

=03 ()16 + FatrP (3:211)
|

1[([2 2d 1

2 42

= g 2a | ) = —ent

dr? =~ rdr
occ

. (% i 1) 1Ga ()2 + |Fa(r)P)(ta + 1/2). (3:210)

42

«
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As solucoes dessas equagoes dependem de 7 parametros cujos valores serao discutidos
no préximo capitulo: a massa m,, dos nucleons e as massas e constantes de acoplamento
dos mésons.

Substituindo (3.18) em (3.13) encontramos as equagoes para as fungoes de onda

dos barions

%Ga(r) + ;Ga(r) _ Bt M*(;)CCQ — Vo) p iy = 0 (3.22a)
%Fa(r) - §Fa<7~) 4B M *<7262 “V g =0 (3.22h)

Nestas equagoes M*(r)c®> = m,c* — V,(r) onde os potenciais escalar V;(r) e vetorial
V,(r) sao dados por:
Vi(r) = godo(r)

V(1) = guVo(r) + gptabo(r) + eAo(r)(ta + %)

A condi¢ao de normalizagao das fungoes F, e G, sdo encontradas a partir da
probabilidade de se encontrar o nucleon numa dada regiao do espaco. Para todo o

espaco ela é dada por:

/oo dr(|Ga (P + | Fa(r)?) = 1 (3.23)

0

Essas equacoes nao-lineares acopladas contém toda informacao sobre o estado
fundamental do nucleo e sao resolvidas iterativamente. O método usado para a res-
olugao das equagoes estd descrito detalhadamente nas referéncias [11, 15].

Tendo encontrado os valores dos campos a energia total do sistema é dada, de

acordo com a equagao (3.9), por

occ

E=Y" Eu(2ia+1) 5 [ Pol-gun(r)er)
+0.Vo(r)on(r) + 50bo(r)es(r) + eAo(r) oy (1)}, (3.24)

ou seja, ela é a energia somada de todas as particulas que compoem o nucleo, sub-
traida da metade da energia potencial que surge devido as interagoes com os campos

mesonicos.
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3.2 O Nucleon Espalhado

No nosso modelo para o espalhamento (e, €'p) assumimos que o nucleon arrancado do
nicleo interage com os mesmos campos que interagia quando estava no estado ligado.
Logo, as fungoes de onda de todos os nucleons, exceto do nucleon espalhado, sao iguais
em seus estados final e inicial. J4 a fungdo de onda final ¢s(z) = e *%"™),(r) do

nucleon espalhado é encontrada resolvendo:

hiy(r) = ey (r) (3.25)

onde e; ¢é a energia do nucleon depois de interagir com o elétron. A Hamiltoniana h
acima é a mesma que descreve o nucleon no estado ligado (equagao (3.16)).

A equagao acima é resolvida expandindo a funcao de onda v ¢(r) em ondas parciais
e resolvendo a equacao para cada onda separadamente. Para uma particula de spin my
a expansao na RDWBA (Relativistic Distorted Wave Born Approximation) no espago

de configuracoes tem a forma

€ + mnc? i . * (a
U, (r) = 470 I)QT 2 i'e H(lml§m5|jm)Ylml () thiem (1) (3.26)
com m; =m — mg €
9 (1) /7Y (T)

if(r) /1Y —m(F)
Logo, para descrever a funcao de onda do nucleon espalhado basta determinar as
fungoes f.(r), g (r) € os phase-shifts 0,.. Substituindo a expansao acima na equagao de

Dirac (3.25) obtemos as seguintes equagoes diferenciais acopladas para f.(r) e g.(r):

d%f“(” = M*(;)CC - Vv(r)gn(r) + gfn(r), (3.28a)
d%g“(’“) -2t M*(;)CC — ) felr) = fgm(r)- (3.28b)

Para obter os phase-shifts ¢, comparamos os valores obtidos para f.(r) e g.(r) com
as formas assintoticas das solucoes para o espalhamento de um nucleon por uma carga
pontual[16]. Fazemos isto porque para valores de r maiores que o raio do nicleo o
potencial escalar V(r) é praticamente nulo (tem alcance finito) e o potencial vetorial
V,(r) pode ser aproximado pelo potencial de uma carga puntual Ze igual ao nimero de

prétons do nucleo. Como existem solugoes regulares (finitas na origem) e irregulares
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(divergem na origem) para o espalhamento por uma carga puntual, escrevemos f,(r) e
g (1) como uma combinacao linear dessas solucoes[16]. Se ff(r) e gf*(r) sao as solugoes

regulares e f1(r) e gl(r) as irregulares a combinagao tem a forma
folr) = A () + Bifa(r) (3.29a)

9x(r) = Axgi (r) + Begy(r). (3.29b)

onde os coeficientes A, e B, devem ser determinados. A partir desses coeficientes
e dos phase-shifts 6 e §1 para as solugoes regulares e irregulares, respectivamente,

encontramos os phase-shifts 6., para cada onda parcial. Eles sao dados por:

in ¢
8, = 0 + arct S on .
x = 0, + arctan (AH/B,{—{—COSG,{ (3.30)

onde 6, = 6L — §%. Para chegar a essa equagao utilizamos as formas assintéticas das
solucoes para o espalhamento por uma carga puntual. Toda a analise acima foi feita
para a QHD-II, ou seja, levando em conta os campos eletromagnéticos, que tém alcance
infinito. Se nao levarmos em conta esses ultimos, as solugoes regulares e irregulares
para o espalhamento se reduzem a funcoes de Bessel e Newman esféricas, multiplicadas
por uma constante de normalizacao. As solugoes analiticas para o espalhamento do
nucleon por uma carga puntual e suas formas assintoticas, bem como os respectivos
phase-shifts, estao detalhados no Apéndice D.

Na tabela 3.1 temos uma comparacao dos phase-shifts obtidos nas mesmas condicoes
cinematicas descritas na figura 4.6. Na primeira coluna temos os phase-shifts obtidos
na QHD-II e na segunda coluna os mesmos obtidos na QHD-I, ou seja, desconsiderando
a interagao Coulombiana entre os prétons.

Veremos no préximo capitulo, o que tais diferencas implicam em termos de secao

de choque.

3.3 As Densidades de Corrente

Como discutimos neste capitulo o nicleo mantém-se coeso devido a troca de mésons e
fétons entre os nucleons que o compoem. Nesse modelo podemos descrever os estados
inicial e final do nicleo, os quais sao os ingredientes necessarios para obter-se a den-

sidade de corrente nuclear J,(x) do alvo hadrénico. Como vimos esta é dada como o



QHD-II QHD-I
K O O Ox 0_x
1 | —1.123532581 | —1.051603727 | 0.2680414379 | 0.3422451524
2 | —1.212174201 | —0.9833080751 | 0.1749464178 | 0.4088448510
3 | —1.272316479 | —0.8634929492 | 0.1072740054 | 0.5304763570
4 | —1.252982866 | —0.7387184356 | 0.1248243185 | 0.6534498129
5 | —1.194476162 | —0.6530281546 | 0.1758039820 | 0.7344614249
10 | —1.246849381 | —1.138503583 | 0.4510904989 | 0.1625110181
20 | —1.199493708 | —1.207434947 | 0.2853214498 | 0.3806052964
30 | —1.139411460 | —1.144848581 | —0.1279557235 | —0.1279568515
40 | —1.092089710 | —1.093651312 | —0.1290033627 | —0.1290572721
— 0 — OR — 6F, — 0.0 — 0.0

Tabela 3.1: Comparacao entre os phase-shifts obtidos com e sem o campo Coulombiano.

elemento de matriz do operador de quadri-corrente ju(x) entre os estados inicial | ;)

e final |¥) do nicleo alvo

Tu@) = (| (@) 0) = PP MW 1] 7, (0)| ;) = PP/ (pips) - (3.31)

se considerarmos que a corrente é um invariante de Lorentz do sistema. Aqui J,(0)
significa o operador de corrente transladado em suas coordenadas espaciais e temporais.
Discutimos a seguir a forma explicita para esse operador, assim como o calculo de seu

elemento de matriz dentro do modelo acima discutido.

3.3.1 O Operador Densidade de Corrente

Como os nucleons sao particulas com estrutura interna[2, 17| o operador de quadri-
corrente nao é dado simplesmente pelas matrizes v como no caso de particulas puntuais.

Considerando que as correntes dependem somente dos estados de momentum
inicial p; e final py do sistema escrevemos a quadri-corrente hadronica J,(p;, ps) de

uma forma geral como

Tu(pisvg) = U g(pg) Tu(piy ) Ui(3). (3.32)

Aqui o operador ju(pi,pf), que determina a corrente de transicao quando o nticleo
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val de um estado inicial W¥;(p;) para um estado final W¢(pys), contém as informagoes
necessarias sobre a estrutura interna da particula.

O operador j#(pi, pf) é construido a partir dos quadri-vetores de momentum en-
volvidos e combinagoes de matrizes . A principio tais combinacoes, as quais sao invari-

antes por uma transformacgao de Lorentz, podem ser escritas nas seguintes formas|[17]:

1 (escalar)

v (vetorial)

at” (tensorial)

P (pseudo-vetorial)
o& (pseudo-escalar).

Como a interacao eletromagnética é invariante por inversao de paridade as com-
ponentes do operador j;b(pi,pf) podem ser apenas vetoriais. Logo, J,(p;,ps) pode ser

escrito como
Ju(pirpy) = Ef(pf) VK1 F o (pr — pi)” Ko 410, (ps + i) K3
+ (py = pi) B+ (pr + i) IG5 | Wi(pi) (3.33)

onde, na forma mais geral, os fatores de forma eletromagnéticos K; dependem apenas
dos escalares ¢?, p; e pj. Essa é a forma necesséria para descrever a interaao de um
nucleon ligado ao alvo com o féton virtual emitido pelo elétron. Entretanto, como
pouco se sabe sobre o comportamento dos fatores de forma dos nucleons quando estao
num estado ligado (off-shell) costuma-se usar os fatores de forma do nucleon livre
(on-shell) para calcular a densidade hadronica de correntes de transicao[17]. Nessa
aproximagao os fatores de forma K sao fungoes apenas de ¢°.

Podemos incorporar os termos envolvendo (py + p;) nos outros termos usando as

seguintes relagoes

Ui (pg) [(pr + pi)ul Vilpi) = W(py) [=iouw(pr — pi)” + (Mpc+ Mc) v, Ui(ps)  (3.34)

Ut (py) lioww (pr + pi)"] Wilpi) = W(ps) [ (pr — pi)p + (Myc — Mic) 7, Wi(p).  (3.35)
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Com essas identidades (3.33) se reduz a

Ju(pi, pf) = Uy (p') [wﬂ(qz) +1i <%> 0w Fa(q®) + ¢ Fs(¢%) | Wi(p)  (3.36)
onde

Fi(¢*) = K1 (¢%) + (My — My)cKs(q®) + (My + M;)cKs(q°), (3.37a)

Be) = 2 (o) ~ Kla)) (3.37)

Fs(q*) = Kuo(¢*) — K3(¢%), (3.37¢)

m,, € a massa do nucleon livre e x é uma constante relacionada ao momentum magnético
do nucleon. Para reduzir ainda mais a expressao usamos a conservagao da corrente

kF(q°)
2m,c

T py) = T4 (0y) [gm%m( >qu%qu+qu3(q2) Ti(p) = 0. (3.39)

Usando a equagdao de Dirac livre temos que o primeiro termo é (M; — M;)Fi(¢?).
O segundo termo se anula devido a anti-simetria dos tensores 0,,. Como estamos
considerando espalhamento eléstico do nucleon, M; = M; = m,, e, portanto, F3(¢*) =
0. Temos assim, para uma particula com estrutura interna, que o operador j;(pi, Pf)
depende apenas dos fatores de forma de Dirac (Fi(¢?)) e de Pauli (Fy(¢?)) e tem a

forma:
ikhc

T4 (pi,pe) = FL(@V" + Fy(g?
J"(pi, py) (g )" + Fa(q )ancg

aq,. (3.39)

Escrevendo o operador dessa forma vemos que ele nao depende de p; e py, mas
sim da diferenca hq = py — p; entre os dois. Sendo assim, a partir de agora escrevemos
o operador de densidade de correntes hadronica como Jh (q) = Jh (pi,py) e a densidade
como J"(q) = J*(pi, pys)-

Os fatores de forma F(¢?) e Fy(q?) sdo dados em termos dos fatores de forma
eletromagnéticos Gr(q®) e Gy(q*) diretamente relacionados as densidades de carga

e corrente dos nucleons, respectivamente. Esses fatores, conhecidos como fatores de

forma de Sachs, estao relacionados a F(¢?) e Fy(¢?) por[2, 18]

F(g) = (1+%202) {GE(QQH%GM@Q) , (3.40a)
KEy(¢?) = (1 ' %) [Cnl) - Grld)] (3.40)
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Os fatores de forma acima podem, em principio, ser obtidos a partir de um
modelo de quarks e glions para o nucleon. Neste trabalho usaremos, no entanto, uma
parametrizacao obtida a partir de dados experimentais e vdlido para Q? < 1 (GeV/c)?.

Nessa faixa de energia o comportamento de Gg(q?) e G(¢?) é ajustado pelas curvas

Gh(g®) = (1+Q*/0.71) 72, Gh(@®) = mpG(d®),

G(@®) = 1 Gh(d?), Go(q®) = (Q*/4m}c®) (1 +5.6Q° [4myc') TG ()],
(3.41)

onde os superscritos em Gg e Gy determinam se o nucleon é um préton (p) ou um

néutron (n), u, = 1+ k, = 2.793 e p,, = k,, = —1.913 sdo seus respectivos momentos

magnéticos e Q? é dado em (Gev/c)?.

3.3.2 J¥(r) na Aproximagao de Hartree

Como discutido anteriormente, em nosso modelo para o nicleo, o mesmo ¢é descrito na
aproximagao de Hartree, o que significa que sua funcao de onda inicial (final) é dada
pelo produto anti-simetrizado (determinante de Slater) das fungoes de onda de cada

uma das particulas do sistema, ou seja:

’\Ijl> - |wa1wa2-~-wa(A,1)¢aA>- (342)

Como no nosso modelo para o espalhamento (e, e’p) consideramos que o estado final
|W ) difere do estado inicial |¥;) apenas pela fungdo de onda do nucleon espalhado, ja

que os demais nucleons sao apenas espectadores da reacao,

|\I}f> = |¢a1¢a2~-~¢am,1)¢a;‘>' (343)

De forma coerente com essa aproximagao, escrevemos o operador corrente para o

nicleo como sendo um operador de um corpo, ou seja[19]:

(W[ T, (x)] ‘Iff\ZJ’ = (P, | T (0) ), (3.44)
onde definimos o operador corrente no espaco de coordenadas como:
Ti(x) = 3(r = 1:)Ju(pi, pg), (3.45)
sendo p = —iAV. Como vimos, para obter a secao de choque precisaremos de:
Ta) = [ Pt | ) a,) = [ drdnn), (3.46)

onde o indice i fica subentendido daqui em diante.
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3.3.3 Decomposicao em Multipolos da Densidade de Corrente
Afim de calcular a transformada de Fourier definida na equagao 3.46, podemos expandir

a onda plana €'9" em termos de fungoes esféricas de Bessel e harmonicos esféricos (ver

apéndice B):

T = dm Y i85 (ar)Yia ()Y (7) (347)

chegamos em' h
Joa) = dm ) iYE (@) (W5l Cru(q)| W) (3.48)

onde .
Cru(q) = / drjir (qr)Yoar(7)J°(r) (3.49)

¢é o tensor Coulombiano de ordem L.

Expandindo agora J(q) em termos de componentes esféricas temos
J@) = > Jaqes onde Ji(q)=eq-I(q). (3.50)
A=+1,3
Como discutido no capitulo 2 precisamos calcular apenas as componentes J, e
J_, tais que

Ji(q) = qc% (o) + Jy(a) (3.51)

Se substituirmos a transformada de Fourier (3.46) na equagao (3.50) para J)

obtemos que
Jaa) =eqr-J(q) = /d?’req,\eiq"r -J(r). (3.52)
Usando a expansao (ver apéndice B)
ewt* = ~VBR VAL F T Akl Y2 ()
L>1

1 , .
POV XIL@YLEL 65)
na equagao (3.52) para Jy obtemos

Ia(q) = —V2m > V2L + (W |[Epa(q) + AMia(q)]| ), (3.54)

L>1

onde

Eialg) = 3 / arV x [j(qr) Y, (7)] - 3 (x) (3.55)

LAqui ¢ e r sdo os médulos dos vetores q e r, respectivamente
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Mia(g) = / drjy ()Y, () - 3(r) (3.56)

sao chamados multipolos elétricos e magnéticos de ordem L, respectivamente.

3.4 Calculo das Densidades de Carga e Corrente

Nas proximas segoes mostraremos em detalhes o calculo dessas componentes. Para
facilitar os calculos utilizaremos as seguintes notacoes para as fun¢oes de onda inicial

%a4) € final |ty ) do nucleon:

(r[ta,) = ¥i(r) = o (3.57)
Xi

onde as componentes ¢; e x; sdo encontradas comparando (3.57) com (3.18) e

Of

(rlthar,) = ¥y(r) = (3.58)
Xf
onde as componentes ¢y e s sao encontradas comparando (3.58) com (3.26).
3.4.1 Calculo de Jy(q)
Para o calculo de Jy(q) comegamos fazendo p = 0 em (3.39). Assim temos que
@) = B0 + Bl 0™, = B9 + Bale’) s ge @ (3.50)
! M om,, e v ! 2 om, e '

se escrevermos o%q, em termos da matriz o e do momentum transferido q. Logo a

densidade de corrente J°(r) no espago das coordenadas é

TO(x) = (| ()| = ¥4 () T (x)ebi(x). (3.60)

A partir daqui deixaremos implicita as dependéncias em r das funcoes de onda. Es-

crevendo o operador J' (@) em sua forma explicita obtemos que

rkhe

JO(r) = Fi(@) s + Falq) Yo qy (3.61)

2m,, 2

—

e logo, utilizando o fato que hq = i(py — pi) = 1h(<§ ), 0 que implica em que

+
Gpo @i = = [da Vi + o Vi = 2V - (o).
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temos

) = R +iF(q?) 5 V - (B,00,) (3.62)

Como queremos escrever J° no espaco de momentum calculamos a transformada de

Fourier de J°(r)
J(q) = /dgreiq'rJO(r)
= Fi(¢%) / dPrel T ylay; + iFy(q?)

RC

s [y ()

khe r —
ar @ Gan) (.6

_ Fi(¢) / S gl + Fy(e?)

onde na ultima passagem resolvemos a segunda integral através de uma integragao por
partes.

O primeiro termo em (3.63) pode ser avaliado utilizando (3.57) e (3.58)
@) = Fil) [ o,
— 1wFi(¢) 3 Viu0) [ Erinlan Vo) [0+ xf]. @00

LM

Aqui, novamente, a escolha de q paralelo ao eixo-z (2 = ) faz-se 1til, visto que

2L +1
47

Yim(2) = dno

e logo, se escrevermos a equagao (3.64) na sua forma explicita encontramos

/6 +mn /2L+1 —iox
Jg( ) 47'(' F1 Z Ll d lml m5|jm> lml( )

kmL
+ (km|Yeo|s'm’) [(gxliL(qr)lge) + (felizlar)|fa)] (3.65)
onde usamos explicitamente a expressao (3.26) com g (1) = Gpue(r) € fur (1) = Frpe(r)

e a expressao (3.18).
Na equagao acima, bem como nas equagoes que se seguem, utilizamos as seguintes

notacoes para as integrais angulares e radiais, respectivamente,

(km|A|'m/) = / AQVI (7)) A(P) Vierme (7) (3.66)

(Dlin(ar)xw) = / A (qr)u(r) X (), (3.67)



43

onde A(7) é uma fungao qualquer das coordenadas angulares e j;(qr) é a fungao de
Bessel esférica de ordem L. As integrais angulares possuem solucao analitica e suas
expressoes sao encontradas no apéndice B.

Para a segunda integral em (3.63), temos

zmm:5w>m2/&M®wy@mm)

2my.c

— By() khe /d3r (qeiq~r) ) [cb}dxi _ X}a@]‘ (3.68)

2m,, 2

Usando agora a expansao (3.53) obtemos

rkhe 6 +mn _is N
Ja(a) = = Fq*) 5, lal(4m)? L i (I msljmﬂﬁm,(p)

kmL

{VL +1i" M i{wmlo - Yo 4] - ﬁ'm'><gn|jL+1(q7")\f~'>

+i{=wmlo - Yoo |wm')(fuljr(a7)]gw)]

+ VL i{(—rmlo - Y2, |K'm) (gul i (ar)] fior)

+i{=rmlo - Y, |6'm')(fuli-1(qr)]gw)]}- (3.69)
Reescrevendo as integrais angulares do tipo (km|o - Y |k'm’) em termos de

integrais do tipo (km|Ypy|k'm’) (apéndice B) encontramos que

khe o € Mpc? (km|Yro|c'm')

JS(Q) = FZ(q2)2mn02‘q’( 7T) T Z il el <lml m5’]m> l;knlqy) \/m
{(m — K+ L+ 1)(gulira(@n)|fur) + (=5 + & + T + 1) (fulirri(ar)|ge)
+ (k= & = L)(geljr1(qr)| fur) + (=K + K — L)<fHUL_1(qr)|gnf>}. (3.70)

e, logo, podemos escrever a densidade de carga de transicao no espago de momentum

eern 2L+1 .7 e o
= (amy | 2 S [ Lt ) i ()

wkmL

Ccomo

khe | | 1
om, M2 V2r 11

+ (km|Ypo|r'm' { ¢*) (gxliz(ar)lgw) + (fulir(ar)|fu)] + Fa(a?)
{(n — K+ L+ 1){gulirr1(qr)|f) + (=r + &+ L+ D{ faljr+1(ar)]ge)

+w—w—LmMﬁ1mmn»+«w+w—Lxmnlmw%ﬂ}. (3.71)
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3.4.2 Ciélculo de J.(q)

Nesta secao calculamos as componentes transversais (J/1(q)) da densidade de corrente.

Comegamos obtendo o operador de corrente j(a) Usando p # 0 em (3.39) temos

. 3
~ ikhc i~
3@ = A7+ Bale?) g D 0" doe (3.72)

e logo, se escrevermos as matrizes o e o quadri-vetor ¢, na sua forma explicita,

ikhe -

2 E q. .;3

2m,, 2

J@) = Ry + FBa(d) a+ Fy(q?)

Calculando o elemento de matriz usando as fungoes de onda inicial e final do nucleon
espalhado obtemos que

kqohc ikhc

2m,,c2

J(r) = Fi(¢*)¢ v + Fa(g?) U ra; + Fy(q?) 04T X . (3.74)

2m,, c2

Escrevendo os dois primeiros termos usando (3.57) e (3.58) e as matrizes v e 3 (ver

apéndice A) em termos das matrizes o de Pauli chegamos em

_ 2 2\ Khego t 2 o\ Kheqo
Ji(r) = ¢hoxi | Fi(q7) + Fa(g )QMCQ] + X;o0i [Fl(q ) — F(q )W . (3.75)
ou de forma compacta,
Ji(r) = klgb}axi + kngfagbi (3.76)

onde k; e kg sao facilmente identificados.

Fazendo o mesmo para o terceiro termo em (3.74), com q = 1(% + ?), obtemos
Jo(r) = ksV x [¢lod; — xoxi), (3.77)

onde definimos k3 = Fa(qz) Lh

2mmnc?”

Tomando a transformada de Fourier de J(r) e fazendo a proje¢ao nas componentes
transversais usando (3.52) encontramos as componentes transversas da densidade de

correntes no espago de momentum. Elas sao
Ja(q) = /d37’eq,\eiq'r -J(r) = Jia(q) + Jax(q), onde A==+1 (3.78)

e Jia(q) e Jor(q) s@o as projecoes em eqy das transformadas de Fourier de Jy(r) e

Ja(r), respectivamente.
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Utilizando algumas propriedades de harmonicos esféricos e funcoes de Bessel

Apéndice B) a expansao (3.53) para eqe'9T se torna
(Ap p para eq

eqped” —\/_Z ilvV2L +1 {ML(C]T)YLL()

L>1

L . [L+1 A
—i 2L+1]L+1(Q7’)YLL+1(7’)—|—1 2L+1]L 1(gr)Y 3, 1(r)} (3.79)

Assim, para Ji)(q) temos

Jula) = —v2r Y V2L + 1{A [k: / &rjr(gr)ele - Y

L>1

: L :
+k2/d3er(qr)X}a~Y2L¢i} ~W e [kl/d3TjL+1(QT)¢}0"Y2L+1xi
L+1 .
+ ko /d rir+(qr)x fO' YLL+1¢1:| L+ 1 {k1/d3jL—1(q7”)¢}0"YéL—1X1‘
+ kfz/d?’er—l(qT)X}U : YEL_N%] }, (3.80)

e, escrevendo explicitamente as componentes das fungoes de onda,

€, + My Doas Lo )
Jirn(q) = —4nV2rm pT Z V2L + 11L_lel‘sﬁ<lml§ms|jm>Yl;l (')

p km,L>1

{i/\ {kl (gulir(ar) fu)(kmle - Y7, | = &'m') = ka(felic(ar)|ge)(—rmle - Y7, |x'm)

L » '
Vo [kdgﬁ“u“(qr)|f“'><“m|a Yipl = wm') = ko fulira(ar)ge)

L+1 .
(—rmlor - Y2L+1|ﬁ'm'>} e [ k(g o (ar) Y mler - YD, | — k)
T kol fuljn(ar)lgw ) (—rmlor - YéL_1|K'm'>] } (3.81)

o que implica em

€ —i—mn 2L+1 it
Jin(q) = —4mv2r it (I ms|Jm> Y, (0)
HmL>1 L+

{ (ol YVia| — #'m) [k e+ 1) (gl (ar) ) + ko + R (Fuliz(ar) o >} T (| Vsl

[zﬂ 1 <’f1<*”v = K+ L 1){geljnn(ar)l ) = ko= 1 + L+ 1><fn|jL+1<qr>\gn/>>

L+1
2L +1

( — ka(k = &' = L){geldz-1(ar) o) + ka(—r + ' = L><fﬂ|ﬂ—1<q”'g“'>)} }
(3.82)
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Para J;\(q) temos
Jox(q) = k3 / PPreqged™ - V x [phod; — xhoxil, (3.83)
e assim,
Jax(q) = ks/dgr[¢}0¢i - X}C’Xi] (VX (eqre'dT))
+ ks / d&*rv - ([phod: — xhoxi] x (eqre™)). (3.84)

Utilizando o teorema do divergente e o fato que a funcao de onda inicial é nula a partir
de um determinado raio vemos que a segunda integral ¢ nula e, logo, nao contribui

para J2)(q). Aplicando o rotacional na expansao (3.79) temos (para A = £1)

V X (eqae) = gheqre'd™ = —V2r > "i"V2L + 1{C]jL(q7“)Y2L(f)

L>1
. L . L+1 .
Fida| =\ i @ e () 4 3 @Y 0] | 6
e, logo,
JQ)\(C[) = —kgqv 27TZiL vV 2L -+ 1{ |:/d3TjL(qr)¢}0- . Y?/quz

L>1

. A .
_ /d3er(qr)X}a-.Y2LXi] —1iA YA [/d?’erH(q?”)(ﬁ}O'-Y}}LH@

, ) L+1 .
— /d3T]L+1(qT>X}0'-Y2L+1Xi:| +iA YA [/dgjL_l(qr)gb}a'-Y}EL_l(ﬁi

- / d*rjp-1(gr)x}o - YEHXZ} } (3.86)
Escrevendo as fungoes de onda explicitamente e separando as integrais radiais e angu-
lares

e+ m,c? i 1 . .
Jox(q) = —4mV2m kagq Z V2L + 1i* lel5ﬂ(lml§ms|jm>Ylml (p")
p

km,L>1

{ [<gﬂ|jL<qr>|gnf><mm|a Y3 W) — (s (@) ) —rmlo - Y| — W)

L
2L +1

—iA {(%Iﬂﬂ(qr)lgn&(ﬁm!a Yipalem') = (felire(ar)| fu)

L+1
2L +1

(—wmlo - Y}, | — m’m’ﬂ +iA {<gm|jL_1<qr>|gﬁf><nm|a YK

el (g ) —rmle Y, | — K/m'>] } (3.87)
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o que implica que

€, + mn 2L +1 oif 1 v/ a
Jax(q) = —4mv2r ksqg Y L+ 1 o “(Imugm|jm) Yy, (5y)
km,L>1

{mmrmwmv [(»e' ) (glizar)lge) + (5 — m><fﬁm<qr>|fﬁf>] (kY] — )

[zLZ 0 <<'f K 4 Lt D{geljnia(ar)lgw) = (=5 — & + L+ 1)<fn|jL+1(q7“)|fn'>)

QLL++11 ( — (k4 & = L)(gulir-1(qr)|ge) + (—k — ' — L)<fnle_1(qr)|fnf>)} }

(3.88)

Juntando esse resultado com o resultado para Ji)(q) obtemos as componentes

transversas para a densidade de corrente de transicao do ntcleo, na aproximacao de

Hartree:

e+mn 2L+ 1 ; v (5
) = —my/am) [T S [ g, )Y (7)
rm,L>1

{ (] Yia| — ) [vﬁ ot 1) ge (@) o) + kol + Rl (ar) 9]

+ kngL[;L 1 ((’f + &'+ L4 1)(gulirs1(qr)|gu) — (= — '+ L + 1)<fn|jL+1(q7“)|fn’>>

g (= (K = Dol (anlow) + (- = ¥ = DU i@l )|

T (| Yoa|m) [ - ksq(m ) gelnar)lge) + (s m’><fn|jL<qr>|fn/>)

s (’W =K+ LA 1){galjra @)l fur) = ka(—r+ # + L+ 1><fﬁ|jL+1<qr>|gm>)

* QLLTl ( —ka(s = 8 = D)geliea(an)lfie) + Ro(=h 4 ' — L><fn|jL_1<qr>|gﬁ/>)} }

(3.89)




Capitulo 4

Resultados e Conclusoes

Neste capitulo mostramos alguns resultados obtidos com nosso modelo para o espalha-
mento (e, €'p). Comegamos comparando os resultados obtidos para algumas grandezas
fisicas na aproximacao de Hartree para o modelo de Walecka, com valores experimen-
tais das mesmas. Isso é feito para testar o grau de confiabilidade do nosso modelo para
as fungoes de onda dos nucleons ligados.

Em seguida, calculamos as densidades de corrente para o espalhamento (e, e'p)
bem como a segao de choque para dois nicleos de camada fechada (1°0 e 1°Ca). Faze-

mos isso em diferentes condigoes cinematicas e discutimos os resultados obtidos.

4.1 Resultados para a Aproximacao de Hartree

Como vimos no capitulo anterior as equagoes para os campos mesonicos e para as
funcoes de onda dos nucleons do nicleo dependem de sete parametros do modelo, a
massa dos nucleons e as massas e constantes de acoplamento dos trés mésons. Os
parametros que utilizamos sdo os mesmos da referéncia [11].

Trés desses parametros, a massa m, dos nucleons e as massas m, ¢ m, dos
mésons vetorial w e isovetorial p, sao dados por seus respectivos valores experimentais:
my, = 939MeV/c?, m, = 783MeV/c* e m, = TT0MeV /.

Os valores das constantes de acoplamento do modelo sao dados de maneira a
reproduzir algumas propriedades da matéria nuclear. Eles sao escolhidos de maneira
que, para a densidade de saturagao da matéria nuclear, reproduzimos a energia de

ligagao por nucleon a; = 15.75MeV e a energia de simetria por nucleon ay, = 35MeV .

48
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Essas duas energias estao bem definidas no limite de infinitos barions na formula semi-
empirica de massa

72 (N = 2)?

E = —a;A+ a, A% + a3A1/3 + ay 1

(4.1)

A massa do méson escalar o determina o alcance da interacao atrativa que
mantém o nucleo coeso e afeta principalmente o comportamento da densidade na su-
perficie nuclear e sua espessura. A escolha de m, = 520MeV/c* é feita de maneira a
reproduzir o raio quadrético médio de carga do “°Ca.

Na tabela 4.1 temos os parametros utilizados no modelo e na tabela 4.2 temos
algumas comparacoes dos valores de algumas grandezas fisicas obtidas com o modelo

e seus valores experimentais.

méson | massa(MeV/c?) g*
o 520 109.63
w 783 190.43
P 770 65.23

Tabela 4.1: Parametros utilizados na aproximagao de Hartree

Na tabela 4.2 temos uma comparagao entre os valores do modelo para o raio
quadrético médio (r.m.s.) da distribuicao de carga (r.,). O r.m.s. da distribui¢ao de
cargas foi calculado usando que ry, = \/m onde 7, ¢ o raio da distribuicao de
prétons e 0.8 é, aproximadamente, o raio do préton[20]. Nessa mesma tabela temos

uma comparagao da energia de ligacao por nucleon, com valores experimentais.

Raio da distribui¢ao de Carga Energia de ligagao
Ten = (r2)Y2 (fm) por Nucleon (MeV)
Aprox. de Hartree | experimental | Aprox. de Hartree | experimental
160 2.75 2.73 4.89 7.98
0Ca 3.48 3.48 6.30 8.45

Tabela 4.2: Raios Nucleares e Energia de Ligagao por Nucleon

Nota-se que, embora existam na literatura parametrizagoes diferentes ou mesmo
sofisticacoes do modelo de Walecka que fornecem valores melhores para a energia de

ligacao por nucleon, os resultados acima sao bastante razodveis e nos dao um minimo
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de confiabilidade para a funcao de onda do nucleon ligado, o que é suficiente para

nossos propositos aqui.

4.2 Densidades de Corrente e Secao de Choque

Ao discutir a obtencao das densidades de corrente e da secao de choque nos capitulos
anteriores, vimos que essas grandezas dependem de varios parametros cinematicos da
reacao. Como temos varias maneiras de montar um experimento para obter essas
grandezas, por conveniéncia, fixamos alguns parametros da reacao e calculamos as
grandezas desejadas em funcao de alguma outra nao fixada.

Nesse trabalho discutiremos as duas maneiras mais comuns de se extrair as den-
sidades de corrente e a se¢ao de choque da reacao. Elas sao conhecidas por cinemética
paralela e cinematica quasi-perpendicular, ou cinematica w — ¢ fixos.

As duas tém em comum o fato de fixarmos as energias inicial €, e final €, do
elétron espalhado e, logo, a energia w transferida para o sistema nuclear. Além disso
fixa-se também a energia ¢, e, assim, o momentum final do préton arrancado |p'l.

Fixando essas quantidades medimos as grandezas desejadas em funcao do mo-
mentum inicial p do nucleon arrancado. A escolha poderia ter sido feita para obter a
grandeza relevante em funcao de outro parametro, mas fizemos a escolha por p pois
desta maneira obtemos informacoes sobre a funcao de onda do nucleon espalhado em
seu estado ligado de maneira mais direta.

A diferenca entre as duas cinematicas esta no fato de que na cinematica paralela
o momentum #q transferido e o momentum final p’ do nucleon arrancado sao paralelos
e, logo, podemos obter a secao de choque em funcao de p simplesmente variando o
modulo do momentum transferido hq, tal que p = |p’| — h|q|. Experimentalmente isso
é feito variando o angulo 6, de espalhamento do elétron. Nessa cinematica os angulos
0, e ¢, sao fixos em 0? e os termos de interferéncia das densidades de corrente, wy e
wy, nao contribuem para a secao de choque.

Na cinemdtica quasi-perpendicular, além de €., €, e |p’|, fixa-se também q. Entao,
para se obter a secao de choque em funcao do momentum inicial p do nucleon arran-
cado varia-se o angulo ¢, entre o momentum transferido iq e o momentum do nucleon
arrancado p’. Notamos aqui que, como hq e p’ nao sao paralelos, podemos ter espalha-

mento do nucleon para fora do plano determinado por k e k', i.e., ¢, # 0°. Isso implica
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que, ao especificar as grandezas medidas em funcao de p, devemos especificar também
o angulo ¢, do espalhamento. Como o espalhamento fora do plano foi pouco estudado
até os dias de hoje, temos apenas duas opgoes para ¢,, respectivamente ¢, = 0° e
¢, = 180°. Aqui seguimos a convencao de [21], ou seja, p é um nimero cujo moédulo
coincide com o médulo de p e tal que, p < 0 para ¢, = 0° e p > 0 para ¢, = 180°.
Nas comparagbes que se seguem usamos também |p’| = h|q|, pois existem mais dados
experimentais para espalhamentos satisfazendo essas condigoes.

Inicialmente mostramos comparagoes com resultados experimentais para secao
de choque obtida para duas energias e momentum transferido diferentes de protons
arrancados de um mesmo nivel na cineméatica quasi-perpendicular. Cada uma delas é
obtida de quatro maneiras diferentes e mostrada em escala linear e logaritmica. Isso
é feito para se analisar os efeitos de se incluir ou nao o potencial Coulombiano dos
préotons, QHD-IT e QHD-I, respectivamente e de se utilizar ondas planas (PWIA) ou
distorcidas (DWIA) para descrever o préton espalhado.

As comparagoes foram feitas para prétons arrancados do estado 1p1/2 do ¢O
para energias cinéticas do préton arrancado de 98 MeV (figura 4.1) e 433 MeV (figura
4.2). Na primeira figura os resultados que obtivemos foram multiplicados por 0.35
a fim de coincidirem quantitativamente com os dados experimentais de Saclay[22].
Explicaremos esse fato mais a frente.

Podemos notar pelas figuras 4.1 e 4.2 que nao ha muita diferenca quantitativa
ou qualitativa em se utilizar QHD-I ou QHD-II. Esse era um resultado esperado, pois,
a inclusao ou nao do potencial Coulombiano pouco altera as fungoes de onda dos nu-
cleons ligados e espalhados. A maior diferenca nas se¢oes de choque aparecem quando
incluimos os efeitos de distor¢ao na funcao de onda do préton. Para momentos iniciais
mais baixos do préton espalhado (p < 100 MeV/c) a diferenga é apenas quantitativa,
quando usamos a PWIA os minimos de difracao sao mais acentuados, mas para mo-
mentos mais altos (p ~ 400 MeV/c) temos uma grande diferenga qualitativa também
para as secoes de choque obtidas: além de minimos mais acentuados o comporta-
mento para momentum transferido alto é bastante diferente nos dois casos. Apesar de
quantitativamente o resultado da PWIA para energias altas estar proximo dos dados
experimentais e a diferenca entre a QHD-I e a QHD-II ser pequena, fizemos os demais

célculos neste trabalho usando QHD-II e ondas distorcidas (DWIA).
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4.2.1 1%0(e,e'p)’®N

Comecamos apresentando algumas comparacoes com dados experimentais para os fa-
tores de forma obtidos na cinematica quasi-perpendicular para préotons arrancados dos
niveis 1p1/2 e 1p3/2 na reacao °O(e, ¢'p)'"N (figuras 4.3 e 4.4). Isto é possivel uma
vez que, usando a dependéncia cinemética da se¢ao de choque, podemos separar ex-
perimentalmente tais fatores de forma de maneira semelhante ao que chamamos no
espalhamento inclusivo de elétrons de separacao de Rosembluth.

Apesar das duas comparagoes terem sido feitas para faixas de energias do elétron
incidente e do nucleon arrancado bem diferentes, podemos verificar certas similaridades
entre as duas.

Nas comparacoes podemos ver que a unica das componentes das densidades de
corrente que tem certa concordancia quantitativa e qualitativa com o valor experimental
¢ a “longitudinal”, w; + ”v—‘;wtt. Aqui falamos também em concordancia qualitativa
(apesar da escassez de pontos na comparacao com os dados de [21]), pois, mesmo
modelos bastante diferentes[23, 24] do nosso mostram que o comportamento qualitativo
nao foge muito do que obtivemos. Aqui as componentes w; e wy foram adicionadas,
pois na cinematica perpendicular nao é possivel medi-las separadamente. Nos referimos
a essa componente como longitudinal, pois, em ambos os casos, a parte longitudinal
representa mais de 90% do valor total.

As componentes transversais wr e wry, parecem ter o seu comportamento qualita-
tivo bem descrito pelo modelo, mas seus valores estao superestimados de até um fator
4 em alguns casos. De acordo com a referéncia [24] o comportamento da componente
wrr, € o mais dependente do modelo utilizado para descrever o estado final do nucleon
arrancado. Podemos perceber isso olhando nas figuras 4.3 e 4.4 as comparacgoes dos
resultados que obtivemos para essa componente com os resultado de Debruyne[24] e
Mokhtar[23].

Com a finalidade de comparar nossos resultados com a maioria dos resultados
apresentados na literatura convém nesse ponto definir o que chamamos de secao de
choque reduzida. A secao de choque reduzida é definida como

1 1 d°o
Oep |P'|ce), del,dQerdQy

p= (4.2)

onde o, é a secao de choque elétron-préton. Nao existe maneira tnica de definir o,
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entdo, aqui utilizamos a convengao de De Forest[26]:

aﬁ;l =0y <vlwc + vawy — V2uwy cos ¢ + (v 4 v (1 — 2 cos? ¢)ws)) (4.3)
onde
1 Q°
we = 4z (6;7 +€)°(F7 + —4m202ﬁ F3) —q“(F1 + kFy)* |, (4.4a)
—2
wr = @ (Fy + kFy)?, (4.4b)
2e€
—2
Ip'|?sin?0 , Q 4.
B E E: 44
wr E;E ( 1 + 4m%02/€ 2) ( C)
—2
Ip’|sinf,, . QL
- E F3). 4.4d
Wwg ez (6, +E)(FF +4m%c2,€ 5) ( )

Acima definimos € = /(p’ — q)2 + m2ct e Q' =q? - (¢}, — €)* e lembramos que F} e
F5 sao os fatores de forma do nucleon definidos na secao 3.3.1.

Como exemplos mostramos nossos resultados para protons arrancados dos es-
tados 1p1/2 e 1p3/2 do '%0O na cinemdtica paralela (figura 4.6) e do estado 1p1/2,
também do %0, na cinemética quasi-perpendicular (figura 4.5). Comparamos nossos
resultados da cinemadtica paralela com os dados experimentais da referéncia [27] e da
cinematica quasi-perpendicular com os dados da referéncia [22] e, além disso, compara-
mos alguns desses resultados com resultados obtidos por outros modelos. Em nossas
comparagoes notamos que os comportamentos que obtivemos para as secoes de choque,
reduzida ou nao, eram bastante parecidos com o comportamento descrito pelos dados
experimentais, mas, que suas magnitudes estavam, na maioria dos casos analisados, su-
perestimadas. Os modelos com os quais comparamos nossos resultados também sofrem
do mesmo problema. Por esse motivo as se¢oes de choque que mostramos nas figuras
estao multiplicadas pelo fator que melhor as ajustam aos dados experimentais. Esses
fatores sao os nimeros em parénteses ao lado das legendas.

Assumindo que a aproximacao de ondas planas para o elétron é valida, podemos
fazer duas hipoteses a respeito das diferencas observadas. Uma das maneiras é dizer
que esse fato ocorre por estarmos usando os mesmos potenciais gerados pelos nucleons
ligados para determinar o estado do nucleon espalhado. Como discutimos no capitulo
anterior, esses nao sao os mais adequados para fazer tal descricao por nao levarem em
conta os termos de absorcao e o fato dos potenciais nucleares serem dependentes da

energia do nucleon.
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Outra razao possivel seria que a probabilidade de ocupacao do estado inicial do
proton antes de ser espalhado é menor do que 1. Assim, para obter a magnitude
correta da secao de choque terfamos que multiplicé-la pela probabilidade de ocupacao
do estado em questao. Podemos explicar isso melhor se lembrarmos que, ao fazer a
aproximacao de Hartree para o modelo de Walecka, obtivemos que todos os estados até
o nivel de Fermi estao ocupados (probabilidade de ocupagao 1) e que os demais estados
estao vazios (probabilidade de ocupacao nula). Desta maneira, poderiamos explicar
a discrepancia dizendo que existem estados ocupados além do nivel de Fermi e que,
entao, a probabilidade de ocupacao dos estados abaixo desse nivel é menor que 1, sendo
a probabilidade de ocupagao do estado dada pelo fator N, que multiplicariamos a se¢ao
de choque afim de ajusta-la aos dados experimentais. Uma das hipdteses mais aceitas
recentemente é que esses niveis além do nivel de Fermi surgem devido a interagoes de
curto alcance (short-range correlations) entre os nucleons do nucleo [23, 28]. Portanto,
os desvios para a ocupacgao dos niveis abaixo do nivel de Fermi serviriam como uma
medida da validade da aproximagao de campo médio[28].

A multiplicagao da secao de choque pela probabilidade de ocupacao do estado é
também feita em modelos para o espalhamento (e, ¢’p) que utilizam potenciais 6pticos
[23, 27, 29], pois esses também superestimam os valores da segao de choque.

Na tabela 4.3 temos uma comparacao dos fatores de ocupagao que obtivemos com
os fatores respectivos das referéncias [23] e [27]. Os trabalhos com os quais comparamos
os resultados nao utilizam um tnico potencial para descrever o nucleon espalhado e,
por isso, como o valor obtido para o fator de ocupacao depende do potencial utilizado,
nao temos um valor tnico para os mesmos. Aqui colocamos apenas o maior € 0 menor

valor obtido para tais fatores.

Estado Cinematica Nosso trabalho | Referéncia [27] | Referéncia [23]
(n 1)

1pl/2 | quasi-perpendicular 0.35 * ok ok kK Kk 0.50 - 0.58
1pl/2 paralela 0.40 0.610 - 0.635 0.80
1p3/2 paralela 0.40 0.495 - 0.585 * ok k ok ok ok ok

Tabela 4.3: Comparacao do nosso calculo para as probabilidades de ocupacao N, dos
estados 1p1/2 e 1p3/2 do 'O com os obtidos por Mokhtar et al.[23] e Leuschner et
al.[27].
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Podemos notar pelos valores da tabela que os fatores de ocupagao para o estado
1p1/2 que obtivemos sdo menores que os obtidos por outros célculos em ambas as
cineméticas. O fato do fator de ocupacao ser dependente da cinemética para o nosso
célculo (assim como para o célculo da referéncia [23]) nos leva a crer que as ocupagoes
parciais dos niveis abaixo do nivel de Fermi nao é o tinico efeito causando a discrepancia
entre os resultados e o experimento. Para o estado 1p3/2 obtivemos um valor bastante
proximo ao obtido por um modelo que utiliza potenciais dpticos, mas a concordancia
aqui nao é tao boa para momentum transferido baixo (p 2 200 MeV/c). Nota-se que,
se os fatores apresentados na tabela acima representam a ocupacao dos estados, estas
parecem muito diferentes do que se espera pelo modelo de camadas simples, ja que este
modelo reproduz bem varias propriedades médias nucleares.

Em seguida fizemos uma comparacao para a se¢ao de choque envolvendo energias
mais altas para o elétron e para o préton arrancado afim de testar alguns dos limites
do modelo. Na figura 4.7 temos uma comparacao da secao de choque obtida a par-
tir das densidades de corrente da figura 4.4 com os dados experimentais da referéncia
[21]. Para valores baixos do angulo 6, (|6,] < 10° ou |p| < 200 MeV/c) a segao de
choque é da mesma ordem de grandeza da medida. Os resultados de calculos seme-
lhantes como os apresentados na referéncia [24] parecem apontar na mesma diregao
(ver figura 4.7). Para angulos mais altos (|¢,] > 10°) nossos calculos passam a su-
perestimar bastante o valor da secao de choque chegando a ultrapassa-la em até 10
vezes para 6, >~ 20° (|p| =~ 350 MeV /c). Esse efeito parece ser causado principalmente
pelo fato de utilizarmos os mesmos potenciais para descrever os nucleons ligados e o
nucleon espalhado. Podemos chegar a essa conclusao se olharmos para a regiao da
figura 4.7 em que o médulo do momentum inicial p é alto (|p| > 200 MeV/c): ali
vemos que nosso célculo é bastante préximo do célculo feito por Debruyne[24] usando
os potenciais gerados pelo nicleo inicial (sem potencial dptico), o qual ndo descreve
tao bem os dados experimentais quanto o calculo que utiliza potenciais 6pticos. Aqui
nao utilizamos qualquer fator multiplicativo para acertar quantitativamente os picos

da secao de choque que obtivemos com os dados experimentais.
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4.2.2 *Caf(e,e'p)* K

Nesta secao fazemos algumas comparagoes de se¢oes de choque reduzidas para a reagao
DCa(e, e'p)®¥K. Na figura 4.8 vemos nossos resultados para prétons arrancados dos
niveis 1d3/2 e 2s1/2 nas cinemdticas paralela e quasi-perpendicular. Todos os calculos
sdo comparados com dados experimentais da referéncia [30].

Assim como no caso do *O encontramos valores maiores que os experimentais
para a se¢do de choque (para ambos os niveis e ambas as cinemadticas) e, por isso, a
multiplicamos pelos fatores que as ajustam melhor aos dados experimentais. Na tabela
4.4 vemos os valores que obtivemos para os fatores de ocupacao comparados com os

fatores obtidos a partir de outros calculos apresentados na literatura.

Estado | cinematica | Nossos Resultados | ReferEncia [29] | Referéncia [28]

(n17)

2s1/2 paralela 0.46 0.75 0.44 - 0.51
2s1/2 | perpendicular 0.50 0.50 * ok ok k koK
1d3/2 paralela 0.42 0.80 0.61 - 0.76
1d3/2 | perpendicular 0.50 0.64 * ok ok Kok

Tabela 4.4: Comparacao do nosso calculo para as probabilidades de ocupacao N, dos

estados 1d3/2 e 2s1/2 do *°Ca com os obtidos por Jin et al.[29] e Udias et al.[28].

Aqui notamos também que para prétons arrancados do nivel 2s1/2 a segao de
choque 86 é bem reproduzida para valores do momentum inicial p < 100 MeV/c.
A partir do minimo de difracdo em p = 100MeV/c o modelo nao reproduz bem os
resultados e neste caso podemos inferir que, por se tratar de um nicleo com Z mais
alto, a aproximacao de ondas planas para o elétron pode nao ser tao confidvel.

Novamente os fatores de ocupacao dependem da cinematica, o que nao é desejavel.
Aqui também os valores para as ocupacoes dos niveis sao bem menores que o esperado
se levarmos em conta que a aproximacao de Hartree descreve bem as propriedades

médias do ¥Ca.
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4.3 Conclusoes

Apoés analisar os resultados para as densidades de carga e corrente de transicao e para
a secao de choque e compara-los com dados experimentais podemos tirar algumas
conclusoes.

Nosso calculo consegue reproduzir qualitativamente os dados para essas grandezas
quando as energias envolvidas nao sio muito altas (Q? < 0.4GeV?/c?), sendo que o
resultado ¢ melhor para nicleos mais leves. Para energias e angulos altos (Q? >
1GeV?/c* e 6, > 10°) nosso calculo nao consegue descrever nem qualitativamente os
dados experimentais. Vimos também que tentando eliminar a discrepancia através dos
fatores de ocupacao dos estados do nticleo também nao resolve totalmente o problema,
além do que os valores necessarios para isto sao pouco realistas.

A fim de podermos obter conclusoes mais firmes a respeito desta questao, acre-
ditamos que o primeiro passo é melhorar a descricao do nucleon final. Descrigoes que
incluem os efeitos de absorcao e da dependéncia da energia no potencial nucleon-nicleo
parecem indicar neste sentido, mas ainda nao sao totalmente satisfatérias. Evidente-
mente, se quisermos manter a consisténcia no tratamento do problema, tais efeitos
devem ser levados em conta também na obtencao da funcao de onda do nucleon li-
gado. Para isto devemos considerar correcoes de quarta ordem ou maiores além da
aproximacao de campo médio para a interagao nucleon-nucleon[39].

Antes de adotarmos tal direcdo na tentativa de resolver o problema, podemos
pensar em outra alternativa talvez menos complicada e que nao foi aqui abordada.
Trata-se de averiguar o efeito que a hipdtese de que o nicleo residual permanega “con-
gelado” apds a emissao do préton, tem sobre as correntes de transicao. A modificacao
desta estrutura e a consequente modificacao no potencial responsavel pela interacao
com o nucleon emitido, podem ter um efeito sobre a secao de choque final que precisa
ser estimado.

Finalmente, se quisermos extender a analise aqui feita para nticleos mais pesados,
incluindo-se af o *°Ca, precisamos acrescentar as distorcoes na funcao de onda do elétron

devido a sua interagao com o potencial eletrostatico do nicleo.
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Figura 4.1: Comparacao entre as secoes de choque obtidas em diferentes aproximacgoes

para prétons espalhados do nivel 1p1/2 do 6O com ¢, = 456 MeV e p' = 440 MeV /c.

Os dados experimentais sao de Saclay[22]
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Figura 4.2: Comparacao entre as secoes de choque obtidas em diferentes aproximacgoes
para prétons espalhados do nivel 1p1/2 do O com €, = 2440 MeV e p' = 1000 MeV /c.

Os dados experimentais sdo da referéncia [21]
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Figura 4.3: Densidades de corrente para o espalhamento °O(e, e/p)'®N comparadas
com os dados experimentais de [32] e os resultados de [23]. Os dados foram obtidos
na cinemdtica quasi-perpendicular com e, = 456 MeV e p’ = 440 MeV /c para prétons

arrancados dos niveis 1p1/2 e 1p3/2.
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Figura 4.4: Densidades de corrente para o espalhamento °O(e, e/p)!'®N comparadas
com os dados experimentais de [21] e os resultados de [24]. Os dados foram obtidos na
cinemdtica quasi-perpendicular com e, = 2440 MeV e p’ = 1000 MeV /c para prétons
arrancados dos niveis 1p1/2 e 1p3/2.
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Figura 4.5: Se¢ao de Choque reduzida para prétons espalhados do nivel 1pl/2 na
reaciao °O(e, ¢/p)1®N. As curvas foram obtidas na cineméatica quasi-perpendicular com
€. = 456 MeV e p' = 440 MeV /c e comparadas com os dados de [22] e os resultados de
[23]. Os numeros entre parénteses na legenda sao os fatores de ocupacdo obtidos em

cada um dos modelos.
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Figura 4.6: Segao de Choque reduzida para prétons espalhados dos niveis 1pl/2 e 1p3/2
na reagao °0O(e, ¢'p)'®N. As curvas foram obtidas na cinemadtica paralela com €, = 456
MeV e p' = 440 MeV /c e comparadas com os dados de [27] e os resultados de [23]. Os
nimeros entre parénteses na legenda sao os fatores de ocupacao obtidos em cada um

dos modelos para o estado 1s1/2.
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Figura 4.7: Segao de Choque para o espalhamento °O(e, ¢/p)!>N obtida com as densi-
dades de corrente da figura 4.4 e comparadas com os com os célculos de [24] e os dados
de [21]. Os ndmeros entre parénteses na legenda sao os fatores de ocupagao obtidos

em cada um dos modelos para os estados 1s1/2 e 1p3/2, respectivamente.
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Figura 4.8: Secao de Choque reduzida para prétons espalhados dos niveis 1d3/2 e
251/2 na reagao 1°Caf(e, ¢'p)*?K e comparada com os dados de [30]. Os parametros que
descrevem a cinemética da reacao sao e, = 375 MeV e €, = 275 MeV na cinemaética
paralela e ¢, = 375 MeV e 0, = 83° na cinematica quasi-perpendicular. As linhas cheias
representam os valores obtidos pelo nosso modelo enquanto as tracejadas sao esses
valores multiplicados pelo fator de ocupagao (nimero entre parénteses nas legendas da

figura) que melhor ajusta o nosso resultado aos dados experimentais.



Apeéendice A
Meétrica e Definicoes

Neste apéndice definimos algumas quantidades utilizados durante a dissertacgao.

Tensor métrico:

1 0 0 0
PR B U
=9 =
00 0 -1

Coordenadas contra-variantes:
ot = (2%, 21, 2%, %) = (ct, 2,9, 2) = (ct,X).
Coordenadas covariantes:
T, = g’ = (29, 11, T, x3) = (ct, —x, —y, —2) = (ct, —x).

Produto Escalar:

A,B* = A,g" B, = AyBy — A - B.

9 _
orr

Derivadas:

au:i_<1a ?) Y

1
=0, \car c

_
v)

Sl

onde

A quadri-divergéncia de um quadrivetor:

10 - —

(9MAMZ EEAO_‘_V . A
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e o operador D’Alambertiano:
102 =
c? ot?

U=0,0"= 2

A.1 Matrizes de Dirac

Convencao de ”"Bjorken e Drell” (referéncia [6]) para as matrizes de Dirac.

Sejam [ e 0 as matrizes 2 x 2 identidade e nula, respectivamente, i.e.,

10 00
g e O _—
01 0 0
entao as matrizes de Dirac sao
0 I 0 . 0 of _ 0
7= € v = ) ) ou s€ja, v =
0o —J —ct 0 —o

01 0 —i 1 0
10 i 0 0 —1
As matrizes de Dirac obedecem as seguintes regras de anti-comutacao
7" = 29" Lixa

onde 1,44 é a matriz identidade de dimensao 4.
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Definimos ainda as matrizes a;, 3 e o tensor o** em funcao das matrizes de Dirac.

0 0 o
Q=77 = )
o 0
o
0 o
onde
) 0 I
75 — 170717273 _
0
e o tensor anti-simétrico o*” é
vV 1 v 4
ot =S (7" =)

Notagao de Feynman:

f=qyk" ="K —~ -k

lcomo o nao é a parte espacial de um quadri-vetor ndo é preciso distinguir o* de o;



Apeéendice B

Harmonicos Esféricos e Funcoes de

Bessel

Neste apéndice detalhamos as propriedades envolvendo harmonicos esféricos e fungoes

de Bessel utilizadas no trabalho para a obtencao das densidades de corrente.

B.1 Harmonicos Esféricos

B.1.1 Definicao

Os Harmonicos Esféricos sao as solugoes da parte angular da Equacao de Laplace em

coordenadas esféricas:

1 0 0 1 0?2
sngog S5 1 = B.1
Lmeae (Smeag) T agage D]l 0) =0, (B.1)
e tem sua forma geral dada por
; 2041 (L —m)!
Y = P B.2
m (U, ) =e \/ T Umnl (costd) (B.2)

ondel >0em=—-l,—1l+1,...,0,.... 1 — 1, L.
A partir do Harmoénico Esférico e dos coeficientes de Clebsch-Gordan definimos

os Harmonicos Esféricos Vetoriais:

YIL(0,0) = (Lmlo|JM)Yim (Y, ¢)e, (B.3)

m,o

onde J >0, L=JJ+tleM=—J —J+1,..,0,....J—1,J.
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B.1.2 Derivadas de Harmonicos Esféricos

Gradiente

V()Y (0, 9)] =

T (d J+1)f(r)y%_l(z9,g0)

2J +1 \dr r
J+1 (d J
“Vaorxi1 (@ - ;) Fr)Y 3 (0,9) (B.4)

Divergente

VOl = - (e

27+ 1 \ar . ) f(r)Y (0, 0) (B.5a)

V- [f(r)Y55(9,0)] =0 (B.5b)

J d J-
VIO 00 =5 (5 - ) SOV (859
Rotacional

J d J
VY] =1y 570 (5 + T ) FOYSee) (B

(
v <Y 0.0 =1y 37
(

) FYY L(00)  (B.6D)

VGOS0 =iy 5 (- T ) SOV (B

B.1.3 Integrais envolvendo Harmoénicos Esféricos

2 T
/dQ:/ dgo/ dd sin ¢
0 0

temos as seguintes integrais angulares:

Definindo 7 = (¥, ¢) e

/)/lrml (f‘))/l2m2 (f‘)dQ = 511l25m1m2’ (B7)
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/Y%IM (f) Y(]]\;IQLz (72>dQ = 5J1J26L1L25M1M27 (BS)
e
R . R N 14 (=1 L+U+1
/ylm(r)YLM(r)yR,m/(r)dQ = (km|Ypu|'m/) = (—1)™ 1 ( 2)
o JELEDCEAY Gy — oy (2 L0l ) (B.9)
4 (25" + 1) 2 2" '
Utilizando as propriedades de momentum angular e matrizes o
temos
/y* (Ao - Y'Y (7)Y (7)dQ = Mmmwwy — &'m/), (B.11a)
o - L(2L +1)
- Mo . K — K ,
yﬁm(T’)O' . YLL(T)yH’m/ (T)dQ = m<l{m|YLM|/€ m >, (Bl]_b)
k+rK +L+1

(km|Yra| — 'm’), (B.11c)

f r)o - M T to (7 =
[ P10 Vs (P10 =

onde Yy (7) é 0 harmonico esférico spinorial definido pela equagao (3.17). Observamos
que o resultado da segunda das trés integrais acima difere dos resultados das referéncias

[16] e [33] por um sinal negativo global.

B.2 Funcoes de Bessel Esféricas

B.2.1 Definicao

As funcoes de bessel esféricas sao as solugoes da equacao diferencial
2 —w(z) +2—w(z) + (2 —n(n+1))w(z) =0 (B.12)

onden =0,+1,£2, ...
As solucoes linearmente independentes, particulares para cada n, sao a funcao de

bessel esférica do primeiro tipo

, n 1d)sinz
gn(2) = 2 (—;&) . (B.13)
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e a fungao de bessel esférica do segundo tipo (fun¢do de Newman)

yn(z) = —2" (—li> s (B.14)

zdz z

ou as duas fungoes de bessel esféricas do terceiro tipo (fungdes de Hankel dos tipos 1 e
2):
A (2) = ju(2) + iyn(2) e A (2) = ju(2) — iyn(2). (B.15)

B.2.2 Relagoes envolvendo Funcoes de Bessel Esféricas

Se fu.(z) é uma das fungdes de bessel esféricas (j,(z), yn(2), h,(ll)(z) ou hg)(z)), entao

ela obedece as seguintes relagoes de recorréncia

2n+1

fua (2 haa() = T2 ) (5.162)
nfaa(2) = (4 Dfua(2) = (204 1) fu(2) (B.16)
(n +1 d B

S L) b = fa2) (B.16¢)
(2= 5) 50 = ol (B.164)

B.3 Harmonicos Esféricos e Funcoes de Bessel Esféricas

r

Podemos expandir a exponencial €9 em termos de harmonicos esféricos e funcgoes

esféricas de Bessel como
T =47 Y "1 (qr) Yy, (@) Yau(P) (B.17)
Al

e uma onda plana, i.e., o produto de uma fun¢ao e(k) pela exponencial e como

e(k)e™™ = dr 7 i%, (kr) {s(k) : nyg(if)} Y (7). (B.18)
JLM
Para o caso dos vetores e, que definem a base esférica ortonormal temos

e,cT = drr Z i (kr) {(L(M — /\)1)\|JM>YLM—)\(]%)} YJ(7)

JLM
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e, se tomarmos k paralelo ao eixo-z

2L +1
47

Yin—a(k) = 00, M-

e, logo,

2L +1
47

o 27 —1 )
=4 E 715 (kr) = ((J = D)OIAINY S, (F)
7

. 120 +1 .
+i7 55 (kr) = (JOIA|JAYY S, (7)

et [2J + 3 X
5 (k) g (T + D)OINTNY ), (7).

Desta forma encontramos; para A = 0

(LOIN|JA)Y?, (7)

exe™™ =4r Y ity (kr)
JL

ewmhz—%E}jﬁVﬂwwévuxmnhﬁn, (B.19)
J

e para A = £1

1

e ekt = /_QWZiJ /27 + 1[)\jJ(kr)Y§J(f) + 2

J>1

V x (js(kr)Y7, ()| (B.20)



Apéndice C

Obtencao da Secao de Choque

C.1 Potencial de Mgller

O potencial de Mgller satisfaz a equacao de Klein-Gordon cuja fonte ¢ a quadri-corrente

eletronica j,(z), ou seja:

4 i 47 -1
04,@) = =2, @) =~ oot (e @)
= —4—7Tju(k:, s; k',s')ei(k/_k)'””/h. (C.1)
c

A solucao é dada em termos da fungdo de Green D(x — '), ou seja

_47T

A, (x) /d(4)$’D(a: —2')ju(2"). (C.2)

C

Atuando com o D’Alambertiano na equagao (C.2) e comparando com (C.1) temos que
OD(z — 2') = 0W(x — 2) (C.3)
e, logo, fazendo uma transformada de Fourier para D(z — ')
1 4), ip-(z—a'
Do —) = G /d( )pe? =) D (p) (C.4)

e aplicando o D’Alamberitano nessa transformada encontramos

OD(x —a') = 6W(x —a') = - (21)4 /d(gpeip'(’”‘:”')ﬁl?(p)' (C.5)
T

onde p* = p,p". Pela definigao da Delta de Dirac em quatro dimensoes

/ 1 ip-(x—a’
oW (x —a') = oL /d(4)pep( ) (C.6)

73
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vemos que

o que implica que o potencial de Mgller

Am 4 1 4),  ip-(z—z2' 1 .
AN(‘CC) = ?/d( )xlw/d( )pep( ) <_prV) ]'u,(x/)

4 h2 . i(k' —k)-
= —?mju(k»s;kl7 Sl)e(k ®) /h7 (0'8)
ou seja,
41 . 1 N\a—igz/h
Au(z) = e q ql,]u(kaé’; k', s')e : (C.9)

C.2 Secao de Choque na Aproximacao de Ondas
Planas

Como vimos no capitulo 2 a matriz de transicao Sy; na aproximacao de ondas planas

é dada por
T ~ ~
Spi = —ec (@ﬂ’(/ﬂ')%u(kﬂ‘lﬁl%l‘lfﬁ + ' (K)yu(k) - <‘I’f!JT|‘1fi>) (C.10)
ou, de maneira simplificada,
Spi = —ect (K') Voyo — V- v) u(k) = —ecd' (K')Vu(k) (C.11)

onde Vj e V sao identificados por comparagao entre (C.11) e (C.10). Como estamos
trabalhando com elétrons nao polarizados tiramos a média nos spins iniciais e somamos

nos spins finais dos elétrons incidente e espalhado
Z|Sfi\2 = e’c? Z!u s Ju(k, s)|? (C.12)
if

onde J = iif ~V e onde o somatério agora é apenas sobre as projecoes dos estados

de momentum angular inicial e final do nicleo. Assim, temos que

SIS = LS (K, ) Julk, )
if

ss’

e*c” Z“'T s vodulk, syul (k, s) 4 vou' (K's') (C.13)
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e, usando o truque de Casimir[7] para se avaliar esse tipo de soma, temos que:

1 Fed+me? ¢ et mec®
Sy 2 = Tz er T e
ZI =T J o Yod "0 e

(PR () + (JPR)T (VR — (IR (RUK)) (C.14)

se desprezarmos a massa de repouso do elétron em relagao a sua energia total.
Separando as partes escalares e vetoriais dos quadri-momentum k,, e k; = k,+nhg,

e do quadri-vetor J, temos que

Z|Sf,| = e%c?

— 2Re[(J0k:0)* (J-K)+ (J%k)" (T -]+ (k%) — k- K) (I T — I Jp)]

1 [2Re[(J%k))" (T%ko)] + 2Re[(T - )" (I - k)]

e?c?
= 5agl(eece + k- K) [ Do + 27|k - TP
+ (ecel, — k- K') |I] — 2c(ec + €,)Re (J* (k- J))]. (C.15)

Logo, escrevendo Jy e J nas suas formas explicitas temos que a secao de choque

de espalhamento

5 2 4 ,
deédﬁl;d@pf B (h;l;(;) mN(CQﬁAn;cZ:C |p||C||k|CfrecZ|3 (16
é equivalente a
dS_U_(i dr )QmNc2MA_1c2|pf|c|kf|c |
de,dQedQy — \hehcq,q)  (2m)°hcea  [kle 7
2
%;V{ cece + e k) (rzu) WA To W)+ (el — e ) [ (03| W)

ok (0Tl - 2 () (e eme [ (1o o3l
(C.17)
lembrando que os somatérios acima sao apenas sobre os estados do alvo.

Podemos escrever a secao de choque de forma mais simplificada se analisarmos

separadamente os termos que a compoem, ou seja,

/2 € EI

2
(hq,)? = (K —k)? =K+ k” - 2kK' = —; — k|? +-5 — |K'|* —2( Z; —k-K). (C.18)

Para elétrons de altas energias (centenas de MeV ou mais) €2 ~ |k|?c? e €? ~ |k/|*c* e
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logo,
/
(hg)* ~ —2(“5¢ — [K]|K| cos 6,)
C
e ! e ! . 68
~ —26656(1 — cosf,) = —46626’ sin® (5> . (C.19)

Temos também que
/ 2 / / / 2 86
€€, + k- k' = €€l (1 + cosb,) = 2¢.€, cos 5
/ 2 / / ! 2 06
€€, —c’k-k' = e, (1 —cosb,.) = 2¢.€, sin > (C.20)
e, finalmente, usando que (hcq,)? = (e. — €.)? — (hel|q|)? obtemos

(€ + E;)Z = (€ — Ele)z + dece,

= (hcqﬂ)2 + (Rc|q))? + 4e.€,

~ % (tan2 (%) — %) : (C.21)
Assim a secao de choque da reagao é
il A O () 1w
T tan® (%) 03 100) + sl 0y ]9
a (|z]1%2> €€l sinZJeC/|(21|cos 0./2 \/tan2 <%) B %Re [<\M:fg’qu> <kc- <\ij‘jT|\Dl>>] }’

(C.22)

onde colocamos em evidéncia o fator €.e. cos?(6./2) e definimos a se¢ao de choque de

T = <;—i%y (C.23)

Se escrevermos k = (k- e,)e, + (k- e;)e, e como q = |g|e, é perpendicular a

(\I’f|jT|‘lfi), entao

Mott como

ke - (U, |[T7|0;) = (ke ep)e, - (U |T7|T;)

_ %am ) (W T W) — (W | T ). (C.24)
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Reescrevemos ainda

k x K’
kc-em:kc-[ezxey]:kc-[q . }

Jal Tk x K|
[k-K(k-q) —k-k(k'-q)]

C
|l |k||K/| sin 6,
. —C
~ hlq||k||K| sin 6,

—|K]||K’ —[k|c[k'|csin 6. € e e
_ —IkliKle [1—cos®0,] = [leflclesin 6 ~ 95 gy (9—) Ccos (6—) .

k- K(|k]* — k- k) — [k[*(k" - k — [K'[*)]

~ hlq|siné, helq] helq] 2 2
(C.25)
Juntando esses resultados a (C.22) encontramos
d°o om|p'lee, My_1?
= . . J 1(UIwI + viwy + vgwy + vttwtt). (C26)

de/dQ.dQ,  (2m)3he  eq T

Aqui os fatores v dependem apenas da cinematica dos elétrons incidente e espal-

hado

o = <‘f_) (C.27a)

|af?
2 (0 14
V¢ = tan 5 - iq_|2 (C27b)
2 2
G ) 2 (9) %
vy = tan® | — | — —— C.27¢c
! <¢§|q|2 \/ 2)  laf? e
1q
U= 57 (C.27d)
e os fatores w carregam a informagao sobre a estrutura nuclear
w =Y (W[ o) ? (C.28a)
if,N
we= 3 [0 T 03) 2 [ (0| T |9 (C.28b)
if,N
wq = 2Re (Wil TF1Wp) ({0l T 1w3) = (91T w3) ) | (C.28¢)
if,N
wy = 2Re> " [(W | JL [0 (W, T_|,) ] . C.28d
tt Z JAEES R f i ( )

if,N



Apendice D

Calculo da funcao de onda do

Nucleon Espalhado

D.1 Calculo dos Phase-Shifts

O procedimento que utilizamos para calcular os phase-shifts é o mesmo encontrado na
literatura para os calculos de espalhamento de elétron por uma distribuicao de cargas
(referéncias [35, 37, 38]). Adaptamos o método para incluir, além do potencial vetorial,
também o potencial escalar.

Para encontrar os phase-shifts d,,, necessarios para determinar as fungoes de onda
do nucleon espalhado, precisamos primeiro resolver as equacoes da parte radial de cada

onda parcial:
d €, 4+ M*(r)c* — V,(r) K

Egn(r) = Tie fn(r) — ;gn(r). (Dl)
%fn(r) G- M*(Qcc - Vv(r)gﬁ(r) N ;fn(r) (D2)

Essas equacoes nao possuem solugoes analiticas para a maioria dos potenciais
realistas[34], e por isso, devemos resolvé-las numericamente. Para obter as solugoes
numéricas fazemos uma mudanca de varidaveis que facilita a utilizacao das condicoes de

contorno na origem[35]:

gx(r) = r‘”‘GH(r) e fulr) = T|H|FH<’/’). (D.3)
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Assim, para k > 0:

d e+ M (r)c* = Vi(r) 2|
3,6 = - e k(1) = = = Gx(r)
d e — M*(r)c® — V,(r)
T W(r) =— £ e Gi(r) (D.4)
onde as condicoes de contorno sao dadas por
_ d _ &+ M (0)c — V,(0)
G(0)=0 e EGH(O) B (26 + 1)he ’
d
F.(0)=C, —F.(0) =0. (D.5)
dr
Para k < O:
d e},%—M*(r)cZ — Vu(r)
dr <(r) = hc <(r)
d € — M*(r)c* = Vi(r) 2|
—F =_7 - — D.
SR0) N Galr) = =G (D.6)
e as condicoes de contorno sao dadas por
G.(0)=C e iG(O)—O
K - d?” K — Y
d e, — M*(0)c* — V,,(0)
F.(0)=0, &FH(O) =C Qnl+ 1) he. (D.7)

Nas equacoes acima C' é uma constante arbitraria, que utilizamos como

1
“ - o

por conveniéncia. As equagoOes acima sao resolvidas utilizando o Método de Runge-
Kutta de 5%-ordem|36].

Os phase-shifts 6, sao obtidos comparando g,.(r) e f.(r) com as formas assintdticas
das solugoes para o espalhamento de um nucleon por uma carga puntual[16]. Como
existem solugdes regulares (finitas na origem) e irregulares (divergentes na origem) para
o espalhamento por uma carga puntual, escrevemos ¢,,(r) e f.(r) como uma combinagao
linear dessas solugoes. Se ¢gZ(r) e fE(r) sao as solugoes regulares e g/ (r) e fI(r) as

irregulares, a combinacao tem a forma
9x(r) = Axgil (r) + Bugy(r). (D.9)

fuolr) = Acf(r) + Befa(r) (D.10)
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onde os coeficientes A, e B, devem ser determinados. As solugoes normalizadas g/*!(r)

e fRI(r) da equagao de Dirac para o potencial Coulombiano sao dadas por[35, 37]:

L8\ S Ve @) oy
m\ ) R(V (@)

onde os sinais positivo e negativo de v correspondem as solugoes regular e irregular na
origem, respectivamente, e x = |p'r/hl.
A fungdo V,(x) pode ser escrita em termos de fungoes gama e fungdes hiper-

geomeétricas confluentes:

efry/2 |F(7 + 1y)|

V,(z) =2 F2y 1) (22)7 My + iy)el D=2 B (1 4+ 4 + 1y, 2y + 1, 2iz) (D.12)
onde y = aZe,/pc, v = VK2 —a?Z% e
T(1+S.\ 1 y(k +yMc?/e,)
() = —= — = arct D.13
() 2 ( 2 > g M€ an(/w—yQMCZ/e; ( )
com S, = |k|/k. Para computar essas funcoes numericamente reescrevemos V., (z)

utilizando propriedades de fungoes gama e func¢oes hiper-geométricas:

e™/2ainx(7) ‘ ' '
V,(z) = B (v +1y)Uy(2) + iy|y + iy|Us 1 ()] (D.14)
onde
T(y +i |
U, (2) = %(mvewlm(y + iy, 29, 2ix). (D.15)

Para calcular U, (z) usamos uma expansao em torno da origem para z < 15 e uma

expansao assintética para x > 15. A expansao em torno da origem tem a forma

(v +iy)| S
U,(z) = ———(22)" anpx", D.16
comag=1,a,=—-y/ve
Wy 1 +
g, = Y1t (D.17)
n(n+2vy—1)

enquanto a expansao assintotica tem a forma

IT(y +iy)| ; In(2z)) ,—7/2(y+i - -
U, (z) = 2R <—_el<f+y R T (D.18)
I'(y +1iy) —
comby=1¢e
p,= O ZHn=Dln=y=iy), oy (D.19)

2in
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Voltando ao calculo dos phase-shifts, temos que as formas assintéticas das solugoes

fE(r) e g (r) sdo

_ R,
%QE’I(T‘) . cos(z +yIn(2z) — (I + D)7 /2 + 5 )7 (D.20)

T

1 .p; [e, — Mc2sin(x + yIn(2x) — (I + 1)7/2 + 637)
Z rR, . _ ad D.21
rf” (r) €, + Mc? x ( )

onde os phase-shifts 6% e 51 também possuem forma analitica:

™

00" = me(£7) F g —arg D&y +iy) + (L + 1) (D.22)

As solugoes g, (r) e f.(r) devem ter a mesma forma assintética que as solugdes

regulares e irregulares na origem, entao,

1 e, — Mc?sin(z + yIn(2z) — (1 + 1)7/2 + 6,)
Z - — D.24
rf”(r) \/ €, + Mc? x ( )

e logo, substituindo as formas assintética em (D.10) e (D.9) e fazendo uma manipulagao

algébrica, encontramos que

8. = 6 + arctan (AK/BSanZOS 6,) (D.25)
onde 6, = ¢! — 6%

Conforme aumentamos « cada vez mais a funcao de onda calculada numerica-
mente tende & funcdo de onda regular na origem, ou seja, g.(r) — g%(r) e fo(r) —
f,f(r), ja que as condigoes de contorno que usamos na origem sao as mesmas da solucao
regular. Assim, para s grande a razao A, /B, — o0, 6. — /2 e 6% — 0. Para evitar
problemas numéricos quando A, /B, — oo (overflow) fazemos um deslocamento de

—7/2 na funcao de onda irregular, de maneira que para x grande temos A, /B, — 1.

Isso ¢ feito definindo|[16]

Ne(=7) = 1=(7) — 5 (D.26)

para v > 0.
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D.2 Normalizacao das Funcoes de Onda

Determinar f.(r), g.(r) (a partir de agora chamados de ¢~ (r), f¥(r) por terem sido
obtidos numericamente) e os phase-shifts 6, com o método descrito acima nao é su-
ficiente para obter a funcao de onda do nucleon espalhado. Isso porque precisamos
normalizar separadamente cada onda parcial, ja que, se a onda correspondente a cada
k estiver multiplicada por uma constante elas ainda sao solugoes das equagoes D.2 e
D.1.

A principio a normalizagao poderia ser feita simplesmente comparando fY(r),
gY(r) com suas formas assintéticas normalizadas (equagoes D.24 e D.23). Mas essas
formas servem apenas para r muito grande (r — 00) e, por isso, ndo é possivel fazer
a normalizacao dessa maneira. Assim, para normalizar cada onda parcial comparamos
IN(r), g¥(r) com solugdes assintéticas que também sio vélidas para r grande (fora do
ntcleo). Essas solugoes sdo encontradas resolvendo as equagoes de Dirac pelo método
W.K.B.[35, 38].

Primeiro desacoplamos as equagoes diferenciais D.2 e D.1, transformando-as em

duas equacoes diferenciais de segunda ordem:

fﬁ( )+ : _V;\}ZET;CZSI(T)

%fa(f) +[Qo — Qo] fie(r) = 0 (D.27a)

dr2 —V,(r)d
;7’2 9x(r) + 5 +VX//‘§ZE7’W)LC¥—(T‘>/U(T) %g”m + Qo+ Q] gu(r) =0 (D.27b)

onde V/(r) = dV,(r)/dr, V!(r) = dV,(r)/dr e Qo, Q1 e Q2 sao dados por

(6, = Va(r)* = (M*(r)c*)* w2

Qo = T2 % (D.28a)
_ ks V()4 V’( )

Q1= ol TN — V() (D.28b)

Q2:_£+E () ve(r) (D.28¢)

r? M=(r)e? = Vi(r)
Para resolver as equacgoes D.27a e D.27b pelo método W.K.B. devemos trans-

forma-las em equacoes do tipo W” + QW = 0.
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Para fazer isso escrevemos

9u(r) = (e, + M*(r)c> = Vo (r)*Wi(r)
Vi (r) + Vi(r)
2(el, 4+ M~*(r)c? = V,(r))1/?
Vo(r) + Vi(r)
(G + M ()~ Vi)
Vi (r) + V'(r)
2(e, + M*(r)c? =V, (r))4/?

Wl(T')

= Gh(r) = (6 + M (1)e* = V() 2Wi(r) -

= gi(r) = (6, + M*(r)c® =V (r) /2 W] (r) - Wi(r)

(Vo(r) + V(1))
_ v s Wilr) —
1+ e — Ve )
e substituimos em D.27b para encontrar
3(Vo(r) + Vi(r))? Vy(r) +Vi'(r)
A(e, + M*(r)c? = Vi (r))? — 2(e, + M*(r)c? — Vi (r))

Wi(r) (D.29)

W)+ Qo QiITi(r) - | [ wir) -

(D.30a)
Utilizando o mesmo procedimento para D.27a, chegamos em
3(Vi(r) — Vi(r))? V)~ V)
W/l _ W o v S v S W — 0
HOHHQ- @)~ | s + e e O
(D.30D)
A solucao para equacoes da forma W’ + QW =0 é
W~ Q Yexp (j:i/Ql/2dr). (D.31)

Se considerarmos o caso particular de uma regiao em que o potencial é dado

unicamente pelo potencial Coulombiano, temos

V=% e ) =o, (D.32)

r

e, logo, podemos desprezar o ultimo termo de D.30a e D.30b em relacao aos dois
primeiros. As solugoes das equacoes D.1 e D.2 nessa regiao sao

galr) = (62 ;%526;:)3;(”>1/2 4y exp (ii / (Q + Q1)1/2dr) (D.33a)

nmz(%gxg?ZQ%m)mmamQﬂ/@r4%W%Q (D.33b)

onde as constantes a4 e by terao seus valores discutidos a seguir e g, @)1 e Q2 sao

dados explicitamente por (substituindo D.32 em D.28a):
e — M*c¢* 2aZe, B 72

Qo = 2.2 . ot (D.34a)
K aZ
=— —1 D.34b
@ r2 [r(e;+M02)/hc—ozZ ] ’ (D-34b)
K ol
=— -1 D.34
@2 72 {r(eg — Mc?)/he — aZ ] ’ (D-34c)
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onde 2 = k?—a?Z?%. As integrais em D.33a e D.33b podem ser avaliadas aproximando

@1

(Qo+Q)"? ~ Q% + e (D.35a)
0
€
(Qo— Qo)'? ~ Qy* - Q—fm (D.35b)

0
o que é razoavel para r grande. Assim,

/(Qo + Q) Pdr ~ QY+ BIn(Q? + x + B) — 40 + %SM(T]) +D;,  (D.36a)

/(Qo _ Q2)1/2dr ~ Q1/2 + ﬁln(@l/z +x+8) -0 — %Sngzﬁ(—n) + Do, (D.36b)

onde

l|,r

Ip

aZe,

= (D.37h)
n= O‘|Zp],\|ic27 (D.37c¢)

v = (K= a2, (D.37d)

Q = x> +20x —* = r*Qu, (D.37¢)
S, = % (D.37f)

A2
0 = arcsin <%) : (D.37g)
. f—nx+0-m)
¢(n) = arcsin ((Xiﬁ 17(7;;@2 n 72)1/2> . (D.37h)

s constantes de integracdo D; e Dy e as constantes ay e sao encontradas com-
A tantes de integracdo D; e D tantes ai e by trad
parando as formas assintéticas D.33a e D.33b com as formas assintéticas extremas

(r — 00) D.24 e D.23 . Por exemplo, para x > 0, devemos ter

y ge(r)  cos(x +BIn(2x) — (k + )7/24+6,) 1 (€, +Mc 1/2
im — _ (T
A X AT

{a+ exp {i <X — B+ B1In(2x) — b + %Sﬁgbo + D1>] +

a_ exp [—i (X — B+ BIn(2x) — v0 + %S,@gbo + D1>] }, (D.38)
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onde
. : B
90 = TILI{.IOQ — arcsin [W} ($ (D39a)
. . Ui
¢0 = TILI?O Q§(77) — arcsin {—W} . (D39b)

Para que isso aconteca devemos ter Dy = 4+ 70y — 1S.¢0(n) — (k+1)5 + 6, e

B he 1
2 |ple(e, + Mc?)

a+:a__

Fazendo o mesmo procedimento para f,.(r) chegamos em Dy = 3+ 00+ 1 S.¢0(—n) —

(k+1)5+dce
he 1

2 [p/fele, + M)’

b+:—b_ -

Substituindo esses resultados em D.33a e D.33b temos que as solugoes para f,(r),

gx(7) no método W.K.B. sao

ge(r)  ((B+n)x — (@2)2\"? cos(® + 1(6(n) — do) + ) X
2= (o) X ’ (D-40)
felr)  ((B4m)x — (@2)2\ " sin(® — L((—n) + do) + 6.)
r - ( CYZ(Q+/€>1/2 ) X 9 (D40b)

onde definimos ® = Q"2 — B+ BIn(Q"? + x + 3) — (6 — 6) — (I + 1). Comparamos
essas solugoes para um r grande com a solugao obtida numericamente para encontrar

as constantes de normalizacao:

gr(r) ~ Negl (r) (D.41a)

fulr) = N f (r). (D.41b)

Olhando as equagoe s D.1 e D.2 vemos que para x < 0

g(—r, M*) = +f(k,—M") (D.42a)
f(=r, M*) = —g(k,—M") (D.42D)

e, para esses valores de k,
Gu(r) = NofN(r) (D.43a)

fﬁ(r) == mg,iv(r)' (D43b)
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