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Simbologia

Nesta secao apresentam-se os simbolos principais contidos no texto. Os simbolos nao
incluidos na lista estao definidos ao longo dos capitulos. No capitulo 3 o simbolo p,
correspondente ao pardmetro escalar da norma p—média, foi alterado para r, para evitar

que o leitor confunda-o com o indice p de €2, referente ao patch nodal.
Lista de simbolos

p — densidade relativa.

Eijiy — tensor constitutivo do material.

2 — dominio.

n — fator de penalizacao do modelo SIMP.
o — tensor tensao.

oym — tensao equivalente de Von Mises.

o, — tensao ultima.

o, — tensao de escoamento.

o* — tensao efetiva (modelo SIMP).

T — tensao de cisalhamento.

S}V — tensao limite de fadiga.

S, — tensao equivalente alternada.

S, — tensao equivalente média.

S* — tensao equivalente alternada efetiva (modelo SIMP).

Sk — tensdo equivalente média efetiva (modelo SIMP).
— regiao da fronteira com carregamento prescrito.
— regiao da fronteira com deslocamento prescrito.
— regiao da fronteira com molas (regido de resposta).
— vetor de tracao.
— vetor normal.

— forgas de corpo.

S TR

— campo de deslocamentos.
e — parametro de relaxacao da tensao.

p — parametro da norma p—média (Capitulo 2).

viii
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u — vetor deslocamento de uma particula.
[N.] — matriz de interpolagao.

H — funcoes de interpolacao.

e — vetor de deformagao.

[J] — matriz jacobiana.

x — funcao Lagrangeano aumentado.

qr' — vetor deslocamento nodal.

&,m — coordenadas paramétricas.

K] — matriz de rigidez global.

[Ke] — matriz de rigidez elementar.

[B] — matriz de deformagao.

L, — medida do arco da fronteira de I';.

U - vetor de deslocamentos global.

F;-n — vetor de forcas nodais.

), — regiao do patch nodal.

r — parametro da norma p—média (Capitulo 3).
7 — vetor posicao de um ponto.

ds — medida do arco de T%.

¢ — funcao de aproximacao.

®;, ®;, P, — valores nodais.

H' — espaco de Hilbert.

K, — conjunto dos deslocamentos admissiveis.

Var, — conjunto das variacoes admissiveis.
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A, it — constantes de Lamé.

v — coeficiente de Poison.

K, —rigidez da mola.

A, — deslocamento da extremidade da mola.
H .

€ s — cossenos diretores em I'.

ﬁ .

€ — cossenos diretores em I';.

tiax — carregamento proporcional maximo.

tim — carregamento proporcional minimo.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é desenvolver um procedimento para a determinacao de projetos
6timos de mecanismos flexiveis, utilizando o método de otimizagao topolégica (BENDSOE
& KIKUCHI, 1995). Os projetos sao divididos em dois tipos: projetos com restri¢ao de
massa e projetos com critério de falha por fadiga.

Os mecanismos flexiveis, ou compliant mechanisms, pertencem a uma nova categoria
de mecanismos mecéanicos, que obtém sua mobilidade devido unicamente & deformacgao
eldstica (flexibilidade), ndo possuindo juntas ou pinos. Algumas das caracteristicas dos
mecanismos flexiveis sao: podem ser mecanismos do tipo bidimensional, ndao requerem
montagem (s@o monoliticos), sao faceis de fabricar, requerem menos espago e sdo menos
complexos, tem menos necessidade de lubrificacao, tem menos atrito e desgaste, integram
elementos de mola com outros componentes e permitem alta precisao devido & auséncia
de pinos e juntas.

O método de otimizacao topolégica combina o método de elementos finitos de Galerkin
com métodos de otimizacao, buscando a melhor distribuicao de material ao longo do
dominio fixo de projeto. O elemento finito utilizado é o Tri3, que interpola nao sé as
componentes do campo de deslocamento quanto o campo de densidade relativa. A mi-
croestrutura utilizada para a descrigdo das propriedades materiais é do tipo SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalty).

O projeto de mecanismos flexiveis submetidos a restrigoes de massa emprega o proced-
imento proposto por COSTA Jr & ALVES (2003), que combina um método de otimizagao
de leiaute com uma estratégia de refino h-adaptativo, o que permite um projeto étimo
com contorno material bem definido.

Este trabalho emprega uma técnica de perturbacao relaxagao-e (Cheng & Guo, 1997)
integrada, que modifica o espago de solugoes e relaxa a condi¢ao pontual através da con-
sideracao de uma restri¢ao integrada. A imposicao das restrigoes locais utiliza uma nova
técnica denominada patches nodais disjuntos. Esta técnica reduz o ntiimero de restrigoes
associadas ao problema de otimizagao, viabilizando computacionalmente o procedimento.
As restrigoes de fadiga devem satisfazer o critério de Goodman modificado para o caso de
carregamentos multiaxiais simples (método de Sines).

Palavras-chave: otimizacao topolégica, mecanismos flexiveis, restricoes de tensao,

fadiga.



Abstract

The task of this work is develop a procedure to determine optimal designs of compliant
mechanisms using the topology optimization method (BENDSOE & KIKUCHI, 1995).
Designs are divided into two types: designs with volume constraint and designs with
fatigue failure criterion.

Compliant mechanisms is a new breed of mechanical mechanisms that gains its mo-
bility from elastic deformation (flexibility), and have no joints or pins. Some of the
caracteristics of the compliant mechanisms are: can be bidimensional mechanisms; re-
quire no assembly (are monolithics); are easy to fabricated; require less space and are
less complex; have less need of lubrification; have less wear, friction and backlash; inte-
grate energy storage elements (springs) with the other components; have higher precision
because have no pins or joints.

Topology optimization method combine Galerkin finite element method with opti-
mization methods, looking for the best material distribution at the design space. The
finite element used is Tri3, that interpolate both components of displacement field and
relative density field. Microstructured used to described material properties is STM P
(Solid Isotropic Material with Penalty).

Design of compliant mechanisms subjected to volume constraint employs a procedure
proposed by COSTA Jr & ALVES (2003), which combines a topology optimization method
with a strategy of h—adaptive refinement. This procedure ensure a optimal design with
well defined contour.

This work employs a perturbation technique called integrated relaxation-e (Cheng &
Guo, 1997), whose modifies the solutions space and relax the pointwise condition using
a integrated constraint. Local constraints are imposed using a new strategy called ad-
joint nodal patches. This technique reduces the number of constraints associated to
the problem, increasing the computacional eficiency of the procedure. The fatigue con-
straints must satisfy the Goodmann modified criterion for simple multiaxial loads (Sine "s
method).

Key-words: topology optimization, compliant mechanisms, stress constraints, fatigue.
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Apresentacao

Este trabalho apresenta um procedimento para o projeto 6timo de mecanismos flexiveis
utilizando o método de otimizacao topolégica. Segundo o procedimento, o leiaute do
mecanismo ¢é obtido encontrando-se a distribuigao 6tima de material no interior do dominio
prescrito do projeto, dadas a posi¢ao e direcao das forcas aplicadas e de resposta do

mecanismo. Foram desenvolvidos dois tipos distintos de projeto:

e projetos com restricao de massa, onde a quantidade de material no mecanismo é

restrita;

e projetos com critério de falha por fadiga, onde as tensdes no mecanismo devem

satisfazer um critério de falha por fadiga (Goodman modificado).

Os métodos de otimizacao necessitam de uma funcao a ser extremizada, denominada
de funcao objetivo. Neste trabalho, busca-se maximizar o deslocamento na regiao de
resposta do mecanismo. Portanto, o mecanismo flexivel 6timo serd aquele que produzir
o maior deslocamento em uma determinada posicao e direcao de resposta. Para simular
uma resisténcia a este deslocamento e possibilitar um controle sobre a for¢a produzida,
utilizou-se uma mola com rigidez conhecida na regiao de resposta. No caso dos projetos
com critério de falha por fadiga, ao invés de forcas e molas discretas, foram utilizadas
forcas e molas distribuidas nas regioes de aplicacao e de resposta, respectivamente.

Os mecanismos flexiveis pertencem a uma categoria relativamente nova de mecanismos
que ndo possuem pinos ou juntas, e desempenham sua finalidade mecénica (transmissao de
forga, deslocamento) mediante exclusivamente a sua flexibilidade ou deformacao eldstica.
Esta caracterfstica principal dos mecanismos flexiveis permite que eles atuem em areas
onde os mecanismos convencionais de corpo rigido sao ineficientes ou até mesmo incapazes
de atuar.

Na escala microscopica, submilimétrica ou até micrométrica, a existéncia de pinos e
juntas torna a montagem dos mecanismos praticamente impossivel. Além disto, as folgas
de montagem inviabilizam a obtencao de tolerdncias estreitas. Portanto, a utilizagao dos
mecanismos flexiveis em situagoes de pequenas medidas, pequenos deslocamentos e alta
precisao é fundamental.

Na escala macroscépica, os mecanismos flexiveis também apresentam vantagens para

algumas aplicacoes. Destacam-se a facilidade de fabricagao, auséncia de montagem, menor

xii
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necessidade de lubrificacao, entre outras. Além disto, como os mecanismos flexiveis sao
monoliticos, ou seja, sao constituidos de uma tnica peca, o que os torna muito iteis
em aplicacoes que necessitem facilidade de esterilizagao, tal como em instrumentagao
cirirgica.

Em contrapartida, o desenvolvimento de um procedimento de projeto genérico de
mecanismos flexiveis é extremamente complexo. O objetivo do projeto é encontrar um
leiaute de mecanismo, em um dominio prescrito, que, a partir da aplicacao de um carrega-
mento e/ou deslocamento em uma regidgo do dominio, gere um deslocamento e/ou forga
em outra regiao do dominio. Tendo em vista a complexidade do comportamento eldstico
dos materiais flexiveis, esta drea de projeto nao foi tao explorada quanto os mecanismos
de corpo rigido, ou entao, realizavam-se projetos com métodos de tentativa e erro.

Mais recentemente, alguns trabalhos (Anathasuresh et al., 1994, Frecker et al., 1996,
Sigmund, 1997, Nishiwaki et al., 1998) propuseram procedimentos mais sistematicos para,
estes projetos. Os trabalhos pioneiros nesta drea modelavam o comportamento eldstico
do mecanismo flexivel através da utilizagao de molas de tor¢ao conectadas aos segmentos
rigidos. Este procedimento fornece um pseudo corpo rigido que pode entao ser analisado
com a teoria cinemdtica de corpos rigidos, que é uma teoria ja bastante solidificada. No
entanto, mesmo este procedimento nao é aplicdvel a qualquer categoria de mecanismos
flexiveis, pois restringe-se aos mecanismos flexiveis com flexibilidade concentrada em al-
guns pontos, denominados pivos flexiveis.

Os mecanismos flexiveis com flexibilidade distribuida exigem métodos mais sofistica-
dos. A teoria envolvida é a mecanica do continuo e os métodos de otimizagao estrutural
podem ser empregados.

Tradicionalmente, a otimizacao estrutural tem sido utilizada para a obtencao do leiaute
que maximiza a rigidez de uma estrutura submetida a algum carregamento externo. No
entanto, varios trabalhos, tais como os citados anteriormente, aplicaram com sucesso 0s
métodos de otimizacao estrutural ao projeto de mecanismos flexiveis. Destaca-se que
a funcao objetivo do mecanismo flexivel que serd maximizada ou minimizada apresenta

requisitos de certa forma conflitantes, pois o leiaute 6timo deve ser:

e flexivel o suficiente para satisfazer os requisitos cinematicos de se deformar e fazer

contato com a peca atuada;

e rigido o suficiente para suportar os carregamentos externos e ser capaz de transmitir

forca.

Virias formulacoes foram propostas para o problema de sintese topoldgica de meca-
nismos flexiveis. Algumas sao citadas no Capitulo 2 deste trabalho.

Aqui emprega-se um modelo de molas distribuidas na regiao de resposta do corpo eléds-
tico. Serao incluidas, inicialmente, restri¢oes de quantidade de material e, numa segunda

etapa, restri¢coes de fadiga no projeto. A maioria dos trabalhos de sintese topolégica de
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mecanismos flexiveis utiliza apenas restri¢oes de quantidade de material. No entanto, do
ponto de vista prético, a consideracao das tensoes é imprescindivel para a obtencao de um
leiaute que nao falhe em servico. A inclusao das restricoes de tensoes apresenta, porém

intimeras dificuldades. Como destaca Costa Jr. (2003), estas sdo:

e A necessidade de se considerar um grande nimero de restrigdes, necessédrias para
uma aproximagao adequada do critério paramétrico de tensao local. Para assegurar
uma aproximacao adequada, estas restricoes devem ser avaliadas em uma série de
pontos discretos, cuja distribuicao deve ser densa o suficiente, de modo a minimizar

a possibilidade de violacao da restricao entre quaisquer dois pontos;

e O comportamento altamente nao linear das restricoes de tensao, com relagao as va-
ridveis de projeto, o que requer a utilizagao de algoritmos de programacao matematica

muito robustos.

A consideragao de restri¢oes associadas a fadiga do material também sao fundamentais
para um projeto mais realistico de mecanismos flexiveis. Estes mecanismos, por definicao,
obtém sua mobilidade da deflexao dos membros flexiveis. Em geral, a mobilidade é re-
querida muitas vezes e os requisitos de projeto podem ser muitos milhoes de ciclos ou vida
infinita. Os carregamentos repetidos geram tensoes flutuantes e podem causar falha por
fadiga.

A falha por fadiga pode ocorrer com tensoes significantemente mais baixas do que
aquelas que causam falha estdtica. Portanto, considerar apenas a falha estdtica nao
assegura que o mecanismo flexivel nao falhe em servico. Neste trabalho utiliza-se o critério
de fadiga de Goodman modificado.

O trabalho foi dividido em seis capitulos:

No Capitulo 1 é feita uma introdugao sobre os mecanismos flexiveis e o método de
otimizacao topoldgica. Em relagao aos mecanismos flexiveis, discute-se itens tais como os
tipos existentes, as caracterfsticas, vantagens em relagao aos mecanismos de corpo rigido
convencionais, desafios que envolvem o projeto, entre outros. A otimizagao topolégica
¢ apresentada como uma linha de otimizacao estrutural que permite uma distribuicao
de material mais acentuada no interior de um dominio de projeto. Alguns problemas
relacionados a otimizagao topoldgica sao discutidos.

O Capitulo 2 aborda alguns principios energéticos, os quais sao utilizados na formu-
lacao do problema de projeto dos mecanismos flexiveis, e a implementacao numérica da
formulacao, mediante o uso do método de elementos finitos de Galerkin.

No Capitulo 3 sao apresentados alguns resultados da aplicagao do procedimento para
o projeto de mecanismos flexiveis com restricao de material. Uma estratégia de refino

h—adaptativo da malha é proposta para a obtencao de leiautes com contorno material
bem definido.
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O Capitulo 4 discute a questao da incorporagao de restricoes de tensao nos problemas
de otimizacao topoldgica e propoe a formulacao para o problema de projeto com restricoes
nas tensoes de fadiga. Para viabilizar computacionalmente a imposicao das restrigoes
locais é proposta uma nova técnica denominada de patches nodais adjuntos.

No Capitulo 5 sao apresentados alguns exemplos de projetos de mecanismos flexiveis
incorporando as restri¢oes nas tensoes de fadiga.

No Capitulo 6 sao feitas algumas consideragoes finais relacionadas ao procedimento
apresentado e aos resultados obtidos. Os apéndices A e B tratam respectivamente sobre

a descri¢ao do procedimento e sobre o algoritmo de otimizacao empregado.



Capitulo 1

Mecanismos Flexiveis e Otimizacao

Topolégica

Este capitulo apresenta uma introdugao sobre os mecanismos flexiveis e o método de
otimizagao topolégica. Em relacao aos mecanismos flexiveis, sao abordados suas carac-
teristicas, vantagens e os desafios envolvidos no projeto. O método de otimizagao topold-
gica serd empregado neste trabalho. Discutem-se aspectos como os tipos de otimizacao
estrutural, o procedimento utilizado no método e os problemas comumente presentes na

sua aplicacao.

1.1 Mecanismos Flexiveils

Os projetistas de componentes mecéanicos estao tradicionalmente habituados a assumir
corpos rigidos e juntas rigidas na realizacao de seus projetos. A deformacao eldstica é
geralmente relacionada com algo prejudicial ao desempenho de uma maquina. Isto em
muitas circunstancias é verdadeiro, pois a rigidez estrutural pode garantir alta estabi-
lidade sem alteracao na forma de uma estrutura. No entanto, ha situagoes em que a
deformacao eldstica pode ser utilizada favoravelmente na obtencao de um melhor desem-
penho ou na geracao de fungoes adicionais, caso a flexibilidade seja implementada em
regides apropriadas na estrutura, ver Nishiwaki et al. (2001).

Segundo Hain (1967):

"Na realidade, nenhum elemento de mdquina é completamente rigido, e qualquer de-
formacgao, eldstica ou pldstica, resulta em pequeno movimento adictonal. Mais significante
que o movimento adicional em si é a mudanga resultante no equilibrio de forcas quando
comparado com a hipdtese de corpos rigidos. Mas a deformacao eldstica nao precisa ser
considerada uma desvantagem. FEla oferece a vantagem de absorver picos de for¢a no
mecanismo sem causar dano algum. FEntretanto, um tratamento rigoroso destes efeitos
ainda nao é possivel no estdgio atual do conhecimento cientifico, e entdo, nao hd nada a

fazer além de assumir corpos rigidos e estimar os efeitos eldsticos. Em qualquer caso, a
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deformacgao eldstica torna possivel adicionar graus de liberdade bem vindos para os pro-
blemas de projeto cinemdtico."

Um exemplo de estrutura que pode obter um melhor desempenho mediante o em-
prego da flexibilidade é a estrutura do corpo automotivo. De acordo com Kamal & Wolf
(1981) quatro critérios de projeto devem ser considerados no projeto do corpo automotivo:
dirigibilidade, durabilidade, dano minimo em batidas (" crashworthiness") e conforto. A
adogao da flexibilidade em regioes apropriadas da estrutura automotiva pode, entre outras
coisas, propiciar um ajuste automético no alinhamento do veiculo, aliviar concentracoes
de tensao e absorver eficientemente a energia de impacto no corpo automotivo. Portanto,
os critérios de projeto propostos podem ser eficientemente atingidos.

Outro exemplo, alvo do estudo deste trabalho, sao os mecanismos flexiveis. Nesta ca-
tegoria de mecanismos, ha diregoes intencionais para as deformacoes e estas sao prescritas
na fase de projeto. As vantagens da utilizagdo dos mecanismos flexiveis, como serd visto
posteriormente, incluem aspectos como a facilidade de fabricacao e montagem, a reducao
de custos, peso, atrito, ruido e da necessidade de lubrificacao

Um mecanismo pode ser definido como um dispositivo mecéanico utilizado para trans-
mitir ou transformar forca, deslocamento ou energia. Mecanismos de corpo rigido conven-
cionais compreendem cadeias rigidas conectadas através de juntas. O movimento relativo
entre as cadeias conectadas é ativado inteiramente por estas juntas. A sintese dos mecanis-
mos tradicionais pode, entao, ser dividida em dois tipos: projeto cinemdtico (projeto para
transmissao de movimento) e projeto cinematico-estatico. O projeto cinemdtico envolve
a selecao do tipo de mecanismo a ser usado e a determinacao das medidas das cadeias
relativas para os diferentes membros. O projeto cinematico-estdtico se preocupa com os
pardmetros dos elos indivi-duais para resistir as forcas impostas durante a operacao do
mecanismo. Um mecanismo biela-manivela do motor de combustao interna e um alicate
sao exemplos familiares de mecanismos de corpo rigido tradicionais, conforme é ilustrado
nas Figs. 1.1 e 1.2. No caso da biela-manivela, o mecanismo transforma um movimento
linear na entrada em uma saida de rotacao, e a forca de entrada em um torque. Ja o
alicate tem a propriedade de amplificar a forca aplicada nas hastes em relacao a forga que

é transferida para os mordentes.
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rMordente

Farofuso Heste

Figura 1.1: Mecanismo biela-manivela

Um mecanismo flexivel, ou compliant mechanism, como é denominado na literatura
técnica internacional, também transmite ou transforma forga, movimento ou energia.
Entretanto, um mecanismo flexivel é um corpo eldstico monolitico, ou seja, constituido de
uma lnica peca, e que nao possui nenhuma junta. O movimento relativo entre as diferentes
partes do mecanismo flexivel é ativado inteiramente pela deformagao eléstica do corpo do
mecanismo. A Fig. 1.3 mostra um protétipo de alicate flexivel, extraido do trabalho
de Howell (2001). A possibilidade de utilizar um mecanismo monolitico e sem juntas
apresenta para muitas aplicagoes vantagens tanto no aspecto do desempenho quanto no
aspecto econdmico. Além disto, como serd visto mais adiante, algumas aplicagoes apenas

sao possiveis com este tipo de mecanismo.
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Junta passiva
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Figura 1.3: Alicate flexivel

O corpo de um mecanismo flexivel deve ser projetado para transmitir tanto o movi-
mento quanto a forca. Observa-se que no comportamento desejado do mecanismo flexivel
h& requisitos conflitantes, pois por um lado, o mecanismo deve ser rigido o suficiente para
transmitir a forca de entrada e, por outro lado, deve ser flexivel o suficiente para defletir
e fazer contato com a pega atuada (Sigmund, 1997). Além disto, o movimento ou forga
transmitida por um mecanismo flexivel estao acopladas pela relacao constitutiva eldstica
do material do corpo.

Conforme Ananthasuresh et al. (1984), os mecanismos flexiveis podem ser catego-
rizados em duas classes: mecanismos com flexibilidade distribuida e mecanismos com
flexibilidade concentrada. Quando sujeitos a aplicacao de um carregamento, os meca-
nismos com flexibilidade distribuida flexionam ao longo de toda a estrutura enquanto os
mecanismo com flexibilidade concentrada flexionam apenas em alguns pontos chamados
pivos flexiveis. A Fig. 1.4 compara o mecanismo de corpo rigido convencional com o

mecanismo flexivel com flexibilidade concentrada e com flexibilidade distribuida.

Pivo flexivel

{ V|

Caso a) Caso b) Caso c)

Figura 1.4: Tipos de mecanismos: (a) mecanismo de corpo rigido convencional; (b) de
flexibilidade distribuida e (c) de flexibilidade concentrada.

Além destas duas classes de mecanismos flexiveis descritos anteriormente, hd ainda
os mecanismos parcialmente flexiveis que combinam partes de corpo rigido convencional

com alguns membros flexiveis. Neste caso o mecanismo passa a dispor de propriedades
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Sistemas mecanicos de transmissao / suporte

de forgas
Estruturas Mecanismos
[ | /\
Rigidos Flexiveis
N J
Parcialmente flexiveis Totalmente flexiveis
XN N
Flexibilidade Flexibilidade
concentrada distribuida
EEe H B

Legenda:

B Segmentos e conexdes rigidas
@ Conexdes e juntas rigidas

B Segmentos flexiveis

@ Conexdes flexiveis

Figura 1.5: Classificacao geral dos sistemas mecéanicos

importantes como a rigidez e a flexibilidade em determinadas regioes de acordo com a apli-
cacao desejada. Um esquema de classificagao geral de sistemas mecénicos é apresentado
na Fig. 1.5!. As estruturas suportam e transmitem cargas. Os mecanismos transferem
e/ou transformam movimento e também suportam e transmitem cargas.

Howell (2001) divide as vantagens na utilizagdo dos mecanismos flexiveis em duas ca-
tegorias: redugao de custo (redugdo do nimero de pegas, reducao do tempo de montagem
e simplificagdo do processo de manufatura) e aumento do desempenho (maior precisao,
maior confiabilidade, reducao do atrito, redugao do peso e da manutengao).

Uma das vantagens mais evidentes dos mecanismos flexiveis ¢ a enorme redugao no
numero de pecas necessdrias no dispositivo para realizar determinada tarefa. Isto pode
ser observado nas Figs. 1.6 e 1.7 2que mostram um grampeador convencional e um gram-
peador feito de material flexivel. O grampeador convencional do exemplo utiliza apro-
ximadamente vinte pecgas enquanto que o grampeador " flexivel" necessita apenas de trés.
A corpo principal do grampeador "flexivel" é manufaturado por injecao e é constituido
por uma unica peca. Isto representa uma grande redugao no tempo de manufatura, de

montagem e do custo em geral em comparac¢ao ao mecanismo convencional.

! Adaptado do endereco eletronico http://www-mtl.mit.edu/~suresh/ctypes.html, acessado em 20 de
janeiro de 2004.

2Extraido do enderego eletronico http://research.et.byu.edu/llhwww/, acessado em 20 de janeiro de
2004.
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Figura 1.6: Grampeador flexivel

Figura 1.7: Grampeador convencional (esquerda) e grampeador flexivel (direita): redugao
dréastica do nimero de pecas

Devido ao fato que o mecanismo flexivel nao utiliza juntas, tais como pinos e rétulas,
reduz-se o atrito e a necessidade de lubrificacao, e aumenta-se, conseqiientemente a pre-
cisao e a confiabilidade do mecanismo. Isto é fundamental em instrumentos de mecénica
de precisdo ou nos sistemas microeletromecanicos (Micro Eletro Mechanical Systems, ou
MEMS), onde devido as dimensoes submilimétricas, torna-se dificil lidar com os problemas
de atrito inerentes aos mecanismos de corpo rigido convencionais.

MEMS integram componentes mecénicos e elétricos, e sao construidos em escala mi-
limétrica ou até micrométrica (Petersen, 1982 apud Sigmund, 1997). Podem ser fabricados
usando métodos similares aqueles utilizados para construir circuitos eletronicos. Alguns
exemplos de aplicagdes comerciais dos MEMS sao os microsensores (por exemplo, sensores
de aceleragao para airbags, sensores de pressdo para aplicagdes biomédicas) e os micro-
atuadores (para o movimento de conjuntos de microespelhos em sistemas de projecao, por
exemplo) (Howell, 2001).

A flexibilidade caracteristica dos mecanismos flexiveis também reduz as vibracoes de

todo o sistema mecénico, propiciando um menor nivel de ruido e uma absorcao de impactos
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na estrutura.

Na engenharia biomédica os mecanismos flexiveis encontram uma importante apli-
cacdo na area de instrumentacao cirirgica (Frecker, 2001), principalmente na cirurgia
denominada minimamente invasiva (Minimally Invasive Surgery, ou MIS). Além do fato
que os mecanismos monoliticos facilitam a esterilizagao, é importante ressaltar a possibili-
dade destes instrumentos serem multifuncionais, ou seja, que possam combinar no mesmo
instrumento, por exemplo, a agdo de abrir e de cortar. A troca de instrumentos durante
uma cirurgia aumenta o tempo do procedimento e pode aumentar o risco de traumas nos
tecidos humanos.

Clements (2000) apud Howell (2001) destaca as vantagens dos mecanismos flexiveis

no nivel micro:
e Podem ser estruturas do tipo bidimensional;
e Nao requerem montagem;
e Requerem menos espago e sao menos complexos;
e Tem menos necessidade de lubrificagao;
e Tem atrito e desgaste reduzido;

e Tem menos folga devido & inexistencia de pinos e juntas, resultando em maior pre-

cisao;
e Integram elementos que estocam energia (molas) com outros componentes.

Uma interessante observagao é que na natureza a flexibilidade estd muito presente
no universo dos microorganismos, que possuem dimensoes compardveis as dos MEMS.
Aproximadamente 90 % das criaturas vivas sao invertebradas e esta porcentagem au-
menta a medida que diminufmos as dimensoes do nosso campo de estudo. Em pequenas

dimensoes, as estruturas flexiveis reinam absolutas (Kota et al., 2001).

1.2 Sintese de mecanismos flexiveis

O projeto de mecanismos flexiveis apresenta dificuldades devido a complexidade do com-
portamento eldstico destes. Em um projeto genérico, deseja-se obter forca ou desloca-
mento em algum ponto ou pontos especificados no mecanismo, a partir da aplicagao de
uma for¢a em outra regiao. Devido a esta complexidade, este tipo de projeto tem sido tipi-
camente implementado por métodos de tentativa e erro. No entanto, pesquisas recentes
tem buscado a introdugao de procedimentos de projeto mais sisteméticos (Ananthasuresh
et al., 1994, Frecker et al., 1996, Sigmund, 1997, Nishiwaki et al., 1998). Nestas pesquisas
hd duas abordagens para o projeto de mecanismos flexiveis: a sintese cinemdtica e a

sintese do continuo, ver Frecker et al. (1996).
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e Sintese cinemética:

A sintese de mecanismos rigidos convencionais é realizada usando a abordagem ci-
nemadtica. Existem teorias bem desenvolvidas para tais mecanismos. Nesta perspectiva,
Midha et al. (1992) implementaram a abordagem cinemdtica para a sintese de mecanis-
mos flexiveis. Eles substituiram os pivots flexiveis por molas de torcao e a flexibilidade
longitudinal por molas lineares. Desta forma, a configuracao bédsica de projeto obtida
pela cinematica de corpo rigido tradicional era convertida para mecanismos parcialmente
flexiveis ou com flexibilidade concentrada em alguns pontos especificos. Her & Midha
(1987) apresentaram uma metodologia para obter todos os possiveis mecanismos flexiveis
a partir de uma dada cadeia cinemdtica de corpo rigido. Murphy et al. (1993) extenderam
esta metodologia para uma abordagem de sintese topolégica usando uma teoria gréfica.
Esta abordagem determina o nimero de segmentos flexiveis, tipo de conexao e inversoes
cinemadticas. Howell & Midha (1994) desenvolveram um método de andlise e sintese para
mecanismos com flexibilidade concentrada usando um modelo de pseudo-corpo rigido,
composto por barras rigidas e molas. Este modelo foi posteriormente utilizado para pro-
jetar mecanismos flexfveis com grandes deslocamentos. Todos estes procedimentos, no

entanto, sao limitados aos mecanismos com flexibilidade concentrada.
e Sintese do continuo:

Esta abordagem utiliza o método de otimizagao topoldgica e é o procedimento mais
genérico e efetivo para o projeto de mecanismos flexiveis, pois permite a determinacao da
topologia, forma e parametros geométricos dos mecanismos. A intencao do projeto aqui, é
sintetizar a forma estrutural do corpo deformével de modo que ele se deforme em direcoes
pré-definidas sob a acao de forcas especificadas na entrada e na saida. A cinemadtica do
comportamento funcional é capturada em termos de caracteristicas de forca-deflexao de
entrada e saida. O método recae inteiramente nos principios da mecénica do continuo.
O problema de sintese nesta abordagem ¢é transformado em um problema de distribuigao
de material. Em outras palavras, deseja-se encontrar a forma de um corpo deformédvel
de modo que este comporte-se de uma maneira desejada. A teoria utilizada é baseada
nos trabalhos de Bendoe & Kikuchi (1988). O procedimento é similar aos métodos de
otimizacao estrutural tradicionais. A diferenca, entretanto, é que na otimizagao estrutural
tipica, as estruturas sao projetados para serem rigidas e fortes, ver Susuki & Kikuchi
(1991). Nesta nova perspectiva, a estrutura é projetada para ser flexivel o suficiente para
deformar, e rigida e forte o suficiente para resistir aos carregamentos externos. O desafio
neste problema é capturar o comportamento cinemético corretamente e entao encontrar
uma solucao 6tima que pondere os objetivos conflitantes de ser flexivel e ainda rigido e
forte.

O trabalho pioneiro foi desenvolvido por Ananthasuresh & Kota (1994) para os meca-

nismos com flexibilidade distribuida. A funcao objetivo inicialmente proposta no artigo
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de Ananthasuresh & Kota (1994), no entanto, nao capturava adequadamente os requisitos
conflitantes (cinemético e estrutural) do projeto de mecanismos flexiveis, e as estruturas
obtidas resultavam em uma otimizacao rigida do que uma estrutura do tipo mecanismo.
As primeiras propostas de melhoria da func@o objetivo foram obtidas por Sigmund (1995) e
Frecker (1996) para estruturas discretas (tipo treliga), onde se utiliza uma fungéo objetivo
que considera os requisitos cinemdticos e estruturais do mecanismo. Para obter maior
controle nas relacoes de entrada e saida, Larsen et al., (1997) introduz uma fungao objetivo
baseada na vantagem mecéanica e geométrica e obtém um mecanismo flexivel com muilti-
plos graus de liberdade de entrada e saida (resposta). Frecker et al. (1997) e Nishiwaki et
al. (1998) utilizam uma formulagdo multi-objetivo, onde se maximiza a energia mitua e
se minimiza a flexibilidade média (energia de deformacao), e obtém mecanismos flexiveis
com flexibilidade distribuida e mecanismos tipo trelica. A mesma formulacao foi utilizada
no trabalho de Lima (2002) para o projeto de mecanismos flexiveis bidimensionais.
Outras aplicacoes do método de otimizacao topoldgica para o projeto de mecanismos
sao os mecanismos flexiveis com atuagao térmica de Jonsmann et al. (1999), os atuadores
flextensionais piezelétricos de Silva et al. (2000) e Carbonari (2003), os atuadores eletro-
termomecénicos de Sigmund (1998), Ananthasuresh et al. (2002), Mankane et al. (2001),

e os mecanismos flexiveis de grandes deslocamentos de Pedersen et al. (1999).

1.3 Otimizacao Topoldégica

A otimizagao estrutural busca encontrar um projeto (estrutura) com o melhor desempenho
e que satisfaca as restricoes impostas ao mesmo. Em termos matematicos, busca-se uma
solucao pertencente ao espaco de solugoes R", que extremize uma funcao objetivo. A
avaliacao do desempenho estd associado a algum critério, que pode ser: minima massa,
méxima rigidez, minima frequéncia natural critica, maxima carga de flambagem critica,
entre outros.

Tradicionalmente, pode-se distinguir 3 categorias no ramo da otimizagao estrutural,

ver Fig. 1.8:

e Otimizagdo dimensional ("size optimization”): onde as varidveis de projeto sao
parametros geométricos do tipo dimensoes da secao transversal e espessura de uma
viga ou barra, tamanho de um furo, espessura de placas ou cascas. O processo de
otimizacao busca encontrar, por exemplo, a melhor drea de secao transversal dos
elementos de modo a obter a maximizagao da rigidez com minimo volume de ma-
terial. Este tipo de problema pode ser resolvido utilizando-se técnicas baseadas em
critérios de otimalidade, ver Roszvany et al. (1995) e Roszvany (1997). Estruturas
de materiais compostos laminados, onde as varidveis de projeto sao, por exemplo, a

espessura do laminado, o dngulo de inclinacao das fibras, etc., podem ser resolvidos
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utilizando-se técnicas de programagao matematica, ver Calixto (1998) ou algoritmos
genéticos, ver Giirdal et al. (1999) e Soremekun (1997).

e Otimizagao de forma ("shape optimization”): onde a forma do contorno dos seg-
mentos e a posicao de furos é modificada para extremizar uma funcao objetivo.
Este tipo de otimizacao exige maior sofisticagao na implementacao numérica do que
a otimizacao dimensional. A primeira dificuldade é escolher varidveis de projeto
adequadas para parametrizar as formas no espaco de projeto. Pontos de controle de
uma curva de interpolacao de Bezier ou Spline, ou as coordenadas dos nés da malha
de elementos finitos sao duas alternativas de varidveis de projeto que permitem
esta parametrizacao. Para maiores detalhes recomenda-se o artigo de revisao de
Haftka & Grandhi (1986). Este método pode ser adotado no projeto de mecanismos

flexiveis, ver Parkinson et al. (1997).
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Figura 1.8: Otimizacao estrutural: otimizagdo de parametros (& esquerda), otimizagao
topoldgica (a direita) e otimizacdo de forma (abaixo).
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e Otimizagao topoldgica ("topology optimization"): busca o projeto 6timo mediante
a variacao da topologia da estrutura. O termo topologia, neste contexto, refere-se a
disposicao espacial dos membros estruturais e ao padrao de conectividade entre estes.
A otimizacao topoldgica é mais genérica do que a otimizagao de forma, pois permite
uma distribuicao de material mais acentuada no interior do dominio de projeto e a
inclusao de novos "buracos" no dominio. Deste modo, muda-se a conectividade do

dominio e conseqiientemente a sua topologia.

A otimizacao de forma permite a alteracao do contorno, no entanto, nao possibilita
a alteracao da topologia da estrutura, ou seja, nao é possivel incluir novos "furos'"no

dominio.
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A otimizagao topolégica de estruturas pode ser dividida em duas categorias distintas,

considerando o tipo de parametrizagdo do dominio do projeto, ver Lima (2002):

1. A otimizacao topoldgica a partir de um meio discreto: o dominio continuo é apro-
ximado por um conjunto de elementos de barra ou viga no dominio do projeto. As
dimensoes das secoes transversais das barras ou vigas sao definidas como varidveis
de projeto. Quando a drea de um elemento tende a zero, este elemento é removido.
Segundo Rozvany et al. (1995), esta categoria ainda se subdivide em otimizagao
topolégica de estruturas de malha continua e otimizacao topolégica de estruturas
discretas. A otimizacao topoldgica de estruturas de malha continua ("gridlike con-
tinua") trabalha com um nimero infinito de barras rigidas separadas por um espago
infinitesimal, cuja solu¢do 6tima é obtida analiticamente. Michell (1904) é consi-
derado o pioneiro na abordagem tedrica para a solugao de problemas de otimizagao
de estruturas de malha continua com minimo volume de material. A Fig. 1.11
mostra a configuracao 6tima de uma alavanca obtida por Michell, para o problema
de conectar uma drea circular de um suporte para uma dada carga vertical, de forma
que a estrutura seja tao rigida quanto possivel. Conforme observa-se na figura, as
linhas de isotensao, obtidas através da teoria da elasticidade, podem ser compostas
por uma série de barras rigidas. O trabalho de Michell foi, inicialmente, pouco
apreciado por seus contemporaneos, sendo referenciado apenas no final dos anos 50,
como no trabalho de Cox (1958). No entanto, sé na década de 70, o trabalho de
otimizagao de estruturas de treligas desenvolvido por Michell (1904) foi retomado
por Hemp (1973) e por Prager (1974). Ja a otimizagao topoldgica de estruturas
discretas ("ground structure") considera um dominio de projeto onde hé vérios pon-
tos distribuidos e que podem ser possiveis juntas das trelicas, conforme mostra a
Fig. 1.9. Neste caso, o problema de otimizagao é resolvido através de métodos
numéricos, como por exemplo, a programagcao linear, o critério de otimalidade ou
o SAND ("Simultaneous Analysis and Design") (Bendsoe et all., 1994). O projeto
6timo final descreve o mimero de barras, as posicoes dos vinculos, as conectividades

entre elas e suas propriedades geométricas, ver Fig. 1.10
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Figura 1.10: Uma possivel solucao

?

[ J
Problema classico de Solucgao analitica obtida
otimizacdo estrutural — por Michell (1904)

Figura 1.11: Otimizagao estrutural obtida por Michell

2. A otimizacao topoldgica a partir de um meio continuo consiste na determinagao,
para cada ponto do espago de projeto, da presenca ou nao de material (Bendsoe &
Kikuchi, 1988). Em outras palavras, a otimizacao topoldgica transforma-se em um
problema de determinar a melhor distribuicdo de material dentro do dominio. As
varidveis de projeto (como a densidade, caracteristicas geométricas da microestru-

tura etc.) estao envolvidas com a distribuigdo de material e possuem uma caracteris-
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tica de fungoes distribuidas ao longo do dominio de andlise. A Fig. 1.12 apresenta
a solucao para a estrutura de Michell através da otimizacao topolégica a partir de
um meio continuo. Para problemas com pequena quantidade relativa de material
(estruturas finas), a otimizagao topolégica com abordagem de pixel resulta em uma

estrutura do tipo trelica.

Figura 1.12: Resultado obtido pela otimizacao topolégica para o problema de Michell

No projeto da topologia de uma estrutura, estamos interessados na determinacao da
distribuicao 6tima de um material isotrépico no espaco de projeto, que é definido por
uma regiao de projeto, condigoes de contorno de deslocamento e de forgas prescritas.
Esta distribuicao 6tima depende da funcao objetivo a ser minimizada e das restrigoes
impostas ao projeto. Nesta perspectiva, o dominio do projeto é mantido fixo, limitado
pelos pontos de apoio da estrutura e pontos de aplicacao de carregamento. Deve-se,
entao, determinar a distribuicao 6tima das propriedades do material ao longo do dominio,
de forma que os pontos materiais deste dominio possam ser caracterizados como vazio
ou cheio. Na implementacao numérica, este dominio é discretizado em uma malha de
elementos finitos, que permanece inalterada durante o processo de otimizagao. Portanto
a otimizacao topoldgica é considerada como um problema pontual material / vazio.

A Fig. 1.13 mostra as etapas de um procedimento tipico de otimizagao topoldgica.
Inicialmente, é feita uma estimativa para as varidveis de projeto que definem o dominio.
O dominio é limitado pelas condigdes de contorno (restri¢oes de deslocamento) e regides
de aplicacao dos carregamentos, e, entao, discretizado em uma malha de elementos finitos.
Faz-se uma andlise de elementos finitos para o cdlculo dos deslocamentos. Em seguida,
calcula-se as sensibilidades (gradientes) das varidveis de projeto e dé-se inicio ao processo
de otimizagao que ird buscar a melhor distribuicao de material no dominio, de forma a
extremizar a funcao objetivo especificada. Havendo convergéncia no processo de otimiza-
¢ao, dentro de uma tolerancia especificada, o procedimento é finalizado. Caso contrario,
o processo ¢ reiniciado com a atualizacao das varidveis de projeto, utilizando o passo e a

dire¢ao de descida do algoritmo de otimizagao.
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Figura 1.13: Fluxograma geral de otimizagao topoldgica de uma estrutura

1.3.1 Modelos de material

Um modelo de material que defina a microestrutura do dominio fixo de projeto é necessario
para a caracterizacao da presenca de material (sélido) ou a auséncia de material (vazio),
e ainda permitir que haja estdgios intermedidrios entre as condigoes de sélido e vazio,
fornecendo consisténcia fisica para o problema.

A partir do dominio de referéncia (£2) que restringe o espago de projeto, busca-se
determinar um subconjunto 6timo Q™ de pontos materiais. A topologia a ser otimizada
poderia ser representada por um funcao discretas 1gmat definida em cada ponto do dominio
(Q) e, fisicamente, definiria se um ponto x € Q seria sélido ou vazio, nao havendo
estdgios intermedidrios. Neste enfoque, o conjunto de tensores constitutivos admissiveis

Eqm poderia ser definido como:

1 se z € Qmat
Ei' =1 matEQ' 5 Onde lomat = 1.1
Jkl Q ijkl Q Oserx e Q\Qmat ( )

/ Lgmatd$2 = Vol () < V = Vol () (1.2)
Q
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onde a tltima integral calcula a quantidade de material disponivel, considerando um
dominio inicial fixo, V' & o volume total do domfnio e EJ;; ¢ o tensor constitutivo linear
de quarta ordem, que define o material isotrépico de base e E;ji; € L™ (espago das fungdes
integraveis segundo Lebesgue ?, descartando as fungoes de medida zero).

Entretanto, a implementacao desta abordagem para um problema de otimizacao 0-1
(material / vazio), requer o uso de algoritmos de otimizacao discreta, Segundo Bendsoe,
tal abordagem pode ser instdvel, nao garantindo a existéncia de solugao. Uma forma de
transformar o problema discreto 0-1 em um problema de natureza continua é definir um
modelo de material para substituir a fungao discreta por uma fungao continua (Cheng &
Olhoff, 1981; Bendsoe, 1989). Esta abordagem consiste em considerar o material como
sendo um material composto constituido por uma microestrutura periédica, a qual é
caracterizada por um conjunto de parametros. Desta forma, a natureza complexa do
problema de otimizagao de leiaute pode ser convertida em um problema de otimizacao de
parametros.

As microestruturas sao formadas pela mistura dos materiais homogéneos, formando
um meio nao-homogéneo. Assume-se entao que o material é entao formado por uma
disposicao periédica destas microestruturas, de modo que as propriedades efetivas do
meio homogeneizado sejam parametrizadas apenas pelas propriedades geométricas destas
microestruturas, conhecidas como células unitdrias (Cardoso, 2000). De fato, a idéia de se
utilizar um corpo constituido por microestruturas periodicamente distribuidas, remove a
natureza 0-1 do problema de escala macroscépica para a escala microscépica, ver Bendsoe
(1989). Em termos matemdticos, a introdu¢ao de microestruturas corresponde a rela-
xacao do problema variacional que pode ser estabelecida para o problema de otimizagao,
ver Kohn & Strang (1986).

Existem na literatura muitos modelos de microestruturas, que podem ser classificados

basicamente em trés grupos (Costa Jr, 2003):

e modelos de compdsitos laminados tipo rank;
e modelos de microcélulas com vazios internos;

e modelos artificiais.

Nos modelos de compdsitos laminados tipo rank, a microestrutura é composta por
camadas de material, onde alterna-se camada de material sélido e camada de "vazios".

O parametro de otimizacao ¢ a medida 7, conforme mostra a Fig. 1.14, ver trabalhos de
Thomsen (1992) e Olhoff et al. (1993).

3> denota o espaco de todas as classes equivalentes de funcdes integraveis segundo Lebesgue sobre
um dominio limitado €2, v :  — R, onde:

[ull oo ) = eSSQSUP |u ()]
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Os modelos de microcélulas com vazios internos sao constituidos de células com furos
retangulares. Neste caso, os pardmetros de otimizagao sao as medidas a e b das laterais do
retangulo e a orientacao angular #, conforme mostra a Fig.1.14. Os trabalhos de Bendsoe
& Kikuchi (1988) iniciaram a utilizagao desta categoria de microestrutura na otimizagao
topoldgica.

A determinacao das propriedades mecanicas macroscépicas destes materiais é feita
pela teoria da homogeneizacao. No caso de materiais do tipo rank a equagao constitutiva
homogeneizada pode ser determinada analiticamente. Entretanto, para os modelos com
microcélulas complexas, normalmente as propriedades sao determinadas por procedimen-

tos numéricos.

\" C ]
a
\ |

0 N [
: b 1
— 1

1 '

N
Célula com vazio Célula tipo
interno rank

Figura 1.14: Microestruturas para o método de homogeneizagao

A homogeneizacao descreve as propriedades efetivas de um material composto formado
de um material isotrépico de base, representado pelo tensor Ez-ojkl. Esta parametrizacao
relaxa o dominio da solugao, garantindo um espago de solugao mais abrangente e fechado,
além de tornar o problema mais tratdvel computacionalmente (Bendsoe, 1995; Tai &
Fenner, 1999). Assim, cada ponto do dominio €2 discretizado por elementos finitos, é con-
stituido por um material composto gerado pela repeticao periédica de uma microestrutura
com dimensoes a, b e #, no caso de microcélulas com vazio interno, ou 7, no caso dos com-
positos tipo rank. A variagao destes pardmetros durante o processo de otimizacao permite
a representagao final de pontos com material sélido (¢ = b = 0 ou v = 0), pontos com
vazio (a = b =1 ou v = 1) e pontos com materiais intermedidrios. Estas regioes com
materiais intermedidrios nao tem significado fisico para o projetista mas sao, no entanto,
um importante recurso matemaético para relaxar o problema, contornando a natureza dis-
creta 0-1 que gera mal condicionamento numérico devido a alteracao brusca do valor das
varidveis de projeto.

Infelizmente, a homogeneizagao insere novas varidveis de projeto ao problema de

otimizagado topoldgica (os pardmetros a, b e 6, no caso de microcélulas com vazio in-
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terno, ou 7y, no caso dos compdsitos tipo rank). Isto torna a implementagdo numérica
mais complexa e aumenta o custo computacional do processo, visto que este ultimo é pro-
porcional ao mimero de varidveis de projeto. Por este motivo, muitos pesquisadores tem
optado por utilizar modelos artificiais, cuja tinica varidvel de projeto é a densidade relativa
do material p (z). Esta utilizac@o justifica-se pelo trabalho de Bendsoe & Kikuchi (1988),
que conclui que o pardmetro mais importante é a densidade do material no dominio,
ainda que a sua descricao nao seja fiel ao comportamento micromecénico. Os tensores

constitutivos sao, entao, parametrizados da seguinte forma:

Eiju(x) = p@)"Eyy, n>1
/p(x)dQ <V, 0<p)<l, z€Q (1.3)
Q

onde a densidade relativa p (z) é a fungao de projeto e E?jkl representa as propriedades
materiais de um dado material isotrépico (Bendsoe, 1989). Esta aproximagao é denomi-
nada pela sigla SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) e indica que, em cada
ponto do dominio 2, qualquer material com médulo de elasticidade variando entre zero e
o médulo de elasticidade do material base é permitido. Isto significa que se um projeto
final tem densidade zero ou um em todos os pontos, este projeto é um projeto de "sélido
/ vazio"coerente com um modelo fisico correto. No SIMP escolhe-se > 1 de forma a
penalizar o aparecimento de densidades intermedidrias no dominio. O valor de > 1
faz com que o aparecimento de densidades intermedidrias seja desfavorecido no sentido
de que a rigidez obtida é pequena comparada ao custo (volume) do material, tornando
anti-economico esta presenga no projeto 6timo (Bendsoe & Sigmund, 2003). Conforme
ja foi citado, o aparecimento de densidades intermedidrias é importante sob o ponto de
vista matemaético para a relaxagao do problema, mas nao ¢é interessante para o projetista
que deverd interpretar o resultado final e construir a estrutura. A topologia final ideal
é aquela que apresenta somente regioes com ou sem material, conforme apresentada na
parametrizacao discreta. Valores muito elevados de 77, embora desejédveis, fazem com que
o problema se aproxime do problema discreto 0-1, onde nao garante-se a existéncia da

solucao, ver Rosvany et al.(1995).
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Figura 1.15: Curvas do modelo SIMP

A Fig. 4.1 apresenta algumas curvas do modelo SIMP variando-se o parametro de

penalizagao 7.

1.3.2 Problemas relacionados a otimizacao topolégica

O método de otimizacao topoldgica adquiriu um certo nivel de maturidade que tem possi-
bilitado muitas aplicacoes da indistria, ultrapassando, desta forma, os limites académicos.
No entanto, apesar desta maturidade, ha dificuldades na aplicacao do método relacionadas
a instabilidades numéricas, que ainda sao alvo de pesquisas. Nesta se¢ao faz-se uma breve
discussao sobre os problemas numéricos relacionados & otimizacao topolégica, tendo como
base os trabalhos de Bendsoe & Sigmund (2003) e Peterson & Sigmund (1998).

De uma forma geral, pode-se dividir os problemas numéricos comuns na otimizagao

topoldgica em trés categorias:

e Dependéncia de malha: diferentes discretizagoes da malha de elementos finitos nao
geram qualitativamente a mesma solugao. O refino da malha de elementos finitos
deveria idealmente resultar na mesma topologia obtida pela malha mais pobre, mas
com uma melhor definicao dos contornos entre as fases materiais. Entretanto, o

refino gera uma topologia mais complexa, com mais furos e mais detalhes.

e Instabilidades de tabuleiro: formacgao de regides com alternancia de elementos vazios
e cheios, similares a um tabuleiro de xadrex na "solucao 6tima'". A instabilidade
de tabuleiro é dependente da discretizacao e é indesejdvel, pois nao configura uma

distribuicao 6tima de material.
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Figura 1.16: Dependéncia de malha.

e Minimos locais: refere-se ao problema de obter diferentes solucoes para o mesmo
problema discretizado quando se escolhem diferentes parametros do algoritmo, por

exemplo, valores iniciais de densidade e fatores de penalidade.

Dependéncia de malha

A dependéncia de malha ocorre devido ao fato que a introducao de mais furos, sem alterar
o volume da estrutura, gera, de um modo geral, um aumento da eficiéncia de uma dada
estrutura. Logo, as variagoes estruturais tendem a uma forma de microestrutura que
apresente um melhor aproveitamento de material. Tais microestruturas sao tipicamente
nao isotrépicas e portanto, nao podem se encaixar nas descricoes de projeto originais
de um material isotrépico. Matematicamente, hd uma falta de fechamento do conjunto
admissivel de projetos. O efeito disto, é a formacao de mais furos & medida que a malha
de elementos finitos é mais refinada.

A Fig. 1.16 mostra trés resultados de otimizagao topoldgica para um mesmo pro-
blema de maximizacgao de rigidez estrutural*. O primeiro domifnio foi discretizada em 300
elementos, o segundo em 1200 elementos e o tltimo com 4800 elementos. O refinamento
da malha de elementos finitos deveria idealmente fornecer a mesma topologia com uma
maior definicao do contorno. No entanto, a malha mais discretizada resultou em uma
estrutura mais complexa, o que cria uma dificuldade do ponto de vista da manufatura.

Atualmente existem procedimentos que ativam a independéncia de refino da malha.

A abordagem utilizada é reduzir o espaco de projetos admissiveis incorporando restrigoes

4Extrafdo do endereco eletronico http://www.topopt.dtu.dk/, acessado em 30 de junho de 2004.
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globais ou locais na variacao da densidade, o que impede a geragao de microestruturas ou
estruturas mais detalhadas. As técnicas que tem sido empregadas recaem em trés classes.
Duas delas incorporam restricoes ao problema de otimizacao, sendo que uma reduz dire-
tamente o pardmetro do espaco de projetos, e a outra aplica um filtro na implementacao
da otimizagao.

Uma terceira alternativa consiste em extender o espago de projetos de tal forma que
sejam aceitos materiais de densidade intermedidria entre o vazio e o cheio (compdésitos).
No entanto, isto nao é possivel quando o objetivo é a obten¢ao de projetos 0 — 1, ou seja
apenas constituidos por material sélido (densidade 1) ou vazio (densidade 0).

A seguir sao descritas brevemente algumas técnicas para a obtencao da independéncia

de malha.

Restricao de gradiente local A introducao de uma restricao de gradiente local foi
feita inicialmente por Niordson (1983), na variacao da espessura de placas de Kirchhoff, e
permitiu resolver o problema de nao-unicidade da solucao do problema de otimizacao. A
prova de existéncia, a convergéncia de elementos finitos e a implementacao numérica de
um esquema introduzindo restricao de gradiente local foi feita por Peterson & Sigmund
(1998). Este esquema ¢ baseado na idéia de impedir variagbes bruscas da varidvel de
projeto no dominio, garantindo o fechamento do espago de solugao.

A prova da convergéncia implica que instabilidades de tabuleiro e outras anomalias
serao eliminadas, ou pelo menos, podem ser feitas arbitrariamente fracas usando este
esquema. A desvantagem deste esquema é o seu alto custo computacional, visto que
acrescenta 2xnume restricoes ao problema de otimizagao, onde nume representa o nimero
de elementos da malha.

Neste trabalho considera-se a imposicao de uma restricao do tipo caixa, aplicada as
componentes do gradiente da densidade relativa, conforme proposto por Peterson & Sig-
mund (1998). Visto que Vp é constante no interior de cada elemento, impoe-se apenas

que:

(?) < (o (1.49)

e

ap 2 2
— < (C° 1.5
(81/) e @) (1)
onde e = 1, ..n,, com n, representando o nimero total de elementos da malha.

Os limites C; e Cp sao definidos da seguinte maneira:

Considere um elemento genérico como mostrado na Fig. 1.17 sendo x; = (z,y), para
i =1,...3 as coordenadas dos vértices e X,,, = (Zm,Ym) as coordenadas do baricentro do

elemento Tri3.
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ua ’Va ’pa
{2,
ub ’Vb ’pb uC ’VC ’pC
Figura 1.17: Elemento finito 7ri3
X5
d=X-X_,ondei=12¢e3
X, X,
Figura 1.18: Coordenadas do elemento finito 77i3
Agora, denotando:
dmin = min ||d;||, parai=1,...,3 (1.6)
é definido que:
e e 1
C, =0, = . (1.7)

Conforme ilustra a Fig. 1.18. Uma modificacao dos limites C¢ e C¢ deve ser realizada
se no minimo uma das arestas do elemento coincide com algum eixo de simetria. Aqui,

considera-se dois casos possiveis, que sao:

e Eixo de simetria

Aqui, considera-se que o lado ab do elemento coincide com o eixo-z de simetria.

Neste caso, como ilustrado na Figura 1.19, deve-se ter: v =0 e (%) = (0. Sendo

assim, a imposigao da tltima condigdo ¢ alcangada fazendo Cj = 0.
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Y,V s

Figura 1.19: Condicao de simetria no eixo—z

1. Eixo de simetria - y

Agora, considera-se que o lado be do elemento coincide com o eixo-y de simetria.
Neste caso, como ilustrado na Figura 1.20, deve-se ter: u = 0 e (gﬁ) =0. A

imposicao da ultima condigao é alcancada denotando C¥¢ = 0.

Y, V4

¢

Figura 1.20: Condicao de simetria eixo—y

Restricao de gradiente global Por restricao de gradiente global entende-se simples-

mente uma norma de energia da fungao p no espago de Sobolev H! (), ou seja:

ol g2 = </Q (0 + IVpl*) dw>% <M (1.8)

onde o escalar M é o valor limite para esta norma. A prova de existéncia quando se inclue
esta restrigao de caixa foi feita por Bendsoe (1995).
Valores elevados de M tornam a restricao de energia inativa, fazendo o problema

retornar a formulacao original.

Filtros para independéncia de malha Este filtro, proposto por Sigmund (1994,

1997), & uma extensao dos filtros para instabilidades de tabuleiro. O filtro modifica a
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sensibilidade de projeto de um elemento especifico baseado em uma média ponderada
da sensibilidade dos elementos em uma vizinhanca fixa. Deve ser enfatizado que este
filtro é puramente heuristico mas produz resultados muito similares aos produzidos pelas
restrigoes de gradiente local (Peterson & Sigmund, 1998), requerem pouco custo computa-
cional e sao muito simples de implementar comparados com outras abordagens.

O esquema de independéncia de malha age modificando as sensibilidades dos elementos

COImo se segue:

- Hp, 1.9
8pk (pk Z’L 1HZ ; iPiy apz ( )

O operador convolugao (fator peso) H; ¢ calculado como H; = ruy, — dist (k, i), {i € N |
dist (k,i) < rmm}, £ = 1,..., N, onde o operador dist (k,7) é definido como a distancia
entre o centro do elemento k e o centro do elemento i. O operador convolucao para o
elemento ¢ decai linearmente com a distancia do elemento k.

Isto significa que ao invés de usar a sensibilidade real (aa—[f;), a sensibilidade de filtro é
utilizada.

A grande vantagem do esquema de filtragem é que ele nao requer restrigoes extras no

problema de otimizacao. No entanto, baseia-se em heurfsticas.

Controle de perimetro O perfmetro de (g é, a grosso modo, a soma dos comprimen-
tos/dreas de todas as fronteiras internas e externas. A restrigdo do perimetro obviamente
limita o nimero de furos que podem aparecer no dominio. A existéncia de solugoes para
a otimizacao topoldgica com controle de perimetro foi provado por Ambrésio & Buttazzo
(1993). A primeira implementagao numérica foi feita por Harber et al.(1996). O esquema
introduz valores de densidades intermedidrias com penalizacao de modo a permitir a uti-
lizagao de algoritmos tradicionais com cdlculo de gradiente. Um limite de caixa superior
na variagao total é utilizado, TV (p) < P*. Isto faz sentido desde que a variagao total de
p coincide com o perimetro de {2 quando p é 1 em §2g e zero caso contrédrio. A diferencga,
entao, é que a variacao total é definida ainda quando p atinge valores intermedidrios. No

caso da funcao p ser suave,

TV (p) = /Q 1ol da (1.10)

Para a densidade discretizada, a variagao total estd implementacao como:

K

P=>"4 (W—s) (1.11)

k=1
onde (p),, € osalto da densidade do material através da interface & do elemento, de medida
Ui, k = 2N é o nimero de interfaces de elemento. O pardmetro £ ¢ um nidmero positivo

pequeno que garante a diferenciabilidade do perfmetro. Esta expressao é exatamente a
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Figura 1.21: Topologia apresentando instabilidades de tabuleiro.

variacao total da densidade constante do elemento quando ¢ = 0.

Na primeira implementacao do método do perimetro, Harber et al. (1996) usaram um
método de penalidade interior para impor a restri¢ao e relataram que alguns experimentos
com os parametros do algoritmo foram requeridos para fazer o algoritmo convergir para
projetos sem dependéncia de malha. Usando um método de programagao matemaética para
resolver o problema de otimizagao, Duysinx (1997) constatou que a restrigdo de perimetro
foi dificil de aproximar resultando em flutuagoes nas varidveis de projeto. Argumentando
que o cdlculo de perfmetro é computacionalmente barato comparado com a solucao de
elementos finitos, Duysinx (1997) prop6s um procedimento com lago interno para uma

aproximagao do perfmetro e relatou um comportamento muito bom de convergéncia.

Instabilidade de tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro ou "checkerboard "refere-se ao surgimento de regioes com al-
ternancia de elementos sélido e vazio, semelhantes a um tabuleiro de xadrez na solugao
6tima, conforme mostra a Fig. 1.21°. Muitos trabalhos de otimizacao topolégica relatam
o surgimento dos tabuleiros. A formacao destas regioes também foi observada na dis-
tribuicao espacial de pressao em algumas andlises de elementos finitos para fluidos de
Stokes (Oden et al., 1982). Inicialmente, acreditava-se que tais regides eram microestru-
turas 6timas no nivel do elemento finito. Atualmente ¢ bem compreendido que as instabi-
lidades de tabuleiro estao relacionadas com as caracteristicas da aproximacao de elementos
finitos, e mais especificamente devido ao mal modelamento numérico que superestima a
rigidez do tabuleiro, ver trabalhos de Diaz & Sigmund (1995) e Jog & Harber (1996).
Em outras palavras, o arranjo com alternancia de material apresenta uma maior rigidez
(artificial) em termos de deformacao ao cisalhamento do que o arranjo com distribui¢ao
de material igual para todos os elementos.

As instabilidades de tabuleiro podem ser minimizadas ou removidas com o uso das
mesmas técnicas descritas anteriormente. A razao disto é que quando faz-se uma restrigao
geométrica (em termos de medida do contorno ou variagdo do gradiente) que garante
a existéncia de solucao, também obtém-se uma convergéncia de elementos finitos e as

instabilidades nao podem estar presentes em uma malha suficientemente fina.

’Extrafdo do endereco eletronico http://www.topopt.dtu.dk/, acessado em 30 de junho de 2004.
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O problema de encontrar a topologia 6tima através da distribuicao de material envolve
dois campos: o campo de densidades e o campo de deslocamentos. A anélise de elemen-
tos finitos para tais problemas pode apresentar dificuldades, sendo instével e tendendo
para o desenvolvimento de instabilidades de tabuleiro para um dos campos. Conforme
Jog et al. (1994), estas instabilidades estao relacionadas com a violagdo da condigao
de Babuska-Brezzi °. Os autores também sugerem testar virias combinacoes de apro-
ximacgoes de elementos finitos para os campos de densidade e de deslocamento visando
encontrar fungoes de interpolacao que gerem configuracoes estdveis sob a condicao de
Babuska-Brezzi (Jog et al., 1994, Jog & Harber, 1996).

Muitos artigos recomendam o uso de elementos finitos de mais alta ordem, o que sig-
nifica aumentar o niimero de nés do elemento para evitar o problema de "checkerboards".
Diaz & Sigmund (1995) e Jog & Harber (1996) mostram que a instabilidade é prevenida
utilizando-se elementos de 8 ou 9 nés no método de homogeneizagao. No SIMP a utiliza-
¢ao de elementos de 8 ou 9 nés apenas previne o aparecimento das instabilidades se o fator
de penalizacao ¢ pequeno o suficiente. No artigo de Diaz & Sigmund (1995), demonstra-
se que nao é interessante a utilizacao destes elementos quando o fator de penalizacao

satisfizer a relagao:

log (2(6 — 5v))
log 2

(1.12)

onde v é o coeficiente de Poison.

Infelizmente o aumento do nimero de nés do elemento encarece muito o custo com-
putacional do procedimento, pois a matriz de rigidez global fica maior.

Swan & Kosaka (1997) propuseram um filtro espacial de vizinhanga fixa, onde a densi-
dade de cada elemento depende da densidade dos elementos vizinhos. Cardoso & Fonseca
(1999) propuseram uma variacao espacial do filtro de Swan & Kosaka (1997) com um
raio de abrangéncia varidvel para torné-lo independente do refino da malha. Lima (2002)

utiliza o filtro de Cardoso & Fonseca (1999) no projeto de mecanismos flexiveis.

6 A condicdo de Babuska-Brezzi tem sido desenvolvida como um critério que garante que a discretizacéo
de elementos finitos resulta em um esquema numérico estével, ver Bathe (1996).
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Minimos locais

7

A maioria dos problemas de projeto topoldgico sao nao convexos’, o que acarreta a e-

xisténcia de muitos minimos locais. Um exemplo tipico é o projeto de uma estrutura
sujeita a tensao uniaxial. A estrutura constituida por uma tnica barra é uma solucao tao
boa quanto vérias barras com mesma drea de secao transversal total.

A nao-convexidade do problema leva a possibilidade de encontrarmos muitos minimos
locais e diferentes solugoes para o mesmo problema discretizado quando sao utilizados
diferentes estimativas iniciais para as varidveis e diferentes parametros dos algoritmos de
otimizagao. Isto ocorre porque as provas de convergéncia dos algoritmos funcionam para

8 enquanto que para programacio nio convexa apenas garante-se

programacao convexa
a convergéncia para pontos estaciondrios, que nao sao necessariamente minimos globais
(nem os melhores projetos). Os algoritmos de otimizagao global disponiveis sdo, em sua
maioria, incapazes de lidar com uma grande quantidade de varidveis de projetos, o que
é o caso da otimizacao topolégica. Alguns autores sugerem a utilizacao de métodos de
continuagao para garantir de certa forma uma convergéncia estdvel na direcao de bons
projetos.

A idéia dos métodos de continuagao é mudar gradualmente o problema de otimizagao
de um problema convexo (artificialmente), que permite regices de densidade intermedidria,
para o problema de projeto original ndo-convexo (problema 0—1) em um niimero de passos.

Allaire & Francfort (1993) e Allaire & Kohn (1993) propuseram um método de continu-
agao permitindo inicialmente que a estrutura otimizada possua regioes cinzas (densidades
intermedidrias). Apds a convergéncia, o esquema de penalizagdo ¢ introduzido gradual-
mente para a obtencdo de projetos compostos apenas por material ou vazio (projetos
0—1).

Outras variagoes de métodos de continuagao foram propostas. Haber et al. (1996)

"Um conjunto convexo S é uma colecdo de pontos = tendo a seguinte propriedade: se Py e P, sao
quaisquer pontos € S, entao o segmento de linha P; — P» estd inteiramente em S. Em geral, para o espago
n—dimensional, o segmento de linha entre dois pontos TieTo pode ser escrito como

T =aTs+ (1 —-a)7, 0<ac<l (1.13)

Se o segmento de linha da Eq. 1.13 estd inteiramente no conjunto S, entao é um conjunto convexo.
Uma fungao f (z) definida em um conjunto convexo S é convexa se satisfaz a desigualdade:

f@To+(1—a)Th) <af(Ta)+(1—a) f(7) (1.14)

para 0 < o < 1 e qualquer ponto =1 e To em S.

A importancia em lidar com fungoes

Teorema: Se f(x*) é um minimo local para uma fungdo convexa f(z*) definida em um conjunto
convexo S, entdo é também um minimo global.

8Se todas as funcoes de restricio de desigualdade para um problema de projeto Gtimo sdo convexas e
todas as restri¢oes de igualdade sao lineares, entao o conjunto das restrigoes S é convexo. Se a fungao
objetivo é também convexa em S , entdo o problema é denominado problema de programacao convexa.
Tais problemas possuem uma propriedade muito ttil onde as condigbes necessdrias de otimalidade de
Kuhn-Tucker sdo também suficientes, e qualquer minimo local é também um minimo global, ver Martinez
(1999), Arora (1989) e Chong & Zak (1996).
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sugerem uma penalizacdo gradual para a restricdo de perfmetro. Sigmund (1997) e Sig-
mund & Torquato (1997) propdem um decréscimo gradual no raio de abrangéncia do filtro
espacial. Guedes & Taylor (1997) sugerem um método de continua¢ao onde um fator mul-
tiplicativo aplicado & restricao de volume ¢é ajustado para aumentar gradualmente o custo

dos elementos de densidade intermediéria.

1.4 Conclusoes

A utilizacao de mecanismos flexiveis oferece algumas vantagens em relacao aos mecanis-
mos de corpo rigido convencionais, para determinadas aplicacoes. Entre estas vantagens,
pode-se citar a facilidade de fabricacao, o menor atrito, o menor desgaste, a menor ne-
cessidade de lubrificacao, a maior precisao devido a auséncia de pinos, etc. No entanto, a
complexidade do comportamento eldstico deste tipo de mecanismo torna dificil a deter-
minac¢ao de um procedimento de projeto que seja genérico e sistemaético.

O método que tem se mostrado mais sistematico e genérico para o projeto de meca-
nismos flexiveis é o de otimizagao topolégica. A otimizacao topolégica age buscando a
distribuicao 6tima de material no dominio fixo do projeto.

Neste trabalho utiliza-se a microestrutura artificial SIMP, na qual a tnica varidvel
do projeto é a densidade do material. Outra vantagem desta microstrutura, é que ela
permite penalizar a formacao de regioes com densidades intermedidrias, o que é desejavel
para uma melhor interpretacao do projeto.

A otimizacao topoldgica, apesar de bastante difundida, apresenta alguns problemas
de carater numérico que sao tipicos, tais como a dependéncia de malha, as instabilidades
de tabuleiro e a presenga de minimos locais. Neste capitulo foram apresentadas algumas

alternativas para contornar estas dificuldades.



Capitulo 2

Principios Energéticos e

Implementacao Numeérica

A aplicagao do método numérico envolve a discretizacao do dominio fixo de projeto. Neste
trabalho é utilizado o método de Elementos Finitos de Galerkin para a discretizacao da
equacao de estado, associada ao problema de otimizacao.

Neste capitulo apresenta-se todo o processo de discretizagao por elementos finitos
necessario para este trabalho. A solucao aproximada do problema é discretizada para o
caso de cargas e molas concentradas (projeto de mecanismos com restri¢ao de material)
e para o caso de cargas e molas distribuidas (projeto com restrigoes de fadiga).

Os conceitos principais relacionados com o método de elementos finitos estao apresen-
tados neste capitulo de forma resumida. Maiores detalhes podem ser obtidos em livros
especializados tais como, por exemplo, Bathe (1996), Hughes (1987), Cook et al. (1988)
e Kienkiewicz & Taylor (1989).

2.1 Principios Energéticos

Considere o problema de elasticidade cléssico, ilustrado na Fig. 2.1. Trata-se de um corpo
eldstico sujeito a acao de um carregamento ﬂ, em I';, um deslocamento prescrito %, em
I, e forcas de corpo b. Deseja-se encontrar o campo de deslocamentos u resultante desta
configuracao.

Utilizando as equacoes de equilibrio, este problema pode ser estabelecido da seguinte
forma:

Encontrar « tal que

div(o) +b=0, em Q, (2.1)

sujeito as seguintes condicoes de contorno:
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L

1

St

L,

Figura 2.1: Um corpo eléstico submetido & um carregamento

U =1y, em I, (2.2)

oil=t, em T, (2.3)

onde ¢ é o tensor tensao e 7 € o vetor unitdrio normal a superficie. Esta formulagao é
denominada formulacao forte do problema.

A solucao do conjunto de equagoes anterior, permite a obtengao da solugao exata para
o problema. No entanto, solucoes analiticas utilizando este método apenas sao possiveis
para um conjunto bastante limitado de estruturas com caracteristicas particulares de
geometria e de carregamento. Estamos interessados em esquemas para obter solugoes
aproximadas do problema, que sejam aplicdveis a situagoes muito mais complexas aonde
solugoes exatas nao sao possiveis. Estes esquemas exigem uma formulacao diferente,
denominada formulacao fraca ou variacional.

A formulacao fraca é conveniente para a aproximacao por Elementos Finitos. Do
ponto de vista matematico, a aproximagao por elementos finitos significa a solu¢ao de um
sistema de equagoes algébrico, obtido pela formulacao fraca do problema em um subespaco
dimensional finito de H' (Q).

Para definir a formulacao fraca é necessdrio caracterizar duas classes de fungoes, ver
Hughes (1987). A primeira é composta pelo conjunto de solugoes admissiveis. Estas
possiveis solucoes devem satisfazer as condicoes de contorno e, para que certas expressoes

a serem empregadas facam sentido, devem respeitar a norma:

2

lullyragy = | D D%l | < o0 (2.4)
1<t

Funcoes que satisfazem 2.4 sao chamadas funcoes de Hilbert! H!, e escreve-se i €

'Um espaco de Hilbert ¢ um espaco linear, normado e completo, onde:
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H'(Q).

A segunda classe de fungoes corresponde ao conjunto de variacoes admissiveis. Este
conjunto é muito similar ao primeiro exceto que as fungoes tomam obrigatoriamente o
valor zero em I',,. Isto é consequéncia direta do fato que estas fungoes sao obtidas a partir
da diferenca entre duas fungoes arbitrarias do conjunto de solugoes admissiveis.

Pode-se, portanto, definir os dois conjuntos como se segue:

Defini¢ao: O conjunto dos deslocamentos admissiveis Kin, ¢ definido por
Kin,={u| @ H (Q) ,i=1, atT,}

Definicao: O conjunto das variagoes admissiveis Var, é definido por
Var,={v | v eH (Q) , v =0 atT,}

Por simplicidade, neste trabalho considera-se %, = 0, o que implica Kin, = Var, = 9.
Definicao: O conjunto dos deslocamentos e variacoes admissiveis ¢} € entao definido

por
V={u|aeH (Q),07=0 atI,} (2.5)

Formulacao fraca do problema

A formulacao fraca do problema pode ser estabelecida como:

Encontrar u €19 tal que

/ o (i) 2(T) d2 = / b A0+ / L7 dl, Vv ev. (2.6)
Q Q

Iy

Formulagoes como a da Eq. 2.6 sao geralmente conhecidas como Principio dos Traba-
lhos Virtuais (PTV) e s@o muito utilizadas na Mecéanica. O PTV pode ser enunciado da
seguinte maneira: " Uma estrutura submetida a a¢ao de forcas externas estd em equilibrio
quando, ao se imporem deslocamentos arbitrdrios (virtuais) compativeis com as condigoes
de contorno, o trabalho realizado pelas forcas externas sobre os deslocamentos virtuais é
igual ao trabalho que realizam as tensoes sobre as deformagoes produzidas pelos desloca-
mentos virtuais". A demonstracao da Eq. 2.6 é feita a seguir.

Prova: Multiplicando a Eq. 2.1 por uma funcao arbitrédria @ e integrando no dominio

(), obtemos:

/dw(g).ﬁ ig) +/ bV dY=0, VUeV (2.7)
Q Q

ou
8262‘

H'(Q) = {ﬁeLQ (Q); == € L2(Q),i = ln}
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Mas, aplicando o divergente no produto da funcéo tensorial o pela funcéo vetorial @',

e sabendo que o = ¢, obtemos:

div(e? V) = div(o). v

o.e(7) (2.8)

Além disto, pelo Teorema da Divergéncia podemos transformar uma integral de volume

em um integral de fronteira, ou seja:

/dw(aTﬁ) dQ :/ oAV dl :/ t,. v dT (2.9)
Q o0 Tt

Logo, substituindo o termo div(c). 7 de 2.8 em 2.7 e aplicando o Teorema da Di-

vergéncia conforme 2.9, obtemos:

/ 0.5(T) d = / b7 A0+ / L% dr, Ve, (2.10)
Q Q

Iy

Teorema de reciprocidade

Problema caso (a) Considere agora o problema ilustrado na Fig. 2.2

I

t

&

L,

Figura 2.2: Um corpo eldstico submetido a um carregamento i;

A formulagao forte do problema é dada por:

Encontrar u tal que

div(o) +b=0, emQ, (2.11)

sujeito as seguintes condicoes de contorno:

=0, em T, (2.12)



Capitulo 2 - Principios Energéticos e Implementacao Numérica 32
oi=t;, em I} (2.13)
A formulacao fraca para o caso (a) pode entao ser formulada como:
1 €0 ¢é a solucao do problema caso (a) se:
/ o (i) £(T) dS = / R / T R ) (2.14)
Q Q Iy
Problema caso (b) Considere agora o problema ilustrado na Fig. 2.3:
1
—
Z
2
L,
Figura 2.3: Um corpo elastico submetido ao carregamento t,
A formulagao forte do problema é dada por:
Encontrar # tal que:
div(o) +b=0, em Q, (2.15)
sujeito as seguintes condicoes de contorno:
=0, em I, (2.16)
ofl=t;, em I (2.17)
A formulagao fraca para o caso (b) pode ser formulada como:
€1 & solugao do problema caso (a) se
/ o (i) 2(T) dQ2 = / b A0+ / LT Al VTed. (2.18)
Q Q

It

Aqui, ambos os casos (a) e (b) consideram a mesma for¢a de corpo b e fronteira I';.

Agora, desde que 7,€0 e 2.14 & satisfeita para todo v €1, entdo deve ser satisfeita por

s€1. Portanto, de 2.14 pode-se concluir que: se ;€ € solugao do problema caso (a),

entao
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/ o (1)) .€(ily) dQ = / b.ily d + / R (2.19)
Q Q

Iy
Além disto, desde que @, €0 e 2.18 é satisfeita para todo v’ €1, entdo deve ser satisfeita
para u; €. Portanto, de 2.18 pode-se concluir que: se iy€v é solucao do problema caso
(b) entao:

/ o (i) .(ity) dQ = / b.ify d + / ty.i1dl . (2.20)
Q Q It

Considerando que o material seja linearmente eldstico e isotrépico?, da lei de Hooke

generalizada temos que as tensoes se relacionam linearmente com as deformagoes, ou seja:

o (i) = De(ity) (2.21)

o (ﬁg) = Dg(ﬁg), (222)

A matriz DD é o tensor constitutivo de 4. ordem que contém as propriedades do mate-

rial. A matriz constitutiva é simétrica, positiva definida e pode ser representada por:
Dijr = AijOpr + o (8505 + 0isbp) - (2.23)

onde A e u sao as constantes de Lamé, obtidas por ensaios experimentais. As constantes
de Lamé estao relacionadas com o médulo de Young (E) e o coeficiente de Poison (1)

pelas seguintes expressoes:

vE
A= (1+v)(1—2v) (2:24)
E

A constante G representa o médulo de cisalhamento.

A matriz constitutiva também satisfaz as seguintes condicoes: Dy = Djirs = Diji, =
Dy

Substituindo 2.21 em 2.19 obtemos:

/ De(ity).e(idy) dQ = / b.ily dY+ / £1.il5dl. (2.26)
Q Q It

2Um material é dito linearmente eldstico se a tensdo é linearmente relacionada com as deformacoes, e
se as deformagoes retornam imediatamente a zero apés o descarregamento, tal como uma simples mola
linear. Um material é dito isotrépico se apresenta as mesmas propriedades em todas as dire¢oes do sélido
(Dowling, 1999).
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Da mesma forma, substituindo 2.22 em 2.20 obtemos:
/ De(idy).e (i) dQ = / b.ity dQ + / t. iy dT . (2.27)
Q Q Iy
Desde que
Dé(ﬁﬂ.é‘(ﬁg) = ]D)ijklgij ﬁl)ékl(ﬁg)
Dwtijer (Ua)e; ()
obtemos, a partir de 2.26 e 2.27 que
/ b.ily dQ + / £.ipdl = / b.iy Q)+ / ty. i1 dl (2.29)
Q Ft Q Ft
Na auséncia de forcas de corpo (5 = 0), obtemos:
/ t1.1lpdD = / ty.ildT (2.30)
Ft Ft
No caso de forgas concentradas, temos:
Se
th= P0(i — T,) (2.31)
e se
t1 = Po(7 — 1) (2.32)
onde 0(xz — x3) representa a distribuigao delta, entao
/ f.idl = / P§(Z — #).@sdl
Ft Ft
= P | 8(Z—F)).idl
Iy
= PLi(T) (2.33)

/ bty dl = / Py8(Z — @).1ydD
Ft Ft

= B | 8(Z—3,).0dl
Ty

= P.iip(72)

(2.34)
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Substituindo 2.33 e 2.34 em 2.30 finalmente obtemos

Piiy (%)) = Py.iiy(7,) (2.35)

onde P, representa a carga concentrada aplicada em x; e ﬁg representa a carga concentrada
aplicada em x.
A equagao anterior é conhecida como teorema de Maxwell (1831-1879) e é um caso

3. O Teorema de Reciprocidade de

particular do teorema de Betti para forcas pontuais
Betti estabelece que se um corpo eldstico linear estd sujeito a dois diferentes conjuntos
de forcas, o trabalho realizado pelo primeiro sistema de forcas ao longo do deslocamento
produzido pelo segundo sistema de forcas é igual ao trabalho realizado pelo segundo
sistema de forcas ao longo do deslocamento produzido pelo primeiro sistema de forcas.
Este Teorema é muito ttil quando se deseja determinar o campo de deslocamentos em
um ponto conhecendo-se o campo de deslocamentos e a for¢a que atuam em outro ponto

do corpo.

2.2 Formulacao de Mecanismos

Virias formulacoes foram propostas para o problema de sintese topolégica de mecanismos
flexiveis. De uma forma geral, pode-se distinguir trés modelos: modelo de forga-deflexao,
modelo de mola e modelo multi-objetivo.

O modelo de forga-deflexao resulta em uma formulagao muito similar ao projeto de
estrutura via otimizacao estrutural. Neste modelo, dada uma forca de entrada, o meca-
nismo flexivel é projetado para um deslocamento prescrito com ou sem requisitos de forca.
O problema pode ser considerado como um problema de minimizagao de flexibilidade com
condigoes de contorno de deslocamento prescrito ou um problema de peso minimo com
restricao de deslocamento. No entanto, estas formulagoes nao modelam adequadamente o
comportamento eldstico do mecanismo flexivel, resultando em uma estrutura com rigidez
otimizada. Portanto, este modelo nao tem sido adotado em trabalhos recentes.

O modelo de mola surgiu visando capturar o comportamento de interacao entre a peca
atuada (que é comprimida ou esticada) e a regiao de saida do mecanismo flexivel. A forga
e a deflexao da mola na regiao de saida representariam, respectivamente, a resisténcia e a
deflexao do mecanismo flexivel na regiao de saida. Este modelo foi inicialmente utilizado
com a minimizagao de flexibilidade sem obter muito sucesso. Sigmund (1997) adotou
este modelo com a maximizagao da vantagem mecanica sujeita a restricao de volume e
deslocamento. Saxena & Ananthasuresh (1998) empregam o modelo de mola juntamente
com uma formulagao multi-objetivo.

O modelo multi-objetivo permite ponderar os requisitos cinematicos e estruturais do

3Uma observacio interessante ¢ que o Teorema de Maxwell foi estabelecido em 1864 enquanto que o
Teorema de Betti foi estabelecido alguns anos mais tarde em 1872.
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mecanismo flexivel. O deslocamento na saida pode ser quantificado pela energia potencial
miitua (mutual potencial energy, M PE) e a flexibilidade ¢ quantificada pela energia de
deformacao (strain energy, SE). A formulacdo pode ser expressa em termos da soma
ponderada da M PFE e da SE, fragao de M PE sobre SE, ou fracao de MPE e SE
elevados a poténcias escalares, ou seja, M PE™/SE".

Neste trabalho empregaremos um modelo de molas concentradas e distribuidas, que
serao adotadas de acordo com o problema de otimizacao. No caso do problema de projeto
6timo com restricao de quantidade de material utilizaremos cargas e molas concentradas.
Ja para o projeto 6timo com restricao de fadiga empregaremos cargas e molas distribuidas,
0 que previne a criacao de campos de tensao singulares. A determinagao da formulacgao
fraca do problema de mecanismos é feita através do Principio da Minima Energia Potencial
Total, ver Shames & Dym (1985).

Inicialmente, definimos o funcional 7 (%), denominado energia potencial total, como
sendo a energia do sistema apds a deformacao. Esta energia é composta pela energia
eldstica acumulada menos o trabalho das forgas externas.

Considerando o problema ilustrado na Fig. 2.4.

L0

Figura 2.4: Modelo de mecanismo

Para este problema, com a carga proporcional a ser definida na préxima secao, a

energia potencial total pode ser expressa por:

" () = /Q De(T). () d2+ o {0 ()0 (7)) — 6 T (72n) (2.36)

Os termos do funcional 7 (%) sdo, respectivamente: a energia de deformagao do corpo,
a energia de deformagao da mola e o trabalho realizado pela forca externa aplicada.

Conforme o Principio da Minima Energia Potencial Total, o deslocamento u, que
minimiza a energia potencial 7 (i) coincide com o deslocamento solugao do problema de
equilibrio. Portanto, a formulagao variacional para o problema pode ser estabelecida da
seguinte maneira:

Encontrar i,€v tal que



Capitulo 2 - Principios Energéticos e Implementacao Numérica 37

U, = arg minm (4) (2.37)
uey

A condigao necessaria de otimalidade, para que #, seja um minimo local de 7 (%) é:

d —
- {7 (i, +a)} =0, Vved (2.38)

a=0

que se interpreta como a variacao da energia 7 (1,) devido a uma perturbacao da varidvel
— . ~ —
U, na direcao de v'.

Resolvendo 2.38, obtemos:

/ De(idy).e(V) dQU+ ky (i, (Ts) , €5 (7)) (U (Zs) , €5 (T5)) — Ein. U (Tin) = 0, YU €.
Q

(2.39)
ou seja:

/ De(@,).c(T) d+ k, [es @ e,] Ty (Ts) .0 (Ts) — En. ¥ (Fin) = 0, VT ED.  (2.40)
Q

Aqui, destaca-se que:
Ay = (U, (T5) , es (T)) (2.41)

representa o deslocamento da extremidade da mola. Além disto, como e, (Z5) aponta para

fora do dominio ) temos:

e Se A, > 0, a mola é comprimida;

e Se A, < 0, entao a mola é alongada.

Estas observacoas podem ser vistas nas Figuras 2.5 e 2.6.

A=<i(x),€> >0

Figura 2.5: Deformagao da mola (compressao)
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.
&
As =< /U,(xs), é% > < 0

Figura 2.6: Deformagao da mola (tragao)

Neste trabalho, consideraremos que o objetivo do projeto de mecanismo flexivel ¢timo
serd maximizar A, ou seja, maximizar a componente do deslocamento na dire¢ao do vetor

unitdrio €5, como é mostrado a seguir:
max {A,} (2.42)

Nota-se que, se 0 movimento do mecanismo ocorre na dire¢ao oposta, em relacao a
€s, o alongamento da mola serd Ay < 0. Por outro lado, se o deslocamento é realizado
na direcao de €, entao A, > 0. Portanto, a direcao do movimento é fundamental para a
caracterizacio do mecanismo 6timo. E importante observar que a maximizacio da energia
da mola ¢é incapaz de distinguir entre o modo de compressao da mola e o modo de tragao,
pois para os mesmos alongamentos 6 = |A;|. Isto mostra que a maximizagao da energia
de deformacao da mola nao é uma funcao objetivo adequada para o projeto 6timo de
mecanismos flexiveis.

A formulacao fraca para este problema pode ser escrita como: u,€19 é a solucao do

problema, ilustrado na Fig. 2.4, se:

/ 0 (1) £(T) dQ+ ks [es @ €] G, (7,) T (7)) = Fona 0 (Tn), YU, (2.44)
Q

2.3 Cargas e molas distribuidas

Nesta secao considera-se a formulagao do problema onde tanto as cargas quanto as molas
estao distribuidas na vizinhanca local. A formulacao de mecanismos flexiveis, neste caso,

requer a solucao de dois subproblemas, os quais sao:
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e Determinagao de i, (¥)

Este subproblema, estd ilustrado na Fig. 2.7,

Figura 2.7: Definicio do problema distribuido para u’, ()

e pode ser formulado como:

Encontrar 1, (Z) €V tal que

U, (7) = arg minm (1) (2.45)
vV el
onde
1 "1
77({[):—/]1))5(7).5(7) dQ+Z—/ k, <U,5j>2dr—/ (@, &) T, (2.46)
2 Jo ~2 ), r,

Neste trabalho, por simplicidade, trabalharemos com apenas uma regiao de resposta.
Portanto, o segundo termo do funcional 7 (), correspondente ao trabalho de deformagao

da mola, ¢ calculado para apenas uma mola distribuida, ou seja:

") = 3 /Q D=(T) () 42+ 5 / ke (7,82 dT — /F (W@, e dl. (2.47)

A condigao necessaria de otimalidade para 1, (%) é:

@ {r(i@, + )}

= v e, 2.4
Ta 0, Vve (2.48)

a=0

Resolvendo 2.48, obtemos:

/ De(d,).(T) d + / ko (i, &) (T, ) dT" — / (T,&)dl =0, VTed (249
Q

s Ft

o que implica
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Figura 2.8: Definicao do problema distribuido para u , (%)
/ o (i@,) 2(T) dO + / ko (@, € (T, ) dT" = / (T.E) AT, VTed  (2.50)
Q s Iy
E finalmente,
/ o (i,) 2(T) d + / ks [6, @ &,] i, T dT = / (T.E) AT, VTed  (251)
Q s Iy
e Determinagao de s (¥).
Este subproblema, estd ilustrado na Fig. 2.8,
e pode ser formulado como:
Encontrar u,€v tal que
s (¥) = arg minm(u) (2.52)
vued
onde
1 1
w(@) = 5 / D().(T) d2 + 3 / ko (0, 8,)2 dT — / (@,e)dl.  (253)
Q s FSS
e A condi¢ao necessdria de otimalidade para s (Z) é:
d . - —
T {m(ds + a')} =0, Vved (2.54)
a=0
ou seja,
/ o (ii,) 2(T) dO + / by (i, ) (T, ,) dT" = / (T.E)dl,  Yved  (255)
Q s Tt
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o que implica:

/ o (ii,) 2(T) dO + / ky [6, @ ] i, Tdl = / (T.E)dl, VTe  (2.56)
Q I

E]

Aqui, novamente é vélida a relagao:

[ ey = [ (. a)r (2.57)
s Ft

que corresponde ao Teorema de Reciprocidade de Betti.

2.4 Discretizacao por elementos finitos

O conceito fundamental do método de elementos finitos é que qualquer quantidade con-
tinua, tal como temperatura, pressao, ou deslocamentos, pode ser aproximada por um
modelo discreto composto por um conjunto de fungoes continuas definidas sobre um
nimero finito de subdominios.

Uma funcao de aproximacao ¢ é formada pela conexao de funcoes simples, cada uma
definida sobre uma pequena regiao (elemento). Um elemento finito é uma regiao no espago
onde uma funcao é interpolada pelos valores nodais de ¢ na fronteira da regiao, de um
modo tal que a continuidade de ¢ entre os elementos seja mantida na montagem.

Mediante um procedimento sistemédtico, o método de elementos finitos fornece uma
solugao numérica aproximada de um problema de valor de contorno descrito por uma
equagao diferencial, mediante a solucao de um sistema de equagoes algébrico.

Segundo Cook et al. (1988), uma analise de elementos finitos tipica (andlise de tensoes)

envolve basicamente os seguintes passos:

1. Discretizar o dominio; definindo os nés e os elementos.

2. Formular as propriedades de cada elemento.

3. Montar os elementos de modo a obter um modelo de elementos finitos da estrutura.
4. Aplicar os carregamentos prescritos.

5. Especificar deslocamentos prescritos.

6. Resolver um sistema de equacoes algébrico para determinar os deslocamentos nodais.
7. Calcular as deformacoes a partir dos deslocamentos.

8. Calcular as tensoes.
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Nesta secao e nas seguintes sao desenvolvidos alguns conceitos importantes para a
aplicacao do método, tais como a determinacao das funcoes de interpolacao, elementos
isoparamétricos e mudanga de varidveis.

O elemento bidimensional triangular, que serd adotado neste trabalho, é mostrado na
Fig. 2.9. Este elemento tem lados retos e trés nés, um em cada vértice. Os valores nodais

da quantidade escalar ¢ sao denotados por ®;,, ®;, e ®;,, e as coordenadas dos trés nds

sao (xil7yil)7 (xizu yiz) € (xisayi3)‘

Z A
3
P o+ o,x + QY
o,
o,
\\\y
(X, ¥ %
X
(Xi, Vi)

Figura 2.9: Elemento bidimensional triangular

O polinémio de interpolacao é:

¢ = a1 + ar + azy (2.58)
com as condigoes nodais
¢=; emx =,y =1y, (2.59)
¢ =P; emx =3, Yy = Yiy (2.60)
Pp=;,, em =2, Y =Y, (2.61)

Substituindo estes termos na equagao 2.58 obtém-se o sistema de equagoes:
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(I)il = o1+ QoZ;y + a3Yi,
@iz = o + O{2[Ez~2 + @3%2
iy = o1+ aui, + sy (2.62)
que fornece:
1
“T a0, [(Tis¥Yis — Tis¥i) Piy + (Tig¥iy — TiyYis) P + (Tiy Vi, — Tig¥ir) i
1
Qg = ﬁ [(yw - yl3) ¢i1 + (yz3 - y“) @7& + (yll — ym) @13]
1
g = m [(frzg, - l'iz) q)z + (Zl‘il — ZL‘Z':,’) (Dj —+ (Iiz — 951‘1) (Dk] (263)

A valor €2, corresponde a drea do triangulo, e é obtido pelo determinante:

1 Tiy Y
1z, yip| = 20 (2.64)

1 LTig  Yis
Substituindo os valores de a1, as € ag em 2.58 e rearranjando a expressao, produz-se
a seguinte equagcao:
¢ =H9;, + H®;, + H3®D,, (2.65)

onde

a1 = TiyYis — Tizliy

H, = 50 (a1 +bix +e1y) eq b= Yi, — Yis (2.66)
C1 = Tjz — T4y
r
A2 = TizYiy — TiyYis
H2 = 2Q (CLQ + bgl' + ng) (§] bg = Yis — Yiy (267)
. Co = Tj; — T4y
.
ag = Tj1Yis — TixgYix
H3 = 50 (ag + b3l’ + ng) (§] b3 = Yi; — Yiy (268)
C3 = Ty, — T4y

\
As fungoes H sao chamadas fungoes de interpolagao ou fungoes de forma. A Eq. 2.65

pode ser escrita usando a notacao matricial:

¢ = H1®;, + Hy®;, + H3®;, = [H| {D} (2.69)
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P;
onde [H| = [Hi H; Hk] ¢ uma matriz linha e {®} = ¢ ®; » é um vetor coluna.
(78
O célculo de H; no né i; produz:
1
Hy = ) (a1 + bizsy, + c1yi,)
1
= o @il = Tali + Tl ~ TaYis + Tl — Tili) (2.70)

Os termos dentro do parénteses correspondem ao valor do determinante em 2.64,
portanto:
1
Hi=—(20)=1 (2.71)
2Q,
no noé 7;. Pode ser mostrado que N;, é zero nos nés dois e trés. Da mesma forma, NV;, é
zero no ndé i; € no nod i3 e tem o valor um no néd 7. Estes resultados sao caracteristicos
das fungoes de forma. Elas tem o valor um em um dos nés do elemento e zero nos nés
restantes.
A quantidade escalar ¢ é uma funcao de um conjunto de fungoes de forma as quais
sao lineares em x e y. Isto significa que o gradiente em ambas as diregoes = e y serao

constantes. O gradiente na direcao z é:

99 oM, OHy  OH,

mas
OHs _ bg
or 20 £=1,2,3 (2.73)
logo,
[9J0) 1

Como by, by e bz sao constantes (s@o fixos uma vez que as coordenadas dos nés sao
especificadas) e ®;, ®;, e ®;, sdo independentes do espaco de coordenadas, a derivada
tem um valor constante. Um gradiente constante dentro de um elemento significa que
muitos pequenos elementos tem que ser usados para aproximar uma riapida mudanga no

valor de ¢.
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2.5 Interpolacao para quantidades vetoriais

Uma quantidade vetorial, tal como o deslocamento, tem tanto magnitude quanto diregao.
Logo, hd mais de um grau de liberdade desconhecido por né. O procedimento usual é
resolver o vetor e tratar as componentes do vetor como as quantidades desconhecidas. O
né tem uma, duas ou trés incégnitas (referentes aos graus de liberdade de deslocamento),
conforme o problema ser uni, bi ou tridimensional.

A definicao das componentes vetoriais estd ilustrada na Figura 2.10. As letras minus-
culas u, v e w sao utilizadas para representar os deslocamentos nas diregoes =, y e z,
respectivamente. Os indices i1, is, i3, € 14 associados aos deslocamentos u, v e w infor-
mam o né do elemento.

ui1 ui2

= s

i1 i2

Figura 2.10: Quantidades vetoriais nodais para os elemento: (a) unidimensional, (b)
bidimensional e (c) tridimensional.

No elemento triangular, o deslocamento horizontal u é aproximado utilizando:

u = Hyu;, + Hou;, + Hyu;, (2.75)

enquanto a componente vertical, v, é representada por:

vV = Hlvil + .FIQUZ'2 + Hgl)ig (276)

Estas duas equagoes podem ser escritas em termos de todos os valores nodais, obtendo:
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u = Hluz-l + OUL’I + HQuiz + OUZ‘2 + H3u,-3 + O?}z‘:,’
v = Ouy + Hyvi, + Ouyy + Hovyy + Ouyy + Havg, (2.77)

Utilizando notacao matricial:

H 0 Hy 0 Hy 0] |u,
“l_ 2 3 RN (2.78)
v 0 H1 0 H2 0 H3 Uiy

As funcgoes de forma sao idénticas aquelas dadas em 2.65.
A discretizagao do problema de mecanismos serd realizada aplicando o método dos ele-
mentos finitos de Galerkin, utilizando o elemento T3, que interpola a densidade relativa

e as componentes do deslocamento, conforme ilustra a Fig. 2.11.

—

I ° uVv,p

Figura 2.11: Elemento 7'r:3.
A interpolacao do campo de densidade relativa é dada por
p(,y) = Hi(x,y)pi, + Ha(,y)ps, + Hs(2,y)p;, (2.79)
e as componentes do deslocamento:

u(may) = Hl(xay)uh + H2(x7y)ui2 + H3(xay)ui3
'U(.T, y) = Hl (.f, y)Uil + H2(‘T7 y)viz + H3<x7 y)vis (280)
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onde H; sao as fungoes de interpolacao vistas anteriormente, ou seja:

1

Hi(z,y) = 20 (T Yis — TigYin) + (Ui — Yis) T + (Tiy — Tiy) Y]
1

HQ(Ia y) - ﬁ [(IiByil - xi1yi3) + (yia - yil) T+ (IZ& - xi3> y] (281)
1

Hg(ll‘, y) - ﬁ [(xi1yi2 - xizyil) + (yil - yiz) T+ (Iiz - xil) y]

e (), é a drea do elemento triangular, que pode ser determinada por:

1 Loy
Qe = 5 det 1 Liy  Yiy (282)
Lz iy

A construcao das matrizes de rigidez dos elementos envolve a definicao das funcoes
de interpolacgao, cuja expressao depende das caracteristicas polinomiais das mesmas e das
coordenadas que definem o elemento. A identificacao da equacao que define a funcao de
interpolacao de um elemento qualquer da malha é uma tarefa custosa. Para superar esta
dificuldade costuma-se utilizar uma operacao de mapeamento das funcoes de interpolagao
definidas num dominio elementar padrao, ver Fig. 2.12.

As fungoes de interpolagao de um elemento triangular sao:

Hl (§> 77) = 1- f -n
Hy(&n) = & (2.83)
H3 (57 77) = 77

Entao, é possivel mapear todo ponto do tridngulo padrao, para o tridngulo no dominio

real (z,y), mediante a seguinte operagao:

Z’(C7 77) = Hl(<7 77)3311 + HQ(Ca 77)3312 + H3(<7 77)3313 (284)

onde x; e y; sao as coordenadas do elemento.

Por outro lado, os deslocamentos de um ponto arbitrario do elemento sao dados por:

u<x(C> 77)7 y(Ca 77)) = H (C? 77)Ui1 + H2(C> 77)%‘2 + H3(C> n)ui3
'U<x(C> 77)7 y<C7 77)) = H (C? 77)“1’1 + HQ(C? 77),012 + H3(§7 77)%'3 (286)
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n A /\ -

y A |3
1 :>rl
2 == I, i -
3 i, 1,
3 X
r=(§,m) X=(xY)
Elemento de referéncia Elemento real

Figura 2.12: Mudanga de varidveis

Neste caso, as mesmas fungoes de interpolagao para mapear o elemento foram uti-
lizadas para interpolar as varidveis de interesse. Os elementos que possuem esta pro-
priedade sao chamados elementos isoparamétricos.

O objetivo deste tipo de mapeamento é estabelecer um tnico conjunto de funcoes de
interpolagao para cada tipo de elemento e efetuar a integracao das matrizes de rigidez e
termo de carga na configuracao padrao do elemento através de uma simples mudanca de
varidveis de integracao, conforme ilustra a Fig. 2.12.

Considere a matriz de rigidez do elemento linear:

S

K= [ [BJ" (D] (B0 (287)
€

Neste caso, a matriz B contém as derivadas parciais das funcoes H; em relacao as

varidveis (x,y). Como as fungoes de interpolacao agora estao em fungao de (£, 7), deve-se

utilizar a regra da cadeia para obter H; , e H; ,:

OH  omoc  oH oy
OH OH 0¢  OH Oy

P oy T an oy

Em forma matricial,

& = ol % L
o (= |96 on| om (= VH (2.89)

Oy dy Oy on

onde J é a chamada matriz Jacobiana. Prova-se que este operador sempre possui inversa
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se 0 mapeamento ¢ bi-univoco, isto é, se cada ponto (§,7) corresponde a um tnico ponto
(z,y) e vice-versa.

Na tltima expressao temos H , e H ¢, mas nao conhecemos a matriz J~!. Em geral, ¢
dificil obter explicitamente a fungao inversa de 2.84 e 2.85, ou seja, as fungoes & (x,y) e
n (x,y) necessdrias para as diferenciagoes em 2.89. Esta matriz é obtida por meio de um
artificio, que é mostrado a seguir.

Suponha que as fungoes inversas & (z,y) e 7 (z,y) sdo conhecidas. Utilizando a regra

OH; dx Oy OH;
¢ _ | 9§ 0§ ox

=k Xl (2.90)
on on  On dy

Os vetores sao os mesmos das Eqgs. 2.84 e 2.85. Considerando que a inversa de uma

da cadeia, pode-se escrever:

matriz, se existir, é linica, nota-se que a matriz desta equacao ¢ a inversa da anterior, ou

seja, ¢ a matriz Jacobiana .J. Entao obtemos:

(2 f2) o
an dy

O procedimento de célculo consiste, entao, em usar as Eqs. 2.84 e 2.85 para determinar
J e, em seguida, fazer a sua inversao. Deste modo pode-se obter H , e H ,,. Estas derivadas
sao, entao, utilizadas nos céalculos de ]% na matriz de rigidez do elemento.

A inversa da matriz Jacobiana J é obtida usando a conhecida regra de Cramer para

inversao de matrizes:

gL [ gn _g;ﬁ] (2.92)
0 z '
det[J] — 5 g_g

Finalmente, é possivel mostrar que o elemento diferencial de drea d§2 = dxdy pode ser

escrito em termos de elementos diferenciais de comprimento d¢ e dn da seguinte forma:

dQ) = dxdy = det[J]d&dn (2.93)

isto é, o determinante do Jacobiano fornece a relagao de dreas diferenciais entre um ponto
no dominio padrao e o ponto correspondente no dominio real do elemento.
Ordenando estes resultados, a integral 2.87 pode, entao, ser efetuada no dominio do

elemento finito padrao com as devidas mudancas de varidveis:

1 1-¢
<= [ [ BT (D) 1B detl e (2:94)

Conforme visto anteriormente, a interpolacao da geometria pode ser dada por:

v = 3 Hi(Cn)w, (2.95)
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y= Y S H(C )y, (2.96)
Entao, a matriz Jacobiana para o elemento triangular é dada por:
oz Oy RN s
[J] = gg gg _ (i —21,) (Y — Yir) (2.97)
o oy (@iy — i) (Yis — Yir)
o que permite calcular o determinante:
det [J] = (xiz - xil) (yig - yil) - ('TiS - ‘Til) (yiz - yil) (298)
A interpolagao da geometria é derivada das fun¢oes de forma:
oH; L %
{ o }:[J] { o5 } (2.99)
oy an
E as expressoes integrais sao:
faan = [ [ 57 det gy (2.100)
Qe
onde denota-se f(¢,n) = f(z(¢,n),y(¢,n)). Destaca-se que:
Qe = / 1dQ = /5 /3*1 det [J] dCdn (2.101)
Qe
Entretanto, no caso do elemento Tri3, det [J] = cte, logo, obtem-se:
1
Q. = det [J] / ! / o ldcdn = 5 det [J] (2.102)
e
det [J] = 292, (2.103)
Consequentemente, para o elemento Tri3, temos a seguinte expressao particular:
floan =20, 4 [§47¢ (2:104)
Qe
A densidade relativa, em termos das varidveis locais, é dada por:
p(z(C,n),y(C,m) = Hi(C,m)ps, + Ha(C,m)ps, + Hs(C ) (2.105)
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Além disto, as componentes dos deslocamentos sao dadas por:

u((z(¢,n),y(C,m) = Hi(¢,m)uy, + Ha(C,n)ui, + Hz(C,m)us,
v(z(¢,n),y(¢,n) = Hi({,mvi, + Ha(C,n)vi, + Hs({,n)vi, (2.106)

Estas relacoes podem ser expressas em uma forma matricial, como:
U
fod e 2107)
v

T , , .
onde ¢ = {u;,, viy, Uiy, Viy, Uiy, Vig } € 0 vetor de deslocamento nodal e [N,] é a matriz de

interpolagao, dada por:

H, 0 H, 0 H; O
N =] ! 2 ’ (2.108)
0O H 0 Hy, 0 H;
O vetor deformagao é calculado como
gOme
go:g<ﬁo> - Eoyy - [Bu] qe (2109)
2Eomy

onde [B,] é uma matriz de derivagdo, que opera sobre o vetor de deslocamento nodal

fornecendo as componentes de deformagao, ou seja:

HLx 0 H 2.x 0 H371; O
[BJ=| 0 Hy, 0 Hy 0 H; (2.110)
Hl,y Hl,m HQ,y HQ@ H37y H3,:1:

1 (%2 - yi3) 0 (%3 - yil)
[B.] = 50, 0 (wiz — Ti2) 0
(%’3 - %’2) (yz'z - %’3) (iCz'l - CCi:s)
0 (yi1 — vi2) 0

(yis —vi1) (T2 — 1) (Yir — Yio)
2.6 Equacao constitutiva

A modelagem das propriedades materiais em elementos com densidades intermedidrias é
baseada no modelo SIMP, ver Bendsoe & Sigmund (1999), Duysinx & Sigmund (1998) e
Duysinx & Bendsoe (1998). Nesta abordagem, o médulo de Young efetivo para um dado
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elemento com densidade p é fornecido por:

E(p) = p"E, (2.112)

onde 7 é um fator de penalizacao maior do que 1 e E, é o médulo de Young do material
base.

Esta relacao permite escrever a equacao constitutiva como:

D(p) = p"D, (2.113)

onde I, é a matriz que contém os parametros de elasticidade do elemento. Considerando

os estados plano de tensao e o plano de deformacao, essa matriz é dada por:

e Estado plano de tensoes

E 1 v
Do:(l_—"ﬂ) v 1 0 (2.114)
1—v
0 0 U
e Estado plano de deformacoes
1 . 0
_ E,(1—v) (-2
D r_ 10 (2.115)
° — (1-v)
(14+v)(1-2v) 0 0 =)

2(1-v)
Entao, o vetor de tensdo nominal & (@,) = {Towx: Toyy, Oozy} € determinado pela re-

lacao:
7, = D(p)Z, (2.116)

2.7 Determinacao da tensao de Von Mises

Considerando o caso particular dos problemas de estado plano de tensoes, temos:

1
oo = {02y + Oty = OorzOoyy + 300ny ) (2.117)
entao,
1 -1 0
2
() =] =4 1 0 |G, =H]7.5, (2.118)
0 0 3
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onde

N =

H = | - (2.119)

N[ =

w O O

2.8 Determinacao da solucao fraca aproximada 1,

2.8.1 Cargas e molas concentradas

Considerando o problema ilustrado na Fig. 3.1.

E,

BQ\N

Figura 2.13: Modelo de mecanismo
A formulagao fraca do problema consiste na determinacao de i, € ¢, tal que:

/ o (@) £(T) A2+ by [0 @ 8 Ty (23) T (22) = Fon. T (2), VT ED
Q

Trataremos, agora, cada termo da expressao acima isoladamente.

Assim sendo, temos:
e Primeiro termo:
Ne
Realizando a particao do dominio €2, em elementos, 2., onde {2 = Ul{Qe}, obtemos:
e=

/Q o (ii,) . (V) cm:i: / o (@,) . (&) dS. (2.120)

onde a contribuicao do e — ésimo elemento é dada por:
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/Q o (@,) 2 () d = /Q D ()] &0 (@) . (7) A2 (2.121)

= [ el BB o (2122)
- { [ w me) 5 dﬂe}(f.? (2.123)
= [KJ&d (2.124)
onde [K.] = [, [B.J" [D(p)] [B.] ..
o [Bu] ¢ constante ¢ [B (5)] = 7 [By], no qual [B,] também 6 constante,
obtemos:
k)= [ B BBl = [ e B B)B) @129
Denotando [K?] = [B,]" [D,] [B.], a expressdo se reduz para:
K= [ pan. K (2.126)

Falta apenas calcular o termo escalar fQ p"1dS)., o que pode ser feito numericamente.

/ A9, _/ / p (¢, )] det [J] dCdn (2.127)

onde, conforme visto anteriormente:

Neste caso, temos:

p(C,n) = Hi((,n) piy, + Ha (¢, ) pi, + Hz (¢, ) piy (2.128)

e Segundo termo:

O objetivo agora é calcular o termo

kq (€ @ ], (z5) .0 (24) (2.129)

Definindo €; = (¢, s) e denotando
U, (i
G = { () } (2.130)

onde i1 = id(1, s) e iy = id(2, s) com s denotando o nimero do né e id(:, s) indicando
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os graus de liberdade do né s, obtém-se:

ks [€s ® €] @@, = ks , | @4 = [Ks| @s-q, (2.131)
cs s
Entao
2
[Ks] = ks [ o ] (2.132)
cs s

com o vetor de conectividade Im(:, s), associado com a mola localizada no né s,

dado por

Terceiro termo

Agora, deseja-se calcular o termo
<? (2m) ﬁn> (2.133)

Denotando

Gin = { Uolia) } (2.134)

com i; = id(1,in) e iy = id(2,in) onde in é o nimero do né e id(:,in) indica o grau

de liberdade do né in, obtém-se:

<cfm, F’m> (2.135)
O vetor de carga nodal global F ¢ dado fazendo-se inicialmente:

F()=0 (2.136)

e inserindo as contribuicoes nao nulas do carregamento de entrada, Fj,, no vetor de

carga nodal global, F(:). Entdo:

F(id(2,in)) = Fu(2) (2.138)
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e O sistema de equacoes discreto global pode ser obtido por
K U, = F

onde o vetor de deslocamentos nodais U é dado por

A matriz de rigidez global [Ks| é obtida através da seguinte operacao

Kol = A (K] + A [K°]

O vetor de forgas nodais é dado conforme mostrado anteriormente.

(2.139)

(2.140)

O simbolo A (e) representa um operador de montagem, utilizado aqui para inserir as

matrizes de rlgldez elementares na matriz de rigidez global via conectividade do elemento.

O operador él realiza a montagem relativa a rigidez de mola de cada elemento.

2.8.2 Cargas e molas distribuidas

Considere o problema ilustrado na Fig. 5.2.

Figura 2.14: Defini¢do do problema distribuido para u, ()

No caso de cargas distribuidas, que serao utilizadas no problema de otimizacao com

restricao de fadiga, a formulacao fraca vista anteriormente, é modificada para:

/ o (@) 2 () d2 + / k; [6 ® &) @,.5dT = / (5,6, d0, Ve
Q s Iy

O segundo termo da formulacao fraca, agora é integrado em I'y, ou seja:

/ kjle; ® e;j] ,.vdl" = Z/ ;i [€; ® €j] t,.vdl,
r, 90N,

J

(2.141)
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A Fig. 2.15 mostra um caso onde 92, NIy, # @, o qual requer a contribuigao do

e — ésimo elemento para a rigidez global da mola. Considera-se que a mola é distribuida
na face 1 do elemento.

Figura 2.15: Mola distribuida na face do elemento

Para realizar este cédlculo introduz-se uma mudanca de varidvel, conforme mostra a
Fig. 2.16.

Figura 2.16: Mudanga de varidvel

A defini¢do no nimero da face é feita de acordo com o esquema apresentado na Fig.
2.17.

—
w
e

w—

" [2]

Figura 2.17: Nimero da face do elemento
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Para a face 1 de 2., temos:
xz (T) = ¢ (T> Ty + o3 (T> Liy
y(m) = o1 (T) Y + &2 (7) iy (2.142)
onde:
1—7
¢1 (T) - 2
1+71
Oy (1) = 5 (2.143)
O vetor posicao de um ponto p da face 1, é dado por:
F(1T) =2 (7)€ +y(T)E, (2.144)
A medida do arco ds corresponde a norma do vetor dr, ou seja:
ds = ||dr|| = Vdr.dr (2.145)
onde:
L fdz  dy
dr' = {Eem %ey} dr (2.146)
Entao,
dr\? dy 2
ds = — — ) d 2.14
S \/<d7)+<dr) T ( 7)
Mas, as derivadas de x e y em relacao a 7 sao, respectivamente:
d_CU . Lig — T4y
dr 2
dy Yis — Yi
= = =1 2.148
dr 2 ( )
Consequentemente, a medida de arco ds fica:
d _ 19 i1 19 i1 d
o) ()
L
= Zdr (2.149)
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onde L corresponde ao comprimento da face do elemento.

Entao, procedendo a troca de varidveis, obtemos:
! L
/ k; (6 ® &) @, 0dT, — / k(6 ®E) (1) .0 () Zar (2150
99T, 2

-1

Agora é necessdrio expressar os deslocamento em funcao de 7. Para a face 1, as

componente de deslocamento 4, = (u,, v,) podem ser expressas por:

Uo (7—) = ¢1 (T) Upiy + ¢2 (T> Uoiy
Vo (7—) = ¢1 (T) Voiy + ¢2 (T) Voiq (2151)

O sistema anterior pode ser representado na forma matricial, logo:

{Z} —[P(M]F (2.152)
onde:
e 0 4y 0 00
[P(T)]—[O 5 0 d 0 0] (2.153)

e ¢° é o vetor deslocamento nodal do elemento.
De forma andloga, podemos representar na forma matricial as componentes de v =

(@, v), ou seja:

{“} PN T (2.154)

1
- [K)¢q (2.155)

®5] = [ kPO o8P @) gdr (2150
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Utilizando propriedades de dlgebra tensorial, esta expressao pode ser simplificada con-
sideravelmente.

Propriedade : Seja [P] uma matriz, ento:

(P16 ® &) [P] = [P]"€; & [P]"€] (2.157)

Prova: Seja @ um vetor arbitrério. Denotando também ¢ = [P]@. Entéo,

[PIP g ®e][Pld = [P]"[6; @ &7

w
[P]Te; @ [P)Tée;] @ (2.158)
Como w é arbitrario, pode-se concluir que:

(P& @& [P] = [PI"é; & [P]'é;

Com este resultado, a matriz de rigidez da mola pode ser escrita como:

1
. 1L
5] = /1’% [(PY"e; @ [P)7e;] Sdr (2.159)
Denotando as componentes €; = (n, n/), temos:
¢ 0 n‘gjc¢1
0 & ngjﬁbl
0 J J
Pre — |22 |10 (2.160)
0 & ng; n;%
0 O 0
[0 0] | 0]

Consequentemente, [P]7¢; @ [P]Te; =

ninlé gy nin 0101 ninl gy ning VD102
nj n)é1¢1 nJ n 10101 nj 6105 n] n 0192
nindgat nini%% nnd ¢t néng,%%
n{,né%cbl n{,”{;%ﬁbl n{/né%% ”é”é%ﬁbz
0 0 0 0
0 0 0 0

(2.161)

|
o o o o o o
o o o o o o
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Entretando,

[ =

1

[ a0 =

wWIin Wl— wibn

/ [0y ()" dr = (2.162)
-1
e consequentemente
[ 2nind, 2nind  nind  nin) 0 0 |
[K}i] _ kj.é—/[l} n%nic nicn% 271%71%j Znicn% 0 0 (2.163)
g nnd 2ndnd 2ngng 00
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
Para o caso da face/lado [2], emprega-se:
00 0 0
0 0 0 ¢y (1) 0 ¢y (7)
Entao, ) )
0 (0
0 0
0 J J
P)"é = o1 e (2.165)
0 & n, n{,cbl
¢y 0 ¢,
0 ¢ L 1%, J

e Através de procedimento andlogo ao anterior, obtemos:

00 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 2nini, Qn?EngJ nind

0 0 2ninl 2ninl nin)

0 0 nin) nin/ 2nin]
0 0 mnini ninl 2nin]

Ind
nin;
ind
Ty
Ind
2nin;

JmJ
2nyny

(2.166)
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Finalmente, para o caso da face [3], temos:
0 0 0 0
0 $p(m) 0 0 0 ¢y (7)
entao,
r ] 4 . )
¢y 0 n%,0q
0 & n?ﬁz
0 0 n’ 0
Ple = Tob = 2.168
Pra=| . . { o } . (2.168)
¢ 0 ¢,
i 0 ¢ ] L ”?,9251 )
e A matriz de rigidez da mola para a face [3] fica sendo:
nggnﬂbz% ”i«n{,%% 00 nggngg%% néni,sblcﬁz
n?gng:¢2¢2 nin‘é¢2¢2 00 n‘;n‘;¢1¢2 nini¢1¢2
k;L 0 0 0 0 0 0
KS] = Ml 2.169
X 6 0 0 0 0 0 0 (2.169)
”?cn?c%% n&”{,%% 00 n]xn]x¢l¢1 n?c”g],%%
né”i%% n{,”‘{,(bz% 00 n{/néqﬁlﬂﬁl n{,n{ﬁbl% i

e Terceiro termo:

No caso de cargas distribuidas, o terceiro termo da formulacao fraca é agora integrado

em [';, ou seja:

(U, €)dl = / Em. v dl,
/Ft ; OQeNT:

onde a contribuicao elementar é determinada como:

— —
/ €n. v dI'y =
0QeNIt

onde denota-se:

(2.170)

(2.171)



Capitulo 2 - Principios Energéticos e Implementacao Numérica 63
L, ! L
Fo= [ PO Gy ar (2172)
-1
Para o caso da face 1, definindo €;,, = (n2", ni") , temos:
B . 4 . )
o1 0 n3,01
0 ¢ n?Jngﬁl
. 1 0 in L L 1 ki
Fy = / %2 S ey —/ J o Lo (2.173)
-1 0 ¢ " 2 2 Ja P2
0
0
L . \ J
Como f_ll ¢dr=1e f_ll ¢odT = 1, entao obtemos para a face 1:
_ i -
. L n
Feo = 2| T (2.174)
2 n”‘y”
0
0
Para o caso da face 2, por analogia,
C 0]
0
. L mn
o (2.175)
2 nzy”
|y
Para o caso da face 3, por analogia:
_ i -
— L[g} 0
Ff =—= 2.176
|y

O sistema discreto global de equagoes pode ser obtido por:

(2.177)
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onde o vetor de deslocamento nodal U ¢ dado por:

U= u {7} (2.178)

e=1,..n

A matriz de rigidez global [K¢| é obtida como:

Ko = A (K] + 37, [KS]) (2.179)
e o vetor de forcas nodais é dado por:

(2.180)

n
Aqui, A1 (e) representa um operador de montagem das forcas nodais elementares via
2

conectividade do elemento.

2.9 Conclusoes

A formulacao para o problema de projeto de mecanismos flexiveis faz uso do Principio da
Minima Energia Potencial Total. Os principios energéticos para o problema cldssico de
elasticidade foram apresentados a aplicados ao problema dos mecanismos. A formulacao
obtida é consistente e permite comprovar o Teorema da Reciprocidade de Betti.

O problema de otimizagao topolégica utiliza o método de elementos finitos de Galerkin
para a andlise estrutural. A anilise de elementos finitos fornece os deslocamentos nodais
da malha discretizada, o que permite a determinacao dos campos de deformacoes e tensoes.

A solugao aproximada para o problema do mecanismo flexivel foi discretizada para
dois casos distintos: cargas e molas concentradas, que é utilizada no projeto com restricao
de material, e cargas e molas distribuidas, para o projeto com restrigao no critério de

fadiga.
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Projeto Otimo com Restricao de
Material

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos de projetos de mecanismos flexiveis sujeitos
a restricao de material, visando demonstrar a aplicacao do procedimento proposto. Os
exemplos escolhidos sao: um mecanismo inversor de deslocamento, um mecanismo de
esmagamento, um mecanismo do tipo pin¢a e um mecanismo do tipo alicate.

O elemento finito utilizado na discretizacao é o elemento isoparamétrico triangular de
trés nés 1'ri3, que interpola tanto as componentes do campo de deslocamento quanto o
campo de densidade relativa. O modelo de microestrutura material utilizado é o SIMP
(Simple Isotropic Material with Penalization), com parametro de penalidade igual a 3,

conforme sugerido por Bendsoe (1995).

3.1 Formulacao do problema - Restricao de Material

3.1.1 Definicao do problema

Deseja-se, encontrar um leiaute 6timo de mecanismo definido em um dominio fixo de
projeto que, a partir da aplicagdo de um carregamento / deslocamento em I';, gere um
deslocamento / forca em I's.

A fungao objetivo do mecanismo flexivel que serd maximizada ou minimizada apresenta

requisitos de certa forma conflitantes, pois o leiaute 6timo deve ser:

e flexivel o suficiente para satisfazer os requisitos cinematicos de se deformar e fazer

contato com a peca atuada;

e rigido o suficiente para suportar os carregamentos externos e ser capaz de transmitir

forca.

Virias formulacoes foram propostas para o problema de sintese topoldgica de meca-

nismos flexiveis.

65
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Empregaremos um modelo de mola na regiao de resposta do corpo eldstico. O projeto
inclue uma restricao da quantidade de material que serd distribuido no dominio.

Considerando o problema ilustrado na Fig. 3.1.

L0

Figura 3.1: Modelo de mecanismo

Neste trabalho, consideramos que o objetivo do projeto de mecanismo flexivel étimo
serd maximizar A, ou seja, maximizar a componente do deslocamento na direcao do vetor

unitdrio €5, como é mostrado a seguir:
max {A} (3.1)

Aqui, destaca-se que:
Ay = (U, (Zs) , €5 (Ts)) (32)

representa o deslocamento da extremidade da mola. Além disto, como e, (Z5) aponta para

fora do dominio ) temos:

e Se A, > 0, a mola é comprimida;

e Se A, < 0, entao a mola é alongada.

Nota-se que, se o movimento do mecanismo ocorre na dire¢ao oposta, em relacao a
€5, 0 alongamento da mola serd A; < 0. Por outro lado, se o deslocamento é realizado
na diregao de €y, entao Ay > 0. Portanto, a direcao do movimento é fundamental para a
caracterizacao do mecanismo 6timo. E importante observar que a maximizacéo da energia
da mola ¢é incapaz de distinguir entre o modo de compressao da mola e o modo de tragao,
pois para os mesmos alongamentos 0 = |A|. Isto mostra que a maximizagao da energia
de deformacao da mola nao é uma funcao objetivo adequada para o projeto 6timo de
mecanismos flexiveis.

A formulacao fraca para este problema pode ser escrita como: u,€19 € a solucao do

problema, ilustrado na Fig. 3.1, se:
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/ﬂa(ﬁo) £(0) dQ+ky (i, (Z,),es (2)) (U (Zy) , €5 () = Fyn. 0 (Zi), VU 0. (3.3)

—

/ 0 (@) 2(T) A2+ by [es @ €3] Ty (£2) T (7o) = Fonr T (), VDD, (3.4)
Q

Portanto, o problema de otimizacao de leiaute de mecanismos flexiveis sujeitos a res-
tricao de material pode ser formulado como:

Determinar a densidade relativa g € W1*°(Q), solugao de:

max {A;} (3.5)
onde Ay = (i, (p) , e5), sujeito a:

e Restricao de volume efetivo:

/ P9 = af (3.6)
Q
sendo o uma fracao de volume prescrita;

e Restricoes de limites laterais:

0<p<1 (3.7)

onde as densidades p = 0 e p = 1 correspondem, respectivamente, a um elemento

vazio e a um elemento material (sélido);

e Restricoes de estabilidade:

Conforme proposto por Peterson & Sigmund (1998), considera-se que:

(%) < @ (3.5
(g—Z) < (@) (3.9)

onde as constantes C, e C;, impoem um limite superior as componentes do gradiente da

densidade relativa, ver Capitulo 1.

e Restri¢ao de carga da mola:

ks <ﬁ0 (ﬁ) 7€s> S Fadm' (310)
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O campo de deslocamentos , () €9 é a solu¢ao do problema, ilustrado na Fig. 3.1,

se:

—

/ o (i) 2(T) A2+ by [en ® €1 Ty (£.) T (72) = BT (T), VTS, (3.11)
Q

3.1.2 Formulacao do problema discretizado

A formulacao discretizada da otimizagao de leiaute de mecanismos flexiveis pode ser
estabelecida como se segue:
Determinar g € X, X = {7 € R"| pi*f < p, < pi""} que resolve

min () = min { ~p(7, U, (7)) } (3.12)
onde .
(3,0, (7)) = ;O< (7)) (3.13)

A constante ¢, é dada por
20 = (U (7)) (3.14)

que ¢ calculada para a densidade nodal relativa inicial p,,.

O problema de otimizacao ¢é sujeito as seguintes restrigoes:

e Restri¢do de material (Volume/massa)

hF) = /Q pdQ = o (3.15)

A constante « representa a fragao prescrita de material. A restricao de igualdade pode

ser reescrita como:

hF) = /Q I = o /Q 1d9) (3.16)

hp) = / (p—a)d2 =0 (3.17)
Q
De modo a tornar a restricao adimensional, utilizamos a expressao:

WE.0, () = & / (p—a)d2 =0 (3.18)

e Restrigoes de gradiente

e r(5.0, (7)) = {(%) - <c;>2} <o, (3.19)
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e

920(7, Uy (P)) = Ql { (g—Z) = (O;)Z} <0. (3.20)

Neste caso, temos e = 1,..n, e 0, = Ki){, com dp.x = Max;—1 3 ‘ d: .
e Restricao de carga da mola
by (0o (5),8.) < Fuim: (3.21)
Esta restricao pode ser expressa por:
. k(U (7) 2.
1((3,Us (P))) = -1<0 (3.22)

F, adm

3.1.3 Meétodo do Lagrangeano Aumentado

O problema de otimizacao discreto é resolvido aplicando o Método do Lagrangeano Au-
mentado, ver Apéndice B, que reduz o problema para a solucao de uma seqiiéncia de
problemas de minimizacao de caixas. Os problemas com restri¢ao de caixas sao resolvi-
dos empregando-se um método Quase-Newton projetado sem memdéria, ver Apéndice B.

O procedimento geral pode ser sumarizado como:

ok
e Inicializando k = 0, A} = 0, A, =0, i =0, error = 1.0, €" e tol.
e Enquanto error > tol

(i) Resolver o problema de minimizagao com restri¢ao em caixas

-k Sk
minX (ﬁa >‘l>/\g7ﬁk7€k) ’ \V/(ﬁ> €X.

onde
(AR ) = S50 + ¥ (450 ()00 )
oo S (0, (5.0, ) X )
+2i€,€<1> (h (ﬁ, U, (ﬁ)) i, 6’“)
com

N k) el e e(ﬁ, 7, ( )) > ek )k
1,€
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, N e 9j [gj +26’“A’;j} , se g (ﬁ, U, (ﬁ)) > —¢
qjj(.gj(p?Uo(p))a)‘gjaE): ek 2 Lo ek
— (e )\gj> , se g; <p, U, (,0)) < =€V,

% (h <ﬁ, U, (ﬁ)) s €k> =h[h+ 26k,uk}
Denotando a solugéo por g".

(ii) Atualizar os multiplicadores de Lagrange
1 —
ATt = max {0, N+ (ﬁ, U, (ﬁ)) }

1 —
)\’;j+1 = max {0, >"ng + 9 (p)}

Lo/, =
P =t =h (p, U, (p)>

_ N A
o max{l,)\fﬂ}

k+1 _ Kk
Ags Ag;

(iii) Calcular o erro

€2 = Imax

J max {1, )\];jl}

o }Mk—I—l _ Iuk‘
P ) max {1, [}

onde

error = max {ey, €g, €3}

(iv) atualizar o parametro de penalidade

k1 vek,  se € < eny, paraalgum -y € (0,1)
6 =
€crit, CasO contrario

e Fim
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3.1.4 Determinagao da fungao objetivo e das restrigoes (restrigcao

de material)

Neste momento, faz-se necessdrio computar os termos:

e (7,0, (P))

O objetivo é determinar a fungao objetivo:

I 1. .
p(,O, Uo (p>) = 9’? <uo (xs) s es) (323)
Para isto é necessario, entao, calcular
(il (5) , €5) (3.24)

(m } (3.25)

obtém-se
(i (2,),8) = (@ (0o (7)) &) (3.26)
onde i; = id(1,s) e iy = id(2,s), representando os graus de liberdade do n6 s. Com

os resultados acima, obtemos:
5 7 o 1 - o\ o
p(:Us (P) = o <qs (Uo (p)> ,es> (3.27)

A constante @, torna a funcao objetivo adimensional e corresponde ao valor inicial
<q§ ([70 (ﬁo)) ,€5>, onde g, é a densidade inicial.

e Determinacao do gradiente g—f
k

Dp 2Mnod 3}9 8UO
— nodes 3~28
A ROV (3:25)
O segundo termo corresponde a um produto interno, ou seja:
Dp op < 0 (=~
P v _{U} 3.29
Doy, 9py tVor) i (3:29)

Das equacoes do sistema de equilibrio global:

Kr) U, = Fi (3.30)
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Derivando a equacao de estado em relagao a p;,, obtemos:
0 (~ 0 —~ 0 (=
Kp] — < U, — [K Uyt ==— 1 Fim¢. 3.31
[T]ﬁpk{ }+L‘3pk[T]1{ } 6,0k{ } (3:31)
Denotando o primeiro termo por Rk
[K]i{ﬁ}—ﬁk (3.32)
’ dpy, ’ ‘
onde 9 9
B = - (B} - |5 )] {00} 333
o 9y T 339
Considerando que o vetor de forgas nodais E,, & constante, ou seja:
9 [} =0
Pk
Portanto, o vetor RF reduz-se para:
Bt =— {i [KT]] { i,} (3.34)
Apy,
Isolando a%k {UO} na Eq. 3.32,
210} = ke R (3.35)
P
Substituindo a expressao 3.35 na Eq. 3.29, obtemos:
Dp _ 0Op 1 Bk
— = K .
Do = oy T ((Vuph e ) (3.36)
Entretanto, a matriz [K;| ™' é simétrica, ou seja, [Ky] ™' = ([KT]fl)T, logo:
Dp _ 0Op -1 Sk
L= L (K)o} B
Denotando
7= [Kr] ™ {Vup} (3.37)
finalmente obtemos: D 5
p p > Bk
—_— = — R 3.38
Dp,  Opy + <Z’ > (3.38)
onde 7 é a solucao de
(K] Z={Vup} (3.39)

e Determinacio da restricio de material h(7, U, (7))
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O objetivo agora ¢é determinar:

IRATIEED Y NEEIEY (3.40)

O procedimento de integracao numeérica fornece:

Npt

| o=a)io =" 20l (Gn) o} (3.41)

onde ((;,m;), ¢ =1,..n, s@o os pontos de integragao, e w;, i = 1, ..n, sao os respectivos
pesos.

A densidade ¢ interpolada através da relacao

p(C,n) = Hi(¢,m)ps, + Ha(C,m)ps, + Hs(C,m)py, (3.42)

e Determinagao do gradiente de h(p, U, (P)) em relacao a p,

Considerando que h(p, U, (7)) nao depende de U,, ou seja, h(p, U, (7)) = h(p), temos:

Dh(p,U, (7)) _ Oh(p) _ 1 ¢ { 9p (P) }
- = - 22 d) 3.43
Dp ap Q; o, Op (343)

Entretanto, como o campo de densidade relativa no e — th elemento é dado por:

p(Cu 77) = H1 (Cv 77)% + HQ(Cu 77)1012 + H3(C7 77)013

vemos que a lUnica contribuicao para o vetor gradiente do e — th elemento é relativa

as componente (i1, is,13). entdao, denotando

he = /Q p(P) dQ (3.44)
obtemos o vetor local:
a ~ Hl(CJ 77
a—ﬁvﬁhe(l :3) = /Q Hy(¢,m) ¢ d (3.45)
‘ HS(ga 77)

A determinacao numérica deste termo é obtida por:

R Npt Hl(Cz‘? nz)
Vshe(1:3) =Y 42Quw; ¢ Ha(C;,m;) (3.46)
= H3(Ci’ 771')
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e Determinagao dos termos go.—1(g, 5) € goc(f, 5) para s = 1..n,

Observa-se, inicialmente, que como p é linear dentro de cada elemento, as derivadas

parciais em relagao a x e y sao constantes e dadas por:

80 - 8H1 aHQ 8H3
(%)e = %(%?ﬂﬂil + %(!L‘,y)ﬂz@ + %(x, Y)pi, (3.47)
8p . 8H1 8H2 8H3
(8_3/)@ = a_y(x,y)f% + 8_y(x’y>pi2 + a—y(x, y)p,, (3.48)
onde
% = L[ - ]
or 20, YT Ys
aHQ 1
or 20, [y — Y]
OH 1
e = aq, bl (3.49)
e
L
oy 20,
L
oy 20, T
OH 1
_@f = o, 76— 7] (3.50)

di = (T; — T) (3.51)

onde, ¥; = (x;,1;), 1 = 1..3 80 as coordenadas dos vértices e Z,,, = (., Ym ) € a coordenada
do baricentro do elemento 7'ri3, ou seja:
(xil + xiz + xi3)

Ty =

Ym =

Wl — Wl

(v, +v, +u.,) (3.52)

Calcularemos o valor minimo de d;, ou seja:

-

(3.53)

din = min

=131 "
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Entao, define-se:

(3.54)

Além disto, temos:

9= d,

. (3.55)

, with  dpax = max
Armax i=1,3

A partir do cdlculo das expressoes acima, pode-se determinar gs._1 (p) € goe (p) por:

e () = 7 { (?) - <C§>2} (3.56)

e

g2e (p) = % {(g—;’) - (05)2} (3.57)

e

. ~ . 8 (7
e Determinacao da derivada ng(p) :
k

Utilizando a regra da cadeia, deriva-se as expressoes ga.—1 (p) € gae (p), onde obtemos:

092¢-1 (p) 2 (0p\ O (0Op
Ip, > \oz ), dp \oz),
— F (%)e 3pk { o '02'1 + O pi2 + or Pi3} (3.58)
e
092 (p) _ 2 (@) 9 (@)
apk 192 ay eﬁpk ay e
2 ap a 8H1 aHQ 8H3
230 35 Vaw Pa T oy P T gy P 3.59
s (39)65&{% 0Ty Pe Ty 13} (3.59)
e Determinagio da restrigdo de carga da mola (g, (70 (9))
A restri¢ao de carga da mola é dada por
g(ﬁv (jo (ﬁ)) - i <uo (xS) ’€S> —-1<0 (360)

F, adm

Definindo €5 = (¢, s) e denotando

_—_ Uo(il)
qs = { U (i) } (3.61)
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o produto interno pode ser expresso por:
(U (s) , €5) = <§s ( o (ﬁ)) 7€s> (3.62)

Portanto, pode ser obtido:

(5.0, (7) = 7— (@ (0. (7)) @) ~1<0 (3.63)

3.2 Refino h—adaptativo da malha de elementos fini-

tos

A maioria dos problemas de otimizacao de leiaute é baseada na abordagem de pixel, na
qual utiliza-se uma malha refinada homogénea de elementos retangulares. Conseqiiente-
mente, para obter uma interface material /vazio que propicie um leiaute 6timo com uma
resolucao refinada, é necessdrio empregar um elemento de pequena dimensao, definindo
desta forma o tamanho do pixel. A utilizacao de pixel de tamanho reduzido aumenta
significativamente o nimero de varidveis de projeto, tornando invidvel o problema de
otimizacao. Diferentes métodos foram propostos com a intencao de reduzir o tamanho do
problema, para uma determinada resolugao final da interface material /vazio. Entre estes
métodos estao os métodos de otimizagao estrutural evolutivos, ver Christie et al. (1998),
Chu et al. (1997), Querin et al.(2000a,b), Rong et al. (2000) e Reynolds et al. (1999). A
desvantagem destes métodos ¢ a utilizacao de uma estratégia heurfstica para a adicao e
remocao de elementos, a qual nao pode ser determinada de maneira efetiva.

Uma diferente abordagem empregada com o objetivo de gerar uma interface mate-
rial /vazio de alta qualidade, é a solu¢ao de um problema de otimizagao de leiaute seguido
por um processo de otimizagao de forma, ver Bendsoe & Rodrigues(1991). Outro método,
proposto por Schwarz et al. (2001), considera a solu¢ao de uma seqiiéncia de otimizagao
de leiaute seguido por um processo de “remalhamento”. O “remalhamento” é realizado
uma vez que o dominio, definido pela interface material /vazio, do leiaute 6timo é deter-
minado, e o seu contorno aproximado por curvas do tipo spline. Em ambos os métodos
as dificuldades podem ocorrer no processo de identificagdo da interface material/vazio do
leiaute 6timo resultante. No trabalho de Costa Jr. & Alves (2003) é proposta uma nova
abordagem que combina otimizacao de leiaute com uma técnica de refino h—adaptativo.

A seguir é descrito o processo de refino h—adaptativo da malha utilizado neste trabalho
para o projeto de mecanismos flexiveis sujeitos a restricao de material. O procedimento
¢ realizado de acordo com a proposta de Costa Jr. (2003).

A estratégia consiste basicamente na identificagdo de um conjunto de elementos a
serem refinados, de acordo com a ilustracdo nas Figs. 3.2(a,b). Em seguida, o processo

de refino é complementado pela introducao dos necessdrios elementos de transi¢ao, como
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mostrado nas Figs. 3.3(a,b), para manter a compatibilidade da malha, ver George &

Borouchaki (1997) e Carey (1997).

a

(a) Elemento inicial (b) Elemento refinado

Figura 3.2: Estratégia de refino para elementos 7'r:3

(a) Malha incompativel (b) Malha compatibilizada

Figura 3.3: Elemento de transicao compatibiliza a malha.

As principais vantagens do processo de refino h—adaptativo sao:
e maior definicao do contorno material;
e reducao do nimero de varidveis de projeto;

e diminuicao do erro da solucao da equagao de estado.

Segundo Costa Jr. (2003), a estratégia de refino da malha consiste basicamente em in-

cluir um novo lago no algoritmo de otimizagao de leiaute, no qual a cada solugao 6tima do

problema de otimizagao, a malha é refinada e o processo de otimizagao é reiniciado visando

melhorar a definicao do contorno material do mecanismo. Em outras palavras, a deter-

minagao do leiaute 6timo consiste na solugao de uma seqiiéncia de problemas, onde cada

um consiste na otimizagao do leiaute seguido por um esquema de refino h—adaptativo.

Uma descrigao geral do algoritmo é dada a seguir.

1. Ler os dados da malha de elementos finitos e gerar a estrutura de dados inicial.



Capitulo 3 - Projeto Otimo com Restri¢io de Material 78

2. Ler o valor inicial das varidveis de projeto.

3. Para cada nivel de refino, fazer:

3.1. Resolver o problema de otimizagao de leiaute.
3.2. Aplicar o processo de refino h—adaptativo & malha:
3.2.1. Ler a estrutura de dados da malha.
3.2.2. Efetuar o refino h-adaptativo da malha:
3.2.2.1. Identificar o conjunto dos elementos a serem refinados.
3.2.2.2. Efetuar o refino destes elementos e introduzir os elementos de transi¢ao
necessarios para assegurar a compatibilidade da malha.
3.2.2.3. Aplicar o processo de suavizagao Laplaciano condicional para melhorar a
qualidade da malha.
3.2.3. Otimizar a incidéncia nodal do elemento de acordo com o esquema de ar-
mazenamento do algoritmo de solugao do sistema linear utilizado.

3.2.4. Atualizar a malha e a estrutura de dados dos elementos finitos.

3.2.1 Estratégia de refino da malha

A identificacdo do conjunto de elementos a serem refinados (passo 3.2.2.1), e a introdugao
dos elementos de transi¢ao (passo 3.2.2.2), depende da estratégia adotada para o problema.

Para facilitar a descricao do processo, sao apresentadas as seguintes definicoes:

e Elemento Material: elemento cuja densidade relativa p é tal que 0,5 < p < pS"P.

Caso p pertenca ao intervalo p™ < p < 0,5, o elemento é definido como sendo vazio.

e Contorno Material: contorno formado pelas arestas que sao comuns a um elemento

material e um elemento vazio.

Um ponteiro de vetor P,.f (e), e = 1,...,nume, onde nume representa o nimero total
de elementos da malha, é introduzido para identificar o conjunto de elementos a serem
refinados, definido por J,. Quando P,..r(e) = 1, entdo o e—ésimo elemento devera ser
refinado, ou seja, r € J,. Caso contrério, se P..s(e) = 0, entdo o elemento nio serd
refinado, o que implica r ¢ J, .

A estratégia para identificar os elementos pertencentes ao conjunto J,. é apresentada

a seguir:
1. Iniciar ponteiro Ps (e) =0, e = 1, ...,nume.

2. Para cada elemento, e = 1, ...,nume, verificar:

Se 0,5 < p < p™P, entdo denotar P,.f (e) = 1, assim, o elemento material pertence

ao conjunto J, , i.e., o elemento serd refinado. Agora, se p'™ < p < 0,5, o elemento
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é um elemento vazio, entao é verificado se o elemento tem pelo menos um né per-
tencente ao contorno material. Caso afirmativo, o valor do ponteiro é redefinido de
modo que P, (e) = 1. Dai, este elemento vazio também serd refinado, ou seja, serd

um elemento do conjunto J,.

O objetivo aqui é evitar ter um dado elemento vazio com dois ou mais vizinhos que
sao elementos materiais. Isto pode conduzir a geracao de extremidades pontiagu-
das no contorno material ou pode conduzir a geragao de regioes vazias no interior,

proporcionando uma baixa qualidade na definicao do contorno material.

3. Determinar a medida de qualidade @ (e) de cada elemento, e = 1, ...,nume, a qual é

definida por:

64,
Q(e) = N (3.64)

onde A, é a drea do elemento triangular,
P, ¢ a metade do perimetro do elemento triangular,

Le .. = max{ab, ac,bc} é o comprimento da maior aresta do tridngulo.

max

Logo, se @ (e) < 0,55, redefine-se o valor do ponteiro para P,.f (e) = 1. Assim,

todos os elementos distorcidos sao refinados.

Agora, uma vez que todos os passos acima foram realizados, é obtida uma primeira
estimativa do conjunto .J,. O conjunto J, pode ser aumentado com a aplicacao de um
critério adicional de refino para suavizacao.

Neste trabalho optou-se por refinar todos os elementos-materiais e todos os elementos-
vazios que tem pelo menos um né pertencente ao contorno material. Para pequenas fracoes
de volume prescrito, o aumento do nimero de varidveis de projeto nao é relevante. No
entanto, para grandes fracoes de volume, esta decisao resulta num grande aumento das
varidveis de projeto. Neste caso, deve-se substituir a estratégia do passo 2 por algum

outro critério.

3.2.2 Processo de suavizagao Laplaciano condicional

Apés o passo de refino emprega-se um processo de suavizacao denominado por Laplaciano
condicional visando melhorar a qualidade da malha. A Fig. 3.4 ilustra o processo, sendo
que n, denota o nimero de nés dos vértices adjacentes associado ao né x,,. O processo
de suavizacao é aplicado, em ordem crescente, a todos os nés dos vértices que estao no

interior da malha. Os nés do contorno sao mantidos fixos.
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(a) antes da suavizacao (b) depois da suavizacao

Figura 3.4: Processo de suavizacao Laplaciano no elemento 773

O processo Laplaciano é condicional, portanto, somente serd aplicado se a qualidade
da malha do conjunto de elementos melhorar. A qualidade de um conjunto de elementos é
definida como sendo a qualidade do pior elemento do conjunto. A medida da qualidade do
elemento é dada pela Eq. 3.64. Ao aplicar o processo de suavizacao Laplaciano, uma nova
posicao teste do né x,, ¢ determinada, a qual é denotada por X,,, no qual x,, = n—lv S X
No entanto, o né x,, s6 serd movido para a nova posicao teste se a qualidade da malha

nao diminuir.

3.3 Exemplo 1: Mecanismo inversor de deslocamento

H4 atuadores eletrostaticos que produzem unicamente forcas de contracao. Nestes casos,
para determinadas aplicagoes, pode ser necessdrio converter uma forca de contracao em
uma forca de expansao. O seguinte exemplo demonstra um atuador simples que inverte
uma forca aplicada em uma direcao, produzindo um deslocamento em uma dire¢ao con-

traria, conforme mostra a Fig. 3.5. O mecanismo apresenta simetria em relacao a diregao

horizontal.
30 .
w
+— — o
Forca Deslocamento
desejado

Figura 3.5: Inversor de deslocamento

Somente a metade do dominio de projeto foi discretizada devido a simetria. A malha
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Figura 3.7: Topologia inicial obtida para o inversor

de elementos finitos foi discretizada com 1111 nés e 2094 elementos. O médulo de Young
e o coeficiente de Poison do material sdo, respectivamente, 210 GPa (210000 N/mm?) e
0,3. A quantidade de material foi restrita em 15%. A Fig. 3.6 mostra o dominio completo
com 2 - 2094 = 4188 elementos e 2179 nos.

Figura 3.6: Discretizacao do dominio de projeto do inversor. 4188 elementos e 2179 nés.

A topologia 6tima inicial obtida no procedimento é apresentada na Fig. 3.7. O
parametro de penalidade utilizado na fungao Lagrangeano aumentado foi de 1/4-10°.

A seguir é aplicada uma estratégia de refino h—adaptativo da malha. A Fig. 3.8
apresenta o dominio completo da malha no primeiro refino, com um total de 4486 nés
e 8720 elementos. A Fig. 3.9 apresenta a topologia do mecanismo inversor no primeiro
refino. As Figs. 3.10 e 3.11 mostram respectivamente, a malha do segundo refino com

21510 elementos e 10955 nés e a topologia final do mecanismo.
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Figura 3.9: Topologia obtida no primeiro refino, malha com 8720 elementos

Observou-se nos testes realizados que este problema de otimizacao topoldgica apresenta
varios minimos locais e o procedimento converge para topologias distintas conforme a
estimativa inicial das densidades e dos parametros de penalizacao da funcao Lagrangeano
aumentado e do modelo SIMP. Aumentando-se a discretizagao da malha obtém-se dife-
rentes mecanismos, ou seja, hd uma certa dependéncia da malha inicial para a obtencao da
topologia 6tima. Ressalta-se que a presenca de minimos locais e a dependéncia de malha
sao fendmenos bastante comuns nos procedimentos de otimizacao topoldgica de estruturas.
As topologias 6timas obtidas sao similares as topologias obtidas por NISHIWAKI et al.
(1998).
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Figura 3.11: Topologia final do mecanismo inversor de deslocamento

A Fig. 3.12 ilustra como poderia ser um mecanismo de corpo rigido convencional
andlogo ao obtido neste exemplo. Isto demonstra outra que este procedimento de pro-
jeto topoldgico de mecanismos flexiveis pode também auxiliar o projetista na sintese de

mecanismos de corpo rigido convencionais.
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Figura 3.13: Topologia obtida considerando a restricao de gradientes.

Figura 3.12: Mecanismo inversor de corpo rigido convencional

Durante os teste para determinacao dos parametros de penalidade verificou-se que a
restricao de gradientes, apesar de proporcionar beneficios como a independéncia de malha
e evitar instabilidades de tabuleiro, conforme descrito anteriormente, estava aumentando
a quantidade de regides com densidade intermedidria nas topologias obtidas e dificultando
a calibracao dos parametros. Por estas razoes optou-se por retirar estas restricoes. A Fig.
3.13 mostra uma topologia de mecanismo inversor obtida considerando a restricao de

gradientes. Nos exemplos anteriores e nos demais, a restricao de gradientes foi desativada.

3.4 Exemplo 2 : Mecanismo de esmagamento

O mecanismo de esmagamento proposto é similar ao mecanismo de SIGMUND (1997).
Neste mecanismo, a aplicacao de uma forca no canto superior direito produz um desloca-
mento no ponto central esquerdo, numa direcao perpendicular a direcao de aplicacao da

forca, conforme ilustra a Fig. 5.21.
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Figura 3.14: Mecanismo de esmagamento

A sequéncia de topologias 6timas parciais resultantes do problema com estratégia de
refino h—adaptativo estao ilustradas nas Figs. 3.15, 3.16 e 3.17. A restricao de quantidade
de material foi de 20 %. A malha inicial com 4300 elementos e 2249 nés e a topologia
6tima é apresentada na Fig. 3.15. A malha do primeiro nivel de refino com 8312 elementos
e 4316 nés e a topologia 6tima estao ilustradas na Fig. 3.16. A Fig. 3.17 apresenta a
iltima malha refinada, com 18802 elementos e 9671 nés e a topologia 6tima final para o

mecanismo de esmagamento.

. ~ = T/

Densidade

i1
I 0.68944

0.7788%
- 0.66833
- 0.85777

- 0.44722
- 0.33666

Figura 3.15: Malha inicial com 4300 elementos e 2249 nés e topologia obtida
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Figura 3.17: Malha refinada com 18802 elementos e 9671 nés e topologia final

A Fig. 3.18 apresenta a topologia 6tima do mecanismo de esmagamento fixando a

quantidade de material em 30 %. A malha refinada possui 11184 elementos e 5766 nos.

& -

Densidade
1

\J';L_\‘g I 0.58944
L 0 77889

- 066833
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F ID11555
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Figura 3.18: Topologia do mecanismo com restri¢ao de material de 30%, malha com 11184
elementos e 5766 nds

A escolha inadequada do parametro de penalidade da funcao Lagrangiana aumentada
pode resultar na violagao da restricao da quantidade de material. Como, neste trabalho,
o objetivo geral dos mecanismos é maximizar o deslocamento em um ponto especifico, se
a restricao de quantidade de material nao for respeitada, o mecanismo tende a ficar com

membros cada vez mais finos a cada nivel de refino e se aproximar da espessura de um
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fio de cabelo. Esta situacao estd ilustrada na Fig. 3.19. A quantidade de material foi
restrita em 30 %, no entanto, observa-se que esta restricao ¢ violada devido a uma escolha

inadequada do parametro de penalidade.

Densidade
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I 0.77ggy
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0.2261
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0.0as

Figura 3.19: Mecanismo sem penalizacao adequada da restricao de material.

A Fig. 3.20 ilustra um mecanismo de corpo rigido com a mesma finalidade deste

exemplo.

Figura 3.20: Mecanismo de esmagamento feito de corpo rigido convencional

3.5 Exemplo 3 : Mecanismo de agarrar

O problema proposto estd ilustrado na Fig. 3.21. A aplicacao de uma for¢a na diregao
horizontal produz uma forca na direcao perpendicular em outro ponto do dominio, sim-

ulando agarrar uma peca. O mecanismo é simétrico e apenas metade do dominio foi
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discretizado.

As Figs. 3.22 e 3.23 apresentam a discretizacao do dominio e as topologias Gtimas

obtidas. A Fig. 3.22 ilustra a malha inicial com 4224 elementos e 2203 nés e a topologia

6tima parcial.

Na Fig. 3.23 a malha é refinada com 9190 elementos e 4690 nés.
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Figura 3.21: Mecanismo de agarrar

quantidade de material foi fixada em 20 %.
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Figura 3.22: Malha inicial com 4224 elementos e 2203 nds e topologia 6étima parcial
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Figura 3.23: Malha final com 9119 elementos e 4690 nés e topologia 6tima

As Figs. 3.24 e 3.25 apresentam as topologias 6timas para o problema restringindo a
quantidade de material em 30 %. A Fig. 3.24 corresponde a malha inicial 4224 elementos

e 2203 nos e a Fig. 3.25 corresponde a malha refinada com 10174 elementos e 5196 nés e

a topologia 6tima final.
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Figura 3.25: Malha refinada com10174 elementos e 5196 nés e topologia final com restricao

de quantidade de material de 30 %.

A utilizacao de outro algoritmo de otimizacao permite encontrar uma topologia dife-

rente para este mecanismo. Isto ocorre porque cada algoritmo de otimizacao possui uma
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Figura 3.26: Topologia obtida utilizando outro algoritmo de otimizagao

dire¢ao de descida diferente e como este tipo de problema possui muitos minimos locais,
a solucao pode convergir para diferentes solugoes. Na Fig. 3.26 é apresentada outra
topologia 6tima para o mecanismo proposto, agora utilizando o algoritmo de otimizacao
de regides de confianga de Martinez (2002). A restri¢ao de material foi de 20 %. No resul-
tado observa-se uma distribuicao indesejada de material nos cantos a direita do dominio
de projeto. Este fato talvez tenha ocorrido devido & uma convergéncia prematura do
algoritmo de otimizagao. Os algoritmos de otimizacao, em geral, também possuem alguns
pardmetros que precisam ser adequadamente calibrados. Neste trabalho, no entanto, nao

foi dada énfase a este item, pois isto exigiria um estudo mais profundo de cada algoritmo.

3.6 Exemplo 4 : Mecanismo tipo alicate

O problema proposto ¢ similar ao exemplo de SIGMUND (1997). A Fig. 3.27 apresenta o
dominio inicial do projeto de um alicate flexivel. Como o mecanismo proposto é simétrico,

apenas metade do dominio é discretizada. A quantidade de material é fixada em 20 %.
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Figura 3.27: Dominio inicial do projeto do alicate flexivel

As Figs. 3.28, 3.29 e 3.30 apresentam a sequéncia de malhas e as topologias ¢timas
associadas ao problema proposto na Fig. 3.27. A malha inicial, com 4702 elementos e
2452 nos, e a topologia 6tima associada estao ilustradas na Fig. 3.28. A malha refinada,
referente ao primeiro nivel de refino, com 10830 elementos e 5530 nds e a topologia 6tima
obtida estao ilustradas na Fig. 3.29. A malha refinada final, correspondente ao segundo
nivel de refino, com 29530 elementos e 14898 nés, e a topologia 6tima final estao ilustradas
na Fig. 3.30. Observa-se na Fig. 3.30 que nao houve convergéncia no processo de
otimizacao e a topologia obtida ainda apresenta regides com densidade intermediaria. Isto
ocorreu porque houve falta de memoria virtual do computador e o processo de otimizagao

teve que ser interrompido prematuramente.
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Figura 3.28: Malha inicial com 4702 elementos e 2452 nés e topologia 6tima parcial
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Figura 3.29: Malha refinada com 10830 elementos e 5530 nés e topologia 6tima parcial.
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Figura 3.30: Malha refinada com 29530 elementos e 14898 nés e topologia 6tima obtida

A Fig. 3.31 apresenta outras possibilidades de solucao para o problema, utilizando
diferentes algoritmos de otimizacao. Na Fig. 3.31 a esquerda mostra-se uma topologia
obtida com o algoritmo de Assintotas Méveis, ver Svanberg (1987), e a direita, a topologia
obtida com o algoritmo de regides de confianga, ver Martinez (1995). O ponto de aplicagao

da forca foi alterado para o canto superior esquerdo.
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Figura 3.31: Topologias 6timas obtidas utilizando outros algoritmos de otimizagao: o

MMA a esquerda e o de regiao de confianca a direita.

A Tabela 5.1 mostra os dados obtidos nos quatro exemplos de mecanismos. Em todos

os exemplos, foram empregados os valores de forca aplicada Fj, = 8000 N e de rigidez

de mola ks = 100 N/mm. O valor da forga de resposta F; é obtido multiplicando-se o

deslocamento |Ag| pela rigidez da mola.

Tabela 5.1

Dados obtidos nos exemplos de mecanismos

Mecanismos Fs [N] |Au] [mm] |Asg| [mm]  |Ap: Ag|
Inversor 20 0,16 0,20 4:5
Esmague (20%) 37 0,45 0,37 9:7
Esmague (30%) 27 0,33 0,27 1:1
Agarre  (20%) 21 0,82 0,21 8:92
Agarre  (30%) 22 0,79 0,22 8:2
Alicate 8 0,42 0,08 5:1

3.7 Conclusoes

Uma estratégia de refino h—adaptativo da malha foi empregada a cada solugao 6tima de

leiaute do problema de otimizagao, refinando os elementos materiais, com densidade p sa-

tisfazendo 0,5 < p < p*'P, e elementos vazios que possuem pelo menos um né pertencente

ao contorno material.

As principais vantagens do refino h—adaptativo da malha sao: obtencao de uma maior

definicao do contorno material, reducao do niimero de varidveis de projeto e a diminui¢ao

do erro da solugao da equacao de estado.
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A formulacao adotada para o projeto de mecanismos flexiveis sujeitos a restrigoes
de quantidade de material possibilitou a geragao de leiautes 6timos consistentes com os
projetos desejados. Os testes realizados indicam que o problema de otimizacao apresenta
muitos minimos locais, o que significa que as topologias 6timas podem variar de acordo
com as estimativas iniciais das varidveis de projeto.

O algoritmo foi mais bem comportado em termos de convergéncia quando as restrigoes
de gradiente foram desativadas. Os leiautes 6timos com restricao de gradientes apresen-
taram de um modo geral, muitas regioes de densidades intermedidrias e dificuldades de
convergéncia.

As solucoes obtidas mostraram uma certa sensibilidade na variacdo do parametro de
penalidade da funcao Lagrangeano Aumentado. Os testes demonstraram que a inclusao
de restrigoes adicionais & formulagao pode ser benéfica para a robustez do procedimento.
A formulagao que incorpora restrigoes locais de tensoes de fadiga, como serd visto no
préximo capitulo, mostrou-se mais robusta em termos de variacoes das estimativas iniciais
das varidveis de projeto e do pardmetro de penalidade.

A otimizacao topoldgica de mecanismos flexiveis combinada com uma estratégia de
refino h—adaptativo indica uma direcao promissora de pesquisa, capaz de resolver os
problemas de otimizacao topolégica de um modo efetivo e gerar topologias com um con-

torno bem definido.



Capitulo 4

Restricoes de Fadiga em Mecanismos

Flexivels

Neste capitulo estuda-se a incorporacao de restricoes locais de tensao no problema de
otimizagao topoldgica. Alguns conceitos bédsicos de fadiga sao tratados. O capitulo tam-
bém aborda como serd realizada a incorporacgao de restricoes de fadiga no problema de
projeto de mecanismos flexiveis. O critério de falha por fadiga adotado neste trabalho
utiliza o diagrama de Goodmann Modificado.

De modo a impor adequadamnte as restricoes locais, propoe-se uma técnica deno-
minada de patches nodais adjuntos, na qual as regioes onde a tensao ¢ avaliada sao
compostas por conjuntos de elementos adjuntos aos nés. O emprego desta técnica re-
duz consideravelmente o nimero de restricoes do problema de otimizagao, viabilizando

computacionalmente o procedimento.

4.1 Tensao em Otimizacao Topolégica

A imposicao de restrigoes de tensao nos projetos de otimizacao topolégica é um tépico
bastante importante na perspectiva da engenharia. Basicamente, esta questao envolve

duas dificuldades principais, conforme Yang & Chen (1996):

e a tensao é uma quantidade local e, portanto, um grande nimero de restrigoes deve
ser considerado. Para assegurar uma aproximacao adequada, estas restricoes devem
ser avaliadas em uma série de pontos discretos, cuja distribuicao precisa ser densa
o suficiente, de forma a minimizar a possibilidade de violacao da restricao entre

quaisquer dois pontos avaliados;

e a tensao é altamente nao-linear com respeito as varidveis de projeto. Isto significa

que devem ser utilizados algoritmos de programacao matemética muito robustos.

Com o aumento da complexidade do algoritmo de otimizagao e da andlise de sensibi-

lidade, o custo computacional para a aplicacao do método de otimizacao topolégica, que

96
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jé envolve um nimero elevado de varidveis de projeto, é aumentado significativamente.

4.2 Um critério de tensao para o modelo SIMP

Para a formulagao 0-1 do problema de projeto topoldgico, uma restricao de tensao é bem
definida, mas quando um material de densidade intermedidria é introduzido a forma da
restricao de tensao nao é dada a priori.

Na abordagem SIMP, a parametrizacao da rigidez ¢ da forma:

E(p) = p"E° (4.1)

onde p é um parametro de densidade e 7 ¢ um expoente dado maior do que 1. Inter-
pretando p como uma densidade, o volume ¢ calculado como [ pdf). Esta abordagem
visa atingir um projeto que consista apenas de sélidos e vazios no nivel macroscopico.
Para que isto ocorra, a Eq. 4.1 penaliza a rigidez nas densidades intermedidrias, tor-
nando "antiecondmico"a presenca de densidades intermedidrias e for¢cando o algoritmo de
otimizagao a gerar apenas projetos constituidos de branco-preto, onde as propriedades do
material sao propriamente modeladas.

Um critério de tensao para o modelo SIMP deve ser tao simples quanto o possivel,
tal como a relacao entre a densidade e a rigidez, de forma a simplificar a implementacao
numérica. A isotropia das propriedades de rigidez devem ser extendidas para o modelo de
tensao. Além disto, o critério deve ter consideracoes microestruturais consistentes para
assegurar uma coeréncia fisica. Isto leva a aplicar uma restricao de tensao para o modelo

SIMP que é expressa como uma restricao da tensao equivalente de Von Mises oy j:

ovy < ploypse p>0 (4.2)

Esta restricao reflete a atenuagao de forca de um meio poroso que surge quando uma
tensao média estd distribuida na microestrutura local, o que significa que as tensoes
locais permanecem finitas e nao nulas para as densidades zero. Isto resulta na reducgao
do dominio de forca por um fator p". Note que os mesmos expoentes sao utilizados
para a interpolagao de rigidez e a restricao de tensao. Escolher outro expoente nao é
fisicamente consistente e usando um expoente menor que 7 pode, por exemplo, levar para
uma remocao artificial de material (Duysinx & Bendsoe, 1998).

O problema de otimizacao com restricao de tensao cldssico consiste em encontrar a
estrutura de peso minimo que satisfaca a restricao de tensao e que esteja em equilibrio

eldstico com as forcas externas, ou seja:
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N
min » vUep,
e

sujeito a: Ku=f, (4.3)

(v < plorsep>0, 0<ppin <p. <1, e=1,..,N

onde a tensao é, por exemplo, calculada no né central dos elementos indiduais da malha
de FEM.

4.3 Aspectos da solucao

4.3.1 Restricao de tensao local

A otimizacao topoldgica com restricao de tensao estd sujeita ao fenémeno de "singulari-
dade", ver Kirsch (1990). Este fenomeno foi identificado em problemas de treligas e surge
de uma degeneracao ou irregularidade do espaco de projeto. A regiao factivel do espaco
de projeto contém apéndices degenerados onde o algoritmo de otimizacao nao consegue
atingir o 6timo sem violar a restricao de tensdao. A origem do fenémeno foi discutida
por Cheng e Jiang (1992). Regides de baixa densidade permanecem as vezes altamente
deformadas. Quando a densidade decresce para zero nestas regioes, o limite do estado de
tensao na microestrutura tende para um valor nao nulo e permanece exatamente maior
que o limite de tensao. Portanto, o procedimento de otimizacao nao consegue remover o
material nesta regiao sem violar a restrigao de tensao. O paradoxo é que se o material
fosse totalmente removido, a restricao de tensao obviamente nao estaria ativa.

Uma abordagem para contornar esta dificuldade é reformular o problema como uma
sequéncia de problemas com propriedades mais atraentes, cujas solugoes possam convergir
para o projeto real. Primeiro, destaca-se que em um problema de projeto topoldgico, a
restricao de tensao pode apenas ser imposta se o material estd presente. Para eliminar a

condicao p > 0 da restri¢ao, pode-se considerar uma formulacao modificada:

p <UVM - 1) <0 (4.4)

ploy

Para barras em uma trelica, isto seria equivalente a considerar forcas ao invés de ten-
soes. Infelizmente, esta reformulacao nao altera os problemas com respeito a qualificacao
da restricao. Uma possibilidade é usar uma técnica de perturbagao das restrigoes de ten-
sdo, denominada relaxagio-¢ (Cheng & Guo, 1997), que resulta em uma relaxagdo dos

limites de tensao nas regioes de baixa densidade.

ploy

p (UVM — 1) Se(l-p),  E=pun<p (4.5)
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onde € é dado. Para cada ¢ > 0, o problema e-relaxado com as restricoes é caracterizado
por um espago de projeto nao tanto degenerado, e o fator (1 — p) em € garante que a
restrigao de tensao real estd imposta para p = 1. Desta forma, torna-se possivel atingir um
6timo local com algoritmos de otimizagao baseados nas condig¢oes de Karush-Kuhn-Tucker.
Se é possivel encontrar o 6timo global p?, entao para e — 0, a sequéncia de dominios vidveis
e suas solugdes Otimas {p’} converge continuamente em diregdo ao problema degenerado
original e sua solugao 6tima associada.

O procedimento de solugao consiste agora em resolver uma seqiiéncia de problemas de
otimizacao, com valores decrescentes do parametro €, de forma similar ao que é feito com
as fungoes penalidade e barreira. Stolpe & Svanberg (2001) mostraram que o procedimento

pode falhar se o problema apresenta muitos minimos locais para os problemas relaxados.

4.3.2 Restricoes de tensao integradas

Em Duysinx & Bendsoe (1998) a tensdo é tratada como uma restrigdo global, isto é,
para cada elemento finito. Esta formulacao oferece um controle robusto do estado de
tensao, mas também aumenta drasticamente o tamanho do problema de otimizagao e,
consequentemente, o seu custo computacional.

Uma das solugao para contornar este problema é transformar primeiramente as tensoes
locais para uma funcao de tensao global. Desta forma, a medida de tensao global é
entao tratada como uma tnica restricao no processo de otimizacao. Este procedimento
permite a reducao do custo computacional para calcular as sensibilidades das tensoes
dos elementos, o que é importante devido ao grande nimero de varidveis de projeto e
restrigoes. A desvantagem é que é dificil encontrar uma fungao geral e robusta que pode
ser aplicada em todos os casos para redugao de tensao.

Yang & Chen (1996) investigam duas fungoes de tensdo global propostas: a fungao
de Kreisselmeier-Steinhauser e a funcao de Park e Kikuchi (Park, 1995). Em Duysinx
& Sigmund (1998) sdo analisadas as medidas de média-p e de norma-p. Observa-se que
outra desvantagem de se utilizar uma medida global é o controle fraco do critério de tensao
local.

No problema de otimizagao descrito na secao anterior, a restricao de tensao efetiva
com relaxacao, definida pela Eq. 4.5, deve ser satisfeita para todo x € §2, o que representa
uma restricao paramétrica. Um método efetivo de trabalhar com restri¢oes paramétricas
consiste na relaxagao da condigao pontual (critério local) através da consideragao de uma
restricao integrada, i.e. da utilizagao de um critério global. A proposta de Costa Jr &

Alves (2003) para o critério global é:

(5] om0 oo

onde ¢ definido que (f(x)) = max {0, f(x)}, representando a parte positiva de f (x). A
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tensao o(,, (p) € a tensao efetiva no modelo SIMP, e serd definida no préximo capitulo.
A medida global definida em 4.6 é denominada média—p integral. No caso de p — oo,
a restricao média-p aproxima, no limite, a restricao pontual. Entretanto, quando p —
oo 0 problema torna-se mal condicionado, fazendo com que o critério de falha integral
tenda a ser influenciado por apenas um valor de pico do campo de tensao, enquanto em
outros pontos a tensao é ignorada. Isto pode ocasionar um comportamento oscilatério do
algoritmo de otimizacao, possibilitando a falha da convergéncia do processo de otimizacao.

Dai, a escolha de p deve resultar de um compromisso de resultados numéricos.

4.4 Prevencao de Falha

Um dos mais criticos aspectos do projeto de mecanismos flexiveis é garantir que o meca-
nismo atue da maneira especificada e sem a ocorréncia de falhas. Falha estdtica e falha por
fadiga sao as falhas mais comuns que ocorrem em mecanismos flexiveis. Neste trabalho
lidamos com o projeto de mecanismos flexiveis sujeitos a carregamento proporcional. O
objetivo da prevencao de falha é evitar modos de falha por fadiga. A seguir faremos uma
breve revisao de alguns conceitos relacionados a teorias de falha e fadiga. Para maiores
detalhes recomenda-se a consulta de livros especializados como Dowling (1999), Collins
(1981) ou Rosa (2002).

Diferentes teorias de falha sdo utilizadas dependendo do tipo de carregamento (es-
tatico ou flutuante), o tipo de material (dictil ou frégil) e a precisdo desejada (estimativa
conservativa ou uma média de falha). As duas teorias de falha mais comuns para mate-
riais dtcteis sob carregamento estdtico sao a teoria da mdxima tensao de cisalhamento
(critério de Tresca) e a teoria da mdzima energia de distor¢ao (critério de von Mises).

A teoria da mdxima tensdo de cisalhamento estabelece que um elemento estrutural
é considerado seguro enquanto a tensao méxima de cisalhamento nao exceder a tensao
de cisalhamento correspondente a um corpo de prova do mesmo material, que escoa em
ensaio de tracao. As tensoes méximas de cisalhamento sao dadas pelas diferencas entre

as tensoes principais!. De acordo com este critério, a falha nao ocorre para:

oot < oy (4.7)

tresca
eq

A teoria da mdxima energia de distor¢do utiliza uma tensao efetiva para determinar

onde o = max {|oy — 09|, |01 — 03], |02 — 03|} € oy & a tensdo de escoamento.
a falha. Este critério é mais adequado para materiais diicteis e estabelece que o material
iniciard o escoamento devido a plastificacao quando a energia de deformacao associada a

distorcao do elemento de volume atingir um valor limite. A tensao efetiva, é denominada

! A magnitude das tensoes em um ponto de algum componente variam conforme a direcio e sao maiores
em certos planos. As maiores tensoes em um dado local sdo denominadas tensoes principais, e os planos
onde estas tensoes agem s@o denominados planos principais (Dowling, 1987).
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tensao de von Mises. Na condigao do estado plano de tensao bidimensional, a medida da

tensao de von Mises efetiva ¢ dada por:

1 1
Oof' = \/agw + 02, = OpeOyy + 302, = ﬁ (a% — 0109 + 03) 2 (4.8)
onde o;, i = 1..2, denotam as tensoes principais. Observa-se que o3 = 0.
Para o caso tridimensional, temos:
ooy = B [(01 — 02)2 + (01 — 03)2 + (09 — 03)2]% (4.9)
V2
Se o representa o tensor tensao, entao:
I, = trlo]
1
I, = =(o0.0—1I? 4.10
(oo 1) (4.10)

111, = det(o)

representam os invariantes de tensao. Além disto, por definicdo o denota o tensor tensao

deviatorico, dado por:

1
ol =0 — gtr [o] I (4.11)

Pode-se definir a medida de tensao equivalente de von Mises por:

oU" = \/31 1,0 (4.12)

com II,p denotando o segundo invariante do tensor tensao deviatérico, ou seja:

II,p == (c".0” = I2p) (4.13)

N —

No entanto, como, por defini¢ao, I,» = 0, temos:

1
Il,p = §0D.0D (4.14)

Outras medidas de tensao podem ser definidas. Considere, por exemplo, o plano
octaédrico, definido como o plano cuja normal forma angulos iguais com as diregoes das

trés tensoes principais, como mostra a Fig. 4.1.
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o~tensbes principais (i=1,2,3)

Figura 4.1: Plano octaédrico

Neste plano é possivel definir:

e A tensio normal octaédrica:
O_oct — t_bct 77L*oct (4 15)

n

onde 77°? denota a normal ao plano octaédrico e t° o vetor tracao no ponto,
ot = oo, (4.16)

oct

Entao, 0% é a componente normal do vetor tracao no plano octaédrico. A tensao

normal octaédrica é dada por:
oct 1
oot = gtr (0) (4.17)
e A tensido de cisalhamento octaédrica:

poet = || — goctizon| (4.18)

Entao, 7°¢ representa o médulo da componente tangencial do vetor tragao octaédrico

no plano octaédrico. A tensao de cisalhamento octaédrica pode ser expressa como
oct __  [2
T = §][JD .

A relagao entre a tensao de cisalhamento octaédrica e a tensao de von Mises é dada

por:
O Tl = |27 4.19
v o0 =\/57 (4.19)
ou seja:
oct
grm — 3T (4.20)

ou
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2
ot — %GZ;TL. (4.21)

4.4.1 Falha por fadiga

Para algumas estruturas flexiveis o movimento desejado ocorre somente uma vez e a falha
estdtica pode ser suficiente para andlise. De um modo geral, deseja-se que o mecanismo
seja capaz de realizar o movimento muitas vezes e os requisitos de projeto podem ser,
portanto, muitos milhGes de ciclos ou vida infinita. Este carregamento repetido causa
tensoes flutuantes nos membros e pode resultar em falha por fadiga.

A fadiga dos materiais é um processo de acimulo de dano e posterior falha devido
a carregamentos ciclicos. O material sofre uma reducao gradual, mas nao prontamente
observével, da capacidade de resistir a tensao, mesmo com tensoes atuantes na estrutura
inferiores ao limite de resisténcia do material. No nivel microscépico, ocorre uma ruptura
lenta do material que é consequéncia do avanco quase infinitesimal de fissuras que se
formam em seu interior. Este dano microscépico dé origem & trincas ou outro dano
macroscopico que levam a falha do componente. A ruptura final é, em geral, brusca e
apresenta caracteristicas macroscopicas de uma fratura fragil.

A fadiga tem sido objeto de estudo em varios paises, principalmente a partir da metade
do Século XIX, como uma resposta a falha repentina de componentes tais como eixos de
vagoes das estradas de ferro, arreios, vigas e barrotes de pontes. Destacam-se os traba-
lhos pioneiros do alemao August Woeler, a partir de 1850, que desenvolveu estratégias
para evitar a falha por fadiga, e testou o comportamento de vdrios materiais sujeitos a
carregamento axial, de flexao e de torgao.

H4 basicamente trés abordagens de andlise e projeto para fadiga. Uma abordagem
bastante tradicional baseia-se na andlise de tensoes nominais nas regioes criticas dos com-
ponentes mecéanicos em estudo ("stress-based approach"). A tensdo nominal que pode
suportar um carregamento ciclico é determinada considerando tensoes médias e posterior-
mente fazendo-se ajustes devido a fatores tais como concentracao de tensoes, acabamento
superficial, temperatura, etc. Outra abordagem faz uso das deformacoes e envolve uma
andalise mais detalhada dos escoamentos localizados que podem ocorrer durante o car-
regamento ciclico ("strain-based approach"). Finalmente, uma terceira abordagem trata
especificamente do crescimento de trincas utilizando métodos de mecénica da fratura
(" fracture mechanics approach").

Quando um componente mecanico ou um corpo de prova estd sujeito a um carrega-
mento ciclico suficientemente severo, uma trinca de fadiga ou outro dano tende a se
desenvolver levando a uma posterior falha do material em um determinado mimero de
ciclos. A medida que o valor do carregamento ciclico é aumentado, a falha do compo-
nente ird ocorrer em um nimero de ciclos menor. Esta idéia é utilizada para pesquisar a

resisténcia a carregamentos ciclicos dos materiais. Os primeiros ensaios de fadiga foram
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feitos com corpos de prova de secao circular, submetidos a esforcos de flexao e postos a
girar. O mimero de rotagoes do corpo de prova até a ruptura fornece, entao, ao nimero
de ciclos correspondente a cada nivel de tensao ciclica atuante. A tensao varia senoidal-
mente com o tempo devido a rotacao do corpo de prova, embora a carga seja constante,
ver Fig. 4.2. Os ensaios sao repetidos para vérios corpos de prova sujeitos a diferentes
niveis de carregamento ciclico e os dados podem ser convenientemente plotadas em uma
curva vida-tensao de Woehler, ou curva S — N |, onde a tensao alternada ou nominal, o,
ou S,, ¢ comumente plotada versus o nimero de ciclos até a falha, N, como ilustra a Fig.
4.3. O nimero de ciclos é usualmente plotado em escala logaritmica, pois a ordem de

magnitude de N muda muito conforme o nivel de tensao.

tensao

O;TL(LZL‘

o tempo

O;m‘n

Figura 4.2: Variagao da tensao em um ensaio de flexao rotativa

log S

Figura 4.3: Diagrama de Woehler

Os materiais podem apresentar, de um modo geral, dois tipos de comportamento:

e Materiais tipo I, onde a tensao decresce continuamente com a vida. Neste caso, a
vida de fadiga é sempre finita, ou seja, a falha sempre ird ocorrer, embora isto possa

acontecer em um nuimero de ciclos elevado.

e Materiais tipo II, os quais a tensao diminui até um certo valor, permanecendo con-

stante dentro de um patamar, para vidas superiores a 10° ou 107 ciclos.
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No caso dos materiais do tipo II, como ilustra a Fig. 4.3, se a tensao esta abaixo de
um certo nivel, a falha nao ird ocorrer qualquer que seja o nimero de ciclos. Este ponto
é chamado tensao limite de fadiga do material. Incluem-se neste grupo, por exemplo, as
ligas ferrosas e as ligas de titdnio. Nos materiais do tipo I, como por exemplo, ligas de
aluminio e magnésio, teremos sempre uma vida finita. Portanto, para estes materiais nao
se define uma tensao limite de fadiga, mas sim pode-se determinar a tensao alternante
correspondente a um determinado niimero de ciclos, denominada, tensao de resisténcia a
fadiga, Sy.

O modelo S — N de tensao-vida é o mais direto e mais comumente utilizado no projeto
de componentes mecanicos. A teoria é mais apropriada para casos onde os componentes
em andlise estao submetidas a tensoes flutuantes conhecidas e consistentes. Muitos com-
ponentes de maquinas se encaixam nesta categoria porque seu movimento e carregamento
sao definidos pela cinemética do mecanismo. Pela mesma razao, as tensdes nos mecanis-
mos flexiveis sao também consistentes e conhecidas.

Para os materiais do tipo II o diagrama S — N ¢é usualmente aproximado, em uma

escala log — log por linhas retas conforme mostra a Fig. 4.4, para um ago tipico.

A . . .
baixo ciclo alto ciclo
< plg >
vida finita vida infinita

limite de fadiga

Resisténcia a fadiga
w

v

Numero de ciclos

Figura 4.4: Diagrama S — N tipico para um aco

A resisténcia a fadiga, Sy, ¢ a maxima tensao totalmente reversa que um corpo de
prova pode suportar para uma vida ttil de N ciclos. H4 um joelho no diagrama S — N
para muitos materiais na transicao entre baixo e alto ciclo de fadiga, préximo a 10® ciclos.
Alguns materiais, tais como vérios acos carbono e acos liga, alguns acos inox, ferro, ligas de
molibdénio, ligas de titdnio e alguns polimeros, tem um segundo joelho, correspondente
a tensao limite de fadiga, S.. Se a tensdao atuante ¢ mantida abaixo da tensao limite
de fadiga, a falha por fadiga nao ird ocorrer qualquer que seja o nimero de ciclos, e o
componente terd vida infinita.

O valor de S7, na Fig. 4.4 pode ser aproximado por

SL = ¢f oy (4.22)
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onde o, é a tensao udltima e

0.9, flexa
¢ = HeRae (4.23)
0.75, carregamento axial

Neste trabalho, serd considerado ¢y ~ 0.8 para todos os casos.

A natureza da regiao da fadiga de alto ciclo do diagrama S — N depende se o material
apresenta ou nao uma tensao limite de fadiga. Aqui, novamente, considera-se a categoria
dos materiais que apresentam este valor de tensao limite. Neste caso, a porcao finita da
regiao de fadiga de alto ciclo é entao aproximada na escala log-log do diagrama S— N como
uma linha reta do joelho anterior em (103, S;) ao segundo joelho no limite de resisténcia
de (109, S,).

A porgao finita da regiao de alto ciclo é representada por:

Sy =ay;N (4.24)

onde ay e by sao parametros da curva correspondentes ao material particular ou compo-

nente, que precisam ser encontrados. Estes pardmetros podem ser estimados como:

1
by = —3 log <Cf50“) (4.25)
2
ay = % (4.26)

Estimando o limite de resisténcia e a resisténcia a fadiga

A tensao limite de fadiga é um parametro critico para a estimativa de vida para fadiga.
Para alguns materiais esta informacao é obtida através de testes desenvolvidos em pe-
quenas amostras polidas submetidas a flexao completamente reversa ou carregamento
alternado. Dados obtidos nestes testes com amostras sao conhecidos como limite de re-
sisténcia nao corrigido, S, ou resisténcia a fadiga nao corrigido, Sy;. Na maioria dos
casos, estes dados nao estao disponiveis e sao utilizadas algumas relacoes empiricas que
permitem uma estimativa para os cédlculos de projeto. As seguintes aproximagcoes iniciais

podem ser utilizadas:
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0.55,; para S, < 1400 MPa
Acos: S
700 MPa para S,; > 1400 MPa
0.4S,; para S,; < 400 MPa
Ferro: S
160 MPa para S,; > 400 MPa
0.4S, Sut < 330 MP
Aluminio: Sprsp108 A ! para Sut 2 (4.27)
130 MPa  para S,; > 330 MPa
0.4S, Sut < 280 MP
Ligas de cobre: Sprsp108 R ¢ PATE Sut &
100 MPa  para S,; > 280 MPa

Estes resultados sao védlidos apenas para os corpos de prova, pois existem vérios fatores

que alteram a resisténcia a fadiga do componente real, tais como o acabamento superficial,

a concentracao de tensoes, o tamanho, a temperatura, a geometria, a presenca de tensoes

residuais, entre outros. Estas diferencas entre o corpo de prova e o componente real sao

corrigidas através do uso de vérios fatores obtidos experimentalmente. Neste trabalho,

or simplicidade, considera-se S, ~ S’ e S,; = 0, € a tensao ultima.
9 e

Carregamento completamente reverso

A maioria dos dados de fadiga disponiveis sao baseados em carregamento completamente

reverso. Neste tipo de carregamento assume-se que a tensao alterna-se entre tragao e

compressao e que o valor da tensao maxima de tragao e a tensao maxima de compressao

sao iguais, como mostra a Fig 4.5.

r

tensao

ma,

8

min

Tensoes flutuantes

Jaa

Figura 4.5: Gréfico tensao x tempo para um carregamento completamente reverso

tempo

Tensoes flutuantes que nao sao completamente reversas sao as mais gerais e, de um modo

geral, as mais comuns condi¢es de carregamento em mecanismos flexiveis. A Fig. 4.6

mostra duas condicoes de carregamento que sao tipicas dadas as restrigcoes mecénicas e
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os movimentos os quais os membros flexiveis estao expostos. Estas podem ser expressas
em termos de uma tensao média, 0,,, € uma tensao alternada, o,. Estas tensoes podem

ser escritas em termos da tensao maxima o,,,y, € da tensao minima, o,;,, como:

A
Opmaz |77 A/
A a,
Opnaz |77 A/ I Y
o m A N
a, iqe}
<2 g,
o O v 2 ‘
18 I = Onin On A4
c o
[
= Onin | A »
tempo tempo

Figura 4.6: Exemplos de condicoes de carregamento com tensoes flutuantes, comuns em
mecanismos flexiveis

(Umax + Umin) (428)

(Omax — Omin) (4.29)

Oq —

NN

A presenca de uma tensao média, nao nula, atuando juntamente com a tensao alter-
nada produz um efeito significativo na diminuicao da resisténcia & fadiga do material.
H4 vérios tipos de diagramas utilizados para representar o efeito das solicitagoes médias
na resisténcia a fadiga. Um diagrama bastante utilizado devido a sua praticidade é o
diagrama o, — 0,,, 0 qual consiste na representacao no sistema cartesiano da redugao
da tensao alternada o, com o aumento da tensao média o,,, para diferentes niimeros de
ciclos. Idealmente, todos os dados necessédrios para a construgao do diagrama o, — oy,
devem ser obtidos experimentalmente e seguir a construcao das curvas ¢ — N do material
e 0 — N da pega. No entanto, isto geralmente nao acontece e sao feitas estimativas tanto
para as curvas ¢ — N quanto para o diagrama o, — 0.

A construcao do diagrama o, — 0, envolve inicialmente a determinacao de dois pontos
extremos. Um ponto é o valor de o, que leva a falha para o,, = 0, em um dado nimero N
de ciclos, ou seja, € o ponto (0,0y). Outro ponto é um limite para a tensao média, no qual
a componente alternante do carregamento ¢é zero. Neste caso a tensao média corresponde
ao valor de tensao mdaxima para carregamento estdtico. Este valor limite para a tensao
média pode ser a tensao de escoamento do material, a tensao tltima ou mesmo a tensao
real de fratura, dependendo do critério a ser utilizado, ver Fig. 4.7. Em seguida, faz-se

uma interpolacao, em geral linear, entre estes dois pontos.
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»
»

OLimite Sm

Figura 4.7: Estimativa do diagrama o, — o,,

Virias abordagens estao disponiveis para prever a fadiga em carregamentos flutuantes
nao completamente reversos. Uma abordagem mais conservativa e comum é o emprego
da teoria de Goodman modificado. Nesta abordagem, a tensao equivalente média, S,,, e

a tensao equivalente alternada, S,, satisfazem:

= ou’ : 4.
a s, (4.30)

1 g—;+s—m para S,, > 0
58 para S,, < 0

onde SF' denota o fator de seguranca.

Quando S,, é compressiva, assume-se que a falha nao ocorre para tensao alternada
menor que o limite de resisténcia e tensao maxima menor que o limite de escoamento.
Isto ocorre porque as tensoes compressivas tendem a fechar as trincas de fadiga.

A regiao de seguranga, para uma vida de N ciclos, com S }V representando o limite de

fadiga, corresponde a drea colorida da Fig. 4.8.

S A

o,

O, O S

Figura 4.8: Diagrama de Goodmann modificado
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Figura 4.9: Restricoes que delimitam a regiao de seguranca no diagrama de Goodman
modificado

Aqui, 0, ¢ a tensao de escoamento e o, ¢ a tensao ultima. A regiao de seguranga pode
ser definida pela imposicao de trés restrigoes de fadiga, conforme mostra a Fig. 4.9. A
tensao alternada equivalente, S,, apresenta sempre valores positivos, pois corresponde a
tensao de Von Mises (método de Sines). As restri¢oes de fadiga g1, g2 € g3 podem, entéo,

ser escritas como:

S, S,
= — 4+ <1 4.31
q (Sa,Sm) SJ][V + oy " ( 3 )
Sa
92 (Sa;Sm) = oy <1 (4.32)
Sf
S, S
e _ — — < 1 4.
gs (Smsm) 7, 7, = ( 33)

O valor de o, pode ser determinado com a intersegdo de g (S, S,,) com g3 (Sa, Sim)-

Entao, equacionando estes termos, obtemos, para (S,, Sy) = (S}V , ac) que:

92 (87, 0¢) = g3 (0, 5¢) (4.34)

ou seja,
N N
S5p _ 5 o 4.35
f Oy Oy

Portanto, o valor da tensao o. é:

R (4.36)
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4.4.2 Fadiga sob carregamento multiaxial

Os carregamentos ciclicos que causam estados de tensao complexos sao comuns em com-
ponentes mecanicos e estruturais. Como exemplo, pode-se citar a combinaca6 de torcao e
flexao em vigas, flexao de placas ou cascas em mais de um eixo, pressao ciclica em tubos e
dutos. Cargas constantes que causam tensoes médias podem também serem combinadas
com cargas ciclicas. Além disto, a complexidade do problema é aumentada quando a
aplicagao dos carregamentos pode diferir em fase ou frequéncia ou em ambos. O caso de
interesse neste trabalho é o das tensoes multiaxiais simples, que ocorre quando as tensoes
alternantes principais nao mudam suas direcoes relativas as partes tensionadas. Quando
as dire¢oes mudam, as tensoes sao denominadas tensoes multiaxiais complexas.

Para carregamentos simples duas teorias sao comumente utilizadas para fadiga de vida

longa e podem ser extendidas para fadiga de baixo ciclo com deformagao controlada:

e Método de Sines: fécil implementacao;

e Método de Langer: utilizado em alguns cédigos.

Neste trabalho serd utilizado o método de Sines, ver Dowling (1987) ou Sines (1959).

Meétodo de Sines

O método de Sines (1959) utiliza a tens@o cisalhante octaedral alternada, que pode ser

representada por:

o+ kHY < CF (4.37)

oct

o ¢ a tensao cisalhante octaédrica alternada,

onde CJ]@V representa um critério de fadiga, 7
k é um pardmetro empirico, e H°" é a tensdo normal octaédrica, a qual é também a
tensao hidrostética.

O método de Sines também pode ser aplicado utilizando-se das tensoes uniaxiais equiv-
alentes, que sao mais préticas e evitam o uso de fatores empiricos. A amplitude das tensoes
principais, o1, 02, € 03,, pode ser entao utilizada para calcular uma tensao alternada

a

equivalente. Para o estado plano de tensao (03 = 0) temos:

Se= (02 — 01,09, + o)

V2

Para a presenga de carregamentos constantes (nao-ciclicos) assume-se que a varidvel

NI

(4.38)

tensao média de controle é o valor constante da tensao hidrostatica. Portanto, a tensao
média equivalente pode ser calculada a partir das diregoes principais. Para o estado plano

de tensao, temos:

Sm =01,, + 02, (439)
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Estas tensoes equivalentes podem ser calculadas para qualquer eixo de coordenadas

conveniente, ou seja:

Sa =0 (4.41)
onde .
Om = 5 (Jmax + Umin) (442)
é o0 tensor tensao média e
1
Oq = 5 (O-max - Umin) (443)

é o tensor tensao alternada.
Empregando o diagrama de Goodman modificado, temos:
Sae  Sm
— 4+ <1 4.44
S }V + Ou (4.44)

para S,, > 0. Neste caso:

GZ:Z tr (o)

S}V Ou

<1 (4.45)

Esta inequagao também pode ser reescrita como:

S
um t m < N 4.4
Tt +—0u 7 (om) <S¢ (4.46)
ou
oo +mtr (o) < SF (4.47)

Sy . . ~ . .
onde m = ﬁ ¢ a inclinagao da linha Sa — Sm do diagrama de Goodman. Em termos das

tensoes principais, temos:

1 1

ﬁ [(O’al — Ua2)2 + (Ual — O'a3)2 + (O’ag - 0'(13)2] 2 +m (Uml + Om2 —+ O'mg) S SJ]cV (448)
onde o, © = 1,3 sao as tensoes principais do tensor tensao alternada, o, € 0,,;, 1 = 1,3
sao as tensoes principais do tensor tensao média, o,,.

Da inequacao 4.37 obtém-se:

2
ig”m + k tr(om) < Cf (4.49)

TZCt —I— k anCt = 3 Geq 3
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ou seja,
V20" + k tr (o) < 3CF (4.50)
ou " 5
o+ —tr (o) < —C’}V (4.51)

Geq \/§

Comparando 4.51 com 4.47 obtemos:

V2

k=+2m (4.52)

V2
O =357 (4.53)

4.5 Definicao do modelo material

Para resolver o problema de otimizacao topoldgica utiliza-se a abordagem material, que
considera um material poroso caracterizado pela sua densidade relativa. O modelamento
das propriedades efetivas do material, nas densidades intermedidrias, é baseado no modelo
SIMP, veja Bendsoe & Sigmund (1999), Duysinx & Sigmund (1998), Duysinx & Bendsoe
(1998). No modelo SIMP, o médulo de Young efetivo é dado, em termos da densidade
relativa, pela relagao:

E(p) = p"E, (4.54)

onde F, é o médulo de Young do material base, e n é o pardmetro de penalizacao. O
trabalho considera 1 = 3.

A introducao de uma medida de tensao efetiva, que penaliza as regioes de densidade
intermedidria associadas com o material composto resultante, é necessdria para estabelecer
um critério de tensao-fadiga para este modelo. Neste trabalho, considera-se a medida de
tensdo efetiva, proposta por Duysinx & Sigmund (1998) e Duysinx & Bendsoe (1998), a
qual é dada por:

o (p) = = (o) (4.55)

A partir da tensao efetiva definida em 4.55, as restricoes de tensao-fadiga para o modelo

SIMP podem ser expressas como:
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S* S*
* * — a m < .
5 (Sa7Sm) S]]CV + oy " 1 (4 56)
S
92(55,5,) = v <1 (4.57)
Sf
S* S
* * — _(l _ m < .
B (5.5 = r- < (4.58)
Ccom
Sy = trion, (p)] (4.59)
\ _ omlp)
A (4.60)
1
O (p) = 5 ([Omax] (p) + [owmin] (0)) (4.61)

onde, no caso 2D, em termos do sistema de coordenadas cartesiano:

St = trlot (p)] = \Tmaz iamyy) (4.62)
p
e
Sa = loaleq (p) (4.63)
*1VM [Ua]z;n (p)
[0a)eq () = — (4.64)
Para o caso 3D, em termos das diregoes principais 0, i=1.3, também pode ser expresso
como )
«om 2 2 213
o, = Oul — 0a2) +(0g1 — 043)" + (Ou2 — 04 4.65
[02)eq () ﬂpn[( 1 —0a2)” + (0a1 — 0a3)” + (0az — 0u3)”] (4.65)
e, para o caso 2D, em termos do sistema de coordenadas cartesiano, como:
* x1Uom 1 2 2 2
Sa = [Ua]eq = E\/aamm + Oayy — OazaOayy + 30axy (466)
e
1
00 (p) = 5 ([omax] (p) = [omin] () (4.67)

4.5.1 Critério de tensao relaxacao-¢

A maior dificuldade no projeto de mecanismos flexiveis com restrigao de tensao-fadiga é
causada pelo fenomeno de singularidade, causado pela degeneragao do espago de projeto.
De modo a superar esta dificuldade, aplica-se um método de perturbacao denominado

técnica de relaxagao-¢, ver Cheng & Guo (1997). Nesta estratégia troca-se a solugdo do
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problema "singular"por uma sequéncia de problemas nao-singulares perturbados. Aqui,

considera-se o critério de tensao relaxacao-¢ modificado, dado por:

Sr S
p(S;"V+ m—l)—s(l—p)SO (4.68)
f

Oy

p<3}@—1)—s(1—p)§0 (4.69)

S*x S
Pa _Pm 1) _ _ )< )
0 (ay . 1) e(l—p)<0 (4.70)

Esta relaxacao abre a parte degenerada do espago de projeto e permite a criagao e
remocao de furos sem a violacao das restrigoes de tensao-fadiga.
4.6 Aplicacao do carregamento nos mecanismos

A situacao de interesse neste trabalho estd ilustrada na Fig. 4.10, que emprega a abor-

dagem de mecanismo flexivel cldssica (Saxena & Ananthasuresh, 2000)

E(1)=t(t)e

in

in

Figura 4.10: Carregamento e molas discretas

A Fig. 4.11 apresenta a abordagem proposta, que incorpora as restrigoes de fadiga,

T (t)=t(t)e

in in in

Figura 4.11: Carregamento e molas distribuidas
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tin (t) 4

max
tm

tensao

min
t.

m

v

tempo

Figura 4.12: Carregamento com tensoes flutuantes aplicadas no mecanismo flexivel

Neste caso, considera-se que os vetores unitarios €;,, €1..., €, sao constantes na regiao
do contorno na qual sao aplicados. As constantes de mola ky, ..., k, sao também constantes
na regiao onde estao aplicadas. Deve-se ressaltar que, como as restrigoes de fadiga sao
de fato restrigoes do tipo tensao local, nao é possivel considerar cargas concentradas e
molas discretas. Cargas concentradas geram campos de tensao singulares que causam
uma violacao local da restricao de tensao. De modo a evitar estes campos de tensao
singulares, faz-se uso de uma distribuicao de tensao constante ao invés de um vetor de
carga concentrada, e de uma distribuicao de molas ao invés de molas discretas.

O carregamento a ser aplicado no mecanismo serd prescrito como mostra a Fig. 4.12

Devido ao fato que a carga a ser considerada é proporcional e o material é linear-
mente eldstico, os campos de tensao méxima e minima podem ser calculados resolvendo
o problema com uma carga de tragao unitdria prescrita, ou seja,

t, = &pn, em T (4.71)
cuja solucao denota-se por o,;, e permite a determinacao de o € Opin através das

relacoes:

O max tg;axo-oin (472)

Omin — tgl@ino_oin (473)

O problema estd ilustrado na Fig. 4.13:
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;

65
Figura 4.13: Corpo eldstico submetido a tensoes flutuantes e resisténcia na saida

s = max min
Determinacao de > e t}»

A determinacao das amplitudes de carga %% e tIin s3o feitas através do procedimento
mostrado a seguir.

Considerando Ly a medida do arco da fronteira I'; a qual a carga unitdria prescrita
é aplicada. Desde que em x o tensor tensao, na base local, formada por e;, e ¢, e

(e, em) = 0, é dado por

-1 0
Oo; = 4.74
. [ oo (4.74)
e .
tmax + tmln
e .
a = Ogeq = \/aaxm + Oayy — GazzOayy + Obay = # ( . )
Critério(1) : Se S,,, > o, impoe-se que:
Sa
!
ou seja,
t;r?lax _ tg;in
% =S} (4.78)
No caso particular, em que ™" = (), obtém-se:
L = 25}\7 (4.79)

Como resultado, para uma forga total aplicada F}tﬁiax pode-se calcular a medida do

arco através da relacao:
ot
1Mmax max N
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Logo,
[tot

L, = —inmax (4.81)
8 N

Por outro lado, se L é prescrita, a forca maxima aplicada total serd dada por:
Fiot =L, =25 L, (4.82)
O procedimento impoe a tensao méxima permitida na fronteira I';. Observa-se que se
for aplicada uma tragao prescrita em I'; menor que a tensao admissivel, o algoritmo de
otimizagao remove material desta regiao. Isto faz com que o material tenha uma densidade

6tima na proximidade de I'; com p < 1.

Critério(2) : Por outro lado, se —o, < S,, < 0. impoe-se que:

Sae  Sm
Zo_Im o _q (4.83)
Oy Oy
Para o caso particular #%" = () obtem-se
Sy = " (4.84)
m T 2 .
e
5, = fin” (4.85)
a 2 .
logo,
tmax tma.x
=+ 22— =1 4.86
20y 20, ( )
ou seja,
tmex — (4.87)

Tais consideracoes podem ser resumidas a seguir:

e forca total prescrita F? . Neste caso pode-se calcular a medida do arco através

da relacao
[tot
’Lzmax — t’IL'I’,rlLa,X — O_y (4“88)
ou seja
Aot
L, = —max (4.89)

e medida de arco Ls. Neste caso, a forca méxima aplicada total serd dada por:

Flet —qmaxp — Lo, (4.90)

1Mmax
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4.7 Restricoes Locais via Patches Nodazis

A imposigao de restri¢oes locais nos problemas de otimizacao topolégica representa, de um
modo geral, um considerdvel aumento do custo computacional do método, pois envolve
um grande nimero de restri¢oes. Para assegurar uma aproximacao adequada, as restrigoes
devem ser avaliadas em uma série de pontos discretos, cuja distribuicao deve ser densa o
suficiente, de forma a minimizar a possibilidade de violagao da restricao entre quaisquer
dois pontos.

Para contornar esta dificuldade, neste trabalho é utilizado um novo método para impor
as restricoes de tensao. O objetivo do método proposto é tornar vidvel a incorporacao de
restrigoes locais, permitindo uma imposicao apropriada das restricoes de tensao locais.

Ao invés de calcular a restricao local em cada elemento da malha discretizada, a
restricao serd calculada em regioes contendo os elementos associados a cada né, que de-
nominaremos de nodal patches. Os nodal patches sao compostos pelos elementos adjuntos
a cada né, ou seja, todos os elementos que possuem este né como vértice. Para evitar
a superposicao dos patches nodais, é proposto um esquema para selecionar apenas os
patches nodais interiormente disjuntos.

Segundo o esquema proposto, faz-se inicialmente uma lista com todos os nés da malha.
Toda vez que um né gera um patch, todos os nés adjuntos a este serao descartados dos
novos patches. O né seguinte, que ird compor o novo patch, serd o préximo né da lista
que nao faz parte da relacao de nés adjuntos.

Como veremos a seguir, este procedimento reduz drédsticamente o niimero de restrigoes
locais tornando a imposicao de restricoes de tensao computacionalmente vidvel.

Para ilustrar a implementacao do procedimento, consideraremos, como exemplo, o
dominio discretizado na Fig. 4.14. Foi utilizada uma malha de elementos finitos triangu-

lares composta por 52 elementos e 38 nos.
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7 14 22 28 33 36 38

Figura 4.14: Dominio discretizado: 52 elementos e 38 nés

A cobertura do dominio por regides nodais envolve dois passos bésicos:

1. A identificacao de um conjunto de regioes nodais disjuntas, ou seja, que possuam
uma intersecao vazia de suas regioes interiores. A intersecao ird se resumir apenas

as faces do contorno.

2. A identificacao de um conjunto de regides nodais nao disjuntas. Neste conjunto

entram todos os elementos que nao foram incluidos nos patches anteriores.

A uniao dos dois conjuntos acima assegura, portanto, a cobertura completa do dominio
discretizado. O esquema realiza um laco para cada elemento nao coberto pelos patches
nodais interiormente disjuntos, onde um novo patch sera gerado no né que possuir um
nimero maior de nés adjuntos.

No exemplo em questao construiremos, inicialmente, a lista de patches nodais interi-

ormente disjuntos.

4.7.1 Patches nodais interiormente disjuntos

A implementacao deste passo envolve a definigao de dois vetores:
e Vetor da condigao nodal

Este vetor informa a lista dos nés adjuntos, ou seja, os nés candidatos a gerar os
patches. A dimensao do vetor corresponde ao nimero de nés da malha. Inicialmente,
atribui-se o valor 1 a todos os componentes do vetor. Toda vez que um patch é gerado

atribui-se o valor zero para os nés adjuntos do patch.
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Neste caso, temos o vetor v(i),i = 1,...,38(nunmp =nimero de nds). Inicialmente
v(i) = 1.
v:[llllllllllllllll
111111111111 11171
11111

e Vetor de controle dos elementos

Este vetor registra os elementos que fazem parte dos patches nodais disjuntos, a medida
que os patches sao definidos. Ao final do processo de definicao dos patches nodais, os
elementos que nao foram incluidos serao considerados para completar a cobertura do

dominio. Definimos, entdo, o vetor w(k), k = 1, nume. Inicialmente w(k) = 1.

w:[1111111111111111

111111111111 11171
111111111111 11171

1111}

Para o no i=1 obtemos:
Conforme mostra a Fig. 4.15, para o n6 1, os nés adjuntos sao os nés {2,3}. Atribuire-
mos o valor zero para as componentes do vetor v(:) correspondentes a estes nds no vetor.

Portanto, obtemos:

v:[1001111111111111
11111111111 111171
111111]

O vetor w(:) estoca os elementos que contém o i — ésimo né como vértice. Sao o0s
elementos que compoem o patch. Para o exemplo, o elemento 1 compoe o primeiro patch.

Logo, temos:
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7 14 22 28 33 36 38

Figura 4.15: Patch 1

w:[0111111111111111

11111111111111T171
11111111111111171

1111}

O préximo né apto a gerar o novo patch serd o né 4 (Fig. 4.16), pois v(2) e v(3) sao
nulos. Portanto, para o nd i=1 obtemos:

Como os nés adjuntos ao né6 4 sao {2,5,9,10} o vetor v(:) torna-se:

02[1001011100111111
11111111111 111T171
111111]

Os elementos {2, 5,6} compdem o novo patch, logo o vetor w(:) torna-se:
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7 14 22 28 33 36 38

Figura 4.16: Segundo patch nodal

w:[0011001111111111

1 1111111111111T171
1 1111111111111T171

1111}

O préximo né apto a gerar o novo patch serd o né 6 (Fig. 4.17), pois v(5) é nulo.
Portanto, para i=6 obtemos:

Os nés adjuntos ao né6 6 sdo {3,5,12,13} o vetor v(:) torna-se:

v:[1001011100100111
1111111111111111
111111]

Os elementos {4, 7,10} compdem o novo patch, logo o vetor w(:) torna-se:
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7 14 22 28 33 36 38

Figura 4.17: Terceiro patch nodal

w=[0010000110111111

11111111111111T171
11111111111111T171

1111}

Continuando este procedimento, identifica-se, finalmente, os seguintes patches nodais:

{14671115182024283136}

os quais sao apresentados na Fig.4.18

O nimero total de patches nodais (nnp) é obtido por nnp = sum{v(:)}. Entretanto, o
vetor w(:) informa que cinco elementos nao foram cobertos pelos patches nodais disjuntos
interiores. O nimero total de elementos nao incluidos nos patches é dado por nue =

sum{w(:)}. Os elementos descobertos sao:

{3 41 44 45 50}

Em cada elemento nao incluido nos patches, sera feito uma avaliagao nos nés do ele-
mento para selecionar aqueles nés que possuem o maior mimero de nés adjuntos. Os nés
selecionados serao utilizados para gerar os novos patches. Deste modo, faz-se a cobertura
completa de todo o dominio discretizado.

Neste exemplo, foram identificados um total de 16 patches na malha de 52 elementos

triangulares. Se as restri¢oes locais do problema de otimizagao eram avaliadas em cada
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7 14 22 28 33 36 38

Figura 4.18: Décimo segundo patch nodal

elemento, a utilizacao dos patches nodais representaria aproximadamente uma reducao de
70% no nimero de restrigoes. Esta reducdo é extremamente importante para viabilizar a
imposicao de restrigoes locais.

Neste trabalho, o projeto de mecanismos flexiveis estd sujeito a restricoes nas tensoes
de fadiga do material. A avaliacao da fadiga é feita segundo o critério de Goodmann
modificado. No diagrama de Goodmann a regiao admissivel é definida por trés restrigoes.
Se a avaliagao for feita em cada elemento, teremos um total de 3-nume restrigdes no
problema de otimizacao, sendo nume o nimero de elementos da malha. Por exemplo, em
uma malha com 2000 elementos, haveria um total de 6000 restricoes para serem avaliadas.
Utilizando os patches nodais disjuntos, este niimero seria reduzido para aproximadamente

1800 restrigoes, o que tornaria o processo computacionalmente vidvel.

4.7.2 Formulagao do problema distribuido s-relaxado

A formulacao do problema com restrigao de tensao-fadiga e-relaxado consiste na determi-
nagao do campo de densidade relativa p (Z) € W, o qual define a topologia 6tima do

corpo bidimensional, que resolve:

max { / () dF} (4.91)

sujeito as seguintes restricoes:
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e Restricoes de tensao-fadiga:

Sy Sy
p(S—JJi‘\LI—}— J’Z—l) —e(l—-p) <0 (4.92)
Sa
p 5y —1]—-e(l—p) < 0O (4.93)
Sy Sy
Pa _Pm _ 1) _o(1—p) < _
p (ay s 1) e(l—p) <0 (4.94)

e Restricoes laterais do tipo caixa:

O campo de densidade relativa p (Z) é confinado no intervalo [p, 1]. Um valor

tipico para o limite inferior é p,; = 0.001. Entao,

Pt < p(T) <1, VI€Q (4.95)

Ressalta-se que o tensor tensao, utilizado para o cédlculo das tensoes equivalentes S e

Sy sao computadas através do seguinte procedimento:

e Resolver o subproblema para i, (7);

e Computar o tensor deformagao,e, = €(,), e o tensor tensao, o, (¥) = De, (Z);

e Computar os tensores tensao: Opax (T) = t2%%0, (T) € omin (T) = 200, (T), onde

{max ¢ M g56 08 pardmetros reais das cargas proporcionais maxima e minima;
~ . =\ 1 — —
o Computar o tensor tensao: o, (Z) = 5 (max () + Omin (7))

e Computar o tensor tensao: o, (%) = 3 (0max (Z) — Omin (7))

om (Z)
p"?

e Determinar o}, (7) =

e Determinar S}, (7) = tr [0}, (¥)] = tr[a;’j,(f”, onde, para o caso bidimensional,

St = tr[o* (p)] = (Tmaz F ) (4.96)

e Determinar o (7) = Z<)

e Determinar S¥ = [0 , onde, para o caso bidimensional,

1
St = [of]"™ = _\/ 0%y + 02, — CazeOayy + 302, (4.97)
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4.7.3 Restricao de tensao com relaxacao-¢ integrada em patches

No problema de otimizagao anterior, a restricao de tensao efetiva relaxada, dada em
4.92, 4.93 e 4.94, tem que ser satisfeita para todo ¥ € (2, caracterizando deste modo
uma restricao paramétrica. Um método efetivo de lidar com uma restrigao paramétrica
é relaxar a condi¢ao pontual (critério local) através de uma restri¢ao integrada no patch.
Neste trabalho faz-se uso da seguinte restricao de tensao com relaxagao-e¢ integrada:

Fazendo (2, definir o patch nodal?, considera-se:

{QL/Q <p <5§+i::—1> —6(1—,0)> dQ}T =0 (4.98)

{Qi/ﬂ <p<ssj¥ _1> 5<1p)>rd9}i =0, (1.99)
{Qip/ﬂ <p (j—i—i—;:—l> 6(1p)>rd§2}%0 (4.100)

onde (f(Z)) define a parte positiva de f(¥), ou seja, (f(Z)) = max {0, f(Z)}.

A introducao desta medida integrada, denotada por norma r-média, reduz enorme-

mente o custo computacional da utilizacao de uma forma fraca de restricao de tensao-
fadiga efetiva com relaxacao-e. Por outro lado, fazendo » — oo, a restrigao tende no limite

para a restricao pontual.

Sa | Sm _
%é%’j <p (S}V + p 1) —e(1- p)> = (4.101)

gé%): <p (5}% - 1) —e(1—- p)> = (4.102)

o (p (222 1) 1)) =0 (4.103)

£eQ, Oy Oy

Entretanto, quando r — oo o problema torna-se mal-condicionado e a restricao de
tensao com relaxacao-¢ integrada tende a ser influenciada por apenas um valor de pico do
critério de falha, enquanto que outras restrigoes de tensao relaxadas globais sao ignoradas.
Isto pode levar a um comportamento oscilatério do algoritmo de otimizagao, levando,
possivelmente, & uma falha na convergéncia do procedimento de otimizacao. Portanto,
a escolha do valor de r deve resultar de uma avaliacao de resultados numéricos. Neste

trabalho, considera-se r = 6. A decomposi¢ao do dominio em regides nodais (patches),

2Para evitar a repeticdo de sfmbolos, a partir de agora utilizaremos o sfmbolo r para representar o
pardmetro da norma média-p. O indice p em €, indica o patch nodal.
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quando comparada com uma medida global simples definida no dominio completo, é capaz

de reduzir o comportamento oscilatério e tornar o procedimento mais robusto.

4.8 Conclusoes

A incorporagao de restrigoes de tensao em problemas de otimizagao topoldgica encarece
computacionalmente a aplicacao do método. Basicamente, isto ocorre devido a dois fa-
tores. Primeiramente, a tensao ¢ uma grandeza local e, portanto, um grande nimero de
restricoes locais deve ser avaliado de forma a garantir a nao violagao do critério de falha.
Além disto, a tensao apresenta um fenomeno de singularidade, que impede que algoritmos
tradicionais de otimizacgao, baseados nas condicoes de Karush-Kuhn-Thucker, encontrem
o 6timo.

Portanto, neste trabalho é utilizado uma técnica de relaxacao da restricao sobre as
tensoes, denominada relaxacao—e. A condigao pontual é relaxada através de uma norma
média—p integral.

Os mecanismo flexiveis sao submetidos a carregamentos multiaxiais e serd feito uma
avaliacao da falha por fadiga pelo critério de Goodmann modificado. As tensoes médias
e alternadas utilizadas na avalizagao sao obtidas de acordo com o método de Sines, que
utiliza a tensao octaédrica alternada.

Utilizamos o modelo microestrutural SIMP, onde a descri¢ao das propriedades mate-
riais nos pontos com densidade relativa intermedidria sao baseadas na relacao constitutiva
para materiais porosos.

Definiu-se uma tensao efetiva para o modelo SIMP, a partir da qual foram definidas
as restricoes nas tensoes de fadiga para este modelo, de acordo com o critério de fadiga
de Goodmann modificado.

O carregamento com tensoes flutuantes é aplicado resolvendo-se, inicialmente, o pro-
blema com uma carga de tragao unitaria. Com este resultado, sao calculadas as tensoes
maximas e minimas multiplicando-se o resultado das tensoes pelos pardmetros propor-
cionais de carga, definidos pelo usudrio. As tensoes médias e alternadas, que sao utilizadas
no critério de falha, sao calculadas segundo o método de Sines.

A formulacao do problema de mecanismos utiliza um modelo de cargas e molas dis-
tribuidas e a imposicao das restricoes locais de fadiga é feita através de uma nova técnica
denominada de patches nodais adjuntos. Esta técnica permite uma reducao dréstica no
numero de restrigoes do problema. A condicao pontual da restricao de tensao efetiva é

relaxada através de uma restricao integrada no patch.



Capitulo 5

Projeto Otimo com Restricao de

Fadiga

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos de projetos de mecanismos flexiveis incor-
porando restricoes de fadiga, visando demonstrar a aplicacao do procedimento proposto.
Os exemplos escolhidos sao: um mecanismo inversor de deslocamento, um mecanismo de
agarrar e dois mecanismos de esmagamento.

O material base adotado para o mecanismo flexivel foi o plastico ABS de médio im-
pacto!, que possue as seguintes propriedades materiais: moédulo de Young de 2,4 GPa,
coeficiente de Poison v = 0, 35, tensao de escoamento de 42 MPa e tensao de ruptura de
45 MPa. O comportamento dos plasticos em relacao a fadiga é bastante diferente dos
metais. Por simplicidade, adotaremos como tensao de limite de fadiga o valor de 22,5
MPa, o que corresponde a metade do valor da tensao de ruptura. O critério de fadiga
adotado é o Goodmann modificado.

O elemento finito utilizado na discretizagao é o elemento isoparamétrico triangular de
trés nés 1'ri3, que interpola tanto as componentes do campo de deslocamento quanto o
campo de densidade relativa. O modelo de microestrutura material utilizado é o SIMP
(Simple Isotropic Material with Penalization), com parametro de penalidade igual a 3,

conforme sugerido por Bendsoe (1995).

5.1 Formulacao do Problema -Restricoes de Fadiga

5.1.1 Descricao do problema

Deseja-se, encontrar um leiaute 6timo de mecanismo definido em um dominio fixo de
projeto que, a partir da aplicagdo de um carregamento / deslocamento em I';, gere um

deslocamento / forca em T's.

! As propriedade do material ABS médio impacto foram extraidas de Dowling (1999), p.121 e 178.

129
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A funcgao objetivo do mecanismo flexivel que serd maximizada ou minimizada apresenta

requisitos de certa forma conflitantes, pois o leiaute 6timo deve ser:

e flexivel o suficiente para satisfazer os requisitos cinematicos de se deformar e fazer

contato com a peca atuada;

e rigido o suficiente para suportar os carregamentos externos e ser capaz de transmitir

forca.

Este trabalho emprega um modelo de molas distribuidas na regiao de resposta do
corpo eldstico. Serao incluidas restrigoes de fadiga no projeto. A maioria dos trabalhos
de sintese topolégica de mecanismos flexiveis utiliza apenas restrigoes de quantidade de
material. No entanto, do ponto de vista pratico, a consideracao das restricoes de fadiga
é imprescindivel para a obtencao de um leiaute pronto para a manufatura. A inclusao
das restricoes de tensoes apresenta, porém, inimeras dificuldades. Como destaca Costa
Jr (2003), estas sao:

e A necessidade de se considerar um grande nimero de restrigdes, necessédrias para
uma aproximagao adequada do critério paramétrico de tensao local. Para assegurar
uma aproximacao adequada, estas restricoes devem ser avaliadas em uma série de
pontos discretos, cuja distribuicao deve ser densa o suficiente, de modo a minimizar

a possibilidade de violagao da restricao entre quaisquer dois pontos;

e O comportamento altamente nao linear das restrigoes de tensao, com relagao as var-
idveis de projeto, o que requer a utilizagao de algoritmos de programacao matemética

muito robustos.

Uma das formas de lidar com o problema de tensoes locais é transformar as tensoes
em uma funcao de tensao global. A restricao de tensao global é entao tratada como uma
unica restri¢ao no processo de otimizacao. Deste modo, reduz-se consideravelmente o custo
computacional e o problema de otimizacao torna-se similar aos problemas tradicionais de
otimizagao topoldgica.

A consideragao das restrigoes de fadiga do material também sao fundamentais para um
projeto mais realistico de mecanismos flexiveis. Estes mecanismos, por definicao, obtém
sua mobilidade da deflexao dos membros flexiveis. Em geral, a mobilidade é requerida
muitas vezes e os requisitos de projeto podem ser muitos milhoes de ciclos ou vida "in-
finita". Os carregamentos repetidos geram tensoes flutuantes e podem causar falha por
fadiga.

A falha por fadiga pode ocorrer com tensoes significantemente mais baixas do que
aquelas que causam falha estdtica. Portanto, considerar apenas a falha estdtica nao
assegura a confiabilidade do mecanismo. Neste trabalho utiliza-se o critério de fadiga de

Goodman modificado.
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Figura 5.1: Diagrama de Goodmann modificado
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A regiao de seguranca, para uma vida de N ciclos, com S }V representando o limite de

fadiga, corresponde as dreas coloridas do diagrama da Fig. 5.1

Aqui, 0, ¢ a tensao de escoamento e o, ¢ a tensao ultima. A regiao de seguranga pode

ser delimitada pelas trés restricoes de fadiga utilizadas neste trabalho. Estas restricoes

podem ser definidas por:

Sa | Sm
a>Pm) — — <1
Sa
as Pm - < 1
gs (S S) = 22— Sm oy
Oy Oy

Figura 5.2: Defini¢io do problema distribuido para u, (7')

No caso de cargas distribuidas, que serao empregadas no problema de otimizacao com

restricoes de fadiga, a formulacao fraca vista nos capitulos anteriores, é modificada para:
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/ o (@,) 2 () d2 + / k; [6 ® &) @,.5dT = / Gedl,  Vied  (5.4)
Q

s Iy

5.1.2 Formulagao continua do problema

O problema de otimizacao de leiaute de mecanismos flexiveis sujeitos a restricao nas
tensoes de fadiga pode ser formulado como:

Determinar a densidade relativa g € WH>(Q), solugio de:

max / ({7, (7), &) dT (5.5)

p

onde 1, (p) € solugao de:

/ o (i)  (5) d + / ks [ @ €] if,.9dT = / (5.6 dT,  Vied  (5.6)
Q

s Ft

sujeito as seguintes restricoes:

e Restricao de tensao local:

= —4+ —<1 .
g1 (Saasm) SJ][V + ou >~ (5 7)
Sa
92 (Sa, Sm) = oy <1 (5.8)
f
S,  Sm
g3 (Sm Sm) 7, 7y = (5 9)

e Restrigoes de limites laterais:

0<p<1 (5.10)

5.1.3 Restrigao de tensao local com relaxagao-c

A maior dificuldade no projeto de mecanismos flexiveis com restricao de tensao-fadiga é
causada pelo fendmeno de singularidade, causado pela degeneracao do espago de projeto.
De modo a superar esta dificuldade, aplica-se um método de perturbacao denominado
técnica de relaxagao-¢, ver Cheng & Guo (1997). Nesta estratégia troca-se a solugao do

problema "singular"por uma sequéncia de problemas nao-singulares perturbados. Aqui,
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considera-se o critério de tensao relaxacao-¢ modificado, dado por:

S S
P<5—5+a_f‘1>‘€“‘p) =Y o4
Sa
P S}V_l —e(l=p) < 0 (5.12)
Sy Sy
—a _m _ — — < .
p(ay Oy 1) =) =0 19

Esta relaxacao abre a parte degenerada do espago de projeto e permite a criagao e

remocao de furos sem a violacao das restrigoes de tensao-fadiga.

5.1.4 Formulagao do problema discretizado com restrigoes in-

tegradas

As restricoes nas tensoes de fadiga relaxadas, dada em 5.11, 5.12 e 5.13, devem ser satis-
feitas para todo ¥ € (2, caracterizando deste modo uma restri¢cao paramétrica. Um método
efetivo de lidar com uma restricao paramétrica é relaxar a condigao pontual (critério local)
através de uma restricao integrada no patch. A formulacao discreta para o problema de
otimizacao topolégica de mecanismos flexiveis sujeitos a restrigoes nas tensoes de fadiga
integradas, pode ser estabelecida como:

Determinar o campo de densidades g € X, X = {5 € R"|pi* < p; < pi""}, que re-

()080

onde a constante ¢, ¢ dada por:

oo = / (@, (7,), ) dT (5.15)

calculada para densidade nodal relativa inicial g,, e sujeito as seguintes restrigoes:

hsp-a(7, s (7)) = {Qi / <p ( [%V 42 1) — (1 —p>> cm}r —0,  (516)
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hspw,ﬁo(ﬁ)):{gip /<p(f -3 - <1—p>>rdsz}io, (5.13)

para p = 1..n,, n, representando o nimero total de patches nodais.

5.1.5 Meétodo do Lagrangeano Aumentado

O problema de otimizacao discreto é resolvido empregando-se o método do Lagrangeano
Aumentado, que reduz o problema para a solucao de uma seqiiéncia de problemas de
minimizacao de caixa. Os problemas com restri¢oes de caixa sao resolvidos através de um
método Quase-Newton projetado sem memoria, ver Apéndice B.

O procedimento geral pode ser sumarizado como:
e Iniciar k =0, " = 0, error = 1.0, €* e tol.

e Enquanto error > tol

(i) Resolver o problema de minimiza¢ao como restri¢oes de caixa

min x (7, 7", "),  V(p) € X. (5.19)

— onde
X (7.1 ¢) = () + 55 Z?’””fb (Bl (7)) it €°) (5.20)

com
®; (hy (7,10 (P)) , 15, €°) = hy [y + 26115 (5.21)

Denotando a solucao por (ﬁk)

(ii) Atualizar o multiplicadores de Lagrange

1 - — —
1= g+ 7 hy (210, (7)) (5.22)
(iii) Computar o erro
k+1 _  k
error = max |,u] f:i1| (5.23)
! Ar Y

(iv) Atualizar o pardmetro de penalidade

(5.24)

kil ve¥, se € < eni, paraalgum y € (0,1)
€ =
€crit, Caso contrario
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e Fim

5.2 Determinacao da funcao objetivo e das restricoes
A fungao objetivo f(p,, (p)) é expressa por:

1.1, (7)) = — — / (@ (7)) dT (5.25)

(pso I

Portanto, deve-se calcular:

Neg

/ (ti, (7)) dl' =) / &,.i, dr. (5.26)
s o1 J00eNTs

onde a contribuicao elementar é determinada por

! L
/ &,.li, dT, = /é’s.ﬁo—dT
0QNls -1 2

= F..q° (5.27)
O vetor F¢ ¢ dado por:
1
- L
Fe=|[ [P (T)]Te;EdT (5.28)
-1

No caso da face [1], definindo €5 = (n,,n,), obtemos:

¢, 0 Ng®y
0 ¢1 ny¢1
B 1 0 . | L L ("] ne
F;:/ % " —dT:—/ e | g (5.29)
1| 0 ¢ ny ) 2 21| nydy
0
L - m O -
Resolvendo a integral: ~ _
Ny
Ty
o L x
Fe=Zml " (5.30)
2 ny
0
. 0 -
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Para o caso da face [2], por analogia:

0
0
Fe—ZE " (5.31)
2 ny
Ny
Para o caso da face [3], por analogia,
_ . -
Ty
Ff=— 5.32
-8 (532)
Ny
Com os resultados acima, pode-se, entao, calcular a funcao objetivo:
- — — 1 — — —
f(P.Us(p) = - ; (U (7) , €) dI
1 </~
= - =Y (F.7) (5.33)

()OSO e=1

Observa-se que o somatoério é realizado para e = 1,..n.,, ou seja, apenas contribuem

alguns poucos elementos, os quais satisfazem 02, N I['y # @.
e Restrigao hsy_o(f, U, (7)) para p = 1..n,

O objetivo agora é determinar:

LOG 2oy e

Cada patch corresponde a uma uniao de elementos finitos. Utilizaremos uma funcao

auxiliar para a determinacao desta restrigao, ou seja, definimos a seguinte fungao:

S g '
aur = = n—1)—-e(1- dQ. 5.35
Z{/e<p<s;v+au ) ( p>> } (5.35)

ecJ(®)
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e o dominio 2, corresponde a:

Q=> { / e 1dQe} (5.36)

ecj(®)

Entao
b2, () = { G} (5.37)

Calculando o termo entre chaves, temos:

{1 = /< (5;+S:”—1> (1—p)> A0
_ 29/ /1<< < S O —1)—6(1—p)> dcdy.  (5.38)

O procedimento de integragao numperica fornece:

—Z< (Cm) (S; (Siv") i Snllan) —1> —e(l—p<<l-,m>>> 00w, (5.39)

Oqy

onde ((;,n;), @ = 1,..ny sdo os pontos de integragdo e w;, @ = 1,..n, sS40 0s pesos

correspondentes. Mas, a notagao (-) significa o maior valor positivo, ou seja:

< (5;—1—5* —1>—5(1—P)>=max{0,p<5;,+s* —1>—5(1—p)} (5.40)

onde a interpolagao das densidades nodais é feita por:

p(C,n) = Hi(¢,m)ps, + Ha(C,m)ps, + Hs(C,m)ps, (5.41)

e o campo de deformacoes é obtido por:

EO.%Z
goyy - [Bu] qe (542)
2Eomy
Neste trabalho, lidaremos com o estado plano de tensoes. Neste caso, a matriz consti-

tutiva é obtida por:

Eo
(1—2v?)

D, = (5.43)

=N
S = )
o

(1—v)
2
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e D(p) = p"D,, com & (@,) = {Toe, Toyy, Oozy} determinado por
Go = D(p)Eo = p"DoE, = p"D, [Bu] ¢° (5.44)
A intensidade da tensao méxima, para o carregamento proporcional, é dada por:
Fmax (T) = 50, (7) (5.45)
e a intensidade da tensao minima por:

Frain (T) = G, () . (5.46)

O vetor de tensdo meédia, &, (Z), é entdo calculado como:

o N 1 - — — —
Om (Z’) = 5 (Omax (.I') + Omin (.f))
1 max min\ = b g
= 3 (tmex 4 ) 3, (Z)
pn max min\ T 3
= 5 () D (B g (5.47)
O vetor de tensdo alternada, o, (¥), como
o N 1 5 —» — —
Go (T) = 2 (Omax () — Ormin (7))
1 .
= 3 (t;ffx — t?:;“) Fo (T)

CJ IS

(tmex — ) [Dy) [Bu) ¢ (5.48)

A tensao média efetiva é determinada através do método de Sines, onde, para o caso

bidimensional, é dada por:

1 (Omes + Tmyy)
Sy = atrlon (o)) = 72 (5.49)
Denotando
e = (1,1,0) (5.50)
e observando-se, que a matriz constitutiva é simétrica, ou seja, []TDO} = []TJ)O}T, pode-se
escrever:
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Entao, a tensao média efetiva é determinada por:

. 1

Sm = ﬁ”[am(ﬂ)]
1 —

= p_<etra0m>

1 : _
= pnpz (tlz;l;llax + t;?;n) <€t7‘7 |:]D)0:| [Bu] Cje>
(Lo + o)

= (B [B] e 7 (5:52)

A tensao alternada efetiva, pelo método de Sines para o caso bidimensional, é deter-

minada por:

SF = — = \/ 2w T 0% = OazaOayy + 302, (5.53)

Aqui, observa-se que a tensao [O’a]e , clevada ao quadrado pode ser representada por:
0
0 | Go.00 =[H] .04 (5.54)
3

Entao, a tensao alternada efetiva é obtida por:

[Oaleq

1
ul
1

— /[H]Gats

p77

1

_ _p _ pmin] \/ {[H . [D,) (B ¢} (5.55)

p’72

tmax tmln ~
M Uit \/ (] [D,] [B.) ¢t |
|tmax tmln

] !ﬁ

onde
[Q] = [B.]" [D.] [H] [D,] [B.] (5.56)

e Restrigao hsy_1(pg, U, (7)) para p = 1..n,

O objetivo, agora é determinar a restrigao:

{Qip/g < (§N _1> —5(1—p)> dQ}r (5.57)

Cada patch representa uma uniao de elementos finitos. Utilizando uma funcao
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auxiliar, procederemos da seguinte forma:

S '
aur = v — 1] —e(l—-p)) dQ. (5.58)
S (G )wmn) o

Q= { /Q e 1dQe} (5.59)

ecJ(®)

Entao, a restricao é calculada pela expressao:

bapes(7. 0 9) = { G | (5.60)

Calculando o termo entre chaves, temos:

{} = /Q< (gN 1) (1—p)> ig)
= 296/(1) /3*‘ <,0 (%-1) —6(1—p)> dCdn. (5.61)

O procedimento de integragao numérica fornece:

- i < Czﬂ?@ (%}Z\;nl) - 1) - (1 - P (Cmnz))> 2Qewi (562)

Os passos seguintes do procedimento sao os mesmos do cédlculo anterior.

e Restricao hs,(g, U, (7)) para p =1..n,

Deseja-se calcular agora, a restricao

(LGS ) o

Cada patch representa uma uniao de elementos finitos. Utilizando uma funcao

auxiliar, procederemos da seguinte forma:

aur = Y {/ <p (%—%—1) —5(1—p)>rd96} (5.63)

ecJ(®)

Q= { /Q e 1dQe} (5.64)

ecJ(®)
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Entao, a restricao é calculada pela expressao:
o aux
b ) = { 5} (5.69)
P

Faz-se necessdrio, entao, determinar:

{} = /< <S* i* —1)—5(1—p)>rdQ
_ 2@/ /1<< ( S i:—l)—e(l—p)>rdg‘dn. (5.66)

O procedimento de integracao numeérica fornece:

—Z< (G (B St ) o (o)) 200 67

Oy Oy

Os passos seguintes do procedimento sao os mesmos utilizados no calculo da primeira

restricao de fadiga.

5.3 Resultados obtidos - Mecanismos Flexiveis com

restricao nas tensoes de fadiga

Nos exemplos apresentados no capitulo anterior, os mecanismos foram projetados con-
siderando apenas uma restricao de quantidade de material. No entanto, do ponto de vista
prético, este tipo de critério de projeto nao garante a resisténcia do mecanismo em servico,
pois desconsidera qualquer critério de falha do material, seja falha estatica ou falha por

fadiga.

5.4 Exemplo 1: Mecanismo inversor de deslocamento

A Fig. 5.3 apresenta o dominio inicial de projeto do mecanismo flexivel. Trata-se de um
atuador simples que inverte a forca aplicada em uma direcao, produzindo um desloca-
mento em uma diregao contraria. O mecanismo apresenta simetria em relagao a diregao
horizontal. Para simular esta simetria, o lado inferior do dominio tem os nés restringidos
na diregao vertical. O dominio é discretizado em uma malha com 1800 elementos e 900
nés, ver Fig. 5.4. A distribuicao do critério de falha estd ilustrada nas Figs. 5.6, 5.7 e
5.8. Pode-se observar que houve violacoes nos critérios de falha. Na fungao de falha hy

houve uma violagao de 2,19 % e em hs de 6,28 %.
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Figura 5.3: Dominio inicial do projeto do mecanismo inversor de deslocamento
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Figura 5.4: Discretizacao do dominio do projeto: malha com 1900 elementos e 900 nés

Figura 5.5: Inversor de deslocamento
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h1

i 0.91676
I 081421
r 0.71306
- 06112
- 0.50935
040749
- 0.305964

0.20378
010193
§.4333e-03

Figura 5.6: Fungao de falha hl

h2

 1.0219
I 0.9084
r 0.79485
- 068131
r 0.56777
r 045422
- 0.34068

022713
011359
5 6222e-05

Figura 5.7: Funcao de falha h2

h3

j 1.0628
I 093648
$0.81013
- 0.BB363
- 0.9573
- 043118
- 0.30485

017852
0052199
-0.074115

Figura 5.8: Funcgao de falha h3



Capitulo 5 - Projeto Otimo com Restri¢do de Fadiga 144

5.5 Exemplo 2: Mecanismo de agarrar

A Fig. 5.9 mostra o dominio inicial de projeto de um mecanismo de agarre. Uma forca
distribuida horizontal para a esquerda aplicada na regiao inferior do dominio provoca um
deslocamento para baixo em outra regiao, conforme mostra a Fig. 5.9. O dominio foi
discretizado em uma malha de 1900 elementos e 900 nés, ver Fig. 5.10. O mecanismo é

simétrico e apenas metade do dominio foi discretizado.

60
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10 Il
Deslocamento
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Figura 5.9: Dominio inicial do projeto: mecanismo de agarrar

Figura 5.10: Discretizacao do dominio: 1900 elementos e 900 nés
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*

i1

I 086944
r 0.77889
- D.AREI3
r 088777
1 044722
- 0.33666

0.2261
011555
0.005

Figura 5.11: Topologia étima final do mecanismo de agarrar

As Figs. 5.12, 5.13 e 5.14 apresentam a distribui¢ao dos critérios de falha correspon-
dentes as restricoes g1, g2 e g3. Neste ponto, pode-se verificar a ocorréncia de uma violagao
maxima de 45,14 % na funcao de falha h;. No entanto, as violagdes ocorreram em poucos
elementos, o que indica a necessidade de refinar a malha nas regioes onde ocorreram as

violagoes, de modo a caracterizar melhor o estado de tensoes.

h1

i 1.4514
I 1.2902
r1.1289
- 096763
- 080636
r 0.64909
- 0.48381

0.32254
0.16127
9.0686e-08

Figura 5.12: Funcao de falha hl
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h2

j 0.94572
I 0.84064
0.73558
- 0.63048

- 0.5254
1 042032
- 0531524
0.21018

0.10508
6.1831e-06

Figura 5.13: Funcao de falha h2

h3

i 0.8013
I 0.78551
066972

- 0.50394

- 043815

032236

- 0.20857
0.080786
-0.025002
-0.14078

Figura 5.14: Funcao de falha h3

5.6 Exemplo 3: Mecanismo de esmagamento I

O dominio inicial do projeto estd ilustrado na Fig. 5.15. Este exemplo é similar ao
mecanismo proposto por Nishiwaki et al. (1998). Uma forga distribuida na parte superior
direita do dominio gera um deslocamento na parte inferior. O dominio foi discretizado
numa malha de 1900 elementos e 900 nés, ver Fig. 5.16. A topologia 6tima do mecanismo
estd mostrada na Fig. 5.17. O resultado obtido ¢ similar ao de Nishiwaki et al. (1998). A
distribuicao das fungoes de falha estao apresentadas nas Figs. 5.18, 5.19 e 5.20. Pode-se
observar uma violagao pontual maxima de 21,99 % na funcao de falha hq, 13,52 % em hy
e de 7,88 % em hs.
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Figura 5.15: Dominio inicial do projeto

Figura 5.16: Discretizacao do dominio: malha com 1900 elementos e 900 nés
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i 1
I 0.606944
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Figura 5.17: Topologia 6tima final
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h1

i 1.2183
I 1.0844
r 0.94884
- 061331
r 067778
r 0.54223
- 040872

027118
013566
000014015

Figura 5.18: Fungao de falha hl

012621
9.5555e-08

> hz
11352
I 1.0091
| 0saoa7
- 075685
- 063072
| 050459
- 057847
I 025234

Figura 5.19: Fungao de falha h2

J

| J h3
- : 1.0783
I 0.94553
! 081228
- 067904
- 05458
L 041286
L 027832
0.14808
0.01284

-0.12038

Figura 5.20: Funcao de falha h3
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5.7 Exemplo 4: Mecanismo de esmagamento 11

Este exemplo é similar ao projeto proposto por Sigmund (1997). O material base uti-
lizado para este mecanismo ¢ o Nylon 6 seco?, que possue médulo de Young E = 3G Pa,
coeficiente de Poison v = 0,41, tensao de escoamento o, = 90 M Pa e tensao de ruptura
0. = 103 M Pa. Utilizaremos como valor de tensao limite de fadiga S}V = 51,5 M Pa,
que corresponde a metade do valor da tensao de ruptura do material. O dominio inicial
é apresentado na Fig. 5.21. O dominio foi discretizado com uma malha de 2211 elemen-
tos e 1127 nés. Como o mecanismo proposto é simétrico, apenas metade do dominio é
discretizada. A topologia 6tima do mecanismo estd mostrada na Fig. 5.23. O resultado
obtido é similar ao obtido por Sigmund (1997). A distribuicao das fungoes de falha estao
apresentadas nas Figs. 5.24, 5.25 e 5.26. Este mecanismo apresentou os valores altos de
violacao do critério de falha. Deve-se ressaltar a necessidade de efetuar o refino da malha
nas regioes onde ocorrem as violagoes. Conforme os resultados apresentados em Costa
Jr. (2003), a violagao dos critérios de falha é drasticamente reduzida com o emprego da

estratégia de refino h—adaptativo.
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Figura 5.21: Dominio inicial do projeto

?Propriedades do material extraidas de Dowling (1999).
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Figura 5.22: Dominio discretizado: malha com 2122 elementos e 1127 nés

¢

k3

i1

I 0.55944
077689
- 0.66633
- 0.85777
r 044722
- 0.33666

0.2261
0115585
0.005

Figura 5.23: Topologia 6tima obtida

h1

j 14513
I 1.2901
+1.1289
- 0.96769
- 0.60647
- 0.64525
- 048404

0.32282
01618
0.00039787

Figura 5.24: Funcao de falha hl
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h2

j 1.8005
I 1.6006
- 1.4007
- 1.2008
- 1.0009
- 0.80054
- 060102

04011
0.20118
0.0012796

Figura 5.25: Funcao de falha h2

h3

j 2.0273
I 1.76863

T 1.5452

- 1.3041

- 1.063

- n.e187

- 0.58078

0.33969
0.086591
-0.14248

Figura 5.26: Funcao de falha h3

A Tabela 6.2 mostra os resultados numéricos obtidos nos exemplos propostos. Em
todos os mecanismos foi utilizada uma rigidez de mola distribuida de ks = 10 N/mm. A

forga concentrada equivalente Fs (forga de resposta) é obtida multiplicando-se o desloca-

mento na saida |Ag| pela rigidez de mola distribuida.

Tabela 6.1

Dados obtidos nos exemplos de mecanismos

Exemplos tmax [N/mm] Fy [N] |Ap| [mm] |Ag| [mm] Ay Agl
Inversor 18 1,3 0,08 0,04 2:1
Agarre 15 7,0 0,28 0,14 2:1
Esmagamento I 15 7,2 0,46 0,18 5:2
Esmagamento 11 20 3,1 0,19 0,11 2:1
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5.8 Conclusoes

O procedimento para o projeto de mecanimos flexiveis incorporando restricoes de fadiga
mostrou-se efetivo e robusto para a obtencao de topologias 6timas. A incorporacao de
um critério de fadiga torna o projeto muito mais realistico do ponto de vista pratico,
pois garante a nao ocorréncia de falha em servigo devido & solicitagoes oscilantes de
carregamento.

A imposicao das restrigoes locais foi viabilizada devido o emprego de uma nova pro-
posta denominada de patches nodais. Segundo esta técnica, a violagao das restrigoes
locais é avaliada em conjuntos de elementos (patches) adjuntos aos nés, o que permite
uma reducgao dréstica do niimero de restrigoes do problema de otimizacao.

A violagao das funcgoes de falha foi verificada em alguns projetos. No entanto, a
violacao ocorreu em apenas alguns elementos da malha, o que indica a necessidade de
refinar a malha nestas regioes para melhor caracterizar o estado de tensoes. No trabalho
de Costa Jr. (2003) verificou-se que a violagao das restrigoes locais pode ser drasticamente
reduzida mediante a utilizacao de uma estratégia de refino h—adaptativo.

Deve-se ressaltar que a ocorréncia de pequenas violagoes do critério de falha sao es-
peradas, devido ao fato que o algoritmo de otimizacao atua com penalizagao externa.
Conforme Martinez (1995), "a solu¢do de um problema penalizado externamente estd,
geralmente, fora do conjunto factivel, mas se aproxima dele quando o termo de penaliza-
cao é muito grande".

O emprego do refino h—adaptativo no projeto topolégico de mecanismos flexiveis com
restricoes de fadiga requer bastante cautela. Observou-se nos resultados parciais, que a
topologia do mecanismo muda continuamente no decorrer das iteracoes do algoritmo de
otimizacao. Isto revela que o refino sé deve ser realizado quando a topologia se mantiver
"fixa", ou seja, apds a convergéncia no procedimento de otimizacao. Caso contrario,
corre-se o risco de refinar elementos que nao contribuirao para melhorar a definicao do

contorno do mecanismo.
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O procedimento proposto neste trabalho para o projeto de mecanismos flexiveis utilizando
o método de otimizagao topoldgica mostrou-se eficiente e apto a capturar o complexo
comportamento eldstico desta categoria de mecanismos. Alguns exemplos de leiautes de
mecanismos flexiveis obtidos com o procedimento sao similares aos mecanismos encontra-
dos em artigos cientificos da drea, o que pode validar a formulacao empregada.

A otimizacgao topoldgica ajusta-se bem a este tipo de problema de projeto e se destaca
como o método mais genérico e sistemédtico para a obtencao de leiautes de mecanismos
flexiveis com flexibilidade distribuida. O procedimento de otimizacao aliado & uma es-
tratégia de refino h—adaptativo da malha de elementos finitos proporciona um leiaute
definido e sem o alto custo computacional de uma malha muito refinada.

Os resultados apresentados também demonstraram que o procedimento pode ser apli-
cado & sintese de mecanismos com movimentos complexos ou mesmo, mecanismos que
estejam contidos em dominios irregulares. Esta caracteristica é importante, pois em situ-
acoes praticas, os mecanismos podem ter que dividir espaco com outras pecas e, nestas
circunstancias, encontrar a topologia do mecanismo pode ser uma tarefa bastante dificil
para o projetista. O projeto em dominios irregulares de um modo geral necessita de um
tempo maior para convergir e em muitos casos, conforme o grau de irregularidades, o
algoritmo pode vir a falhar. Por este motivo, neste trabalho, optou-se pela utilizacao de
dominios de projeto regulares.

A consideracao das tensoes é fundamental para o projeto de mecanismos flexiveis que
nao falhem em servico e sejam, portanto, vidveis do ponto de vista pratico. No entanto,
a incorporacao de restricoes de tensoes nos problemas de otimizacao topolégica ¢ um
tema delicado, devido ao fendmeno da singularidade nas tensoes e ao grande nimero de
restrigoes que se adicionam ao problema, o que aumenta enormemente o custo computa-
cional do procedimento.

Neste trabalho foram apresentados alguns exemplos de projetos de mecanismos com
critério de falha por fadiga. A abordagem de fadiga foi a mesma que tradicionalmente

aplica-se para os metais. Deve-se ressaltar que os materiais flexiveis, tais como os plés-
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ticos e as borrachas, apresentam caracteristicas bastante distintas dos metais em relacao
ao fendmeno de fadiga. Pode-se destacar, por exemplo, o comportamento viscoeldstico,
a fluéncia, a relaxacao de tensao, a dependéncia da temperatura, entre outros fatores.
A incorporacao do critério de fadiga neste trabalho busca mostrar o grande potencial
desta ferramenta em futuras implementacoes que apresentem, entao, um modelamento
matemadtico cada vez mais préximo do comportamento real dos materiais flexiveis.

Foram observadas violagoes no critério de falha por fadiga em alguns dos projetos.
Isto ocorreu devido a nao realizacao do refino h—adaptativo da malha para o projeto
com restrigoes de fadiga. As tensoes foram avaliadas em conjuntos de elementos adjuntos
aos noés, os quais denominamos de patches nodais. Esta forma de imposicao de restrigao
reduziu drasticamente o custo computacional do procedimento. Para assegurar a nao vi-
olagao local da restricao é necessdario refinar os elementos cujos nés apresentem violacao.
Tais violagoes ocorreram em poucos elementos da malha e, portanto, nao ha a neces-
sidade de empregar um refino rigoroso, o que tornaria a imposicao de restricoes locais
novamente invidvel. No trabalho de Costa Jr. (2003), que também abordou restri¢oes
locais, verificou-se que a aplicacao do refino h—adaptativo reduziu para menos de 3%
a violacao das restrigoes locais. Deve ser ressaltado que uma pequena violagao sempre
ird ocorrer devido ao emprego do método de otimizacao com penalizacao externa. Em
trabalhos futuros serd implementado o refino h—adaptativo para este caso de projeto.

O custo computacional envolvido na otimizacao topoldgica que incorpora restri¢coes nas
tensoes ainda é alto. Talvez este item apenas seja resolvido com inovacoes significativas na
drea dos processadores, de modo que estes oferecam maior velocidade de processamento
e possibilitem maior robustez nos algoritmos de otimizagao para problemas de grande
porte.

Algumas possibilidades para trabalhos futuros incluem:

e incorporar a andlise nao-linear, que é necessdria para estudar mecanismos que atuem

com grandes deslocamentos, como ¢ o caso do alicate;

e incorporar os efeitos de temperatura, o que é muito importante quando se lida com

materiais cujo comportamento dependa deste fator;

e projetar mecanismos com multiplas entradas e saidas, para permitir o desenvolvi-

mento de mecanismos que executem mais de uma fungao;
e estudar o comportamento dindmico dos mecanismos flexiveis;

e projetar mecanismos flexiveis para atuar em conjunto com materiais piezoelétricos,

formando os denominados atuadores flextensionais.

Além disto, outras formulacoes para o problema de projeto podem ser testadas e ainda

novas restricoes podem ser incorporadas para o desenvolvimento de mecanismos com
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caracteristicas especiais. Algumas restricoes podem permitir, por exemplo, um controle
mais rigoroso sobre as direcoes de deslocamento, ou entao, a obtencao de frequéncias

naturais de vibragao mais favordveis ao desempenho do mecanismo.
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Apéndice A
Descricao do Procedimento

O desenvolvimento de cada projeto de mecanismo flexivel pode ser dividido, de forma

geral, em trés etapas bésicas:

e Pré-processamento;
e Processamento;

e Pos processamento.

A etapa de pré-processamento compreende a definicao do dominio do projeto, condigoes
de contorno (deslocamento prescrito, carregamento, molas), informagoes sobre as pro-
priedades do material e da mola, e discretizacao do dominio em uma malha de elementos
finitos. Todas estas informagoes sao geradas através da interface grafica de um software
comercial de pré-processamento escolhido (GID, PATRAN, ANSYS, etc.). Munido de
todos os dados referentes ao problema, o software gera um arquivo de texto input.dat,
que serd a entrada de dados do programa em Fortran (na etapa de processamento).
Neste trabalho foram utilizados dois softwares para o pré-processamento: o GID 7.2 e o
PATRAN 2004.

O GID foi utilizado inicialmente devido & sua simplicidade, mas foi substituido poste-
riormente pelo PATRAN que é muito mais robusto e oferece recursos importantes como
a otimizacao da largura de banda da matriz de rigidez e o refino h—adaptativo da malha
de elementos finitos.

Para o PATRAN gerar o arquivo de texto input.dat no formato requerido para o
processamento foi criado um programa em linguagem PCL (Patran Command Language)
que é responséavel pelo gerenciamento dos dados. Maiores informacoes sobre a linguagem
PCL podem ser obtidas consultando o Manual de Referéncia do software. As rotinas
de programagao para o refino h—adaptativo (tanto em linguagem FORTRAN quanto em
PCL) foram extraidas e adaptadas do trabalho de COSTA Jr (2003). A Fig. A.1 ilustra

o procedimento.
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POS-PROCESSAMENTO | g— Resultados
parciais

4 gid.res

G A

Ibc.pcl

¢ Nao

— PRE-PROCESSAMENTO
Sim

> G—» PROCESSAMENTO

input.dat

Figura A.1: Etapas do projeto de mecanismos flexiveis

O arquivo input.dat contém todas as informagoes referentes a malha de elementos fini-
tos tais como: nimero de elementos, niimero de nés, coordenadas dos nés, conectividades,
graus de liberdade dos nds; assim como as condigoes de contorno (carregamentos) e mo-
las (nimero de molas, cossenos diretores, rigidez da mola, for¢a admissivel). A seguir é

apresentado um exemplo de arquivo input.dat.

Jicontrol
Jicontrol.header
Arquivo gerado pelo PATRAN 2004

Y%control.data
1499 1 1 1 0

Ymnodes

%nodes.data

1 3.0000000e+001  1.5000000e+001 O0.0E+0 O O O
2  2.9400000e+001  1.5000000e+001 O0.0E+0 O O O
3 3.0000000e+001  1.4400000e+001 0.0E+0 O O O
4 2.9466987e+001  1.4150000e+001 0.0E+0 1 1 O
5 2.8960770e+001  1.4400000e+001 O0.0E+0 1 1 O
6 2.8800000e+001  1.5000000e+001 O0.0E+0 O O O
7 3.0000000e+001  1.3800000e+001 0.0E+0 1 0O O
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%element
’ielement .num.groups
15
%element.set.control
2846 3 2 0

%element.set.dof
1 2

%element.set.data

677
636
621
621
608
608
594

~N O Ok W N

%ConcentratedLoadData

1

%nod,idirn,fload

1499 1 -500.0d+00

%ConcentratedSpringsData
1

%nod,Es,Ks,Fadm
578 1.0d4+00 0.0d+00

Ymaterial

661
661
661
648
648
635
635

100.0d+00 50000.0d4+00

636
621
648
608
635
594
623

e e e e

e
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Jmaterial.group.num_col_data
2
Jmaterial .temperature
0.0000000
Jmaterial.properties
0.21000E+06 0.30000E+00 0.15000E+00

A etapa de processamento é realizada no programa desenvolvido em linguagem Fortran
orientada ao objeto. A linguagem orientada ao objeto permitiu a utilizacao de muitas
rotinas ja implementadas em trabalhos anteriores, que foram desenvolvidas no grupo de
pesquisa, tais como as rotinas de elementos finitos e de otimizacao.

O Fluxograma A.2 ilustra as atividades bésicas do programa.
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/7 Inicio \
o /

Leitura da Entrada de Dados

Montagem de Matrizes e
Vetores fixos

Estimativa Inicial das variaveis
de projeto

Analise de Elementos Finitos

Analise de Sensibilidade

Otimizagao

Convergiu?

Sim

Apresentar resultados
P6s-processamento

=

Figura A.2: Fluxograma bésico da etapa de processamento

O programa principal denominado main utiliza varias classes. Uma classe unifica um
novo tipo de entidade e suporta dados que representam seu estado com rotinas (fungoes
e subrotinas) que acessam e/ou modificam estes dados. Em outras palavras, cada classe
tem o tipo de dado e especificagoes para definir o objeto e a funcionalidade para efetuar

determinada computacao.
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Inicialmente o main seleciona as classes que serao utilizadas e dentro destas classes

também sao selecionadas quais subrotinas e funcoes que estao disponibilizadas no pro-

grama.

As varidveis de projeto (densidades nodais), limites de caixa, e deslocamento sao

definidas como ponteiros, o que oferece uma alternativa mais flexivel para alocar listas,

criar e manipular listas acopladas e outras estruturas de dados dinamicas.

O programa principal desenvolve basicamente as seguintes agoes:

10.

11.

. Leitura de dados do arquivo input.dat para a andlise estrutural.

Captura a informacao de banco de dados associada com os dados do grupo do

elemento.
Captura a informacao de banco de dados associada com os dados de controle global.
Inicializa o parametro de relaxacao de tensao.

Captura informagoes sobre a malha: nimero total de nés, nimero de graus de

liberdade.

Aloca memdria para o vetor dos valores iniciais das varidveis de projeto, os vetores

dos limites laterais e para o vetor deslocamento.

Atribue um valor inicial para as varidveis de projeto (densidades nodais).

. Fixa uma tolerancia para a convergéncia do solver utilizado na otimizacao.

Chama o solver usado para a otimizagao. Foram utilizados os algoritmos de regioes
de confianga (Krajnc, 2001; Martinez, 2002), e o do Método de Assintotas Méveis
proposto por Svanberg (1987).

Gera a malha de elementos finitos a ser utilizada na etapa de posprocessamento.

Determina o campo de deslocamento.
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Algoritmo de Otimizacao

Com a aplicacao do Método do Lagrangeano Aumentado, o problema de otimizagao de
leiaute reduz-se a solucao de uma seqiiéncia de problemas de otimizacao com restrigoes
de caixa, a qual é resolvida por um método de projecao de segunda ordem que usa um
método de Quase-Newton sem memdria. Aqui se faz alguns comentérios sobre o método
do Lagrangeano Aumentado e uma descricao da dire¢ao de descida adotada no algoritmo

de minimizacao.

B.1 O problema de otimizacao

O problema de otimizacao em sua forma geral pode ser expresso da seguinte maneira:

min f(z)
sujeito a hj(z) = 0, J=12 .. n, (B.1)
g(z) < 0, k=12..ng

onde * = {xy,xy,...,x3} s@0 as varidveis de projeto e n, e n, sdo respectivamente, o
numero de restrigoes de igualdade e de restricoes de desigualdade.

A primeira abordagem para lidar com este problema é baseada na idéia de uma descida
iterativa confinada no conjunto restricao. Dado um ponto vidvel z;, uma direcao de
descida dj, ¢ escolhida de tal forma que satisfaca a condicdo de descida Vf (x3) d < 0
e a condicao xp + ady : vidvel para todo passo a positivo e suficientemente pequeno.
Uma busca ao longo da linha {z; + ady | @ > 0} produz um novo ponto candidato
Tpy1 = T + ady que satisfaz f(zr1) < f(zx). H& varios métodos de diregao vidvel que
seguem esta idéia, tais como Frank-Wolfe, Zoutendijc, Rosen, Goldstein, entre outros.
Estes métodos possuem versoes mais sofisticadas e sao muito populares para problemas
com restrigoes lineares. No entanto, sao incapazes de lidar com restricoes de igualdade

nao lineares e inadequados para restricoes de desigualdade nao lineares.
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Uma segunda abordagem baseia-se na possibilidade de resolver um sistema de equacoes
e possivelmente inequacoes que constituem as condigoes necessarias de otimalidade para
o problema de otimizacao.

Usando as condicoes de Kuhn-Tucker pode-se estabelecer um teste a ser aplicado ao
ponto candidato para verificar se este trata-se de um minimo resolvendo um conjunto de
equacoes nao-lineares. Para problemas de minimizacao convexa, as condigoes necessdrias
de Kuhn-Tucker sao também suficientes e qualquer minimo local é também global. Para

problemas com restrigoes de igualdade, estas condigoes sao:

V.L(x,\) = Vf(z)+Vh(z)A=0 (B.2)
VaL(x,\) = h(x)= (B.3)

onde L ¢é a funcao Lagrangeana:

L(x,\) = f () + Nh(2) (B.4)

Um caracteristica distinta desta abordagem é que o multiplicador de Lagrange A é
tratado em uma base igual com o vetor x. Iteracoes sao realizadas simultaneamente em
x e A, contrastando com a abordagem de descida onde apenas x é iterado. Algoritmos
deste tipo sao as vezes denominados métodos Lagrangeanos, ver Bertsekas (1982).

Uma terceira abordagem é baseada na eliminacao das restri¢oes através do uso de
fungbes de penalidade. Estas fun¢oes permitem que a nao satisfagdo (ou o "risco de
nao satisfagdo") de uma restri¢ao é sancionada com o acréscimo da func¢ao objetivo, de
maneira que a funcao que define a restricao é eliminada como tal e substituida por um
termo introduzido no objetivo.

Na "penalizagao interna"a funcao objetivo é modificada adicionando-se um termo
funcional que tende a infinito quando o ponto se aproxima da fronteira do conjunto factivel.
Estes métodos sao também conhecidos como métodos de barreira, pois uma espécie de
barreira é construida ao redor da regiao factivel.

Na "penalizacao externa'acrescenta-se um termo funcional na fungao objetivo no qual
o custo aumenta se hd uma violacao da restricdo. A solucao do problema penalizado
externamente estd geralmente, fora do conjunto factivel, mas tende a se aproximar deste,
a medida que o termo de penalizacao aumenta.

O inconveniente da penalizacao é que quando esta atinge valores elevados, o problema
torna-se mal comportado em termos de convergéncia. Além disto, a estrutura do problema
é transtornada quando se soma uma restricao a funcao objetivo modificando a fisionomia
deste. Por outro lado, os métodos de penalizagao sao de facil implementagao, se adaptam
a problemas de grande porte e tem a capacidade de se enriquecer automaticamente com os

progressos na realizacao do procedimento de otimizagao de problemas mais simples. Um
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estudo mais aprofundado pode ser encontrado em Martinez & Santos (1995), Bertsekas
(1982).

B.2 Meétodo do Lagrangeano Aumentado

Neste trabalho, utilizaremos o método do Lagrangeano Aumentado para resolver o pro-
blema de otimizacao. O Lagrangeano Aumentado é baseado nos métodos de penalidade
quadrética e no uso dos multiplicadores de Lagrange, os quais visam transformar um
problema de otimizagao restrito em uma seqiiéncia de subproblemas irrestritos por meio
de penalizagoes das violagoes das restricoes. Este método tem por objetivo conciliar dois
aspectos: contornar o mal condicionamento proveniente de penalizagoes elevadas e evitar
a perda de estrutura de minimizagao (Martinez, 1995).

Os métodos do Lagrangeano Aumentado foram sugeridos independentemente por
Hestenes (1969) e Powell (1978). Sao algoritmos do tipo primal-dual, cujas iteragdes
iniciam-se considerando um conjunto de multiplicadores (varidveis duais), os quais sdo
utilizados como pesos sobre as penalizacoes das restricoes. Todo o processo de céalculo
computacional é realizado no espaco primal buscando a minimizagao do funcional objetivo
penalizado (Lagrangeano Aumentado).

O procedimento comum para a solucao do problema de minimizacao é usar um processo
iterativo onde, a cada iteracao, se resolve um subproblema irrestrito, onde os pardmetros
de penalizacao e os multiplicadores de Lagrange permanecem constantes. Os multipli-

k¥ sao adequadamente atualizados

cadores de Lagrange ;¥ e o parametro de penalizacdo e
em cada k — ésimo subproblema do processo, até que se alcance a convergéncia.

O parametro de penalidade é atualizado segundo o seguinte esquema:

et _ { vek,  se € < equ, paraalgum y € (0,1) (B.5)

€crit,  CasO contrario

onde o parametro de penalidade inicial €* e o escalar v dependem do problema especifico e
sao determinados empiricamente mediante testes computacionais. A escolha inadequada
destes parametros pode dificultar a convergéncia do algoritmo.

O esquema de atualizacao dos multiplicadores de Lagrange utilizado neste trabalho é

dado por:

1 - — —
M?H = max {0; 1l + e—khj (P, U, (p))} (B.6)

O valor inicial do vetor dos multiplicadores de Lagrange ¢é zero.
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B.3 Meétodo do Gradiente Projetado

O método de projecao a ser considerado é caracterizado por iteragoes cujos movimentos
sao nas direcoes de descida, os quais sao restringidos a residirem em dominios poliédricos.
Conseqiientemente os pontos obtidos ao longo do processo iterativo sao factiveis e o valor
da funcao objetivo decresce constantemente.

Para descrever o processo, considera-se o seguinte problema de otimizacao com re-

strigoes do tipo caixa:

min f(x) (B.7)

sujeito a

rt < g <2 i=1,..,m (B.8)

)

Seja x* um ponto factivel, da k—ésima iteracao do problema de otimizacao, o qual
tem associado q restrigoes de desigualdade ativas. Definem-se por restricoes ativas, as

restricoes de desigualdade lateral que satisfazem:

|z — x| < tolg
ou (B.9)

|z, — 27" < tolg,i =1,...,m.

As restrigoes laterais podem ser expressas como:

Goim1 (x) = xinf —x; <0
go; (X) = T; — Iiup S 0 (B]_O)
logo,
0G9;i—
gl. - = =0y Vw1 = —e; (B.11)
092i

Define-se também a matriz [N,] composta pelos gradientes das restrigdes ativas, i.e.,

O método do gradiente projetado consiste basicamente em partir de x* e determinar

x*+1 através de uma iteracdo do tipo direcao de descida:
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xFh = xF 4 afs (B.14)

onde o* é o comprimento do passo ao longo da direcdo de descida s*, associada & k—ésima
iteracao. Desta forma, o problema consiste principalmente na determinacao de uma di-
regdo de descida s que produz a méxima diminuigdo em f (x) para um passo unitério,
(HSHM = /(s,[M]s) = 1, dependente da métrica utilizada), no subespago das restrigoes

ativas, i.e.

min {(s, Vf) + p((s,[M]s) — 1)} (B.15)

sendo que [M] é simétrica e positiva definida. Em adigdo, como o problema contém
restricoes, impoe-se que s* pertenca & intersecao dos hiperplanos associados as restricoes

ativas. Logo,

N, s=0 (B.16)

Como resultado, o conjunto de restricdes ativas permanece ativo em x**1. A direcdo

de descida a que faremos uso serd dada por

k 1 1 K
=~ [P MV () (B.17)

onde [P, é o operador projecao obliquo.

B.4 Determinacao do operador projecao obliquo -
Py

A fungao Lagrangiana associada ao problema de minimizagao com restricao, definido em
B.15 e B.16, é dada por:

L (s, A) = (8, V) + s (s, M s) = 1) + (A, [N]"'s) (B.18)

Aplicando as condigoes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker associadas

ao problema obtém-se:

OL 1

3 = 0ns=g MITH{VI-INJA) (B.19)
oL

oy = 0 (s M]s) = (B.20)
oL _ . IN,J"s=0 (B.21)

Ok
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Agora, de acordo com as Egs. B.21 e B.19 deriva-se:

A={Ng ™ NG N v s (B.22)

Além disso, [M]s - s = 1, substituindo o valor de s dado pela eq. (a.13), tem-se que:

p=5 (M (V] — N0} (V7 [N A (B.23)
ou ainda,
p= 5 IV = N ALy (B.21)
onde:
Ml = /s e whye = M vew (B.25)

Substituindo as Eqs. B.22 e B.24 na defini¢ao do vetor s dado na Eq. B.19, obtém-se:

1

o P,V (B.26)

S =
onde o operador projecdo obliquo [P,], ponderado por [M] ™", ¢ dado por:

Py = 11— M) N { N M) NN (B.27)

sendo [I| a matriz identidade.

B.5 Aproximacao Quase-Newton

Aqui é considerado que a aproximagao da matriz Hessiana é denotada por [M]. A sua

respectiva inversa pode ser aproximada por:

BFGS] _ BFGS (v, [SkBFGS] i) | [di ® di]
Se] = [ + {1 " (di, yx) } (di, yr)
[dk ® Yk] [SkBFGS} [SEFGS} [Yk ® dk]
N (di, yx) - (di, yr) (B.28)

caso contrario [SEF®S] = [I]. Aqui, define-se y; =

se (A%, VF) < —e73 ||dlf, ||V f*
Vfir1 — Vi edp = x40 — Xy

I



