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RESUMO: Este trabalho aborda o desenvolvimento e a implementacdo computacional de
formulagdes conformes e ndo-conformes para realizar o movimento em maquinas elétricas
rotativas, com interpolagdo de primeira ordem e ordem elevada, de forma a estudar o
desempenho destas formulagdes na precisao do calculo do torque e da forga eletromotriz
para deslocamentos pequenos do rotor em relacdo a dimensao dos elementos no entreferro.
As formulagdes implementadas computacionalmente para a modelagem do movimento
(Banda de Movimento, Mortar e Multiplicadores de Lagrange) sdo testadas em trés
maquinas levando em consideragdo a discretizagdo, a ordem de interpolagdo e a dimensdo

do entreferro de forma a obter-se a precisdo e velocidade de célculo de cada método.
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ABSTRACT: This work presents the development and the computational implementation
of the conforming and non-conforming formulations to perform the movement on
electrical machines, with first and high order interpolation, in order to study the behavior
of these formulations on the accuracy of torque and electromotive force results for small
displacements of the rotor. The implemented computational formulations to the movement
modeling (Moving Band, Mortar Element Method and Lagrange Multipliers) are tested in
three electrical machines taking into account the discretization, the interpolation order and
the air-gap dimension in order to obtain the accuracy and the required computational time

of each method.
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Operador variacao

Area do segmento s;
Componente do vetor A—S; na diregdo Ox
Componente do vetor A—S, na direcdo Oy

Forga na direg@o Ox atuando no segmento s;

Forg¢a na direg@o 0y atuando no segmento s;
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Deslocamento do rotor [graus]
Abertura angular de uma aresta dos elementos da Banda de Movimento (ou de uma
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Angulos do segmento de intersec¢ao entre uma aresta escrava a, € uma aresta mestre
a,, em [ [radianos]
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eixo de rotagdo da maquina [radianos]
Variavel independente de integragdo tomada a partir do eixo y em relagdo ao eixo
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Multiplicador de Lagrange
Multiplicador de Lagrange no n6 j de /(<2
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Subdominio rotor
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Campo magnético [A/m]
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Vetor que conecta a origem (eixo de rotagdo) ao ponto médio do segmento s; [m]

Vetor normal a area A4S, do segmento s;
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> |

Vetor dos potenciais dos n6s no dominio £2

Vetor de variaveis generalizadas para a aproximagdo do potencial vetor

Vetor dos potenciais vetores nos nds no dominio £2 =€ (2, que ndo pertencem a
interface /7<)

Vetor dos potenciais dos nds pertencentes ao subdominio (2,
Vetor dos potenciais dos nds pertencentes ao sub dominio (2,
Vetor dos potenciais vetores dos nds pertencentes a /7{£2,)
Vetor dos potenciais vetores dos nds pertencentes a /{£2,)

Vetor dos potenciais vetores nos nds em £2, que nio pertencem a /(€2,)
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Vetor dos potenciais vetores nos noés em (2, que nao pertencem a /{£2,)

Vetor de potenciais nos nés do elemento completo e

Vetor dos potenciais vetores nos nds no elemento finito e
Vetor de variaveis hermitianas nos nds no elemento finito e

Vetor de potenciais nos nos do elemento modificado

Vetor dos potenciais nos nos na interface /(<2,)
Vetor dos potenciais nos nds na interface 7{<2)
Vetor dos potenciais nos nos em £2,, que ndo pertencem a interface /(€2,)

Vetor dos potenciais nos noés em £2 que ndo pertencem a interface 7{42)

Vetor dos potenciais nos nds no dominio £2 =€ 2, que ndo pertencem a
interface /{£2) na iteragdo it para o método de Método de Newton-Raphson

(Mortar)

Vetor da variag@o dos potenciais nos nos no dominio £2 =2 (42, que ndo
pertencem a interface /(<2) na iteragdo it para o0 método de Método de Newton-

Raphson (Mortar)

Vetor dos potenciais nos nos na iteragdo it para o método Multiplicadores de

Lagrange (Método de Newton-Raphson)
Vetor da variagao dos potenciais nos nds na iteracao it para o0 método

Multiplicadores de Lagrange (Método de Newton-Raphson)

Matriz onde cada linha ¢ uma combinagao linear dos potencias nos noés na parte
fixa 4/

Matriz auxiliar no acoplamento entre subdominios
Matriz de contribuigdo local na condensagdo da matriz C

Submatriz de J,

Matriz auxiliar no acoplamento entre subdominios
Matriz de contribuigdo local na condensagdo da matriz D

Matriz auxiliar no acoplamento entre subdominios no método Multiplicadores de
Lagrange

Matriz auxiliar no acoplamento entre subdominios no método Multiplicadores de
Lagrange

Matriz indentidade

Jacobiano
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Jo Transformagdo para mapear as derivadas do plano u0v para o x(y para variaveis

hermitianas
M, Matriz Jacobiana no Método de Newton-Raphson
M Matriz de rigidez (Método de Elementos Finitos)
M, Matriz de rigidez de £2, (Método de Elementos Finitos)
M, Matriz de rigidez de 2, (Método de Elementos Finitos)
M, Matriz Jacobiana do subdominio €2, no Método de Newton-Raphson

(Multiplicadores de Lagrange)

M,, Matriz Jacobiana do subdominio £2, no Método de Newton-Raphson
(Multiplicadores de Lagrange)

My, Matriz Jacobiana do sistema final para o0 Método de Newton-Raphson
(Multiplicadores de Lagrange)

M, Matriz de contribuig¢@o do elemento finito e

M7 Matriz de contribui¢do de um elemento com um no ou aresta pertencente a interface

de movimento na parte movel

M'e Matriz de contribuicdo de um elemento em uma fronteira com condi¢des de
antiperidicidade
M; Matriz de rigidez de (2, (Método de Elementos Finitos)
M,, Matriz de rigidez de 2, (Método de Elementos Finitos)
EW) Vetor de fungdes de interpolagdo do elemento finito e
Nf: Y Vetor de fungdes de interpolacdo hermitianas do elemento finito e
N (H) }x,y Vetor de fungdes de interpolagdo hermitianas com derivadas no plano x0y
EW) Vetor base polinomial que possui » mondmios linearmente independentes
P Matriz onde cada linha ¢ a base polinomial avaliada em cada n6 do elemento
Py Matriz onde cada linha ¢ a base polinomial e suas derivadas em relagdoau e v
avaliadas em cada n6 do elemento
Q Matriz que relaciona os potenciais em /{€2,) com os potenciais em /{£2,)
Q Matriz de acoplamento no método Mortar
R Residuo no Método de Newton-Raphson
R, Residuo no Método de Newton-Raphson (Multiplicadores de Lagrange)
R Residuo no Método de Newton-Raphson (Mortar)
S Vetor fonte (Método de Elementos Finitos)
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XIX

Vetor fonte de 2, (Método de Elementos Finitos)

Vetor fonte de £2, (Método de Elementos Finitos)

Vetor de fonte de contribui¢do do elemento finito e

Vetor fonte de £2, (Método de Elementos Finitos)

Vetor fonte de (2, (Método de Elementos Finitos)

Transformagao na qual cada linha possui uma equagdo de restricdo

Vetor dos Multiplicadores de Lagrange nos nds pertencentes a /{2,






INTRODUCAO GERAL

A analise de dispositivos eletromagnéticos, através do Método de Elementos Finitos se
desenvolveu acentuadamente a partir da década de oitenta, quando a pesquisa se intensificou na
modelagem do movimento (ABDEL-RAZEK et al., 1982, DAVAT et al., 1985, SALON et al.,
1981). Paralelamente muitos trabalhos foram publicados abordando o calculo do torque
eletromagnético, ora aprimorando os métodos ja existentes, como o Tensor de Maxwell por
exemplo (MIZIA et al., 1988, MACFEE et al., 1988), ora propondo novos métodos (COULOMB,
1983, ARKKIO, 1987).

A concepcao de métodos para a modelagem do movimento e o aprimoramento do calculo
do torque eletromagnético permitiram o desenvolvimento da analise de maquinas elétricas rotativas
em regime permanente ou em casos dindmicos e facilitaram a implementagdo de formulagdes
englobando a maquina elétrica e seu circuito de alimentagdo. Nestes trabalhos iniciais sobre
acoplamento entre maquina e circuito de alimentacdo, o sistema de equagdes de um circuito
especifico é obtido em uma etapa anterior a solugdo do sistema acoplado (ARKKIO, 1987 ¢ 1990).

No desenvolvimento da pesquisa, um método capaz de determinar automaticamente as
equagdes do circuito através de sua topologia foi elaborado (KUO-PENG et al., 1997). Neste caso,
a comutagdo dos dispositivos eletronicos ¢ efetuada automaticamente através do monitoramento da
tensdo e da corrente nos terminais dos componentes ou através de ordens de comando pré-
estabelecidas.

Com o sistema maquina elétrica/conversor fortemente acoplado, a solucdo do Método de
Elementos Finitos para o dispositivo eletromagnético influencia diretamente as variaveis do
circuito. As varidveis elétricas comuns ao sistema maquina/conversor € que permitem o
acoplamento das equagdes sdo a tens@o e corrente em seus terminais.

No caso da maquina, a tensdo em seus terminais ¢ a soma da queda de tensdo na resisténcia
elétrica e indutancia de dispersdo dos enrolamentos com a forga eletromotriz induzida. A precisdo
no calculo da forga eletromotriz induzida, calculada através da derivada do potencial vetor
magnético em relagdo ao tempo, ¢ determinante na solucdo do sistema. Um ruido numérico na
forga eletromotriz poderia, por exemplo, provocar a comutagdo de uma chave, comprometendo o
resultado final.

A precisdo no calculo do torque, obtido a partir da indugdo magnética (derivadas do
potencial vetor em relacdo a x e y), também ¢ essencial na obtencdo de bons resultados,
principalmente se a velocidade ndo é imposta (determina a precisdo do posicionamento do rotor e
portanto o resultado global do sistema).

A precisdo do calculo da forga eletromotriz ¢ do torque eletromagnético sdo portanto

fundamentais seja na andlise em regime permanente com velocidade imposta ou em casos



dindmicos ou com acoplamento com conversores estaticos. Esta analise é essencial na otimizagdo
de projeto de maquinas elétricas com alimentagdo convencional ou a partir de um conversor
eletronico.

A precisdo do calculo da forga eletromotriz ¢ do calculo do torque dependem de varios
fatores: da discretizagdo do dominio de estudo, do tipo e ordem de interpolagdo empregada, do
método para realizar o movimento, do método de calculo de torque, do tipo de elemento finito
utilizado (nodal ou aresta), do passo de deslocamento da parte mével em relacdo a dimensao dos
elementos no entreferro e da dimensdo do entreferro bem como dos materiais em suas fronteiras. A
maior dificuldade no calculo do torque e da forca eletromotriz esta em entreferros estreitos com
ferro nas fronteiras do estator e do rotor (caso dos motores de relutancia chaveados, dos motores
sincronos com pegas polares, das maquinas de indugao, etc ...).

Tanto o torque quanto a forga eletromotriz sdo fortemente dependentes da técnica utilizada
para implementar a rotagdo da maquina.

A modelagem do movimento pode ser dividida em duas categorias: (a) formulagdes
conformes e (b) formulagdes nao-conformes. Nos métodos conformes a continuidade do potencial
vetor € sempre garantida. Nos métodos ndo-conformes a continuidade do potencial vetor € imposta
de forma fraca.

Entre os métodos conformes os mais utilizados sao: o método da Banda de Movimento
(DAVAT et al., 1985), o Macro-Elemento (ABDEL-RAZEK et al., 1982), os métodos hibridos
Integrais de Fronteira — Elementos Finitos (SALON et al., 1981 ¢ 1982, BOUILLAULT et al.,
1988 ¢ 1990) e 0 método da Linha de Deslizamento (ZHOU et al., 1999, BOUALEM et al., 1994).

O método conhecido da Linha de Deslizamento associa o passo de calculo com a
discretizagdo espacial, o que obriga a utilizagdo de malhas muito refinadas e dificulta seu emprego
em casos dindmicos ou com acoplamento com circuito. Os métodos hibridos Integrais de Fronteira
— Elementos Finitos ¢ o Macro-Elemento embora precisos (BOUILLAULT et al., 1988, WANG et
al., 2002) sdo muito lentos em funcdo da densidade de elementos ndo nulos da matriz resultante na
regido associada com o movimento. Na técnica de Banda de Movimento, a matriz resultante ¢ bem
condicionada (sistema tradicional do Método de Elementos Finitos) e a armazenagem dinamica das
condi¢des de (anti)periodicidade ndo muda a dimensdo do sistema com o movimento. Isto torna
este método extremamente veloz em relacdo a todos os métodos conhecidos. No entanto, por
permitir a deformacdo dos elementos, a Banda de Movimento pode apresentar um ruido numérico
no calculo do torque e principalmente na forga eletromotriz em maquinas com entreferro estreito.

No caso dos métodos nao-conformes a continuidade do potencial vetor na interface ¢é
assegurada através de uma interpolacdo simples na interface: Método da Interpolagdo Nodal
(PERRIN-BIT,1994); ou de forma fraca (médias ponderadas): Método dos Multiplicadores de
Lagrange (RODGER et al.,1990 MARECHAL et al., 1992) e Mortar (RAPETTI, 2000). Os



métodos Multiplicadores de Lagrange e Mortar asseguram de forma mais eficiente a continuidade
do potencial vetor na interface de movimento. No entanto, os sistemas finais para os dois métodos
sdo bem distintos: no caso do Método Multiplicadores de Lagrange ¢ mal condicionado e no
Mortar é bem condicionado e positivo definido.

Para o calculo do torque eletromagnético, os métodos mais utilizados e de efici€ncia
comprovada sdo: o Tensor de Maxwell (MIZIA et al., 1988, MACFEE et al., 1988, REN et al.,
1990), o método proposto por ARKKIO (1987), o método da Variagao da Co-energia (KRAUSE et
al.,1994, CHANG et al,1989) ¢ o método da Derivagdo da Matriz Jacobiana Local
(COULOMB,1983). Outros métodos podem ser encontrados em SADOWSKI (1993), MIZIA et al.
(1988), KABASHIMA et al. (1988) e MACFEE et al. (1988). Estes métodos tém sido
exaustivamente testados em maquinas elétricas empregando os métodos conformes na
implementacdo do movimento. No entanto, na maioria dos trabalhos o deslocamento do rotor ¢é
condicionado pela discretiza¢ao da regido do entreferro (MARINESCU et al. , 1988, MIZIA et al.,
1988, BENHAMA et al., 1999, TSUKERMAN, 1995). Porém, em casos dindmicos ou com o
acoplamento com circuito, o deslocamento do rotor pode ser muito menor que a dimensao de um
elemento no entreferro. Mesmo no caso de se analisar o torque em regime permanente com
velocidade imposta, um deslocamento pequeno da parte movel pode ser necessario para
caracterizar de forma precisa o torque em fungdo da posicdo. Normalmente nos casos de analise
dinamica ou acoplamento com circuito, nos quais o deslocamento do rotor ¢ variavel, os resultados
sdo apresentados sem um estudo da discretizagdo do entreferro ou da ordem de interpolacdo
(DEMENKO, 1996, ARKKIO, 1990, SADOWSKI et al., 1995). Muitas vezes o torque ¢ omitido
nos resultados finais por se considerar que se os resultados para a velocidade e as correntes sdo
satisfatorios, o torque foi calculado com precisdo aceitavel.

Ha poucos trabalhos em que ha a preocupagdo de estudar a precisdo do torque em fungéo
do movimento para deslocamentos pequenos do rotor. Entre eles pode-se citar MOALLEM et al.
(1990) e SADOWSKI (1993). SADOWSKI (1993) fez um estudo extenso sobre os diversos
métodos para o célculo do torque em fungdo do movimento considerando um deslocamento
pequeno da parte moével. Deste estudo, feito com interpolagao de primeira ordem e empregando o
método da Banda de Movimento, conclui-se que os melhores resultados (sem oscilagcdes) sao
obtidos com o método do Tensor de Maxwell ¢ o0 método da Derivacao da Matriz Jacobiana Local,
os quais produziram os mesmos resultados. O método da Varia¢ao da Co-energia e o proposto por
ARKKIO, se utilizados com a Banda de Movimento, sdo sensiveis a deformagdo dos elementos
(SADOWSKI et al.,1992).

Os trabalhos encontrados na literatura que empregam interpolacdo de ordem elevada no
calculo do torque, sempre condicionam o deslocamento do rotor a dimensdo dos elementos no

entreferro empregando métodos conformes na implementagdo do movimento ou simplesmente uma



remalhagem do dominio para cada posigdo do rotor (WIGNAL et al., 1988, TARNHUVUD et al.,
1988,CAl et al., 2001,SHI et al., 1996).

No caso da forga eletromotriz, em casos dindmicos ou de acoplamento com circuito, ela
ndo aparece nos resultados finais; seu calculo estd implicito na formulagcdo. Na maioria dos
trabalhos nos quais aparecem resultados de forga eletromotriz com o Método de Elementos Finitos,
normalmente o deslocamento do rotor € vinculado a dimenséo dos elementos no entreferro ou ¢ da
mesma ordem de grandeza (DAVAT et al., 1985, WANG et al., 2002). Ha, entretanto, um estudo
apresentado por BOUILLAULT et al. (1988) onde trés técnicas conformes para implementar o
movimento sdo empregadas (a Banda de Movimento, um método hibrido Integrais de Fronteira —
Elementos Finitos ¢ o0 Macro-Elemento) com um deslocamento pequeno da parte movel em relagao
a dimensao dos elementos no entreferrro e com interpolagdo de primeira ordem.

No caso dos métodos ndo-conformes, ndo ha na literatura estudos da precisdo do calculo da
forga eletromotriz ou do torque para deslocamentos pequenos do rotor e entreferros estreitos.
Tampouco ha estudos levando em consideracdo a elevacao da ordem de interpolagao.

Dentro deste contexto, pode-se estabelecer como objetivo principal deste trabalho o estudo
e implementacdo computacional de formulagdes conformes e nao-conformes para realizar o
movimento em maquinas elétricas rotativas, com interpolagdo de primeira ordem e ordem elevada,
de forma a estudar o desempenho destas formulagdes no calculo da forga eletromotriz e do torque
eletromagnético.

Visando concentrar o esfor¢o de estudo no desempenho das formulagdes para o movimento
considerando a discretizacdo espacial e a ordem de interpolacdo, decidiu-se pela implementagao,
para o calculo do torque, do Tensor de Maxwell, escolha justificada pela precisdo deste método.
Entre os métodos para a modelagem do movimento, no caso dos métodos conformes, optou-se pela
implementacdo computacional do método da Banda de Movimento pela robustez e velocidade de
calculo. No caso dos métodos ndo-conformes optou-se pela implementagdo do método Mortar e do
método Multiplicadores de Lagrange devido a imposigdo eficaz da continuidade do potencial vetor
na interface. Para o estudo sistematico da forca eletromotriz ¢ do torque em fungdo da posi¢do do
rotor, a formulagdo magnetostatica ¢ suficiente, uma vez que os resultados podem ser estendidos
para o caso mais geral de acoplamento com circuito ou dindmicos.

Este trabalho esta organizado em seis capitulos.

No capitulo 1 s3o apresentados os tipos de interpolagdo no Método de Elementos Finitos
(lagrangeana, hermitiana e hierarquica) e as técnicas de obtengao das fungdes de interpolacao.

No capitulo 2 sdo abordadas as formulagoes conformes e ndo-conformes para a modelagem
do movimento.

Os resultados, para facilitar a analise, estdo dispostos em trés capitulos.



No capitulo 4 sdo apresentados os resultados para a formulagdo conforme implementada,
ou seja, a Banda de Movimento. O desempenho da Banda de Movimento ¢ analisado em funcao da
geometria dos elementos, da discretizagdo, da ordem de interpolagdo e da dimensao do entreferro.

No capitulo 5 os métodos ndo-conformes implementados computacionalmente sdo
analisados em func¢@o da discretizagdo, da ordem de interpolacdo e da dimensédo do entreferro.

No capitulo 6 os métodos implementados para a modelagem do movimento sdo
comparados de forma a se estabelecer as técnicas mais eficazes para a obtengdo dos melhores
resultados para a forga eletromotriz e para o torque eletromagnético, especialmente em maquinas

com entreferro estreito.



CAPITULO1 INTERPOLACAO NO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

1.1 Introducio

Sendo o propoésito deste trabalho a utilizagdo das formulagdes conformes e nao-conformes
com interpolacdo de primeira ordem e de ordem elevada em problemas com movimento, faz-se
neste capitulo uma analise das principais possibilidades de interpolagdo do Método de Elementos
Finitos: hierarquica, lagrangeana e hermitiana. Apesar de a interpolacdo ser um assunto bastante
difundido na literatura do Método de Elementos Finitos (IDA ef al., 1997,CAREY et al., 1983,
ZIENKIEWICZ et al., 1994, GOURI et al., 1984), as varias formas de obtengdo das fungdes de
interpolacdo nao estdo sintetizadas em um so6 trabalho; além disso quando os elementos sdo
modificados, ou seja, algumas arestas apresentam interpolacdo de ordem elevada e outras de
primeira ordem, as fungdes nem sempre sdo facilmente obtidas.

O objetivo ¢ utilizar elementos de ordem elevada apenas na regido em que o movimento €
realizado, ou seja, o entreferro, de forma a estudar o comportamento do sistema em relacdo ao
calculo da forga eletromotriz e do torque. Como ja exposto, estas grandezas sdo fundamentais na
analise de maquinas elétricas girantes, seja na analise em regime permanente, dindmica ou no
acoplamento da maquina elétrica com o circuito de alimentagdo. A utilizagdo de elementos de
ordem elevada no entreferro, regido critica na precisdo global dos resultados, evita um refinamento
completo do dominio. Entretanto, como sera visto nos dos capitulos 4,5 e 6, nem sempre a elevagdo
da ordem de interpolagdo melhora o resultado final. As malhas do rotor e estator serdo discretizadas
com elementos de primeira ordem lagrangeanos. Enfatiza-se neste capitulo a obtengdo das fungdes
de interpolagdo dos elementos completos ¢ dos elementos modificados que permitem a adaptacao

das malhas de primeira ordem com a regido de ordem elevada no entreferro.

1.2 Formulacio em Potencial Vetor A para o Entreferro

A formulagdo magnetostatica em potencial vetor (formulagdo completa no Anexo 1) para

duas dimensdes aplicada ao entreferro torna-se a equagdo de Laplace (IDA et al., 1997):



iLiA+ELEA=O (1.1)
oy u, Oy ox p, Ox

onde A € o potencial vetor magnético e 4, a permeabilidade magnética do ar. Aplicando o Método

de Elementos Finitos, considerando uma aproximagao para o potencial vetor no elemento do tipo:

A, =N A +N,4, +...+ N, A, (1.2)

onde n ¢ o numero de nés do elemento, N; as fungdes de interpolagdo e 4; o potencial no né i, a

matriz de contribui¢do do elemento e é:

2N B
x i B 0 B
M,=— | |22 2y 2 aax %x aax ds (1.3)
Ho e : a_Nl 8_N2 a_Nn
y y .
iNﬂ iNﬂ
Ox Oy
ou
1 T
M, =—I[nyN] .V N-ds (1.4)

Utilizando a nogdo de elemento de referéncia a expressdo (1.4) torna-se:

M, :LJ'[J—lva]T J7'V N -detJ-dudv. (1.5)

o se

Na expressdo acima J é o Jacobiano:

x o

_|Ou Ou

J= a_x 6_y (1.6)
ov Ov

o qual mapeia as derivadas no elemento no plano x0y para o elemento de referéncia no plano u0v.



Como os elementos utilizados sdo de lados retilineos, o0 mapeamento linear ¢ suficiente.

Para um elemento com nv vértices:

x(u,v)=N""x, + Ny"x, + Ny"x; +---+ N,""x,, (1.7)

nv

yu,v)= Ny + NyPy, + NyPy, ++ NPy (1.8)

nv

onde N/ sdo as fun¢des de mapeamento lagrangeanas dos vértices de coordenada (u;,v;). Para o

triangulo: N{"” =1-u—-v, Ny =u e N;” =v. O Jacobiano J em (1.5) é:

J=|:x2_xl y2_yl:| (1.9)

X3=X V3=

Para o quadrilatero, empregando também o mapeamento linear, as fun¢des de mapeamento para
cada vértice sdo (IDA et al, 1997): N/ =(1-u)1-v)/4, N =1+u)l-v)/4,

Ny? =(1+u)(1+v)/4 e N =(1-u)(1+v)/4. O Jacobiano neste caso ¢:

X1 N
Jo -1+v)/4 (A-v)/4 (A+v)/4 (-1-v)/4|x, y,
B -1+u)/4 (-1-w)/4 (A+u)/4 (-u)/4 | x; y;

Xy V4

(1.10)

Neste trabalho emprega-se, desta forma, o mapeamento sub-paramétrico quando a
interpolacdo ¢ de ordem elevada: as fungdes de interpolagdo tem ordem superior as fungdes de
mapeamento, ou seja, o numero de nos de interpolagdo ou graus de liberdade n é maior que o

namero de vértices nv.

1.3 Convergéncia no MEF

Supondo um sistema de equagdes diferenciais de ordem 2p, temos as seguintes condigdes
(BURNETT,1988) de convergéncia:
e a base polinomial da aproximagdo u, da solugdo exata u,,, deve ser completa até a

ordem p,



e nas fronteiras entre elementos a aproximagdo u;, deve ter continuidade C” ! isto é,
suas derivadas devem ser continuas até a ordem p-1.

No caso do eletromagnetismo, p=1 e a continuidade C” é suficiente. A base polinomial da
aproximacao para o potencial vetor 4 deve ser completa até a ordem 1. Note que uma continuidade
maior que C’ ndo seria aceitavel em uma interface ferro-ar por ndo permitir a refragdo do campo
magnético.

Para obter-se uma solucdo balanceada nas duas dire¢des, a base polinomial deve possuir a
propriedade da isotropia geométrica, significando que para cada termo u'V' existe um outro u"V'.
Esta condi¢do ¢ naturalmente respeitada nos elementos completos. Nos elementos de transigdo

modificados, no entanto, ela deve ser imposta. A isotropia nao é necessaria para a convergéncia.

1.4 Elementos Lagrangeanos

1.4.1 Elementos Lagrangeanos Completos

Seja A, a aproximagdo do potencial vetor no elemento de referéncia da solucdo exata, do

tipo:
a4
a,
Ah:[Pl(u,v) PZ(u,v) Pn(u,V)]' : (1.11)
an
ou
4,=P, 2 (1.12)

onde a base polinomial P, , possui » mondmios linearmente independentes € a ¢ um vetor de

u,v)
constantes, conhecidas como variaveis generalizadas (GOURI et al., 1984).

A aproximacdo nodal para o potencial vetor ¢ dada por:
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Al
A2
Ah = [Nl(u,v) N2(u,v) Nn(u,v)]' (113)
An
ou
Ah = N(u,v) A (114)

onde A. é o vetor de varidveis nodais e N(W) o vetor de fungdes de interpolagdo. Substituindo as

coordenadas (u;,v;) de cada nd de interpolagdo em (1.11):

4 P](ul,v]) P2(u],v]) Pn(ul,vl) a
1‘%2 _ Pl(u:2,v2) Pz(u:z,vz) P,,(uzzﬂ) . ‘1'2 (1.15)
A.n Pl(un,vn) P2(un,vn) Rz(un,vn) a,
ou
A.=P3 (1.16)
Invertendo P tem-se:
a=P"'A. (1.17)
Substituindo (1.17) em (1.12):
4, =P, P"A, (1.18)
ou s¢ja,

Z|

) = PP (1.19)
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As fungdes de interpolacdo podem, entdo, ser obtidas a partir de uma base polinomial

aplicada a um elemento utilizando a expressdo acima. Para o tridngulo de segunda ordem completo

abaixo,
l Vv
1e 3
lo \, 6
1 4 2
0 * E Tu

Figura 1.1 Elemento triangular de segunda ordem completo.

a partir de uma base polinomial completa do tipo:
Poo=fl u v ow V] (1.20)
obtém-se, empregando a expressao (1.19), as seguintes fungdes de interpolacao:
Ny =[-A40-22) —u(-2u) —v(1-2v) 4ud 4uv 4vi] (1.21)

onde A=1-u—v.

Uma outra possibilidade para geracdo das fungdes de interpolagdo ¢é a partir de um método

direto (CAREY et al., 1983, ZIENKIEWICZ et al.,1994) utilizando coordenadas de area.
1.4.2 FElementos Lagrangeanos Modificados

Os elementos modificados ou de transicdo sdo necessarios para fazer a adaptagdo entre as
malhas de primeira ordem e ordem elevada. Pode-se, para tanto criar elementos na regido de ordem
elevada com uma aresta linear (Figura 1.2) na fronteira com os elementos de primeira ordem, ou
criar na regido de primeira ordem elementos com uma aresta de ordem elevada (Figura 1.3)

mantendo completos os elementos da regido de ordem de interpolacao elevada.
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143

Figura 1.2 Elemento triangular de segunda ordem modificado (uma aresta com interpolagdo linear).

v
1¢3
J 1 4 2
0 1 u
Figura 1.3 Elemento triangular de segunda ordem modificado (duas arestas com interpolagdo

linear).

Neste caso, podem-se obter as fung¢des de interpolagao:.

a) a partir da expressdo (1.19) (GOURI et al., 1984, ZIENKIEWICZ et al.,1994) empregando
uma base polinomial incompleta e observando a isotropia geométrica.

b) distribuindo as fung¢des de interpolagdo para os nos vizinhos (IDA et al.,1997) ou

¢) forcando uma interpolacdo linear na aresta que se deseja eliminar graus de liberdade
(GOURI et al.,1984, BURNETT, 1988).
Os procedimentos b) e ¢) se equivalem. Supondo um tridngulo de segunda ordem (Figura

1.1), forcando uma interpolacao linear na aresta 1-4-2:

4, =1Al +1A2 (1.22)
2712

obtém-se



13

Al
AZ
A3
4,=[N, N, N, N, Ns NgJ{1 1 (1.23)
— A4, +—=A4,
2 2
AS
L 4 |
0 que resulta em:
4]
1 1 4
Ahz[N1+5N4 N2+5N4 N, N NG] A, (1.24)
AS
_A6 i
ou seja, a fungdo de interpolacao do né eliminado foi distribuida para os nds vizinhos.
O procedimento (c¢) , de uma forma genérica, pode ser expresso como:
A° =TA" (1.25)

onde T é uma transformagdo na qual cada linha possui uma equagdo de restricdo, A“ é o vetor de

potenciais nos nés do elemento completo e A™ o vetor de potenciais nos nos do elemento

modificado. A aproximacdo 4, no elemento ¢:

4, =N° A° (1.26)

(uw)

onde ﬁfﬂ ) ¢ o vetor de fungodes de interpolagdo do elemento completo. Substituindo (1.25) em

(1.26):
4, =N¢ TA" (1.27)

de onde vem:

N” =N° T (1.28)
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e N’(" , € o vetor de fungdes de interpolagdo para o elemento modificado.

As fungdes de interpolagdo dos elementos modificados nem sempre sdo facilmente obtidas.
Utilizando a expressdo (1.19) chega-se freqiientemente a uma matriz P singular, e é necessario
testar diferentes combinagdes de base polinomial e coordenadas dos nos para se obter as fungoes.
Um software ¢ proposto por CHEE et al.(2000) para amenizar este esfor¢o. No caso do elemento
triangular modificado da Figura 1.4b com apenas uma aresta cubica, com os testes efetuados, ndo
foi possivel encontrar as fungdes de interpolacdo utilizando a expressdo (1.19) e que levassem o

Método de Elementos Finitos a convergéncia. Utilizou-se entdo a expressdo (1.28) com a seguinte

transformacao (as fungdes de interpolagdo para o elemento completo N‘(" ) sd0 encontradas em

GOURI et al. (1984)) :

(1.29)

S O O O O o = O O O
S O O O O = O O o <o

KXo oo oo —o
OSEX NN @ o = o o

XN © o oo o o~

(b)

Figura 1.4 FElemento triangular de terceira ordem completo (a) e modificado (b).
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1.5 Elementos Hierarquicos

1.5.1 Elementos Hierarquicos Completos

Na interpolag@o hierarquica as fungdes de ordem elevada sdo obtidas a partir das de ordem
inferior. ZIENKIEWICZ et al. (1994) obtém as fung¢des hierarquicas a partir dos polindmios de

Legendre, através da expressdo:

p+l 1 d !

2 p
- T ez =17} (1.30)

onde p+1 ¢ a ordem das fungdes e ¢ uma coordenada unidimensional variando entre —1 e 1.

Considere, agora o tridngulo de primeira ordem langrageano:

[ 1 2
0 1 u

Figura 1.5 Triangulo de primeira ordem lagrangeano

as fungdes de interpolagdo sdo: N, =1-u—-v, N, =u e N, =v.

Se ¢ for definida para a aresta 1-2, pode-se escrever:

£=N,-N, (1.31)

Substituindo (1.31) em (1.30), ¢ considerando que ao longo da aresta 1-2 tem-se

N, + N, =1, obtém-se a expressdo abaixo para a fun¢do hierarquica de segunda ordem:

N,, = KN,N, (1.32)
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onde K ¢ uma constante. Efetuando-se o mesmo procedimento para as demais arestas:

N, =KN,N;. (133)

Apesar da substituicdo levar a K= -4, VANTI (1996) chega a um sistema mais bem
condicionado utilizando K=1, o qual sera empregado neste trabalho.
Para o elemento completo de segunda ordem da Figura 1.1 as fungdes hierarquicas de

segunda ordem obtidas a partir da expressdo (1.26) sdo:
ﬁ(u,v)z[l—u—v u v (I-u—-vu uv v(l—u—v)] (1.34)
Utilizando-se 0 mesmo procedimento para fung¢des clbicas, obtém-se:
Ni/:KNiN/(N/_Ni) (1.35)

Neste caso, para uma base polinomial completa, ¢ necessario incluir uma fungio
hierarquica interna, a qual deve ser nula nas fronteiras do elemento. A funcdo N,N.N; pode ser
utilizada (ZIENKIEWICZ,1994).

O mesmo procedimento descrito acima para o elemento triangular pode ser empregado para

a obtengdo de elementos quadrilaterais hierarquicos.
1.5.2 Elementos Hierarquicos Modificados

A interpolacdo hierarquica apresenta duas vantagens em relacdo a interpolacdo
lagrangeana:
e gera um sistema mais bem condicionado, devido a ortogonalidade dos polindmios
de Legendre,
e para obter uma interpolacdo de ordem inferior em uma aresta, basta eliminar o
grau de liberdade hierarquico associado.
Para o elemento triangular modificado de segunda ordem com interpolacdo quadratica

apenas na aresta 1-2 (Figura 1.3), as fungdes de interpolacdo sdo:

N(u’v)z[l—u—v u v (—u—vul (1.36)
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Toda a dificuldade encontrada para obter as fungdes de interpolagdo para elementos
lagrangeanos modificados € superada com a interpolagdo hierarquica.

Deve-se no entanto tomar cuidado na imposi¢do das condigdes de contorno tipo Dirichlet.
Uma solugdo simples ¢ anular os graus de liberdade hierarquicos nestas fronteiras. No caso de
condi¢des de antiperiocidade, utilizadas na implementagdo do movimento com os métodos
conforme e ndo-conformes, as variaveis hierarquicas sdo consideradas do mesmo modo que as

variaveis lagrangeanas.

1.6 Elementos Hermitianos

1.6.1 Elementos Hermitianos Puros

Os elementos hermitianos consideram como graus de liberdade além do valor da fungdo
nos nos suas derivadas. Eles sdo utilizados normalmente em problemas de quarta ordem em
Engenharia Mecanica. E possivel utilizar derivadas de segunda ou terceira ordem com este tipo de
interpolagdo; neste trabalho, no entanto, limitou-se o estudo a derivadas de primeira ordem. Neste

caso a aproximagao 4, dentro do elemento de referéncia é:

4
aA/
ou
04,
ov
4,
04,

Ou
Ah = [Nl(u,v) NZ(u,v) e Nng(u,v)]‘ aAz (1 37)

/Ov

AIl
GA/
ou
0A4

/ ov |

ou

A4,=N" A (1.38)

g (u,v)
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r 4 r 7 . _H
onde n € o niimero de nos do elemento, ng o nimero de graus de liberdade ¢ A o vetor de

variaveis hermitianas. Substituindo as coordenadas (u;,v;) de cada n6 na aproximagao com variaveis

generalizadas (expressao 1.11) e em suas derivadas obtém-se:

B Al Pl(ul,vl) [)2(u1,v1) Png(ul,vl)
O0A aPl(ul,vl)/ aP2(ul,vl)/ aPng(ul,vl)
; Ou Ou Ou Oou
8Al aP1(u1,v1)/ aPZ(ul,vl)/ aPng(ul,vl)
ov ov ov ov
A, Pl(u2,v2) P2(u2,v2) Png(uZ,vZ) a,
aAz aPl(uZ,vZ)/ aPZ(uZ,vZ)/ aRag(uZ,vZ)
ou ou ou ou| | % (1.39)
aAZ aPl(uZ,vZ)/ aPZ(uZ,vZ)/ ang(uZ,vZ)/ : '
_6" ov ov ov
: : : a
. : : ng
aAA” E(uiz,vn) ])2(un,vn) ])ng(un,vn)
" au aPl(un,wy aPZ(un,vn)/ aPng(un,vn)
oA Ou Ou Ou
Yy 8\1 aPl(un,vn)/ aPZ(un,vn) a1)f1g(un,vn)
- L ov ov ov |
ou
A" =pa (1.40)

Obtém-se entdo, como para os elementos lagrangeanos, a seguinte expressdo para as

fungdes de interpolagdo hermitianas:

(1.41)

E necessaria ainda uma transformag@o para mapear as derivadas, que na expressdo acima

estdo no plano uv para o xy (GOURI et al.,1984):

onde

(1.42)

(1.43)
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1
€ { [J(u,»,vi)]} (149

Na matriz acima J € o Jacobiano avaliado nas coordenadas (u;,v;) de cada n6. Os elementos
hermitianos possuem continuidade maior que C’. No caso dos elementos triangulares cubicos as
fungdes sdo continuas nos nos e nos de quinta ordem sio de continuidade C’. Os elementos
hermitianos ndo devem ser colocados numa interface ar-ferro, por ndo permitirem a refragdo do
campo magnético. A Figura 1.6 mostra um tridngulo hermitiano cubico completo. As fungdes de

interpolacdo deste elemento sdo encontradas empregando a expressdo (1.41) com a base polinomial

P(W)z[l u v out o ow Vv ouw utv ow? v3](GOURIetaI.,1984).

g
O‘. J

Figura 1.6 Tridngulo hermitiano cubico completo com derivadas de primeira ordem em cada
vértice.

1.6.2 FElementos Lagrangeanos-Hermitianos

Os elementos mistos, de transicdo entre uma regido com elementos hermitianos e outra
com lagrangeanos (Figura 1.7), podem ser obtidos, como no item anterior, considerando nos nos
com interpolacdo lagrangeana apenas o valor da fun¢ao em Py.

A mesma dificuldade que para os elementos lagrangeanos modificados aparecem para
gerar as fungdes de forma a partir de (1.41): Py € freqlientemente singular e diversas combinagdes

de base polinomial e coordenadas dos nés devem ser utilizadas para se obter as fungoes.
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4 3
; 0
u
1 -1 _/""?
O
i " 0x Oy
e — 4

Figura 1.7 Elemento quadrilateral Lagrangeano-Hermitiano com 8 graus de liberdade.

Para o elemento quadrilateral Lagrangeano-Hermitiano da Figura 1.7 as funcdes de

interpolacdo sdo encontradas empregando a expressdo (1.41) com a seguinte base polinomial

P(u,v)z[l u v ou ut vV

qu u2V].

1.7 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as diversas formas de interpolacdo no método de
Elementos Finitos. Enfatizou-se a obtengdo das fun¢des de interpolacdo para elementos completos
e modificados, necessarios a adaptag@o da regido de ordem elevada no entreferro com as malhas de
primeira ordem do estator e rotor. No proximo capitulo serdo abordados os métodos para a

modelagem do movimento considerando a elevagido da ordem de interpolagao.
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CAPITULO 2 A MODELAGEM DO MOVIMENTO

2.1 Introducao

Existem varios métodos para a consideragdo do movimento em dispositivos elétricos, com
partes moveis de geometria complexa, utilizando o Método de Elementos Finitos (ABDEL et
al.,1982, BOUILLAULT et al.,1988, GOURI et al.,1984, DEMENKO, 1996a ¢ 1996b, LAI et al.,
1992). A técnica utilizada influencia diretamente os resultados do Método de Elementos Finitos.
Utilizando a formulagdo em potencial vetor, a forga eletromotriz é obtida a partir de sua derivada
em relagdo ao tempo e o torque a partir da indugdo magnética (derivadas do potencial vetor em
relacdo a x e y). Portanto, a técnica de movimento empregada deve, com o minimo esforgo
computacional possivel, produzir uma solucdo estavel, sem ruido, para o potencial vetor e suas
derivadas. Neste trabalho dividiram-se os métodos em duas categorias: conformes e nao-
conformes. Nos métodos conformes (Figura 2.1(a) e (b)), na discretizacdo do dominio, as arestas
entre elementos vizinhos sdo sempre coincidentes. Esta defini¢cao se estende ao caso em que , no
entreferro ou em parte dele, ndo ha uma discretizagdo tradicional de elementos finitos mas uma
regido onde apenas a fronteira € discretizada (modelada por Macro-Elemento ou Integrais de
Fronteira) desde de que cada aresta da fronteira seja coincidente com uma aresta do elemento finito
vizinho. Neste caso o potencial vetor ¢ sempre continuo nas fronteiras entre elementos finitos ou
entre elementos finitos e uma regido modelada com Macro-Elemento ou Integral de Fronteira. Nos
métodos ndo-conformes (Figura 2.1(c)) as arestas das discretizagdes das malhas do estator e rotor
na interface 7/~ (linha em 2D ou superficie em 3D) na qual se realiza o movimento ndo sdo
coincidentes. Neste caso perde-se a continuidade do potencial vetor na interface, que € assegurada
de forma fraca ou através de uma interpolagdo ou através da imposicdo fraca da condicdo de

transmissdo da componente normal da indugdo magnética.

Entreferro modelado por -
Macro-Elemento on
Inteoral de Frontewa

(a) (b) (©)

Figura 2.1 Exemplos de discretizagdes conformes (a) e (b); e ndo conforme (c)
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2.2 Formulacées Conformes

2.2.1 Método de Linha de Deslizamento

Neste método (ZHOU et al.,1999, TSUKERMAN,1995, BOUALEM et al.,1998) as
malhas fixa e movel se deslocam através de uma linha. O niimero ¢ a dimensdo dos segmentos nas
fronteiras movel e fixa devem ser os mesmos, permitindo um deslocamento da parte mével em
posicdes discretas de tal forma que as malhas fiquem sempre conformes, ou seja, as arestas dos
elementos da parte movel coincidam com as dos elementos da parte fixa. O passo de célculo é,
entdo, vinculado a discretizagdo espacial, o que dificulta seu uso em casos dindmicos ou com
acoplamento com conversor, onde o passo de calculo deve ser fortemente reduzido nas transi¢des

das chaves eletronicas, de forma a garantir uma comutagao precisa.

2.2.2 Método Hibrido: Integrais de Fronteira - Elementos Finitos

Nos métodos integrais apenas a fronteira do dominio de estudo ¢ discretizada, o que
possibilita a redu¢do da dimensdo do problema (no caso de duas dimensdes o problema ¢ reduzido
da superficie para a linha). Desta forma o niimero de equagdes do sistema final ¢ reduzido.
Entretanto, no caso de uma geométrica complexa, cada regido com um material diferente deve ser
envolvida por uma superficie integral. Além disso, cada variavel na fronteira esta conectada a todas
as outras, gerando uma matriz cheia.

O Método Hibrido Integrais de Fronteira - Elementos Finitos emprega a técnica de
integrais de fronteira apenas na regido do entreferro permitindo uma discretizag@o tradicional de
elementos finitos no rotor ¢ no estator (SALON et al., 1981, SALON et al., 1982, BOUILLAULT
et al., 1988, BOUILLAULT et al., 1990). Possibilita desta forma o movimento livre da parte movel
mantendo a conformidade entre a discretizagdo da fronteira da regido do entreferro (modelada pela
técnica de integral de fronteira) e os elementos finitos do estator e do rotor. A matriz resultante ¢

muito densa na regido associada ao movimento, necessitando elevados tempos de processamento.
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2.2.3 Macro-Elemento

O Macro-Elemento (ABDEL-RAZEK et al., 1982) é desenvolvido, para maquinas elétricas
rotativas, a partir da soluc¢do analitica do potencial vetor no entreferro utilizando condigdes de
(anti)periodicidade.

A solugdo ¢ obtida a partir do desenvolvimento em série de Fourier da solucdo analitica do
potencial vetor, impondo a continuidade do mesmo na fronteira com os elementos finitos
tradicionais. Possibilita 0 movimento livre da parte movel e mantém sempre a conformidade entre a
discretizagdo da fronteira da regido do entreferro (modelada pelo Macro-Elemento) e as malhas de
elementos finitos do estator € do rotor. O nimero de harmonicos utilizados na série de Fourier,
empregados na condensacdo do macro-elemento, ¢ determinante na precisao final. Uma boa
aproximagao ¢ obtida com 100 a 200 termos (SADOWSKI,1993), o que eleva o tempo de
condensacdo. Além disso, a matriz resultante ¢ muito densa na regido associada ao movimento,
devido a conectividade com todos os elementos adjacentes ao macro-elemento nas suas fronteiras
inferior e superior, o que eleva ainda mais o tempo de processamento. A eficiéncia do método tem
sido comprovada em muitos trabalhos publicados, principalmente na analise de maquinas a imas
permanentes (BOUILLAULT et al., 1988, LIU et al, 1995, ZHILICHEV, 2000). Recentemente
este método foi adaptado para o plano cartesiano (WANG et al., 2002) permitindo o seu emprego

em atuadores e maquinas elétricas lineares.

2.2.4 A Banda de Movimento

2.2.4.1 Introducao

O método da Banda de Movimento (DAVAT et al., 1985) ndo apresenta nenhuma das
desvantagens dos métodos acima, uma vez que a locagdo dindmica das condigdes de
antiperiodicidade nao modifica a dimensao do sistema, a matriz resultante ¢ bem condicionada e
esparsa e a utilizagdo direta do Método de Elementos Finitos garante a continuidade da componente
normal da indu¢do magnética na interface onde o movimento se realiza. Além disso, a deformagao
dos elementos permite um passo de calculo independente da discretizagdo espacial. Porém, esta
deformacdo torna o método suscetivel a criticas pelo ruido numérico que provoca no calculo da
forga eletromotriz.

Este problema pode ser evitado adequando-se o passo de calculo de forma que os

elementos ndo se deformem. Em problemas dindmicos ou com circuitos eletronicos, porém, o
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deslocamento ¢ variavel e este procedimento ¢ impossivel. No caso de circuitos eletrénicos com
diodos ou tiristores, para que a passagem por zero da corrente e conseqiiente bloqueio dos
dispositivos ocorra com precisao, ¢ necessaria a redugdo do passo de calculo na proximidade da
passagem por zero.

O processo de movimento baseia-se na loca¢do dinamica das condigdes de periodicidade
ou antiperiodicidade e ¢ exemplificado na Figura 2.2 para elementos triangulares, onde 6, ¢ a
abertura angular de uma aresta dos elementos da Banda de Movimento em relagdo ao eixo de
rotacdo e 6, o deslocamento produzido por um passo de calculo na parte movel (estes angulos sdo

medidos em relagdo ao eixo de rotagdo da maquina).

movimento

fronteira superior
frontedra infeicr

~ /N nos suplementares
Y Y [anfi-jpeiodicos

\‘C‘[I:]GOG pelo movimentc

Figura 2.2 Banda de Movimento.

As ligacOes sdo refeitas, ¢ um no6 suplementar € criado no final direito da fronteira inferior,
sempre que a parte movel ultrapassa totalmente um segmento da fronteira superior da Banda de

Movimento, de tal forma que o nimero de noés suplementares criados é dado por:

Ny, = p-int nsegMBi (2.1)
gD

onde ¢ o deslocamento do rotor, €5 o angulo total do dominio de calculo, nseggy 0 niimero de
segmentos de uma fronteira da banda de movimento e p a ordem das fungdes de interpolacdo das
arestas da fronteira inferior da Banda de Movimento.

No momento de transi¢do, onde as ligagdes sao refeitas, para passos de calculo pequenos,
ou seja, 6,>>6,, ocorre uma mudanca significativa na malha. Isto produz uma descontinuidade no
tempo na solucdo do potencial vetor, e por conseqiiéncia na forga eletromotriz, que ¢ calculada com

sua derivada.
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Os elementos triangulares, obtidos a partir de cortes transversais a0 movimento, como
sera mostrado no capitulo 4, produzem um resultado melhor que os quadrilaterais no calculo da

Fem.

2.24.2 Banda de Movimento com Elementos de Ordem Elevada Lagrangeanos e

Hierarquicos

Elementos Modificados na Banda de Movimento

Os elementos modificados empregados na Banda de Movimento apresentam duas arestas
com interpolag@o clbica (ou quadratica) e a restante com interpolagdo linear (Figura 2.3 e Figura
2.4). As fungdes de interpolagdo sdo obtidas como descrito no capitulo 1 para elementos
lagrangeanos e hierarquicos. Empregando este tipo de elemento, com interpolagdo linear nas
arestas pertencentes as fronteiras superior ¢ inferior, a integracdo numérica s6 ¢ necessaria para os
elementos pertencentes a Banda de Movimento, mantendo-se inalterada a malha restante do

dominio.

Interpolagao
Linear
=

\e }

=]

Figura 2.3 Elementos triangulares de segunda ordem modificados na Banda de Movimento.

Interpolagao
Linear

Figura 2.4 Elementos triangulares ciibicos modificados na Banda de Movimento.
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Elementos Completos na Banda de Movimento

Neste caso ha a necessidade de uma camada de elementos modificados de transi¢ao
(apenas uma aresta de ordem elevada — Figura 2.5), para compatibilizar os elementos cubicos ou
quadraticos da Banda de Movimento com os elementos de primeira ordem do resto do dominio.
Neste caso, a integragdo numérica ¢ exigida nao s6 para os elementos da Banda de Movimento mas

também para os com arestas adjacentes a ela.

nos suplementares anfi-perddic
ciodos pelo movimento

Figura 2.5 Banda de Movimento com elementos cubicos completos.

2.2.4.3 Banda de Movimento com elementos Hermitianos

Neste caso uma camada de elementos de transicdo Lagrange-Hermitianos € necessaria nas
fronteiras inferior e superior da Banda de Movimento (Figura 2.6). As func¢des de interpolagdo sdo
obtidas como descrito nos itens 1.6.1 e 1.6.2.

elementos de fransicdo
[hemitiono-lograngeana) ., |
- A
i

®— 4.2

Banda de
maovimento

i)

.{‘

o h "; ! Far Y
= - Y
grous de liberdade suolemen:ares/ I !

cfiados pelo movimento

Figura 2.6 Banda de Movimento com elementos cubicos hermitianos.
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2.3 Formulacoes Nao-Conformes

2.3.1 Interpolacio Nodal

Este método (PERRIN-BIT, 1994) propde uma interpolacdo sobre a interface /” onde o
movimento se realiza. No desenvolvimento da pesquisa, este método vem sendo empregado em
duas e trés dimensdes (GOLOVANOV et al., 1998, DREHER et al., 1996, PERRIN-BIT et al.,
1995). A fronteira da parte mdvel sobre a interface é considerada como um limite sobre o qual ¢

necessario impor condigdes de contorno especiais.

Parte fixa:estator

Interface [~

Parte movel: rotor

Figura 2.7 Conexao por interpolacéo nodal.

Cada no da parte movel € conectado com os nés de um elemento da parte fixa. O potencial
no né movel € expresso como uma combinagdo linear dos potenciais nos nos fixos. No caso do

elemento triangular:

Al =Ny (x;, 9 VA +Ny(x ;v ) A +Ny(x,, )4 (2.2)

Onde N,(x;,y;) sdo as fungdes de forma avaliadas nas coordenadas do né mével j, 47" o

potencial vetor no né movel e A,.f ~ 0 potencial vetor nos nos fixos. Note que, como a interpolagio
ocorre sobre uma aresta, uma das fun¢des N, serd nula. Na Figura 2.7 o n6 movel j esta sobre a
aresta 3-1; a fung@o N, por definicao sera nula nesta aresta.

A implementagdo deste método requer um procedimento semelhante ao utilizado para
impor condi¢des de antiperiodicidade. No caso das condi¢des de antiperiodicidade, suponha o

triangulo da Figura abaixo:
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Figura 2.8 Condi¢do de (anti)periodicidade
0 no 3 ¢ antiperiodico com o no 4, ou seja:
A, =—4,. (2.3)

Pode-se entdo estabelecer uma transformagao do tipo:

Al
4 1 00 O y
A [=]0 1 0 0 A2 (2.4)
41 |00 0 -1
4,
ou
A=BA . (2.5)
A matriz de contribuicdo original do elemento é:
1 G2 93
M,=|e, ey ey (2.6)

e, aplicando a transformacdo B tem-se a contribui¢do do elemento considerando a condi¢do de

(anti)periodicidade,

M,=B'M_B, (2.7

Obtém-se, através de expressdo acima:



29

en e, 0 —ep;
0 —
M. = € ) €3 2.8)
0 0 0 0
| ey 0 ey

No método de interpolagdo nodal as linhas de transformagdo B s3o combinagdes lineares
(expressao (2.2)) e a matriz de contribui¢do de um elemento da parte movel, com um né ou aresta

pertencente a interface, é:

M” =B'M_B (2.9)

onde M, ¢ a matriz de contribui¢do original do elemento.

Este método, embora permita o deslizamento livre das partes fixa e mdvel, ndo assegura a
continuidade do potencial vetor de forma eficiente na interface de movimento. Na verdade a
conexdo entre as malhas fixa e movel ¢ feita de maneira fraca, se comparada com os métodos
Mortar e Multiplicadores de Lagrange. Enquanto, como sera mostrado a seguir, nos métodos
Mortar e Multiplicadores de Lagrange o potencial vetor de um né em um lado da interface ¢ fungao
de todos os potencias do outro lado, no método de Interpolagdo Nodal é fun¢do apenas dos nods
vizinhos do outro lado da interface. Isto leva a uma condi¢do muito fraca, ou seja, insuficiente para

impor de forma eficaz a continuidade do potencial vetor na interface.

2.3.2 Mortar

2.3.2.1 Introducao

O método Mortar permite o acoplamento de malhas ndo conformes na interface entre o
estator e o rotor. Proposto por BERNARDI et al. (1990) este método foi concebido inicialmente
para a aproximacao por elementos finitos lagrangeanos de equacdes diferenciais elipticas em duas
dimensdes. Ele vem sendo estudado desde entdo por muitos autores sempre no ambito da
matematica (CASARIN et al., 1996, BRAESS et al., 1999, WOHLMUTH, 2000). Recentemente
foi aplicado ao eletromagnetismo através de varios trabalhos publicados pelos pesquisadores do
grupo de pesquisa MSE (Modelagem de Sistemas Eletromagnéticos) do LGEP (Laboratério de

Engenharia Elétrica de Paris) na analise de dispositivos com correntes induzidas com elementos
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nodais (RAPETTI et al., 2000b) e de aresta (RAPETTI et al., 2000a) em duas dimensdes ¢ também
em trés dimensdes (RAPETTI et al., 2002). Ha também um trabalho publicado pela mesma equipe
para analise de uma maquina de corrente continua (TAFERGUENIT et al., 2002) empregando
elementos nodais com interpolacdo de primeira ordem e considerando todo o dominio (360 graus).
A idéia de base do método ¢ impor de forma fraca a condi¢do de acoplamento entre as
malhas, que, no caso da formulagdo em potencial vetor para a magnetostatica, é a continuidade do

potencial vetor na interface. O problema pode ser resolvido de duas maneiras (RAPETTI, 2000):

(a) Forma Mista: a condigdo de acoplamento ¢ uma equacdo do
sistema;
(b) Forma Restrita: a condigdo de acoplamento ¢ aplicada diretamente

ao problema discretizado produzindo um sistema com dimensao
reduzida.
Optou-se neste trabalho pela forma restrita do método a qual produz um sistema simétrico e
positivo definido que pode ser resolvido por um método direto ou iterativo.
Neste trabalho pretende-se contribuir com o emprego do método Mortar elevando-se a
ordem de interpolagdo na interface de movimento através do uso de fungdes hierarquicas e
incluindo condigoes de (anti)periodicidade de modo a estudar o comportamento da forca

eletromotriz e do torque em maquinas elétricas rotativas.

2.3.2.2 Formulacao

Embora o método Mortar possa ser generalizado para decompor um dominio em varios
subdominios (RAPETTI ,2000, WOHLMUTH, 2000), no caso de maquinas elétricas rotativas ¢

suficiente a decomposi¢do em dois subdominios: o estator e o rotor (Figura 2.9).

aD(a,)

oPE2,)
i Q,

estator/escravo
-Q m

rotor/mestre
obD,)

oP(2,) B(Q,)

Figura 2.9 Decomposi¢ao do dominio £2nos subdominios mestre (2, e escravo (2.
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O conceito do método Mortar ¢ impor uma condi¢do de acoplamento entre os dominios
diretamente no problema discretizado. Um dos subdominios ¢ chamado de mestre e o outro de
escravo. Neste trabalho o estator ¢ considerado como escravo e o rotor como mestre. Esta escolha ¢
arbitraria. A condicdo de acoplamento entre as malhas garante a continuidade do potencial vetor na

interface 7, ou seja:

A =4 em r (2.10)

onde A; € o potencial vetor no subdominio escravo ( e 4, e’o potencial vetor no subdominio

mestre €2,. A expressdo acima pode ser reescrita como segue:

AS| - 4

(2.11)

m
r

onde 4| ¢ o potencial vetorem /{€2)e A4,

¢ o potencial vetor em /{€2,). Uma forma fraca para
r

(2.11) obtém-se através da multiplicacdo por uma fungdo de teste v, ¢ integrando o resultado na

interface 7, tal que:

_Am

r

rjvtdf =0 (2.12)

it

A continuidade do potencial vetor ¢ assim garantida em termos de médias ponderadas. Varias

escolhas de v, podem “testar” a equagdo (2.12) em cada pequena por¢do da interface /. Para a

discretizagdo, considera-se a seguinte aproximacdo do potencial vetor A | em /{£2):
r

Ah

=Yyl (2.13)
I =

I s I , . . r .
onde m,; ¢ o numero de nos na interface /({¢2) no subdominio escravo (2 e Asj o potencial em

cada n6 j na interface /{€2). As fungdes y; t€m seu suporte em /{€2): elas valem 1 no no i e zero

nos outros nos da interface /. Em outras palavras, elas sdo fun¢des de interpolagdo lagrangeanas
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classicas de Elementos Finitos 1D definidos sobre cada aresta pertencente a interface /7~ (Figura

2.10).

Figura 2.10 Defini¢ao das fungdes ; na interface /(€2).

Para o potencial vetor 4,| em /(£2,) obtém a seguinte aproximagao:
r

Al =045, (2.14)
7=

onde m,f; ¢ o numero de noés na interface 7{£J,) no subdominio mestre 2, ¢ Anfj o potencial em

cada n6 j na interface /(€2,). As funcdes @; tém seu suporte em /(€2,): elas valem 1 no n6 i e zero
nos outros nos da interface /7(£2,).
O dominio escravo ¢ definido como aquele onde a fungao de teste vt ¢ discretizada. Desta

forma a aproximagdo para v, em (2.12) deve ser uma combinagdo linear das fungdes de base y;:
Vth = Z Vb (2.15)
i=l1

O espaco gerado pelas fungdes y; € conhecido como espaco das fungdes Mortar
(TAFERGUENIT et al., 2002), definido na interface /(€2) . Uma possivel escolha para os

coeficientes f; ¢é atribuir: f,=1 ¢ =0 para i=l. Uma outra escolha é =1 ¢ =0 para i#2, e assim

em diante até ﬂmr . Desta forma pode-se “testar” m. vezes a forma fraca (2.12) e obter o nimero

de equagdes necessarias a resolugdo do problema. Ou seja, faz-se:

iy, =L, m! (2.16)
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Empregando as aproximagdes (2.13), (2.14) e (2.16) em (2.12) obtém-se:

s

r\Jj=l r\Jj=l

-4} };’dr = j[iwg}/i dF—I(miq)jA,f;}/i dr=0 i=1,..,m" (2.17)

ou

jmz% ijSde—ImZm:y/i @, ALdl =0 i=1, ..., m" (2.18)

rj=1 rj=1

A expressdo acima pode ser reescrita na forma matricial:

CA’ -DA! =0 (2.19)
A5 A,
AL AL
onde Al=| "7 |eAl=] "
Ar Ar
Da equacdo (2.19) obtém-se:
Al =C'DA’ (2.20)
ou
AT =QA” (2.21)

onde Q=C"'D, ou seja, os potenciais nos nés no lado escravo da interface 7{£2) sdo fungdo dos

potenciais nos nos no lado mestre da interface /(€2,): eis o porqué da denominacdo mestre e

escravo. Os termos das matrizes C e D podem ser escritos como:

s s

CG, )= jy/,. s =1, ..., m" j=1,..,m" (2.22)
I
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D(, j) = j,,,l. @;dl" =1,...,m5 =1, m (2.23)
r

Os potenciais em todo o dominio (2, se as numeragdes dos nos das discretizacdes de 2, e

£, comecam pela interface 7/, podem ser relacionados a partir da expressao:

Al ]o

A | [1a 3 0|

s | I

AC1T10 1d 0 ‘:Z' (&29)

Al |0 0 1d

onde A e A’ sdo os potenciais nos nés nos dominios escravo e mestre que nao pertencem a

interface /e Id é a matriz identidade. Reescrevendo a expressao (2.24) tem-se:
A=QA (2.25)
Na expressdo acima Q & conhecida como a matriz de acoplamento.

Para cada subdominio tem-se uma discretizacdo independente, o que resulta no seguinte

sistema para o Método de Elementos Finitos (ver Anexo 1 para detalhes do Método de Elementos

Finitos) :
N
M, : 0 A’ S,
e | ]2 (2.26)
0 Mm Ai; Sm
LA
ou
MA =S (2.27)

M;, M,, sdo as matrizes de rigidez dos dominios escravo e mestre; S € S, sdo os vetores
correspondentes as fontes de corrente e imds nos dominios escravo e mestre.

Observa-se que os sistemas mestre e escravo estdo desacoplados na equagdo (2.26).
Empregando (2.25) em (2.27) e multiplicado os dois lados por Q/ finalmente obtém-se o sistema

abaixo:
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Q'MQA =Q’S (2.28)

O sistema final (2.28) ¢é simétrico, bem condicionado e definido positivo. A solugdo pode
ser obtida por um método iterativo como o ICCG (Gradiente Conjugado Pré-Condiciondado por

Fatoragdo Incompleta de Choleski).

2.3.2.3 Construcao das Matrizes Ce D

Considerando que o raio p da interface /"¢ muito maior que o comprimento de uma aresta
na interface, o que ¢ verdade para o caso de maquinas elétricas rotativas (Figura 2.11), a matriz C
pode ser construida, para interpolacdo de primeira ordem, pela condensagdo da matriz local ¢, de

cada aresta sobre /{€2) (RAPETTI, 2000):

o/
NRZAUSRA1S
c = o 2.29
local é[|:l//j v, l//jlryj :|pd y ( )
onde
Hsj —Hy Hy — 9; (2.30)
.= - - (§] . =9 " n .
"Tel-e © Yol

Nas expressoes acima ¢, e 6/ sdo os angulos dos nos de cada aresta escrava a, tomados a
partir do eixo y em relagdo ao eixo de rotagdo da maquina (Figura 2.11). Observa-se que se

0,=0., yi=le y=0;se 0,=0/], yi=0e y;=1.

————— =] aresta ag

Figura 2.11 Defini¢des dos angulos 6!, 8/ e 6, na interface 7(<2).
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As fungdes y; e y; sdo consideradas por partes dentro de cada aresta escrava a, de forma
analoga a elementos finitos em uma dimensao. Para condi¢des de antiperiodicidade s=-1 na ultima
aresta na interface /{£2), ou seja, na aresta que toca a fronteira 0P,(€2,) (Figura 2.9) e s=+1 para as
arestas restantes.

A matriz D pode ser construida, de modo analogo a matriz C, para interpolagdo de primeira
ordem, pela condensagdo da matriz local dy,, para cada segmento de intersecgdo (Figura 2.13) de

uma aresta escrava ¢, com uma aresta mestre a,, em 7/ :

Clvior v,
dlocal = é':|:l//j¢i l//jwjj ilpdgy (231)
onde
go.:nbw e go:nb-q-ﬂ (2.32)
- 0,9, ! 0, =0,

Nas expressoes acima 6, e 6, sdo os angulos dos nos de cada aresta mestre a,, tomados a

partir do eixo y em relacdo ao eixo de rotagdo da maquina (Figura 2.12). &; e &, sdo os angulos do
segmento de intersec¢do entre uma aresta escrava g, € uma aresta mestre a,, em / (Figura 2.13). As
fungdes ¢; e ¢ ; sdo consideradas por partes dentro de cada aresta mestre a,,. Para condigdes de
antiperiodicidade g=-1 na ultima aresta na interface /(€2,), ou seja, na aresta que toca a fronteira
O0P»(€,) (Figura 2.9) e g=+1 para as arestas restantes. Para encontrar os segmentos de interseccao,
no calculo da integral em (2.31), € necessario realizar duas buscas: a primeira com o rotor (um pélo
da maquina para condigdes de antiperiodicidade) na posicdo € atual (nb=+1) e uma segunda
procura deslocando o rotor do angulo total do dominio €y, ou seja, posicionando o rotor em

6 —6,,(nb=-1). Para condi¢des de periodicidade s, ¢, € nb sdo sempre iguais a +1.

rotor/mestre

Figura 2.12 Definigdes dos angulos 8!, e &/ na interface 7742,).
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estator/escravo

aresit as

E segmento de intersecciio

rotor/mestre

Figura 2.13 Segmento de intersec¢do de uma aresta escrava a; com uma aresta mestre @, em 7~

2.3.2.4 Interpolacio de ordem elevada em I~

O uso de interpolagdo de ordem elevada impde de maneira mais eficaz a continuidade do
potencial vetor na interface. Desta maneira pode-se garantir de forma forte a conservacdo da
componente normal da indu¢do magnética na interface /. Neste caso ndo ha a necessidade do
emprego de interpolagdo de ordem elevada em todo o entreferro ou em uma camada de elementos,
como acontece com a Banda de Movimento, mas apenas na interface /7~ (Figura 2.14). Escolheu-se
a interpola¢do hierarquica para a implementacdo do método Mortar pelas vantagens que esta
oferece: ortogonalidade dos polindmios de Legendre e facilidade para implementagdo das fungdes
de interpolagdo. A ortogonalidade dos polindmios de Legendre assegura um melhor
condicionamento do sistema comparado ao obtido com fungdes lagrangeanas (VANTI, 1996), de
tal forma que menos iteragdes sdo necessarias na solugdo do sistema final (2.28) empregando o
método ICCG. Para elevar a ordem de interpolacdo ¢ necessario apenas adicionar um grau de
liberdade hierarquico nas arestas dos elementos que pertencem a interface /” nos subdominios
mestre e escravo como mostrado na Figura 2.14. Os graus de liberdades hierarquicos devem

também ser incluidos na constru¢do das matrizes C e D.

escrave -

escravo

mestre

S k
elementos grau de liberdade hierarquico

modificados de segunda ordem

Figura 2.14 Acoplamento das malhas dos subdominios mestre e escravo através do método Mortar
com interpolacdo hierarquica de segunda ordem em /.
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A contribui¢do local para a matriz C com interpolagdo hierarquica de segunda ordem é:

o\ ViV WY ViV
clml=fl//jl//,- WiV vy |pdo, (2.33)
G Vv Wi

Na expressdo acima a fung@o de interpolagdo correspondente ao grau de liberdade

hierarquico de segunda ordem k na aresta i-j no dominio escravo ¢ :

v =l (2.34)
A contribuicdo local para a matriz D com interpolagdo hierarquica de segunda ordem é:

6| Vi Vi@, VP
dmﬁfchoi Vi, Ve pdo, (2.35)
Ny Vi, ViPe

Na expressdo acima a fung@o de interpolagdo correspondente ao grau de liberdade

hierarquico de segunda ordem k na aresta i-j no dominio mestre ¢é:
o =nblp,p)| (2.36)

Para interpolagdo cubica em [/ as fungdes de interpolacdo correspondentes ao grau de

liberdade hierarquico de terceira ordem / para os dominios escravo e mestre sdo respectivamente:
Wi = |‘//i‘//j|q‘//j|_‘//i) o= nb‘¢[¢j‘q¢j‘ _|(”;|) (2.37)
2.3.2.5 Implementa¢ao Computacional

O fluxograma mostrado na Figura 2.15 ilustra a implementacdo método Mortar em um
codigo computacional. Observa-se que ndo ha a necessidade da formacao do sistema de elementos
finitos em cada iteragdo para o caso do calculo linear (permeabilidade constante). No entanto as
matrizes C ¢ D devem ser construidas para cada posi¢do do rotor. No caso em que o deslocamento

atual do rotor @ ultrapassa o angulo total do dominio 6, existe a necessidade de se girar o rotor de
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6p radianos no sentido inverso ao da rotacdo, invertendo o sinal das fontes correspondentes as
correntes e imas no rotor. O método Mortar foi implementado em um coédigo Matlab empregando
armazenamento de elementos ndo nulos proprio da linguagem (matrizes esparsas) para interpolagdo
de primeira, segunda e terceira ordem. A malha é gerada no mdédulo Efm do programa EFCAD
desenvolvido pelo Grucad e lida pelo c6digo em Matlab. Implementou-se também uma versdo na
qual na entrada de dados as malhas do estator e do rotor sdo lidas separadamente permitindo
discretizagdes distintas nos dois lados da interface /7 A resolugdo do sistema emprega uma func¢io
intrinseca do Matlab para o método ICCG. Uma versao na linguagem Fortran 90 com interpolagao

de primeira ordem na interface também foi desenvolvida como parte da colaboracdo com o LGEP.

2.3.2.6 Calculo nao-linear

No caso do calculo néo linear, o método das Aproximagdes Sucessivas pode ser empregado
diretamente ao Mortar. Neste caso, porém, o sistema de elementos finitos (2.27) deve ser formado a
cada iteracdo, uma vez que a permeabilidade deve ser encontrada para a ultima solugdo do
potencial vetor. No caso do método de Newton-Raphson a aplicacio também ¢ direta.

Considerando o sistema (2.27) pode-se estabelecer o residuo R como segue:
R=S-MA (2.38)

Empregando (2.25) em (2.38) e multiplicado os dois lados por (~)T obtém-se o sistema

abaixo:

R=Q'R=Q’S-Q"MQA (2.39)

Desenvolvendo o residuo R em série de Taylor, desconsiderando os termos de ordem

elevada e como 6 ndo depende de A (é constante para cada posigdo do rotor) obtém-se:

QTth—IQAXit — ﬁit—] (240)

onde M””" ¢ a matriz tangente ou Jacobiana (expressdo (A1.27) no Anexo 1) na iteragio it-1 e a

solucdo para a iteragao it €:

A" =A""+ A" (2.41)
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Figura 2.15 Fluxograma de implementagdo computacional do método Mortar (Calculo linear).
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¥
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2.3.3 Multiplicadores de Lagrange

2.3.3.1 Introducao

O método Multiplicadores de Lagrange permite o deslizamento livre da parte movel, ou
seja, possibilita o acoplamento de malhas ndo conformes na interface entre o estator e o rotor. Este
método foi inicialmente implementado no caso de dispositivos eletromagnéticos por RODGER et
al.(1990) para a formulagao magnetostatica em duas dimensdes. Na seqiiéncia da pesquisa aplicou-
se 0 método nas formulagdes 3D com potencial vetor e escalar (MARECHAL et al., 1992, LAI et
al. 1992, GASMI et al., 1996, GOLOVANOV et al., 1998). O método também ¢ empregado em
situagdes em que as malhas possam colidir, ou seja, penetrar uma na outra, como no caso de um
atuador eletromagnético (LAI et al., 1999). A idéia de base ¢ incluir ao funcional original do
problema um outro que garanta a continuidade da fun¢do na interface. Da minimizacdo do
funcional completo obtém-se a forma variacional do problema que pode ser discretizada pelo
Método de Elementos Finitos. Uma outra maneira de encontrar a formulagdo é escrevendo a forma
fraca para cada subdominio e adicionando apds uma equacdo que garanta a continuidade do
potencial vetor na interface (ver Anexo 3). O sistema final é mal condicionado e necessita de um

método direto para a solugdo.

2.3.3.2 Formulacao

O dominio Q2 é decomposto, como mostrado na Figura, em dois subdominios: Q2a e Qb.

ch@2y)

a2y, )

P@,) R(2)

Figura 2.16 Subdominios £2, ¢ (2, separados pela interface /.
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O funcional energético associado com a magnetostatica para o dominio Q é (RODGER et

al., 1990, GASMI, 1996, MARECHAL et al, 1992 ):

= UOB“ H,dB, - A4,J, )d_Qa +
@ (2.42)
[ UOB[’ H,dB, — A,J, )de

2,
e, para assegurar a continuidade do potencial vetor na interface /, um novo funcional ¢ adicionado:

11" = [ A4, - 4,)dl (2.43)
r

onde A ¢ o Multiplicador de Lagrange. Nas equagdes acima J, e J, sdo as densidades de corrente e
A, e A, 0s potenciais vetores em cada subdominio €2, e £2,. H, e H, sdo os campos magnéticos ¢ B,
e B, a indugdes magnéticas em cada subdominio.

O funcional completo é:

I,=IT+1T° (2.44)

ou

2 2
A A A A
m.-| 1 [5(1] J{an _L{ngaa_ggya“}—AaJa dQ, +
o 2u, |\ Ox oy U, oy Oox
1 [(e4, Y (o4,) ] 1 o4 o4
| ( ”] +[ ”j ——{fo—b—ny —”}—A,,Jb do, + (2.45)
2, 2p, |\ Ox oy Hp oy Ox

[Ac4, - 4,)dr

a
oy *

Na equagdo acima B, ,B? ,ny e BZX sdo as componentes das indugdes remanentes dos

imas e u, e 1, a permeabilidade magnética em cada subdominio.

A primeira variag¢ao de /7. é:
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5T = H {GA o4, , o4, 55Aa}—i{35 O, _ pa a&ﬂ_%](l}mﬁ

o ox Ox Oy Oy u,| " oy > ox
[t oo, on o) 1Ty ot g o0t ] g0 46
ox oOx Oy Oy ,u,, oy 7 Ox :

[oA(4, = 4)dI + [ o4, dI" - [ A54,dT" =0
r r r

ou

SIT, = j — VA, -V, L B° 04, «_pB* 04, —8A,J, Q.+
Hq M, a 7 ox
j LG4, Ve, - L] pr, 90 g OO | sy la0, + 5 47
1, w7 247

[ 044, = 4)dI + [ Ao4,dT" = [ As4,dI" =0
I I I

Como as variagdes o4,,54,e¢ 64 sdo independentes, a equagdo acima, é equivalente ao

sistema abaixo:

j A6A,dI + j—VA VoA,dQ, = j B 85/’“ - B, oA, +64,J, Q. (2.48)
o, Ma J70 e ox

— [as4,dr + | L4, Vot,d0, - | Lip o4, - B, oA, +04,J, dQ,  (2.49)
ha My oy ox

[or(4, - 4,)dr =0 (2.50)
r

Se as variagdes &4,,04,e SA sdo substituidas pelas fungdes de teste v,, v, e v, a formulacdo

variacional abaixo € obtida:
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I/”W dF+IL Vv, dQ2, = f{ {Zxa“ B;’yav"}rv J,,}d!)a (2.51)
o, Ma ” oy ox

= j Av,dI™ + j L 54, S, - j B M -B Do |y \da, (2.52)
Hp Hp oy Y ox

I

[vi(4, - 4)dr =0 (2.53)

r
2.3.3.3 Discretizaciao

Considera-se as seguintes aproximagdes nodais para o potencial vetor em cada subdominio

(ver no Anexo 1 a expressao (A1.9)):

my,

A, =S N o Ay =S NI (2.54)

i=l i=1

onde m, € m; s30 os nimeros de nds da discretizagdo de cada subdominio 2,e £2,. N7 ¢ N lb sdo

1

fungdes de base linearmente independentes, 4, ¢ o potencial vetor no no i da discretizagdo de €2, e

b . , . . . ~ ~ , ’
A’ ¢é o potencial vetor no n6 i da discretizacdo de (2. Se a numeragcdo dos nos ¢ efetuada

1
colocando em primeiro lugar os nos na interface /" e se o mesmo espaco discreto da solucdo
aproximada para 4,, em (2, é usada para a discretizacdo do multiplicador de Lagrange 4 (pois seu

suporte ¢ a interface /) pode-se escrever:

jel(R) (2.55)

Ay = Za:Nj 1,/1]
=

onde N ) ¢ a proje¢do ou o valor de N na interface /{¢2,) (Figura 2.17), mar ¢ o numero de nds

pertencentes a /{£2,) e 4; o multiplicador de Lagrange no néj de /{€2,).



Figura 2.17 Defini¢des das fungdes N e N/

1

r

Para a aproximacao da fungdo de teste em (2, tem-se:

v, =N Vie

Substituindo (2.55) e (2.56) no primeiro termo de (2.51) obtém-se:

N¢
S

[ Awvadl = %LN;‘ dri, VieQ, jel(Q)
I= b

ou
G"h
onde
G'(i.j)=[ N| Nj|dr i, jellQ)
(S
ﬂ’l
n-| 2

45

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)
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Neste ponto uma consideragdo importante deve ser feita: como na numeracdo global dos

, . ~ . . . r ~
nos os da interface /" sdo tomados em primeiro lugar, para i>m, as fungdes N;| se anulam,
B

porque elas ndo pertencem a /{£2,). Pode-se entdo escrever:

s

T, oo,
onde C* ¢ uma matriz m, xm, com:

C'G,j)=[ N/

) N¢ rd]” iel(Q) jell)

Para a aproximacao da fun¢do de teste no subdominio £2,, tem-se:

vbh:N'b Vie.Qb

1

e empregando as equagdes (2.63) e (2.55) no primeiro termo de (2.52), obtém-se:

jrzhvb,,drznijrzvﬂ Neldra, Vie, je )
= r r

ou
HT )

onde:

H(i.j)=] N/ |FN;.* dr i, je )

7

r . I I s 2 7
e como N!| ézero parai>m, ,onde m; ¢éo nimero de nos pertences a /142,):
r

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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onde D ¢ uma matriz m} xm! com:

D, j)=[ N/ |,~N;l

dr i Iy, j e I1€2) (2.68)

Se a mesma aproximagdo utilizada para o multiplicador de Lagrange A, em (2.55) ¢
empregada para a discretizagdo da funcgdo de teste v; em (2.53), como mostrado em (GASMI, 1996,

LAl et al., 1999, LEONARD ef al., 1993), obtém-se:

vu=N{|  Viel) (2.69)

1

Usando (2.69) e a aproximacdo para o potencial vetor 4,, (2.54) no primeiro termo de

(2.53):

[ Awvadl =) [ N| Nj|drai  Vie (), je (2.70)
j:1 r r
ou
G A, (2.71)
onde:
G (i,))= IFN;’ NY|dr iel(9Q,), je (2.72)

— .. , ’ . I
e A, o vetor dos potenciais dos nds pertencentes a (2, Como NJ‘.I ¢ zero para j>m, , pode-se
-

€screver:

G=[C 0] (2.73)

onde C é uma matriz m. xm! com:

CGi,j) =], N

dr ie I1Q), je I12) (2.74)

r

N¢
T
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Substituindo (2.69) e a aproximacao para o potencial vetor 4, (2.54) no segundo termo de

(2.53), obtém-se:

mb

[ Ay ydr = ,Z; [ne| Ny |rd1“A_f Vie I1Q), je O, (2.75)
ou
HA, (2.76)
onde:
HG, )= N FNdeF ie 1), je &, 2.77)

e A, o vetor dos potenciais dos nds pertencentes a £2,. Como Nj’| ¢ zero para j> m[ , € possivel
r

€screver:

H=[D 0] (2.78)

onde D é uma matriz m. xm;, com:

DG, j)=[ N

N |rd1“ i€ I1Q), je 1<) (2.79)

Finalmente o sistema abaixo é obtido:

T A
M, 0 C 1A g
o |&c| [Se
e R 2.80
0 M, —D A, =1, (250
0 | AY
=
co i -D o 0o | x|

M,, M,, S, e S, sdo as matrizes de rigidez e o vetor de fontes tradicionais do Método de

Elementos Finitos dos subdominios £2, e £2, (ver no Anexo 1 as expressodes (A1.22) e (A1.23) para

as contribui¢des elementares). A e A} sdo os potenciais vetores dos nds pertencentes a /{42, e
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I70,); A° e A} sio os potenciais vetores nos nds que nio pertencem a interface /"em 2, e £2,. O

sistema (2.80) € simétrico, mal condicionado e ndo ¢é positivo definido pois possui autovalores
negativos (ORTEGA, 1988). Portanto, ndo pode ser resolvido com o método ICCG. Optou-se neste

trabalho pela utilizagdo de um método direto: Eliminacdo de Gauss.

sao
.

Fica claro neste ponto que, se €2, ¢ chamado de escravo e £2, de mestre, N'| e N, b
.

1

definidas exatamente como ; e ¢, no método Mortar. Elas assumem valor 1 no n6 i e zero nos
outro nos da interface 7, isto é, elas sdo fungdes de interpolagdo tradicionais de Elementos Finitos
em uma dimensao definidas na interface (Figura 2.10 ¢ Figura 2.17). Em outras palavras, 0 mesmo
espaco discreto na interface / foi utilizado para ambos os métodos. Entdo as matrizes C e D em
(2.74) e (2.79) sao idénticas aquelas das expressdes (2.22) e (2.23) para o método Mortar. Isto
significa que podem-se construir as matrizes C e D (para primeira, segunda ou terceira ordem) e
utiliza-las com o método Mortar aplicando a transformacao (2.28) ou o método Multiplicadores de
Lagrange usando o sistema (2.80) onde a numerag@o dos nos comega pela interface. No caso de se
utilizar o método Multiplicadores de Lagrange com interpolagdo de segunda ou terceira ordem na
interface deve-se, como para o Mortar, adicionar os graus de liberdade hierarquicos nas arestas dos
elementos pertencentes a interface.

No caso da numeracao dos nés em cada subdominio ser aleatoria, ou seja, ndo comegando
pelos nds da interface, as matrizes G ¢ H ndo podem ser escritas como nas expressoes (2.73) e
(2.78). O sistema final tem entdo a forma tradicional para o método de Multiplicadores de

Lagrange (GASMI, 1996):

M 0 G'|A S
0 M, -H"|A,|=|S, (2.81)
G -H 0 ) 0

2.3.3.4 Mortar a partir da Formulacao do Método Multiplicadores de Lagrange

Da ultima linha do sistema (2.80) pode-se escrever:
Al =Cc'DA] (2.82)
Se €, é chamado de escravo e (2, de mestre, porque os potenciais nos noés em /{€2,) sdo

func¢do dos potenciais nos nés em /(€2,), obtém-se exatamente a condi¢do de acoplamento entre as

malhas no método Mortar (expressao (2.20)). DE GERSEM et al.(2004a) encontra uma formulagao



50

similar para o Mortar com fungdes de teste harmdnicas. Embora o conceito do método Mortar seja
implementar uma condi¢do de acoplamento diretamente ao problema discretizado e o método
Multiplicadores de Lagrange seja concebido a partir da minimizagdo de um funcional do problema
no dominio continuo, pode-se obter a partir da formulagdo do método Multiplicadores de Lagrange,
se a numeragdo dos nos e efetuada tomando os nds pertencentes a interface em primeiro lugar, a
condi¢do de acoplamento do método Mortar, o que demonstra que os dois métodos produzem o
mesmo resultado. Os sistemas finais, entretanto, sdo bem diferentes: para o Mortar tem-se um
sistema bem condicionado (expressdo (2.28)) que pode ser solucionado pelo método iterativo
ICCG; para o método Multiplicadores de Lagrange, como ja exposto, o sistema final (expressao
(2.80)) ¢ mal condicionado e nao ¢ positivo definido. Embora teoricamente os Métodos levem a um
mesmo resultado, nos capitulos 5 e 6 fazem-se diversas simulagdes para a comprovagao pratica,
uma vez que o mal condicionamento do sistema para o método Multiplicadores de Lagrange
poderia talvez produzir um resultado diferente para a forga eletromotriz e para o torque, os quais
utilizam a derivada da solugdo com o potencial vetor em relagdo ao tempo e ao espago
respectivamente (uma pequena varia¢ao na solugdo para o potencial vetor pode produzir um erro
significativo nas derivadas). Entretanto, isto nao foi observado e, como ¢ mostrado nos capitulos de
resultados, os dois métodos levam exatamente aos mesmos resultados para a forca eletromotriz e
para o torque. O que difere realmente de um para o outro ¢ o tempo de processamento em fungao

da dimensdo dos sistemas.

2.3.3.5 Implementacio Computacional

O fluxograma mostrado na Figura 2.18 ilustra a implementagdo método Multiplicadores de
Lagrange em um codigo computacional. Como para o método Mortar, ndo ha a necessidade da
formagdo do sistema de elementos finitos para cada subdominio em cada iteragdo para o caso do
calculo linear (permeabilidade constante), no entanto, as matrizes C ¢ D devem ser reconstruidas
para cada posigdo do rotor. O método Multilicadores de Lagrange foi implementado em um cédigo
Matlab empregando armazenamento de elementos ndo nulos proprio da linguagem (matrizes
esparsas) para interpolacdo de primeira, segunda e terceira ordem. A malha ¢ gerada no modulo
Efm desenvolvido pelo Grucad e lida pelo c6digo em Matlab. Implementou-se também uma versao
na qual na entrada de dados as malhas do estator e do rotor sdo lidas separadamente permitindo

discretizagoes distintas nos dois lados da interface /.



51

Leitura do arquivo com a
discretizagio do dorninio.

Entrada de dados da maguina eletrica:
Velocidade, mimero de condutores
por ranbura, ete

Beparagio da malhas do estator (escravao)
e robor (mestre)
L ]
Adiciona os graus de
liberdade hierdrquicos nas discretizagdes
do estator e do rotor para interpolagio
de ordem elevada em 17

Eenumeragao dos nos das malhas do
egtator e do rotorem primero lugar os nos
na intertace.

¥

o]

Posiciona o rotorem 8= -8, e Formagio do sistemna de Elementos finitos
IMuda 05 sinais das contribuicdes das fontes def Ceonsiderando as condigdes de (antiperiodicidads:

Y

cotrente e imés presentes no rotor M, My, S, e &,
ST Aplicaghio das condigdes de

contorno Dirichlet

¥

| .
g >‘97 NAOC 'lConstmcﬁo das matrizes C e DI

3 Formagao do sistema para o metodo Miftiplicadores de Lagrange
(‘T ZF
M, 0 I A ™
* 0 |AZ s
. -p" | AT |5
0 M, 2o =] 8,
o |&) ..
S 0
o0 : -DoO0 : 0 h

Solugio do sisterna

b

| Faz arotagho £=6+86, | e o
ry Restituigio dos potenciais
nos nés (antiyperiddicos em &P

:

| Zaleulo daFem I
N
| Calculo do Torque |
NAO 82 G
SInd

Figura 2.18 Fluxograma de implementacdo computacional do método Multiplicadores de Lagrange
(Calculo linear).
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O método Multiplicadores de Lagrange foi também implementado no modulo Efcr
(formulagdo magnetostatica com movimento para maquinas elétricas) do EFCAD com

interpolagdes de primeira e segunda ordem na interface para o caso linear e ndo-linear.

2.3.3.6 Calculo nao-linear

O caso ndo-linear pode ser implementado de forma semelhante ao método Mortar uma vez
que as matrizes C ¢ D n3o dependem da permeabilidade magnética x . No caso do método das
Aproximacdes Sucessivas as matrizes do método de Elementos Finitos (M,, M,, S, ¢ S;) sdo
montadas a cada iteracdo (posi¢do fixa do rotor) considerando em cada elemento a permeabilidade
obtida da curva BH em funcdo da solucdo anterior do potencial vetor empregando um fator de
relaxacdo. No caso do método de Newton-Raphson, a aplicagdo também ¢ direta. Pode-se

reescrever o sistema (2.80) como segue:

estabelece-se, entdo, o residuo Ry, :

Rﬂ:Sﬂ_MﬂAﬂ (284)

Desenvolvendo o residuo R, em série de Taylor, igualando a zero e desconsiderando os

termos de ordem elevada obtém-se (GOURI et al., 1984):

M4 TAAY = RY (2.85)

onde M, a matriz tangente ou Jacobiana, uma vez que as matrizes C e D sdo constantes, pode ser

escrita como:

T
M, 0 CO
o7 (2.86)
M=l M, D
0
c o0 i -Do 0 |
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onde M, ¢ M, sd0 as matrizes tangente ou Jacobiana tradicionais para o método de Elementos

Finitos para cada sub-dominio (expressao (A1.27) no Anexo 1). E a solu¢ao na iteragdo it é:

Al = AT L AN (2.87)

2.4 Conclusao

Neste capitulo foram abordados os principais métodos para a modelagem do movimento.
Entre os métodos conformes enfatizou-se o0 método da Banda de Movimento devido a robustez e
velocidade de calculo. Entre os métodos ndo-conformes detalharam-se os métodos Mortar e
Multiplicadores de Lagrange, os quais asseguram de forma eficiente a continuidade do potencial
vetor na interface. Tanto a Banda de Movimento quanto o método Mortar e o método
Multiplicadores de Lagrange foram apresentados e implementados com condi¢cdes de
(anti)periodicidade e com interpolagdo de ordem elevada, a qual serd também considerada no

proximo capitulo, que trata do calculo do torque eletromagnético.
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CAPITULO3 METODOS DE CALCULO DO TORQUE
ELETROMAGNETICO

3.1 Introducio

O célculo do torque ¢ fundamental na analise de maquinas elétricas em condigdes de
regime permanente ou em casos dindmicos. Se a maquina esta conectada a um conversor estatico
por exemplo, a precisdo no calculo do torque serd determinante no posicionamento do rotor ¢ na
qualidade do resultado global do sistema. O interesse neste trabalho ¢ determinar a precisdo do
torque em fungdo da ordem de interpolagdo e sua relacdo com os métodos para modelagem do
movimento. Entre os varios métodos disponiveis na literatura escolheu-se para implementacao
neste trabalho o método do Tensor de Maxwell. Esta escolha foi baseada na precisao comprovada
deste método em muito trabalhos publicados (CHANG et al., 1985, BENHAMA et al., 1999,
TARNHUVUD et al., 1988, MIZIA et al., 1988, SADOWSKI, 1993). Entre os outros métodos faz-
se aqui uma breve citacdo do método proposto por ARKKIO (1987) e o método da Derivagdo da
Matriz Jacobiana Local (COULOMB, 1983).

Num extenso estudo realizado por SADOWSKI (1993) sobre os varios métodos de calculo
de torque para interpolagdo de primeira ordem e empregando a Banda de Movimento, constatam-se
oscilagdes devido ao movimento no método proposto por ARKKIO (1987). O mesmo acontece,
porém com oscilagdes mais fortes no resultado, com o método de variagdo da co-energia, também
bastante utilizado (CHANG et al., 1989). O método da Derivacdo da Matriz Jacobiana Local
produz um resultado muito proximo ao método do Tensor de Maxwell. Na verdade eles estdo
fortemente relacionados: MACFEE et al. (1987) afirma que os dois métodos sdo numericamente
equivalentes e propde uma formulagao global da qual derivam ambos (MACFEE et al.,1988).

Embora o método do Tensor de Maxwell esteja bem representado na literatura, quando este
¢ empregado com interpolagio de ordem elevada (WIGNAL et al, 1988, TARNHUVUD et al,
1988,CAl et al, 2001,SHI et al, 1996) nao ha um detalhamento de como ¢ implementado o calculo,

o que pretende-se esclarecer neste capitulo.

3.2 O Tensor de Maxwell

O torque agindo sobre a parte movel de uma maquina pode ser calculado pela integracao

do Tensor de Maxwell ao longo da superficie .S que envolve o rotor (SADOWSKI, 1993):
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T:L§;xdﬁ (3.1)
S
onde:
aF = - - 1o 1S (32)

Na expressdo acima H ¢ o campo magnético, L € a profundidade da maquina, » € o vetor

que conecta a origem (eixo de rotacdo) ao ponto médio da parte elementar ds da superficie de
integragdo S, ds € o vetor normal a ds (ds =nds),dF ¢ a forga elementar agindo em ds e x, a

permeabilidade do ar. A escolha da superficie de integragcdo ¢ fundamental para a obtengdo de um
bom resultado. Ela deve ser localizada o mais distante possivel de fronteiras dividindo camadas de
elementos no entreferro. Isto porque nas arestas entre elementos a formulagdo em potencial vetor
ndo garante a continuidade do campo magnético tangencial, que ¢ diferente para os dois lados,
provocando erro no célculo do torque (CAI et al., 2001, MIZIA et al., 1988). Por esta razdo
SADOWSKI (1993) propde que a superficie de integracdo passe pelos pontos médios das arestas
dos elementos de uma camada de elementos no entreferro (Figura 3.1). O erro na componente
tangencial ¢ ainda maior nas fronteiras de meios diferentes. No caso da interface ar-ferro a
diferenca entre as componentes tangenciais do campo magnético segundo WIGNALL et al. (1988)
¢ da ordem de 2. Por esta razdo ¢ evidente que a superficie de integrag@o deve ser localizada o mais

distante possivel de partes do dominio com ferro (CAI et al., 2001, MIZIA et al., 1988).

Em duas dimensdes pode-se escrever os vetores dF ,H , ds e r em funcdo de suas

componentes ao longo dos eixos Ox e Oy:

dF = dF,i +dF j (3.3)
H=H,i+Hj (3:4)
ds = ds,i +ds (3.5)
F=rd+r,j (3.6)

Nas expressdes acima i e j sdo os vetores ortogonais unitarios nas dire¢des Ox e Oy. Substituindo-

se as expressoes acima nas equagoes (3.1) e (3.2) obtém-se:

T = L§[r,dF, - r,dF,] (3.7)
N
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onde:

A,
dar, =2 (2 =12 Ws, + u, H H s, (3.8)

4,
dF, =2 (1)~ 12 Ws, + 0, H H ds, (3.9)

3.2.1 Interpolac¢io de Primeira Ordem

‘/—1’% _1'rJ P f_lgr
L 3 .'..; y —
. . o _-‘AS\EI

- L] -
BN segmento s da superficie
A de integragiio §
/ .

V4 .
gt

Figura 3.1 Definig¢do do segmento s; da superficie de integracdo S.

Considerando » constante em um segmento de integracdo, o que € uma boa aproximagao
visto a dimensdo dos elementos em relagdo ao raio do entreferro, a expressdo (3.7) pode ser

reescrita como:
Ns
T=L1) (r,4F, -r,AF,) (3.10)
i=1

onde Ns ¢ o namero de segmentos s; da superficie de integragdo S, r; e r,, as componentes do

vetor r; que conecta a origem ao ponto médio do segmento de integragdo s; , 0 qual une os pontos

médios das arestas (Figura 3.1) do elemento i. Como o campo H ¢ constante dentro do elemento, a

partir de (3.8) e (3.9) as forgas nas direcdes Ox e Oy no segmentos s; s30:

Ho (rr2 2
Ain:7(Hxi_Hyi)ASxi+/'loniHyiASyi (311)
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/’lo 2 2
aF,; = ) (Hyi - Hxi )ASyi + /uoniHyiASxi (312)

yi

onde H,; e H ; sdo os componentes do campo magnético nas diregdes Ox e Oy; e AS; e AS); as

componentes do vetor A—S, normal a area AS; do segmento s; (Figura 3.1) no elemento i.

BASTOS (1984) propde a condensagdo de elementos quadrilaterais de primeira ordem, que
produzem um melhor resultado no céalculo do torque que os triangulos (TARNHUVUD et al.,
1988), a partir da decomposi¢do deste em tridngulos obtidos a partir de dois cortes diagonais. O
torque resultante ¢ calculado considerando a média de duas superficies da integracdo (passando
pelos pontos médios das arestas dos tridngulos): uma para cada sentido de corte dos quadrilateros.
O campo magnético ¢ obtido a partir da média do campo dos quatro tridngulos gerados pelos dois
cortes diagonais no quadrilatero. Este processo leva a resultados muito estdveis para o torque e
evita a integragdo numérica, uma vez que para o quadrilatero de primeira ordem o campo varia com
x e y. Neste caso, para evitar os erros devido a deformag@o dos elementos, o calculo do torque ¢é
normalmente efetuado em uma camada de elementos quadrilaterais situada acima da Banda de
Movimento. No caso dos métodos ndo-conformes, a camada de elementos quadrilaterais acima da

interface /"¢ empregada para o célculo do torque.
3.2.2 Interpola¢io de Ordem Elevada

Neste caso € necessdria uma integracdo numérica para obter-se o valor preciso do torque.
A superficie de integragdo ¢ dividida em N, segmentos s;. Este segmento s; € definido unindo os
pontos médios das arestas do elemento i e o torque pode ser calculado a partir de (3.7) pela

expressao:

T =LY [[rdF, - r,dF,] (3.13)

i=l

ou

T=L)YT, (3.14)
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e, considerando » constante em um segmento de integragdo s;, o torque agindo em cada segmento

S; €:

St

T, =r[dF,-r,|dF, (3.15)
Substituindo-se (3.8) € (3.9) em (3.15) obtém-se:

Tsizrxj.{#—z"(H;—Hf sy+y0HxHydsx}—ryJ.{%(Hf—Hyz sx+yonHydsy} (3.16)

si si

Na expressdo acima considerando um segmento s; indo do ponto (x;,y;) para o ponto (x,)>),

como mostrado na Figura 3.2, e fazendo ds,=dx e ds.=-dy, pode-se escrever:

T, = rxﬁ%(f]j —H2 b - yj ,uonHydy} —r{— T”?(HZ —H2 )y + j yonHydx} (3.17)

N N Rl

segmento 5, da superficie de integracio §

0 Ay Xy =

Figura 3.2 Definigdo de ds no segmento s;.

Para facilitar a integragdo faz-se o mapeamento linear do elemento no plano xy para o
elemento de referéncia no plano uv, uma vez que os elementos t€m lados retos. Os diferenciais em

(3.17) podem ser escritos como:

dxza—xdu +@dv (3.18)
Oou ov
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dyza—ydqude (3.19)
ou ov
“'
+1

| segmento de

integracio §;
1 2
——

-1 +1 iU

1

Figura 3.3 Defini¢do do segmento s; num quadrilatero no plano uv.

Considerando um elemento quadrilateral, por exemplo (Figura 3.3), o qual produz um
resultado melhor que os elementos triangulares (TARNHUVUD et al., 1988) e, como neste caso

v=0 ao longo de s;, substituindo (3.18) ¢ (3.19) em (3.17) obtém-se:

T, = 1“f'(H2 H2) du— [ u,H.H, yd 1“f’(Hz )2 i, 2 (3.20)
Si—rlez P u—J u _‘[7 e yau+_|‘l,uo . yau .

A expressdo acima ¢ facilmente calculada através de integragdo numérica usando a regra de

Gauss. As derivadas parciais Z—x e 4

p sdo os termos do Jacobiano J(1,1) e J(1,2) para o
u u

mapeamento linear (expressdo (1.10)) que sdo empregados também no calculo do campo H a
partir da solugdo do potencial vetor 4,. Supondo um quadrilatero modificado com interpolagao

hierarquica apenas na aresta /-2 (normalmente empregado acima da Banda de Movimento ou da
interface /) as fungdes de interpolagdo sdao: N, =(1-u)1-v)/4, N,=(01+u)1-v)/4,
Ny, =(1+u)d+v)/4, N,=(-u)1+v)/4 e para o grau de liberdade hierarquico Ns=N;N,. As
componentes do campo magnético sao:

04
H :L% e H}:_L_h (3.21)

Yo, Oy Yoop, ox

As derivadas da aproximacao do potencial vetor 4, no elemento sdo:
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4,
o4, oN, N, N, ON, oNs] 4
Ox |_y-1| ou  Ou Ou ou Ou
o4, |7 |aN, oN, on, o, o, | D (3.22)
oy ov  ov v ov ov 4,
_AS_

Na expressdo acima faz-se v=0 nas fungdes de interpolacdo, uma vez que o campo magnético ﬁ ¢
calculado no segmento s;.

Uma outra forma de se calcular o torque ¢ subdividir o segmento s; em pequenos
segmentos dentro de cada elemento e considerar o campo magnético constante dentro de cada um
deles. Observa-se neste caso que a partir de 10 subdivisdes no segmento s; ndo ha diferenca entre a
integracdo numérica exata e esta aproximacdo. No caso desta aproximacdo pode-se também
calcular o torque em fung@o das componentes radial e tangencial da indu¢do magnética, como sera
mostrado no capitulo 5. Estas duas formas de calculo do torque para interpolagdo de ordem
elevada, integracdo exata e aproximagdo, foram implementadas no moédulo Efcr do programa

EFCAD e nas simulagdes realizadas foram obtidos sempre os mesmos resultados.
3.3 Meétodo da Derivaciao da Matriz Jacobiana Local

Este método proposto por COULOMB (1983) ¢ derivado do principio dos trabalhos

virtuais e calcula o torque a partir da expressao:

Nvd
T= LZ§{ B a.; H+ '[B dH [ a""} , (3.23)

i=l 0

onde N,, € o nimero de elementos situados no entreferro e que sdo suscetiveis de deformagao, 6 é o
deslocamento angular em relagdo ao eixo da maquina e (2, a area de um elemento. O método do
Tensor de Maxwell e o método de Derivacdo da Matriz Jacobiana Local estdo fortemente
relacionados (MOALLEM et al.,1990, SADOWSKI et al., 1992), sendo a diferenga principal entre
eles a definicdo do brago de alavanca (SADOWSKI, 1993), que difere ligeiramente de um para o
outro. Em razdo desta relagdo entre os métodos, cujos resultados sdo muito proximos, MACFEE

(1988) propoe uma formulagao global da qual derivam ambos.
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3.4 Meétodo proposto por ARKKIO

Este método (ARKKIO, 1987) derivado do Tensor de Maxwell possui a vantagem de
prescindir de uma superficie de integracdo tal como definida para o Tensor de Maxwell. Em duas

dimensdes, o torque ¢ calculado por:

L jrB,B, ds | (3.24)
Ho(ry=1) ¢

onde L ¢ a profundidade da maquina, S, € a regido do entreferro compreendida entre os raios . e
r.. B, € B, sdo as componentes radial e tangencial de inducdo magnética. Se utilizado com a banda
de movimento, este método apresenta oscilacdes devido a deformacdo dos elementos (SADOW SKI

etal., 1992).

3.5 Conclusao

Neste capitulo foram abordados os principais métodos para o calculo do torque
eletromagnético. Destacou-se a implementacdo do método do Tensor de Maxwell com interpolagdo
de primeira ordem e ordem elevada, o qual foi efetivamente implementado em cddigo
computacional (Matlab e no médulo Efcr do EFCAD) e cujos resultados sdo apresentados nos

capitulos seguintes.
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CAPITULO4 ANALISE DOS RESULTADOS PARA A
FORMULACAO CONFORME

4.1 Introducao

A formulagao conforme escolhida para implementagao em um codigo Fortran € o método
da Banda de Movimento por conservar a estrutura do Método de Elementos Finitos tradicional. Isto
¢é possivel através do armazenamento dindmico das condi¢des de (anti)periodicidade, o que torna o
método da Banda de Movimento extremamente veloz em relacdo a todos os métodos conhecidos
para a implementacdo do movimento.

No entanto, a deformacao dos elementos pode produzir oscilagdes no calculo do torque e
principalmente no célculo da forga eletromotriz. Neste capitulo sdo analisadas estratégias para
reduzir estas oscilagdes através de uma discretizagdo adequada da regido do entreferro e do
emprego de elementos de ordem elevada na Banda de Movimento.

O método da Banda de Movimento foi implementado no programa de calculo de campos
eletromagnéticos EFCAD (Fortran 77) desenvolvido no Grucad. Inicialmente implementou-se o
método no moédulo Efrot (acoplamento com circuito de alimentacdo e movimento em 2D) com
elementos lagrangeanos e hieraricos com interpolagdo de primeira, segunda e terceira ordem. No
Efrot, foi implementada também uma versdo da Banda de Movimento com elementos hermitianos
clibicos. Posteriormente implementou-se no modulo Efcr (formulacdo magnetostatica com
movimento para maquinas elétricas) uma versdo do método da Banda de Movimento com
elementos hierarquicos completos de segunda ordem, uma vez que a interpolacdo cubica, como
serd visto neste capitulo, ndo se mostrou interessante. Esta implementacdo foi feita utilizando
rotinas para a renumeragdo dos nos da malha de forma a otimizar a largura de banda e diminuir o
tempo de processamento com interpolacdo de segunda ordem para o método de Eliminagdo de
Gauss. Uma rotina desenvolvida no Grucad para o método ICCG (MESQUITA, 1990) foi também

incluida no médulo Efcr de forma a acelerar o tempo de solugdo do sistema.

4.2 Calculo da Forc¢a Eletromotriz

A utiliza¢do da técnica da Banda de Movimento apresenta como Unica desvantagem o

ruido numérico devido a deformagdo dos elementos no calculo da forga eletromotriz (Fem), o qual
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¢ bastante acentuado em maquinas com entreferro estreito. Este problema pode ser resolvido
através do emprego de elementos de ordem elevada e uma discretizagdo adequada da regido do
entreferro. A geometria dos elementos utilizados na Banda de Movimento também ¢ fundamental

na obtengdo de um bom resultado.

4.2.1 Geometria dos Elementos da Banda de Movimento

4.2.1.1 Elementos Quadrilaterais

No momento de transi¢do, onde as ligagdes sdo refeitas, como pode ser observado na
representacdo linear da Banda de Movimento da Figura 4.2, ocorre uma forte mudanga na malha.

Esta mudanca € mais significativa quando o deslocamento angular produzido por um passo de

calculo Hpé muito menor que a abertura angular de uma aresta dos elementos da Banda de

Movimento em relagdo ao eixo de rotagdo &, (ver Figura 4.1 para definigdes de 6, ¢ ﬁp ).

-

Figura 4.1 Detalhe da Banda de Movimento

né suplementar

- movimento\ ot -=—— movimento N b
5, AN

t t+ At

Figura 4.2 Elementos quadrilaterais. Instante de transi¢do. 8, >> 6 b

Neste caso, na Banda de Movimento, tem-se elementos trapezoidais antes e retangulares
apos a transicdo. O erro na aproximacao por elementos finitos diminui & medida que /4 diminui,
sendo / a dimens3o maxima do elemento (ZIENKIEWICZ et al., 1994). A solucdo para o potencial

vetor no instante ¢ esta sujeita a um erro maior que para o instante t+ Af, onde o elemento torna-se
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retangular. Isto produz uma descontinuidade no tempo na solugdo do potencial vetor, e por

conseqiiéncia na forga eletromotriz (Fem), que ¢ calculada com sua derivada :

Fem:ﬂja—Ads:%mzja—Ads (4.1)
ot 300

Sy, Sf

Na expressdo acima L é a profundidade, N, ¢ o numero de espiras, Sf ¢ a secéo

transversal do enrolamento, vel a velocidade em rpm e € o deslocamento do rotor em graus (em
razdo das unidades de vel e 6, aparece o fator 6 em (4.1)). A Figura 4.5 mostra a forga eletromotriz
em funcdo da posicdo angular do rotor para o servomotor da Figura 4.3 (detalhes desta maquina no
Anexo 2), girando a ve/=2000 rpm. Observa-se um ruido devido a deformagdo dos elementos. O

caso foi simulado com a malha 1 da Figura 4.4 e ,=0.06 graus, sendo &, =0.5 graus (90

elementos na Banda de Movimento para 45 graus do dominio de estudo). Nestas condi¢des os

elementos da Banda de Movimento estdo sujeitos a uma forte deformacao (6, / 0,=833).

Figura 4.3 Servomotor a imas de 8§ pdlos.

Figura 4.4 Malha 1 com 1992 elementos e 1097 nds. 90 elementos quadrilaterais na Banda de
Movimento (6,=0.5 graus).
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A simulacdo mostrada na Figura 4.5 foi realizada com fungdes de interpolacdo
lagrangeanas para o elemento quadrilateral e ndo na decomposicao deste em tridngulos.
Fica evidente que o elemento quadrilateral deve ser evitado para compor a Banda de

Movimento, quando 6, >> &, (ou seja, quando ha uma forte deformagdo dos elementos), devido

a grande irregularidade da malha durante as transi¢des e o péssimo resultado no calculo da forca

eletromotriz.

. —~
150+ )fl ‘frrr Ruido numérico devido a ™
deformacdo dos elementos T
100} ﬁ -
50 | \r (,ﬁ .
'S
11
i [
5ol | | J
100} .
&
-150
L N
02 20 35 a8 0 72 84 98 108 120

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 4.5 Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06 graus (6./6,=8.33). Elementos
quadrilaterais.

4.2.1.2 Elementos Triangulares

Os elementos triangulares produzem um resultado muito melhor que os quadrilaterais.
Deve-se, no entanto, tomar cuidado na direcdo dos cortes nos quadrilateros que originam os
elementos triangulares e no instante em que as transi¢des sdo efetuadas.

A Figura 4.6 mostra um corte no sentido do movimento, supondo 6, >> 6, . Considerando

a expressdo para o fator de qualidade de um triangulo (LINDHOLM, 1983):

_8(s—a)(s—b)(s—c) . S_(a+b+c)
7= abc - 2

, (4.2)

onde a, b, ¢ s30 os comprimentos das arestas, € ¢ ¢ igual a 1 para elementos eqiiilateros, os
tridngulos do instante ¢, anterior a transicao, sdo de baixa qualidade. O pardmetro 2 também indica

um erro maior neste instante, ocasionando as descontinuidades ja citadas.
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Figura 4.6 Elementos triangulares. Instante de transi¢o. Corte longitudinal. 8, >> @ iy

Com um corte transversal ao movimento, como mostra a Figura 4.7, a transicdo ocorre
com suavidade, sem mudanca nas dimensdes do elemento: o pardmetro /# permanece constante. No
entanto, as contribui¢des tém um desequilibrio causado pelos cortes em sentidos contrarios antes ¢
apos a transi¢do, o que produz pequenas descontinuidades. Observe-as na Figura 4.8 e na Figura
4.12, onde o mesmo servomotor da Figura 4.3 ¢ simulado com elementos triangulares de primeira
ordem com cortes transversais a0 movimento.

A utilizagdo de dois cortes, dividindo as contribuigdes por dois, produz também
descontinuidades na solugdo (Figura 4.10). Elas podem ser minimizadas utilizando o fator de
qualidade ¢ como critério para realizar dois cortes ou apenas um corte no sentido transversal ao
movimento (Figura 4.9). Neste caso, ter-se-4 uma melhora na solugdo apenas apos a transigao,
gerando igualmente descontinuidades (Figura 4.11 e Figura 4.12). O corte no sentido do
movimento antes da transi¢do € rejeitado pois os elementos triangulares gerados por este corte

estdo demasiadamente deformados, ou seja, com baixa qualidade.

- corte no suplementar
-
<N Ve
\
NP <
-——— movimento N b2 % -7—movimento
~ s
t t+ At

Figura 4.7 Elementos triangulares. Instante de transi¢do. Corte transversal. 6, >> 6 iy



67

200 T T T T T

150 7N /

ot/ \ ]
L
-
/. \ /
f 4

% 0 r
w /
| JI
-50 \\ /
-100 \ /
\ /
\ /
-150 + A
=200 1 L L L L 1 1 L L
0 12 24 36 48 60 72 24 96 108 120

Deslocaments do rotor @ [graus]
Figura 4.8 Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06 graus (6./6,=8.33). Elementos
triangulares de primeira ordem - cortes transversais.
Note que, mesmo com esta estratégia, os elementos triangulares com cortes transversais

apresentam um melhor resultado (Figura 4.12).

- corte rejeitado no suplementar

- -
o N //

e
//\‘
--—— movimento . A & dj—movimento
AN e
t+ At

Figura 4.9 Elementos triangulares. Cortes determinados pelo fator g. 8, >> 6 e
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150 "

b
100} rnfh"'/
50 /A

-150 l\\\h Y.

0524 86 48 60 72 84 9 108
Deslocamento do rotor § [graus]

120

Figura 4.10 Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06 graus (6./,=8.33). Elementos
triangulares de primeira ordem - 2 cortes.
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Figura 4.11 Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06 graus (6./6,=8.33). Elementos
triangulares de primeira ordem - Cortes determinados pelo fator g.

|
a0+ Il\_ [ triangulo de primeira ordem - |
\‘j \ ||| / cortes determinados pelo fator de qualidade
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Deslocamento do rotor @ [araus]

Figura 4.12 Detalhe da Figura 4.8 e da Figura 4.11. Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06
graus (6./6,=8.33).

4.2.2 Discretizacao da Banda de Movimento

Como mostrado no item anterior, os elementos triangulares formados a partir de cortes
transversais a0 movimento produzem menor ruido numérico no calculo da Fem e serdo empregados
de agora em diante. A Figura 4.13 mostra o processo de deformagdo de um elemento da banda de

movimento se 6, >>6,.
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Figura 4.13 Deformacao de um elemento triangular

Le é o comprimento de um elemento, Lb a largura da banda de movimento e d o
deslocamento.

Se Le é muito pequeno em relacdo a Lb, a mudanca da malha na transicdo ¢ discreta,
diminuindo a sensibilidade da for¢a eletromotriz a deformacdo dos elementos da banda de
movimento. Isto sugere o aumento dos graus de liberdade no sentido tangencial na Banda de
Movimento.

O servomotor da Figura 4.3 ¢ agora simulado com 5 malhas distintas no entreferro: Figura
4.14 a Figura 4.17. As malhas do estator e do rotor se mantém praticamente inalteradas. No detalhe
mostrado na Figura 4.16 a malha 1 apresenta melhor resultado que as malhas 2 ¢ 3a, as quais
apresentam Le/Lb maior, apesar de nestes casos a densidade de elementos no entreferro ser maior.

Entretanto, observou-se que a posi¢do da Banda de Movimento, ou seja, em qual camada
de elementos no entreferro ela se situa, influencia muito o resultado para a forca eletromotriz para
esta maquina. A Figura 4.17 mostra que afastar a Banda de Movimento da interface ar-ferro do
estator, onde o erro na componente tangencial do campo magnético ¢ consideravel para a
formulagcdo com potencial vetor, diminui o ruido numérico. A diferenca entre os valores da
componente tangencial do campo magnético no ar e no ferro ¢ da ordem de 2 (WIGNAL et al.,
1988). Com a malha 3c, portanto, obtém-se o melhor resultado entre as cinco malhas apresentadas.

Salienta-se que nesta maquina, que apresenta um entreferro magnético grande, com uma
malha pouco densa o resultado ¢ excelente com elementos de primeira ordem (Figura 4.15), ou
seja, o ruido numérico € muito pequeno (o resultado experimental para esta maquina foi obtido no

GRUCAD; para detalhes desta maquina ver Anexo 2).
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(d) Malha 3b: 2200 elementos

1293 nos. 1293 nos.
Lelb=1'1.03 LeLb=11.03

Figura 4.14 Malhas para o servo motor da figura 4.2. Banda de Movimento com 180 elementos
triangulares de primeira ordem (8,=0.5 graus). Le=0.225 mm. Entreferro mecénico
(estator-ima) g=0.7 mm.

=5 simulacio

L] 1]
Deslocamento do rotor & [graus]

Figura 4.15 Fem a 2000 rpm. Simulagdo para malha 1, §,=0.06 graus (6./6,=8.33).
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Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 4.16 Detalhe da Fem para as malhas 1, 2 e 3a da Figura 4.14.

malha 3a
malha 3b

malha 3¢

ala]

85

Baf

6 358 36 kB2 34 IBE IS 7
Deslocamento do rotor & [graus]

Figura 4.17 Detalhe da Fem para as malhas 3a, 3b e 3c da Figura 4.14.

Em maquinas com entreferro magnético pequeno, como o motor sincrono com pecas
polares da Figura 4.18 (esta maquina foi projetada e construida pelo grupo de pesquisa do professor
M. Lajoie-Mazenc do LEEI/ENSEEIHT de Toulouse; detalhes desta maquina ver Anexo 2), o
calculo da forca eletromotriz exige um cuidado maior. Para este caso, realizou-se um estudo
empregando elementos de primeira ordem em nove malhas (Figura 4.20 a Figura 4.22). Observe
que o melhor resultado para um Le fixo ¢ sempre o que apresenta maior Lb.

O resultado para a malha 1 (Figura 4.19), que ¢ o melhor da Figura 4.20, apresenta ainda
uma oscilagdo forte na forga eletromotriz devido a sensibilidade a deformac¢do dos elementos. Para
obter-se um bom resultado com elementos de primeira ordem é preciso uma malha muito densa

(malha 7 — Figura 4.22).
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No caso desta maquina, devido ao entreferro muito estreito e limitado por duas regides com
ferro (os concentradores de fluxo do rotor e o estator), a posi¢do da Banda de Movimento, ou seja,
a camada de elementos em que ela se encontra no entreferro, ndo muda o resultado da forca

eletromotriz. A relagdo Le/Lb neste caso € determinante na obtengdo de um bom resultado.

Figura 4.18 Motor Sincrono a imas com pegas polares.

A conclusdo para esta maquina € que a discretizagdo deve ser incrementada na direcao
tangencial, aumentando-se o nimero de segmentos das fronteiras superior e inferior da banda de

movimento. Os elementos obtidos desta forma possuem uma relagdo Le/Lb pequena, o que os torna
menos sensiveis a deformacao.
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Figura 4.19 Malha 1: 1658 elementos, 915 nds. 162 elementos triangulares na Banda de
Movimento (6,=1.11 graus). Le=1.07 mm, Lb=0.3 mm.
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96

primeira ordem. Le = 1.07 mm. Entreferro g=0.3 mm. 6,=0.12 graus.

Detalhe cla Banda de Movimento

108

120

a 1700 rpm. Banda de movimento com 162 elementos triangulares de

Le/Lb=1.77/1
malha 4: 2529 elementos, 1391 nds.

Le/Lb=3.6/1
malha 5: 2630 elementos, 1525 nés.

MWM 5.3/1

malha 6 2790 elementos 1687 noés.

1
24 36 48 6

Deslocamento do rotor 6 [graus]

108

20

Figura 4.21 Fem a 1700 rpm. Banda de movimento com 324 elementos triangulares de primeira
ordem Le = 0.53 mm. Entreferro g=0.3 mm. §,=0.12 graus.
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Figura 4.22 Fem a 1700 rpm. Banda de movimento com 486 elementos triangulares de primeira
ordem. Le = 0.36 mm. Entreferro g=0.3 mm. ,=0.12 graus.

Para confirmar os resultados obtidos com a maquina de pegas polares, o motor de
relutincia chaveado 10/8 (GREEN et al, 1994), com 10 po6los no estator, 8 polos no rotor, ¢ 5 fases
mostrado na Figura 4.23 (detalhes desta maquina ver Anexo 2) foi simulado com as malhas
mostradas na Figura 4.24 ¢ na Figura 4.25. Esta maquina também apresenta um entreferro muito
estreito (0.25mm) e limitado por duas regides com ferro: os polos do estator e do rotor. A
simulag@o foi realizada alimentando a fase 1 (bobinas dos pdlos 1 e 6 ligadas em série) com 2 A
(Figura 4.23). Para esta maquina o menor dominio de estudo possivel ¢ de 180 graus com
condig¢des de anti-periodicidade: observe uma carta de equipotenciais na Figura 4.26. Os resultados
mostrados na Figura 4.27 confirmam as conclusdes obtidas para a maquina sincrona com pegas
polares. A relacdo Le/Lb menor da malha 1 produz um resultado melhor que as malhas 2 e 3,
mesmo com a Banda de Movimento localizada junto a fronteira ar-ferro do po6lo do rotor (Figura

4.25).



75

com2 A.

N
SR
O l“éi*‘
Vil o ‘.
. RIS SRR AR
ORI T e STl
S o, 7 SREITRRALRY
: e AVt ST *"*5’#"‘"#3*5#’4‘!54
A A O T b e
Rt e g A W e e A KEA AR
A ) L AN AL o A g ey AT
T A AN Y BV Vi Vi o it
' NAY mNRVAY - SRy S VA
{b"i "4’4"‘" : %‘qﬂ.ﬁgﬂ_ﬂ WAVWAY. vy
SR s A B el
WA a%i?ﬁi%ﬁ?’i‘wlﬁﬁmﬁ""“ A AR

A

Figura 4.24 Malha 1: 4861 elementos, 2730 nos. 480 elementos triangulares na Banda de

Movimento (6,=0.75 graus). Le=0.327 mm, Lb=0.125 mm.

— Banda de
~ ferro

(a) Malha 1: 4861 elementos e (b) Malha 2: 5570 elementos e (c) Malha 3: 2846 elementos e
2730 nos. 3327 nos. 1605 nos.
Le/Lb=2.6/1 Le/Lb=5.2/1 Le/Lb=10.5/1

Figura 4.25 Detalhes das malhas utilizadas para o motor de relutidncia chaveado da Figura 4.23.

Banda de Movimento com 480 elementos triangulares de primeira ordem para malhas 1 e
2, e 240 para malha 3. 6,=0.75 graus para malhas 1 ¢ 2, ¢ §,=1.5 graus para malha 3.
Entreferro g=0.25 mm.
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Figura 4.26 Equipotenciais do potencial vetor magnético para excitagdo de 2 A na fase 1. Rotor
posicionado em £=12 graus.
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Deslocamente do rotor & [graus]

Figura 4.27 Fem para 400 rpm. 6,=0.15 graus.

4.2.3 Elementos de Ordem Elevada na Banda de Movimento

Para o servomotor da Figura 4.3, bons resultados sdo obtidos com elementos de primeira
ordem (Figura 4.15). Os resultados para elementos lagrangeanos e hierarquicos de ordem elevada,

submetidos a uma forte deformacdo dos elementos (6, / 6, =8.33), sdo mostrados na Figura 4.28 ¢

na Figura 4.29. O entreferro foi dividido em trés camadas de elementos (malha 3b da Figura 4.14 ),

com a Banda de Movimento na camada intermedidria, de forma a permitir a utilizagdo dos
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elementos hermitianos. O pequeno ruido numérico foi eliminado utilizando elementos completos
de segunda ordem lagrangeanos ou hierarquicos na Banda de Movimento.
Os elementos hermitianos apresentaram uma forte sensibilidade a deformacdo dos

elementos. Quando ndo ha deformagdo, ou seja, 6, =k6, com k inteiro, os trés tipos de

interpolagdo levam ao mesmo resultado.
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Figura 4.28 Fem para a velocidade de 2000 rpm e 6,=0.06 graus (6./6,=8.33). Simula¢do com a
malha 3b (Fig. 4.13).
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Figura 4.29 Detalhe da Figura 4.28.

Os elementos hermitianos sdo utilizados normalmente em problemas de quarta ordem em
Engenharia Mecanica. O tnico trabalho encontrado sobre o emprego destes elementos em
maquinas elétricas (KOMEZA et al., 1988), analisa o torque para posi¢des discretas do rotor (sem

deformagdo) e, embora bons resultados tenham sido obtidos, utiliza elementos hermitanos com
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derivadas de segunda ordem em todo o dominio, o que é incompativel para o eletromagnetismo. Os
resultados aqui obtidos levam a crer que, considerando a continuidade das derivadas, estes
elementos modelam melhor solu¢des mais regulares que as do eletromagnetismo, onde as
mudangas de meio e geometrias complexas geram solugdes bastante irregulares.

Nos casos em que o entreferro magnético € estreito, ¢ necessaria uma malha muito densa
para obter-se bons resultados com elementos triangulares de primeira ordem. Na Figura 4.30 e na
Figura 4.31, para a maquina sincrona de pecas polares da Figura 4.18, observa-se um bom
resultado empregando-se a malha 1 (Figura 4.19), com elementos quadraticos ou cubicos
completos lagrangeanos na banda de movimento. As simulagdes foram realizadas com uma forte
deformacgdo dos elementos (6./6,=9.25).

Nota-se que a utilizagao de elementos quadraticos ou cibicos completos aumenta o nimero

de graus de liberdade somente na regido da Banda de Movimento evitando um refinamento total do

dominio.
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Figura 4.30 Fem a 1700 rpm para a malha 1 (Figura 4.19). Banda de movimento com 162
elementos triangulares. §,=0.12 graus . (6./6,=9.25).
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Figura 4.31 Detalhe da Figura 4.30.

A Figura 4.32 mostra que com elementos hierarquicos cubicos completos obtém-se uma
boa concordancia com o resultado experimental (os resultados experimentais para esta maquina
foram obtidos no LEEI/ENSEEIHT de Toulouse; para detalhes desta maquina ver Anexo 2). E
importante observar, no entanto, que o resultado para segunda e terceira ordem sdo praticamente os
mesmos (Figura 4.31), e considerando o tempo de processamento computacional maior da
interpolagdo cubica devido a condensacdo e principalmente a solu¢do do problema, torna-se
desinteressante o seu emprego. Com elementos lagrangeanos ctbicos completos, como mostra a
Figura 4.33, obtém-se o mesmo resultado que com elementos hierarquicos. No entanto, a
simplicidade para obter as fung¢des de interpolacdo e o melhor condicionamento do sistema,
indicam os elementos hierarquicos como os mais interessantes. Os elementos hermitianos, para este
caso (geometria mais complexa), produzem um ruido ainda maior do que o observado para o

servomotor (Figura 4.34).
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Figura 4.32 Fem a 1700 rpm para a malha 1 e ensaio. 6,=0.12 graus . (6,/6,=9.25).
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Figura 4.33 Fem a 1700 rpm para a malha 1. §,=0.12 graus . (6./6,=9.25). As curvas para
elementos lagrangeanos e hierarquicos ctiibicos completos se sobrepdem.
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Figura 4.34 Fem a 1700 rpm para a malha 3 com a Banda de Movimento na camada intermediaria
do entreferro. 6,=0.12 graus . (6./6,=9.25).

Para o motor de relutincia chaveado (Figura 4.23) o uso de elementos hierarquicos
completos de segunda ordem na Banda de Movimento ¢ suficiente para reduzir muito o ruido
numérico (Figura 4.35 e Figura 4.36), produzindo bons resultados mesmo com uma relacdo Le/Lb

grande (10.5/1) como a da malha 3.
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Figura 4.35 Fem a 400 rpm para a malha 1.6,=0.15 graus.
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Figura 4.36 Fem a 400 rpm para a malha 3. 6,=0.15 graus.

4.3 Calculo do Torque Eletromagnético

O tensor de Maxwell foi implementado com elementos de primeira ordem e com elementos
quadraticos e cubicos completos hierarquicos na Banda de Movimento. No caso de elementos de
primeira ordem, quando o torque ¢ calculado dentro da Banda de Movimento, uma unica superficie
de integragdo ¢é utilizada passando nos pontos médios das arestas dos tridngulos. Se o torque é
calculado acima da Banda de Movimento, elementos quadrilaterais sdo utilizados (obtidos a partir

da composi¢ao de tridngulos) como proposto por SADOWSKI (1993).
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No caso dos elementos de ordem elevada, os quadrilateros situados acima e/ou abaixo da
Banda de Movimento, os quais apresentam uma aresta quadratica ou cubica, ndo podem ser
condensados como proposto por SADOWSKI (1993) para quadrilateros de primeira ordem. A
condensacdo ¢ realizada utilizando as fungdes de interpolagdo obtidas pelo procedimento descrito
no capitulo 1 para fungdes hierarquicas. A superficie de integragdo, neste caso, ¢ definida passando
também pelos pontos médios das arestas dos tridngulos (calculo dentro da Banda de Movimento)
ou quadrilateros (calculo acima da Banda de Movimento). E importante observar que o campo
magnético varia dentro dos elementos de segunda ou terceira ordem modificados situados acima da
Banda de Movimento, exigindo no calculo do torque uma integragdo numérica.

Para o servomotor da Figura 4.3, utilizando a malha 3b mostrada na Figura 4.37, que
apresenta trés camadas de elementos no entreferro (sendo a Banda de Movimento a intermediaria),
os resultados para o torque devido somente aos imas (“Cogging torque”) sdo mostrados na Figura
4.38, para o calculo acima da Banda de Movimento, e Figura 4.39 para o calculo dentro da Banda

de Movimento. Os elementos sdo submetidos a uma forte deformacdo (6, / 6,=833). Para o

calculo fora da Banda de Movimento os resultados sdo bons, por outro lado, dentro da Banda de
Movimento a deformacdo dos elementos produz fortes oscilagdes no resultado para o torque.
Sem a deformacgdo, ou seja, 6,=6,, os resultados sdo os mesmos, dentro ou fora da Banda

de Movimento, com elementos de primeira ordem ou de ordem elevada.

| y e
Banda de Movimento *. /

B P,

Sl

'[gn__sor de Maxwell §
Y il 1 V4

e < \

Figura 4.37 Detalhe malha 3b para o servomotor da Figura 4.3, com trés camadas no entreferro.
Superficie de integrag@o indicada para o caso do célculo do torque nos elementos quadrilaterais
acima da Banda de Movimento.
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Figura 4.38 “Cogging torque” para §,=0.06 graus. Célculo acima da Banda de Movimento.
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Figura 4.39 “Cogging torque” para ,=0.06 graus. Célculo dentro da Banda de Movimento
9,/6,=833-

Para a maquina com pegas polares (Figura 4.18) o calculo do torque foi efetuado utilizando
duas camadas de elementos no entreferro (malhas 2,5 e 8 - Figura 4.40) e a Banda de Movimento
localizada junto ao rotor. Os elementos, também neste caso foram submetidos a uma forte

deformacado (6, / 6,=9,25). A utilizagdo de trés camadas no entreferro produz elementos muito

alongados na direcdo tangencial (relagao Le/Lb grande) e leva a resultados muito ruins tanto para a
Fem como para o torque. Embora com uma camada apenas o resultado tenha sido excelente para a
Fem, no calculo do torque, que neste caso obrigatoriamente deve ser realizado dentro da Banda de

Movimento, a deformag¢ao dos elementos leva a resultados extremamente ruins.
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Os elementos quadrilaterais sio mais indicados para o calculo do torque (TARNHUVUD et
al.,1988), porém os tridngulos produzem melhores resultados na implementagdo do movimento,
como visto no item 4.2.1. Para estabilizar o resultado do torque o ideal ¢ utilizar, se possivel,
elementos quadrilaterais acima ¢ abaixo da Banda de Movimento, desde que os elementos ndo
fiquem muito alongados, o que levaria também a um resultado ruim (caso desta maquina, com trés
camadas). Observou-se em muitas simulagdes realizadas que, para o calculo da forga eletromotriz e
do torque, o que importa ¢ a discretizagdo do entreferro. Nas regides limitrofes ao entreferro, a
qualidade dos triangulos, normalmente necessarios para gerar as geometrias complexas do estator e
do rotor, influencia muito pouco o resultado. Apenas com uma ampliagdo da curva podem-se
observar pequenas diferenciagoes.

Os resultados para o torque devido somente aos imads (“Cogging torque”) e calculado acima
da Banda de Movimento ( Figura 4.41, Figura 4.42 e Figura 4.43) apresentam oscilagdes fortes
com o aumento da ordem de interpolacdo. Estas oscilagdes diminuem com uma discretizacdo mais
densa (malha 8 na Figura 4.40(c)).

A Figura 4.45 mostra o resultado para o torque com duas fases alimentadas em série com
uma corrente continua de 10A. O resultado experimental neste caso foi obtido em SADOWSKI
(1993). Observa-se uma boa concordancia entre o calculo e o resultado experimental. A
interpolacdo de primeira ordem apresenta, como para o caso do “Cogging torque”, um resultado
melhor. As oscilagdes presentes quando a ordem de interpolagdo é aumentada aparecem também
nos métodos baseados em Multiplicadores de Lagrange, como sera visto no proximo capitulo, onde
um estudo baseado nas componentes radial e tangencial da indu¢do magnética no entreferro ¢
apresentado para elucidar este comportamento do torque com o aumento da ordem de interpolacao
em entreferros estreitos.

O resultado para o “Cogging torque” calculado dentro da Banda de Movimento para esta
maquina, que apresenta um entreferro muito estreito (0.3 mm) com ferro nas duas fronteiras,
apresentou oscilagdes ainda mais fortes que no caso do servomotor da Figura 4.3. Mesmo com uma

malha mais densa (malha 8 na Figura 4.40) o resultado é muito ruim (Figura 4.44).

Ve y v ’ I -

- superficie de Integragio para o [ - superlicie de Integragio para o i rhicie de Integragio pi %N
" Tensor de Maxwell § :! |~ Tensor de Maxwell & | Y ;‘:E:o:‘u: ;a;‘::‘!“"‘i-'ﬂ para o /
- | /£ i | Y ¥
// \ / { tato \ S _/ | ¥ /
estator | — |/ estator |
— , f = : r h y | —NeT y estator
T—— — ¥ = —_t---} i ¥ | v
—— e i R s S D o o Sy Sy s
Banida do Movimendo = - ’;”n"""‘-l — T = e de Movimanto =7 |, - ::“r =TI =TS
- e o \ rotor -
. ! J \.\ ) _..")‘\\
N 4 P . I
/ e ! ! vi SN
(a) Malha 2: 1772 elementos (b) Malha 5: 2630 elementos e {c) Malha 8: 3640 elementos e
1015 nés. 1525 nos. 2111 nds.

Figura 4.40 Detalhes das malhas utilizadas no calculo do torque para a maquina de pegas polares da
Figura 4.18. Superficie de integracdo indicada para o caso do calculo do torque nos elementos
quadrilaterais acima da Banda de Movimento.
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Figura 4.41 “Cogging torque” para 6,=0.12 graus. Céalculo na camada acima da Banda de
Movimento. Malha 2.
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Figura 4.42 “Cogging torque” para §,=0.12 graus. Célculo na camada acima da Banda de
Movimento. Malha 5.
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Figura 4.43 “Cogging torque” para §,=0.12 graus. Célculo na camada acima da Banda de
Movimento. Malha 8.
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Figura 4.44 “Cogging torque” para §,=0.12 graus. Célculo dentro da Banda de Movimento.
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Figura 4.45 Torque com duas fases alimentadas em série com uma corrente continua de 10A
(6,=0.12 graus). Calculo na camada acima da Banda de Movimento. Malha 2

A simulagdo para o motor de relutincia chaveado da Figura 4.23 foi realizada alimentando-

se a fase 1 (bobinas dos pdlos 1 e 6 ligadas em série) com 2 A. O resultado mostrado na Figura
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4.47 para a malha 1 (Figura 4.46), que apresenta uma relacdo Le/Lb pequena, mostrou também
oscilagdes com o aumento da ordem de interpolagdo. A concordancia com o resultado experimental
¢ satisfatoria (o resultado experimental foi obtido a partir do artigo GREEN et al. (1994); para

detalhes desta maquina ver Anexo 2).
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Figura 4.46 Detalhe da malha 1 para o motor de relutancia chaveado da Figura 4.23.6,=0.75 graus.
Entreferro 0.25 mm.
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Figura 4.47 Torque para a malha 1.6,=0.15 graus.

No caso do torque, fica claro que o aumento da ordem de interpolagdo ndo leva a bons
resultados, produzindo oscilagdes em maquinas de entreferro estreito, mesmo com o calculo
efetuado fora da Banda de Movimento. Embora alguns trabalhos na literatura (WIGNAL et al,
1988, TARNHUVUD et al, 1988,CAlI et al, 2001,SHI et al, 1996) afirmem a melhora do resultado
da for¢a e do torque com o aumento da ordem de interpolagdo, ndo se encontra neles um estudo
considerando o movimento livre da parte mével, sem restrigdes no deslocamento do rotor &, ou

seja, 6, #0,.
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4.4 Conclusao

Os melhores resultados para a forga eletromotriz com entreferros estreitos sdo obtidos com
uma relacdo Le/Lb pequena, a qual ¢ obtida com o menor niimero possivel de camadas de
elementos no entreferro e com o aumento do nimero de elementos na Banda de Movimento, ou
seja, uma discretizagdo densa na direcdo tangencial. Os elementos triangulares produzem melhor
resultado para a implementacdo da Banda de Movimento, entretanto, para estabilizar os resultados
de forga eletromotriz ¢ também de torque quando ha outras camadas de elementos no entreferro,
elas devem se possivel ser de elementos quadrilaterais.

No caso da forca eletromotriz, os resultados apresentados demonstraram uma melhora com
a elevagdo da ordem de interpolagdo para elementos lagrangeanos e hierarquicos. A interpolagdo
hierarquica, entretanto, apresentou-se mais interessante por produzir um sistema mais bem
condicionado e pela facilidade da obtencdo das fungdes de interpolagdo, especialmente para
elementos modificados. Por esta razdo foi escolhida para implementacdo nos métodos ndo-
conformes. Da interpolagdo de segunda para terceira ordem, entretanto, ndo foi observada uma
melhora significativa nos resultados. Os resultados obtidos com elementos hermitianos foram
péssimos, o que torna estes elementos desinteressantes na solucdo de problemas do
eletromagnetismo.

Para o torque os resultados obtidos demonstram que a elevacdo da ordem de interpolagao
produz oscilagdes quando o entreferro € estreito. Estas oscilagdes acontecem também nos métodos
nio-conformes, como sera visto no proximo capitulo, onde uma atengdo especial é dispensada a
estas oscilagdes. Os melhores resultados para o torque, quando o entreferro € estreito, sdo obtidos
com interpolagdo de primeira ordem com duas camadas de elementos no entreferro (o torque sendo
calculado sempre na camada de elementos quadrilaterais acima da Banda de Movimento para evitar

os erros devido a deformagdo dos elementos) e com uma discretiza¢ao densa na dire¢do tangencial.
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CAPITULOS5 ANALISE DOS RESULTADOS PARA AS
FORMULACOES NAO-CONFORMES

5.1 Introducao

Neste capitulo ¢ analisada a resposta dos métodos Mortar ¢ Multiplicadores de Lagrange
para o célculo da forca eletromotriz ¢ do torque. O método da Interpolagdo Nodal ndo apresentou
um bom desempenho em alguns testes realizados em um estudo feito no Matlab para uma estrutura
linear, produzindo um resultado muito ruim comparado com a Banda de Movimento no calculo da
forga eletromotriz. Na verdade a conexao entre as malhas fixa e movel é feita de maneira fraca, se
comparada com os métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange. Enquanto nos métodos Mortar
e Multiplicadores de Lagrange o potencial vetor de um n6 em um lado da interface ¢ funcao de
todos os potencias do outro lado (Matriz Q, que relaciona os potenciais pertencentes a interface no
estator e no rotor, ¢ cheia para uma posi¢ao nao-conforme), no método de Interpolagdo Nodal é
funcdo apenas dos nos vizinhos do outro lado da interface. Isto leva a uma condigdo fraca, ou seja,
insuficiente para impor de forma eficaz a continuidade do potencial vetor na interface e por esta
razdo o método de Interpolacdo Nodal ndo foi implementado num codigo em Fortran. Deste ponto
em diante o termo “formulagdes ndo-conformes” se refere aos métodos efetivamente
implementados para maquinas rotativas: Multiplicadores de Lagrange e Mortar.

O Mortar e o método dos Multiplicadores de Lagrange foram inicialmente implementados,
considerando condi¢des de antiperiodicidade para maquinas elétricas rotativas, em um ambiente
Matlab com interpolagdo de primeira ordem, segunda ordem e cubica. Concomitantemente uma
versdo em Fortran 90 foi desenvolvida em primeira ordem para o Mortar como parte da cooperagao
do Grucad com o Lgep. Para facilitar a entrada de dados e diminuir o tempo de processamento,
decidiu-se implementar o método dos Multiplicadores de Lagrange no programa de calculo de
campos eletromagnéticos EFCAD (Fortran 77) desenvolvido no Grucad. O modulo escolhido foi o
Efcr (formulagdo magnetostatica com movimento para maquinas elétricas). A implementacdo no
Efcr utiliza interpolacdo de primeira ordem e de segunda ordem hierarquica, a interpolagdo de
terceira ordem nao foi implementada visto que ndo apresentou melhora nos resultados em relagdo a
interpolacdo de segunda ordem como sera visto a seguir (os resultados para interpolacdo de terceira
ordem foram obtidos com o Matlab). A decisdo de se implementar o método dos Multiplicadores
de Lagrange foi baseada na estrutura que apresentava o modulo Efcr (armazenamento por largura
de banda e resolucdo do sistema através do método de Eliminag¢do de Gauss) e na facilidade de

programacao, evitando a transformagdo (2.28) e a inversdo da Matriz C, necessarias ao Mortar.
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Para uma implementacdo eficaz e veloz do método Mortar o ideal é o armazenamento apenas dos
elementos ndo-nulos. Isto tornaria o tempo de processamento exigido para efetuar a transformacéo
(2.28) bem como a inversdo da matriz C irrisérios quando comparados com o tempo necessario
para a solugdo do sistema. No capitulo 6 ¢ mostrado que, apesar da implementacdo mais simples do
método dos Multiplicadores de Lagrange, o método Mortar apresenta um tempo menor de
resolugdo do sistema se implementado com o ICCG, quando a malha tem dimensao superior a 1000
nés aproximadamente. O método dos Multiplicadores de Lagrange foi implementado aplicando a
numeragdo dos nos das malhas do estator e do rotor, como descrito no capitulo 2 (item 2.3.3.3), o
que implica que as matrizes empregadas para acoplar as partes fixa e mével C e D sdo as mesmas
que para o Mortar.

O estator €2, é sempre escolhido como escravo para o método Mortar e no caso do método

Multiplicadores de Lagrange o estator ¢ o dominio onde € discretizado A.

5.2 Calculo da Forc¢a Eletromotriz

5.2.1 Discretizacao do Entreferro

Para o servomotor a imas da Figura 5.2 as mesmas malhas utilizadas no capitulo 4 sdo
empregadas. Nos detalhes mostrados na Figura 5.3 observa-se a discretizacdo na regido do
entreferro, bem como a localizagdo da interface /. Empregaram-se nas simula¢des com esta

maquina os métodos Mortar e Multiplicadores, confirmando que eles produzem os mesmos

resultados. Para os métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange, @, é a abertura angular de uma

aresta na interface /~ em relagdo ao eixo de rotagdo (Figura 5.1).

estator

e

Figura 5.1 Defini¢ao de €, para os métodos ndo-conformes.
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Os resultados apresentados na Figura 5.4 e na Figura 5.5 mostram um nivel de oscilagdes
muito baixo no resultado da forca-eletromotriz para esta maquina: as cinco malhas levam
praticamente a um mesmo resultado. No entanto, observando com mais atengdo, pode-se
estabelecer um comportamento para estas oscilagdes em fungdo da posigdo da interface /7, o qual
serd confirmado a seguir na analise das outras maquinas. Na Figura 5.4 a malha 2, na qual 7/ se
encontra exatamente no meio do entreferro (longe do ferro dos estator e dos tridngulos na regido
com ima do rotor), apresenta um resultado levemente superior. Na Figura 5.5 a malha 3a, na qual /7~
se encontra proxima a o estator (ferro) apresenta o pior resultado.

Embora a comparagdo entre as formulagdes conforme e ndo-conforme venha a ser
apresentada somente no capitulo 6, pode-se perceber nestas primeiras simulagdes com os métodos
Mortar e Multiplicadores de Lagrange um nivel de ruido muito menor que com a Banda de

Movimento (veja a Figura 4.16 e a Figura 4.17).

Figura 5.2 Servomotor a imas de 8§ pdlos.
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(a) Malha 1: 1992 elementos e

1097 nés. 1293 nos.

(d) Malha 3b: 2200 elementos {e) Malha 3c: 2200 elementos
1293 nos. 1293 nos.

Figura 5.3 Malhas para o servo motor da Figura 5.2. 90 arestas em /{€2,) e 90 arestas em /{<2,)
(6.=0.5 graus). Entreferro mecanico (estator-ima) g=0.7 mm.

89
ua malha 1
s malha 2
g a7l malha 3a
@
('8
86
85
B4t
83 1 Il 1 1 1 1
356 IE8 % 362 6.4 366 65 7

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.4 Detalhe da Fem a 2000 rpm para as malhas 1,2 e 3a. Multiplicadores de
Lagrange/Mortar.§,=0.06 graus (6,/6,=8.33).
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gl T T T T T ]

malha 3¢
8a b g

/ malha 3b

malha 3a

=g

g4 4

1 1 1 1
36 36.2 36.4 36.6 36.5 37
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.5 Detalhe da Fem a 2000 rpm para as malhas 3° 3b e 3c. Multiplicadores de
Lagrange/Mortar. §,=0.06 graus (6,/6,=8.33).

Para o motor sincrono a imas com pegas polares da Figura 5.6 com as cinco malhas
mostradas na Figura 5.7, que possuem sempre 2 camadas de elementos no entreferro, obtiveram-se
os resultados mostrados na Figura 5.8. O emprego de mais camadas no entreferro, no caso dos
métodos nao-conformes, ndo muda de forma significativa o resultado, desde de que a interface /7~
esteja localizada longe do ferro e que os elementos adjacentes a ela sejam quadrilaterais (isto €
confirmado na andlise do motor de relutancia chaveado logo a seguir). As malhas 1, 2 e 3 possuem
o0 mesmo numero de arestas (81) em ambos os lados da interface /. A malha 2, entretanto, possui
triangulos adjacentes a /~ no lado do rotor, ou seja, em /{€2,). O resultado obtido neste caso
apresenta um pouco mais de oscilagcdes (observar a regido em torno de 60 graus na Figura 5.8) que
amalha 1 (a qual apresenta quadrilateros em ambos os lados da interface 7).

Na malha 3 a interface / toca a regido com ferro do rotor: o resultado fica extremamente
ruim. Fica claro que localizando a interface /” longe das fronteiras com ferro e empregando
elementos quadrilaterais adjacentes a ela estabiliza-se o resultado para a forga eletromotriz.

Na malha 4 ha uma melhora no resultado em relacdo a malha 1 pelo aumento da
discretizagdo no sentido tangencial, o que ja acontecia com a Banda de Movimento. E evidente que,
neste caso, com o aumento do nimero de arestas em /(€2,) e /(<) a continuidade do potencial
vetor na interface é imposta de forma mais eficaz. A Figura 5.9 mostra um detalhe da forca
eletromotriz comparando as malhas 1, 4 e 5. Da malha 1, que apresenta 81 arestas em /{2,
(estator) e [{«2,) (rotor), para a malha 5, que apresenta 81 arestas em /{¢2,) e 162 arestas em
17¢2,) e finalmente a malha 4, que apresenta 162 arestas em ambos os lados de 7/, observa-se uma
melhora crescente no resultado, ou seja, as oscilagdem diminuem com o aumento da discretizagao

em /{€2,) e/ou [{€,). Na implementagao no Efcr optou-se por manter o mesmo niimero de arestas
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em ambos os lados da interface /. Isto possibilita uma simplificagdo na entrada de dados: apenas
um arquivo contendo a discretizagdo do dominio de estudo é necessario, o que acontece também

para a Banda de Movimento. O programa se encarrega de separar as discretizagdes do estator ¢ do

rotor adicionando uma camada de nos em um dos lados da interface /.

{a) Malha 1: 1772 elementos (b} Malha 2: 2297 elementos e (c) Malha 3: 2078 elementos e
1015 nos 1237 nos 1168 nos
81 arestas em [113,) 81 arestas em /[ 113,) 81 arestas em /113,
81 arestas em / ((3,) &1 arestas em [ 144,/ &1 arestas em [ 13/

£, : estator/escrave
3 :rotor/mestre

{d) Malha 4: 2630 elementos e {e) Malha 5: 2098 elementos e
1525 nos. 1347 nds.
162 arestas em /((3,) &1 arestas em J/i13,)
162 arestas em /153 162 arestas em /63,

Figura 5.7 Detalhes da malhas para o motor sincrono a imas da Figura 5.6. Entreferro g=0.3 mm.
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E 0p malha 1: 81 arestas em 17(£2.) 4
|18

e 81 arestas em F{.Qb}_

1
40 &0 a0

|
100 120

malha 2: 81 arestas em I((2,)
e B1 arestas em r,.
| 1

50 1 1 1
1] 20 40 &0 a0 100 120
QDD T T T T T
St g
g
w o malha 3: 81 arestas em 77(£2,)
- | e 81 arestas em [I'({2,), |
20 40 &0 a0 100 120
100 T T T T T
S a0t .
E
o Ol malha 4:162 arestas em I'(£2,) 4
L e 162 arestas em I'(£2)),
A0 ] 1 ] ]
1] 20 40 &0 a0 100 120

Figura 5.8 Fem a 1700 rpm. Multiplicadores de Lagrange/Mortar. §,=0.12 graus .

Fem[V]

Figura 5.9 Fem a 1700 rpm. Multiplicadores de Lagrange/Mortar. 6,=0.12 graus.

80

Deslocamento do rotor @ [graus]

0

malha 1: 81 arestas em 17(€2,)

e 81 arestas em (2,
L estator/escravo 2.

Oy : rotor/mestre malha 5: 81 arestas em T'(£2,)

e 162 arestas em I"(£2)),

malha 4:162 arestas em I'(£2,)
e 162 arestas em I"(€2;),

1 1 |
38 40 42 44 46
Deslocamento do rotor @ [graus]

48
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Para o motor de relutancia chaveado da Figura 5.10 os resultados obtidos com as malhas 1,

2 e 3 (Figura 5.11) s3o apresentados na Figura 5.12. Nestas simula¢des a interface / ¢ localizada no

meio do entreferro. As malhas 1 e 2 apresentam o mesmo numero de arestas em / , apenas o

nimero de camadas de elementos quadrilaterais no entreferro muda (2 para a malha 1 e 4 para a

malha2). Observa-se que os resultados para estas duas malhas sdo bons e muito semelhantes: o que

sugere o uso de duas camadas de elementos no entreferro como a melhor op¢do. Mesmo para a
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malha 3, que apresenta uma discretizacdo mais pobre no entreferro (120 arestas em ambos os lados
de 7), obtém-se um resultado bastante razoavel considerando os elementos excessivamente

alongados na dire¢do tangencial, o que para a Banda de Movimento é um grande problema.

Figura 5.10 Motor de relutancia chaveado 10/8 de 5 fases. Fase 1 (p6los 1 e 6 do estator) excitada
com 2 A.

(a) Malha 1: 4861 elementos e (b) Malha 2: 5570 elementos e (c) Malha 3: 2846 elementos e

) 2730 nés. 3327 nos. 1605 nos.
{5 estator 240 arestas em /7£2,) 240 arestas em [ {12,/ 120 arestas em /(£2,/)
£2,:rotor 240 arestas em /(%) 240 arestas em /(43,) 120 arestas em [ i(3,)

Figura 5.11 Detalhes das malhas utilizadas para o motor de relutincia chaveado da Figura 5.10.
60,=0.75 graus para malhas 1 ¢ 2, e §=1.5 graus para malha 3. Entreferro 0.25 mm.

Ell

Malha 3

10 15
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.12 Fem para 400 rpm. Multiplicadores de Lagrange. §,=0.15 graus.



97

5.2.2 Interpolacio de Ordem Elevada em I”

Figura 5.13 Detalhe da malha 4 ( 955 elementos e 569 nos) para o servo motor da Figura 5.2. 39
arestas em /(€2) e 39 arestas em /{€2,) (6.~=1.15 graus). Entreferro mecanico (estator-
ima) 0.7 mm.

Com elementos de primeira ordem os resultados sdo excelentes para o servo motor da
Figura 5.2. Para perceber a diferenca entre os resultados com interpolagdo de primeira ordem e
segunda ordem, a malha 4 (Figura 5.13) com uma densidade de elementos bem inferior as
utilizadas no item anterior foi utilizada. A Figura 5.14 mostra as simulagdes para este caso: a

interpolagdo hierarquica de segunda ordem elimina totalmente as oscilagdes.

a0

89
Interpolagdo de primeira ordem em 1~

83 1
yinterpolagao de segunda ordem em 1~

a7

Fem[V]

a6

o

g4

a3

a2

T4 e e 72 775 EEF}

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.14 Detalhe da Fem a 2000 rpm para a malha 4. Multiplicadores de
Lagrange/Mortar.8,=0.23 graus (6,/6,=5).

Para o motor sincrono de pecas polares da Figura 5.6 obtiveram-se os resultados
apresentados na Figura 5.15 para a malha 1 (Figura 5.7). Ha neste caso uma oscilagdo maior com o
aumento da ordem de interpolacdo, o que ndo aconteceu em todas as simulagdes realizadas com a

Banda de Movimento no calculo da forga-eletromotriz. Com a malha 4 este comportamento muda
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(Figura 5.16): o aumento da ordem de interpolacdo melhora o resultado. Observa-se que para os
métodos ndo-conformes nem sempre o aumento da ordem de interpolacdo melhora o resultado,
sendo necessario para isso uma discretizacdo adequada em /"¢ conseqiientemente no entreferro, o
que repercute no dominio como um todo. A interpolacdo de terceira ordem em [/ produz um

resultado muito préoximo ao resultado de segunda ordem, e, como para o caso da Banda de

Movimento, se mostra desinteressante (ver Figura 5.17).

Interpolagéo de primeira ordem em 1~

1 1 1
20 40 B0 80 100 120
Deslocamento do rotor @ [graus]

Interpolagao de segunda ordem em [~

1 1 1 1
20 40 0 80 100 120
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.15 Fem a 1700 rpm para a Malha 1 da Figura 5.7. Multiplicadores de Lagrange/Mortar.
6,=0.12 graus. (6./6,=9.25).

40
=20
E
Lt
w o

- Interpolagao de primeira ordem em I~

,40 1 1 1 1 1

0 20 40 B0 80 100 120
Deslocamento do rotor & [graus]

60

40
=20
E
@
w g

Interpolacéo de segunda ordem em I™
20
1 1 1

-40 1 1
0 20 40 B0 80 100 120
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.16 Fem a 1700 rpm para a malha 4 da Figura 5.7. Multiplicadores de Lagrange/Mortar.
6,=0.12 graus . (6,/9,=4.625).
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interpolagéo de tercerira ordem em I~
interpolagéo de segunda ordemem I~

0 I . I . . I .
36 384 408 43.2 456 48.0

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.17 Detalhe da Fem a 1700 rpm para a malha 4 da Figura 5.7. Multiplicadores de
Lagrange/Mortar. Comparagdo entre interpolacdo de segunda e terceira ordem.
Multiplicadores de Lagrange. 6,=0.12 graus . 6,/6,=9.25.

Para o motor sincrono de pecas polares da Figura 5.6 realizou-se um estudo no software
Matlab empregando o método Mortar para testar a continuidade do potencial vetor na interface /.
O rotor foi posicionado em £=20.5 graus (nesta posi¢ao ndo ha conformidade entre as malhas do
estator ¢ do rotor). O resultado apresentado na Figura 5.19 mostra que os potenciais na interface /7~
no lado do estator (escravo) e do rotor (mestre) ao longo do entreferro (observar a Figura 5.18 para
a definicdo de 6,) estdo muito proximos. Apenas com ampliagdes podem-se observar pequenas
descontinuidades com interpolag@o de primeira ordem em /. Para segunda bem como para terceira

ordem a continuidade do potencial vetor na interface ¢ imposta de forma mais eficaz.

Figura 5.18 Motor Sincrono a imas com pecas polares. Definigdo do angulo ao longo do entreferro
6,
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T

detalhe Figura 5.20

o
2
T

=}
T

rotorimestre

Potencial vetor na interface [Whim]
g
T

estator/escravo

-0.02 -

003 n ! ! ! L L
-10 10 30 50 70 90 1o

Angulo ao logo do entreferro Qﬂ[graus]

130

Figura 5.19 Continuidade do potencial vetor na interface 7. Mortar. Malha 1 da Figura 5.7.

g6

87+

aEL rotorimestre

a5l estatorlescravo

/

(a) g4
83

82

Potencial vetor na interface [Whim]

-y
ol

8 74 742 T44 TAG TAB 75 752 784 75B 758
Angulo ao logo do entreferro Ba[graus]

8.8
87r

BB rotorimestre

BE estatorlescravo

(9] B4

Potencial vetor na interface [Whim]

738 74 742 744 T4B T4B 75 752 754 T5B 758
3 Angulo ao logo do entreferro Qa[graus]
8.8 : T T T T T T T T

rotorfmestre
86|

estator/escravo
85
(© g4t
83F

B2

Potencial vetor ha interface [Whim]

811

a . . . . . . . . .
738 74 742 Fa4 T4B 748 75 752 754 TF5B 758
Angulo ao logo do entreferro Gﬂ[graus]

Figura 5.20 Detalhes da Figura 5.19 para interpolagdo de (a) primeira, (b) segunda e (c) terceira
ordem na interface /-
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Para o motor de relutancia chaveado da Figura 5.10 pode-se confirmar a dependéncia de
uma discretizacdo adequada no entreferro para que o resultado para a forga-eletromotriz melhore
com o aumento da ordem de interpolacdo. Enquanto as simulagdes para as malhas 2 e 3 da Figura
5.11 apresentam oscilagdes fortes com o aumento da ordem de interpolagdo (Figura 5.22 e Figura
5.23) com a malha 1 o resultado ¢ um pouco melhor com interpolacdo de segunda ordem (Figura
5.21). Pode-se observar comparando os resultados para a malha 1 (Figura 5.21) e malha 2 (Figura
5.22) que duas camadas de elementos no entreferro produzem um resultado melhor que quatro para
interpolacdo de segunda ordem em /. No caso dos métodos nao-conformes, conclui-se que a
elevacdo da ordem de interpolacdo nao garante uma melhora no resultado da forga eletromotriz
para entreferros estreitos, sendo necessaria uma discretizagdo mais fina em /e a utilizagdo de duas
camadas de elementos quadrilaterais no entreferro. Esta discretizagdo mais fina porém ja produz
bons resultados para interpolagao de primeira ordem (observe a Figura 5.16 para o motor sincrono
a imds com pecas polares e a Figura 5.21 para o motor de relutdncia chaveado), o que torna a
elevagdo da ordem de interpolacdo desinteressante no calculo da forga eletromotriz para os

métodos nao-conformes.

0 T T T T

Multiplicaderes de Lagrange

- Interpolagao de ssgunda ordsm em

Fam[V]

i .
. Interpolagio de primelra ordem em I~

0 L L L 1
) 5

10 15
Deslocamente do rotor @ [graus]

Figura 5.21 Fem para 400 rpm. Malha 1 da Figura 5.11. Multiplicadores de Lagrange. 6,=0.15
graus.
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Multiplicadores de Lagrange

™
* Interpolagéo de primeira ordem em I~

L 1
[} k] 10 1% a 25

Deslocamento do rator § [graus]

Figura 5.22 Fem para 400 rpm. Malha 2 da Figura 5.11. Multiplicadores de Lagrange. 6,=0.15
graus.

Fem[v]

* Interpelagao de segunda ordemem I

- Intarpolagio de primaira ardem am -~

1 1
o £ 10 15 0 %
Deslocamente do rotor # [araus]

Figura 5.23 Fem para 400 rpm. Malha 3 da Figura 5.11. Multiplicadores de Lagrange. 6,=0.15
graus.

5.3 Calculo do Torque Eletromagnético

O Tensor de Maxwell foi utilizado exatamente como para a Banda de Movimento
utilizando a camada de elementos quadrilaterais situada acima da interface /. A superficie de
integracdo para o Tensor de Maxwell é definida passando pelo ponto médio das arestas dos
quadrilateros (Figura 5.24).

Para o servomotor (Figura 5.2) o resultado para o torque devido somente aos imas
(“cogging torque”) é mostrado na Figura 5.25. Como acontece com a Banda de Movimento, os

resultados sdo bons com primeira ou segunda ordem.
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\ /
uperficie de integragao para o
ensor de Maxwell §

Figura 5.24 Superficie de integracdo S para o Tensor de Maxwell (malha 3b para o servo motor da
Figura 5.2). 90 arestas em /{€2,) e 90 arestas em /(€2,) (6,=0.5 graus).

e segunda ordem
__,._.‘_._— " primeira ordem MortarfMultiplicadores de Lagrange

0isE N

Tarque [MNm]
£ =)
T

J
=
F

005 - i

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.25 “Cogging torque” para para malha 3b ( Figura 5.24 e Figura 5.3). Multiplicadores de
Lagrange. /Mortar. 6,=0.06 graus. (6./6,=8.33).

Para o motor sincrono de pegas polares (Figura 5.6) as simulagdes para o calculo do
“cogging torque” (Figura 5.27¢ Figura 5.28) revelam uma oscilagdo enorme com interpolagdo de
segunda ordem e cubica empregando as malhas 1 ¢ 4 da Figura 5.26. E interessante observar que
no caso em que ha sempre a conformidade entre as malhas do estator e do rotor (para €,=6, na
Figura 5.27) o resultado com ordem elevada se aproxima muito do resultado de primeira ordem
(com ou sem conformidade entre as malhas). As oscilagdes acontecem nas posi¢cdes da parte movel
nas quais as malhas do rotor e do estator ndo sdo coincidentes em 7, ou seja, ndo estdo conformes,

como na figura Figura 5.26.
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superficie de integragio para o superficle de Integragao para o
Tensor de Maxwell 5 _ Tensor de Maxwell §

(a) Malha 1: 1772 elementos (b)Malha 4: 2630 elementos e

1015 nés 1525 nés.

Mortar/Multiplicadores de Lagrange Mortar/Multiplicadores de Lagrange
81 arestas em /{42;) 162 arestas em /(42,)

81 arestas em /1¢3,) 162 arestas em /¢,

Figura 5.26 Superficie de integragao S para o Tensor de Maxwell (malha 1 e malha 4 para o motor
sincrono a imas da Figura 5.6). Entreferro g=0.3 mm.

Interpolagdo de segunda ordem em 1~
Interpolagdo de segunda ordem em J™ ( 6,-9,)

sk Interpolagdo de primeira ordem em J™

4 3 B
Deslocamente do rotor @ [graus]

Figura 5.27 “Cogging torque” para §,=0.12 graus (6,/§,=9.25). Multiplicadores de
Lagrange/Mortar. Malha 1 (Figura 5.26a).

lmrpol'a;le de umlru'mum am

‘ Interpolagdo de segunda ordem em 1™
Interpolagao de primeira ordem sm I~

05k

Tarque [MNm]
=]

&
n
T

Figura 5.28 “Cogging torque” para §,=0.12 graus (6./6,=4.625). Multiplicadores de
Lagrange/Mortar. Malha 4. (Figura 5.26b).
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O resultado apresentado na Figura 5.29 para a malha 1 (Figura 5.26a), onde duas fases sdo
alimentadas em série com uma corrente continua de 10 A (o resultado experimental neste caso foi
obtido em SADOWSKI (1993)), apresenta também uma oscilagdo bastante significativa com o
aumento da ordem de interpolacdo. Estas oscilagdes sdo maiores que com o método da Banda de

Movimento. Entretanto, com interpolacéo de primeira ordem o resultado ¢ excelente.

. o II\“ r\1 N 1
= [ i | R,
g NN VRV RURVAVAVEN
50 P W paaY T
g | /\I NN Ilr | Ry, ~
= l\ [ | [ || L “J
apo SN Y 1
\'\.'I . ) Interpolagio de primeira ordem em i
A0 1 1 1 1 1 1
1} 0 an =] B0 i) 120 140 160 180

Deslocamants de ratar @ [graus]

1

=]

El

. Mv Wﬁw W lM W""MMMWW,. ]

_M“M ' o

Torque[Mm]
n_o

Interpolagio de segunda ordem em 7

L L L 1 1 J
A'III (1] 1] I]I 11 140 180 180

Deslocamento do rotor & [graus]
1o T T T T
Resultado Experimental

M ‘}\JW\UWH- o
W\ 5 _

Deslocamento do rotor & [grau..]

Teorque[Nm]

Figura 5.29 Torque com duas fases alimentadas em série com uma corrente continua de 10A
(6,=0.12 graus). Multiplicadores de Lagrange/Mortar .Malha 1 (Figura 5.26). (6./6,=9.25).

Nas simulagdes realizadas com o motor de relutincia chaveado (Figura 5.10) confirma-se a
tendéncia de piora no resultado do torque com o aumento da ordem de interpolacdo. Empregando
as malhas 1, 2 e 3 (Figura 5.30) obtiveram-se os resultados apresentados da Figura 5.31 a Figura
5.33, nos quais a interpolacdo de primeira ordem em / apresenta sempre um resultado mais estavel.
Observa-se que, com a discretizagdo mais densa em /"da malha 1 (240 arestas em ambos os lados)
e empregando 2 camadas de elementos no entreferro, obtém-se um resultado razodvel para

interpolacdo de segunda ordem (Figura 5.31), porém ainda com oscilagdes.
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superficie de integragio para o
Tensor de Maxwell 5

superficle de integragao para o superficie de Integragdo para o

Tensor de Maxwell & Tensor de Maxwell 5

(a) Malha 1: 4861 elementos e (b) Malha 2: 5570 elementos e (c) Malha 3: 2846 elementos e

2730 nos. 3327 nos. 1605 nos.
£ estator 240 arestas em J13,) 240 arestas em J{12) 120 arestas em /(2
13, :rotor 240 arestas em [ (43,) 240 arestas em /(43 120 arestas em [(43,)

Figura 5.30 Superficie de integraco S para o Tensor de Maxwell (detalhes das malhas utilizadas
para o motor de relutancia chaveado da Figura 5.10). 6,=0.75 graus paramalhas 1 e2 , e
6,=1.5 graus para malha 3. Entreferro g=0.25 mm.

075 T T T T

T T T

Multiplicadores de Lagrange

e T Interpolagio de segunda ardem em

o
in

Interpolagdo de primelra ordem em -

Tarque[him]

i L L L 1 1 1 L
3 12 15 18 2 2
Deslocamente do rotor @ [graus]

Figura 5.31 Torque para a malha 1 (Figura 5.30a). Multiplicadores de Lagrange. Fase 1 (bobinas
dos polos 1 e 6 ligadas em série) com 2 A §,=0.15 graus.

ors T T T T T T T
Multiplicadares de Lagrange
05 9
E
=
§_ T~ Interpolagdo de segunda ordem em 1°
5 ~
= * Interpelagée de primeira ordem em I~
0k g
1] 1 1 1 1 1 1 1
o 3 g 12 2 4

9 12 15
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.32 Torque para a malha 2 (Figura 5.30b). Multiplicadores de Lagrange. Fase 1 (bobinas
dos polos 1 e 6 ligadas em série) com 2 A §,=0.15 graus.
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o075 T T T T T T T

Multiplicadores de Lagrange

Interpolagac de segunda ordem em J°

Tarque[MNm]

Interpolagdo de primeira ordem em -

o
i

| 1 1 L L
0 3 [ a 12 15 18 21 2
Deslocamento do roter & [graus]

Figura 5.33 Torque para a malha 3 (Figura 5.30c). Multiplicadores de Lagrange. Fase 1 (bobinas
dos polos 1 € 6 ligadas em série) com 2 A 6,=0.15 graus.

5.4 Analise do Torque em Fun¢do das Componentes da Inducio

Magnética

Para compreender o comportamento destas oscilagdes com interpolacdo de ordem elevada
foi realizado um estudo variando o entreferro original g=0.25 mm do motor de relutincia chaveado
de 0.5g (0.125 mm) até 2g (0.5 mm). Estes resultados, obtidos com a malha 1 (Figura 5.30a), sdo
apresentados na Figura 5.34. A malha se mantém inalterada, apenas a altura dos elementos no

entreferro € variada.

125 B

Detalhe na Figura5.35

Torque[Nm]
o
i
T
=]
o'

025 B

a 3 B =] 12 15 18 21 24
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.34 Torque para varios entreferros empregando a malha 1 (Figura 5.30a). Multiplicadores
de Lagrange. Interpolacdo hierarquica de segunda ordem na interface /-
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Observa-se nos resultados mostrados na Figura 5.34 que um entreferro estreito produz mais
oscilagdes no calculo do torque. Isto pode ser compreendido analisando o comportamento do
torque como fungdo das componentes radial B, e tangencial B, da inducdo magnética ao longo do
entreferro na superficie de integracdo S. O Tensor de Maxwell pode ser expresso por (CHANG et

al, 1989, MIZIA et al, 1988):

T:LIrBrBtdS 5.1
Ho '

onde r ¢ o raio da superficie de integragdo S, 1, a permeabilidade do ar e L ¢ a profundidade da

maquina. A forma da indug¢ao radial B, ao longo do entreferro ¢ bem conhecida (MIZIA et al, 1988,
MOALLEM et al, 1990) para o motor de relutancia chaveado: ela tem uma amplitude elevada na
interseccdo dos arcos polares do rotor e do estator sob excitagdo e ¢ irriséria no resto do entreferro
(observe a Figura 5.38). A indugdo tagencial B,, no entanto, apresenta uma forma irregular: perto
dos cantos dos polos ela apresenta uma variacao abrupta e ¢ nula nas outras regides do entreferro
(observe a Figura 5.38). O Tensor de Maxwell depende do produto B,B; (Figura 5.38) e portanto do
calculo preciso das duas componentes ao longo do entreferro para cada posi¢do do rotor €.

Para analise das componentes radial e tangencial o rotor ¢ posicionado em £=3.6 graus.
Para este deslocamento # ndo ha conformidade entre as malhas (Figura 5.36b). A Figura 5.35
mostra um detalhe da Figura 5.34 para o torque em torno da posicdo £=3.6 graus no caso do

entreferro 0.5g e indica as posi¢des em que ha conformidade ou ndo entre as malhas.

07~

Torque[Nm]

o

m

o
T

pontos de conformidade entre as
malhas do estator e rotor

06

3 32 34 3

6 38 4
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 5.35 Detalhe da Figura 5.34.
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(a) rotor posicionado em #=3 graus (b} rotor posicionado em #-3.8 graus

Figura 5.36 Detalhes da malha 1 para uma posi¢do conforme (a) e outra ndo-conforme (b).

enrolamento

andlise de By e Br\o

0‘,: dngulo ao longo do entreferro

@ : deslocamento do rotor

Figura 5.37 Detalhe em torno do p6lo 1 do estator do motor de relutancia chaveado da Figura 5.10.

O resultado apresentado na Figura 5.38, para um entreferro de 0.125 mm (0.5g), mostra
uma boa concordancia entre a interpolacdo de primeira e segunda ordem para a indugdo radial B, na
superficie de integragdo S ao longo do entreferro (observe a Figura 5.37 para a definicdo de 6,:
angulo ao longo do entreferro). Porém, também na Figura 5.38, observa-se uma discrepéncia entre
a interpolagdo de primeira e segunda ordem na indugdo tangencial B, a qual obviamente ocorre
também no produto BB, o que acaba produzindo resultados bem distintos no célculo do torque para
primeira e segunda ordem quando as malhas estdo em posi¢des ndo-conformes.

Na Figura 5.39 (detalhe da Figura 5.38) é mostrada a componente tangencial da indugio
magnética B, ao longo do entreferro nas proximidades de um dos cantos do podlo do estator sob

excitagdo (ver detalhe da regido sob analise na Figura 5.37) para um entreferro de 0.125 mm (0.5g).
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Observe como B, oscila com interpolagdo de segunda ordem em /. Quando o entreferro aumenta

(Figura 5.40 e Figura 5.41) esta oscilagdo diminui fortemente.

E 4 T T T T T T T T T
2F Y .
o 5
& ) \
ﬂ —_ D e — i —————— " . . -F-'_J_"——'\—n"'_
] primeira ordem
3T 5 _
g @2 segunda ordem
c X
- 4 | | | | 1 1 | | |
-50 40 30 20 -10 0 10 20 30 40 50
E 2 T T T T T T T T T
m“* 1k detalhe na Figura 5.39 -
8T o— ~ "
$c ] — primeira ordem
22 segunda ordem
- ﬁ _2 | | | | 1 1 | | |
50 -40 -30 20 -10 0 10 20 30 40 50

1 T T T T T T T T T

0 iy
- Ve
] primeira ordem

L
m , segunda ordem
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 a0 40 &0

Angulo ao logo do entreferro 6ﬂ[graus]

Figura 5.38 Indugdes tangencial B,, radial B, e produto B,B, ao longo do entreferro para o rotor em
6=3,6 graus. Entreferro de 0.125 mm (0.5g).
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Figura 5.39 Inducdo tangencial B,, ao longo do entreferro para o rotor em ¢=3.6 graus. Entreferro
de 0.125 mm (0.5g). Detalhe da Figura 5.38.
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Figura 5.40 Indugao tangencial B,, ao longo do entreferro para o rotor em 6=3.6 graus. Entreferro

de 0.25 mm (g).
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Figura 5.41 Inducdo tangencial B,, ao longo do entreferro para o rotor em ¢=3.6 graus. Entreferro
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Figura 5.42 Inducao tangencial B,, ao longo do entreferro para o rotor em

0.125 mm (0.5g).

6=3 graus. Entreferro de
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Observa-se na Figura 5.42 que mesmo quando ha a conformidade entre as malhas (6=3
graus, Figura 5.36a) ocorrem fortes oscilagdes em B, para entreferros estreitos. Contudo os
resultados de torque com interpolacdo de primeira e segunda ordem neste caso sdo muito proximos.
Parece haver uma compensacdo entre os picos negativos e positivos de B, produzindo para
interpolagdo de segunda ordem um resultado proximo ao de primeira, ou seja, as curvas para o
torque com primeira e segunda ordem se cruzam aproximadamente nos pontos de conformidade
entre as malhas. No Anexo 4 faz-se um estudo de uma estrutura com dentes deslocados e pode-se
observar o mesmo comportamento, mesmo empregando interpolacdo de ordem elevada em toda a
malha e ndo apenas em uma linha.

Utilizando os conceitos da teoria de malha adaptativa (VANTI et al, 1997) pode-se
esclarecer este comportamento de B, proximo aos cantos dos polos quando a ordem de interpolacao
aumenta. Na verdade tem-se, para o caso de entreferros estreitos, um ponto singular para a solugdo
nos cantos dos polos sob excitacdo. A irregularidade na solug@o nos cantos dos polos sob excitagdo
¢ maior com a diminui¢do do entreferro. A teoria de malhas adaptativas mostra que proximo a
cantos, onde hd uma mudanga brusca na solu¢ao para o potencial vetor e também para a indugdo
magnética (calculada com sua derivada), deve-se utilizar elementos de primeira ordem com
pequena dimensdo e, onde a solucdo € regular, elementos maiores com ordem de interpolacdo
elevada, se necessario. Para representar a variacdo abrupta de uma variavel, como um impulso por
exemplo, uma reta se mostra muito mais apropriada partindo do valor zero diretamente a um valor
elevado em um curto intervalo.

Conclui-se, portanto, que tanto para os métodos ndo-conformes como para a Banda de
Movimento, para a qual as oscilagdes de torque também estdo presentes, devem-se utilizar
elementos de primeira ordem no entreferro.

Muitos trabalhos na literatura (WIGNAL et al, 1988, TARNHUVUD et al, 1988,CAl et al,
2001,SHI et al, 1996) afirmam a melhora do resultado da forca e do torque com o aumento da
ordem de interpolagdo, porém em todos estes trabalhos considera-se 6,=6, o que, como mostrado
acima, leva a resultados muitos proximos para interpolacao de primeira ordem e ordem elevada.
Mesmo assim, nestes trabalhos os resultados sdo sempre comparacgdes entre métodos diferentes de
calculo de forca, sem uma comparagdo precisa com experimentos praticos. No entanto, as
oscilagdes encontradas em B, mesmo no caso de haver conformidade entre as malhas (6=3 graus,
Figura 5.42) levam a crer que a interpolagdo de primeira ordem ¢ mais precisa que a de ordem

elevada para entreferros estreitos.
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5.5 Conclusao

Os métodos nao-conformes implementados, ou seja, o método Mortar ¢ o método
Multiplicadores de Lagrange, apesar dos sistemas finais diferentes, produzem exatamente os
mesmos resultados tanto para a forga eletromotriz como para o torque eletromagnético.

No caso da forga eletromotriz, com interpolagdo de primeira ordem, observaram-se bons
resultados mesmo com elementos alongados na diregdo tangencial no entreferro. O aumento da
ordem de interpolacdo, entretanto, ndo assegura uma melhora no resultado para a forca
eletromotriz: é necessaria uma discretizacao suficientemente densa na interface /-

No caso do torque eletromagnético, as mesmas oscilagdes presentes no caso da banda de
Movimento aparecem também com os métodos ndo-conformes implementados para interpolacao de
ordem elevada. O estudo realizado revelou que a irregularidade na solu¢do devido ao entreferro
estreito produz oscilagdes na componente tangencial da indugdo magnética que repercutem no
torque. Entretanto, os resultados obtidos para o torque com interpolagdo de primeira ordem foram

muito bons.



114

CAPITULO6 COMPARACAO ENTRE AS FORMULACOES
CONFORME E NAO-CONFORMES

6.1 Introducao

Neste capitulo faz-se uma comparacdo direta das formulagdes conforme e ndo-conformes
implementadas para o calculo da for¢a eletromotriz ¢ do torque considerando a ordem de
interpolacdo de forma a esclarecer qual dos métodos € mais preciso. Avalia-se também o
desempenho computacional de cada um dos métodos implementados. Para a Banda de Movimento
utilizam-se elementos completos hierarquicos com interpolacao de ordem elevada. Para os métodos

Mortar e Multiplicadores de Lagrange emprega-se interpolacao hierarquica em 7

6.2 Calculo da Forca Eletromotriz

Para o servomotor a imas (Figura 6.1) utilizando a malha 1 (detalhes na Figura 6.2) foram
obtidos os resultados apresentados na Figura 6.3. A concordancia entre as simulagdes e o resultado
experimental ¢ muito boa. Para a interpolagdo de primeira ordem observa-se nesta primeira
simulacdo, embora as oscilagdes sejam muito pequenas, um melhor resultado com o Mortar ou
Multiplicadores de Lagrange. Com interpolagdo de segunda ordem as oscilagdes desaparecem nas

formulag¢des conforme e nao-conforme.

Figura 6.1 Servomotor a imas de 8§ polos.
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Figura 6.2 Detalhe da malha 1 (955 elementos € 569 nos) para (a) Mortar/Multiplicadores de
Lagrange e (b) Banda de Movimento para o servomotor da Figura 6.1. 39 arestas em /(<)
e 39 arestas em /(€2,). 78 elementos triangulares na Banda de Movimento. (6,=1.15
graus). Entreferro mecanico (estator-ima) 0.7 mm.

200 T T T T

Resultado experimental

Mortar/Multiplicadores de Lagrange
com interpolagéo hierarquica
de segunda ordem em I~

180

100

50

Banda de Movimento com
elementos hierarquicos

completos de segunda ordem

F.e.m. [V]

Banda de Movimento com
50+ | elementos de primeria ordem

Mortar/Multiplicadores
de Lagrange com
interpolacao de
primeira ordem em 1™

-200 | ! 1
0 12 24 36 48 B0 72 64 96

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.3 Fem a 2000 rpm para a malha 1 da Figura 6.2. §,=0.23 graus (6./6,=5).

No caso motor sincrono a imas de pecas polares da Figura 6.4, duas discretizagdes sdo
utilizadas (Figura 6.5) para a comparagdo dos métodos. Sdo empregadas duas camadas de
elementos no entreferro com a superficie /7 entre elas e a Banda de Movimento sempre na camada
inferior. O Torque ¢ calculado sempre na camada superior de elementos (ver Figura 6.5 para a
definicdo da superficie de integracdo S).

Para a simula¢ao utilizando a malha 1, o resultado apresentado na Figura 6.6 evidencia uma
grande melhora no resultado para a forga eletromotriz com interpolagdo de primeira ordem

utilizando os métodos ndo-conformes em relacdo a Banda de Movimento. Quando a interpolagédo ¢
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de ordem elevada (Figura 6.7), utilizando ainda a malha 1, observa-se que enquanto com a Banda
de Movimento ha diminuicdo das oscilagdes com o Mortar ou Multiplicadores de Lagrange ha um
aumento. Isto confirma a dependéncia dos métodos ndo-conformes de uma discretizacdo fina no
entreferro na diregdo tangencial para a obtengdo de bons resultados para a forca eletromotriz com
interpolagdo de ordem elevada. Portanto, com uma discretizagdo pobre a Banda de Movimento

acaba levando a um resultado melhor.

Tensor de Maxwell &
R e e
—— R,

(a) Malha 1: 1772 elementos (b)Malha 1: 1772 elementos
1015 nés 1015 nés
MortarMultiplicadores de Lagrange Banda de Movimento com
81 arestas em [ (13} 162 elementos triangulares

superficle de integragio para o superficle de integragio para o
Tensor de Maxwell & Tensor de Maxwell &

Banda de Movimento

(c)Malha 2: 2630 elementos e (d)Malha 2: 2630 elementos e
1525 nos. 1525 nos.
Mertar/Multiplicadores de Lagrange Banda de Movimento com
162 arestas em [ (13,) 324 elementos triangulares
162 arestas em /(i4)

Figura 6.5 Detalhes das malhas 1 e 2 para para o motor sincrono a iméas da Figura 6.4. Entreferro
2=0.3 mm.
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Figura 6.6 Fem a 1700 rpm para a malha 1 da Figura 6.5.Interpolacdo de primeira ordem em /™ e
na Banda de Movimento. 6,=0.12 graus . (6,/6,=9.25).
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Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.7 Fem a 1700 rpm para a malha 1 da Figura 6.5. Interpolacao de segunda ordem em /7~ e
na Banda de Movimento. §,=0.12 graus . (6./6,=9.25).

Utilizando a malha 2 foram obtidos os resultados apresentados da Figura 6.8 a Figura 6.10
(detalhes da forca eletromotriz entre 37.2 e 48 graus, onde as oscilagdes sdo mais intensas). Neste

caso os métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange levam sempre a um resultado melhor que a
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Banda de Movimento. Isto fica mais evidente para interpolagdo de primeira ordem. A interpolagdo
cubica produz resultados muito préximos aos obtidos com interpolagdo de segunda ordem.

E necessario observar, no entanto, que duas camadas de elementos sio necessarios para as
formula¢des ndo-conformes para evitar o contato de /" com o ferro, o que, como mostrado no
capitulo 5, piora muito o resultado. No entanto, se o calculo do torque ndao é exigido, em
simulagdes com velocidade imposta por exemplo, uma camada de elementos apenas é necessaria

para produzir excelentes resultados para a forga eletromotriz com interpolacdo de segunda ordem

(Figura 4.30).
B5 T T T T T T T T
Mortar/
601 Multiplicadores Banda de Movimento
de Lagrange
a5
a0
E: 451+
5
B anr
a1 o
30k
Interpolacio de primeira ordem J~
25
20
15 1 1 1 1 1 1 1 1
372 384 396 408 42 432 444 456 4BH

Figura 6.8 Fem a 1700 rpm para a malha 2 da Figura 6.5. Interpolagdo de primeira ordem em /7~ ¢
na Banda de Movimento. §,=0.12 graus . (6,/6,=4.625).

G0

Deslocamento do rotor & [graus]

48

Mortar/Multiplicaderes de Lagrange

Banda de Movimento

Interpolacio de sequnda ordem [~

Figura 6.9 Fem a 1700 rpm para a malha 2 da Figura 6.5. Interpolagdo de segunda ordem em /7~ e
na Banda de Movimento. §,=0.12 graus . (6./6,=4.625).

15 1 1 1 1 1 1 1 1
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Deslocamento do rotor @ [graus]
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Mortar/Multiplicadores de Lagrange

Banda de Movimento

Interpolagio de terceira ordem I~

1 1 1 1 1 1
372 384 396 408 42 432 444 456 468 48
Deslocamento do rotor @ [graus]

15 1 1

Figura 6.10 Fem a 1700 rpm para a malha 2 da Figura 6.5. Interpolagdo de terceira ordem em 7/~ e
na Banda de Movimento. §,=0.12 graus . (6./6,=4.625).

Para o motor de relutincia chaveado da Figura 6.11 empregando as malhas 1, 2 e 3 (Figura
6.12 e Figura 6.13) foram obtidos os resultados apresentados da Figura 6.14 a Figura 6.18.

Observam-se resultados sempre muito melhores para a formulagdo nao-conforme
(empregando o método dos Multiplicadores de Lagrange) em relacdo a Banda de Movimento para
interpolagd@o de primeira ordem em / e na Banda de Movimento (Figura 6.14, Figura 6.15 e Figura

6.16).

@
— -

Figura 6.11 Motor de relutidncia chaveado 10/8 de 5 fases. Fase 1 (p6los 1 e 6 do estator) excitada
com 2 A.
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superficie de integragio para o superficle de Integragio para o superficie de integragao para o

Tensor de Maxwell 5

{a) Malha 1: 4861 elementos e {b) Malha 2: 5570 elementos e (c) Malha 3: 2846 elementos e

2730 nos. 3327 nos. 1605 nos.
£3,: estator 240 arestas em [{£2,) 240 arestas em [{42,) 120 arestas em /{43,)
13, :rotor 240 arestas em /143, 240 arestas em /(43 120 arestas em [(43,)

Figura 6.12 Malha 1, 2 e 3 para o motor de relutancia chaveado da Figura 6.11. Multiplicadores de
Lagrange.

superficle de integragac para o
Tensor de Maxwell 5

Tensor de Maxwell &

{a)Malha 1: 4861 elementos e (b) Malha 2: 5570 elementos e (c) Malha 3: 2846 elementos e
2730 nés. 3327 nés. 1605 nos.
Le/Lb=2.6/1 LeLb=5.2/1 Le/Lb=10.5/1

Figura 6.13 Malha 1, 2 e 3 para o motor de relutancia chaveado da Figura 6.11. Banda de
Movimento.

Multiplicadares de Lagrange

1 1

1
5 5 0 15
Deslocamente do reter @ [graus]

Figura 6.14 Fem para 400 rpm. Interpolagdo de primeira ordem em /~ e na Banda de Movimento.
Malha 1 (Figura 6.12a e Figura 6.13a). §,=0.15 graus
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1
10 15 20 3
Deslocamento do rotor & [graus]

Figura 6.15 Fem para 400 rpm. Interpolacdo de primeira ordem em 7/~ ¢ na Banda de Movimento.
Malha 2 (Figura 6.12b e Figura 6.13b). 6,=0.15 graus
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Banda de -. ‘ ,\ r
J Mm‘ ,! _r]H [n. J\ ﬂ {5\ (\ ﬁ |

“n 3 1 15 B S
Deslocamente do rotor @ [graus]

Figura 6.16 Fem para 400 rpm. Interpolagdo de primeira ordem em 7/~ e na Banda de Movimento.
Malha 3 (Figura 6.12c¢ e Figura 6.13c). §,=0.15 graus

Com a elevagdo da ordem de interpolagdo (Figura 6.17), o método Multiplicadores de
Lagrange leva a um resultado melhor que a Banda de Movimento para uma discretizagdo
suficientemente densa (malha 1). No caso da malha 3, que apresenta uma densidade menor de
elementos no entreferro e em todo o dominio, a Banda de Movimento tem um desempenho melhor
que o método Multiplicadores de Lagrange com elementos hierarquicos completos de segunda
ordem na Banda de Movimento (Figura 6.18).

Conclui-se que para a forga eletromotriz as formulagdes nio-conformes implementadas
(Mortar e Multiplicadores de Lagrange) produzem resultados muito melhores que a Banda de
Movimento para interpolagdo de primeira ordem. Para interpolagdo com ordem elevada ¢

necessaria uma discretizagdo densa no entreferro e na dire¢do tangencial, empregando duas
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camadas de elementos, para que as formulag¢des ndo-conformes produzam um resultado melhor que
a Banda de Movimento (Figura 6.9 e Figura 6.17). Entretanto, como ja exposto, uma camada
apenas de elementos ¢ necessaria para produzir excelentes resultados com a Banda de Movimento

com interpolacdo de segunda ordem.

T~ Banda de Movimento

" Multiplicadores de Lagrange

Fem[V]
=

1
10 15
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.17 Fem para 400 rpm. Interpolacao de segunda ordem em /~ e na Banda de Movimento.
Malha 1 (Figura 6.12a e Figura 6.13a). §,=0.15 graus

Banda de ,
Movimente,

Multiplicadores de Lagrange

. ) .
[} L 10 15 X .-
Deslocamento do rotor & [araus)

Figura 6.18 Fem para 400 rpm. Interpolag@o de segunda ordem em 7/~ e na Banda de Movimento.
Malha 3 (Figura 6.12c e Figura 6.13c). §,=0.15 graus

6.3 Calculo do Torque Eletromagnético

Para o servomotor (Figura 6.1) utilizando a malha 2 (Figura 6.19) obtiveram-se os
resultados mostrados na Figura 6.20. As formulagdes conforme e ndo-conforme levam a resultados

muito proéximos e estaveis, sem oscilagcdes, com interpolagdo de primeira ou segunda ordem.
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Figura 6.19 Detalhe da malha 2 ( 2200 elementos € 1293 no6s) com (a) Mortar/Multiplicadores de
Lagrange e com a (b) Banda de Movimento para o servomotor da Figura 6.1. 90 arestas em
170,) e 90 arestas em /(<2,) . 180 elementos triangulares na Banda de Movimento.
(6.~=1.15 graus). Entreferro mecanico (estator-ima) 0.7 mm.
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B
Deslecamente do rotor @ [graus]

Figura 6.20 “Cogging torque” para a malha 2 (Figura 6.19). §,=0.06 graus. (6,/9,=8.33).

Para o motor sincrono a imas com pecas polares (Figura 6.4), com duas fases alimentadas
em série com uma corrente continua de 10 A e empregando a malha 1 (Figura 6.5), obtiveram-se os
resultados apresentados na Figura 6.21 com interpolagdo de primeira ordem. Os resultados sdo
bons tanto com a Banda de Movimento como com os métodos ndo-conformes. O resultado
experimental neste caso foi obtido em SADOWSKI (1993). Com a Banda de Movimento entretanto
ocorrem pequenas oscilagoes devido a deformagao dos elementos. Observa-se no detalhe da Figura
6.22 que o resultado para as formulagdes nao-conformes ¢ mais estavel.

Quando a ordem de interpolagdo aumenta, aparecem as oscilagdes ja citadas nos capitulos 4

e 5 (Figura 6.23). Estas oscilagdes sdo maiores nas formulagdes nao-conformes.
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Figura 6.21 Torque com duas fases alimentadas em série com uma corrente continua de 10A.
Célculo linear. Interpolagdo de primeira ordem em /~ e na Banda de Movimento.Malha 1
(Figura 6.5). (6,=0.12 graus, 6,/6,=9.25).
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Figura 6.22 Detalhe da Figura 6.21.

Os resultados apresentados na Figura 6.24 mostram a simulagao e o resultado experimental
quando duas fases sdo alimentadas em série com uma corrente continua de 40 A. O resultado
experimental foi obtido em SADOWSKI (1993). Neste caso o método da Banda de Movimento e o
método Multiplicadores de Lagrange sdo utilizados considerando o comportamento nao linear do

ferro empregando o método de Newton-Raphson, apoés cinco iteracdes com o método de
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Aproximagdes Sucessivas, para cada posigdo @ do rotor. Os resultados sdo bons tanto com a Banda
de Movimento como com o método Multiplicadores de Lagrange. Entretanto, no detalhe na Figura
6.25 pode-se observar um resultado um pouco mais estavel para o Método Multiplicadores de

Lagrange em relag@o a Banda de Movimento.
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Torque[Nm]

0 I I I I 1 1 1
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Deslocamento do rotor # [graus]
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1  Mortar/Multiplicadores de Lagrange —

Torque[Nm]
_=
1

15 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 40 60 a0 100 120 140 180 180

Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.23 Torque com duas fases alimentadas em série com uma corrente continua de 10A.
Calculo linear. Interpolagdo de segunda ordem em /"¢ na Banda de Movimento. Malha 1
(Figura 6.5). (6,=0.12 graus, 6./6,=9.25).

) . f\
Banda ds Movimanto ,I'\ /\ A
bl i Y ‘\ L
= o I.II ‘\J v 'UJI \ ll'l \ AN
, J ”
g R A A Y VA —N
E_ \ I|[ \ M JII W WA
\ | P B
ol f i Jlr‘ \. If(\-_‘ li'r \"\\..'I
\ N
! X X ' I I L I
2 40 =] B0 100 120 140 160 180
Deslocamento do rotor @ [graus]
@ T T T T T
i, i
Multiplicadores de Lagrange ‘\,\ || \ [‘\
=7 Y RVERVAWL
E N YA
T of) R 'J \/ ,l'\\‘ ="\
- R A LY,
5 L N P
Pak AN (N
. Y ERY || I - .
YRV
40 5 . 1 1 1 | | 1 |
0 2 40 60 1] 100 120 140 160 160
Deslocamento do rotor @ [oraus]
a0 T T T T T
b1} \!7 -
E
g N\
3 0 . 4
g
o
-
2
40 1 1 1 1 1 1

1 1
i 40 &0 -1} 100 120 140 160 180
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.24 Torque com duas fases alimentadas em série com uma corrente continua de 40A.
Célculo ndo-linear. Interpolagdo de primeira ordem em 7/~ e na Banda de Movimento.
Malha 1 (Figura 6.5). (6,=0.12 graus, 6,/6,=9.25).
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Figura 6.25 Detalhe da Figura 6.24.

Para o motor de relutancia chaveado (Figura 6.11) empregando as malhas 1, 2 e 3 (Figura
6.12 e Figura 6.13) obtiveram-se, para interpolacdo de primeira ordem em / e na Banda de
Movimento, os resultados apresentados da Figura 6.26 a Figura 6.28. Com as malhas 1 ¢ 2 os
resultados s3o bons empregando o método Multiplicadores de Lagrange ou a Banda de Movimento.
Empregando uma discretizacdo mais pobre (malha 3) o método Multiplicadores de Lagrange

produz novamente um resultado mais estavel (sem oscilagdes) que a Banda de Movimento.

Banda de Movimento
n u /
[ ] Y L]
Resultado Experimental
| ]

-
- 4

o

Multiplicadores de Lagrange

Teorque[Mm]
| |

r
=
L

| I | 1 I |
9 12 15 ] 2 24
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.26 Torque para a malha 1 (Figura 6.12a e Figura 6.13a). Interpolagdo de primeira ordem
em / e na Banda de Movimento. Fase 1 (bobinas dos pdlos 1 e 6 ligadas em série) com
2A. 6,=0.15 graus.



127

Multiplicadeores de Lagrange
- '
[ ] . J'f [ ]
!
Resultado Experimental -

Banda de -
Maovimento

o

Terque[MNm]
n

e
i

1 1 1 1
2 12 15 18 ] e
Deslocamento do rotor @ [graus]

Figura 6.27 Torque para a malha 2 (Figura 6.12b e Figura 6.13b). Interpolag@o de primeira ordem
em /"¢ na Banda de Movimento. Fase 1 (bobinas dos polos 1 ¢ 6 ligadas em série) com
2A. 6,=0.15 graus.
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Figura 6.28 Torque para a malha 3 (Figura 6.12c e Figura 6.13c¢). Interpolagdo de primeira ordem
em / e na Banda de Movimento. Fase 1 (bobinas dos polos 1 e 6 ligadas em série) com
2A. 6,=0.15 graus.

Com a elevagdo da ordem de interpolacdo aparecem as oscilagdes de torque: para a malha
1, que apresenta um discretizacdo mais densa, os resultados sdo muito proéximos para o método
Multiplicadores de Lagrange ¢ Banda de Movimento (Figura 6.29); porém, com a malha 3 as
oscila¢des sao maiores no método Multiplicadores de Lagrange (Figura 6.30).

Confirmam-se portanto as conclusdes dos capitulos 4 ¢ 5: no caso do torque devem-se
utilizar elementos de primeira ordem. Embora com a Banda de Movimento o resultado seja muito

bom, obtém-se com os métodos Mortar ou Multiplicadores de Lagrange um resultado para o torque

em funcdo do movimento sempre mais estavel.
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Figura 6.29 Torque para a malha 1 (Figura 6.12a e Figura 6.13a). Interpolacdo de segunda ordem
em /"¢ na Banda de Movimento. Fase 1 (bobinas dos pdlos 1 ¢ 6 ligadas em série) com
2A. 6,=0.15 graus.
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Figura 6.30 Torque para a malha 3 (Figura 6.12c e Figura 6.13c). Interpolacao de segunda ordem
em /"¢ na Banda de Movimento. Fase 1 (bobinas dos polos 1 ¢ 6 ligadas em série) com
2A. 6,=0.15 graus.

6.4 Desempenho Computacional

Para comparar o tempo de calculo exigido pelos métodos implementados neste trabalho
utilizou-se o motor sincrono a imas com pegas polares da Figura 6.4 com trés malhas. Além das
malhas 1 e 2 (mostradas na Figura 6.5) utilizou-se a malha 3 (3945 elementos e 2386 n6s) com 3

camadas de elementos no entreferro e 243 arestas em /(€2,), 243 arestas em /{(2,) e 486 elementos
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triangulares na Banda de Movimento. Os métodos da Banda de Movimento e Multiplicadores de
Lagrange, como ja exposto, foram implementados no médulo Efcr do Efcad em linguagem Fortran.
Entretanto, o método Mortar foi implementado em ambiente Matlab. Para a comparacdo dos
tempos de solugdo dos métodos, o sistema resultante para o Mortar foi armazenado em arquivo e
lido por um codigo em Fortran que resolve o sistema com a mesma rotina do método ICCG
(Gradiente Conjugado Pré-Condiciondado por Fatoragdo Incompleta de Choleski) (MESQUITA,
1990) empregada na solug@o para o método da Banda de Movimento. Desta forma a comparagao
dos tempos de processamento para a resolucdo do sistema final para os trés métodos pode ser feita
nas mesmas condigdes. Estes resultados sdo mostrados na Tabela 6.1 para interpolagdo de primeira
e segunda ordem quando o rotor esta posicionado em 20.5 graus (posi¢do ndo conforme).

A rotina ICCG utilizada emprega um armazenamento considerando apenas os elementos
ndo-nulos, e armazena somente os termos diagonais e abaixo da diagonal principal (sistema
simétrico). Utilizando este tipo de armazenamento num c6digo em Fortran o tempo empregado
para fazer os produtos na transformacao (2.28) bem como para a inversao da matriz C, que ¢
diagonal (observar Figura 6.31b), simétrica e com largura de Banda igual a 2 (elementos 1D na
interface) seria pequeno em relacdo ao tempo de solugdo do sistema para o método Mortar. O
tempo de condensacdo também € muito pequeno comparado com o tempo de solucdo do sistema
para os trés métodos.

No sistema da Figura 6.31, obtido para a malha 3, podem-se observar os elementos ndo-
nulos para os métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange. Apesar de o sistema para o método
Mortar ter dimensdo inferior & do Método dos Multiplicadores de Lagrange, o nimero de
elementos ndo-nulos € mais que o dobro neste caso. Contudo, como ja discutido, o sistema final
para o Método Mortar € positivo definido e bem condicionado, podendo ser resolvido por um
método iterativo como o ICCG.

O sistema final para o método Multiplicadores de Lagrange é simétrico, mal condicionado
(o nimero de condicionamento, o qual é a relagdo entre o maior ¢ o menor valor singular do
sistema, é da ordem de 10" enquanto que para o Mortar é da ordem de 10™7) e ndo é positivo
definido pois possui autovalores negativos (ORTEGA, 1988). Portanto, ndo pode ser resolvido
pelos métodos ICCG e Gradiente Conjugado. Nos testes realizados com métodos iterativos no
software Matlab, aqueles que convergem mais rapidamente sdo os métodos MinRes (Residuo
Minimo) e BiCG (Gradiente Bi-Conjugado) (BARRET et al, 2004). Mesmo com estes métodos,
para obter-se a convergéncia, foi necessario multiplicar as matrizes C ¢ D por 10", pois a ordem
de grandeza dos termos destas matrizes ¢ 10~ enquanto que das matrizes de elementos finitos M, e
M, é 10". Porém, o numero de iteragdes para resolver o sistema final para o método
Multiplicadores de Lagrange com os métodos MinRes e BiCG ¢ acima de 7000. Por esta razao

optou-se pela implementacao do método direto Eliminagdo de Gauss. A Tabela 6.1 mostra que para
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malhas acima de 1000 nds aproximadamente o método Mortar resolvido com ICCG é bem mais

veloz que o método dos Multiplicadores de Lagrange resolvido com Elimina¢do de Gauss para

interpolag@o de primeira ou segunda ordem. Para a Banda de Movimento, que ¢ a aplicagdo direta

do Método dos Elementos Finitos, a solu¢do é muito rapida, ficando sempre abaixo de 1 segundo,

mesmo com interpolacdo de segunda ordem.
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Figura 6.31 Visualizagdo dos elementos ndo-nulos do sistema resultante com (a) Mortar e (b)
Multiplicadores de Lagrange. Interpolagdo de primeira ordem em /. Malha 3.

Tabela 6.1 Tempo de Calculo [s]

Malha 1 Malha 2 Malha 3
ordem
Niimero de nos 1015 1525 2386
primeira 31 47 .69
Mortar/ICCG
segunda .83 1.62 2.64
Tempo de Multiplicadores de primeira 25 1.67 6.93
cdlculo [s] Lagrange/Gauss segunda 5 5.96 26.45
Banda de primeira .09 15 .39
Movimento/ICCG segunda A5 25 44
(Simula¢des em linguagem Fortran utilizando um processador Athlon XP 2000 — 1.66 GHz —

256MB de RAM).
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6.5 Conclusao

Como conclusdo final, apds as inimeras simulagdes realizadas, podem-se estabelecer dois
casos para maquinas com entreferro estreito: (a) simulagdo com velocidade imposta e deseja-se
conhecer apenas a forca eletromotriz e (b) a forca eletromotriz ¢ o torque devem ser calculados
(acoplamento com circuitos, dindmica, etc...).

No caso em que se deseja somente a forga eletromotriz, os métodos Multiplicadores de
Lagrange ou Mortar produzem um resultado muito melhor que a banda de Movimento com
elementos de primeira ordem, no entanto, neste caso uma camada de elementos no entreferro é
suficiente para se obter bons resultados com a Banda de Movimento empregando elementos
hierarquicos completos de segunda ordem. Observa-se que mesmo com uma discretizagdo mais
densa e utilizando elementos de segunda ordem a BM ¢ mais veloz que o Mortar com interpolagio
de primeira ordem (Tabela 6.1).

E importante observar que a forga eletromotriz é calculada com a derivada do potencial
vetor em relacdo ao tempo (ou em relagdo ao deslocamento do rotor ) dentro das ranhuras que
compdem um enrolamento e, portanto, relativamente distante do entreferro onde aparecem as
oscilagdes na componente tangencial da indugao magnética (que ¢ a derivada do potencial vetor em
relacdo a dire¢do radial) com interpolacdo de ordem elevada. No caso da forga eletromotriz, a
elevagdo da ordem de interpolagdo na regido do entreferro suaviza a solugdo para o potencial em
relagdo ao deslocamento do rotor dentro das ranhuras produzindo bons resultados, principalmente
com a Banda de Movimento.

No caso mais geral em que se deseja calcular o torque e a forga eletromotriz, a interpolagdo
de ordem elevada ndo deve ser empregada por causa das oscilagdes que provoca no calculo do
torque. Neste caso os métodos ndo-conformes (Multiplicadores de Lagrange e Mortar),
empregando duas camadas de elementos no entreferro, produzem resultados muito melhores que a
banda de Movimento, considerando uma mesma discretizagdo, para o torque e principalmente para
a forga eletromotriz. A qualidade dos resultados para maquinas com entreferro estreito € resumida
na Tabela 6.2.

No caso de maquinas com entreferro grande, como o servomotor da Figura 6.1, onde a
solucdo para o potencial vetor no entreferro ¢ regular, sdo obtidos resultados sempre melhores com
os métodos ndo-conformes; embora neste caso as oscilagdes, presentes apenas na forca
eletromotriz, sejam pequenas com a Banda de Movimento. Empregando interpolagao de segunda
ordem na Banda de Movimento ou em /~ estas oscilagoes desaparecem. A qualidade dos resultados

para este caso ¢ resumida na Tabela 6.3.
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Tabela 6.2 Qualidade dos Resultados para as maquinas de entreferro estreito estudadas ( motor
sincrono com pegas polares e motor de relutancia chaveado).

Formulacées nao-

Formulacao
conformes
Resultado Conforme (Banda de o
(Multiplicadores de
Movimento)
Lagrange e Mortar)
Ruim
Primeira ordem (melhora com uma discretizagdo Bom
densa na direcdo tangencial no
. entreferro)
Forca Eletromotriz i
Ruim
Ordem elevada Bom (melhora com uma discretizagido
densa na diregdo tangencial no
entreferro)
Primeira ordem Bom Excelente
Torque i i
Ordem elevada Ruim Ruim

OBS: Ruim:com oscilagdes significativas; Bom: com oscilagdes irrisorias; Excelente:sem oscilagdes.

Tabela 6.3 Qualidade dos Resultados para o servomotor a imas (entreferro grande).

Formulacées ndo-

Formulacdo
conformes
Resultado Conforme (Banda de
(Multiplicadores de
Movimento)
Lagrange e Mortar)
Primeira ordem Bom Bom
Forca Eletromotriz
Ordem clevada Excelente Excelente
Primeira ordem Excelente Excelente
Torque
Ordem elevada Excelente Excelente

OBS: Ruim:com oscilagdes significativas; Bom: com oscilagdes irrisorias; Excelente:sem oscilagdes.
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CAPITULO 7 CONCLUSAO

Este trabalho foi desenvolvido durante quatro anos de pesquisa desenvolvida no GRUCAD
— Grupo de Concepgdo ¢ Analise de Dispositivos Eletromagnéticos (EEL/CTC/UFSC) dos quais
quatro meses foram dedicados a um estagio de doutorado no LGEP — Laboratoire de Génie
Electrique de Paris junto a equipe MSE - Modélisation de Systémes Electromagnétiques em Gif-
sur-Yvette, Franga, sob a orientagdo do Professor Dr. Adel Razek.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo e a implementacdo computacional de
formulagdes conformes e nao-conformes para realizar o movimento, com interpolacdo de primeira
ordem e ordem elevada, de forma a estudar o desempenho destas formulagdes na precisdo do
calculo do torque e da forca eletromotriz para deslocamentos pequenos do rotor em relagdo a
dimensao dos elementos no entreferro.

Os resultados apresentados demonstraram que as formulagdes nao-conformes (Mortar e
Multiplicadores de Lagrange) se mostraram mais eficazes na implementagdo do movimento pela
qualidade dos resultados obtidos para a forca eletromotriz ¢ para o torque com interpolagdo de
primeira ordem em maquinas com entreferro estreito. O Mortar, no entanto, ¢ mais veloz que o
método Multiplicadores de Lagrange quando a dimensdo do sistema aumenta. Isto acontece porque
o sistema final para o Mortar ¢ bem condicionado e positivo definido, o que possibilita a resolucao
com o método ICCG. Entretanto, a Banda de Movimento com elementos triangulares € com
interpolagcdo de primeira ordem, se empregada com uma discretizagdo mais densa na diregdo
tangencial no entreferro que a utilizada com o método Mortar ou Multiplicadores de Lagrange,
produz resultados bastante satisfatorios e o tamanho do sistema neste caso ¢ compensado pela
velocidade na solugdo. Para o calculo simultineo da forga eletromotriz e do torque duas camadas
de elementos no entreferro sdo necessarias (no caso dos métodos nao-conformes para evitar o
contato da interface /" com as fronteiras ar-ferro do estator ¢ do rotor e no caso da Banda de
Movimento devido ao ruido que aparece no calculo do torque se este for calculado dentro da Banda
de Movimento). Entretanto, no caso de se desejar apenas o calculo da for¢a eletromotriz, uma
camada apenas de elementos é necessaria no entreferro se o método da Banda de Movimento for
empregado.

No caso de maquinas com entreferro grande, os resultados para interpolacdo de primeira
ordem, sdo sempre estaveis para a Banda ¢ Movimento e para as formulagdes ndo-conformes
implementadas. Apenas no calculo da forga eletromotriz aparecem pequenas oscilagdes com o
método da Banda de Movimento, as quais sdo insignificantes nos métodos Mortar e
Multiplicadores de Lagrange.

A elevagdo da ordem de interpolagdo em entreferros estreitos funciona muito bem com a

Banda de Movimento no célculo da forca eletromotriz, o qual pode ser efetuado com apenas uma
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camada de elementos no entreferro. Entretanto, nos métodos Mortar e Multiplicadores de
Lagrange, a melhora do resultado da forga eletromotriz, em relagdo a interpolacdo de primeira
ordem, depende da discretizagdo do entreferro.

A elevacdo da ordem de interpolagdo em maquinas com entreferro grande se justifica
apenas no calculo da forga eletromotriz (no caso do torque produz resultados equivalentes a
interpolagdo de primeira ordem) eliminando as pequenas oscilagdes que aparecem principalmente
com o método da Banda de Movimento.

No caso do torque, a elevagdo da ordem de interpolagdo produz oscilagdes em maquinas
com entreferros estreitos tanto com a Banda de Movimento como com os métodos Mortar e
Multiplicadores de Lagrange. O estudo realizado no capitulo 5 revelou que a irregularidade na
solucdo devido ao entreferro estreito produz oscilagdes na componente tangencial da inducdo
magnética que repercutem no calculo do torque.

Como contribui¢des originais deste trabalho pode-se citar:

a) a implementacao de elementos hermitianos, hierarquicos e lagrangeanos, modificados e
completos na Banda de Movimento;

b) a implementagdo dos métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange com condigdes de
(anti)periodicidade para maquinas elétricas rotativas e com interpolacao de primeira ordem e ordem
elevada hierarquica na interface do movimento;

c¢) a demonstracao da equivaléncia entre os métodos Mortar e Multiplicadores de Lagrange;

d) o estudo sistematico do desempenho das formulagdes conforme e nao-conformes
implementadas na precisdo do calculo da forga eletromotriz ¢ do torque para deslocamentos
pequenos do rotor em relagdo a dimensdo dos elementos no entreferro com interpolagdo de
primeira ordem e ordem elevada.

Na etapa inicial deste trabalho foi implementado o método da Banda de Movimento com
elementos modificados lagrangeanos que resultou na apresentagdo do artigo ANTUNES et al.
(2002a) no CEM’2002 (The Fourth International Conference on Computation in Electromagnetics).
Da implementacdo de elementos completos de ordem elevada lagrangeanos resultou o artigo
ANTUNES et al. (2002b) apresentado no CBMAG’2002 (Congresso Brasileiro de
Eletromagnetismo). O estudo e a implementacdo computacional dos elementos hermitianos
resultou no trabalho ANTUNES et al. (2003a) apresentado em Versalhes no ISEM’2003 (The
International Symposium on Applied Electromagnetics and Mechanics) durante o estagio na
Franca. Da comparagdo entre todos os elementos (hermitianos, hierarquicos e lagrangeanos)
empregando a técnica da Banda de Movimento, resultou o artigo ANTUNES et al. (2003b)
apresentado no COMPUMAG?2003 (The 14™ Conference on the Computation of Electromagnetic
Fields) e posteriormente aceito, em versdo completa, para publicac¢do na revista IEEE Transactions

on Magnetics (ANTUNES et al., 2004a).
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Da cooperagdao entre 0 GRUCAD e o LGEP resultou o artigo ANTUNES et al. (2004b)
apresentado no CEFC’2004 (The Eleventh Biennial IEEE Conference on Electromagnetic Field
Computation) e posteriormente aceito para publicacdo na revista I[EEE Transactions on Magnetics
(ANTUNES et al. ,2005a). Este trabalho apresenta o método Mortar com interpolacdo de primeira
ordem e hierarquica de ordem elevada com condigdes de (anti)periodicidade e compara seu
desempenho com a Banda de Movimento também com interpolagdo hierarquica. Também da
cooperacdo do GRUCAD com o LGEP resultaram dois artigos aceitos para apresentagdo no
COMPUMAG’2005 (The 15™ Conference on the Computation of Electromagnetic Fields):
ANTUNES et al. (2005b) que compara os métodos Mortar ¢ Multiplicadores de Lagrange e
ANTUNES et al. (2005¢) sobre o calculo do torque com formulacdo conforme e ndo-conforme,
com interpolagdo de primeira ordem e ordem elevada.

O assunto ndo esta esgotado e como continuacdo natural deste trabalho pode-se sugerir:

a) a implementagdo computacional em linguagem de alto desempenho (Fortran por
exemplo) do método Mortar, pelo sistema bem condicionado resultante que apresenta, com
armazenamento em memoria computacional eficiente (apenas os elementos ndo nulos) em duas e
trés dimensdes para maquinas elétricas rotativas e com condi¢des de (anti)periodicidade;

b) o estudo do comportamento da forca eletromotriz e do torque com as formulacdes
conformes e ndo-conformes empregando elementos de aresta para interpolacdo de primeira ordem e
ordem elevada,;

c) desenvolvimento de malhador eficiente em trés dimensdes para maquinas elétricas
rotativas, o qual permitiria a implementacéo das formulagdes para o movimento;

d) o estudo do comportamento dos resultados para a forga eletromotriz e para o torque
empregando interpolagdo de primeira ordem em um lado da interface e de ordem elevada do outro,
no caso dos métodos ndo-conformes.

e) o estudo do comportamento dos resultados para a forga eletromotriz ¢ para o torque
empregando o método hibrido “Meshless” — Elementos Finitos que vem sendo testado para

problemas do eletromagnetismo.
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ANEXO 1 FORMULACAO PARA A MAGNETOSTATICA EM
POTENCIAL VETOR (APROXIMACAO DE GALERKIN
E METODO DE ELEMENTOS FINITOS)

Al.1 Equacio Diferencial para a Magnetostatica

A formulacdo magnetostatica em potencial vetor 4 em duas dimensoes pode ser expressa
da seguinte forma para maquinas elétricas rotativas: encontrar 4 que satisfaca a equagao diferencial

(IDA et al., 1997):

_o|1lo4) o104 :J.,_i iBw _0 iBm (Al.1)
Ox| pdx| oyl udy oxlu 7] aylu "

e as condi¢cdes de contorno 4=0 nas fronteiras com condi¢do de contorno Dirichlet 0D
(normalmente a fronteira externa da coroa do estator e a fronteira interna do rotor) e

A(OP,) =+ A(OP,) nas fronteiras com condi¢des de (anti)periodicidade 0P; e 0P,. Onde u € a

permeabilidade magnética, J ¢ a densidade de corrente e B,, € B,, as componentes da indugdo

remanente dos imas presentes no dominio £2. Reescrevendo o primeiro termo da expressdo (Al.1):

VR s lBO _2 lBox (A1.2)
H oxlpu "] oylu

A1l.2 Forma Fraca

Uma forma fraca para a formulagdo acima ¢é: encontrar 4 que satisfaca (A1.2) em termos de
médias ponderadas. Neste caso a equagao (Al.2) ¢ multiplicada por uma funcdo de teste v, e

integrada em todo o dominio £2(BECKER et al., 1981):

- jvi.iﬁAdQ = jvt(uﬁ[lzaoy} _QFB”DJQ (A1.3)
o M o Ox | u oy u

Reescrevendo (A1.3), obtém-se:
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fvt[VlﬁAHJJri{lBoy}—i[le(DdQ=O (Al.4)
U x| u oy H

0

Observa-se na equagdo acima que uma solugdo 4, pode satisfazer (A1.4) mas nao satisfazer
a equacao diferencial (A1.2) em cada ponto. O integrando ou residuo em (A1.4) pode ser positivo
em uma regido do dominio e negativo em outra por exemplo tornando (A1.4) nula, porém, neste
caso A, ndo seria uma solucdo de (Al.2). Através de varias escolhas de v, pode-se “testar” a
equacao diferencial em cada pequena parte do dominio (2 e garantir uma solu¢do que satisfaca
(A1.2) em termos de médias ponderadas. Esta nog¢do € importante para compreender a condicdo de
continuidade do potencial na interface nas formulagdes ndo-conformes para o movimento.

Observa-se para a equagdo (Al.3) que a exigéncia de regularidade para v, e 4 sdo
diferentes, pois enquanto aparecem derivadas de segunda ordem para 4 ndo ha derivadas para a
funcdo de teste v,. Ou seja, as duas fungdes ndo podem ser escolhidas na mesma classe de fungdes
admissiveis.

O primeiro termo de (A1.3) pode ser escrito como segue:

—jvﬁ.lwdgz— | 6-{V,16AJLJQ+ [vv, RO, (A1.5)
o M 2 H o) H

Utilizando o teorema da divergéncia no primeiro termo da direita de (A1.5) obtém-se:

jv(v,lem: §vtlﬁA-ﬁdaQ= §v,i%daf2=0 (A1.6)
o) H oo M o M On

A fungdo de teste € por defini¢do nula nas fronteiras com condi¢do de Dirichlet 6D, no

restante da fronteira 042 as condigdes de (anti)periodicidade anulam naturalmente (A1.6).

A equacdo (A1.3) pode entdo ser reescrita como segue:

-§ v L o0+ [ov, A ua0- J‘v,(JJri{lBoy}—i{leDdQ (A1.7)
o HOn el H o ox

A expressdo (A1.7) torna-se entdo:
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j@w~l§AdQ=IW{J+£Z{LBW}—11{LBW}}HQ (A1.8)
o M 2 Ox| u L H

A formulagdo acima ¢ dita simétrica pois v, ¢ 4 pertencem a mesma classe de fungdes
admissiveis, ou seja, a exigéncia de regularidade ¢ idéntica para ambas. No caso de condicdo de
Dirichlet nula, o que ¢ verdade no caso de maquinas elétricas rotativas, v, ¢ 4 pertencem a H,. Onde
H, ¢ a classe das fung¢des com primeira derivada integravel ao quadrado e nula na fronteiras com

condic¢do de contorno Dirichlet. Na verdade H, ¢ um espaco vetorial (BECKER et al, 1981).
A1.3 Aproximaciao de Galerkin e Método de Elementos Finitos

O espago H, tem dimensado infinita. Uma aproximacgdo de Galerkin para a forma fraca
(A1.7), consiste em encontrar uma solugdo num espaco de dimensdo m, H (f’ em vez de considerar

todo o espaco H, (BECKER et al., 1981). Considera-se entdo uma aproximagdo A, para a solugao

exata 4 do tipo:

A, = N4, (A1.9)

m
i=1
Onde N, sdo fungdes de base linearmente independentes e A; os potenciais nos nés. Em
(A1.9) considera-se uma aproximagao nodal, a qual sera empregada para a utilizagdo do Método de
Elementos Finitos. Nada impede, no entanto, que a aproximagao seja de outro tipo para o método
de Galerkin (as fun¢des de base podem ser fungdes trigonométricas, por exemplo). Note que ainda
ndo ha aqui a nogdo de elemento finito: a aproximagao (A1.9) se refere ao dominio como um todo.
Como a fungdo de teste v, pertence ao mesmo espaco que 4, pode-se considerar a seguinte

aproximagao:
v =2 N, B, (A1.10)
=

Uma possivel escolha para os coeficientes £ € atribuir: f/=1 e f=0 para j=1. Uma outra

escolha é =1 e =0 para j#2, e assim em diante até f3,. Desta forma pode-se “testar” m vezes a



139

forma fraca (A1.8) e obter o nimero de equacdes necessarias a resolucdo do problema. Ou seja,
faz-se:

vy=N, Ll ..m (AL11)

A equagdo (A1.8) assume entdo no espago discreto a forma:

[Vvi -lﬁA,,dQ = jv,,,(nﬁ[lzsny}ﬁ{leDm (A1.12)
o u o Ox | p | u

O termo da esquerda de (A1.12) pode ser reescrito como:

jlﬁ(iNiAijﬁN,dQ = Em:jlﬁNi -VN,d€24, =1, ..m (A1.13)
_Q:u i=1 ‘ i=1 _Q/u

O método de Elementos Finitos estabelece que (Al.13) pode ser resolvida em cada
elemento finito e. As fungdes de base sdo entdo tomadas por partes dentro de cada elemento, onde

sao chamadas de fungdes de interpolagdo. Para nel elementos finitos com n nds (A1.13) torna-se:

e=1

Zl[Z I lﬁNf '6NidQeAi] Vijee (A1.14)

ij=1o, #

onde (2, ¢ a parte do dominio £2compreendida no elemento e.

O termo da direita de (A1.12) correspondente as fontes de corrente é:

[vpddQ =[N JdQ  j=1,...m (A1.15)
Q

Qo

Para nel elementos finitos:

=~

ne

]

[NJdQ, v jee (A1.16)

el_QF

O termo da direita de (A1.12) correspondente aos imas é:
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jN{i{lgw}—iFBme J=1, e sm (A1.17)
o \ox|u | H
ou
aNj 1 aNj 1
j- —B,, |+ —B, |dQ  j=1,...m (A1.18)
o\ Ox | u oy | u

Para nel elementos finitos:

S -

e=1 Q,

1 ON, |1
—B,, |+ —B, |dR2, Vjee (A1.19)
U oy | u

A aplicag@o do Método de Elementos finitos resulta finalmente no sistema abaixo:

n

i[z j %?Ni .?deQeA,}:

e=1 i,j:lge

nel oN, 1 oN, 1 N
>| [NJae, + ]| - —B,, |+ —B, |dQ, | Vijee (A120)
o o\ Ox [u oy Lu

e=1

O sistema acima pode finalmente ser escrito na forma compacta:

MA =S (A1.21)

A partir de (A1.20) a matriz de contribui¢do de cada elemento e pode ser escrita como:

N 2N,
X i o ) d
Uy, 2nfla™ & 7 w
- - X X X
M, = [ =5 529 3 e, (A1.22)
o : a_Nl 51\72 a—Nn
y 4
9N SN
| Ox oy

e a contribui¢do em cada elemento das fontes de corrente e imds pode ser escrita como segue:
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_% lBoy +%|:lBOY:|
N, ox [pu " Oy |u
ON. ON,| 1
N _Uva | b 2| b
Se = I :2 d,Qe-I- f O _luBoy_‘f' ay |:IuBoxi| d‘Qe (A123)
0, : Q,
Nn
AR 5, L ON, { 1 BM}
| Ox lu T ] oy |u |

A1.4 Método de Newton-Raphson

Considerando o sistema (A1.21) pode-se estabelecer o residuo R como segue:
R=S-MA (A1.24)

Desenvolvendo o residuo R em série de Taylor e desconsiderando os termos de ordem

elevada obtém-se (GOURI et al., 1984):

MY AA" =R"! (A1.25)

it—1 » . ~ . ~ e,z . ~
onde M;’ ¢ a matriz tangente e a solucdo na iteragdo it ¢ encontrada a partir da expressao:

AT = A" 4 AA" (A1.26)
Os termos de M, sdo:

L. L. " OM(ik
M, ()= MG, )+ > aj)
k=1 J

A, (A1.27)
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ANEXO 2 DADOS DAS MAQUINAS UTILIZADAS

A2.1 Servomotor a imas

Este motor foi fornecido pela WEG Industrias S.A.. Os dados fornecidos pelo fabricante

estdo na Tabela A2.1.

Figura A2.1Servomotor SWA 56-2,5-30 fabricagdo WEG

Tabela A2.1 Dados servomotor WEG

Numero de fases 3
Numero de polos 8
Comprimento do pacote 40mm
Numero de grupos de bobinas 8
Numero de espiras por grupo 33
Numero de condutores por ranhura (camada
dupla) o6
Numero de ranhuras 24
Passo do enrolamento 1:4
Raio interno do rotor 10.5 mm
Raio externo do rotor 25.3 mm
Raio interno do estator 26 mm
Raio externo do estator 47 mm
Tipo de ima VACODYM 411 da VACUUMSCHMELZE
Remanéncia minima 1.03T

Entreferro magnético 0.7 mm
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A2.2 Motor sincrono a imas com pecas polares

Esta maquina foi projetada e construida pelo grupo de pesquisa do professor M. Lajoie-
Mazenc do LEEI/ENSEEIHT (Laboratoire d’Electrotechnique et d’Electronique Industrielle da
Ecole Nationale Supérieure d’Electrotechnique, d’Electronique, d’Informatique et d’Hydraulique

de Toulouse).

Figura A2.2 Motor sincrono a imds com pegas polares

Tabela A2.2 Dados do motor sincrono a imas com pecas polares

Numero de fases 3
Numero de polos 4
Comprimento do pacote 140mm
Numero de grupos de bobinas
(os grupos de cada par de pdlos estdo ligados em 6
paralelo)
Numero de condutores por ranhura 12
Numero de ranhuras 36
Passo do enrolamento 1:10
Raio externo do rotor 54.7 mm
Raio interno do estator 55 mm
Raio externo do estator 84 mm
Tipo de ima Ferrite
Indugdo Remanente 0.375T
Entreferro 0.3 mm
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Figura A2.3 Curva BH do ferro para o motor sincrono a imas com pecas polares
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A2.3 Motor de relutancia chaveado

Os dados da Tabela A2.3 e os resultados experimentais deste motor foram obtidos da

referéncia GREEN et al. (1994).

Figura A2.4 Motor de relutancia chaveado 10/8 de 5 fases.

Tabela A2.3 Dados do motor de relutancia chaveado

Numero de fases 5
Numero de poélos estator/rotor 10/8
Comprimento do pacote 54 mm
Numero de espiras por fase 320
Arco polar do estator 0.31 rad
Arco polar do rotor 0.39 rad
Altura do pdlo do estator 11 mm
Altura do pdlo do rotor 10 mm
Raio interno do rotor 5 mm
Raio externo do rotor 25 mm
Raio interno do estator 25.25 mm
Raio externo do estator 46.5 mm
Entreferro 0.25 mm
Diametro do condutor 0.5 mm
Maxima corrente de fase 3A
Tensao de alimentagao (série/paralelo) 60/30 V
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ANEXO 3 FORMULACAO DO METODO MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE A PARTIR DA FORMA FRACA

Uma forma alternativa de encontrar a formulagdo para o método dos Multiplicadores de
Lagrange ¢ partir da forma fraca para a formulacdo magnetostatica em potencial vetor 4 (expressdo

A1.7 do Anexo Al) escrita para cada subdominio £2, ¢ €2, (GASMI, 1996).

an(,)
ch@2y)

rotor
a2y, )

P@,) R(2)

Figura A3.1 Subdominios €2, e (2, separados pela interface /-

As integrais de fluxo em cada subdominio associadas com as fronteiras interligadas com
condi¢des de (anti)periodicidade 0P, e OP; bem como com condigdes de Dirichlet 0D se anulam
(Figura A3.1). Somente as integrais de fluxo associadas coma a interface /" permanecem na forma

variacional, como segue:

—jvaiwa A0+ [V, L S4d0, -
r Q

H, He
: (A3.1)
0.1 .. o.1
[ v, +—[—B41-—[—B’ Dde,
_Q“ ax a a /ua
1= -1 -
—[v, —VA4, -G,dl + [V, - —V4,d02, =
r b a, Hy
(A3.2)

211 B pan,

o1 ,
J, +—[—B"1-
[v,(J, ax[#b == .

2,

Nas equagdes acima v, e v, sdo funcdes de teste, J, e J, sdo as densidades de corrente; 4, €

A, os potenciais vetores em cada subdominio €2, ¢ €2,. B’ BZX , B? e B’ sdo as componentes da

oy oy ox

inducdes remanentes dos imas e 4, € i, as permeabilidades magnéticas em cada subdominio. Os
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termos iﬁfla-ﬁa e L@Ab-ﬁb podem ser reescritos como 1.4, e 194,

—, 0s quais
Uy Hy M, On, O,
representam as componentes tangenciais do campo magnético na interface /. Da conservagdo da

componente tangencial do campo magnético na interface / tem-se:

Jo_ 104, _ 104

Ly, 0n, - Ly, o,

(A3.3)

Substituindo (A3.3) em (A3.1) e (A3.2) obtém-se:

[avdr+ [Wv, -iwadga =
r 0 /ua

5 5 (A3.4)
[V, + =[—B1-—[—B" D2,

ax ) y ay ox

Qa a /Lla

[ av,dr + [, -iw,,dgb =
r 2 Hp
o 1 0.1 (A3.5)
[v,(J, +—[— B} 1-—[—B" 1)d,
o, ox p My

Reescrevendo os termos relativos aos imas:

[av,dr+ [ 9y, —V4,de, = | {i{ggx N pa ava}vut/u}ma (A3.6)
r P My o, | Ha oy Ox

a

— [av,dr + [ Vv, LG40, - [ {L{fo %—ny %} +v,J, }d.()b (A3.7)
r Q, ;ub Q, b ay ax

A continuidade do potencial vetor na interface ainda ndo foi garantida na interface /. Ela ¢ imposta

de forma fraca pela expressao

[vi(4, - 4)dr =0 (A3.8)

r

onde v; ¢ uma fungao de teste.
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ANEXO 4 ANALISE DAS INDUCOES TANGENCIAL E NORMAL
EM ENTREFERRO ESTREITO UTILIZANDO O EFCAD

A estrutura mostrada na figura abaixo foi utilizada para calcular as indugdes B, e B, ,ou
seja, tangencial e normal, ao longo da linha média do entreferro. Os dentes desencontrados
provocam uma variagdo forte nas componentes da indugdo magnética. Todos os resultados formam
obtidos com o modulo Efcs (magnetostatica) do programa EFCAD. Quando o calculo é com
interpolacdo de segunda ordem, todos os elementos tém um nd adicionado em cada aresta.
Empregou-se como referéncia uma malha bem refinada (Figura A4.2) com elementos de primeira
ordem lagrangeanos. A malha 2 (Figura A4.3) tem uma discretizacdo bem mais pobre e € utilizada
com interpolagdo de primeira e segunda ordem lagrangeanas, de forma a investigar o
comportamento das componentes normal e tangencial no entreferro com a elevacdo da ordem de
interpolagcdo. Os resultados mostrados nas Figuras A4.4, A4.5 e A4.6 mostram uma boa
concordancia na componente normal (no caso B,) entre a malha 2 com interpolagdo de primeira ou

segunda ordem com a malha de referéncia (malha 1).

Figura A4.1 Estrutura com entreferro de 0.5 mm e dentes deslocados.

Figura A4.2 Malha 1 de referéncia com 4632 elementos lagrangeanos (2451 nos).
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Figura A4.3 Malha 2 com 1256 elementos lagrangeanos (700 nos para primeira ordem e 2655 nos
para segunda ordem).

paaa el

Lovaalagsl

0.153 : J :
0.104 l

QO Ub—: /J‘ . K .
I —
0.00 7T (L Ly B e B B

T
Q.00 Q.01 Q.02 0.03 0.04 0.05 0,06
x [m]

Figura A4.4 Inducdo normal B, ao longo da linha média do entreferro para Malha 1.
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Figura A4.5 Inducdo normal B, ao longo da linha média do entreferro para malha 2 com
interpolag@o de primeira ordem.
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Figura A4.6 Inducdo normal B, ao longo da linha média do entreferro para malha 2 com
interpolagdo de segunda ordem.

Para a componente tangencial (B,) o resultado mostrado para a malha 2 com interpolagdo
de primeira ordem (Figura A4.8) consegue reproduzir razoavelmente o resultado para a malha de
referéncia (Figura A4.7), embora a discretizagdo mais pobre ndo consiga caracterizar o pico
negativo, que ficou bem abaixo do obtido com a malha 1. Com interpolagdo de segunda ordem,
entretanto, aparece uma forte oscilagdo nesta componente (Figura A4.9) e com um pico negativo
bem acima da malha de referéncia. Estas oscilacdes se atenuam se o entreferro aumenta. A
conclusdo deste pequeno estudo é que com o entreferro estreito a interpolacdo de ordem elevada
ndo consegue representar com precisdo as singularidades na solugdo que ocorrem nos cantos dos
dentes. As forgas, no entanto, ndo sdo muito influenciadas por esta oscilagao, parecendo haver uma
compensacdo entre os picos positivos e negativos da componente tangencial (Tabela A4.1).
Entretanto, com interpolacdo de primeira ordem, as for¢as para a malha 2 sdo mais proximas dos

resultados obtidos com a malha de referéncia (malha 1) que com interpolacdo de segunda ordem.
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Figura A4.7 Indugdo tangencial B, ao longo da linha média do entreferro para malha 1.
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Figura A4.8 Indugdo tangencial B, ao longo da linha média do entreferro para malha 2 com

interpolag@o de primeira ordem
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Figura A4.9 Indugdo tangencial B, ao longo da linha média do entreferro para malha 2 com

interpolagdo de segunda ordem

Tabela A4.1 Forgas F, e F, na linha média do entreferro calculadas com o Tensor de Maxwell.

Primeira ordem Segunda ordem
F, F, F, F,
[N/m] [N/m] [N/m] [N/m]
Malhal 28.49 -1146
Malha2 28.39 -1137 27.56 -1135
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