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RESUMO

O método de volumes finitos baseado em elementos é aplicado a discretizacao
das equacdes diferenciais que descrevem o escoamento em meios porosos no nivel
macroscopico, para o desenvolvimento de uma formulagdo numérica destinada a
simulagao de processos de deslocamento bifdsico imiscivel. A discretizagdo espacial é
realizada considerando malhas ndo-estruturadas de elementos quadrilateros, com as
quais é possivel representar em forma precisa e eficiente dominios bidimensionais de
qualquer grau de complexidade. Para lidar com a complexidade geométrica
decorrente do uso de malhas nao-estruturadas, todas as operagdes relativas a
discretizacdo das equagdes diferenciais sao realizadas com base nos elementos, de
acordo com um sistema de coordenadas local. Contudo, na abordagem considerada é
mantida a esséncia do método convencional de volumes finitos, isto é, a construcao
de equagdes aproximadas que satisfazem a conservacdo das grandezas fisicas no
nivel discreto. A formulacdo numérica apresentada foi desenvolvida visando sua
aplicagdo na simulagdo de processos de deslocamento em amostras de rocha para a
estimacdo de curvas de permeabilidade relativa e na simulagdo de processos de
recuperacao secundaria em reservatorios de petréleo. Um dos aspectos mais
promissores da formulacdo desenvolvida é a possibilidade de eliminar o denominado
efeito de orientacdo de malha, uma anomalia numérica que apresentam em maior ou
menor grau todas as metodologias numéricas rotineiramente usadas para simular
esse tipo de processos. Segundo é mostrado mediante diversos exemplos, o uso de
esquemas de interpolagdo consistentes com o carater multidimensional do
escoamento é uma questdo-chave para a eliminagdo do efeito de orientacdo de malha.
Outros exemplos de aplicacdo sao apresentados também para avaliar o desempenho
da formulacdo em problemas de deslocamento envolvendo diversas caracteristicas
fisicas tais como heterogeneidade do meio, pressao capilar, compressibilidade dos

fluidos, gravidade e geometrias irregulares.
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ABSTRACT

The element-based finite volume method (EbFVM) is applied to the discretiza-
tion of the differential equations that describe macroscopic flow in porous media,
with the aim of developing a numerical formulation for simulating two-phase
immiscible displacements. The spatial discretization is performed by means of
quadrilateral unstructured grids, which are adequate for representing two-
dimensional domains of any complexity in an accurate and efficient way. For dealing
with the geometric complexity of unstructured grids, all operations regarding to the
discretization of differential equations are performed over grid elements, without any
reference to their connectivity. However, the EbFVM approach preserves also the
essence of conventional finite volume method, that is, the construction of approxi-
mate equations that guarantee the conservation of physical quantities at discrete
level. The present formulation was developed aiming its application to the simulation
of displacement processes in core samples for estimating relative permeability curves,
and to the simulation of petroleum reservoir secondary recovery processes. One of
the most promising aspects of the numerical formulation presented herein is the
possibility of eliminating the so-called grid orientation effect, which is a numerical
abnormality present in all customary numerical methodologies applied to reservoir
simulation. As showed in several examples, an interpolation scheme consistent with
the multidimensional character of the flow is the key factor for eliminating grid
orientation effect. Other application examples are presented also for evaluating the
formulation performance in displacement problems including physical characteristics
such as heterogeneity, capillary pressure, fluid compressibility, gravity, and irregular

geometries.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Preliminares

A simulagdo numérica do deslocamento de fluidos através de meios porosos é
fundamental para diversas aplicacdes de engenharia tdo importantes como a
explotacdo de reservatérios de petréleo, o aproveitamento dos recursos hidricos
existentes no subsolo ou a reabilitacao de solos contaminados por derramamento de
sustancias nocivas. Esta ferramenta confere ao engenheiro a importante capacidade
de predizer, com um certo grau de actracia, os complexos fendmenos fisicos
relacionados ao deslocamento de fluidos, além de permitir-lhe alcancar um nivel
mais profundo de compreensdo da dindmica de tais fendmenos. Estas capacidades
sdo fundamentais em atividades tais como a tomada de decisdes e a otimizacdo de

processos industriais.

O principal interesse do presente trabalho estd centrado em processos de deslo-
camento envolvendo duas fases fluidas imisciveis. O processo tipico deste tipo de
deslocamentos envolve uma fase fluida que ocupa inicialmente o espago poroso e
que é gradualmente desalojada por outra fase fluida, a qual é forcada mecanicamente
a ingressar no meio. A recuperagao secundaria de petréleo de reservatérios mediante
injecdo de agua é um exemplo caracteristico deste tipo de processos. Os processos de
deslocamento em amostras de rocha realizados em laboratério para estimar as curvas
de permeabilidade relativa podem ser citados como outros exemplos tipicos de

deslocamentos bifasicos imisciveis. De fato, conforme sera explicado mais adiante, a
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motivagdo inicial para a realizagdo deste trabalho foi a necessidade de contar com um
modelo numérico de deslocamento para ser empregado em um método de estimacao
de parametros destinado a determinar curvas de permeabilidade relativa de rochas

reservatorio.

A base para a constru¢do de uma formulagdo destinada a simulagdo numérica
de um fendmeno fisico é o modelo matematico, o qual deve compreender leis
fundamentais e equagOes constitutivas que descrevam os detalhes essenciais do
fendbmeno. No caso do deslocamento de fluidos em meios porosos, o modelo
matematico inclui equacdes diferenciais parciais e equacdes algébricas altamente
nao-lineares e fortemente acopladas. Sao essas caracteristicas que tornam a solugdo
numérica das equagdes do modelo de deslocamento um problema com um alto grau
de dificuldade. Tal nivel de dificuldade é usualmente incrementado por outras
caracteristicas freqiientes em problemas de deslocamento, tais como a heterogenei-

dade do meio poroso ou presenca de descontinuidades nas solugdes.

Numerosas formula¢des numéricas tém sido desenvolvidas ao longo das ulti-
mas décadas para resolver as equagdes do modelo de deslocamento bifasico
imiscivel. Os avangos nesta area tém sido motivados principalmente pelas aplicagdes
na simulagdo de reservatérios de petréleo, uma vez que os processos basicos de
recuperacao de petréleo podem ser modelados como processos de deslocamento
bifasico imiscivel. Além disso, comumente novas técnicas numéricas para modelos
mais complexos sao inicialmente implementadas e avaliadas considerando modelos
de deslocamento bifasico, os quais apresentam dificuldades semelhantes, especial-

mente nos aspectos relacionados a questdes estritamente geométricas.

Em geral, a aplicacdo de métodos numéricos para resolver equacdes diferenciais
requer a discretizacdo do dominio de solucdo, processo que consiste na divisdo em
um numero finito de blocos ou subdominios, os quais formam a denominada malha
computacional. Esta malha determina a localizacdo de um conjunto de pontos no
dominio, nos quais valores aproximados das varidveis das equacdes diferenciais sdao
determinados por meio do método numérico. E interessante observar que as

formula¢des numéricas para deslocamento de fluidos em meios porosos tém
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avancado seguindo um caminho semelhante ao das formula¢cdes numéricas
destinadas a resolver as equacdes de Navier-Stokes, quanto a evolucao do tipo de
malhas utilizadas. Assim, nos estagios iniciais apenas malhas ortogonais simples
eram empregadas, sendo que a principal preocupagdo era o desenvolvimento de
técnicas especiais para o tratamento das nao-linearidades e os acoplamentos entre
varidveis. Uma caracteristica fundamental procurada nos métodos numeéricos
aplicados para resolver as equacdes do modelo de deslocamento em meios porosos é
a estrita observancia da conservacdo da massa das fases fluidas, requisito essencial
para que a solugdo possua coeréncia fisica. Ja4 que a conservagao das grandezas fisicas
no nivel discreto é uma caracteristica intrinseca do método de volumes finitos, este
método foi, e ainda é, o mais utilizado para resolver problemas de deslocamento em

meios porosos.

Ap0s serem estabelecidos certos procedimentos padrao para lidar com as nao-
linearidades e acoplamentos de variaveis, a principal preocupagdo dos pesquisadores
passou a ser a representacdao acurada do dominio de solugdo mediante malhas mais
flexiveis. Gradualmente foram sendo desenvolvidas metodologias especificas para
malhas estruturadas generalizadas ou malhas corner-point, como sdo denominadas na
area de simulacdo de reservatérios de petréleo. Ainda que com estas malhas é
possivel representar geometrias relativamente complexas, o processo de geracdo de
uma malha pode exigir um esfor¢o computacional excessivo, devido a estrutura
ordenada que devem manter as células que a formam. Por essa mesma razado, malhas
deste tipo sdao inadequadas para realizar refinamento em regides especificas do
dominio, o que é desejavel quando se requer representar com fidelidade detalhes
particulares do dominio, tais como pocos e falhas geoldgicas. Em uma tentativa por
superar essas dificuldades foram propostas diversas formulacdes empregando
malhas de Voronoi. A malha de Voronoi é uma malha ndo-estruturada, ou seja, uma
malha que nado precisa respeitar nenhuma estrutura preestabelecida, mas que ¢é
construida sob certas restricdes que garantem que seja mantida ortogonalidade local.
Isso permite que técnicas numéricas simples, desenvolvidas originalmente para
malhas ortogonais estruturadas, possam ser empregadas também. Entretanto, uma

flexibilidade geométrica completa s6 é possivel com o emprego de malhas ndo-



CAPITULO 1 INTRODUCAO 4

estruturadas, semelhantes as utilizadas no método de elementos finitos para
problemas estruturais, por exemplo. Embora na literatura existam diversas
formulacdes baseadas neste método para resolver as equagdes do modelo de
deslocamento em meios porosos, nenhuma delas tém tido aplicacdo efetiva, devido
principalmente a que nestas formulacdes a conservacdo de massa ndo é garantida e
além disso, freqiientemente devem ser utilizadas estratégias duvidosas, tais como a
adicdo de termos artificiais de dissipacdo, para estabilizar as equacdes discretas e

poder obter solucdes fisicamente coerentes.

Na década de oitenta comecaram a ser desenvolvidas metodologias numeéricas
para a solucdo de problemas de mecénica dos fluidos e transferéncia de calor em
malhas ndo-estruturadas do tipo usado no método de elementos finitos, mas
empregando a base conceitual do método de volumes finitos para o processo de
obtencdo das equagdes aproximadas. Essas metodologias, denominadas neste
trabalho de volumes finitos baseados em elementos, possuem a flexibilidade
geométrica que confere o uso de malhas ndo-estruturadas, junto com a garantia da
conservacdo das grandezas fisicas em nivel de volumes de controle. Embora tais
metodologias tenham alcancado atualmente suficiente maturidade e sdo amplamente
empregadas em numerosos pacotes comerciais para simulagdo de escoamentos de
diversos tipos, sua aplicacdo na simulacdo de deslocamento de fluidos em meios
porosos ainda ndo tem sido pesquisada exaustivamente, apesar de suas evidentes
vantagens para simular esse tipo de fenomeno. O assunto central do presente
trabalho é precisamente o preenchimento dessa lacuna mediante o desenvolvimento
e implementacdo de uma formulacdo obtida aplicando uma metodologia numérica
conservativa baseada em elementos ao caso especifico do deslocamento bifdsico

imiscivel.

1.2 Revisao bibliografica

O método de volumes finitos baseado em elementos foi desenvolvido original-
mente para resolver escoamentos descritos pelas equagdes de Navier-Stokes. A idéia
geral do método foi proposta inicialmente por Baliga e Patankar [2], no inicio da

década de oitenta, para a solucdo de equagdes de advecgao-difusdo. Posteriormente a
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metodologia foi estendida por esses mesmos autores para a resolucdo de problemas
mais gerais de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor [3]. Nesses trabalhos
foram consideradas malhas ndo-estruturadas de elementos triangulares como base
geométrica para construir volumes de controle unindo os centréides de cada
triangulo com os pontos médios dos seus lados. As equacOes diferenciais de
conservacdo eram integradas em cada um de tais volumes de controle para a
obtencdo de equacdes aproximadas que respeitassem a conservagao das grandezas
fisicas no nivel discreto. Foram esses autores que propuseram também o nome de
Control-Volume Finite Element Method! (CVFEM) para este método, com o qual é mais
conhecido na literatura. Contudo, conforme argumenta Maliska [31], essa denomina-
cdo é imprecisa pois sugere que se trata de um método que segue a filosofia do
método de elementos finitos e que também emprega volumes de controle. Entretan-
to, conforme mencionado acima, a realidade é que se trata de um método construido
com a base conceitual do método de volumes finitos e que apenas emprega o
conceito de elemento para a representacdo geométrica do dominio de solugdo. Por tal
razdo, é mais adequada a denominacao Element-based Finite Volume Method (EbFVM)
ou método de volumes finitos baseado em elementos, a qual é utilizada neste

trabalho.

Alguns anos mais tarde, Raw [35] desenvolveu outra formulacdo numérica
também destinada a problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor,
seguindo a mesma idéia basica da metodologia de Baliga e Patankar. Do ponto de
vista geométrico, a principal inovacdo na formulacdo de Raw encontra-se no uso de
malhas ndo-estruturadas de quadrilateros. Além de obter uma formulagao de grande
versatilidade geométrica, Raw propos estratégias especificas para lidar com as duas
maiores dificuldades na resolugdo das equagdes de Navier-Stokes: o tratamento do
acoplamento pressdo-velocidade e a aproximagdo acurada dos termos advectivos.
Todas essas caracteristicas tornaram esta formulacdo em uma das mais robustas,
precisas e versateis até agora desenvolvidas, a tal ponto que na atualidade forma
parte do ntcleo numérico de um dos pacotes computacionais para simulacdo de

escoamentos de uso mais estendido em diversas areas da engenharia. Muitas das

1 Método de elementos finitos com volumes de controle.
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idéias apresentadas por Raw serdao adaptadas no presente trabalho para a discretiza-

¢do do modelo de deslocamento de fluidos em meios porosos.

Uma das primeiras tentativas para aplicar metodologias de volumes finitos
baseadas em elementos a simulagdo de escoamentos em meios porosos foi realizada
por Rozon [36], que desenvolveu uma formulacao com malhas de quadrilateros para
resolver problemas envolvendo o escoamento de um tnico fluido em reservatérios
de petrdleo. Dado que o modelo nesse caso reduz-se a uma equagao de Laplace, o
autor comparou a equacao discreta resultante da aplicacdo do EbFVM com a equacao
obtida mediante o método de Galerkin, concluindo que o erro de discretizacao
associado ao EbFVM para essa equacdo é de menor magnitude que o erro associado

ao método de Galerkin.

No final da década de oitenta e comeco da década de noventa foram publicados
alguns trabalhos em que o método de volumes finitos baseado em elementos foi
aplicado a simulagdo de escoamentos multifdsicos em reservatérios de petréleo,
utilizando malhas de elementos triangulares. Entre eles pode-se mencionar o
trabalho de Forsyth [19], que considerou problemas térmicos de simulacdo de
reservatorios; de Gottardi e Dall’Olio [22] que aplicaram o método a simulacdo de
deslocamentos agua-6leo em reservatorios; de Fung et al. [20, 21], que sistematizaram
a aplicacdo do método e analisaram possiveis combina¢des com outros tipos de
malhas para representar melhor a geometria dos reservatorios; e de Sonier e Eymard
[39] que estudaram algumas propriedades matematicas e numéricas do método.
Todos estes trabalhos possuem vérias caracteristicas comuns e descrevem basicamen-
te a mesma formulacdo numérica. Contudo, o processo de aproximagdo numérica das
equagdes diferenciais do escoamento multifasico descrito nessas publicagdes é pouco
rigoroso e simplificacdes pouco justificaveis sdo introduzidas para conseguir que as
equacOes resultantes possam ser implementadas seguindo os procedimentos normais
empregados em formulacdes com malhas estruturadas. Conforme analisado por
Cordazzo et al. [11, 12], esse tratamento, além de originar uma interpretacao
equivocada de certos parametros presentes nas aproximacdes numeéricas usadas,
impoe restricdes geométricas a malha utilizada, as quais poderiam ser evitadas se

uma dedugdo mais rigorosa das equagdes aproximadas fosse considerada.
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Com o objetivo de simular a contamina¢do do subsolo por derramamento de
fluidos organicos, Huber e Helmig [25] descreveram e compararam trés metodologi-
as de volumes finitos considerando malhas nao-estruturadas mistas, compostas por
tridangulos e quadrilateros. Tais metodologias se originam em diferentes tipos de
aproximagdes numéricas, uma das quais segue a filosofia da metodologia apresenta-
da por Forsyth [19] para malhas triangulares. Embora este trabalho tenha apresenta-
do como inovacdo o uso de malhas mistas, a formulacdo sofre das mesmas

deficiéncias comentadas acima para as formula¢des com malhas triangulares.

Recentemente, Edwards [15] apresentou a generalizacdo de uma metodologia
de volumes finitos originalmente desenvolvida para malhas estruturadas, para ser
aplicada também em malhas nao-estruturadas de tridngulos ou quadrilateros. A
principal preocupagao dessa metodologia é o tratamento numérico correto no caso de
considerar-se meios heterogéneos anisotropicos, em que a permeabilidade absoluta

deve ser representada como um tensor de segunda ordem varidvel no espaco.

E reduzido o ntimero de trabalhos publicados relacionados com a aplicacao de
métodos de volumes finitos baseados em elementos a simulacao de processos de
deslocamento em meios porosos. E conforme foi apontado acima, varios desses
trabalhos apresentam formulagdes muito simplificadas, em que o grande potencial
de metodologias baseadas em malhas nao-estruturadas ndo foi explorado adequa-
damente. No dmbito da simulacao de escoamentos multifasicos em meios porosos é
evidente a auséncia de uma formulagdo numérica com sdlidas bases conceptuais e
metodolégicas que permitam aproveitar todas as vantagens que o uso de malhas

nao-estruturadas oferece.

1.3 Objetivos e contribuicoes

A presente dissertagdo tem como objetivo central apresentar uma formulagao
numérica para a simulacdo de processos de deslocamento bifasico imiscivel em meios
porosos, resultado da aplicacdo do método de volumes finitos baseado em elementos
as equacdes diferenciais do modelo matematico que descreve esse tipo de desloca-

mentos no nivel macroscépico. Serdo considerados apenas problemas bidimensio-
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nais, embora todos os aspectos conceituais considerados na formulagdo sejam

factiveis de ser estendidos a problemas em trés dimensdes.

Do ponto de vista préatico, dois tipos de problemas sdo de principal interesse
para serem resolvidos aplicando a formulacdo desenvolvida. O primeiro é o
deslocamento transiente em amostras de rocha reservatério, os quais rotineiramente
sdo realizados em laboratério para a determinagdo de curvas de permeabilidade
relativa. Estas sdo propriedades do sistema formado pelo meio poroso e os fluidos se
deslocando nele, propriedades que nao sao diretamente mesuraveis e, portanto,
apenas podem ser estimadas a partir de medicdes relativas ao escoamento realizadas
durante a execu¢do de ensaios de laboratério. Conforme mostra a figura 1.1, um
ensaio desta natureza consiste basicamente na injecdo de um fluido em uma amostra
cilindrica inicialmente saturada com outro fluido, o qual é deslocado gradualmente
durante o experimento. Embora o escoamento nas amostras seja essencialmente
unidimensional, o interesse em um modelo bidimensional mais detalhado encontra-
se na possibilidade de captar detalhadamente alteragdes provocadas pelas heteroge-
neidades da rocha. Na atualidade podem ser obtidas medigdes muito precisas da
variacdo espacial das propriedades intrinsecas de uma amostra porosa mediante
métodos de aquisi¢do de imagens por tomografia computadorizada, os quais podem

fornecer dados de alta qualidade para sua utilizagdo em um modelo numérico. Além

Secdo longitudinal de uma
de fluido amostra de rocha reservatoério

Injecao

Figura 1.1 Ensaio de deslocamento em uma amostra de rocha reservatério.
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disso, também mediante tomografia podem ser obtidas imagens das distribui¢des
instantaneas de fluidos durante um ensaio de deslocamento. Estas imagens podem
ser confrontadas com resultados de simulagdes numéricas para resolver o problema
inverso da determinacdo das curvas de permeabilidade relativa mediante um
método de estimacdo de pardmetros. Embora neste tipo de problemas o dominio de
solucdo seja simples e, portanto, ndo exista a necessidade de utilizar malhas nao-
estruturadas irregulares, a simulacdo dos processos de deslocamento mediante uma
formulagdo de volumes finitos baseada em elementos pode se beneficiar pelo

emprego de funcdes de interpolacdo mais acuradas.

O outro problema de interesse é o processo de recuperacao secundaria de 6leo
considerando modelos bidimensionais de reservatorios, sejam areais ou de segdo
transversal. Nestes processos um fluido, tal como 4agua ou gas, é injetado no
reservatorio através de um conjunto de pogos estrategicamente localizados, para
deslocar o 6leo em dire¢do a pogos produtores onde o 6leo é recuperado. Dado que
neste caso o dominio de solu¢do pode possuir geometrias arbitrariamente complexas,
o uso de malhas ndo-estruturadas é muito vantajoso. Mais ainda considerando que,
conforme mostra a figura 1.2, podem existir no dominio detalhes intrincados como
falhas geolégicas e pocgos irregularmente distribuidos que a discretizacdo deve
acompanhar fielmente. Uma vantagem adicional do enfoque de volumes finitos
baseado em elementos é que além de obter-se flexibilidade geométrica para
representar dominios complexos em forma precisa, obtém-se também suficiente
flexibilidade para o uso de esquemas de interpolagdo que representam mais
fielmente as caracteristicas do escoamento. Um dos problemas mais sérios da maioria
das metodologias numéricas usadas na simulacdo de reservatdrios é o denominado
efeito de orientacdo de malha, ou seja, a caracteristica adversa de produzir diferentes
solucdes numéricas dependendo da orientacdo da malha empregada. A juizo de
varios autores este problema é ocasionado em grande medida pelo uso de esquemas
de interpolacdo que nao representam adequadamente o carater multidimensional do
escoamento. Talvez uma das maiores contribuicdes deste trabalho seja o aporte de
novas luzes para a resolucao desse problema, mediante o estudo da influéncia dos

esquemas de interpolac¢do na ocorréncia do efeito de orientacao de malha.
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Modelo areal de um Falha geologica
reservatodrio de petrdleo L

O  Pogos produtores

¥ Pogos injetores

Figura 1.2 Simulacdo de processos de recuperacao secundéria de petréleo.

Mesmo que uma malha ndo-estruturada possa ser formada por elementos tri-
angulares e /ou quadrangulares, na formulacdo desenvolvida neste trabalho apenas
serdo consideradas malhas formadas por elementos quadrilateros. Como se detalhara
na proxima secdo, na literatura da area existem alguns trabalhos tratando da
aplicacdo de metodologias de volumes finitos empregando malhas ndo-estruturadas
de tridngulos, mas praticamente nenhum considerando malhas de quadriléteros.
Acredita-se que muitas vantagens que o uso deste tipo de malhas tem na soluc¢do das
equagdes de Navier-Stokes, especialmente as relacionadas com fungdes de interpola-
¢do mais precisas, podem ser aproveitadas com vantagem na simulacdo de

deslocamentos de fluidos em meios porosos.

Além das caracteristicas gerais acima mencionadas, no inicio do trabalho foram
estabelecidos alguns requisitos adicionais especificos para a formulacdo numérica

objetivada:

i) Inclusdo na modelagem de todos os fenomenos fisicos que possam
tornar-se relevantes nos processos de deslocamento em diferentes escalas,
desde a escala das amostras de rocha até a escala dos reservatdrios de

petroleo. Assim por exemplo, deverdo estar consideradas as influéncias da
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heterogeneidade do meio, da pressao capilar, da gravidade e da compres-

sibilidade dos fluidos.

ii) Consideracdo de condicdes de contorno que representem as situagdes
fisicas comuns em processos de deslocamento, especialmente o denomi-
nado efeito de extremidade, causado pela agao da pressao capilar na vizi-

nhanga das superficies com saida de fluido.

iii) Construcdo de uma estrutura operacional sistematica para a aplicacdo
do método de volumes finitos baseado em elementos a discretizacao de
equagdes de modelos de deslocamento. Deste modo serdo estabelecidas
bases so6lidas para posteriores avangos na aplicagio da metodologia a
modelos de deslocamento mais gerais ou inclusive a modelos de outro
tipo de fendmenos fisicos. A formulagdo deve resultar também o suficien-
temente clara e organizada para permitir uma implementacdo computa-

cional simples e eficiente.

iv) Adaptacdo das equagdes da formulagdo numérica para a utilizacao de
um algoritmo de solucdo seqiiencial. Conforme é mencionado na literatu-
ra, este tipo de algoritmos apresenta o melhor compromisso entre simpli-
cidade e economia de tempo de computacdo para o tipo de problemas de
interesse. Além disso, a simplicidade de implementacdo dos algoritmos
seqlienciais torna mais facil a avaliagdo de, por exemplo, novos esquemas

de interpolagdo para melhorar a precisao da metodologia de discretizagao.

Organizacao do trabalho

O capitulo 2 descreve o modelo matematico considerado como base da formu-

11

lacdo numérica desenvolvida nos capitulos seguintes. Além da forma tradicional das

equagdes diferenciais do modelo, as quais representam a conservagao de massa das

fases fluidas, ao final do capitulo é apresentada uma forma alternativa obtida

mediante manipulagdo algébrica, a qual permite obter uma visdo mais clara das

propriedades matematicas do modelo.
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O capitulo 3 resume todos os aspectos geométricos relacionados com o método
de volumes finitos baseado em elementos. Os tépicos apresentados neste capitulo sao
de carater geral, ndo estando relacionados a nenhum modelo matemaético especifico.
Ao longo deste capitulo sdo introduzidos diversos conceitos, relacdes matemaéticas e

notagdes que serdo empregados em posteriores capitulos.

No capitulo 4 é descrito em detalhes o processo de discretizagao das equagdes
diferenciais do modelo de deslocamento imiscivel. Diferentes aproximacdes
temporais sdo consideradas para as varidveis primarias do modelo, o qual permite
um desacoplamento parcial das equagdes diferenciais do modelo de deslocamento.
Esta estratégia facilita o uso de algoritmos de solugdo seqiienciais para resolver o
conjunto de equagdes resultante do processo de discretizagdo. Embora as equagdes
discretizadas representam balangos realizados em volumes de controle, elas sdo
deduzidas considerando grandezas definidas usualmente em nivel de elementos. Na
parte final do capitulo é descrito o procedimento de montagem das equagdes
relativas aos volumes de controle, com base nas contribuicdes de todos elementos de

uma malha.

O capitulo 5 descreve a deducdo de equagdes discretizadas especiais para os
volumes de controle adjacentes as fronteiras do dominio. Equagdes especiais sdo
necessarias para esses volumes a fim de prescrever na formulacdo numérica as
condi¢des de contorno que completam a descricdo matemaética do problema de
deslocamento analisado. Sdo consideradas as condi¢des de contorno mais usuais,

assim como a representagoes discretas de pogos em reservatérios de petroéleo.

No capitulo 6 sdo delineadas duas formas do algoritmo de solucdo seqiiencial
empregado para obter a evolucdo temporal das varidveis do modelo resolvendo o
conjunto de equacdes discretizadas obtidas em capitulos anteriores. A primeira é a
forma convencional do algoritmo seqtiencial, enquanto que a segunda é uma forma
alternativa proposta com o intuito de reduzir o tempo de computacdo em problemas

de grande tamanho.

O capitulo 7 apresenta uma discussao acerca dos esquemas de interpolagao

espacial empregados na formulacdo numérica. E descrita uma familia de esquemas
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de interpolagdo para a aproximagao dos termos advectivos, baseados na diregao local
do escoamento e que garantem a positividade dos coeficientes nas equagdes

discretizadas.

O capitulo 8 esta destinado a mostrar alguns exemplos de aplicacdo da formu-
lacdo numérica. O objetivo deste capitulo é mostrar o desempenho da formulacao em
diferentes casos praticos, ressaltando suas virtudes, potencialidades e possiveis
deficiéncias. No final deste capitulo é realizado também um estudo da influéncia dos

esquemas de interpolacdo espacial sobre o efeito de orientacdo de malha.

Finalmente, o capitulo 9 conclui este trabalho com uma discussdo geral em
relacdo ao desenvolvimento da formulacdo e ao desempenho observado. Algumas

sugestoes para futuras pesquisas sdo também realizadas.



CAPITULO

MODELO MATEMATICO

2.1 Introducao

Neste capitulo sao enunciadas todas as equagdes que formam parte do modelo
de deslocamento bifdsico imiscivel considerado neste trabalho, além de apresentar
uma breve revisdo dos conceitos fundamentais relativos a tal modelagem. Foi
adotada a descricdo macroscépica classica do escoamento multifasico em um meio
poroso, na qual cada uma das grandezas fisica possui associado um campo continuo
definido sobre todo o espago ocupado pelo meio. As equagdes consideradas
descrevem o escoamento multidimensional isotérmico de dois fluidos compressiveis
em um meio poroso consolidado e isotrépico, sob a acdo de um gradiente de pressao

externo e das forcas viscosas, capilares e relativas a gravidade.

2.2 Descricao macroscopica

Duas sdo as abordagens principais empregadas para descrever o deslocamento
de fluidos em meios porosos, as quais sdo denominadas convencionalmente como
descricdes microscopica e macroscopica, respectivamente. Quando uma abordagem
microscpica é considerada, equagdes diferenciais de conservacdo de massa,

quantidade de movimento e energia sdao empregadas para descrever o movimento

dos fluidos no espaco vazio do meio poroso, ou seja, nas regides do meio nao

14
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ocupadas pela matriz sdlida. Para tanto é indispensavel o conhecimento detalhado
da estrutura morfolégica do meio, pois ela define as fronteiras do dominio de anélise
onde condigdes de contorno para as equagdes de diferenciais de conservacdo deverao
ser prescritas. Tal requerimento, além do enorme custo computacional envolvido na
solucdo das equacgOes diferenciais, torna impraticivel o emprego do enfoque
microscopico para a predicdo de processos de deslocamento em escalas cuja ordem

de grandeza for maior que a escala dos poros.

Quando o deslocamento de fluidos é descrito de acordo com um enfoque
macroscopico ndo é necessdria qualquer especificacdo morfolégica da estrutura porosa.
A descricao é realizada considerando cada uma das grandezas fisicas associadas ao
escoamento como varidveis continuas definidas em todo o espago ocupado pelo meio
poroso. O valor de tais varidveis em um ponto dado representa em realidade uma
média volumétrica dos valores microscopicos na regido circundante, abarcando o
fluido contido em dezenas ou até centenas de poros [43]. Os procedimentos de média
volumétrica das equacdes de conservacao introduzem propriedades que nao sao
mesurdveis no nivel microscépico, mas que na escala macroscépica representam os
efeitos da complexa estrutura do meio poroso. E indispensavel que tais propriedades
sejam estimadas para tornar vidvel o emprego das equagdes de conservacdo
macroscopicas na predicdo de processos de deslocamento em aplicagdes especificas.
A estimacao de tais propriedades envolve necessariamente algum tipo de trabalho
experimental, sendo necessdria em alguns casos a solugdo de um problema inverso,
uma vez que a medicdo direta destas propriedades ndo é possivel. E importante
notar que embora o enfoque macroscopico envolva médias volumétricas de
propriedades e variaveis de estado, ndo é necessario especificar explicitamente nas

equagdes o tamanho dos volumes aos quais correspondem tais médias [43].

As grandezas fisicas oriundas da abordagem macroscépica podem ser classifi-
cadas em dois grupos: as grandezas volumétricas e as grandezas relativas ao
escoamento. Ao primeiro grupo pertencem propriedades tais como a porosidade e a
saturacdo, cuja definicdo provém diretamente do conceito de média volumétrica. Ao
segundo grupo pertencem, por exemplo, a permeabilidade absoluta e a permeabili-

dade relativa, cuja definicao estd estreitamente relacionada a existéncia de fluidos se
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deslocando no meio poroso. Por sua importancia, a definicdo das principais

propriedades macroscépicas é examinada brevemente a seguir.

Considerando um certo volume de referéncia em um meio poroso, a porosidade é

definida como a razdo entre o volume vazio e o volume total, ou seja

4 v,
- _D_ 2.1
b= Vv (2.1)

onde V, e V, sdo o volume vazio e o volume ocupado pela matriz sélida, respectiva-
mente, em um dado volume de referéncia V tal como o representado na figura 2.1. A
porosidade pode ser representada como uma funcdo suave da posigdo, se o valor
definido por meio da equagdo (2.1) for atribuido ao ponto coincidente com o
centréide do volume de referéncia. Para tanto, deve ser garantido que o tamanho de
tal volume seja grande em relacdo a dimensdo caracteristica dos poros, mas ao

mesmo tempo muito menor que a dimensao macroscépica do meio poroso [43].

Meio poroso

Volume de referéncia V

Figura 2.1 Volume de referéncia em um meio poroso.

Quando maltiplas fases fluidas estdo presentes em um meio poroso, a quanti-
dade relativa de uma fase genérica F estd dada pela sua saturagio, definida

matematicamente mediante a expressao
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SF = —F (2.2)
4

onde V. e V, sdo, respectivamente, o volume ocupado pela fase F e o volume
disponivel ou volume de vazio, ambos relativos a um certo volume de referéncia no

meio poroso.

A figura 2.2 ilustra uma situacdo tipica para um processo de deslocamento
bifasico, no qual duas fases podem coexistir em um mesmo volume elementar. Como
resultado da interacdo de forcas em nivel molecular, a interface que separa as fases
fluidas tende a formar um determinado dngulo em relacdo a superficie solida no
ponto de contato. Denomina-se fase molhante aquela fase que apresenta maior
afinidade com a superficie sélida e portanto tende a cobri-la com maior facilidade,
pelo fato do angulo de contato ser menor a 90° do lado desta fase. A outra fase é
denominada em contraposicdo, fase ndo-molhante. Esta caracterizacdo das fases no
escoamento bifdsico estd estreitamente relacionada com a definicdo da pressao

capilar, a qual serd examinada posteriormente.

Deslocamento bifésico

Volume de referéncia V

Matriz sdlida

b,
I:‘ Fase molhante
- Fase ndo-molhante

Figura 2.2 Caracterizacao das fases em um deslocamento bifésico.

P

A permeabilidade absoluta é a propriedade macroscoépica do meio poroso que

relaciona o gradiente hidrdulico com a vazdo de um fluido escoando através do meio.
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A definicao classica desta propriedade é realizada através da lei de Darcy, a qual

pode ser representada matematicamente como

L (VP-pg) (23)

v=-

= | R

Nesta expressdo, v é a velocidade média do fluido no volume de referéncia ou
velocidade de Darcy, P é a pressdo, g é a aceleracao da gravidade, e p e ¢ sdo a
densidade e a viscosidade do fluido, respectivamente. A permeabilidade absoluta K
é representada em geral como um tensor de segunda ordem, entretanto, se o meio
poroso for isotrépico esta propriedade podera ser representada como uma grandeza
escalar [27]. Um meio poroso pode apresentar significativa variacdo espacial da
permeabilidade absoluta. De fato, a variagdo espacial desta propriedade é a principal

caracteristica de um meio heterogéneo.

A extensdo da lei de Darcy para o escoamento simultdneo de vérias fases em
um meio poroso introduz o conceito de permeabilidade relativa. A idéia fundamental
deste enfoque é considerar para cada fase fluida uma equacdo semelhante a equagao
(2.3). Entretanto, uma vez que a presenca de outras fases no meio poroso causa um
efeito adverso na capacidade de deslocamento de uma dada fase, introduz-se na
equagdo um fator de reducdo da permeabilidade do meio, o qual é denominado
convencionalmente como permeabilidade relativa. Assim, para uma fase genérica F,

a lei de Darcy generalizada é usualmente escrita como

1)

d krF

VP =— L : (§PF —P:8) (2.4)

onde k. é a permeabilidade relativa da fase F. As restantes grandezas sao analogas
as da equacao (2.3), exceto que aquelas denotadas com subindice F encontram-se
referidas especificamente a tal fase. Note-se que na equacdo (2.4) a pressdo é
considerada também uma grandeza associada a fase, devido a que duas fases
coexistindo em um mesmo volume elementar podem possuir diferentes valores de
pressao como resultado da agdo da tensdo interfacial atuando nas superficies que as

separam.
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Devido a complexa interacdo entre fluidos e superficie sélida que se produz na
escala microscopica durante um processo de deslocamento, a relagdo entre a
permeabilidade relativa e as propriedades dos fluidos e o meio poroso é ainda pouco
compreendida. Para aplicacdes praticas admite-se, entretanto, que a permeabilidade
relativa associada a uma fase é uma fungdo monotonica e ndo-negativa de sua

saturacao [26].

2.3 Equacoes fundamentais do modelo

O nacleo do modelo matematico para a descricdo macroscépica do escoamento
bifdsico imiscivel em meios porosos esta constituido pela equacdo diferencial de
conservacdo de massa e a relacdo matematica resultante da lei de Darcy generalizada,

ambas as equagOes expressas para cada uma das fases fluidas.

A equagdo de conservacdo de massa para uma fase é simplesmente a expressao
matematica do balanco entre acumulacdo e fluxo liquido de massa em um volume
elementar. A forma diferencial desta equacao é [34]

0(Ppess) | ¢ . (2.5)

o +V-(orVe) = 0; F=1LD

Todas as grandezas fisicas presentes nesta equacdo foram definidas na secao
precedente. A fim de ndo restringir a notacdo empregada a processos de
deslocamento com fluidos especificos, no presente trabalho foi adotada uma
nomenclatura genérica na qual a fase forcada mecanicamente a ingressar no meio
poroso é denominada fase injetada, denotada portanto com o subindice I, enquanto

que a outra fase é denominada fase deslocada e denotada com o subindice D.

A lei de Darcy substitui no nivel macroscopico a equagdo de conservacdo de
quantidade de movimento, na descricdo do escoamento a baixa velocidade de um
fluido através de um meio poroso [26]. Quando o escoamento envolve multiplas
fases fluidas, esse papel é desempenhado pela lei de Darcy generalizada, cuja
expressao matematica foi enunciada na secao precedente como a equacdo que define

a permeabilidade relativa. Uma vez que no presente trabalho apenas sera



CAPITULO 2 MODELO MATEMATICO 20

considerado o deslocamento de fluidos em meios porosos isotrépicos, a equagao (2.4)

simplificar-se-a a

. Kk, = -
Ve =~ ﬂFrF(VPF —-prg); F=1ILD (2.6)

Uma vez que as equacdes (2.5) e (2.6) envolvem grandezas associadas apenas a
uma fase, sdo necessarias equacgdes adicionais de acoplamento que envolvam
simultaneamente varidveis correspondentes as duas fases. As saturacdes podem ser
relacionadas entre si mediante a equagdo de balanco de volume ou equagdo de
restricdo volumétrica, a qual se origina na hipotese que todo o espaco poroso é
ocupado completamente pelas fases fluidas [34]. Para o caso de escoamento bifdsico

esta equacdo toma a forma

s; +sp, =1 (2.7)

A segunda equagdo de acoplamento relaciona as pressdes de ambas as fases por
meio da definicdo da pressao capilar. Conforme ja mencionado, a pressao associada a
cada fase pode adquirir valores diferentes em um mesmo volume elementar devido a
acdo da tensdo interfacial nas superficies de contato entre fases. Esta tensado
interfacial é por sua vez resultado da interagdo de forcas em nivel molecular entre os
fluidos e a superficie solida. A pressdo capilar é entao definida como a diferenca
entre os valores das pressdes associadas as duas fases em um volume elementar. Para
manter unicidade na definicdo das variaveis do modelo apresentado, optou-se por
definir a pressao capilar independentemente das caracteristicas de molhabilidade da

rochal, empregando para todos os casos a relacdo matematica
P. =P, - P, (2.8)

Para completar o modelo matemético do deslocamento bifasico imiscivel é
necessario um conjunto de equagdes constitutivas que descrevam o comportamento

especifico dos fluidos considerados e do sistema constituido pelo meio poroso e tais

1 Na literatura, costuma-se definir a pressdo capilar como sendo igual a pressdo da fase nao-
molhante menos a pressdo da fase molhante. Tal definicdo conduz sempre a valores positivos de
pressdo capilar, se o0 meio poroso possuir molhabilidade uniforme, entretanto, o uso desta definicao
requer do conhecimento prévio das caracteristicas de molhabilidade do meio.
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fluidos. Assim, para os fluidos considerados, a densidade pode estar relacionada com

a pressao 2 mediante relagdes funcionais da forma

Pr = Pe(F); F=1I D (2.9)

Quanto as permeabilidades relativas e a pressdao capilar, neste trabalho sera
aceito como fato empirico sua dependéncia em relacao a saturagdo dos fluidos. Uma
vez que para o deslocamento bifasico os valores das saturacdes ndo sdo independen-
tes, pois estdo relacionados linearmente através da equagao (2.7), as permeabilidades
relativas e a pressao capilar podem ser expressas em fungdo apenas da saturagao de
uma das fases. Portanto, ao longo deste trabalho estas propriedades serdo

consideradas definidas mediante relacdes funcionais da forma
k. =k:(s); F =1 D (2.10)
P. = P(s)) (2.11)
E comum a representacdo destas relagdes funcionais mediante curvas, as quais
sdo usualmente estimadas a partir de ensaios de deslocamento realizados em

amostras de rocha [44]. Conforme mostra a figura 2.3, as duas curvas de

permeabilidade relativa, bem como a curva de pressdo capilar, encontram-se

max
P{.

pilar

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Permeabilidade
relativa

3\"

I
Pre:
=

1

s - 1 :
siP 1 0 sjnf Saturacao da s 1

Saturacdo da rac
fase injetada fase injetada

Figura 2.3 Dominio de definicdo das curvas de permeabilidade relativa e pressao capilar.

2 Nado sera considerada a dependéncia da densidade em relagdo a temperatura, uma vez que apenas
serdo modelados escoamentos isotérmicos.
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definidas em um determinado intervalo de valores da saturagdo o qual sera denotado
como s < s <s". Os valores extremos do intervalo possuem diferentes
interpretagdes dependendo do processo de deslocamento considerado. Assim por
exemplo para o processo de deslocamento de 6leo por 4gua em um reservatorio, s;"

N

correspondera a saturagdo de 4gua irredutivel, geralmente denotada na literatura

como s,, enquanto que s;” serd igual a 1-s,, onde s, é a saturacdo de Oleo

residual.

As equagdes (2.5) a (2.12) formam um sistema de equagdes fechado, a partir do
qual, ap6s serem definidas condig¢des de contorno e iniciais de acordo com o processo
especifico sendo modelado, poder-se-4 obter a evolucdo temporal dos campos
associados as varidveis de estado do problema: a saturagdo e a pressao associadas a
cada uma das fases. A discussdao sobre as condi¢cdes de contorno e iniciais
apropriadas para modelar processos de deslocamento especificos, assim como a
representacao das propriedades do meio poroso, sera realizada posteriormente com

base na forma discretizada das equacdes diferenciais do modelo.

2.4 Forma alternativa das equacoes diferenciais

Embora o sistema de equagdes diferenciais e algébricas estabelecido na se¢do
precedente seja suficiente para descrever o deslocamento bifasico imiscivel, a forma
desagregada em que se encontram tais equacdes nao permite obter uma percepcao
clara das caracteristicas e propriedades matematicas do modelo. Estes aspectos
podem ser elucidados a partir da analise de duas novas equagdes diferenciais que
podem ser obtidas combinando as equagdes de conservagdo de massa, as expressdes
correspondentes a lei de Darcy e as equacgdes de acoplamento. Mediante
manipulacdo algébrica pode-se conseguir que a pressao de uma das fases se torne a
varidvel dominante em uma de tais equagdes, a qual é denominada portanto equagio
da pressio. A restante equacdo possui como variavel dominante a saturagdo de uma

das fases, e entdo ela recebe a denominacao de equacio da saturagao.

Formas levemente diferentes da equacao da pressao podem ser obtidas depen-

dendo de qual pressdao for escolhida como varidvel priméaria na equagao.
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Considerando como tal a pressdo da fase deslocada, a seguinte forma da equacado da

pressao é obtida 3

op,
$;C;+SpCp)—— =
¢(11 DD)at (

V.PAVP, . ?-ppz,ﬁPD}

P1 %)
(2.12)

+ @si¢

OF- ﬁ'plllﬁpc V-PIME  V-P5ApE
- - +
ot Pr Pi Pp

Nesta equacdo foram empregados os conceitos de mobilidade de fase e com-
pressibilidade isotérmica, os quais encontram-se definidos, respectivamente, pelas

expressoes matematicas seguintes

k. K

A, = 5F 213

Pt 13)

¢, = L% (2.14)
p; OP. |

Apesar da aparente complexidade da equagado (2.12), ela representa simples-
mente o balango entre a variacdo do volume ocupado pelas duas fases fluidas e o
fluxo volumétrico de ambos os fluidos em um volume elementar. Se os termos
relativos a pressao capilar e a gravidade forem considerados como termos fonte da
equagdo da pressao, poder-se-a advertir que existe uma notéavel similitude com a
equacao de conducdo de calor. Esta analogia é mais evidente para o caso especial em

que as duas fases sao incompressiveis, em que a equagao de pressao reduz-se a

V- (Ai+Ap) VP =V - A VP = V- (Lp; + Appp) & = 0 (2.15)

P .

Esta forma da equagdo da pressdo é equivalente a equagdo de conducao em
regime estacionario e, portanto, trata-se de uma equacao eliptica. A forma mais geral,
equagao (2.12), é uma equagao parabodlica [34] com propriedades semelhantes as da
equagdo de conducdo de calor em regime transiente. Contudo, para a maioria dos
processos de deslocamento de interesse neste trabalho, onde uma das fases é forcada

mecanicamente a invadir o meio poroso, mesmo quando a compressibilidade dos

3 A deducao desta equacao é apresentada na segdo A.1 do apéndice A.
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fluidos ndo for desprezivel, os termos elipticos relacionados com o gradiente de
pressdo serdo os termos dominantes na equagao (2.12). Portanto, ainda no caso geral
com fluidos compressiveis, a equacdo de pressdo no modelo de deslocamento
bifésico poderd ser considerada para fins praticos como uma equacgdo de natureza

predominantemente eliptica [34].

Ainda considerando a versdo simplificada da equacao da pressao, é possivel

mostrar [34] que ela é equivalente a

V.V, =0 (2.16)

onde Vv, é o vetor velocidade total, definido como a soma dos vetores velocidade das
duas fases, ou seja,

V.=V, 4V, (2.17)

A notéavel simplicidade da equagdo (2.17) é um indicador da importancia do
vetor velocidade total como varidvel do modelo de deslocamento bifasico4. Porém, a
maior relevancia desta varidvel estd no seu papel como nexo principal entre a

equagao da pressdo e a equagdo da saturacgao.

A equacdo da saturagdo quando escrita em fungdo da velocidade total é deno-
minada na literatura como forma de Buckley-Leverett da equacdo da saturacao.

Expressa para a saturagdo da fase injetada, esta equacdo toma a forma?®

o(pPr5)
ot

¢ + Vep,F [V, + 2, (p—pp)E] + V- p,¥VP. = 0 (2.18)

Nesta equacdo F; denota a denominada funcdo fluxo fraciondrio, a qual é uma
funcdo que depende apenas da saturacdo, definida mediante a expressao matematica

/11

=_ 71 2.19
YA+ (2.19)

4 A equacdo geral (2.12) pode ser expressa também em fun¢do da velocidade total, contudo, a
presenca neste caso de varios termos de menor importancia relativos a compressibilidade dos fluidos
obscurece a relevancia desta varidavel nessa equagao.

5 A deducdo desta equacao é apresentada no na segdo A.2 do apéndice A. Cabe notar que esta forma
da equagdo da saturacdo é a propria equagdo de conservagdo de massa da fase injetada, apenas
expressa empregando a velocidade total.
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A fungao ¥ possui uma definigdo semelhante,

- Mo

= 2.20
A+ ( )

A equacdo de saturacdo na forma de Buckley-Leverett pode ser interpretada
como uma equacao de adveccdo-difusao ndo-linear [34]. De acordo com esta
interpretagdo, a saturacdo poderia ser concebida como uma grandeza sendo
transportada por adveccdo e por difusao em um escoamento cuja velocidade é uma
composicdo da velocidade total, definida na equacdo (2.17), e uma velocidade
secundaria responséavel pela segregacdo gravitacional. O segundo termo da equagdo
(2.18), o qual representa o transporte advectivo, é claramente de natureza nao-linear
ja que o fluxo fraciondrio é em geral uma funcdo nao-linear da saturacdo. Uma
situagdo semelhante acontece com o terceiro termo, o qual representa o transporte
difusivo, uma vez que a pressdo capilar é também uma fungdo ndo-linear da
saturacao. Além disso, o coeficiente que faz o papel de coeficiente de difusdo nesse

termo é também uma func¢io nao-linear da saturacao.

Do ponto de vista matematico, a equagdo da saturacdo na forma de Buckley-
Leverett é uma equagdo de natureza parabdlica ou hiperbdlica, dependendo da
importancia relativa do termo de difusivo em relacdo ao termo advectivo [34]. Em
processos de deslocamento com injecao de fluido, o termo advectivo serd em geral o
termo dominante e, portanto, nesses casos a equagdo da saturagdo tornar-se-a4 uma
equagao predominantemente hiperbolica. No caso limite, quando o termo de pressao
capilar for desconsiderado, obter-se-& uma equagao hiperbdlica pura cuja solucdo
poderd apresentar descontinuidades, as quais representardo a frente de fluido
injetado avancando no meio poroso. Em qualquer outra situacao, tais descontinuida-
des serdo suavizadas em maior ou menor grau pela acdo difusiva do termo de

pressdo capilar [5].

Além de possibilitar a elucidagdo de aspectos matematicos importantes do
modelo de deslocamento bifasico imiscivel, a forma alternativa das equagdes
diferenciais apresentada nesta secdo sugere a conveniéncia da utilizagdo de

algoritmos de solugdo seqiienciais considerando a pressdao da fase deslocada e a
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saturacdo da fase injetada como varidveis principais da formulagdo. Uma vez que na
forma alternativa examinada, cada uma das equagdes diferenciais possui uma
varidvel dominante, pode-se conceber um algoritmo de solucao em que a evolugdo
no tempo do processo seja determinada resolvendo cada equacdo em forma
segregada para sua propria varidvel. Este serd o enfoque abordado na formulagao
numeérica apresentada neste trabalho. Os posteriores capitulos estardao dedicados a
descrever em detalhes todo o processo de obtencgdo de tal formulagdo, com base no

modelo matematico apresentado no presente capitulo.



CAPITULO

ASPECTOS GEOMETRICOS

3.1 Introducao

Para que um problema fisico descrito por um conjunto de equagdes diferenciais
possa ser resolvido em um computador, as equagdes diferenciais devem ser
transformadas em um conjunto finito de equagdes algébricas. Tal processo de
transformacao é denominado discretizagio, j4 que um problema continuo é
transformado em um problema discreto. O processo de discretizacdo esta
estreitamente relacionado a uma questdo estritamente geométrica, ou seja, a divisdo
do dominio de solugdo em porc¢des menores que estardo diretamente relacionadas as
equagOes algébricas resultado da discretizagdo. Portanto, muitos aspectos de um
método de discretizagdo estdo vinculados a aspectos puramente geométricos, os
quais sao comuns a um amplo conjunto de problemas fisicos. Todos esse aspectos
serdo analisados sistematicamente neste capitulo para o método de volumes finitos

baseado em elementos.

3.2 Entes geométricos fundamentais

Quando um conjunto de equagdes diferenciais descrevendo um problema fisico
é resolvido empregando um método numérico, apenas é possivel obter uma solugao

aproximada do problema. Tal solugdo consiste em um conjunto finito de valores das

27
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variaveis dependentes, correspondendo a um conjunto discreto de localizacdes no
espaco e no tempo. Em geral, a distribuicdo de tais localizagdes no dominio de
solucdo estd definida pela malha computacional, a qual simplesmente é uma

representacao discreta da geometria do dominio.

No método numérico considerado no presente trabalho, o método de volumes
finitos baseado em elementos (EbFVM), a discretizagdo do dominio de solugao é
realizada considerando uma malha ndo-estruturada. Os entes geométricos que
definem esta malha sdo denominados elementos, os quais cobrem completamente o
dominio sem se sobrepor ou deixar espagos vazios. A disposicao dos elementos na
malha pode ser completamente arbitrdria, ndo existindo necessidade alguma de
manter uma ordenacdo preestabelecida. Embora tampouco exista nenhuma restricao
relativa a forma dos elementos, unicamente malhas de elementos quadrilateros serdao
consideradas neste trabalho, uma vez que elas fornecem suficiente flexibilidade
geométrica para representar satisfatoriamente qualquer dominio bidimensional e ao
mesmo tempo possuem propriedades geométricas vantajosas para a implementacao

de esquemas de interpolacdo acurados, conforme foi discutido no capitulo 1.

Os pontos onde sdao determinados os valores das varidveis de estado do
problema encontram-se localizados nos vértices dos elementos; tais pontos serdo
denominados nds. Embora as entidades basicas para a definicdo da malha sejam os
elementos, a integracdo das equagdes diferenciais de conservacdo é realizada em
entidades duais denominadas volumes de controle, construidas em torno a todos os
nés da malha, tal como mostrado na figura 3.1. Cada volume de controle é formado
por porcdes de todos os elementos que compartilham um dado né; tais porcoes serdo
denominadas sub-volumes de controle. Independentemente de sua posicdo ou
tamanho, cada elemento quadrildtero contém sempre quatro sub-volumes de
controle, os quais se encontram comunicados entre si por superficies planas
denominadas faces. A fim de obter uma configuragdo simétrica, é usual construir as
faces unindo o centréide do elemento em questdo com os pontos médios dos seus
lados. O contorno completo de um volume de controle ndo é mais que a unido das

faces de todos os sub-volumes que o formam.



CAPITULO 3 ASPECTOS GEOMETRICOS 29

Volume de controle (AV)

Elemento (e)

No (p)

- e 4

Ponto de integracao (1)

Vetor area
de face

Figura 3.1 Entes geométricos associados ao processo de discretizagao.

Na integracdo das equagdes diferenciais de conservagao é necessario calcular os
valores de integrais de superficie representando os fluxos que atravessam as faces
dos volumes de controle. Para tanto, a melhor opcao é empregar a regra do ponto
médio [18], com a qual tais integrais sdo aproximadas mediante o produto do valor
do integrando no ponto central da face e a area da face. Seguindo a terminologia
empregada em [35], os pontos centrais das faces de um volume de controle serdo
denominados pontos de integragio. Além disso, a superficie de cada face sera
representada por um vetor normal a face, com moédulo igual a sua érea e orientado
apontando para fora do volume de controle. Todos os entes geométricos descritos
encontram-se representados esquematicamente na figura 3.1, a qual mostra também

a notacdo associada a cada um deles.

E importante notar que muitas das denomina¢des empregadas para as
grandezas geométricas tém origem em malhas tridimensionais. No presente trabalho
tais denominacdes serao mantidas na maioria dos casos, apesar de que para malhas
bidimensionais como as consideradas, os volumes degenerem em poligonos planos e

as superficies degenerem em linhas.
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3.3 Definicao da malha e armazenamento de variaveis

Uma das formas mais simples para definir uma malha nao-estruturada de
elementos é mediante a especificagdo da localizacdo dos nés e da conectividade dos
elementos. Para a definicdo da localizacdo dos nds é necessario estabelecer um
sistema de numeracdo que permita identificar univocamente todos os nés na malha,
este esquema de identificacdo serd denominado de numeracdo global. Por outro lado, a
conectividade dos elementos é tipicamente representada em uma tabela, denominada
tabela de conectividade, na qual para cada elemento sdo especificados os nés que o
formam, identificados de acordo com o esquema de numeracdo global. A figura
3.2(c) ilustra a construgdo de uma tabela de conectividade para uma malha simples
de trés elementos, a qual é mostrada na figura 3.2(a) junto com a numeracdo global
considerada para os nés nesse caso. A ordem na qual sdo especificados os nés na
tabela de conectividade define um outro esquema de numeragao para os nés, o qual
serd denominado de numeragio local. Neste esquema, vélido apenas para todas
aquelas operacdes realizadas considerando um elemento isolado, cada né deve ser
identificado com um ntmero compreendido entre 1 e 4, tal como mostra a figura
3.2(b). Para garantir a compatibilidade entre a numeracao local de todos os elementos
em uma malha, a ordenacdo na qual sdao especificados os ndés na tabela de
conectividade deve ser tnico, ja seja no sentido dos ponteiros do relégio ou no
sentido contrédrio. Conforme é mostrado na figura 3.2(b), ao longo deste trabalho sera
considerada convencionalmente uma ordenacdo em sentido contrario aos ponteiros

do relégio.

Conforme foi mencionado na segdo precedente, as varidveis de estado de um
modelo matematico cujas equacdes diferenciais sdo discretizadas com o EbFVM sao
determinadas em localizacdes coincidentes com os ndés da malha. Pode-se definir
entdo uma representagdo discreta do campo associado a uma determinada variavel
na forma de um vetor reunindo todos os valores nodais da variavel, ordenados de
acordo com o esquema de numeracao global estabelecido para os nés. Para uma
varidvel genérica ©, por exemplo, a aproximacdo discreta do campo sera

representada entdo como
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onde N, é o numero total de nés na malha. O resultado final da solugdo numérica
das equagdes do modelo matemético de um problema fisico serd entdo um conjunto
de vetores com o formato da equacdo (3.1), um para cada varidvel dependente,

associados aos nés da malha computacional empregada para resolver as equacoes.

Tabela de conectividade

™ (o] o =x
z z z Z
Elemento @ 6 3 2 5
Elemento (2) | 4 5 2 1 (b)
Elemento @ 7 6 5 4
(c)

Figura 3.2 Definicio da topologia de uma malha. (a) Numeracdo global dos noés e

elementos. (b) Numeragao local dos nés em cada elemento. (c) Tabela de conectividade.

Um vetor como [@], associado a numeracdo global da malha sera denominado

vetor global. Entretanto, no EbFVM muitas operacdes associadas ao processo de
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discretizacdo das equacdes diferenciais devem ser realizadas em nivel de elemento.
Para tanto, é vantajoso definir um vetor local associado a uma determinada varidvel,
contendo apenas os valores nodais correspondentes a um dado elemento. Por

exemplo, para a varidvel genérica ©® ter-se-ia

[O] = (3.2)

u>® w® N® >—n®

onde neste caso os valores nodais estdo referidos a numeragao local. Este tipo de
notacdo serd usado amplamente ao longo deste trabalho. Toda a informacao
necessaria para a construgdo de vetores locais para todos os elementos a partir do

vetor global esta contida na tabela de conectividade da malha.

3.4 Transformacao de coordenadas

A operacgao fundamental do processo de discretizacdo empregando o EbFVM é
a integracdo das equacdes de conservacdo em todos os volumes de controle
construidos sobre a malha de elementos. No entanto, uma vez que a configuragdo
geométrica dos volumes de controle pode resultar arbitrariamente complexa, é
requerido um enfoque especial para realizar eficientemente todos os célculos
envolvidos no processo de discretizacdo. A estratégia empregada, originaria do
método de elementos finitos, é a realizacao de todos os calculos em elementos
isolados, considerando um sistema de coordenadas local definido para cada
elemento. Quando representado em um sistema de coordenadas local apropriado,
um elemento de tamanho e posigdo arbitrarios em rela¢do ao sistema de coordenadas
global, transforma-se em um elemento regular de tamanho e forma fixos, comumente
denominado elemento-padrio. Portanto, a representacdo em coordenadas locais de
qualquer expressao matematica envolvida nas equagdes de conservacdo torna-se
também idéntica para qualquer elemento da malha. Tal caracteristica permite
formular expressdes matematicas simples e genéricas em nivel de elemento, as quais

depois podem ser reorganizadas para formar as equagdes discretas de conservacao
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em nivel de volumes de controle. A figura 3.3 ilustra de forma esquemadtica o

processo de transformacao de coordenadas para elementos quadrilateros.

Figura 3.3 Transformacdo de coordenadas. (a) Elemento arbitrario no sistema de

coordenadas global. (b) Elemento padrao no sistema de coordenadas local.

Uma vez que as equagdes de conservacao estdo definidas com base nas

coordenadas globais x e y, sdo necessdrias relacdes matematicas que expressem a
transformacao as coordenadas locais & e #. Uma forma simples de obter tais relagdes

é através das denominadas funcoes de forma,

Ni(&m) = ;(1+E)(1+7)

No(&m) = 7(1-€)(1+7)
(3.3)

N, (&) = ;(1=€)(1 =)

N(&n) = 7(1+&)(1-n)

Empregando tais fun¢des é possivel expressar as coordenadas globais de um
ponto qualquer dentro de um dado elemento, mediante as relacdes de transformagao

seguintes
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x(&,m) =Z4:M(§,f7)x,-
" (3.4)
y(f/ﬂ) = Z,N](fﬂ?)y]

]

onde x; e y; s@o as coordenadas globais dos nds nos vértices do elemento, de acordo
com a numeragdo local. Conforme mencionado na se¢do anterior, convencionalmente
tal numeragdo serd considerada em sentido contrario aos ponteiros do relégio,

conforme mostra a figura 3.3.

As equagdes (3.4) representam uma transformacdo bilinear, na qual o intervalo
de variagdo das coordenadas locais é de -1 a 1, no interior do elemento-padrao.
Assim, as linhas correspondendo aos valores constantes £ =1, £=-1, n=1 e
n = -1 representam a cada um os lados do elemento-padrao, enquanto que a origem
do sistema de coordenadas locais coincide com seu centréide. Isto implica que as
faces que separam os sub-volumes de controle estdo representadas pelas linhas
& =0 e n=0.De acordo com esta forma de construcdo resultam quatro sub-
volumes idénticos no elemento padrao, conforme pode-se observar na figura 3.3. E
tacil comprovar que as coordenadas dos quatro pontos de integracdo no elemento
sdo respectivamente (1,0), (0,%), (-4,0) e (0,-1), no sistema de referéncia local.
Esses pontos de integracdo serdo convencionalmente identificados mediante o

esquema de numerac¢do mostrado também na figura 3.3.

3.5 Interpolacao de variaveis em um elemento

Durante o processo de discretizacdo das equagdes diferenciais de conservacao,
serd necessario expressar a variacdo espacial de uma variavel de estado do problema
em funcao das coordenadas locais. Para tanto, a alternativa mais simples é considerar
as mesmas fungdes de forma empregadas para realizar a transformacdo de
coordenadas. Considerando uma varidvel genérica ®, ter-se-ia

O 1) =Y Ni(&n)6, (3.5)

4
j=1
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onde ®; sdo os valores nodais de tal varidvel, sendo que o indice j representa a

numeracao local dos noés.

Com base na aproximacao dada pela equacdo (3.5), é possivel expressar o
gradiente da varidvel genérica em termos das coordenadas no sistema local de
referéncia. Diferenciando tal equacdo em relacdo as duas coordenadas globais, o
vetor gradiente pode ser escrito como

0,0 & 1 O.N.
[wﬂz{x }=Z{x ﬂ@i (3.6)
ay@ j=1 8yNj

As fungdes de forma sdo fungdes continuas das coordenadas locais, e portanto

elas podem ser derivadas em relacdo a tais coordenadas. Considerando a regra da

cadeia, pode-se escrever [35] empregando notacao matricial
FRES R
oN | Loy oyllaN
A matriz de dimensdao 2x2 no lado direito da equacdo anterior é conhecida
como matriz jacobiana da transformacdo, a qual é usualmente denotada como []].
Expressoes para as derivadas que formam tal matriz podem ser obtidas formalmente

diferenciando as equagdes (3.4). Apos substituir tais expressdes na definicdo de []],

obtém-se

=3

4
j=1

0. N.
e

Considerando a definicao do produto de duas matrizes, esta equacdo pode ser

expressa na forma equivalente mais compacta
U]=[pliz]. (3.9)

onde [D] é uma matriz contendo as derivadas das funcdes de forma em relacao as

coordenadas locais, definida por

(3.10)

[m:{@m@w 0.N, @M}

o,N, 9,N, 9,N, 9,N,
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enquanto que [Z], é uma matriz contendo as coordenadas dos nés localizados nos
vértices do elemento considerado, ordenadas de acordo com o esquema de

numeracao local, ou seja

X1 Y
X W
[Z].=| " (3.11)
X3 Ys
Xy Y

Ap6s calculada a matriz jacobiana mediante a equacdo (3.9), as derivadas das
funcdes de forma em relacdo as coordenadas globais podem ser facilmente
determinadas empregando a equagdo (3.7), a qual pode ser reescrita como

{a’“Nf} - U]l[ afo} 6.12)

oN o,N

e depois substituida na equagao (3.6), para se obter

vel =[] i[?ﬂ 0 (313)

j=1L "

Considerando a definicdo do vetor local associado a uma variavel, dada na

equacdo (3.2), a equacdo precedente pode ser expressa na forma mais compacta
-1
[ve] =[J] [D][e], (3.14)

Esta equacdo permite aproximar o gradiente de uma varidvel em qualquer
ponto de coordenadas (&, 7) no interior de um elemento, em funcdo apenas dos
valores nodais da varidvel em questdo e das coordenadas dos vértices do elemento.
Segundo se verd posteriormente, esta expressdo é adequada para aproximar os

termos de natureza eliptica nas equagdes diferenciais do modelo.

3.6 Calculo de grandezas geomeétricas

O vetor area de face definido na secdo 3.2 é uma das grandezas geométricas

requeridas durante o processo de discretizacdo. Uma vez que apenas estdo
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considerando-se malhas bidimensionais, o médulo de tal vetor serd numericamente
igual ao comprimento da face em questao. Conseqiientemente, uma simples rotagao
em angulo reto de um vetor construido coincidindo com a face fornecerd o vetor
desejado, conforme mostra a figura 3.4. Matematicamente, tal operacdo pode ser

expressa da forma seguinte

AS, = _ ]| 3.15
; = [AS], = [R] Ay (3.15)
onde [R] é uma matriz de rotagdo, dada por
o1
[R]_[_1 0} (3.16)

enquanto que Ax e Ay sdo as componentes cartesianas do vetor coincidindo com a
face, tal como mostrado também na figura 3.4. Tais componentes poderiam ser
calculadas com base nas coordenadas globais dos vértices do elemento, entretanto,
resulta mais simples fazé-lo considerando coordenadas locais. E possivel mostrar que
as componentes Ax e Ay estdo relacionadas com as correspondentes componentes

em coordenadas locais, A e An, através da expressao!

{Ax} _ {aéx a,?x} {Af} (3.17)
Ay |, 0:y 0,y |, An],

E facil reconhecer a matriz na equacio anterior como a transposta da matriz
jacobiana definida na equagdo (3.7), avaliada no ponto de integracdo localizado sobre
a face em questdo. Substituindo a equacdo (3.17) na equacdo (3.15), e denotando

como [Ac], o vetor de componentes AS e Az, obtém-se finalmente a seguinte

expressao condensada para o vetor area de face
[a5], = [R][J]; [Ac], (3.18)

Uma vez que um ponto de integragao é compartilhado por dois sub-volumes de

controle adjacentes, a escolha de uma determinada orientagdo fixa para o vetor [Ac],

1 Conforme é mostrado em [35], tal expressdo unicamente é valida para func¢oes de forma bilineares, as
quais possuem derivadas lineares em relagdo as coordenadas locais.
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Figura 3.4 Construcdo do vetor adrea de face.

em um dado ponto de integracao dara origem a um vetor area de face que é positivo
em relacdo a um dos sub-volumes adjacentes e negativo em relacdo ao outro.
Convencionalmente foi escolhida a orientagdo mostrada na figura 3.5(a) para os
quatro vetores [Ac], em um elemento, a qual originara quatro vetores drea de face
no plano fisico com a orientacdo mostrada na figura 3.5(b). Logo, dependendo do
sub-volume considerado, o sinal adequado para o vetor drea de face deverd ser
explicitado nas equagdes onde esta grandeza geométrica esteja sendo utilizada. No
sistema de coordenadas local, as componentes dos quatro vetores [Ac ], definidos na

figura 3.5(a) sao, respectivamente

[Ac];, = Ll):|/ [Ac], = {ﬂ
[Ac]; = {-01}; [Ac], = {_(ﬂ

Uma outra grandeza geométrica necessaria durante o processo de discretizagao

(3.19)

é o volume dos sub-volumes de controle. O célculo de tal grandeza resulta também
mais simples considerando o sistema de coordenadas local, ja que no elemento
padrdo os sub-volumes possuem também forma regular, encontrando-se limitados
pelas quatro superficies & =¢,, & =&,, n =1, e n =1n,, conforme mostra a figura

3.6. E possivel mostrar [35] que o calculo do volume em tal dominio reduz-se a
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&y

Av = j j ]| dedy (3.20)

&aha

[Ac], [

(@) (b)

Figura 3.5 (a) Vetores area de face em um elemento no plano fisico.

(b) Vetores coincidentes com as faces no elemento padrao.

O jacobiano |J| é o determinante da matriz jacobiana definida pela equagao

(3.7). A aplicagao da regra do ponto médio [35] para o calculo da integral conduz a

Avm = |]|m(§b_é:a) (ﬂb_nu) = |]|m (321)

onde m denota o ponto médio do sub-volume transformado, segundo mostra
também a figura 3.6. Conclui-se que o volume de cada sub-volume de controle é
numericamente igual ao jacobiano da transformagdo avaliado no ponto central do
sub-volume. A simplificacdo na equacdo anterior é possivel pelo fato de que os
quatro sub-volumes contidos em um elemento possuem dimensdes unitarias, ou seja,
tem-se (&,—-¢&,) = (7,—-71,) =1, para qualquer um dos sub-volumes. E possivel
mostrar também que, embora a equacdo (3.21) tenha sido obtida empregando um
método de integragdo aproximado, o valor do volume calculado com tal equacdo é

exato [35], devido a natureza bilinear das equagdes de transformacao.
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E=5&

Figura 3.6 Sub-volume de controle no elemento padrao.

Para um volume de controle completo em torno a um né p, a magnitude do seu

volume pode ser calculado simplesmente somando os volumes de todos os sub-

volumes que o formam, ou seja

AV, = Ay, (3.22)



CAPITULO

DISCRETIZACAO DAS
EQUACOES DIFERENCIAIS

4.1 Introducao

Este é o capitulo fundamental do presente trabalho, pois nele é descrito em
detalhes o processo de aplicacdo do EbFVM ao desenvolvimento de uma formulagao
destinada a simulacdo do deslocamento bifasico imiscivel. Embora a forma final das
equagOes discretizadas que formam parte da formulacdo esteja adaptada para a
utilizagdo de um algoritmo de solugdo seqiiencial, a maioria das operagdes e
procedimentos descritos neste capitulo é de aplicagio geral. O processo de
discretizacdo serd iniciado a partir das equagdes diferenciais de conservacdao de
massa, e apos estabelecer claramente todas as aproximagdes numéricas e operagdes
algébricas necessarias, serdo obtidos os equivalentes discretos das equagdes
diferenciais da pressdao e da saturacdo, os quais formam a base da formulagdo
numérica apresentada neste trabalho. Seguindo a filosofia do EbFVM, a maioria das
expressOes matematicas deduzidas sera adaptada para ser computada na forma de
contribuicdes parciais em nivel de elementos, embora as equagdes estejam referidas a
balangos nos volumes de controle. No final do capitulo é descrito o procedimento de
montagem dos sistemas lineares de equagdes, com base nas contribuicdes

determinadas em todos os elementos da malha.

41
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4.2 Integracao das equacoes diferenciais

Em geral, uma formulagdo de volumes finitos caracteriza-se por equagdes
discretizadas que satisfazem a conservagdo das propriedades do escoamento em
nivel de volumes de controle discretos [31]. Independentemente do tipo de malha
considerada, esta caracteristica do método pode ser garantida iniciando o processo
de discretizacdo pela integracdo das equagdes diferenciais expressas na forma
conservativa, considerando como dominio de integracdo um volume de controle

genérico na malha empregada.

Realizando a integracdo da equacado diferencial de conservagdo de massa da
fase F, equagao (2.5), obtém-se

| [—a(é’?sl”) +V- (vaF)} dv =0 (41)

Nesta equacdo, a integral de volume pode ser separada em duas integrais, a
segunda das quais pode ser transformada por sua vez em uma integral de superficie
mediante a aplicacdo do teorema da divergéncia [28]. A equagao toma entdo a forma

.[ (¢pFSP AV + j Pp V- dS =0 4.2)
N ot

onde dS é o vetor diferencial de area, normal ao contorno do volume de controle em
qualquer ponto e apontando para fora do volume. A integral de superficie esta

definida sobre o contorno completo do volume de controle AV.

A equacao (4.2) é a forma integral da equacao de conservagao de massa, a qual
é valida inclusive para um volume de controle abrangendo o dominio de solugao
completo. O primeiro termo nessa equagdo representa a acumulacdo de massa da
fase F no interior do volume de controle, enquanto que o segundo representa o fluxo

de massa liquido da mesma fase atravessando o contorno do volume.

Considerando agora um volume de controle poligonal do tipo que surge no

contexto do EbFVM, pode ser empregada a propriedade de aditividade das integrais

1 E usual na literatura efetuar o processo inverso ao realizado aqui, iniciando a dedugdo da equagdo
diferencial de conservagdo de massa a partir da forma integral, a qual possui uma interpretacéo fisica
mais intuitiva.
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para expressar a integral de superficie da equacao (4.2) como uma soma de integrais
definidas sobre as faces que formam o contorno do volume de controle. Ter-se-ia

assim, para um volume de controle como o da figura 3.1,

j 0 ¢PFSF + Y [ pvi-aS = 0 (4.3)
AS;

Tanto a integral de volume quanto as integrais de superficie podem ser
aproximadas empregando a regra do ponto médio [18]. Conforme ja mencionado,
uma integral de superficie aproximada pela regra do ponto médio é expressa como o
produto do valor do integrando no ponto central do dominio de integracao pela area
de tal dominio. Uma aproximagao semelhante pode ser utilizada para integrais de
volume, substituindo a 4rea pelo volume do dominio de integragao. De acordo com o
esquema de construcao de volumes de controle descrito no capitulo 3, um né p da
malha estard sempre localizado aproximadamente no centro de cada volume de
controle. Além disso, no centro de cada face no contorno do volume é considerada a
existéncia de um ponto de integracdo i. Conseqilientemente, a equagdo (4.3) pode ser

aproximada pela equagdo

[a(g;fﬂp@m/p * X(p%) a8, =0 e (4.4)

Nesta equacdo o somatério estende-se a todos os pontos de integracdo
localizados no contorno do volume de controle em questao. De acordo com a notacao
adotada neste trabalho, os subindices fora dos paréntesis indicam a localizacao onde
sdo avaliadas todas as varidveis que se encontram dentro deles. Convencionalmente,
o volume de controle contendo o n6é p serd denotado como AV, , enquanto que o

vetor 4rea da face contendo o ponto de integracio i sera denotado como AS; .

A equacdo (4.4) é a forma parcialmente discretizada da equagao de conservagdo
de massa para uma fase fluida. Resta ainda considerar a discretizacdo no tempo, a
qual merece uma anélise separada por estar estreitamente relacionada ao algoritmo
de solucdo que deve ser empregado para resolver o conjunto de equacdes resultante

do processo de discretizacao.
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4.3 Discretizacao no tempo

Na descricado matematica de um escoamento, a principal diferenca entre as
coordenadas espaciais e o tempo é a direcdo de influéncia. Enquanto que uma
perturbacdo em um dado ponto pode se propagar em qualquer direcdo espacial e,
portanto, influir em toda sua vizinhanga, uma perturbagdo em um dado tempo
apenas pode influir na configuracdo posterior do escoamento. Dada esta
caracteristica dos processos fisicos, essencialmente todos os métodos numéricos
destinados a resolver equagdes diferenciais que descrevem processos transientes
empregam uma estratégia de solugdo baseada em procedimentos de marcha. Nestes
procedimentos a solucao é avancada considerando sucessivos niveis de tempo
discretos, obtendo-se como resultado uma aproximagdo numérica da configuracdo

instantdnea do escoamento para cada um desses niveis de tempo.

Para a discretizagdo no tempo da equacao (4.4) serd considerada uma particao
finita do intervalo de interesse f, < f; < f, < ...< ty ; <ty , na qual cada nivel de
tempo discreto t, pode ser interpretado como um n6é em uma malha unidimensional
na linha do tempo. Antes de examinar possiveis aproximagdes nesta malha temporal,

é conveniente empregar a identidade

0 (PrSr) O 9Pk

——— = pp——= — 4.5
o~ Par T g (*5)
além da definicao de compressibilidade? para reescrever a equacao (4.4) como
0 oP, - <
(Pp% + pchsFa—:j $,AV, + Z(pFVF)i “AS; =0 (4.6)
14 i

Cada termo da equagao anterior precisa ser aproximado em um nivel de tempo
genérico. Para tanto, serd empregada a notagdo simplificada ©(t,) = (®)" a fim de
associar ®, uma variavel qualquer do modelo, ao nivel de tempo definido por ¢,.
Seguindo a filosofia do método de diferencas finitas [31], derivadas de primeira
ordem como as que figuram na equagao (4.6) podem ser aproximadas por meio de

uma expressao de diferencas para trés,

2 Esta propriedade foi definida na equacao (2.14).
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ou por meio de uma expressao de diferencas para a frente

(%_(?)” - w (4.8)

onde o denominado passo de tempo é aqui definido como
At =t, —t, 4 (4.9)
Empregando a primeira opgdo para aproximar as duas derivadas na equagao
(4.6), obtém-se a equacao discretizada

2 (59 = (s)y (P, = (P),”

(B == + (Prtese)y —— B0V, + D (PrV)[-AS; =0 (410)

Nesta equagdo sdo incégnitas todas as varidveis correspondentes ao tempo f,,
enquanto que os valores das varidveis correspondentes ao tempo ¢, ; sao conhecidas.
O enfoque empregado para obter a equagdo (4.10) d& origem ao denominado método
totalmente implicito [32]. A principal caracteristica deste método é que todas as
equagOes resultantes da discretizagdo das equagdes diferenciais de conservacgdo de
massa para as duas fases devem ser resolvidas simultaneamente, formando um
sistema de equacdes tnico junto com as equacdes de restricio e as equagdes
constitutivas. Isto porque cada equacgdo possui simultaneamente como incégnitas a
pressao, a saturagao, a densidade e a velocidade. E facil perceber que a equagao (4.10)
é altamente ndo-linear devido a presenca de produtos de incégnitas e relagdes
inerentemente ndo-lineares entre algumas variaveis. O produto da mobilidade pelo
gradiente de pressao que é uma das principais ndo-linearidades do modelo, por ser
responsavel pelo acoplamento entre os campos de saturagdo e pressdo, ird se
manifestar quando a expressao da lei de Darcy for substituida na equacao (4.10) a fim
de eliminar a variavel velocidade. Para lidar com tais ndo-linearidades, em cada nivel
de tempo o sistema de equagdes para todos os volumes de controle deve ser
resolvido em forma iterativa, usualmente empregando o método de Newton ou uma

de suas variantes.
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Um esquema de solugdo alternativo pode ser obtido desacoplando parcialmente
os campos de pressdo e saturacdo, mediante o emprego de aproximagdes numéricas
envolvendo diferentes niveis de tempo para as derivadas na equacdo (4.6). Assim,
uma expressdo em diferencas para a frente pode ser empregada para a derivada
envolvendo a saturagdo, obtendo-se a equacao

n (SF)M_ (se)y o (Pr), _(PF)W1
(Pp)p W + (pFCFSF)p%

$,AV, + > (peV,)]-AS, = 0 (4.11)
i

Nesta nova forma discretizada, a saturagdo no nivel de tempo ¢,,, e a pressao e
a densidade no nivel f, sdo as incégnitas. Uma das principais vantagens deste
enfoque é que a maioria das nao-linearidades oriundas de produtos de incégnitas
envolvendo a saturagdo sao eliminadas, pois os valores do campo de saturacdo em ¢,
na equacdo (4.11) sdo ja conhecidos. Além do mais, mediante a combinacdo das
equagdes discretizadas para ambas as fases e o uso da equacdo de restricdo
volumétrica, as duas saturacdes em f,.; podem ser eliminadas como incégnitas,
obtendo-se uma equagdo que pode ser considerada a versao discreta da equacao da
pressao apresentada na secdo 2.4. O sistema formado pelas equagdes da pressao para
todos os volumes de controle pode ser entdo resolvido para determinar o campo de
pressdao de uma das fases no nivel de tempo t,. Note-se que apds conhecido esse
campo de pressdo, a tinica incoégnita que restard na equagao (4.11)3 sera o valor nodal
da saturacdo em f,.,, portanto, o novo campo de saturacdo podera ser obtido
resolvendo esta equacdo para cada volume de controle. Ou seja, ndo serd necessaria a
resolucdo de um sistema linear para determinar o campo associado a saturagdo, ja
que esta varidvel estaria sendo aproximada em forma explicita. Este procedimento de
solugdo corresponde ao denominado método IMPES* [32], cujo nome origina-se
precisamente na sua caracteristica distintiva, isto é, a de resolver seqiiencialmente a

pressdao em forma implicita e a saturagdo em forma explicita.

3 Expressa para qualquer uma das fases, porque apds serem conhecidos os valores discretos da
pressdo de uma das fases em um dado nivel de tempo, os valores da velocidade das duas fases podem
ser determinados facilmente empregando a lei de Darcy generalizada.

4 Acroénimo de Implicit Pressure, Explicit Saturation (pressdo implicita, saturacdo explicita)
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O método totalmente implicito é incondicionalmente estavel, o qual significa
que podem ser empregados passos de tempo de qualquer magnitude sem
comprometer a estabilidade do método de solucdo. Ja a estabilidade do método
IMPES esta condicionada a uma restricdo no passo de tempo, a qual se origina na
aproximagdo explicita da saturacdo. Contudo, o fato do método IMPES ser um
procedimento de solucao segregado, no qual apenas é necessario resolver um sistema
linear de equagdes em cada nivel de tempo, reduz drasticamente o esforco
computacional necessario e facilita significativamente a implementacao. No método
totalmente implicito deve ser resolvido um sistema de equagdes ndo apenas maior,
mas também envolvendo muitas ndo-linearidades, o qual implica na necessidade de

utilizar um esquema iterativo de solugao em cada nivel de tempo.

Na presente formulacao numérica decidiu-se empregar um método de solugao
seqiiencial que apresenta as caracteristicas basicas do método IMPES. Para empregar
este método serao obtidas versdes discretizadas das equagdes da pressdo e da
saturacdo apresentadas na secdo 2.4, as quais serdo resolvidas seqiiencialmente, de
modo similar ao método IMPES. Conforme foi explicado no capitulo 2, quando as
equacoes diferenciais do modelo de deslocamento bifasico sdo expressas na forma
das equacgdes da pressao e da saturagdo, as varidveis ndo apenas sao parcialmente
desacopladas, mas também cada equagdo apresenta propriedades matematicas
completamente diferentes. Uma vez que estas propriedades matematicas sao apenas
um reflexo do comportamento fisico das grandezas envolvidas, fungdes de
interpolacdo que reproduzam tal comportamento podem ser empregadas em cada
equagdo. Como serd mostrado em capitulos posteriores este enfoque permitira uma
reducao substancial do denominado efeito de orientacdo de malha, uma das maiores
deficiéncias dos modelos numéricos para deslocamento em meios porosos. E
principalmente por essa razdo que foi considerado um algoritmo de solucao
sequiencial, no entanto, é importante notar que o EbFVM também pode ser
empregado junto com o método totalmente implicito, ainda que sem a suficiente
flexibilidade para implementar as funcdes de interpolacdo que serdo empregadas

neste trabalho.
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Antes de continuar com a descricdo do processo de obtencdo das formas
discretizadas das equagdes da pressao e da saturagdo, é necessdrio realizar algumas
consideragdes em relacdo a densidade. Embora a utilizagdio de um nivel de tempo
diferente para a saturacdo tenha suprimido a maioria das ndo-linearidades
envolvendo esta variavel, ainda subsistem na equacdo (4.11) as ndo-linearidades
relacionadas a densidade. Esta equacao dara origem a versao discreta da equagdo da
pressdo, a qual procura-se que seja linear para viabilizar a resolucdo do sistema
formado pelas equagdes correspondentes a todos os volumes de controle. Portanto, é
necessario procurar uma forma de linearizd-la antes de efetuar qualquer
manipulacdo algébrica com ela. A alternativa mais simples para linearizar a equacao
(4.11) é considerar apenas valores de densidade e compressibilidade correspondentes
ao nivel de tempo anterior, ou seja, a f, ;. A equacao discretizada de conservacdo de

massa resulta entio em

AV
At" %

4

(4.12)
+ 2 (P)! (V) A8 = 0

A pesar de que tal linearizacdo introduz um tipo de aproximagéao explicita para
a densidade na equagao de conservacao de massa, pode-se presumir que a precisao
geral da discretizagdo ndo é afetada por esta aproximagdo. Isto porque o maior fator
de influéncia da densidade na equacdo de conservacao de massa, ou seja o termo que
inclui a derivada dp; /0t, estd sendo aproximado de forma semi-implicita na equagao
(4.12)5. Conforme foi mencionado anteriormente, esta equacdo serd a base para a
obtencdo da forma discretizada da equacdo da pressdo, e aproximagdes numéricas
idénticas as consideradas para a obtencdo da equacdo (4.12) serdao empregadas
posteriormente para obter uma versdo discreta da forma de Buckley-Leverett da

equagdo da saturacao.

5 Lembre-se que a derivada da densidade foi expressa na forma p,c.(0P;/0t) € esta expressdo esta
sendo aproximada uma parte em forma implicita, a derivada da pressdo §pP;/ot, e outra em forma
explicita, o produto p,c, . Este tipo de aproximacao é denominado na literatura como semi-implicito.
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4.4 Equacao discretizada da pressao

Para o emprego de um algoritmo de solucdo seqiiencial é necessaria a existéncia
de uma equagao exclusiva para a pressdo de uma das fases, por meio da qual sera
possivel avangar esta varidvel no tempo. Uma vez que usualmente no inicio de um
processo de deslocamento apenas a fase residente no meio poroso, aqui denominada
tfase deslocada, é continua em todo o dominio de solugao, a pressao associada a esta
fase sera considerada como incégnita da equacdo da pressdao®. Nesta secdo sera
descrito em detalhes o procedimento de obtencdo da forma discretizada desta
equacao.

Mediante manipulacdo algébrica é possivel isolar a saturacdo (SF)Z+1

na equagao
(4.12) e depois, lembrando que tal equagao é valida tanto para a fase injetada quanto
para a fase deslocada, podem ser somadas as equagOes expressas especificamente
para tais fases. Na equacdo resultante da adigdo, por virtude da equacdo (2.7) de

restricdo volumétrica, podem ser simplificadas as somas das saturagdes, obtendo-se

entao a equagao

(CI)Zl(SI)Z% + (CD)ZJ(SD); (PD)Z ;tiPD)Z_ ¢pAVp
4.13
S ()TN A, X (P (V) AS, (*.13)
+ ! + ! — O
(P (Po)

Esta equacgao representa o balanco entre a variacdo de volume ocupado pelas
fases e o fluxo volumétrico liquido das duas fases, em um volume de controle
durante um intervalo de tempo At". O passo seguinte deve ser a eliminagdo de
qualquer varidvel que ndo seja a pressao da fase deslocada. Em primeiro lugar,
substituir-se-do na equagao (4.13) as expressdes provenientes da lei de Darcy para as
velocidades das fases. Nessas expressoes, a densidade sera aproximada também pelo

valor do nivel de tempo anterior, ou seja,

6 Ja que a pressao da fase deslocada estara presente na maioria das equagdes posteriores, para facilitar
a explicacdo dos procedimentos considerados, daqui em diante essa varidvel serd referida
simplesmente como pressdo. Apenas quando o significado possa tornar-se ambiguo se mencionard a
fase associada.
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(Vo) = —(A)! (VB! = (P! 8] F-1D (4.14)

Por outro lado, a pressdo na fase injetada esta relacionada com a pressao na fase
deslocada mediante a equagao que define a pressao capilar. Assim, pode-se escrever

a partir da equacao (2.8),
(P), = (B), = (R), (4.15)

A pressdo capilar no nivel de tempo t, pode ser facilmente calculada ja que, de
acordo com o enfoque considerado, o campo de saturagdo para esse nivel de tempo é
conhecido. Substituindo as equagdes (4.14) e (4.15) na equacdo (4.13) e rearranjando

convenientemente a equagao resultante, obtém-se

[(ey (1) + (e0); ™ (s0); ] . At(P e

Cy[ e, o i (B (@) (.16)
Z[ (P, (Po),” }(VP) A= (@) (o) =g Y,

8,AV,

i

P e ) P e AT
Z{ (o) }(Vpc)’ A Z{ R

i i

Esta equacdo é o equivalente discreto para um volume de controle da equagao
diferencial (2.12), podendo-se estabelecer uma correspondéncia termo a termo entre
ambas as equagdes. Empregando os coeficientes definidos na tabela 4.1, a equagao

(4.16) pode ser rescrita na forma mais compacta?’
+Zﬂpl VP,) = Z (VR.)[-AS, +ZK;,1‘§'A§1‘ (4.17)

Se bem a tnica varidvel-incognita nesta equagdo € a pressdao no nivel de tempo
t,, tal equacdo ainda ndo pode ser utilizada para obter uma aproximagao do campo
de pressdo nesse nivel de tempo, ja que inclui grandezas referidas aos pontos de

integracdo localizados sobre o contorno do volume de controle. Para que a partir da

7 O superindice carregado pelos coeficientes significa neste caso que eles estao referidos a equagdo da
pressdo. Usa-se esta notacdo para distingui-los dos coeficientes da equacgdo da saturagdo, os quais
serdo obtidos posteriormente.
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equacdo discretizada da pressdo seja possivel formar um sistema de equagdes
fechado, ou seja, com o mesmo ntmero de incégnitas que de equagdes, ela deve
conter apenas valores referidos aos nés da malha8 Logo, para aproximar valores
referidos aos pontos de integracdo deverdo ser empregados esquemas de

interpolacao que os relacionem com os valores nodais.

Tabela 4.1 Coeficientes da equacao discretizada da pressao.

P -1 n n-1 n P ‘/P
a, = [(Cz)p (s1), +(¢p), (SD)PJ ¢AAt”

(P (A7, (Po)i” (Ao

S AR
7= e[y - @ 1S v al ()
5= _[)C

' (pl)z

e __[enray o

R NV VT

No capitulo 2, a equagdo diferencial da pressao foi caracterizada como uma
equagao parabolica, a qual se reduz a uma equacdo eliptica para o caso em que
ambas as fases fluidas sao incompressiveis. Em todo caso, como sdo os termos
diferenciais de segunda ordem em relacdo as coordenadas espaciais os que conferem
o carater eliptico a equacdo da pressao no caso incompressivel, é possivel afirmar que
a pressdo se comportard em geral como uma variavel eliptica em relacao ao espago. A
aproximacdo da variacdo da pressdo no interior de um elemento mediante uma
funcdo bilinear é concordante com o carater eliptico desta varidvel [35], j& que desta

forma o valor em um dado ponto estara influenciado simultaneamente pelos quatro

8 O método de construcdo dos volumes de controle empregado garante a existéncia de um volume de
controle associado a cada né da malha de elementos. Logo, como existird uma equagdo discretizada
para cada volume de controle, se cada equagdo conter sé incoégnitas referidas aos nés no final obter-se-
4 um sistema de equagdes com igual ntimero de equagdes e incognitas.
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valores nodais vizinhos®. Conseqiientemente, para aproximar o gradiente de pressao
nos pontos de integracdo poder-se-a utilizar a expressao (3.14) deduzida na secado 3.5
para uma aproximacao bilinear. Considerando além desta aproximacdo a expressao
(3.18) deduzida para o vetor drea de face, o produto escalar (VP,)!-AS, pode ser

representado como
(VB,)!AS, ~ [aa]'[J).[R][J].'[D]. [By)" (4.18)

onde, conforme a notacao estabelecida na secdo 3.3, [P,]) é o vetor coluna contendo
os quatro valores nodais da pressdo no nivel de tempo t,, no elemento onde o ponto
de integracdo em questdo encontra-se localizado. Uma vez que todos os fatores no
lado direito da equacao (4.18) exceto [P,]. dependem exclusivamente da geometria

do elemento e da posi¢do do ponto de integracao, é conveniente definir o vetor linha

[Bl; = [ac]  [J1.[R]'[]], D], (4.19)

com o qual a aproximagdo de (VP,)!-AS, pode ser representada na forma compacta

-

(VB,)!*AS; ~ [B].[B,)] (4.20)

e

Uma expressdo equivalente sera usada para aproximar o gradiente da pressao
capilar na equagao (4.17). Também nessa equacdo, o fator g -AS;, presente no tltimo

termo no lado direito, sera representado pelo parametro escalar

[g. g,]1[R][]]; [Ac], (4.21)

o
i
(=]
>
5/)1
[

onde g, e g, sdo as componentes cartesianas do vetor gravidade. Do ponto de vista
da implementacido computacional é muito vantajosa a definicio de [Bl; e G;, pois
estes parametros dependem apenas da geometria do elemento e de grandezas que
nao mudam ao longo do tempo, portanto, eles podem ser calculados apenas uma

vez, no inicio do processo de simulagao transiente.

9 Isso pode ser comprovado facilmente examinando a equagéo (3.5).
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A aproximagdo dada pela equagdo (4.20) e o parametro definido na equagao
(4.21) poderiam ser substituidos na equacdo (4.17) para obter a forma final da
equagdo da pressdo, a qual por sua vez daria origem ao sistema linear de equagdes
para essa varidvel. Entretanto, a obtencdo de uma representacdo genérica mediante
tal procedimento é inviavel, tanto para fins ilustrativos quanto para a implementacao
computacional. Isto porque a aproximagdo do gradiente de pressdao em um ponto de
integracdo envolve informagao geométrica do elemento que o contém e a quantidade
de elementos que contribuem a um dado volume de controle é em geral variavel em

uma malha irregular.

Alternativamente, serd utilizada uma estratégia similar a empregada no método
dos elementos finitos, na qual o processo de construcdo do sistema linear reunindo as
equagdes correspondentes a todos os volumes de controle compreende duas etapas.
Na primeira, todos os calculos requeridos para a construcdo das equagdes sdao
realizados elemento por elemento, armazenando entdo as contribuicdes de cada
elemento em uma matriz e um vetor coluna. Na segunda etapa é realizada a
montagem de uma matriz e um vetor coluna globais a partir das matrizes e vetores
coluna de todos elementos, empregando para tal fim a informacdo topolédgica da
malha. No final, a matriz e o vetor globais obtidos definirdo o sistema linear cuja
solugao fornecera o campo de valores discretos da incognita, neste caso a pressdo no
nivel de tempo t,. A matriz e o vetor coluna que retinem todas as contribuicoes de
um elemento nas equacdes discretizadas dos volumes de controle serdo
denominadas simplesmente como matriz do elemento e wvetor do elemento,
respectivamente. A obtencdo destas grandezas para a equagao da pressdo a partir das

equagoes (4.17), (4.20) e (4.21) sera esbocada a seguir.

Considere-se por exemplo o sub-volume representado na figura 4.1, o qual
formara parte do volume de controle construido em torno ao né identificado com o
ndamero 1, de acordo com a numeracdo local do elemento. Conforme se pode
comprovar facilmente, a equagdo discretizada correspondente a tal volume de
controle terd contribuicdes associadas aos pontos de integracdo 1 e 2, os quais se

encontram localizados sobre as faces do sub-volume considerado. Empregando a
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aproximacdo dada pela equacdo (4.20), as contribuicdes daqueles pontos de
integracdo no somatoério do lado esquerdo da equacgao (4.18) podem ser escritas da

seguinte forma

p=1

[Zﬂmmasi} = ALIBLIBL - BLIBLIR:

E (4.22)
= ( ﬂll,)l[B]l _1311,72[3]2) (Bl

O sinal negativo do termo correspondente ao ponto de integracdo 2 obedece ao
fato que o vetor area de face com o qual é calculado [B], foi definido convencional-
mente!® com a orientacdo mostrada na figura 4.1, apontando para dentro do sub-
volume de controle considerado. Uma vez que na equagao (4.17) todos os termos
envolvendo grandezas avaliadas nos pontos de integracdo provém da aproximagao
de integrais de superficie onde o vetor area é definido apontando para fora do
volume de controle, o sinal de [B], deve ser invertido para torna-lo concordante com
aquela definicdo. Esta situacdo se repete para os outros trés sub-volumes no
elemento. De fato, pode-se mostrar que para tais sub-volumes expressdes

semelhantes a equacao (4.22) podem ser obtidas apenas permutando ciclicamente os

\
| [AS]
\
|

Figura 4.1 Sub-volume de controle, mostrando a

orientagdo convencional dos vetores area de face.

10 Veja-se a secdo 3.6 para maiores detalhes.
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subindices dos pardmetros nessa equacdo. Todas essas expressdes matematicas

podem ser reunidas na seguinte expressao matricial

ﬂlp,l[B]l_ﬂlp,2[B]2

P/ nAQ ﬁzpz[Blz_:B2p3[B]3
(VB)!-AS; | = | 2 .

{Zﬂ pi (V) } BLIBL,- AL B,

ﬂ£4[B]4_ﬂ£l[B]1

=

N

[A°L[B] (4.23)

e

=

e e

Esta expressdo define a matriz do elemento [ A’], para a equagao da pressdo, a
qual estd ordenada de acordo com o esquema de numeragao local para nds e pontos
de integracdo, definido no capitulo 3. Uma vez que [B]; é um vetor linha de quatro
componentes, a matriz [A"], serd uma matriz 4 x4, onde cada linha estara
relacionada com a equagdo discretizada de um dos quatro volumes de controle
associados ao elemento. Posteriormente, durante o processo de montagem do
sistema linear de equagdes, as células das matrizes de todos elementos que
contribuem a um dado volume de controle serdo somados para completar o termo

Z ﬂpl,ji (ﬁpp)ng, da equagéo (417)

Um procedimento semelhante pode ser empregado para obter o equivalente
matricial dos somatérios presentes no lado direito da equacdo (4.17). As

contribuicdes de um dado elemento sobre tais somatérios pode ser escrita na forma

Z (VE.)!-AS, +ZKp,gAS =

e

551 [B], - 552[312 L, K1P,1G1_ Kszz (4.24)
8,,[Bl,=8,5[Bl; | | P + K3,G, = K3,G, = [F"]
531),3[13]3_ 5:54 [Bl, | | Bs K£3G3_ K£4G4 - ‘

545,4 [B]4_5f,1 [Bl, L Fea ], K£4G4_ Kzf,lGl

Esta equacao define o vetor do elemento [F’],, o qual retine todas as contribui-
¢Oes que independem da incégnita da equacdo da equacdo da pressdo, relacionadas
aos pontos de integracdo. Trata-se de um vetor coluna de quatro componentes, cada
uma das quais contribuird no termo independente da equacdo discretizada de um

dos quatro volumes de controle associados ao elemento em questao.
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Como ja mencionado anteriormente, a estrutura da matriz [Af], e do vetor
[F], resulta vantajosa do ponto de vista da implementacdo computacional da
formulacdo, ja que cada contribuicdo associada aos pontos de integracdo é expressa
como o produto de apenas dois fatores, um dependente de propriedades que mudam
ao longo do tempo e outro dependente apenas da geometria dos elementos e de
outras grandezas invaridveis. Enquanto que o valor do primeiro precisa ser
atualizado em cada nivel de tempo, o valor do segundo pode ser calculado apenas

uma vez e armazenado na memoria para sua utilizacdo durante o processo completo

de solucdo das equagdes.

Note-se que na definicdo das matrizes e vetores por elemento estdo incluidas
apenas as contribuicdes a equacdo (4.17) relacionadas com os pontos de integracdo,
cuja identificacdo esta sempre referida aos elementos aos quais pertencem. Isso ndo
acontece com os termos restantes nessa equagao, os quais estdo associados aos nos.
Conforme discutido na secdo 3.3, os nés possuem um sistema de identificacao
independente dos elementos, e portanto os coeficientes «, e y podem ser
calculados em forma separada. Conseqiientemente, serdo necessdrias duas
seqiiéncias de calculos para reunir todas as contribuicdes necessarias para montar
um sistema de equagdes a partir da equagdo (4.17), uma percorrendo todos os
elementos da malha, para calcular as matrizes [A”], e os vetores [F?],, e outra
percorrendo todos os ndés da malha, para calcular os coeficientes a}f e 7,. O
procedimento de montagem do sistema linear de equacdes a partir destas

contribuigdes sera descrito em detalhes posteriormente na secgao 4.6.

Se N, é o numero total de nés da malha, apés a montagem, o sistema de
equagdes resultante reunird as N, equagdes da pressdo correspondentes aos também
N, volumes de controle na malha, uma vez que por definicdo existe um volume de
controle por cada né6 da malha. Contudo, ainda serd necessario introduzir algumas
modificagdes nas equagdes correspondentes aos volumes de controle adjacentes as
fronteiras, a fim de atender as condi¢des de contorno do problema de deslocamento

sendo simulado. Isto sera discutido em detalhes no capitulo 5.
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Apos a introdugao de tais condigdes de contorno, o sistema de equagdes da

pressao estard completo e poderé ser escrito como

[A"][P,]" = [F"] (4.25)

A matriz [ A”] é a matriz global de coeficientes, [F”] é o vetor global de termos
independentes e [P,)]" é o vetor de valores nodais da pressao, todos eles organizados
de acordo com o esquema de numeracdo global dos nés na malha. A solucdo deste
sistema linear fornecerd a aproximacdo discreta do campo de pressdo no nivel de
tempo t,. Este campo de pressdo gerard campos de velocidade para as duas fases
que satisfarao simultaneamente a conservacdo de massa de ambas as fases, para uma
dada distribuigdo de fluidos no dominio de solucdo nesse nivel de tempo. A fim de
completar o algoritmo seqiiencial de solucao, resta agora delinear um procedimento
para o avango no tempo do campo de saturacdo, o qual definird a distribuicdo
instantdnea de fluidos no préximo nivel de tempo. Este sera o topico abordado na

secao seguinte.

4.5 Equacao discretizada da saturacao

Apos ser resolvido o sistema linear de equacdes da pressdo, os valores nos
pontos de integracao das velocidades das fases poderiam ser calculados a partir da
lei de Darcy, e depois com eles a equacdo (4.12) poderia ser resolvida em cada

volume de controle, para obter os valores nodais da saturagdo no nivel ¢,,,. Dado que

n+l-

na discretizagdo das equagdes de conservagdo de massa foi considerada uma
aproximagdo explicita para todos os termos relacionados a saturacdo, tornar-se-ia
desnecessaria a solu¢do de um sistema linear de equagdes para avangar no tempo
essa varidvel. O procedimento de solucdo empregado corresponderia entdo ao

método IMPES convencional.

Entretanto, na formulagdo numérica apresentada neste trabalho sera emprega-
do um enfoque levemente diferente, baseado nas idéias de Spillette et al. [40]. A
principal diferenca deste enforque encontra-se no uso da forma de Buckley-Leverett

da equagdo da saturacdo. Conforme mencionado no capitulo 2, esta equagdo é a
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propria equacao de conservacdo de massa da fase injetada, na qual o fluxo é expresso
nao em funcao velocidade individual da fase, mas em funcdo da velocidade totall,
De forma condensada, a equagdo da saturacdo na forma de Buckley-Leverett pode
ser reescrita como

o(p15)
ot

¢ +V-p,FEV, + V- p¥VP. = 0 (4.26)

onde a velocidade V., a qual sera denominada velocidade efetiva de adveccao, é a
composicdo da velocidade total e a velocidade secundaria responsavel pela

segregacdo gravitacional das fases, ou seja
Ve = Vr + Ap(P1—Pp) 8 (4.27)

Uma primeira vantagem do emprego de uma versao discretizada da equagao
(4.26) em vez da equacao (4.12) é que a velocidade total, e conseqiientemente a
velocidade efetiva, é menos sensivel a variacdo da distribuicdo instantdnea dos
fluidos no dominio de solugao. Enquanto que o campo de velocidade da fase injetada
pode apresentar uma descontinuidade ou um gradiente muito pronunciado
avancando junto com a frente de fluido, o campo de velocidade total apresenta
comumente variagdes espaciais e temporais muito menos expressivas. Esta
caracteristica permitird delinear posteriormente uma variante do algoritmo de
solugdo seqiiencial que apresenta um desempenho significativamente superior ao do

algoritmo IMPES.

Outra caracteristica vantajosa da equacdo (4.26) é que na sua discretizagdo
podem ser empregadas aproximagdes semi-implicitas para os parametros
dependentes da saturacdo. Esta estratégia tem a finalidade de reduzir a severa
restricdo no passo de tempo que a aproximagao explicita destes parametros provoca
no método IMPES convencional. Esta estratégia consiste em extrapolar os valores de
tais parametros para o nivel de tempo t,,, a partir de uma expansdo em série de

Taylor truncada. Para a pressao capilar, por exemplo, ter-se-ia

11 Veja-se a equagdo (2.18) na segdo 2.4.
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(R)"" = (R)" + [fl—l;’j [(s)"" = ()] (4.28)

Uma expressao semelhante poderia ser usada para aproximar a fungao fluxo
fraciondrio, contudo, na presente formulacdo a aproximacdo semi-implicita sera
apenas empregada para a pressdo capilar. Sera mostrado posteriormente que desta
forma conseguir-se-4 eliminar a restricdo de estabilidade causada pela avaliacado
explicita da pressao capilar e, portanto, restara apenas a restri¢cdo relacionada com a
avaliacdo explicita do termo advectivo na equagdo (4.26). Isto produzirda uma
importante economia de tempo de computacdo ja que, quando a influéncia da
pressdo capilar sobre um processo de deslocamento for significante, o critério de
estabilidade para o método IMPES podera ser bem mais restritivo que o critério para
uma situacdo equivalente na qual a pressao capilar ndo for considerada. No apéndice
D é mostrado, com base em uma anélise de estabilidade do método IMPES para um
deslocamento unidimensional, que o passo de tempo estavel tende a ser proporcional
ao quadrado do espacamento de malha (At ~ Ax*) quando a pressdo capilar é
importante no processo, enquanto que tal passo de tempo é apenas proporcional ao
espacamento de malha (At ~ Ax) quando ndo existe pressdao capilar. Este
comportamento do passo de tempo estivel, o qual deteriora extremamente o
desempenho do método IMPES quando a pressdo capilar se torna importante, tem
sido observado de forma ainda mais acentuada em casos bidimensionais. Portanto, a
obtencdo de um comportamento At ~ Ax para o passo de tempo estavel, mesmo
com a pressdo capilar incluida na formulagdo, é uma importante motivacao para o

uso de uma estratégia de avaliacdo semi-implicita para o termo de pressdo capilar.

Repetindo todos os passos que conduziram a equacao (4.12), obtém-se a

seguinte versdo discretizada da equacao (4.26)
v (8057 = (50); ()= (P,

(pI)P pAthrl o+ (Sl)p At

$,AV

p

(4.29)
£ 2 (P EN (388, + X (2! (®)/(VR); 48, = 0
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Esta equacdo é consistente com todas as aproximagdes numéricas consideradas
para a obtencdo da equagdo discretizada da pressdo, exceto na aproximagdo do
gradiente de pressao capilar. Esta grandeza é considerada agora no nivel de tempo
t,,, a fim de introduzir o tratamento semi-implicito discutido previamente. Assim, a
partir da aproximagdo definida na equacdo (4.28), o gradiente de pressdo capilar

pode ser escrito como
* n+ dP ' - n+
(V)" =~ (d_sf] (Vs)"" (4.30)

Depois de substituir esta aproximacdo na equacdo (4.29) e de rearranjar

convenientemente alguns termos, obtém-se a equacao

(s n+l _ s n - . AP n _ . -
(oo L g 3 (o o a8
i IJ;

(431)

n-1

G RPN P T I T AT

= _(SI)p At”

Os coeficientes definidos na tabela 4.2 permitem escrever esta equagao na forma

mais compacta
ar(s)i 1+ Y B(Ts)AS, = gy + Y8R A8, (4.32)

Pode-se observar que a estrutura desta equacdo é semelhante a que tinha sido
obtida anteriormente para a equacdo da pressao. Portanto, todo o procedimento
considerado na secdo anterior para a obtencdo da representagdo matricial das
contribuicdes em nivel de elemento pode ser repetido para a equagao (4.32) sem
maiores alteragdes. Como produto de tal procedimento obtém-se as expressdes
seguintes que definem a matriz e o vetor coluna por elemento, relativas a equagao da

saturacao

n+l

ﬂ;[BL_/B;[B]z Sn
Swyas, | < | AEAUE s e
BilBL, - AL | 5

e e
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0101 — 029>

n 2 050, — Oa
{Z@S(v,g)i -Asl} = inZ 35””53 = [F]. (4.34)
i e O3k3— 0,4z,

045s— 61Gx: .

n

Nesta altima equacio, g, representa a vazio (Vg)! -AS;, a qual sera denomina-
da como vazao efetiva através de uma face. Antes de ser construido o sistema de
equagOes para a saturacao serd necessdrio avaliar esta vazdo nas faces internas de
todos os elementos da malha. Uma vez que nesse ponto ja estard disponivel o campo
de pressao em t,, a expressdo seguinte, obtida a partir da definicio do vetor

velocidade efetiva, podera ser empregada
9=~ (A+4p)! [BLIPol: + () [BLIEL: + () (A+40)i G (4.35)

Esta expressdo é totalmente consistente com a equagao discretizada da pressao,
pois foi deduzida empregando aproximacdes numéricas idénticas as consideradas

anteriormente na obtencdo da equagao da pressao.

Tabela 4.2 Coeficientes da equacdo da saturagao.

) w19, AV,
a!’ = (pI)P Aptn+1p

s _— n-1 n aIJC ’
B = (pr)i (P); (_5511

Deve ser enfatizado também que para calcular os valores de alguns coeficientes
da equacdo (4.32) serd necessario aproximar os valores de algumas grandezas nos

pontos de integracdo, empregando para tanto os valores nodais conhecidos. Uma vez
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que algumas dessas grandezas sdo dependentes da saturacao, a qual é a incégnita da
equagdo, as fungdes de interpolacdo empregadas para aproximar seus valores nos
pontos de integracdo possuem uma importante influéncia sobre a qualidade da
solugdo numérica. As fungdes de interpolacdo consideradas neste trabalho serao

descritas em detalhes no capitulo 7.

Ap06s serem calculadas todas as contribui¢cdes necessarias para a construgao das
equagdes da saturacgdo, na forma das matrizes [ A*],, os vetores [F¢],, e os coeficientes
a, e y,;, poderda ser montado o sistema linear de equagdes de acordo com o
procedimento geral que sera descrito na secdo 4.6. Assim, apds serem incluidas as
alteragdes relacionadas a imposicao das condi¢des de contorno, poder-se-a escrever

tal sistema linear na sua forma final

[A][s,]"" = [F] (4.36)

A solugao deste sistema linear proporcionara o campo de saturagdo no nivel de
tempo t,,,. A necessidade de resolver um sistema linear para avangar no tempo a
saturacdo foi uma conseqiiéncia direta do tratamento semi-implicito do termo de
pressdo capilar na forma de Buckley-Leverett da equacdo da saturagdo. Se bem a
resolucao de um sistema linear demanda maior tempo de computagdo que o simples
processo de avaliagdo explicita usado no método IMPES, o tratamento semi-implicito
da pressao capilar permite usar passos de tempo maiores que os admissiveis para tal
método. Globalmente isto produz uma significativa economia de tempo de
computagdo, a qual serd maior quanto maior for a influéncia da pressdo capilar sobre
o processo de deslocamento simulado. No extremo oposto, quando a influéncia da
pressdo capilar for insignificante, a matriz [ A’] tornar-se-4 uma matriz diagonal e o

algoritmo seqtiiencial sera equivalente ao algoritmo IMPES.

4.6 Montagem dos sistemas lineares de equacoes

Nas secdes 4.4 e 4.5 foram derivadas expressdes para as contribuicdes as
equagdes discretizadas da pressdo e da saturagdo, associadas a diferentes entes

geométricos da malha. Nesta secdo se descreverd o procedimento de montagem que
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permitira obter a partir de tais contribuigdes os sistemas lineares que retinem as
equagoes discretizadas associadas a todos os volumes de controle da malha. Deve ser
lembrado que tanto para a equagdo da pressdo quanto para a equacdo da saturacdo
foram obtidas contribui¢des associadas aos elementos, agrupadas nas matrizes [ A®],
e os vetores [F®],, além de contribui¢cdes associadas aos nods, na forma dos
coeficientes a;? e ;/f . Nestas expressdes e nas posteriores, ® é uma variavel genérica

que pode representar a pressdo ou a saturacao, segundo seja o caso.

Como resultado do processo de montagem obter-se-d0 uma matriz reunindo os
coeficientes de todas as equagdes do sistema linear, a qual sera denotada como [A°®]
e denominada como matriz global, e um vetor reunindo os termos independentes de
tais equagoes, o qual sera denotado como [F®] e denominado vetor global. O sistema

linear podera ser representado entdo como
[A°][6] = [F°] (4.37)

onde [®] é o vetor de valores nodais da varidvel incégnita, arranjado de acordo com

o esquema de numeragdo global dos nos, conforme definido na segao 3.3

O procedimento de montagem do sistema linear de equagdes compreende duas
etapas. Na primeira sdo reunidas as contribui¢des associadas aos elementos da malha
e na segunda sao adicionadas as contribuicdes associadas aos nés. O principio bésico
da primeira etapa de montagem da matriz de coeficientes do sistema linear é
simples: todas as contribuicdes na equacdo de um dado volume de controle,
representadas por determinados coeficientes das matrizes [A®], dos elementos
contiguos ao volume, devem ser somadas entre si e armazenadas em determinadas
células da matriz global. O mesmo pode-se dizer a respeito dos vetores [F®], dos
elementos que contribuem a um volume de controle, cujas componentes deverao ser
adicionadas e armazenadas em uma determinada posi¢do do vetor global de termos
independentes. Enquanto que a matriz e o vetor globais devem estar arranjados de
acordo com a numeragao global dos nés na malha, as matrizes e vetores associados
aos elementos estdo arranjados de acordo com o esquema de numeracdo local em

cada elemento, conforme foi explicado no capitulo 3. Portanto, a relacdo entre os
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esquemas de numeragdo local e global dos nés é a tnica informacdo adicional
requerida para realizar a primeira etapa da montagem do sistema linear de equacées.
Lembre-se que essa informacao estd contida na tabela de conectividade da malha, a

qual foi definida na segao 3.3.

Fazendo-se uso de um pseudocédigo, o procedimento associado a etapa inicial

da montagem pode ser representado como

for each Elemento ID on Malha
for each Linha E on MatrizElemento
set Linha G = TabelaDeConectividade( Elemento ID, Linha E )
for each Coluna E on MatrizElemento
set Coluna G = TabelaDeConectividade( Elemento ID, Coluna E )
add MatrizElemento ( Linha E, Coluna E ) to MatrizGlobal( Linha G, Coluna G)
end for
add VetorElemento( Linha E ) to VetorGlobal( Linha G )
end for

end for

Neste procedimento sdo visitados todos os elementos da malha (Elemento_ID é o
namero de identificacdo dos elementos) e para cada um deles todos os coeficientes
da matriz [A®], sdo adicionados a células da matriz global. A partir da posi¢do
original de cada coeficiente na matriz do elemento, dada por Linha_E e Coluna _E, é
determinada a correspondente posicdo na matriz global, dada por Linha_G e Coluna_G,
onde deve ser adicionado seu valor. Para tanto é usada apenas a informagao contida
na tabela de conectividade. Uma operacdo semelhante é realizada com as

componentes do vetor [F®], associado a cada elemento da malha.

Para melhor compreensao do procedimento de montagem, a figura 4.2 mostra
como exemplo ilustrativo a montagem de uma matriz global para uma malha
simples de trés elementos. Uma vez que esta malha possui sete nds, cuja numeragao
global esta representada na figura 4.2(a), a matriz global serd uma matriz de

dimensdao 7x7. Segundo o procedimento descrito, os valores das células das trés
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dimensdo 7x7. Segundo o procedimento descrito, os valores das células das trés
matrizes correspondentes aos trés elementos da malha sao adicionados a células da
matriz global, cuja posicdo é determinada de acordo com a tabela de conectividade
mostrada na figura 4.2(b). Ao final do processo obtém-se uma matriz global de
estrutura esparsa, contendo as contribuigdes dos trés elementos nas equagdes
discretizadas dos sete volumes de controle existentes na malha considerada. Cada
linha dessa matriz contém os coeficientes da equagdo de cada um de tais volumes de
controle. Note-se que o volume de controle contendo o né 5 possui contribui¢des dos
trés elementos e, portanto, a linha da matriz global que corresponde a sua equagao é

a Unica que possui todas suas células diferentes de zero.

Tabela de conectividade

z Zz z z
Elemento@ 6 3 2 5
Elemento@ 4 5 2 1
Elemento@ 7 6| 5 4
(b)
[A”],
p——
8 @ 12 3 4 1 2 3 4
EE 1 OO00d I EEEN IEEEN
¢ 20000 2 HEEE 2 EEEE
EE 3| OO0 AN N e 111
‘E“T.a 4| O0OOO 4| HEEN s HHEN
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(c)

Figura 4.2 Esquema ilustrativo da primeira etapa do processo de montagem da matriz

global, para uma malha de trés elementos.



CAPITULO 4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS 66

Ap6s terem-se reunido as contribui¢des por elemento na matriz e vetor globais,
resta ainda adicionar as contribui¢des associadas aos néds, as quais provém da
discretizacdo dos termos transientes das equagdes diferenciais, conforme mostrado
nas secoes 4.4 e 4.5. Para tanto, é importante notar que a equacdo discretizada
correspondente ao volume de controle associado a um né genérico p pode ser
isolada do sistema linear e escrita como

> A, = F? (4.38)

P P

(€]

na qual os coeficientes A’ ;

correspondem & p-ésima linha da matriz global e F,” é a
p-ésima componente do vetor global. Note-se também que o coeficiente da diagonal
Aj , deve multiplicar ao valor nodal ©,, o qual corresponde ao né p associado ao
volume de controle em questdo. Uma vez que nas equagdes (4.17) e (4.32) o
coeficiente af multiplica precisamente a incognita correspondente ao né p, para que
a equagao (4.38) seja totalmente equivalente as referidas equacdes, a; deve ser entdo
adicionado ao coeficiente A7 da diagonal na matriz global. De forma semelhante,
como nas equagdes (4.17) e (4.32) y) é um termo independente, ele deve ser
adicionado a componente F,’ do vetor global de termos independentes. Esta

operacao deve ser realizada visitando todos os nés da malha. O pseudocédigo para a

execucdo desta segunda parte da montagem do sistema linear é

for each N6 ID on Malha
add CoeficienteAlfa( N6 ID ) to MatrizGlobal( N6 ID, N6 ID )
add CoeficienteGama( N6 ID ) to VetorGlobal( N6 ID )

end for

Neste cédigo, No_ID é o ntimero de identificacdo de um n6 de acordo com o
esquema de numeragdo global. Apos executar este procedimento apenas restard a
imposicao das condi¢des de contorno respectivas ao problema sendo resolvido. Esta

tarefa sera tratada no seguinte capitulo.



CAPITULO

IMPLEMENTACAO DAS
CONDICOES DE CONTORNO

§.1 Introducao

No capitulo anterior foram derivadas as equagdes discretizadas para volumes
de controle genéricos, porém, localizados no interior do dominio de solugdo. As
equagdes correspondentes aos volumes adjacentes as fronteiras do dominio precisam
ser modificadas para atender as condi¢des de contorno do problema especifico sendo
resolvido. Além disso, se o problema estiver relacionado a processos de recuperagao
de petréleo de reservatérios, no interior do dominio podem ser considerados também
fontes e sumidouros para representar a presenca de pogos injetores e produtores.
Uma vez que a inclusdo de tais fontes e sumidouros na formulagdo numérica é
semelhante a implementacao de determinadas condigdes de contorno, esse tépico

serd abordado também neste capitulo.

5.2 Fronteira com entrada de fluido

A figura 5.1 mostra um volume de controle adjacente a uma fronteira com en-
trada de fluido. Do ponto de vista geométrico, um volume contiguo a uma fronteira
diferencia-se de um volume interior em que estd formado por apenas dois sub-
volumes de controle, ou até mesmo por um dnico sub-volume se o volume estiver

adjacente a duas fronteiras simultaneamente. Além disso, 0 n6 associado a um destes

67
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volumes de controle encontra-se localizado sobre a face coincidente com a fronteira
em questdo. Nesta secdo um noé deste tipo, ou seja sobre uma fronteira do dominio,

serd denotado com o subindice f, para distingui-lo de um n¢ interior.

Na situagdo mais geral para um modelo bifésico, através da fronteira de entrada
podera existir ingresso simultaneo de fluxos de massa correspondentes as duas fases
fluidas. As equagdes discretizadas de conservacdo de massa para esta situagdo

possuirao a forma

QO] Ay a0 08, - i) = 0 oo ()
f 1
onde (Ari),,, € o fluxo de massa da fase F, que ingressa através da face do volume

de controle coincidente com a fronteira de entrada. O sinal negativo deste termo
obedece ao fato que, convencionalmente, os fluxos que saem de um volume de
controle sdo considerados positivos e, portanto, os fluxos que ingressam sao

negativos.

Duas situagdes podem ser consideradas para a condicdo de contorno de entra-
da. Na primeira sdo conhecidos os fluxos de massa que ingressam ao dominio,
correspondentes as duas fases. No segundo caso, a grandeza conhecida é a pressdao de

injecdo, aplicada na fronteira de entrada.

(AmI)en[

5

(Aritp)

ent

ent

Figura 5.1 Volume de controle adjacente a fronteira de entrada.
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Para o primeiro caso, repetindo os mesmos passos descritos no capitulo 4 para a
obtencdo da equacao discretizada de pressdo, obtém-se a equacdo seguinte, para um

volume de controle como o mostrado na figura 5.1,

n=l(g \n (P - (PI)VH n-1 n (B); — (PD)W1
(Cl)f (SI)f anf"‘(CD)f (SD)f fAtn f (Iﬁf AVf
1o\ AQ e i A 5.2)
+ Z (pl)i (Vl)i ASi + Z (’OD)i (VD)i ASi _ (Aml)ent _ (Amo)mt =0
(P~ (Po);” (P); " (Po))

a qual é idéntica a equagdo para um volume interior!, salvo a presenca dos dois

altimos termos relativos aos fluxos de massa (Ari,),,, e (Arip),,, 0S quais assumem-

ent ent”’

se conhecidos para todos os volumes contiguos a fronteira de entrada. Conseqtiente-
mente, a implementacdo desse tipo de condicdo requer apenas a inclusao dos fluxos
de massa conhecidos nos termos independentes das equacOes discretizadas
correspondentes aos volumes de controle adjacentes a fronteira de entrada. Para a

equacdo da pressao, por exemplo, sera necessario realizar a alteragao

ent

(S, (Do) 63)
(pI)f (pD)f

F'=(F")'+

onde (F)' é o termo independente da equagdo do volume de controle f, antes da
inclusdo da condicdo de contorno. E possivel mostrar também que para a equagao da
saturacdo do mesmo volume, apenas é necessaria a modificacdo seguinte no termo

independente correspondente

E = (E)' + (Arit), (5.4)

Para o segundo caso considerado, no qual o valor da pressao aplicada na fron-
teira de entrada é conhecido, a especificacdo completa de um problema de
deslocamento requer uma condigdo de contorno adicional para ser usada na equagao
da saturacdo. Uma situagdo comum em experimentos de laboratério é a utilizagao de
um dispositivo que impede o fluxo a contracorrente da fase deslocada através da

superficie de entrada ao meio poroso. Para tal situagdo é admissivel a consideracdo

1 Compare-se esta equagdo com a equacao (4.13).
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de fluxo de massa nulo de tal fase como condicao de contorno adicional nessa
superficie. Também nesse cendrio, o valor conhecido da pressdo de injecdo, o qual

serd denotado como P.

inj /

deve ser prescrito como valor da pressdo da fase injetada,
uma vez que esta pressdo serd aplicada externamente para que tal fase ingresse no
meio poroso. Para um volume de controle adjacente a fronteira de entrada, essas

condic¢des de contorno podem ser expressas da seguinte forma

(5.5)

(AmD)ent =0
{ (pl)f = Pinj

O valor da pressdo de injecdo pode ser introduzido no sistema linear da pressao

substituindo a equagao discretizada de todo volume de controle f contiguo a

fronteira de entrada, pela equacdo

(PD); = ij + (Pc); (5-6)

a qual pode ser rescrita na forma
[00 -0 1 0 0 0][R]" = P+ (P) (5.7)

Conseqiientemente, para impor uma condicdo de contorno de valor prescrito

para um volume f no sistema linear é necesséario substituir todas as células da

f-ésima linha da matriz global por valores nulos, exceto a célula da diagonal que deve
ser igual a um. Além disso a componente f do vetor de termos independentes deve
ser substituida pelo valor prescrito. No caso da equacdo (5.7), esta-se impondo que a
pressao da fase deslocada? em todo no6 sobre a fronteira de entrada adquira o valor
calculado com o valor prescrito da pressao da fase injetada e o valor ja calculado da

pressao capilar 3.

Entretanto, ao empregar-se a equagao (5.6), estd-se deixando de utilizar a equa-
cdo (5.2), a qual representa a conservacdo das duas fases nos volumes adjacentes a
entrada. Uma vez que para a equacdo discretizada da saturacdo nesses volumes é

necessario o valor de (Arz,),,, resta para tal equacdo a fungao de fornecer o valor do

ent”’

2 Lembre-se que a incoégnita da equacdo da pressdo é a pressdo da fase deslocada.
3 A partir da equagdo (2.8) deduz-se que P, = P; + ..
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fluxo de massa que satisfaga a conservacdo de massa. Considerando a condicdo de

contorno (Arit),,, = 0 discutida previamente, a partir da equagao (5.2) pode-se obter a

ent

expressdo para o fluxo de massa da fase injetada

n (PD)J]j - (PD)?1

(Bi)oy = | (o) (o) 220 () Y,
' (5.8)
n-1l/2 \n Q (pl)f n-l/= \n Q
+ 2, (P (W) A8, + o5 D (P0)1 T (V)] A8,
g (PD)f 7
Apos resolver o sistema linear para a pressdo, o valor de (Ary,),, pode ser

calculado para todos os volumes contiguos a fronteira de entrada e incluido no termo
independente da equacdo da saturagdo, usando a equacdo (5.4). Esta operacdo
completa a implementacdo da condicdo de contorno de pressdo prescrita em uma

fronteira de entrada.

§.3 Fronteira com saida de fluido

Em vérios sentidos, a situagdo para os volumes de controle adjacentes a uma
fronteira com saida de fluido é semelhante a considerada para os volumes em uma
fronteira de entrada. Assim, a geometria destes volumes é semelhante a mostrada na
figura 5.1, exceto que neste caso uma face dos volumes coincide com a fronteira de

saida, a qual é atravessada, na situagcdo mais geral, pelos fluxos de massa (Arz,),, e

sai

(Aritp)

sai *

Entretanto, as condi¢des de contorno em uma fronteira de saida devem repre-
sentar também um comportamento observado experimentalmente, o qual é
denominado na literatura como efeito de extremidade [5, 23]. Este efeito se manifesta
como uma acumulag¢do da fase molhante na vizinhanga da superficie que separa um
meio poroso do meio exterior. A razdo disso é que, quando a pressao capilar nao for
nula, a pressdao na fase molhante serd menor que a pressao no ambiente exterior e,
portanto, nao podera fluir para fora do meio poroso. Nesta condi¢do, apenas a fase
ndo-molhante poderd atravessar a superficie de saida e abandonar o meio poroso.

Apobs a chegada da fase molhante a essa superficie, a retencdo desta fase produziréd



CAPITULO 5 IMPLEMENTACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO 72

uma rapida variacdo da saturacdo na sua vizinhanga, até que em um momento dado
o valor da saturacdo atingira o valor para o qual a pressao capilar tornar-se-a nula [4].
Nesse instante as pressoes de ambas as fases se igualardo a pressao no meio exterior e

entdo ambas poderao fluir atravessando a superficie de saida.

Este fendmeno pode ser modelado mediante as seguintes expressdes para as

condic¢des na face de um volume de controle f, coincidente com a fronteira de saida

(Aml)sui = 0

(P), = P ; se (PC)f >0 (5.9a)
D/f = “ext

(AmD)sm = O

(P), = P ; se (), <0 (5.9b)
I ext

S — S(Pc=0)

() = s ;ose (B), =0 (5.9¢)

onde P,, é a pressdo exterior a qual os fluidos abandonam o meio poroso, enquanto

(Pc=0)
que s;°

é o valor da saturacdo para o qual a pressdo capilar é nula. Este valor
depende da curva de pressao capilar, a qual é uma caracteristica propria do sistema
formado pelos fluidos e o meio poroso. A maior vantagem das condi¢des de contorno
expressas nas equacoes (5.9) é que elas abrangem todas as situagdes possiveis e, além
disso, ndo é necessaria a identificacdo a priori das fases molhante e ndo-molhante.
Assume-se que essa informacgao esta contida na curva de pressao capilar fornecida ao
modelo numérico.

Assim por exemplo, se o processo de deslocamento for uma embebicdo, em cujo caso
a fase injetada seria a fase molhante, a curva de pressdo capilar apresentard
aproximadamente o formato da curva mostrada na figura 5.2(c), a qual respeita a
definicdo de pressao capilar considerada neste trabalho“. A forma em que o efeito de

extremidade é modelado nesse caso esta representada esquematicamente nas figuras

5.2(a) e 5.2(b). Estas figuras mostram os perfis de saturacdo® em uma amostra de

* Ouseja, P. = P, - P,.
5 Representacdes dos valores da saturacdo ao longo do eixo paralelo a direcao principal do
escoamento.
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rocha, para dois instantes de tempo diferentes. O primeiro corresponde a um instante
posterior a chegada da frente da fase injetada, para o qual, no entanto, a pressdo
capilar na face de saida possui um valor maior que zero. Segundo a equagao (5.9a),
nesse caso a condicdo prescrita deve ser de fluxo de massa nulo da fase injetada
através da face de saida e, como conseqiiéncia, o valor da saturacdo deve incremen-
tar-se nessa regido devido a acumulacdo dessa fase. Em um instante dado, a
saturacdo na face de saida atingird o valor para o qual a pressdo capilar se anula

(segundo a curva da figura 5.2(c), s{**=" = s;” nesse exemplo), e a partir de entdo

devem prescrever-se as condi¢des (5.11c). E nesse instante que se produz o
breakthrough® e as duas fases comecam a fluir simultaneamente através da face de
saida. O perfil de saturagdo correspondente a esse instante de tempo estd representa-
do na figura 5.2(b). Tal perfil apresenta um gradiente pronunciado na proximidade

da face de saida, o qual é a manifestacao tipica do efeito de extremidade.
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Figura 5.2 Efeito de extremidade para um processo tipico de embebigao.

Para o caso oposto, ou seja, quando a fase injetada for a fase nao-molhante, o
processo sera uma drenagem. De acordo com a definicdo empregada, a pressdo
capilar serd nesse caso predominantemente negativa, pois ter-se-a P, > P, para a
maior parte do intervalo de saturacdo. As figuras 5.3(a) e 5.3(b) mostram dois perfis
de saturacao tipicos para um processo de drenagem, um deles prévio ao breakthrough

e outro posterior. Uma vez que nesse exemplo a saturagdo inicial é s;”, e segundo a

¢ Denominag¢do comum na literatura para a irrupgdo da fase injetada no ponto de produgao de 6leo.
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curva de pressdo capilar da figura 5.3(c) para essa saturacao a pressao capilar é nula
(ou seja s\*=? =), as condigdes (5.11c) devem ser prescritas desde o inicio da
simulacdo. Quando a fase injetada chegar na fronteira de saida produzir-se-a o
breakthrough e essa fase podera fluir para o exterior do meio poroso. Uma vez que dai
em diante o valor da saturacdo na fronteira de saida manter-se-a invariavel, o efeito
de extremidade manifestar-se-4 novamente como um gradiente pronunciado na

vizinhanca dessa fronteira, tal como mostra a figura 5.3(b).
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Figura 5.3 Efeito de extremidade para um processo tipico de drenagem.

A implementagdo das condicdes de contorno dadas pelas equacgdes (5.9a) e
(5.9b) é semelhante a implementagdo da condicdo de entrada com pressao prescrita.
Assim por exemplo, para a equacado (5.9a), o valor de pressdo P,, pode ser prescrito
substituindo as equagdes discretizadas da pressdao correspondentes aos volumes

adjacentes a fronteira de saida pela equacao

[00--010-00][PR]=P

ext

(5.10)

Na segdo anterior viu-se que quando o valor do fluxo de massa da fase injetada
deve ser prescrito, tal valor tem de ser somado ao termo independente da correspon-

dente equagao da saturacdo. Uma vez que para a condi¢cdo dada pela equacao (5.9a) o

2

fluxo prescrito é (Ar,),, = 0, isso implica que ndo é necessario realizar nenhuma

sai

modificacdo na equacao da saturagdo dos volumes contiguos a fronteira de saida.
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Para a condigdo da equagdo (5.9b) a implementagdo é semelhante. As equagdes
correspondentes aos volumes da fronteira no sistema linear da pressdao deverao ser
substituidas por uma equacao similar a equagao (5.10), na qual o termo independente

deve ser agora P

ext

+ (P:)}, ja que o valor prescrito nesse caso € o valor da pressdo da
fase injetada. Quanto a equacao da saturagdo, uma vez que agora o valor do fluxo de

massa prescrito corresponde a fase deslocada, o valor de (A1), necessario para ser

ai

incluido nessa equagdo deve ser determinado a partir de uma equacdo de conserva-

N

cdo equivalente a equacdo (5.2), obtida para os volumes na fronteira de saida.

Fazendo em tal equacdo (Ari1,),, = 0, obtém-se

sai

n (PD); - (PD)}kl

(Arirg), = — (CD);_l(SD)f A (’Ol)f ¢f AVf
' (5.11)
=D ()T (V) AS, - (pl)£_1 (Po)i (Vp)i - AS,
; (pD)f ;

Finalmente, para a situagdo expressa na equacao (5.9c), pode ser empregada
novamente a equacdo (5.10) para prescrever o valor da pressio P, . Quanto a
(Pc

condigdo para a equacdo da saturacao, o valor s*=* deve ser imposto sobre os nés na

fronteira substituindo a equacdo discretizada da saturagao por
[00--0 1 0 - 0 0][s] =s"" (5.12)

para todos os volumes contiguos a fronteira de saida. Uma vez que neste caso para
tais volumes ndo se estdo usando as equacdes de conservagao das fases, estas podem
ser usadas para determinar os dos fluxos de massa (Ari)),, e (Arp),:, cujos valores

sai sai /

ndo sdo conhecidos a priori. Somando estes valores para todos os volumes adjacentes
a fronteira de saida poder-se-4 obter o fluxo total de cada uma das fases que

abandonam o meio poroso.

§.4 Fronteiras impermeaveis

Quando ndo é especificada nenhuma condicdo de contorno para um volume de

controle adjacente a uma fronteira, esta-se assumindo que tal fronteira é impermea-
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vel. Isso pode ser comprovado facilmente examinando a equagdo (5.1), a qual é a
equacdo discretizada de conservagdo de massa de um volume adjacente a uma
fronteira de entrada. Se (Ari;),, = 0, situagdo que acontece simultaneamente para
ambas as fases quando a fronteira é impermeével, a equagao (5.1) reduz-se a equacao
de um volume interior, com contribuicdes apenas dos fluxos através das faces que o
comunicam com os volumes vizinhos. Como conseqiiéncia, ap6s a montagem dos
sistemas de equacOes para a pressdo e para a saturagdo, as equacoes para os volumes

contiguos as fronteiras impermedveis estardo prontas, sem ser necessaria nenhuma

alteracao.

§.5 Fontes e sumidouros

Quando os problemas de deslocamento sendo resolvidos correspondem a pro-
cessos de recuperacdo de petrdleo de reservatdrios, dado que as dimensdes do
dominio de solugdo sdo consideravelmente maiores que as dimensdes dos pogos de
injecao e produgdo, estes sdo representados comumente como fontes e sumidouros,
respectivamente, no modelo matemético do escoamento. Na representacao discreta
do problema pode-se fazer que nés da malha coincidam com a posicdo dos pogos e
considerar as grandezas prescritas como correspondendo a tais nés. Desta forma, por
exemplo, as condi¢des em um pogo injetor podem ser consideradas como condigdes
de contorno de entrada de fluido aplicadas apenas a um né (ou mais precisamente,
ao volume de controle que o contém). Para tanto, sao validas todas as consideracdes
feitas em secdes anteriores em relacdo a implementacdo destas condi¢des de

contorno.

O mesmo ¢é aplicavel as condi¢cdes em pogos produtores, as quais podem ser
consideradas como casos especiais de condi¢des de contorno com saida de fluidos.
Contudo, podem ser mencionadas duas diferencas importantes em relagao a situacdo
considerada na secdo 5.3. Em primeiro lugar, dado que o dominio de solugao terd as
dimensdes do reservatdrio, o tamanho caracteristico dos volumes de controle na
malha empregada devera ser significativamente maior que a dimensao caracteristica

da regido onde se produz o efeito de extremidade. Por tal razdo, na simulacao de
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reservatorios este fendmeno é desconsiderado na modelagem, sendo inclusive em
muitos casos desprezada qualquer influéncia da pressao capilar no deslocamento de

fluidos em reservatodrios de petroleo.

Além dessa caracteristica, nesses problemas geralmente é especificada a deno-
minada pressio de fundo pogo, a qual esta relacionada com o fluxo de massa de uma

fase que abandona o dominio através do pogo, mediante a relacdo seguinte [13]
(mF)w = (pF)p(/lF)pWIw(Pp - wa) ’ F=1D (513)

onde (7i1;), € o fluxo de massa que atravessa o pogo, P, € a pressdo’ no n6 onde esta
localizado o pogo e P,, é a pressdao de fundo de pogo, cujo valor deve ser conhecido.
WI, é um parametro denominado indice de pogo, o qual estd relacionado com a geo-
metria do poco. Incluindo o fluxo de massa dado pela equagao (5.13) nas equacdes de
conservacdo de massa para o volume onde se encontra um pogo produtor, chega-se a
uma equacdo de pressdo similar a de um volume normal, mas cujo coeficiente

diagonal e termo independente incluem parcelas adicionais, da seguinte forma
AI;/P = (AFI:/P)' + (/11 + ﬂ“D)p WIw (514)

EF = (EF)'+ (A, + Ap), WI, P (5.15)

P p w ™ wh

onde p é o numero de identificacdo do né coincidente com o pogo. (A]f ,) e (F))' sdo
o coeficiente diagonal e o termo independente obtidos apds a montagem do sistema
linear para a pressao. Quanto a equacao da saturacao, apenas no termo independente

da equacdo do volume onde se encontra o poco deve ser realizada a subtracdo

E = (E)' - (1), (5.16)

p

onde o fluxo de massa (71,),, deve ser calculado com a equagao (5.13) particularizada

para a fase injetada, ap6s resolver o sistema linear da pressao.

7 Uma vez que, conforme ja se mencionou, a pressao capilar é ordinariamente desconsiderada na
simulacao de reservatdrios, a pressao torna-se uma grandeza tinica, independente das fases.



CAPITULO

ALGORITMO DE SOLUCAO

6.1 Introducao

A simulacdo numérica de um processo transiente consiste em geral em um
procedimento de marcha, no qual sdo obtidas aproximagdes dos campos associados
as varidveis em uma seqiiéncia de niveis discretos de tempo. Uma vez que na
presente formulacdo o desacoplamento das varidveis foi conseguido gracas ao
emprego de diferentes aproximagdes temporais, as equagdes discretizadas resultaram
com incégnitas correspondentes a niveis de tempo diferentes. Assim, enquanto o
sistema linear resultante da montagem das equagdes da pressdo possui incognitas
relativas ao nivel de tempo t,, no sistema linear da saturacdo as incognitas

correspondem ao nivel de tempo subseqiiente, ou seja, t Esse tipo de

n+l
aproximacdes facilita o emprego de um algoritmo seqtiencial para a obtencdo da
simulacdo numeérica de processos de deslocamento transiente. Neste capitulo serdao
descritos os passos fundamentais de duas formas do algoritmo seqiiencial, uma

forma convencional e uma variante proposta para reduzir o tempo de computagao

em problemas de grande tamanho.

78
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6.2 Algoritmo seqiiencial convencional

Um bloco de solucao! do algoritmo seqtiencial convencional compreende trés
passos fundamentais, os quais encontram-se representados esquematicamente na
figura 6.1. Nestes diagramas, cada nivel de tempo é representado como um no6 sobre
a linha de tempo. As variaveis correspondentes a um dado nivel estdo representadas
na vertical que passa pelo seu respectivo né na linha do tempo. Tal representacao é
realizada apenas para fins ilustrativos e por essa razdo nao foi especificada nos

diagramas qualquer relacdo entre variaveis e fases especificas.

Na figura 6.1(a) estd representado esquematicamente o avanco no tempo do
campo de pressdo? ao nivel genérico t,, o qual é o primeiro passo do bloco de
solugdo. Dado o desacoplamento de varidveis j4 comentado, o campo de saturagdo no
nivel t, ja teve de ser determinado durante a execucdo do bloco de solugao anterior
e, portanto, nesta etapa do processo tal campo deve ser conhecido. Empregando os
valores do campo de saturacdo, além dos valores correspondentes ao nivel de tempo
t,.; dos outros campos, pode ser construido o sistema linear para a pressdo usando
as expressOes matematicas deduzidas secao 4.4. A solugdo de tal sistema linear
fornecera o campo da pressdo associado a fase deslocada no nivel t,. Se necessério, o
campo associado a fase injetada pode ser determinado simplesmente a partir da

relacao algébrica
(P), = (Bp), = (), (6.1)

obtida a partir da definicdo da pressao capilar. Uma vez que a saturagdo é conhecida

em t,, a pressao capilar também estara disponivel nesse nivel de tempo.

O segundo passo do bloco de solugdo, representado na figura 6.1(b), consiste na
avaliacdo das densidades das fases e o calculo da velocidade efetiva no nivel de

tempo t,. Uma vez que nesta etapa ja se encontram disponiveis os campos de

1 Assim serd denominado o conjunto completo de operacdes necessdrias para avancar todas as
variaveis do modelo até o préximo nivel de tempo.
2 Quando se menciona campo de pressdo e campo de saturagdo, subentende-se que se trata dos

campos associados a pressdo da fase deslocada e a saturagdo da fase injetada, respectivamente, ja que
as equacdes discretizadas foram construidas com base nestas variaveis.
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pressao para as duas fases, as suas densidades podem ser determinadas mediante
avaliacdo direta das equagdes de estado. No caso da velocidade efetiva, em vez de
calcular as componentes desta velocidade é mais prético calcular diretamente os
valores das vazdes associadas a ela, nas faces dos volumes de controle. Note-se que a
forma matricial da equacdo discretizada da saturacdo ja tinha sido expressa em

funcdo dessas vazdes, as quais podem ser calculadas facilmente em nivel de elemento

empregando a equacdo (4.35).

@) [P = [T
el
n-1 n n+1 t
-—— | 1 I >
[s]"” [s]"
(b) [P]n-l g [P]n \
Pr [o]" -
T = [ v ] ;
o nl—l l‘ll /4 n+1 .
[s]"” [s]"
(<) i [P]"
[p]" [o]" -
[]"
n-1 n n-+1 t
-—— 1 | >
\‘}
[s1" s —— (1"

Figura 6.1 Passos fundamentais de um bloco de solugao do algoritmo seqtiencial.
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O passo final do bloco de solugdo é a construgdo do sistema linear para a
saturacdo e para tanto serd necessario empregar todas as grandezas determinadas
previamente. Produto da solucdo de tal sistema linear serd obtido o campo de
saturacao, relativo a fase injetada, no nivel de tempo t,,,, conforme mostra a figura
6.1(c). Valores da saturagdao da outra fase, quando necessarios, sao facilmente obtidos

através da expressao proveniente da equagao de restricdo volumétrica
(sp)y" =1=(s)," (62)

A execugdo seqiiencial de blocos de solugdo como o descrito, partindo das
condigdes iniciais prescritas para o problema até um certo nivel de tempo final,
fornecera a evolugado transiente de todas as varidveis dependentes do problema.
Entretanto, o primeiro bloco de solucdo requer um tratamento especial por causa do
uso de diferentes aproximacdes temporais para desacoplar as varidveis. Em ¢, sdo
conhecidas a pressdo, a densidade e a saturacdo a partir das condi¢des iniciais do
problema. O seguinte passo légico seria determinar o campo de saturacdo em f,,
contudo, para isso seria requerido o campo de velocidade efetiva, o qual ndo foi
determinado ainda para esse nivel de tempo. A estratégia considerada para
determinar este campo é incluir no primeiro bloco de solucdo um nivel de tempo
auxiliar ¢, tal que At, =t —t, ~ 0, como representado esquematicamente na
tigura 6.2. Nestas condicOes sera admissivel assumir que o campo de saturagao neste
nivel é igual ao campo prescrito como condi¢do inicial e com ele serd possivel
resolver a equagao de pressdao. Uma vez obtido o campo de pressao em t,. pode ser
determinado o campo de velocidade efetiva e realizadas as restantes operacdes ja
descritas para os blocos de solucdo normais. O campo de pressdao determinado no
nivel ¢, pode ser interpretado como o campo estabelecido imediatamente depois de
iniciada a injecdo de fluido no meio poroso. Se as fases fluidas forem altamente
compressiveis, 0 campo de pressdo obtido em t;. serd muito préximo ao prescrito
como condicao inicial do problema. No extremo oposto, quando as duas fases forem
modeladas como incompressiveis, o campo de pressdao determinado em f,.

independera de qualquer condicdo inicial prescrita para este campo. De fato, nesse
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caso a equagdo de pressdo torna-se eliptica e, portanto, ndo requer nenhuma

condicado inicial.

[95]
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Figura 6.2 Bloco inicial do algoritmo.

6.3 Estratégia de aceleracao

Segundo j4 mencionado, a maior desvantagem de um algoritmo seqiiencial
como o descrito na secdo anterior é o fato da estabilidade estar condicionada ao uso
de passos de tempo restritos. Tal restricdo origina-se na aproximacdo explicita das
grandezas relativas a saturacdo nas equagdes de conservagdo de massa das fases, a
qual permitiu o desacoplamento parcial das varidveis nessas equagdes. Como
resultado foi possivel obter uma equagdo implicita para a pressdo e uma equagao
explicita para a saturagdo3. E importante destacar que a equacdo discretizada da
pressdo, por ser uma equacdo implicita, ndo possui nenhuma restricio de
estabilidade e, portanto, seria possivel em principio empregar passos de tempo
arbitrariamente grandes para esta equagdo sem que a estabilidade do algoritmo de

solugdo ficasse comprometida.

Esta caracteristica motiva o delineamento de uma variante acelerada do

algoritmo seqtiencial descrito anteriormente, no qual diferentes passos de tempo sao

3 Posteriormente esta equagao foi modificada para introduzir o tratamento semi-implicito do termo de
pressdo capilar, mas as restantes grandezas dependentes da saturacdo continuaram sendo
aproximadas explicitamente na equagdo da saturagao.
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considerados para as equacOes da saturacdo e da pressdo. A figura 6.3 mostra
esquematicamente esta variante, na qual cada passo de tempo empregado para a
equagdo da pressdo é equivalente a um certo namero de passos de tempo da equacao
da saturagdo, determinados de modo que a restricdo de estabilidade do algoritmo
seja satisfeita. Desta forma apods resolver a equacdo da pressdo e obter o campo de
velocidade efetiva em um dado nivel de tempo, é realizado um ciclo interno ao bloco
de solucdo em que a equagdo da saturagdo é resolvida um certo namero de vezes,
empregando o ultimo campo de velocidade efetiva determinado. A razdo entre os
passos de tempo da equagdo da pressio e da equagdo da saturacdo definird a
quantidade de vezes que o campo de saturacdo podera ser avancado nesse ciclo
interno antes de ser necesséria a resolucao da equagdo da pressdo para iniciar um

novo bloco de solugao do algoritmo.

(a)
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Figura 6.3 Dois passos consecutivos de avango no tempo do campo de

saturacdo, na variante acelerada do algoritmo seqtiencial.
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A estratégia de aceleracdo descrita acima permite reduzir significativamente o
tempo de computacdo necessdrio para completar a simulagdo de um processo de
deslocamento, uma vez que o volume de calculo é diminuido expressivamente“. Esta
estratégia possui algumas caracteristicas comuns com o denominado método das linhas
de corrente [42] para simulacdo de reservatérios, cuja maior vantagem sobre os
métodos numeéricos tradicionais é a notavel rapidez de computacao. Esta
caracteristica é conseguida em grande parte gracas a que as linhas de corrente, as
quais sdo construidas com base em um campo de velocidade determinado apds
resolver a equagdo da pressao, sao atualizadas um ntimero minimo de vezes durante
uma simulagdo, a fim de reduzir o tempo de computagdo. Recentemente uma
estratégia desta natureza, semelhante também a considerada neste trabalho, foi
descrita em [8] para tornar o método IMPES apto para resolver alguns problemas de

simulacdo de reservatérios cuja solucdo era invidvel anteriormente com a forma

convencional desse método.

No capitulo 8 serdo comparados os resultados obtidos empregando a estratégia
de aceleragdo com os obtidos mediante o algoritmo seqiiencial inicialmente descrito.
Poder-se-a4 comprovar que uma significativa economia de tempo de computacao é
obtida mediante tal estratégia, sem nenhuma perda significativa na qualidade da
solugdo, especialmente em problemas com fluidos incompressiveis ou quase-

incompressiveis.

4+ Entre todas as operagdes realizadas em um bloco de solugdo do algoritmo, a que exige maior tempo
de computacdo é a resolugdo do sistema linear da pressdo, pela sua natureza eliptica.



CAPITULO

ESQUEMAS DE
INTERPOLACAO ESPACIAL

7.1 Introducao

A acurécia de um método de discretizagdo espacial depende em grande medida
das fungdes de interpolacdo empregadas para aproximar valores das varidveis em
localizagoes diferentes dos nds. Conforme visto durante o processo de discretizagdo
das equagdes do modelo, no EbFVM sao necessarios valores das varidveis e de
algumas propriedades nos pontos de integracao localizados no centro das faces dos
volumes de controle. Esses valores devem ser relacionados com valores nodais
mediante esquemas de interpolacao, para ser possivel o fechamento dos sistemas de
equagdes discretizadas. Neste capitulo serdo revisados os esquemas de interpolacdo

empregados para realizar tais aproximacoes.

7.2 Interpolacao upwind para os termos advectivos

Deve ser lembrado que quando foi considerada a discretizacdo dos termos de
carater eliptico nas equagdes da pressao e da saturagdo, empregou-se uma fungao de
interpolacdo bilinear para aproximar os gradientes dessas variaveis nos pontos de
integracdo. Como ja mencionado, este tipo de interpolacdao é a melhor opcao para
aproximar esses termos, ja que dessa forma esta-se assumindo que o valor em um
ponto interior a um elemento estd influenciado por todos os valores nodais

circundantes, o qual é o comportamento esperado para uma variavel eliptica. Além

85



CAPITULO 7 ESQUEMAS DE INTERPOLACAO ESPACIAL 86

disso, esta interpolacdo possui precisao de segunda ordem [35], o qual significa que o
erro de truncamento associado a ela se reduz proporcionalmente ao quadrado do

tamanho caracteristico dos elementos, para uma malha suficientemente refinada.

De fato, do ponto de vista da precisdao do método de discretizagdo, seria extre-
mamente favoravel se todas as varidveis e propriedades nos pontos de integracao
pudessem ser aproximadas mediante interpolagdo bilinear quando o problema for
bidimensional e malhas de quadrildteros estiverem sendo usadas. Contudo, isso ndo
é possivel no modelo de deslocamento imiscivel, ja que a equagao da saturagdo é uma
equagdo predominantemente hiperbodlica que freqiientemente admite solugdes com
descontinuidades ou gradientes muito pronunciados. Como é relatado na literatura, o
uso de fungdes de interpolagdo lineares ou bilineares para aproximar os termos
advectivos neste tipo de equagdes conduz a soluc¢des ndo realisticas, com oscilagdes
espurias e valores ndo limitados [31, 33, 34, 35]. Por tal razdo, tradicionalmente nas
formula¢des numeéricas para deslocamento de fluidos em meios porosos sao
utilizados quase exclusivamente esquemas de interpolagdo tipo upwind para a
aproximacdo das grandezas dependentes da saturacao. Estes esquemas sdo os tinicos
esquemas que garantem solugdes absolutamente livres de oscilagdes e com valores
limitados a um certo intervalo. Entretanto, este tipo de interpolacdo possui precisdo
apenas de primeira ordem e introduz erros de carater dissipativo nas solucdes
numéricas [31, 34]. Infelizmente, erros deste tipo tendem a suavizar extremamente
descontinuidades e gradientes pronunciados, os quais, como ja se mencionou, sdo

comuns na solucao das equagdes do modelo de deslocamento imiscivel.

Para a aproximagdo dos termos advectivos da equacgdo da saturagdo, neste
trabalho sdao considerados esquemas de interpolacao upwind porque, se adequada-
mente definidos, estes esquemas representam apropriadamente a natureza fisica
desses termos. Se a equacdo diferencial da saturagdo for considerada como uma
equagdo nao-linear de adveccao-difusdo, o termo advectivo V- p,F,V, poderd ser
enxergado como representando o transporte da grandeza F, por uma corrente com
velocidade v,. Para tal transporte existe uma direcdo preferencial, a qual coincide

com a direcdo das linhas de corrente associadas ao campo de velocidade v,. Logo,
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uma funcao de interpolagdo upwind da grandeza F, nessa direcdo é consistente com a

fisica representada pelo termo advectivo.

Contudo, em formula¢des tradicionais baseadas em malhas estruturadas é
costumeiro o emprego de esquemas de interpolagdo upwind unidimensionais
seguindo a direcdo das linhas da malha, mesmo tratando-se de problemas de
deslocamento multidimensionais. A razdo dessa pratica provavelmente esteja
relacionada a relativa dificuldade encontrada para implementar esquemas de
interpolacdo upwind verdadeiramente multidimensionais no contexto de metodologi-
as convencionais de diferencas finitas ou volumes finitos em malhas estruturadas.
Apenas para fins de comparagdo, no contexto do EbFVM pode ser definido um
esquema equivalente, o qual serd denominado de esquema upwind unidimensional.
Para tanto sera conveniente definir o seguinte fluxo de massa associado a face de um

volume de controle?

—

(Atirg); = (pn)i ™ (V)] - AS, (7.1)

Considerando o ponto de integracao 1 em um elemento, o esquema de interpo-

lagdo upwind unidimensional pode ser definido pela expressao
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(7.2)

Expressoes similares podem ser obtidas para os outros pontos de integragao
apenas permutando ciclicamente os subindices das varidaveis. A aplicacdo deste
esquema de interpolagdo estd exemplificada na figura 7.1, a qual mostra as duas
possiveis situagdes consideradas na equagao (7.2). Como se pode observar, apenas o
sentido do fluxo de massa? é considerado para determinar o valor nodal a montante

do ponto de integragao.

A denominagdo de esquema upwind unidimensional provém do fato que apenas

sdo considerados os valores nodais na direcao perpendicular a face em questao, sem

1 Examinando a versao discretizada da equacao da saturagdo, equacao (4.29), pode-se comprovar que
este fluxo de massa é o que ‘transporta’ a grandeza F, no termo advectivo.

2 O sinal dos fluxos de massa estd de acordo com a defini¢do convencional do sentido positivo dos
vetores drea de face dada na figura 3.5(a).
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importar a direcdo real do escoamento que atravessa essa face. Como se observa na
tigura 7.1(a), a linha de corrente que passa pelo ponto de integracdo pode ter uma
direcdo muito diferente da direcdo considerada na interpolagdo e, portanto, o valor
determinado pela equagdo (7.2) é uma aproximacao pobre do valor a montante do
ponto de integracdo. O fato de desconsiderar a diregdo real do escoamento na
aproximagdo numérica dos termos advectivos é uma das principais causas do
denominado efeito de orientacio de malha. Este fendmeno se manifesta por uma
marcada preferéncia do escoamento para seguir as linhas da malha, como conse-
qliéncia de que a interpolagdo é realizada na direcdo de tais linhas, em vez de ser
realizada na direcdo das linhas de corrente. Por causa deste fendmeno numeérico
andmalo, quando se resolve um mesmo problema com malhas diferentes, existe o
potencial problema de se obter solugdes diferentes, especialmente em situagdes

adversas tais como quando a mobilidade da fase injetada é muito maior que a

mobilidade da fase deslocada.

@) (b)
Figura 7.1 Dois casos possiveis na interpolagao upwind unidimensional

para o ponto de integracdo 1 no elemento padrao.

7.3 Esquemas upwind bidimensionais

Uma das vantagens adicionais da flexibilidade conseguida pelo uso dos elemen-
tos como base geométrica dos célculos envolvidos no processo de discretizacdo ¢é a

possibilidade de implementar diversos esquemas de interpolacdo em nivel de
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elemento. Desta forma pode-se conseguir que os esquemas de interpolacao levem em
conta o carater bidimensional do escoamento sem incrementar excessivamente o grau
de complexidade na implementacdo do método. Assim por exemplo, um possivel
esquema de interpolacdo seria aquele em que fossem determinados os valores nos
pontos de intersecao das linhas de corrente que passam pelo ponto de integracdo com
o lado do elemento localizado a montante. Para tanto poderia ser considerado um
esquema de interpolagao linear dos valores nodais no lado do elemento onde estiver
tal ponto de intersecdo. Mesmo que neste esquema os valores interpolados seriam os
verdadeiros valores a montante e a interpolacdo teria precisdo de segunda ordem
[35], existiria o potencial problema de que a molécula computacional?® resultante da
montagem das contribuicdes por elemento para o termo advectivo possua coeficien-
tes negativos, os quais sdo os responsaveis das oscilagdes e os valores nao limitados

nas solu¢des numeéricas [35].

No contexto da aplicagdo do EbFVM a solucdo das equacdes de Navier-Stokes,
Schneider e Raw [38] propuseram um esquema de interpolagdo que combina duas
caracteristicas extremamente favoraveis para a simulacao do escoamento em meios
porosos: leva em conta a direcao local do escoamento nos pontos de integragao e por
construgdo é garantida a positividade da molécula computacional resultante da
discretizacdo do termo advectivo. Isto garante que as solu¢des numéricas obtidas
empregando-o resultem livres de oscilacdes esptrias e valores nao limitados. A
expressao matematica deste esquema de interpolacdo, equivalente a equagdo (7.2) do

esquema upwind unidimensional, é a seguinte

(F)in=(@1 _Al)(FI)p:l + Ay (F)isy se (Amyg), > 0;

. (7.3)
(F)is = (1 _Al)(Pl)p:4 + Ay (F)izy se (Amg), <0
onde o fator de interpolagcdo A, estd definido mediante a expressao
A, = max[min(w,,1),0] (7.4)

3 Denominar-se-4 molécula computacional ao arranjo de nés préoximos a um volume de controle, e por
extensdo ao arranjo dos coeficientes associados a esses nos, para os quais os coeficientes resultantes da
discretizacdo da equagdo diferencial para tal volume sdo nao nulos.

4 Esta expressdo e as seguintes correspondem ao ponto de integragdo 1. Expressdes equivalentes para
os outros pontos de integracdo podem ser obtidas apenas permutando ciclicamente os subindices.
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onde, por sua vez, @, é uma razdo de fluxos de massa que depende da orientagao do
fluxo que passa pela face onde o ponto de integracdo esté localizado. Também para o

ponto de integracdo 1, esta razao esta dada por

W, = Ei:ﬁ—i;j se (Arig), > 0; -
W, = EAm—E;‘l se (Am1;), <0

A figura 7.2 ilustra a interpretacdo fisica do esquema upwind definido acima,
para trés situagdes representativas correspondentes ao caso com (Ariz;), > 0. Uma
primeira caracteristica de destaque deste esquema é que, conforme expressa a
equacao (7.3), no caso mais geral, o valor interpolado em um ponto de integragao
inclui um valor nodal e um valor em um ponto de integracdo, localizados ambos a
montante do ponto em questdo. Assume-se que a corrente de fluido que atravessa
uma face e que provém de uma face a montante carrega o valor do ponto de
integracdo nesta face, enquanto que o restante fluido carrega o valor nodal adjacente.
Assim acontece no caso ilustrado na figura 7.2(b), quando a razdo de fluxos de massa
encontra-se no intervalo 0 < @, < 1 e, portanto como se observa nessa figura, a linha
de corrente divisoOria entre ambas as correntes de fluido corta a face 1. Nesse caso,
segundo a equagdo (7.4) o fator que pondera a influéncia daqueles dois valores a
montante é a propria razdo de fluxos de massa (A, = @;). O motivo pelo qual este
esquema se baseia no conhecimento dos valores dos fluxos de massa através das
faces é porque estes valores contém informacdo fundamental relativa a configuragao
do escoamento no interior dos elementos>. E conforme se discutiu anteriormente, é
esta configuracdo que o esquema de interpolagdo deve respeitar para dar origem a
uma aproximagao realistica do termo de transporte advectivo. Na literatura numérica

[31], o esquema recém descrito é denominado esquema upwind ponderado pela

massa (MWUS®).

5 De fato, com os valores dos fluxos de massa nas faces pode ser construida uma aproximagao
discreta da funcdo de corrente, com a qual é possivel esbogar a configuracao das linhas de corrente no
interior dos elementos.

6 Mass Weighted Upwind Scheme.
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A definicdo do fator de interpolacao compreende dois casos limites que estao
ilustrados nas figuras 7.2(a) e 7.2(c), respectivamente. Quando a razdo de fluxos de
massa for maior que um, o qual implica que (Ar;), > (Ani.),, todo o fluido que
atravessa a face 1 provird da face 2 e, portanto, neste caso o valor atribuido ao ponto
de integragao 1 deve ser o valor carregado por esse fluido, isto é, o valor no ponto de
integracao 2. Segundo a equacao (7.3) nesse caso ter-se-a como valor limite A, = 1. A
situacdo oposta acontece quando @, < 0, o qual significa que (Ar.), <0, ou seja o
fluido esta abandonando o sub-volume de controle também através da face 2. Nesse
caso, todo o fluido que atravessa a face 1 provira do interior do volume de controle
que contém o no6 1 e, portanto, carregard o valor nodal correspondente a este n6. Para
que esta situacdo esteja considerada no esquema de interpolagdo, a equagao (7.3)

estabelece o segundo valor limite A; = 0.

0,21 0<o, <1
2 1 2
(ariy): [ #z 1 (Ari), )
——-F_ _—

(@) (b) (©)

Figura 7.2 Trés casos tipicos na interpolacdo upwind ponderada pela massa, para

o ponto de integracao 1 no elemento padrao.

Uma dificuldade aparente do esquema de interpolagio MWUS é que a expres-
sdo matematica para um dado ponto de integracdo envolve o valor em outro ponto
de integracao. Isto implica que para determinar os valores interpolados nos quatro

pontos de integracdo de cada elemento deveria ser resolvido um sistema linear de 4
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equacOes. Na pratica é possivel evitar resolver simultaneamente tal sistema, ja que
algumas equacdes, aquelas correspondentes aos pontos de integracdo onde se
estabelecem os casos limites discutidos acima, podem ser desacopladas do resto.
Desta forma sempre é possivel determinar uma seqiiéncia de solugdo que permita
resolver cada equacdo de forma separada, evitando a solugao simultanea do sistema,

que poderia demandar maior tempo de computagao.

Quando o esquema de interpolagio MWUS é empregado para a simulacao de
processos de deslocamento bifdsico, observa-se um efeito de orientacdo de malha
contrario ao produzido pela aplicacdo do esquema upwind unidimensional, ou seja,
em vez de favorecer o escoamento na direcao paralela as linhas da malha, o esquema
MWUS privilegia o escoamento na direcao diagonal dos elementos. Resultados

mostrando este comportamento serdo mostrados na secdo 8.5.

Em realidade, os esquemas upwind unidimensional e MWUS podem ser consi-
derados como os casos limites de uma familia de esquemas de interpolacao que
compartilham a caracteristica comum de gerar moléculas computacionais com
coeficientes positivos para a discretizacdo do termo advectivo. A figura 7.3 mostra a
representacao grafica no plano o, — A; da equacdo (7.3) que define o fator de
interpolacao do esquema MWUS, junto com a reta A; = 0 que representa o fator de
interpolacdo que substituido na equacdo (7.2) reproduz o esquema upwind
unidimensional. Estas duas linhas limitam uma regido nesse plano, a qual foi

denominada regido de positividade, porque qualquer curva A,

; = A;(@,) localizada
nessa regido gera moléculas computacionais com coeficientes positivos’. Uma vez
que os esquemas que correspondem as linhas que limitam a regido de positividade
produzem efeitos de orientacdo de malha opostos, esperava-se que curvas intermedi-
arias nessa regido gerassem esquemas de interpolacdo em que o efeito de orientagdo
de malha fosse reduzido ou até anulado. De fato, conforme serd mostrado no capitulo

8, foram determinadas heuristicamente algumas relacdes funcionais A; = A,(@,)

especificas com as quais conseguiu-se tal objetivo, inclusive nas situacdes mais

7 Isto é mostrado no Apéndice B.
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adversas. Os esquemas pertencentes a esta familia serdo denominados esquemas

upwind de coeficientes positivos.

Esquema MWUS
/

N /

Regiao de positividade

0 1 /f .
/ 1

Esquema upwind unidimensional

Figura 7.3 Regiado de positividade dos esquemas de interpolacéo.

Todos os esquemas de interpolagdo examinados nesta secdo sdo aplicaveis
apenas ao termo advectivo da equagdo da saturacdo. Para o termo difusivo desta
equagdo, dada sua natureza eliptica, é possivel empregar a interpolagao bilinear. Da
mesma forma, a interpolacdo das diferentes propriedades envolvidas nos coeficientes
da equacdo da pressdo pode ser realizada também mediante as func¢des de forma
bilineares, ja que tal equacdo é uma equacao eliptica em relacdo as coordenadas
espaciais. Nas formulacdes numéricas tradicionais, usualmente as mobilidades
incluidas nos coeficientes da equagdo da pressado sao interpoladas usando esquemas
upwind. Contudo, conforme serd mostrado no capitulo 6, essa pratica s6 acentua o
efeito de orientacdo de malha. Embora as mobilidades sejam fung¢des da saturagdo, na
equagdo da pressao elas apenas formam parte dos coeficientes de uma equagao que

tem comportamento eliptico no espaco e ndo hiperbdlico como a equacdo da

saturacdo, portanto, nao é necessario empregar esquemas de interpolacdo upwind.



CAPITULO

EXEMPLOS DE APLICACAO

8.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentados diversos exemplos de aplicacdo obtidos em-
pregando a formulacdo numérica descrita em capitulos anteriores. Os exemplos
foram escolhidos de modo que diversos aspectos da formulacdo pudessem ser
avaliados. Em primeiro lugar serdo considerados problemas unidimensionais de
deslocamento bifasico imiscivel, os quais permitirdao confrontar as solugdes
numéricas com a solugdo analitica de Buckley-Leverett. Em seguida, serdo
considerados problemas bidimensionais, incluindo caracteristicas tais como
heterogeneidade do meio, pressdao capilar, compressibilidade e influéncia da
gravidade. Entre estes problemas sera considerada a simulacdo do processo de
deslocamento em um reservatério de petroéleo, na qual podera ser apreciado o grande
potencial que o uso de malhas nao-estruturadas possui para a representacdo de
dominios irregulares com falhas geologicas. Na seqliéncia serd analisado o
desempenho do algoritmo de solucdo empregado, estudando em especial a reducdo
do tempo de computacdo conseguida pelo uso da variante acelerada do algoritmo
seqiiencial, descrita na segdo 6.3. Na parte final do capitulo serd estudada a influéncia
das fungdes de interpolacao na aproximagdo dos termos advectivos da equagao da
saturagao no efeito de orientacdo de malha. Poder-se-4 comprovar que com o uso das
funcdes de interpolagdo descritas na secdo 7.3, o efeito de orientacdo de malha se

reduz expressivamente, inclusive nas situagdes mais adversas possiveis.

94
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Todos os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos mediante um
codigo implementado em um ambiente de programagao C++ [41], usando as classes
da biblioteca COILib 3.0 [17], para manipulacdo de matrizes esparsas e resolucdo de
sistemas lineares de equagdes. Para a solucdo destes sistemas foi empregado o

método GMRES? [30, 37] com precondicionamento SSOR?, estabelecendo como

tolerancia para os residuos das equagdes o valor 107 .

8.2 Problemas unidimensionais

Nesta secdo serao considerados problemas de deslocamento bifasico unidimen-
sionais com o fim de comparar resultados obtidos empregando a formulagdo
numérica proposta com a solugdo analitica. O tnico caso em que as equagdes do
modelo de deslocamento bifdsico imiscivel admitem solucdo analitica exata é aquele
em que o escoamento é unidirecional, as fases sdo incompressiveis, a pressao capilar
e a gravidade sdo desconsideradas, o meio poroso é homogéneo e a distribuicao
inicial das fases no meio é uniforme. A solugdo analitica para esse caso é conhecida

como solucdo de Buckley-Leverett [14].

8.2.1 Deslocamento unidimensional em uma amostra de rocha

Considere-se como exemplo o processo de deslocamento em uma amostra de

rocha homogénea inicialmente embebida com 6leo é na qual é injetada agua a vazao

Coberta selante

Injecao

b Producéo de
de 4gua

6leo (e dgua)

’_l\

Amostra de rocha

Figura 8.1 Deslocamento em uma amostra de rocha.

1 Generalized Minimum Residual.
2 Symmetric Succesive Over Relaxation.
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constante através de uma de suas faces, tal como mostra a figura 8.1. Se a vazao de
injecdo de agua for suficientemente alta, a influéncia da pressdo capilar sera pouco
significativa e este problema poderé ser modelado como um processo de deslocamen-
to unidimensional do tipo que admite solucéo analitica. E possivel mostrar que as
caracteristicas essenciais da solucdo analitica para este tipo de problema estdo
determinadas apenas pela curva de fluxo fracionério, a qual esta determinada por sua
vez pelas curvas de permeabilidade relativa e pela razdo de viscosidades dos fluidos.
Para os exemplos apresentados nesta secdo serdao empregadas as curvas de

permeabilidade relativa definidas por?

k,=028"

8.1
k,=08(1-35) 61)
onde § é a saturacdo normalizada, definida como
inf
N S, — 5,
§=——— 8.2
s;t— s}”f 6.2

O valor considerado para a razao de viscosidades é u,/u; = 4. As curvas de
permeabilidade relativa, além da curva de fluxo fraciondrio correspondente a essas

curvas e a essa razao de viscosidades, sao mostradas na figura 8.2.

104 1.0

—— Fase injetada
0.8 —o— Fase deslocada 0.8

0.6

04 \
0.2 \ 0.2
0.0 —A\ 00 . . X

T T
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

0.6 4

0.4

Permeabilidade relativa
Fluxo fracionario

Saturagdo normalizada Saturac¢do normalizada

(a) (b)

Figura 8.2 (a) Curvas de permeabilidade relativa e (b) curva de fluxo fracionario.

3 A forma funcional destas curvas corresponde a correlagdo de Corey. As curvas de permeabilidade
relativa estimadas em laboratério apresentam usualmente formas mais complicadas. Decidiu-se
empregar curvas simples como as de Corey apenas para simplificar sua representagdo matemdtica e
facilitar a reprodutibilidade dos resultados numéricos.
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A figura 8.3 apresenta uma comparagao entre os perfis de saturagdo correspon-
dentes a solucao de Buckley-Leverett* e os perfis obtidos com a formulagao numérica,
em trés malhas unidimensionais, de 40, 80 e 160 elementos. Os trés perfis mostrados

correspondem a trés instantes de tempo, 0,2, 0,4 e 0,6 VPI, onde VPI e 0 denominado

volume poroso injetado, definido como

t
VPl = Volume deﬂuido. injetfzdo _ J.O(Ql)entdt (8.3)
Volume poroso disponivel .[ ¢dV
v

em que (Q,),,; € avazdo injetada no meio poroso. O volume poroso injetado pode ser

interpretado como tempo adimensional em um problema de deslocamento.

1.0

Solucdo analitica
——————————— Malha de 40 elementos
——————— Malha de 80 elementos
,,,,,,,,,,,, Malha de 160 elementos

0.8

0.6 |

0.4 -

Saturacdo normalizada

B [
02 R

00 R

T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6

Coordenada axial normalizada

Figura 8.3 Perfis de saturacdo em problema de deslocamento unidimensional.

Comparagdo com a solugdo analitica para trés tempos: 0,2, 0,4 e 0,6 VPL

As solugdes numéricas apresentam o comportamento esperado, isto é, os perfis

de saturacdo se aproximam progressivamente ao perfil correspondente a solucao
analitica a medida que a malha computacional é refinada. Contudo, é possivel
observar a presenga de consideravel difusdao numérica, a qual é responsavel pela
suavizacdo da descontinuidade nos perfis, até mesmo na malha mais refinada. Este é

o preco que deve ser pago pela garantia de solugdes completamente livres de

4 A solucdo de Buckley-Leverett foi obtida seguindo o procedimento descrito em [14].
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oscilagdes e fisicamente coerentes. E possivel afirmar que neste caso a difusio
numérica é originada s6 na aproximagao da equagao da saturagdo, mais especifica-
mente na interpolacdo de primeira ordem usada nos termos advectivos, pois para as
condi¢des do problema a velocidade total é constante tanto no espaco como no
tempo, o que elimina completamente qualquer influéncia do campo de pressdao sobre

o campo de saturacao.

Duas grandezas importantes na determinacdo de curvas de permeabilidade
relativa a partir de dados coletados em um ensaio de deslocamento em uma amostra
de rocha sdo a queda de pressao a longo da amostra e o volume de 6leo produzido na
face de saida. A figura 8.4 mostra as curvas de variacdo dessas grandezas em relacao
ao volume poroso injetado, correspondentes a solugdo analitica e as simulagdes
numéricas referidas acima. A queda de pressao e o volume de 6leo produzido foram

adimensionalizados, respectivamente, empregando as relagdes seguintes

D _ (Pl)ent - (PD)sui

AD (8.4)
|:(Ql)entluDL:|
AK
VPO = (@)t (8.5)
oo

Na equacdo (8.4), L e A sdo o comprimento e a area da secdo transversal da
amostra de rocha. O denominador desta equacdo representa a queda de pressdao em
t = 0, obtida a partir da solugdo analitica. Na equacao (8.5), (Qp)., € a vazado da fase

deslocada (6leo) que atravessa a fronteira de saida.

Observando as figuras 8.3 e 8.4, pode-se notar que a proximidade entre as solu-
¢des numéricas e a solucdo analitica é maior para grandezas globais como a queda de
pressdo e o volume produzido, que para os perfis de saturagdao instantaneos. Como a
determinacdo das grandezas globais envolve operacdes de integracdo das aproxima-
coes discretas dos campos, é provavel que nessas operacdes muitos dos erros
associados a solug¢do numérica se cancelem entre si, resultando deste modo

grandezas globais com erro numérico reduzido.



CAPITULO 8 EXEMPLOS DE APLICACAO 99

1.8 4

Solucao analitica

/NS --——--—- Malha de 40 elementos 0.8 4

i N Malha de 80 elementos
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A\ PR Malha de 160 elementos
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124 j Solugdo analitica

777777777 - Malha de 40 elementos
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- Malha de 160 elementos

Queda de pressao adimensional
Volume poroso de 6leo produzido

. . . . . , 0.0 . : . : . :
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Volume poroso injetado Volume poroso injetado
(@) (b)
Figura 8.4 Curvas de (a) queda de pressdao e (b) volume de 6leo produzido, para o

problema de deslocamento unidimensional.

E interessante observar o comportamento das solu¢des numéricas em relacao a
magnitude do passo de tempo empregado. As solugdes apresentadas acima foram
obtidas empregando um passo de tempo determinado mediante o procedimento
descrito no apéndice C, o qual é relativamente conservador para o caso simples
considerado. Dado que para este problema é conhecida a solugdo analitica, a partir
dela é possivel determinar de forma exata a méxima velocidade de propagacao® para
determinar o nimero de Courant e com ele calcular o maximo passo de tempo
admissivel a partir da condicdo de Courant-Friedrichs-Lewy. Procedendo assim
foram obtidas novas simulagdes, mantendo inalterados todos os demais parametros
do problema. Os novos perfis de saturacdo obtidos sdo mostrados na figura 8.5.
Segundo pode-se observar todas as solu¢des numéricas sao quase idénticas a solucao
analitica. Estes resultados concordam com a analise de Peaceman [34], que
determinou uma expressdo matemdtica para a difusdo numérica associada a
interpolagcdo upwind, no contexto do método de diferencas finitas aplicado a um
problema de advecgdo linear. Nessa expressao a difusao numérica se anula quando o

nimero de Courant é exatamente igual a um, o que acontece quando o passo de

5 Esta velocidade corresponde a velocidade de avango da descontinuidade. A solugdo de Buckley-
Leverett prevé que esta velocidade serd constante se a vazao de injegdo também for constante.
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tempo é determinado empregando a velocidade de propagacdo exata. Infelizmente,
apenas em um caso simples como o considerado é possivel determinar um passo de
tempo 6timo que elimine a difusdo numérica. Em qualquer outra situacdo, com
geometrias ou caracteristicas fisicas mais complexas, a médxima velocidade de
propagacao sera variavel tanto no tempo quanto no espago, e apenas serd possivel
determinar estimativas grosseiras do ntimero de Courant para calcular passos de
tempo estdveis, como acontece por exemplo quando se empregam as equagdes (C.4)
ou (C.5) do apéndice C. E importante mencionar que quando passos de tempo
levemente maiores ao passo 6timo sao usados, a solugdo numérica se torna muito

instavel e perfis de saturagdao nao-fisicos com oscilagdes sao obtidos nas simulagdes.

Solugao analitica
,,,,,,,,,,, Malha de 40 elementos

1.0

fffffff Malha de 80 elementos

084 AN Malha de 160 elementos

0.6

0.4

Saturacdo normalizada
y

02 ‘ \ d

0.0 iR il K

T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Coordenada axial normalizada

Figura 8.5 Perfis de saturacdo em problema de deslocamento unidimensional.

Solugdes numéricas calculadas com passo de tempo 6timo.

Visando analisar o comportamento da formulagdo numérica quando a modela-
gem do deslocamento inclui a pressdo capilar, foram obtidas simula¢cdes com os
mesmos dados empregados no exemplo anterior, mas incluindo também a curva de

pressdo capilar adimensionalizada
P.=0,9(1-38) (8.6)

na qual é considerada a seguinte adimensionalizagao
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p. = [(Q,)P#L} (8.7)
AK

A figura 8.6 mostra os perfis de saturagdo obtidos para as mesmas malhas con-
sideradas anteriormente. Infelizmente para este caso ndo existe solucdo analitica
exata para comparacdo, contudo, como referéncia foram incluidos no grafico os perfis
da solucdo analitica sem pressdo capilar, correspondentes aos mesmos tempos dos
perfis numéricos. Analisando a figura 8.6 é possivel destacar dois aspectos
importantes. O primeiro é o efeito difusivo que a pressao capilar introduz, fazendo
com que as descontinuidades que existiam nos perfis de saturagdo na solugao sem
pressao capilar sejam suavizados significativamente. Devido também a essa acado
difusiva, o efeito de extremidade® se estende a uma certa regido na vizinhanga da
fronteira de saida. O segundo aspecto a destacar é a quase-independéncia da malha,
apenas na regido onde se produz o efeito de extremidade é possivel perceber alguma
diferenca entre as solucdes numéricas. E possivel conjeturar que a maior contribuicao
ao erro de discretizagdo nas solugdes numéricas com a formulacdo empregada é de

natureza dissipativa, o qual se manifesta conseqiientemente como difusdo numérica.

............ Solugdo analitica (sem p. c.)

e e — Malha de 40 elementos

******* Malha de 80 elementos
0.8 \ Malha de 160 elementos

0.6

0.4

Saturacdo normalizada

0.2

0.0

Coordenada axial normalizada

Figura 8.6 Perfis de saturagdo em problema de deslocamento unidimensional

incluindo pressao capilar. Tempos: 0,2, 0,4, 0,6 € 0,8 VPL

6 Comentado na se¢éo 5.3.
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Deste modo, quando a equagao diferencial de saturagdo inclui um termo de carater
difusivo de magnitude importante, a difusdo numérica é encoberta pela difusao fisica

é por isso as solugdes numéricas ndo apresentam erro de discretizagao apreciavel.

Finalmente, na figura 8.7 sdo mostradas as curvas de queda de pressdo e volu-
me de Oleo produzido correspondentes as simulagdes com pressdo capilar. Para
evidenciar a importante influéncia que a pressdo capilar pode ter sobre estas
grandezas, nos graficos sdo incluidas as curvas correspondentes & solugao analitica

sem pressdo capilar.

- Solugdo analitica (sem p. c.)
777777777 - Malha de 40 elementos
******* Malha de 80 elementos
———— Malha de 160 elementos

0.8

0.6

0.4 -

rrrrrrr Solugéo analitica (sem p. c.)
—————————— Malha de 40 elementos

24 /s Malha de 80 elementos
—— Malha de 160 elementos

Queda de pressao adimensional

Volume normalizado de 6leo produzido

. r . r . ; , 00 . r . r . r
0 1 2 3 ) 1 2 3

Volume poroso injetado Volume poroso injetado

(@) (b)
Figura 8.7 Curvas de (a) queda de pressdo e (b) volume de 6leo produzido, para o

problema de deslocamento unidimensional com pressdo capilar.

8.3 Problemas bidimensionais

8.3.1 Deslocamento em uma amostra de rocha heterogénea

Nesta secao sera considerado um problema de deslocamento em uma amostra
porosa semelhante ao considerado na secdo anterior, mas agora incluindo na
modelagem a variacdo espacial da porosidade e da permeabilidade absoluta. Embora
tal tipo de heterogeneidade induza um escoamento tridimensional no interior da
amostra, serd resolvido apenas o escoamento na secao longitudinal vertical central

como uma aproximacao bidimensional ao escoamento real nessa secao.
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Os dados fisicos relevantes do problema estao indicados na tabela 8.1. Ambas as
fases serdo consideradas incompressiveis. Além disso, serdo consideradas neste

problema as curvas de permeabilidade relativa definidas por

k,=0,245"
s (8.8)
ko =0,79(1-3)"
e uma curva de pressao capilar definida pela equagao
P. =8,0(1-§)° (8.9)

na qual a pressdo capilar estd dada em kPa.

As distribuigdes espaciais de permeabilidade absoluta e porosidade considera-
das sdo mostradas na figura 8.8. Estas distribui¢des foram obtidas por Zuluaga et al.
[48], mediante interpretacdo de imagens adquiridas por ressonancia nuclear
magnética’. Deve ser lembrado que para o calculo dos coeficientes das equacdes
discretizadas sdo requeridos valores da porosidade nos nés e da permeabilidade
absoluta nos pontos de integracdo. A opgao implementada para determinar o valor
dessas grandezas nessas localizacbes foi a de sobrepor a malha de simulacdo aos
mapas que definem as distribuicdes espaciais e para cada n6é ou ponto de integracdo é
considerado entdo o valor da célula do mapa correspondente sobre o qual o n6 ou

ponto de integracdo resulta localizado. No caso que o né ou ponto de integracdo

Tabela 8.1 Dados fisicos do problema de deslocamento em uma amostra heterogénea.

Comprimento da amostra m 0,013
Diametro da amostra m 0,06
Viscosidade da fase injetada Pa-s 0,001
Viscosidade da fase deslocada Pa-s 0,01
Limite inferior do intervalo da saturacao - 0,12
Limite superior do intervalo da saturagao - 0,83
Saturacdo inicial (uniforme) - 0,12
Vazao injetada m’/s 8,333-107

7 As imagens digitalizadas das distribui¢des de propriedades publicadas em [48] foram aproximadas
mediante os mapas de 45 x 20 células mostrados na figura 8.8 e utilizados nas simulagoes.
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Figura 8.8 Mapas que definem a distribuicdo espacial de (a) permeabilidade

absoluta e (b) porosidade, em uma se¢do longitudinal da amostra de rocha.

coincida com a linha diviséria entre duas células do mapa é considerada média

aritmética dos valores dessas células.

Em primeiro lugar foram obtidas simulacdes em malhas cartesianas uniformes
com distinto niimero de elementos, para verificar a influéncia do refinamento de
malha. A figura 8.9 apresenta os campos de saturacdo para trés tempos e quatro
malhas diferentes, sendo a mais grosseira de 22 x 10 elementos e a mais refinada de
180 x 80 elementos. Observa-se um comportamento semelhante ao ja notado no caso
unidimensional com pressao capilar, ou seja, pouco significativa variagdo da solucdo
ao refinar a malha, exceto na regiao vizinha a fronteira de saida. Conforme se pode
comprovar neste exemplo e no exemplo unidimensional, quando a influéncia da
pressdo capilar é significativa no deslocamento, solugdes numéricas bastante precisas

podem ser obtidas em malhas relativamente pouco refinadas.

As simulacdes anteriores foram repetidas desconsiderando a pressao capilar na
modelagem. Os resultados para este caso sdo apresentados na figura 8.10, na qual sdo
comparados os campos de saturacdo obtidos para cinco malhas diferentes.
Diferentemente do caso com pressao capilar, agora nas malhas mais finas podem ser
observados detalhes do escoamento que ndo conseguem ser capturados nas malhas
grosseiras. E interessante observar que a solugdo na malha mais grosseira, a de
22 x 10 elementos, é similar as solugdes que tinham sido obtidas com pressao capilar,

logo, a difusdo numérica nesta malha deve ser de uma magnitude semelhante
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Figura 8.9 Campos de saturacdo para trés tempos obtidos em malhas cartesianas de (a)

22 x 10, (b) 45 x 20, (c) 90 x 40 e (d) 180 x 80 elementos.

a difusdo fisica que a pressdo capilar produzia naquele caso. A figura 8.10 permite
evidenciar qualitativamente que a difusdo numérica é eliminada gradualmente ao
refinar a malha. Certamente a simulacdo de processos de deslocamento sem pressao
capilar, ou com influéncia minima desta grandeza, é a situacao mais desafiadora para
uma formulacdo numérica, principalmente pela presenca de descontinuidades ou
quase-descontinuidades nas solugdes. Por esta razdo, de aqui em diante serdo
considerados preferencialmente exemplos de deslocamento nos quais a influéncia da
pressdo capilar é desconsiderada, a fim da avaliar o desempenho da formulagao nas

situacOes mais adversas.

Apesar de que o tipo de malha mais apropriado para um dominio retangular

seja o cartesiano, como uma primeira tentativa de avaliar a qualidade das solugdes
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Figura 8.10 Campos de saturacdo para problema de deslocamento sem pressao capilar, obti-

dos em malhas de (a) 22 x 10, (b) 45 x 20, (c) 90 x 40, (d) 180 x 80 e (e) 270 x 120 elementos.

fornecidas pela formulacdo quando malhas irregulares sdao empregadas, o problema
anterior foi resolvido considerando malhas ndo-estruturadas de quadrildteros. Para
certificar que nas comparacdes entre solucdes em malhas cartesianas e em malhas
nao-estruturadas o grau de refinamento fosse similar, foram consideradas malhas
nao-estruturadas com aproximadamente a mesma quantidade de elementos e nods
que as malhas cartesianas anteriormente usadas. A figura 8.11(a) mostra uma das
malhas nao-estruturadas consideradas e junto a ela, na figura 8.11(b), a malha

cartesiana com grau de refinamento similar.



CAPITULO 8 EXEMPLOS DE APLICACAO 107

\ \\\\M .

(@) (b)

Figura 8.11 (a) Malha nao-estruturada de 888 elementos (949 nos) e (b) malha

cartesiana de 45 x 20 elementos (966 nds).

Nas figuras 8.12(a) e 8.12(b) sdo apresentados os campos de saturacao obtidos
nas malhas mostradas na figura 8.11. Além desses resultados, nas figuras 8.12(c) e
8.12(d) sao apresentados campos correspondentes a duas malhas mais refinadas, uma
ndo-estruturada de 8079 elementos (e 8261 nds) e uma cartesiana de 135 x 60
elementos (e 8296 nos). Para que as comparagdes entre resultados fossem pertinentes,
cuidou-se que a quantidade de nés fosse similar entre os pares de malhas compara-
das, para garantir a existéncia de um grau de refinamento equipardvel. Como se pode
observar, o grau de proximidade entre as solu¢des com mesmo grau de refinamento é
notavel. Apenas levemente maior difusdo numérica pode-se notar nas solucdes
correspondentes as malhas nao-estruturadas, entretanto, o formato e a posicdo da
frente de fluido injetado é basicamente a mesma nos dois tipos de malha. E
importante mencionar que em todos os casos foi empregado o esquema de
interpolacao upwind de coeficientes positivos descrito na secdo 7.3, para aproximar o
termo advectivo da equacdo da saturagao. Para esse esquema foi utilizada a seguinte

relacao entre o fator de interpolagdo e a razao de fluxos de massa®

A = L 8.10
1+ o ( )

1

E ilustrativo repetir a comparagao das solucdes obtidas em malhas cartesianas e

em malha nao-estruturadas, mas agora empregando o esquema de interpolacdo

8 Esta escolha sera justificada na secdo 8.5, quando for estudada a influéncia do esquema de
interpolagdo dos termos advectivos no efeito de orientagdo de malha.
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Figura 8.12 Comparagdo dos campos de saturacdo obtidos em malhas cartesianas de (a)
45 x 20 elementos e (c) 135 x 60 elementos, e em malhas nao-estruturadas de

(b) 880 elementos e (d) 8079 elementos.

upwind unidimensional® para aproximar as grandezas dependentes da saturacao nos
pontos de integracdo, tanto na equagao da pressdao quanto na equagao da saturagao.
Como se vera neste exemplo e posteriores, este enfoque, empregado na maioria das
formula¢des numéricas convencionais, introduz uma dependéncia andmala da
orientacdo das linhas da malha nas solu¢ées numéricas obtidas. Na figura 8.13 sdo
comparadas as solugdes obtidas considerando esse enfoque, nas mesmas malhas
anteriormente empregadas. Apesar de que a discrepancia entre os campos de
saturacdo ndo é excessiva, pode-se observar que nas malhas cartesianas a frente de

fluido avanca mais rapidamente na direcdo axial, enquanto que nas malhas nao-

9 Definido na sec¢éo 7.2.
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estruturadas existe maior avango na diregdo transversal. Uma vez que a interpolacdo
upwind unidimensional é realizada sempre com os nds sobre um determinado lado de
um elemento, quando a diregao local do escoamento coincide com tal lado o avango
da frente nessa direcdo é favorecido pelo esquema de interpolagdo. Assim, como na
malha cartesiana todos os elementos possuem lados alinhados com a diregao axial e o
escoamento em muitas regides do dominio também é axial, o avanco da frente nessa
direcao é maior. J4& nas malhas ndo-estruturadas existem elementos com lados
obliquos que favorecem o avanco da frente na direcao transversal. Este fendmeno

sera estudado de forma mais detalhada na secao 8.5.

0.1 VPI 0.3 VPI 0.5 VPI

g T T T g
0.02 0.04 0.12

Escala da saturagdo [N |

0.1200  0.2975 0.4750 0.6525 0.8300

Figura 8.13 Comparacdo dos campos de saturagdo obtidos com interpolagao upwind
unidimensional, em malhas cartesianas de (a) 45 x 20 elementos e (c) 135 x 60 elementos, e

em malhas ndo-estruturadas de (b) 880 elementos e (d) 8079 elementos.
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8.3.2 Deslocamento gas-6leo em uma amostra de rocha

Com o intuito de avaliar algumas caracteristicas da modelagem ndo considera-
das em exemplos anteriores, considerar-se-a agora um problema de deslocamento
gas-6leo em uma amostra, em que a fase gas ¢ modelada como uma fase compressi-
vel. Além disso, serdo especificadas condicdes de pressao prescrita tanto na face de
entrada quanto na face de saida. Isto implica que a queda de pressao ao longo da
amostra manter-se-4 com um valor fixo e, conseqiientemente, a quantidade de gas
injetada serd a grandeza que varia com o tempo. Os dados fisicos considerados para o
problema estdo resumidos na tabela 8.2. Empregou-se uma diferenca de pressao entre
a entrada e a saida de magnitude reduzida a fim de tornar o valor da componente
axial da velocidade equiparavel ao valor da componente da velocidade originada na
acdo da gravidade e dessa forma observar a influéncia desta sobre os campos de
saturagdo. Para tanto, foi considerado como dominio de solucdo o plano vertical
médio de uma amostra de rocha, no qual a permeabilidade absoluta varia de acordo
com o mapa mostrado na figura 8.14(a). A variacdo espacial da porosidade foi
desprezada e, conseqiientemente, foi usado um valor médio constante para toda a
amostra. Uma curva ficticia da variagdo da densidade em relagdo a pressao foi

considerada, a qual é mostrada na figura 8.14(b).

Tabela 8.2 Dados fisicos do problema de deslocamento gas-6leo.

Comprimento da amostra m 0,012
Didmetro da amostra m 0,04
Porosidade (uniforme) - 0,179
Viscosidade da fase injetada (gas) Pa-s 1,77 - 107
Viscosidade da fase deslocada (6leo) Pa-s 0,00135
Densidade da fase deslocada (6leo) kg /m’ 850
Limite inferior do intervalo da saturacado - 0
Limite superior do intervalo da saturagao - 0,71
Saturacgéo inicial - 0
Pressdo inicial kPa 101
Pressdo na face de entrada kPa 116
Pressdo na face de saida kPa 101
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Figura 8.14 (a) Mapa de permeabilidade absoluta e (b) curva de densidade do gas.

As curvas de permeabilidade relativa e a curva de pressao capilar utilizadas

para a simulagdo estdo definidas, respectivamente, pelas relacoes

k,=0,475%
kp=(1-38)* &40
P. = (1-§)* (8.12)

onde a pressao capilar estd dada em kPa.

Na figura 8.15 sdo mostrados alguns campos de saturacdo obtidos para trés
malhas cartesianas uniformes com distinto grau de refinamento: de 30 x 10, de 60 x 20
e de 120 x 40 elementos. Quanto a influéncia de tal refinamento nas solucdes, neste
caso nao existe significativa variagdo no formato da frente de fluido injetado ao
refinar a malha, contudo, notoriamente existe um adiantamento desta frente a
medida que a malha é refinada. Contudo, este comportamento influencia pouco
significativamente as curvas de variacdo temporal da vazdo de gas injetado e do
volume de 6leo produzido, mostradas nas figuras 8.16(a) e 8.16(b), respectivamente.
Como se pode observar, as curvas correspondentes a diferentes malhas encontram-se

muito proximas entre si.

Provavelmente a caracteristica de mais destaque neste problema seja a possibi-
lidade de observar a forma em que a gravidade pode influenciar a distribuigdo de

fases no interior da amostra. Conforme se pode notar nos campos de saturacdo da
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Figura 8.15 Comparacdo dos campos de saturacdo obtidos para deslocamento gas-6leo em

malhas cartesianas de (a) 30 x 10 elementos, (b) 60 x 20 elementos e (c) 120 x 40 elementos.

figura 8.15, existe uma tendéncia da fase de menor densidade, a fase gas, de fluir pela
parte superior do dominio, enquanto que a fase mais densa, a fase 6leo, de ficar na

parte inferior. Este fendmeno é causado pela acdo da gravidade, a qual gera uma
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Figura 8.16 Curvas de (a) vazdo de gés injetada versus tempo e (b) volume de 6leo

produzido versus tempo, para o problema de deslocamento gés-6leo.
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componente de velocidade na direcdo vertical’® que ocasiona uma migracao gradual

da fase menos densa a parte superior do dominio. Essa é a causa da inclinacao

gradual da frente, observada nos campos de saturacao.

8.3.3 Deslocamento em um reservatorio de petroleo

Até agora foram apresentados exemplos de aplicagdo com geometrias extrema-
mente simples, nos quais ndo foi possivel avaliar um dos maiores potenciais da
formulacdo numeérica desenvolvida, isto é, a flexibilidade geométrica que confere o
uso de malhas nao-estruturadas. Nesta secdo serd apresentado um exemplo de
simulacdo de um processo de recuperacdo secunddria em um reservatério de
petréleo. A malha considerada no exemplo, a qual corresponde a discretizagdo da
geometria de um reservatorio ficticio, esta representada na figura 8.17. Esta malha,
formada por 2882 elementos e 2740 nés, foi gerada em um aplicativo comercial. Um
poco injetor pelo qual injeta-se d4gua, além de dois pogos produtores por onde o 6leo

do reservatorio é recuperado, sdo considerados no dominio de solucdo, além de uma
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Figura 8.17 Malha nao-estruturada com refinamento localizado, emprega-

da para simular um processo de deslocamento em um reservatoério.

10 Veja-se a equagdo (4.27)
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falha geolégica foi considerado refinamento localizado na vizinhanca dos pocos, a
fim de resolver melhor o escoamento nessas regides, as quais sdo geralmente as de
maior interesse para andlises posteriores. A falha geoldgica foi representada no
modelo numérico mediante duas fronteiras internas impermeaveis coincidentes. Foi
assumido um meio poroso homogéneo, com propriedades uniformes em toda a
extensdo do reservatério, assim como fases dgua e 6leo incompressiveis. A pressao
capilar foi desconsiderada na simulacdo. Os valores considerados para as proprieda-
des do meio e os fluidos, assim como outras condi¢des do problema, encontram-se

detalhados na tabela 8.3.

Tabela 8.3 Dados fisicos do problema de simulagdo de reservatorio.

Porosidade - 0,15
Permeabilidade absoluta m* 4,93-10™
Viscosidade da fase injetada (dgua) Pa-s 0,001
Viscosidade da fase deslocada (6leo) Pa-s 0,01
Limite inferior do intervalo da saturacédo - 0,09
Limite superior do intervalo da saturagao - 0,76
Saturacgéo inicial - 0,09
Vazdo de dgua no pogo injetor m®/s 1,16 -107°

A evolucdo do campo de saturagdo de dgua ao longo do tempo, obtida na simu-
lagdo do processo de deslocamento do 6leo pela 4gua, pode ser observada na figura
8.18. Embora a malha empregada possua uma quantidade relativamente reduzida de
elementos, o fato de ter-se concentrado elementos de menor tamanho na vizinhancga
dos pocos permitiu obter campos com alta resolu¢do nessas regides. Uma solugdo
equivalente em uma malha com esse grau de refinamento em toda a extensdo do
dominio certamente teria demandado um tempo de computacdo expressivamente
maior, pelo fato que o nimero de nés dessa malha seria muito maior, e conseqtien-
temente, os sistemas de equagdes a serem resolvidos serem também maiores. Como
se verd na secdo seguinte, o tempo de computacdo aumenta proporcionalmente a

uma certa poténcia do ntimero de nés da malha, razdo pela qual um aumento
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importante na quantidade de nds pode acarretar um aumento inadmissivel no tempo

computacional requerido para obter uma simulacao.
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Figura 8.18 Evolucdo no tempo dos campos de saturacdo na simulagdo de reservatorio.

Usualmente gradientes de pressdo significativamente pronunciados se produ-
zem na vizinhanga dos pocos em um reservatorio. Essa caracteristica foi adequada-
mente capturada pela simulagdo, conforme se pode observar na figura 8.19, a qual
mostra o campo de pressao em um instante inicial do processo de deslocamento.
Além disso, a solugdo numérica apresenta uma descontinuidade nitidamente
resolvida coincidente com a posi¢do da falha geolégica. Isto foi possivel gracas a

estratégia de representacdo da falha mediante fronteiras internas impermedaveis
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sobrepostas. Devido a isso, a malha possuia nés praticamente coincidentes sobre a
talha, uns armazenando valores do campo de um lado da descontinuidade e outros
armazenando valores do outro lado. Como é obvio, estratégias deste tipo apenas

podem ser implementadas eficientemente com malhas nao-estruturadas.

0.01 VPI

Escala da pressao [kPa]

0 250 500 750 1000 1250 1500 231 1476 2720 3965 5210

Figura 8.19 Campo de pressao, para o tempo 0,05 VPIL.

8.4 Desempenho do algoritmo de solucao

O objetivo desta secdo é estudar o desempenho do algoritmo de solucdo, em
relagdo ao tempo de computagdo ao aumentar o nivel de refinamento da malha
computacional. Na literatura menciona-se que os algoritmos seqiienciais, e o
algoritmo IMPES em particular, tornam-se pouco competentes para simular
processos de deslocamento em malhas refinadas [8, 32], pela restricdo de estabilidade
que obriga a reduzir o passo de tempo proporcionalmente a redu¢do do tamanho
caracteristico dos elementos. Isto pode ser evidenciado observando a figura 8.20, que
mostra o tempo de computacao empregado para obter as simulagdes do processo de
deslocamento em uma amostra heterogénea, apresentadas anteriormente na figura
8.1011. Nesse caso foi empregado o algoritmo convencional descrito na se¢do 6.2, na
qual um bloco de solugdo envolve a solucdo seqiiencial do sistema linear da pressao e

do sistema linear da saturacao.

11 Os tempos de computacdo correspondem a simulagdes obtidas para o intervalo de tempo de 0 até
1,75 VPL
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Figura 8.20 Tempos de computagdo para as simula¢des do deslocamento

em uma amostra heterogénea (correspondentes as solucdes da figura 8.10).

Observando a figura 8.20, resulta evidente que o esforco computacional cresce
em forma proporcional a uma poténcia do nimero de nés da malha (aproximada-
mente proporcional ao quadrado do nimero de nds, como serd mostrado mas
adiante). Em realidade o consideravel aumento no tempo computacional ao refinar a
malha tem duas causas. Por uma parte esta a diminuigdo do passo de tempo estdvel
ja comentada, a qual obriga a determinar solu¢des numéricas em um maior ntimero
de niveis de tempo, aumentando proporcionalmente a quantidade de calculos
requeridos para simular o escoamento até um determinado nivel de tempo. Mas
também tem importante influéncia o maior esforco computacional requerido para
resolver os sistemas lineares, pelo maior nimero de incégnitas. Isto pode chegar a ser
critico no caso do sistema linear para a pressdo, uma vez que este sistema provém da
discretizacdo de uma equagdo eliptica. Assim por exemplo, para a obtencdo da
simulagdo correspondente a malha mais refinada no exemplo acima mencionado,
aproximadamente 95% do tempo de computacdo foi consumido em resolver
sucessivamente o sistema linear da pressdo e apenas 5% nas restantes operacdes.
Tendo isso em consideragdo, foi proposta na secao 6.3 uma estratégia de aceleracao
do algoritmo de solucdo, cuja motivacdo principal é a diminuicdo do ntimero de
vezes que o sistema linear da pressao deve ser resolvido ao longo de uma simulagao.

Segundo descrito anteriormente, tal estratégia consiste em resolver o sistema linear
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da saturagdo um certo nimero de vezes mantendo fixo o campo de velocidade efetiva

determinado apos resolver o sistema linear da pressao em um dado nivel de tempo.

Para avaliar a melhoria no desempenho do algoritmo de solucdo quando essa
estratégia é empregada, foram obtidas simulagdes variando a razao entre o passo de
tempo para equagdo da pressdo e o passo de tempo para equacdo da saturacao. Essa
razdo determina o ntimero de vezes que o sistema linear da saturacdo é resolvido
apos resolver o sistema linear da pressdao. Foi considerado o problema do desloca-
mento em uma amostra heterogénea descrito na segao 8.3.1, empregando uma malha
regular de 135 x 60 elementos. A figura 8.21 mostra a reducdo do tempo de
computacdo ao aumentar a razdo de passos de tempo. Nessa figura os tempos de
computacdo estdo representados como uma porcentagem do tempo de computagao
registrado empregando o algoritmo convencionall?. Segundo pode-se observar,
reducdes de tempo de computacdo expressivas podem ser obtidas empregando a
estratégia de aceleracdo. Embora este exemplo corresponda a um caso sem pressao
capilar, o comportamento da reducdo do tempo de computagdo mostrado na figura
8.21 é representativo, pois redugdes semelhantes tém sido obtidas em outros casos

incluindo pressao capilar e em malhas nao-estruturadas.

100
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Porcentagem do tempo de computacdo

0 . ; . ; . ; . ;
0 10 20 30 40

Razdo de passos de tempo

Figura 8.21 Porcentagem de redugdo do tempo de computagdo em funcao

da razao de passos de tempo, para uma malha de 135 x 60 elementos.

12 Note-se que o algoritmo convencional é recuperado quando a razdo de passos de tempo é igual a um.
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E importante determinar, mesmo que de forma qualitativa, se a reducdo na
freqtiéncia de atualizacdo do campo de velocidade efetiva acarreta uma deterioracdo
significativa das solugdes numéricas. A figura 8.22 ¢é ilustrativa a esse respeito, pois
permite comparar os campos de saturacdo correspondentes a solugdes obtidas com
diferentes valores da razdo de passos de tempo®3. Conforme se pode observar, nao
existe diferenga apreciavel entre os campos de saturacdo ao aumentar a razdo de
passos de tempo, exceto talvez para os valores mais elevados. Os campos de
saturacdo para os valores 20 e 40 mostram uma leve distor¢do na forma da frente,
bem como um maior nivel de difusdo numérica, pois alguns detalhes da solucdo
aparecem notoriamente suavizados. Contudo, a diferenca entre a solucdo de
referéncia, isto é, a solugdo com razdo de passos de tempo igual a um, e a solucao
para uma razao igual a 40 é menor que a diferenca entre as solu¢des em duas malhas
com diferente grau de refinamento. Para evidenciar isso basta comparar a figura 8.22
com a figura 8.10. Esse fato sugere que o erro numérico introduzido pela estratégia de
aceleragdo do algoritmo de solucao é menor que o erro de discretizacdo associado as

aproximagoes espaciais consideradas na formulacao.

Com base nos resultados apresentados nas figuras 8.21 e 8.22 é possivel concluir
que o melhor compromisso entre reducdo do tempo de computacado e preservagao da
qualidade da solucdo é obtido, para esse exemplo especifico, com uma razdo de
passos de tempo em torno de 15. Para tal valor, a reducao no tempo de computacao
alcanca aproximadamente 91%. Para valores maiores da razdo de passos de tempo, a
reducdo adicional no tempo de computacdo é pouco significativa, enquanto que a
diminuicdo na qualidade da solugdo torna-se mais evidente. Infelizmente, o
equilibrio entre esses dois efeitos ndo é mantido quando o mesmo valor da razdo de
passos de tempo é empregado em malhas com diferente grau de refinamento. Em
simulac¢des adicionais ndo apresentadas aqui, verificou-se que para malhas mais
refinadas a reducdo no tempo de computagdo ndo é tdo significativa, enquanto que
para malhas mais grosseiras a diminuicao na qualidade da solucao numérica é muito

mais notoria.

13 Cada conjunto de graficos na figura 8.22 corresponde a um ponto no grafico de tempos de
computagdo na figura 8.21.
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Figura 8.22 Campos de saturagdo obtidos em uma malha de 135 x 60 elementos e

valores da razdo de passos de tempo de (a) 1, (b) 5, (c) 10, (d) 15, (e) 20 e (f) 40.

Mediante experimentos numeéricos foi determinada uma forma pratica para
obter um bom desempenho independentemente do nivel de refinamento da malha.
Isso pode ser conseguido mantendo fixo o valor do passo de tempo usado para a
equagdo da pressao ao invés do valor da razao de passos de tempo. Uma nova

seqiiéncia de solu¢des em malhas com diferente grau de refinamento foi obtida
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empregando esta vez a estratégia de aceleragdo e mantendo fixo o valor do passo de
tempo da equacao da pressao em 0,01 VPI. Este valor corresponde ao valor 6timo da
razdo de passos de tempo determinado anteriormente para a solu¢do na malha de 135
x 60 elementos. Os campos de saturacao correspondentes a essa nova seqiiéncia de
solucdes sao mostrados na figura 8.23. Se esta figura for comparada com a figura 8.10,
virtualmente ndo serdo encontradas diferencas significativas entre solucdes para

malhas correspondentes. Mais notdvel ainda é a comparagdo entre os tempos de
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Figura 8.23 Campos de saturacdo obtidos com o mesmo passo de tempo de 0,01 VPI
para a equacao da pressao, em malhas de (a) 22 x 10, (b) 45 x 20, (c) 90 x 40, (d) 180 x 80
e (e) 270 x 120 elementos.
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computacdo das novas solugdes e os tempos de computagdo correspondentes as
solugdes com o algoritmo convencional. Esta comparacao é realizada na figura 8.24,
em um grafico em escala logaritmica. Embora nesta escala as diferencas nao paregam
significativas a primeira vista, para a solu¢cdo na malha mais refinada o tempo de
computacdo diminuiu de 27850 segundos para 1115 segundos, o qual significa uma

reducdo de aproximadamente 96%.

Na figura 8.24 pode-se observar que as representacdes da relacdo entre o tempo
de computacdo e a quantidade de ndés da malha, para os dois casos considerados,
correspondem aproximadamente a duas retas com diferentes inclina¢gdes no grafico
em escala logaritmica. E possivel mostrar que quando duas variaveis estdo
relacionadas mediante uma lei de poténcia o grafico da relacdo funcional em escala
logaritmica corresponde precisamente a uma reta, cuja inclinacdo corresponde ao
expoente da relacdo funcional. Para o problema de deslocamento estudado,
determinou-se que uma reta com inclinacdo 2,05:1 representa aproximadamente a
relagcdo funcional entre o tempo de computacao e o nimero de nds, para o caso em

que ndo é empregada a estratégia de aceleragdo. Logo, para esse caso o tempo de

100000
—=e— Algoritmo convencional

------ Reta com inclinac¢do 2,05 : 1
10000 . ~
—=— Algoritmo com aceleragdo

---- Reta com inclinag¢do 1,60 : 1
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Figura 8.24 Comparacdo dos tempos de computacdo correspondentes

ao algoritmo convencional e ao algoritmo com aceleragao.
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computagao seria proporcional ao nimero de néds elevado ao expoente 2,05. Ja para o
caso em que foi empregado o esquema de aceleragdo, uma reta com inclinagdo 1,60:1
representa aproximadamente a relagdo entre tempo de computacao e niimero de nds,
conforme pode ser observado na figura 8.24. Isto significa que a relacdo entre o
esforco computacional e o tamanho da malha diminuiu desde uma poténcia de
ordem 2,05 até uma poténcia de ordem 1,60, gracas ao emprego da estratégia de
aceleracdo. Em outros problemas resolvidos com condicdes de modelagem e malhas

diferentes foi observado um comportamento similar.

Mesmo que a estratégia de reducao da freqtiéncia de resolucdo do sistema linear
para a pressdo diminua significativamente o tempo de computacdo para malhas
refinadas, a solugdo desse sistema de equagdes continua sendo a operagdo que
consome maior tempo dentre todas as operagdes realizadas no algoritmo de solucdo.
Assim por exemplo, na malha mais refinada considerada no caso estudado, ainda
85% do tempo total de computagdo correspondeu a solucdo do sistema linear da
pressao. Isto indica que uma reducdo ainda mais expressiva no tempo de computagao
poderia ser obtida para malhas refinadas se um método multigrid fosse empregado na
solugdo dos sistemas lineares de equacdes. Para esse tipo de métodos o esforco
computacional aumenta em forma aproximadamente linear com o tamanho dos
sistemas de equacgdes [16]. Logo, se um método dessa natureza fosse empregado, o
expoente da relagdo entre tempo de computacdo e o numero de nés da malha

seguramente poderia ser reduzido ainda mais significativamente.

8.5 Efeito de orientacao de malha

Conforme ja explicado anteriormente, o efeito de orientacao de malha é uma das
caracteristicas mais indesejaveis das formulagdes numéricas para simulacdo de
processos de deslocamento em meios porosos. Todas essas formulacdes manifestam
em maior o menor grau este fendmeno e diversas estratégias tém sido propostas na
literatura para reduzi-lo ou eliminéa-lo [7, 45, 46]. Contudo, conforme também é
relatado na literatura, em situacdes adversas como as que surgem quando a
mobilidade da fase injetada é muito maior que a mobilidade da fase deslocada e os

campos de saturagdo apresentam fortes descontinuidades, nenhuma das estratégias
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tem sucesso na reducgdo do efeito de orientacdo de malha, especialmente quando

malhas relativamente refinadas sdo empregadas [1, 6].

O problema padrao para o estudo do efeito de orientacdo de malha é o denomi-
nado problema five-spot. Neste problema considera-se um arranjo repetitivo de pogos
injetores e produtores em um reservatério de petréleo. Neste arranjo, todo pogo
injetor encontra-se rodeado simetricamente por quatro pogos produtores e vice-versa.
Na figura 8.25 esta ilustrado esquematicamente este arranjo junto com duas malhas
comumente consideradas para estudar o efeito de orientacdo de malha. Devido a
simetria e a periodicidade do arranjo de pocos, para simular o processo de
deslocamento do 6leo pela 4gua pode-se considerar como dominio de solu¢do apenas
a porcdo quadrada correspondente a quarta parte da configuracdo five-spot. Este
dominio pode ser discretizado mediante uma malha cartesiana, a qual é denominada
comumente malha diagonal, pelo fato do escoamento entre o pogo injetor o poco
produtor estar alinhado com uma das diagonais do dominio. Também pode ser
considerado como dominio a porcao quadrada com quatro pogos nos vértices,
situada a 45° do dominio da malha diagonal. A malha cartesiana usada para

discretizar este dominio é denominada malha paralela porque o escoamento desde

. 49 . Malha diagonal
o) ) 1,
° A %
R /] %,
_ %,
Ol 5w 7 %
L
d ..

Q@ Pogos injetores

QO Pogos produtores

Figura 8.25 Arranjo de pocos five-spot e malhas cartesianas utilizadas para simular o

processo de deslocamento.
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um pogo injetor até um pogo produtor é sempre paralelo as linhas desta malha.
Idealmente as simulacdes obtidas em ambas as malhas deveriam ser idénticas na
porcdo comum, contudo freqiientemente esta situacdo estd longe de acontecer

precisamente pela influéncia do efeito de orientagdo de malha.

Nesta secado sera estudado o efeito de orientacdo de malha na formulacao de-
senvolvida, especialmente em relacdo a influéncia do esquema de interpolagao usado
para aproximar os termos advectivos na equacdo da saturagao. Para tanto sera consi-
derado o problema five-spot acima descrito, nas situacdes mais adversas possiveis.
Tais situacdes correspondem ao deslocamento denominado tipo pistio com valores
altos da razdo da mobilidade da fase injetada a mobilidade da fase deslocada. No
deslocamento tipo pistdo a descontinuidade engloba todo o intervalo da saturacao,
resultando uma configuracdo em que a frente de agua avanga deslocando o 6leo
como se fosse um pistdo. Embora ndo seja uma configuragao realistica do desloca-
mento em um reservatorio de petrdleo, varios autores tém apontado que a simulacdo

deste tipo de deslocamento é altamente sensivel ao efeito de orientacdo de malha.

Uma curva de fluxo fracionédrio que da lugar ao deslocamento tipo pistao [46] é

a curva definida pela expressao
F = §12 (8.13)
em fungdo da qual, sob certas condicdes, as curvas de permeabilidade relativa estdo

dadas pelas relagdes

k, = b
" M-(1-EFE)+F (8.14)
kp=1-k,

onde M é definida como a razao de viscosidades

M=Ho (8.15)
Hp

A maioria das simulagdes apresentadas nesta se¢do corresponde a deslocamen-
tos tipo-pistdo, com curvas de permeabilidade relativa dadas pelas equagdes (8.13) e
(8.14), as quais estdao ilustradas na figura 8.26. Uma vez que o objetivo aqui é

considerar as situacdes mais adversas possiveis, a influéncia da pressao capilar seréd
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desconsiderada no modelo de deslocamento. A fim de facilitar a comparacao das
solugdes numéricas em diferentes malhas e poder evidenciar a existéncia ou nao do
efeito de orientacdo de malha nas simulagdes, graficos de isolinhas do campo de
saturagao correspondentes a diferentes solugdes serdo superpostos e apresentados em
um mesmo gréfico. A forma de construcdo dos graficos de isolinhas superpostos que
serdo apresentados nesta secdo ¢é ilustrada esquematicamente na figura 8.27. Para
cada solucdo serdo representadas dez isolinhas, correspondentes a dez valores

igualmente espacados no intervalo de definicdo da saturagao.
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Figura 8.26 (a) Curva de fluxo fraciondrio para deslocamento tipo pistdo e

(b) curvas de permeabilidade relativa para M = 10.

Em primeiro lugar sera avaliado o efeito de orientagdo de malha associado ao
uso do esquema de interpolacdo upwind unidimensional. Como mencionado na secao
7.2, este esquema é equivalente ao usado nas metodologias convencionais de
diferencas finitas e volumes finitos. Da mesma forma que nesses métodos, moléculas
computacionais envolvendo apenas cinco nds sdo obtidas no EbFVM quando malhas
estruturadas sdo empregadas. A figura 8.28 mostra comparagdes entre isolinhas do
campo de saturacdo para quatro tempos e quatros graus de refinamento nas malhas.
Essas solucdes correspondem a um valor da razdo de viscosidades M =10. A
quantidade de elementos em cada malha foi escolhida de modo que o tamanho dos

elementos nas malhas diagonal e paralela fosse aproximadamente o mesmo, a fim de
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Figura 8.27 Esquema da construcdo dos gréficos para a comparagdo das solugdes

obtidas nas malhas diagonal e paralela.

conseguir que o erro de discretizacao tenha magnitude semelhante nas solu¢des para
ambas as malhas. Neste caso o esquema upwind unidimensional foi usado para
aproximar valores nos pontos de integracdo tanto das mobilidades para a equacao da

pressao quanto do fluxo fraciondario para o termo advectivo na equacdo da saturagao.

As solugdes nas duas malhas mais grosseiras manifestam o tipico efeito de
orientagdo de malha, isto é, a descontinuidade avanca preferencialmente naquelas
regides onde a dire¢do do escoamento coincide com a dire¢do das linhas da malha.
Isto acontece porque a interpolacdo upwind unidimensional sempre é realizada na
direcdo paralela aos lados dos elementos, os quais formam as linhas da malha. A
malha paralela possui uma linha que une os pogos injetor e produtor e por isso a
frente avanca mais rapidamente nessa direcdo e chega muito antes ao poco produtor
em relacdo a solu¢do na malha diagonal. As solu¢des numéricas mostradas na figura
8.28 confirmam um fato apontado por diversos autores [1, 6], que o efeito de
orientagdo de malha é um fendmeno que se acentua a medida que as malhas sdo
refinadas. Como se pode observar, nas simulacdes nas malhas mais refinadas a

descontinuidade desenvolve formas completamente nao-realisticas. Aparentemente,
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a difusdo numérica presente nas solu¢des em malhas grosseiras atenua parcialmente
o efeito de orientagdo de malha. A medida que a difusdo numérica é removida
mediante o refinamento das malhas, algum tipo de instabilidade do esquema
numérico se manifesta cada vez mais intensamente, dando lugar a solugdes com

formatos cada vez mais estranhos, tais como os mostrados nas figuras 8.28(c) e

8.28(d).

M=10

(a)

(b)

(c)

(d)

Solugédo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.28 Comparacao das isolinhas do campo de saturacdo em malhas diagonal (D) e para-
lela (P) de (a) 10 x 10 (D) e 14 x 14 (P), (b) 20 x 20 (D) e 28 x 28 (P), (c) 40 x 40 (D) e 56 x 56 (P) e (d)

80 x 80 (D) e 112 x 112 (P) elementos. Solugdes utilizando interpolacao upwind unidimensional.
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No final da secdo 7.2 foi mencionada a possibilidade de ndo empregar a interpo-
lagdo upwind para aproximar as mobilidades nos pontos de integracdo para os
coeficientes da equacgado da pressao, como é realizado nas formulagdes convencionais.
A conexdo desta pratica com o efeito de orientacdo de malha foi estudada, confron-
tando as solugdes obtidas dessa forma com as solucdes obtidas empregando
interpolagao bilinear na aproximagdo das mobilidades para a equagdo da pressao.
Uma comparacdo das solucdes obtidas com essas duas praticas é mostrada na figura
8.29, para malhas diagonal e paralela relativamente grosseiras. Conforme se pode
observar, a discrepancia entre as solucdes na malha diagonal e a malha paralela é
significativamente menor com a segunda pratica, ou seja, empregando interpolagdo
bilinear na equacio da pressio. E importante mencionar que nenhum efeito colateral
adverso resulta desta forma de aproximar as mobilidades na equacdo da pressao,
pois em nenhum caso foi notada a presenga de oscilagdes nos campos de saturagao e
pressao ou valores de saturagao fora do intervalo de definicao desta variavel. Por esta
razdo tal prética foi adotada como procedimento padrao para a obtengao de todos os

demais resultados apresentados neste trabalho.

M=10 0.2 VPI

(a)

(b)

Solugédo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.29 Comparacao das isolinhas do campo de saturacdo nas malhas diagonal (20 x 20
elementos) e paralela (28 x 28 elementos), empregando interpolacdo upwind unidimensional

(a) nas equacdes de pressao e saturacao e (b) apenas na equacgao da saturagao.
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O passo seguinte no estudo do efeito de orientacdo de malha serd analisar a
influéncia do tipo de interpolacdo wupwind utilizado para aproximar o fluxo
fraciondrio nos termos advectivos da equagdo da saturacdo. Conforme se viu na segao
7.3, pode-se definir uma familia de esquemas de interpolacdo upwind que geram
moléculas computacionais com coeficientes positivos e, portanto, originam solucdes
numéricas livres de oscilagdes espurias. Cada funcao de interpolacdo nesta familia é
definida por uma relacdo funcional A, = A,(w,), onde A, é o fator de interpolacao
do esquema, definido na equacao (7.3), e w, é a razao entre o fluxo de massa na face a
qual pertence o ponto de integracdo i e o fluxo de massa na face a montante. Além da
relacdo funcional do esquema MWUS, que corresponde a um dos casos limites da
tamilia de esquemas upwind de coeficientes positivos, serdo consideradas as seguintes

relacdes funcionais

A =2 (8.16)
1+ o,
2
w:
A = —1 8.17
Y1+ e} (8.17)
A, = %arctan o, (8.18)

Conforme se pode comprovar na figura 8.30, as curvas definidas pelas expres-
sOes anteriores encontram-se localizadas na regido que foi denominada regidao de

positividade, a qual esta limitada pela reta A, =0, que representa ao esquema

upwind unidimensional, e pelas retas definidas pela equacdo (7.4), as quais

caracterizam o esquema MWUS.

A figura 8.31 apresenta as solugdes obtidas empregando as relagdes funcionais
da figura 8.30 na aproximacdo dos termos advectivos da equacdo da saturacdo.
Novamente foi considerado um deslocamento com uma razdo de viscosidades
M =10 e malhas relativamente grosseiras, inicialmente. As solu¢des mostradas na
figura 8.31 permitem evidenciar quao importante é a influéncia do esquema de
interpolacdo empregado no efeito de orientacdo de malha. Enquanto que as solugdes

correspondentes ao esquema upwind unidimensional mostram a frente na malha
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1.0

0.8

0.6
—0— upwind unidimensional
—o— MWUS

0.4 -
—— A =0/(1+e)
—0— A, =2-arctan(o)/n

024 —— A =0/(lto)

0.0

Figura 8.30 Curvas A, = A,(w,) consideradas para o esquema

upwind de coeficientes positivos.

paralela adiantada em relacdo a frente na malha diagonal, nas solugdes empregando
o esquema MWUS observa-se o fendmeno contrario, ou seja, a frente na malha
diagonal adiantada em relagdo a frente na malha paralela. Isto evidencia que com o
uso deste esquema a descontinuidade avanca mais rapidamente nas regides onde a
direcdo local do escoamento coincide com alguma das diagonais dos elementos da
malha, o qual é um efeito contrario ao observado com o uso do esquema unidimensi-
onal. Contudo, é destacavel que com o esquema MWUS, embora exista um
adiantamento da frente em uma malha em relacdo a frente na outra, a discrepancia

entre as solugdes é notoriamente menor que com o esquema unidimensional.

Melhorias ainda mais significativas foram obtidas mediante o uso de curvas
A; = A/(w,) para o fator de interpolacdo, conforme mostram as figuras 8.31(c),
8.31(d) e 8.31(e), correspondentes as solugdes obtidas utilizando as curvas da figura
8.30. Aparentemente curvas com esse formato produzem uma adequada ponderacdo
da influéncia dos valores nodais sobre o valor do fluxo fracionario em um ponto de
integracdo, de acordo com a diregdo local do escoamento. Isto impede que exista uma

direcdo preferencial para o avango da frente que seja influenciada espuriamente pela

orientagdo das linhas da malha, pelo menos para malhas com nivel de refinamento
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semelhante as das malhas empregadas no exemplo. Embora o grau de concordancia

entre solu¢des nas malhas diagonal e paralela seja semelhante para as curvas

()

(b)

(c)

==

=

=

(d)

(e)

Solugéo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.31 Comparacado das isolinhas do campo de saturagdo nas malhas diagonal (20 x 20
elementos) e paralela (28 x 28 elementos). Solucdes empregando (a) interpolagdo upwind
unidimensional, (b) esquema MWUS, e o esquema upwind de coeficientes positivos com

(€) A, =0’/ (0’+1),(d) A, =2-arctan(w)/7e(e) A, = o,/ (o, +1).
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A, =2-arctan(w,) /7 e A, = o, / (»; +1) no exemplo mostrado, na maioria dos testes

realizados considerando outras curvas de fluxo fracionéario e outros valores da razdo

de viscosidades, a concordéncia foi em geral melhor com a relagdo A, = », / (w, +1).

Por esta razdo esta relacdo funcional foi usada no resto dos exemplos desta secdo e

em todos os exemplos apresentados nas segdes 8.3 e 8.4.

Nao obstante os resultados da figura poderiam sugerir que com as fungdes de
interpolacdo upwind utilizadas o problema do efeito de orientacdo de malha estaria
completamente resolvido, a situagdo ndo é tdo simples assim. Infelizmente excelentes
resultados como os da figura 8.31(e) sdo obtidos apenas em malhas relativamente
grosseiras, especialmente para o tipo de deslocamento em situacdes adversas
analisado nesta se¢do. A figura 8.32 mostra o comportamento das solucdes a medida
que as malhas sdo refinadas, para o0 mesmo caso considerado na figura 8.31(e). Nas
solugdes para as malhas de 40 x 40 elementos (diagonal) e de 56 x 56 elementos
(paralela), pode-se evidenciar uma notoéria distorcao na forma da descontinuidade,
embora nado exista um adiantamento manifesto da frente em uma malha em relacao a
frente na outra malha. J4 nas malhas mais refinadas, na figura 8.32(d) a situacdo é
quase tao desastrosa como a mostrada na figura 8.28(d), a qual tinha sido obtida com

a interpolagao upwind unidimensional.

Brand et al. [6] atribuem este comportamento a uma instabilidade intrinseca das
equagdes discretizadas do modelo de deslocamento, para situagdes adversas como a
considerada. Esta instabilidade nao seria mais que uma manifestagao da instabilidade
fisica no processo de deslocamento originada em condi¢gdes em que a mobilidade da
fase invasora é muito maior que a mobilidade da fase deslocada, situacdo que
acontece quando o valor da razdo de viscosidades M ¢é alto. Tal instabilidade fisica
favorece a formacao de fingers'* em escalas muito menores que a escala da malha
computacional. Obviamente, as solugdes numéricas ndo poderiam captar esses
fingers, mas a instabilidade fisica poderia se manifestar como fingers esptrios em

escalas da mesma ordem de grandeza que o espagamento de malha. Segundo os

14 Na literatura é dada a denominagdo de fingers viscosos as formagdes irregulares ramificadas que a
frente da fase invasora desenvolve quando seu avango se torna instavel pela maior mobilidade da fase
invasora em relacdo a fase residente no meio poroso.
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referidos autores, em malhas grosseiras esse fendmeno é amortecido pela difusdo
numérica associada aos esquemas de interpolacdo upwind de primeira ordem, mas
torna-se evidente quando a difusdo é reduzida mediante o refinamento das malhas.
Como se pode deduzir, a aparicdo de fingers esptrios é um fendmeno que ndo tem
conexdo apenas com o efeito de orientagao de malha, requerendo em conseqiiéncia

um enfoque diferente para ser eliminado das solu¢des numéricas.

M=10

()

(b)

(c)

(d)

Solugéo na malha diagonal
Solugdo na malha paralela

Figura 8.32 Comparagao das isolinhas do campo de saturacdo em malhas diagonal (D) e
paralela (P) de (a) 10 x 10 (D) e 14 x 14 (P), (b) 20 x 20 (D) e 28 x 28 (P), (c) 40 x 40 (D) e
56 x 56 (P) e (d) 80 x 80 (D) e 112 x 112 (P) elementos. Solucdes utilizando esquema

upwind de coeficientes positivos com A, = w, / (o, +1).
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Todas as solucdes numéricas apresentadas até agora nesta secao foram obtidas
utilizando a forma convencional do algoritmo seqiiencial, na qual a equacdo da
pressdo é resolvida sempre ap0ds resolver a equacdo da saturacdo para atualizar o
campo de velocidade total. Como a pressdo capilar ndo esta sendo considerada, essa
forma do algoritmo é equivalente ao algoritmo IMPES. Uma forma prética para
eliminar a instabilidade numérica que origina os fingers esptrios nas solu¢cdes em
malhas mais refinadas, foi determinada reduzindo a freqiiéncia de atualizagdo do
campo de velocidade total, no algoritmo de solucdo seqtiencial. Esta estratégia ja
tinha sido considerada e analisada em conexdo com a melhoria do desempenho deste
algoritmo de solucdo na secdo 8.4. Apds numerosos testes foi determinado um valor
6timo para a atualizacao do campo de velocidade total a cada 0.04 VP, o qual elimina
totalmente as instabilidades numéricas e permite obter solucdes quase sem nenhum
efeito de orientagcdo de malha. Esse valor é independente do nivel de refinamento da
malha e de sua orientagdo, e tem dado 6timos resultados também para diferentes

valores da razao de viscosidades.

A figura 8.33 mostra os resultados obtidos para o mesmo caso e as mesmas
malhas consideradas anteriormente, empregando agora a estratégia delineada acima
e utilizando o valor 6timo para a freqiiéncia de atualizacdo do campo de velocidade
total. E notével a concordancia entre as solucdes para todos os niveis de refinamento
das malhas. Além disso, observa-se o comportamento esperado em qualquer
simulagdo numérica quando a malha é refinada, isto é, a convergéncia a uma mesma
solucdo independente da malha. E evidente que o formato e a posicdo da frente sdo
praticamente os mesmos em todas as malhas, ao refina-las apenas a difusao numérica
é eliminada, obtendo-se cada vez melhores aproximacdes numéricas da descontinui-
dade. No entanto, comparando a figura 8.33(b) com a figura 8.32(b) nota-se que na
nova solugdo existe um leve retardo no tempo de chegada da frente ao poco
produtor, em relacdo as solucdes obtidas anteriormente com o algoritmo de solucdo
convencional. E possivel que a estratégia de estabilizacio considerada no algoritmo
de solucdo introduza um certo erro numérico que causa o atraso da frente. Ao final,
ao reduzir a freqiiéncia de atualizacao da velocidade total estid-se resolvendo mais

pobremente uma nao-linearidade da equagdo da saturacao: a dependéncia do campo
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de velocidade total em relacdo ao campo de saturacado. Seria desejavel possuir uma
solucdo de referéncia para avaliar em forma precisa a influéncia real desse erro, mas
infelizmente ndo foi encontrada na literatura nenhuma solugdo analitica para este
problema, tampouco uma solugdo numérica confidvel. Apenas o que pode afirmar-se
categoricamente é que foram determinadas uma funcdo de interpolacdo e uma

estratégia de estabilizacdo com as quais foram obtidas solugdes praticamente livres

M=10

(b)

(c)

(d)

Solugéo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.33 Comparacdo das isolinhas do campo de saturacdo em malhas diagonal (D) e pa-
ralela (P) de (a) 10 x 10 (D) e 14 x 14 (P), (b) 20 x 20 (D) e 28 x 28 (P), (c) 40 x 40 (D) e 56 x 56 (P) e
(d) 80 x 80 (D) e 112 x 112 (P) elementos. Solucdes utilizando esquema upwind de coeficientes

positivoscom A, = w, / (@, +1) e atualizacdo do campo de velocidade total a cada 0,04 VPL.
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do efeito de orientagdo de malha para o problema five-spot, em malhas com qualquer

nivel de refinamento.

Visando determinar se os procedimentos empregados para eliminar o efeito de
orientagdo de malha produzem resultados 6timos também em outras condicdes,
foram obtidas solugdes para diferentes valores da razdo de viscosidades e diferentes
curvas de fluxo fracionario. Assim, a figura 8.34 permite evidenciar a evolugdo do
formato das frentes de fluido ao variar a razdo de viscosidades M entre 0,01 e 100.
Todas as solugdes foram obtidas nas malhas mais refinadas consideradas até agora,
de 80 x 80 elementos (diagonal) e 112 x 112 elementos (paralela), e considerando os
mesmos parametros numéricos empregados para obter as solucdes anteriormente
apresentadas na figura 8.33. Como se pode apreciar, nenhum efeito de orientacdo de
malha aprecidvel é evidente nessas solugdes. Por outra parte, a variacdo da geometria
da frente ao aumentar a razdo de viscosidades é fisicamente coerente, notando-se
uma tendéncia progressivamente maior da fase injetada abrir-se caminho através da
fase residente, ao invés de desloca-la, e chegar mais prematuramente no pogo

produtor.

Os ultimos resultados mostram um excelente desempenho em malhas cartesia-
nas das estratégias numéricas empregadas para reducdo do efeito de orientagdo de
malha. Com o intuito de verificar se estas estratégias conduzem a resultados
semelhantes empregando malhas irregulares, alguns dos testes anteriores foram
repetidos com este tipo de malhas. Para tanto foram consideradas malhas nao-
estruturadas com um ntmero de nds aproximadamente igual as das malhas
cartesianas utilizadas nos exemplos anteriores, a fim de alcancar um grau de
refinamento semelhante. A figura 8.35 mostra duas das malhas empregadas, as quais
possuem aproximadamente o mesmo grau de refinamento que as malhas diagonal de
20 x 20 elementos e paralela de 28 x 28 elementos. Na figura 8.36(a) sdo comparadas
as solucdes obtidas nessas malhas, empregando um procedimento de superposicao
das isolinhas do campo de saturacdo semelhante ao utilizado anteriormente com as
malhas cartesianas. Para obter essas simulacdes foram empregados exatamente os
mesmos dados e pardmetros que tinham sido empregados nas solugdes numéricas

mostradas na figura 8.33. De fato, pode-se comprovar um alto grau de semelhanca
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Figura 8.34 Comparacado das isolinhas do campo de saturagdo nas malhas diagonal (80 x 80
elementos) e paralela (112 x 112 elementos) para (a) M = 0,01, (b) M =0,1, (c) M =1,
(d) M =10 e (¢) M =100. Solugdes utilizando esquema upwind de coeficientes positivos

com A, = w, /(w, +1) e passo de tempo para a equacao da pressao de 0,04 VPL

entre as isolinhas da figura 8.36(a) com as da figura 8.33(b), o qual é 16gico ja que as

malhas para essas dois solugdes possuem um nivel de refinamento semelhante. Isto
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(@)

Figura 8.35 Malhas ndo-estruturadas de (a) 440 elementos (481 nds) e
(b) 790 elementos (843 nos).

mostra que a pesar da diferente topologia das malhas consideradas, a formulagao
numeérica produziu resultados andlogos praticamente sem tragos do efeito de
orientagdo de malha. A figura 8.36(b) mostra as solugdes obtidas usando outro par de

malhas nao-estruturadas mais refinadas. Tais malhas tém aproximadamente

(b)

Solugéo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.36 Comparacdo das isolinhas do campo de saturacdo em malhas ndo-

estruturadas de (a) 440 e 790 elementos e de (b) 1590 e 3148 elementos.
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o mesmo nivel de refinamento que as malhas cartesianas de 40 x 40 e 56 x 56
elementos, portanto, os resultados sdo comparaveis aos da figura 8.33(c). Novamente
a concordancia é excelente entre as solu¢cdes em malhas cartesianas e nao estrutura-
das. Além de leves distor¢cdes na forma da frente, atribuiveis a irregularidade das

malhas ndo-estruturadas, nenhuma outra diferenca significativa é evidente nas

solucdes nessas malhas em relacdo as solucdes em malhas cartesianas.

Considerando novamente malhas cartesianas, foram obtidas também soluc¢des
empregando curvas de fluxo fraciondrio e permeabilidades relativas diferentes. A
tigura 8.37 apresenta as solucdes obtidas para o deslocamento tipo pistdo correspon-
dente a curva de fluxo fraciondrio dada por F, =s, e a razdo de viscosidades
M =10. Foram consideradas apenas duas malhas, as mais grosseiras e as mais
refinadas empregadas em exemplos anteriores. Embora neste caso a descontinuidade
esteja mais difundida que no caso para F, = s;, as isolinhas do campo de saturacdo
nas duas malhas sdo extremamente préximas, exceto talvez na vizinhanca do pogo

produtor, nas solucdes correspondentes as malhas mais grosseiras. Mais que uma

0.2 VPI 0.4 VPI 0.6 VPI 0.8 VPI
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Solugéo na malha diagonal
Solugéo na malha paralela

Figura 8.37 Comparacdo das isolinhas do campo de saturacdo em deslocamento
tipo pistdlo com F, =s, e M =10, em malhas diagonal (D) e paralela (P) de
(@) 10x10 (D) e 14 x 14 (P) e (b) 80 x 80 (D) e 112 x 112 (P) elementos.
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manifestacdo do efeito de orientagdo de malha, essa discrepancia parece ser uma
manifestacdo da incapacidade da malha diagonal, por ser muito grosseira, de

representar acuradamente a solucdo na regido vizinha ao pogo produtor.

Finalmente, na figura 8.36 é realizada a comparacdo das isolinhas do campo de
saturagdo para um deslocamento determinado pelas curvas de permeabilidade
relativa definidas na equacdo (8.1) e a razdo de viscosidades M = 10. Neste caso o
deslocamento ndo um deslocamento tipo pistdo, sendo que a saturagdo varia
suavemente na regido detrds da frente avancando na direcdo do poco produtor.
Como se pode evidenciar na figura 8.36, as isolinhas de saturacdo sdo virtualmente
indistinguiveis, tanto entre as solugdes nas malhas grosseiras quanto nas malhas
finas. Similares resultados foram obtidos com deslocamentos correspondentes a

outras curvas de permeabilidade relativa e outros valores da razao de viscosidades.
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Figura 8.38 Comparacdo das isolinhas do campo de saturacdo em deslocamento
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Solugéo na malha diagonal
Solugdo na malha paralela

tipo pistdao com k, = 0,2s"°, k,, =0,8(1-s)’ e M =10, em malhas diagonal (D)
e paralela (P) de (a) 10 x 10 (D) e 14 x 14 (P) e (b) 80 x 80 (D) e 112 x 112 (P) elementos.



CAPITULO

CONCLUSAO

9.1 Sumario

A presente dissertagdo apresentou uma formulagdo numérica desenvolvida
para simular processos de deslocamento bifasico imiscivel, aplicando uma metodo-
logia de volumes finitos baseada em elementos. Para o desenvolvimento da
formulacdo foram consideradas as equagdes diferenciais que descrevem, no nivel
macroscopico, o deslocamento de fluidos imisciveis em um meio poroso consolidado,
heterogéneo e isotropico, incluindo a influéncia da pressao capilar, da compressibili-

dade dos fluidos e da gravidade.

Uma vez que as principais diferencas entre o método de volumes finitos basea-
do em elementos e o método de volumes finitos convencional estdo relacionadas a
questdes geométricas, inicialmente foram estabelecidas bases sisteméticas para a
representacdo das entidades geométricas consideradas na formulacdo numérica.
Como base para a discretizagdo dos dominios de solugao foram consideradas malhas
nao-estruturadas de elementos quadrilateros. O processo de discretizacdo das
equagdes diferenciais do modelo foi realizado seguindo a filosofia do método
convencional de volumes finitos, isto é, a construcdo de equacdes discretizadas
satisfazendo a conservacdo das grandezas fisicas em nivel de volumes de controle.

Para lidar com a complexidade decorrente do uso de malhas nao-estruturadas, os

termos das equagdes discretizadas foram escritos de forma que pudessem ser

142
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calculados em nivel de elementos, sem ser requerida para tanto nenhuma considera-
¢ao em relacdo a conectividade da malha. Neste enfoque, a forma final das equagdes
discretizadas é com um processo de montagem, no qual todas as contribui¢des
calculadas elemento por elemento sdo somadas para definir a matriz de coeficientes e

o vetor de termos independentes do conjunto completo de equagdes.

As equacoes discretizadas foram adaptadas para o emprego de um algoritmo
de solucdo seqiiencial, no qual devem ser resolvidos sucessivamente sistemas
lineares de equagdes para as duas varidveis primdrias do modelo matemaético, a
pressdo e para saturacdo. Para tanto, consideraram-se esquemas de discretizacao
temporal diferentes a fim de desacoplar parcialmente os campos de pressao e
saturacdo nas equacdes discretizadas, dando-se origem a uma equacao implicita para
a pressdo e uma equagao parcialmente explicita para a saturacdo. Para a discretizagao
da equagdo da saturagdo foi preferida a forma de Buckley-Leverett dessa equacdo, na
qual a velocidade total aparece como nexo de acoplamento com a equagdo da
pressdo. Em relagdo ao algoritmo de solucdo seqtiencial, foi proposta uma estratégia
de aceleracdo, a fim de reduzir o tempo de computagdo necessario para obter
simulacdes de processos de deslocamento em situagdes préticas. Tal estratégia
consiste na utilizacdo de escalas de tempo maiores para o avanco do campo de
pressdo que para o avanco do campo de saturagdo, com o objetivo de diminuir o
nuimero total de vezes que o sistema linear da pressao deve ser resolvido ao longo de

uma simulacao.

O fato de que a maioria das contribui¢des para as equacdes discretizadas é de-
terminada em nivel de elementos torna bastante simples o uso de esquemas de
interpolagdo bidimensionais em cada elemento. Assim, para a aproximagao dos
termos advectivos da equacdo da saturacdo foram considerados esquemas de
interpolacdo upwind de carater bidimensional, os quais levam em conta a diregdo
local do escoamento nos pontos de integracdo. Foi definida uma familia de esquemas
que compartilham essa caracteristica, além de manter a positividade dos coeficientes
provenientes da discretizacdo dos termos advectivos. Mostrou-se com numerosos
exemplos que o uso deste tipo de esquemas de interpolacao reduz significativamente

o efeito de orientacdo de malha.
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9.2 Conclusoes

A formulagdo numérica desenvolvida tem se mostrado eficiente em todos os
aspectos que foram estabelecidos como objetivos do presente trabalho. Os variados
exemplos apresentados, aplicando a formulacdo a simulacdo de processos de
deslocamento em diversas situagdes fisicas, evidenciam sua aptidao para resolver
problemas préticos nas duas areas de aplicacdo inicialmente previstas, isto é, a
simulacdo de deslocamentos em amostras porosas e a simulacdo de processos de

recuperacado secundéria de reservatérios de petréleo.

Evidentemente a area onde as vantagens da formulacdo apresentada poderao
ser mais plenamente aproveitadas é na simulagdo de reservatérios, uma vez que
geometrias complexas com detalhes intrincados como os que apresentam os
reservatorios reais, podem ser representadas de forma precisa mediante malhas ndo-
estruturadas com refinamento localizado. Além disso, o desenvolvimento de uma
metodologia numérica para simulacdo de reservatorios essencialmente sem efeito de
orientacdo de malha, inclusive nas situagdes mais adversas, era um objetivo
longamente almejado pelos pesquisadores da darea, conforme testemunham as
numerosas publicacdes existentes na literatura. Como demonstram os resultados
apresentados neste trabalho, as técnicas numéricas consideradas na formulacdo para
lidar com o efeito de orientacdo de malha estdo no caminho certo para eliminar
completamente esta anomalia das simulacdes de processos de deslocamento em
meios porosos. Como é 6bvio, essas técnicas devem ser estendidas e /ou adaptadas
para serem aplicaveis a situacdes mais gerais, envolvendo possivelmente geometrias

tridimensionais e algoritmos de solucado totalmente implicitos, por exemplo.

Embora apenas tenha sido possivel validar os resultados obtidos para proble-
mas unidimensionais, na maioria dos restantes casos foram obtidas solucdes
numéricas em malhas com distinto nivel de refinamento, a fim de verificar a
convergéncia a solucdes independentes da malha. Mediante esse tipo de estudos foi
possivel evidenciar que em malhas grosseiras o nivel de difusdo numérica nos
campos de saturagdo pode ser bastante pronunciado. Isso pode ser explicado pelo

fato de que, embora os esquemas de interpolacao upwind considerados neste trabalho
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sejam mais consistentes com o carater bidimensional do escoamento, eles mantém a

precisdo de primeira ordem dos esquemas upwind unidimensionais.

Quanto as técnicas empregadas para acelerar o algoritmo de solucdo seqiiencial,
elas tém mostrado desempenho satisfatério. A necessidade de uma formulagao
numérica capaz de fornecer simulacdes em tempos de computacdo razodveis
motivou a consideragao de tais técnicas, uma vez que se comprovou que o algoritmo
sequencial torna-se muito ineficiente quando o nivel de refinamento da malha
aumenta. Gragas as duas estratégias consideradas, a de avaliar em forma explicita o
termo de pressdo capilar na equacdo da saturagdo e a de considerar passos de tempo
maiores para a equacdo da pressao, foi conseguida uma economia de tempo de
computacao considerdvel em relacdo ao tradicional algoritmo IMPES. No entanto, o
desempenho do algoritmo de solucdo poderia ser ainda melhorado se os sistemas
lineares de equagdes fossem resolvidos empregando um método multigrid, para o
qual o esfor¢o computacional aumenta de forma aproximadamente linear com o

tamanho do sistema de equacdes.

Os bons resultados obtidos com a formulacdo numérica desenvolvida devem
motivar a realizacdo de pesquisas adicionais visando a extensdo da formulagdo a
problemas mais gerais. Assim por exemplo, a extensao natural da formulagao seria a
consideracdo de geometrias tridimensionais empregando malhas de elementos
tetraédricos e/ou hexaédricos. Para abranger um conjunto maior de problemas, seria
possivel considerar uma formulacdo matemdtica mais geral para a descricio do
deslocamento, baseada por exemplo no modelo black-oil que é o modelo padrao para
a simulacdo de reservatérios. Finalmente, para conferir maior robustez ao processo
de resolucdo das equagdes discretizadas seria desejavel o emprego de um algoritmo
totalmente implicito, junto com técnicas multigrid para a resolucdo do sistema de
equagdes resultante. Certamente apds ser desenvolvida uma formulagao incluindo
todas essas caracteristicas, ela sera superior em quase todos os aspectos as formula-
¢des numéricas atualmente empregadas na simulacdo de reservatérios de petroleo.
Nessa perspectiva, o presente trabalho deve ser visto como o primeiro passo no
longo caminho de pesquisa objetivando o desenvolvimento de uma formula¢do com

esse nivel de generalidade, precisao e robustez.



[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BAJOR, O; CORMACK, D. E. A new method for characterizing the grid
orientation phenomenon. Paper SPE 19353. (1989).

BALIGA, B. R.; PATANKAR, S.V. A control-volume finite-element method
for two-dimensional fluid flow and heat transfer. Numerical Heat Transfer. Vol.

6, pp. 245-261. (1983).

BALIGA, B. R.; PATANKAR, S.V. A new finite-element formulation for
convection-diffusion problems. Numerical Heat Transfer. Vol. 3, pp. 393-409.
(1980).

BATYCKY, J. P, MCCAFFERY, F. G,; N HODGINS, P. K.; FISHER, D. B.
Interpreting relative permeability and wettability from unsteady-state dis-

placement measurements. SPE Journal. Vol. June 1981, pp. 296-308. (1981).

BEDRIKOVETSKY, P.; RODRIGUES J. R. P.; BRITTO, P. R. F. Analytical model
for the waterflood honouring capillary pressure (with applications to labora-
tory studies). Paper SPE 36130. SPE Latin America / Caribbean Petroleum Engineer-
ing Conference, 23-26 April, Port-of-Spain, Trinidad. (1996).

BRAND, C. W.; HEINEMANN, J. E; AZIZ, K. The grid orientation effect in
reservoir simulation. Paper SPE 21228. SPE Symposium on Reservoir Simulation,

17-20 February, Anaheim, USA. (1991).

146



[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 147

CHEN, W. H.; DURLOFSKY, L. J.; ENQUIST, B.; OSHER, S. Minimization of
grid orientation effect through use of higher-order finite difference methods.

SPE Applied Technology Series. Vol. July 1991, pp. 43-52. (1991).

CHEN, Z.; HUAN, G.; LI, B. An improved IMPES method for two-phase flow
in porous media. Transport in Porous Media. Vol. 54, pp. 361-376. (2004).

COATS, K. H. IMPES stability: The CFL limit. Paper SPE 66345. SPE Reservoir
Simulation Symposium, 11-14 February, Houston, USA. (2001).

COATS, K. H. IMPES stability: The stable step. Paper SPE 69225. SPE Reservoir
Simulation Symposium, 11-14 February, Houston, USA. (2001).

CORDAZZO, J.; MALISKA, C. R;; SILVA, A. F. C; HURTADO, F. S. V. The
negative transmissibility issue when using CVFEM in petroleum reservoir
simulation - 1. Theory. Proceedings of 10" Brazilian Congress of Thermal Sciences

and Engineering, 30 Nov. - 3 Dec., Rio de Janeiro, Brazil. (2004).

CORDAZZO, J.; MALISKA, C. R; SILVA, A. F. C; HURTADO, F. S. V. The
negative transmissibility issue when using CVFEM in petroleum reservoir
simulation - 2. Results. Proceedings of 10" Brazilian Congress of Thermal Sciences

and Engineering, 30 Nov. - 3 Dec., Rio de Janeiro, Brazil. (2004).

CUNHA, A. R. Uma metodologia para simulacdao numérica tridimensional de
reservatodrios de petroleo utilizando modelo black-oil e formulacao em fragoes
massicas. Dissertagdo de mestrado, Departamento de Engenharia Mecénica,

Universidade Federal de Santa Catarina, Floriandpolis, Brasil. (1996).

DULLIEN, F. A. L. Porous media. Fluid transport and pore structure.
Academic Press. (1979).

EDWARDS, M. G. Unstructured, control-volume distributed, full-tensor,
finite-volume schemes with flow based grids. Computational Geosciences. Vol. 6,

pp. 433-452. (2002).

ELIAS, S. R. Enhancements to additive correction multigrid. M.Sc. Thesis,
University of Waterloo, Canada. (1993).



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 148

ENGINEERING SIMULATION & SCIENTIFIC SOFTWARE. COILib 3.0.

Biblioteca C++ de médulos cientificos e de engenharia. www.esss.com.br.

FERZIGER, ]J. H,; PERIC, M. Computational methods for fluid dynamics.
Second edition. Springer-Verlag. (1999).

FORSYTH, P. A. A control-volume, finite element method for local mesh
refinement in thermal reservoir simulation. SPE Reservoir Engineering. Vol.

November 1990, pp. 561-566. (1990).

FUNG, L. S; BUCHANAN, W. L; SHARMA, R. Hybrid-CVFEM method for
flexible grid reservoir simulation. SPE Reservoir Engineering. Vol. August 1994,

pp- 188-194. (1994).

FUNG, L. S.; HIEBERT, A. D.; NGHIEM L. Reservoir simulation with a
control-volume finite-element method. SPE Reservoir Engineering. Vol. August

1992, pp. 349-357. (1992).

GOTTARDI, G.; DALL'OLIO, D. A control-volume finite-element model for
simulating oil-water reservoirs. Journal of Petroleum Science and Engineering. Vol.

8, pp. 29-41. (1992).

HEAVISIDE, ].; BLACK, C. J; BERRY, J. F. Fundamentals of relative perme-
ability: experimental and theoretical considerations. Paper SPE 12173. SPE
Annual Technical Conference and Exhibition, 5-8 October, San Francisco, USA.

(1983).

HIRSCH, C. Numerical computation of internal and external flows. Volume 1:

Fundamentals of numerical discretization. John Wiley & Sons. (1988).

HUBER, R.; HELMIG, R. Node-centered finite volume for the numerical
simulation of multiphase flow in heterogeneous media. Computational Geo-

sciences. Vol. 4, pp. 141-164. (2000).

JUANES, R. Displacement theory and multiscale numerical modeling of
three-phase flow in porous media. Ph.D. Thesis. University of California, Ber-

keley. (2003).



[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 149

KAVIANY, M. Principles of heat transfer in porous media. Second edition.
Springer-Verlag. (1995).

KREYSZIG, E. Advanced engineering mathematics. Seventh edition. John
Wiley & Sons, Inc. (1993).

KULKARNI, R.; WATSON, T.; NORDTVEDT, J. E.; SYLTE, A. Two-phase flow
in porous media: Property identification and model validation. AIChE Journal.

Vol. 44, pp. 2337-2350. (1998).

LUCIANETTI, R. M. Métodos de Krylov-Newton aplicados a simulagao
numérica de reservatdrios de petréleo. Dissertacdo de mestrado, Departamento

de Engenharia Mecéanica, Universidade Federal de Santa Catarina, Florian6po-

lis, Brasil. (2000).

MALISKA, C. R. Transferéncia de calor e mecanica dos fluidos computacional.
Segunda edicdo. Livros Técnicos e Cientificos Editora S. A., Rio de Janeiro.

(2004).

MATTAX, C. C,; DALTON, R. L. Reservoir simulation. SPE Monograph Series,
Vol. 13. Society of Petroleum Engineers. (1990).

PATANKAR, S. V. Numerical and heat transfer and fluid flow. Hemisphere
Publishing Corporation. (1980).

PEACEMAN, D. W. Fundamentals of numerical reservoir simulation. Elsevier
Scientific Publishing Company. (1977).

RAW, M. A new control-volume based finite element procedure for the
numerical solution of the fluid flow and scalar transport equations. Ph.D.

Thesis, University of Waterloo, Canada. (1985).

ROZON, B. ]. A generalized finite volume discretization method for reservoir
simulation. Paper SPE 18414. SPE Symposium on Reservoir Simulation, 6-8 Febru-
ary, Houston, USA. (1989).

SAAD, Y. Iterative methods for sparse linear systems. PWS Publishing. (1996).



[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 150

SCHNEIDER, G. E; RAW, M. ]J. A skewed, positive influence coefficient
upwinding procedure for control-volume-based finite-element convection-

diffusion computation. Numerical Heat Transfer. Vol. 9, pp. 1-26. (1986).

SONIER, F.; EYMARD, R. Mathematical and numerical properties of control
volume finite-element scheme for reservoir simulation. SPE Reservoir Engineer-

ing. Vol. November 1993, pp. 283-289. (1993).

SPILLETTE, A. G.; HILLESTAD, J. G.; STONE, H. L. A high stability sequential
solution approach to reservoir simulation. Paper SPE 4542. Fall Meeting of the
Society of Petroleum Engineers of AIME, 30 Sept. - 3 Oct., Las Vegas, USA. (1973).

STROUSTRUP B. The C++ programming language. Third edition. Addison
Wesley Professional. (2000).

THIELE, M. R. Streamline simulation. Proceedings of the 6" International Forum
on Reservoir Simulation. September 3-7, Schloss Fuschl, Austria. (2001).

WATSON, A. T.; CHANG, C. T. P. Characterizing porous media with NMR
methods. Progress in Nuclear Magnetic Resonance Spectrometry. Vol. 31, pp. 343-
386. (1997).

WATSON, A. T.; WADE, ]J. G,; EWING, R. E. Parameter and system identifica-
tion for fluid flow in underground reservoirs. Em Inverse Problems and Optimal
Design in Industry, H. W. Engl e J. MacLaughlin editores, Teubner Verlag, Stutt-
gart. (1994).

WOLCOTT, D. S.; KAZEMI, H., DEAN, R. H. A practical method for
minimizing the grid orientation effect in reservoir simulation. Paper SPE
36723. SPE Annual Technical Conference and Exhibition, 6-9 October, Denver, USA.
(1996).

YANOSIK, J. L., MCCRACKEN, T. A. A nine-point, finite difference reservoir
simulator for realistic prediction of adverse mobility ratio displacements. SPE

Journal. Vol. August 1979, pp. 253-262. (1979).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 151

[47] YOUNG, L. C. A study of spatial approximations for simulating fluid
displacements in petroleum reservoirs. Computer Methods in Applied Mechanics

and Engineering. Vol. 47, pp. 3-46. (1984).

[48] ZULUAGA, E.; MAJORS, P. D.; PETERS, E. J. A simulation approach to
validate petrophysical data from NMR imaging. Society of Petroleum Engineers
Journal. March 2002, pp. 35-39. (2002).



APENDICE

DEDUCAO DA FORMA ALTERNATIVA
DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

A.1 Equacao diferencial da pressao

A equacao diferencial da pressao resulta da combinagao de vérias equagdes do
modelo de deslocamento. Para sua dedugdo partir-se-4 da equagdo diferencial de
conservacdo de massa, equagdo (2.5). Empregando a identidade para o produto de
duas fungdes, e considerando também que para os casos de interesse a porosidade

independe do tempo, a equagao (2.5) pode ser rescrita como

Osr Se OPF V- peVe
OF - Al
a oot T o 0 (A1)

Considerando ainda a definicao de compressibilidade, dada pela equacao (2.14),
a derivada da densidade em relacdo ao tempo pode ser relacionada com a derivada

da pressao. E possivel escrever entdo,

9s¢

¢6t

+ dspop ot + LT _ (A.2)
F

Lembre-se que esta equacdo é valida tanto para a fase injetada quanto para a

fase deslocada. Somando as duas equagdes correspondentes a essas fases, obtém-se

ds; 0Os oP P, VepV,  V-ppV
¢(6_tl+a_tl)) +¢(s,c,a—t’+sDcD atD) + ,OII L 4 sz P =0 (A.3)
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A partir da diferenciagdo em relagdo ao tempo da equagao de restrigdo volumé-
trica, equacdo (2.7), e da equacdo que define a pressdo capilar, equagao (2.8), pode-se
concluir que

s, Osp

Era 0 (A.4)

ot ot ot (A-5)

Além disso, empregando a definicdo de mobilidade de uma fase, equacao (2.13),
e novamente a definicdo da pressdo capilar, as expressdes matematicas da lei de

Darcy generalizada para as duas fases podem se escritas como

V, = —A,(VPy = VP — p;8) (A.6)
Vp = =Ap(VP, — P, 8) (A7)

Substituindo as equagdes (A.4) a (A.7) na equacado (A.3) e reorganizando conve-
nientemente os termos da equagdo resultante, obtém-se a forma diferencial da

equagao da pressao que foi considerada na segao 2.4,

b(s1c+5pcp) o | V- PAVEy |V PoAoVPy
ot Pr %)

(A.8)

+ @si¢

OF- ﬁ'plllﬁpc V-PIME  V-P5ApE
- - +
ot Pr Pi Pp

A.2 Equacao diferencial da saturacao

A forma de Buckley-Leverett da equagdo da saturagdo é a propria equagao de
conservacdo de massa da fase injetada, a qual adquire uma forma diferente por causa
da introducao da velocidade total como variavel de acoplamento com a equagao da
pressao. Lembre-se que a velocidade total foi definida na equacao (2.17) como a soma

das velocidades das duas fases.

Expressando a velocidade total em funcdo da pressdao da fase deslocada e a
pressao capilar, mediante a substituicao das equacdes (A.6) e (A.7) na equagdo (2.7),

obtém-se
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A partir desta equagdo pode-se obter a relacdo

- 1
VP, =
P+,

[—VT + A VP + (P A, + leD)g] (A.10)

a qual, apos ser substituida na equagao (A.6), permite expressar a velocidade da fase

injetada como uma fungao da velocidade total, mediante a equagao

. Mg, Pd gp

[ T S S N 7 4a, P17 P0)R (A-11)

Esta relagdo pode ser reescrita em forma condensada considerando as definigdes

da funcéo fluxo fracionario e da funcédo ¥,
Vv, =F v, + WVl + Y(p—Pp) g (A12)

A substituicdo desta expressao para a velocidade da fase na equagao diferencial

de conservagao de massa para a fase injetada, da lugar a equagao

o(Pr5)

¢8t

+Vp FV + V- p¥VP. + V- p(p=pp)¥E = 0 (A.13)

Finalmente, dado que o termo advectivo e o termo relativo a gravidade possu-
em caracteristicas semelhantes, eles podem ser agrupados dando lugar a forma da

equacao diferencial da saturacdo apresentada na segao 2.4,

a(plsl)

¢6t

+ Vep,F[ V. + 2, (p—pp)E] + V- p,¥VP. = 0 (A.14)



APENDICE

POSITIVIDADE DOS COEFICIENTES
GERADOS PELOS ESQUEMAS DE
INTERPOLACAO UPWIND

A seguir serd mostrado que os esquemas de interpolagdo upwind denominados
de coeficientes positivos efetivamente geram moléculas computacionais de
coeficientes positivos. Deve ser lembrado que foram denominados com esse nome os
esquemas para os quais a relagdo funcional entre o fator de interpolacdo A; e a razdo
de fluxos de massa @, encontra-se limitada a regido do plano ®, — A; mostrada na

tigura 7.3.

Para mostrar essa caracteristica dos esquemas considerados é suficiente analisar
os coeficientes da molécula computacional gerada pela discretizacdo do termo
advectivo da equacdo da saturacdo, uma vez que é nesse termo que o esquema
upwind é empregado. Conforme descrito na secdo 4.5, a integracdo do termo

advectivo em um volume de controle conduz a expressao aproximada

J (Vo RS )V = 3 (E)(P)(Fe)i A8, = 3 (F)i(Arig), (B1)

AV 1 1

onde (Ar;); é o fluxo de massa que foi denominado fluxo de massa efetivo, o qual
atravessa as faces do volume de controle. A fungdo de interpolacdo upwind é
empregada para aproximar os valores do fluxo fraciondrio nos pontos de integracao.
Conforme foi visto no capitulo 4, as contribui¢des para os somatérios envolvendo
grandezas relativas aos pontos de integracdo sao calculadas separadamente para cada

elemento e depois somadas no processo de montagem. Considere-se por exemplo o
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volume de controle mostrado na figura B.1, junto com os nés que formam a molécula
computacional das equagdes discretizadas para tal volume. De acordo com o
procedimento descrito na secdo 4.4, a contribuicdo do elemento e no somatério da

equagao (B.1) pode ser escrita como

{Z(E»(MEL} (ot () — (Moit)a(F) (B.2)

i

onde os sinais das parcelas no lado direito da equagdo estdo de acordo com a
convencdo de sinais para os vetores normais as faces, definida na secao 3.6. Para
maior simplicidade, na figura B.1 a numeracao local dos nés no elemento e coincide

com a numeragao global.

<
RI
w

Figura B.1 Volume de controle e elemento analisados.

De acordo com o sentido dos fluxos de massa mostrados na figura B.1, os valo-
res do fluxo fracionario calculados com o esquema de interpolacdo upwind de

coeficientes positivos para os pontos de integracdo 1 e 2 estardo dados por
(FI)i=l = (1 - Al)(FI)p=1 + Ay (FI)i=2 (B-3)

(F)io = (1-A) (Fl)p:Z + Ay (F)iss (B-4)
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Substituindo estas expressdes na equagao (B.2) obtém-se

[Z(Fl)i(AmE)z} = (AmE)l(l—Al)(E)p:l + (1 _AZ)[(AmE)lAl - (AmE)Z](FI)p:2 (B 5)

+ A, [ (Atitg), Ay — (AmE)Z] (F1)i=s

O valor (F);_; serd por sua vez uma combinagdo linear de valores nodais, uma
vez que expressOes equivalentes as equagdes (B.3) e (B.4) existem para todos os
pontos de integracdo. Em realidade, conforme foi explicado na secdo 7.3, na pratica é
formado um sistema de quatro equagdes com quatro incégnitas para determinar
simultaneamente os valores de F, em todos os pontos de integragdo em funcdo dos
valores nodais desse parametro. Mas, neste caso pretende-se determinar as condigdes
para as quais o esquema de interpolacao definido por expressdes do tipo das
equacdes (B.3) e (B.4) geram aproximagdes numeéricas do termo advectivo com
coeficientes positivos. Para tanto é necessario considerar que expressdes do tipo da
equagdo (B.5), correspondentes a todos os elementos em torno ao né 1, devem ser
somadas para gerar a aproximacdo completa do termo advectivo no volume de
controle considerado. Apds a montagem dessas contribui¢cdes, para o volume de

controle em torno ao no 1, ter-se-a

D (F)i(Arig), =" a,-(F), (B.6)

i r
onde a, sdo certos coeficientes, os quais serdo nao nulos apenas para os nds vizinhos
do volume de controle onde se encontra o né 1. Por tal razao, a equagao (B.6) pode
ser escrita em forma alternativa como

Z(Fl)i(AmE)i =a,4(F)ymr + Z Ayoit (F) per (B.7)

1 k=nds vizinhos

Note-se que, comparando as equagdes (B.5) e (B.7), pode-se concluir que apds a
montagem o coeficiente (Aritg), (1—A;) ird formar parte do coeficiente a,_,, o coefi-
ciente (1-A,)[(Atitg), A, — (Atizz),] formara parte do coeficiente a,_,, e o coeficiente
A, [ (Atitg), A, = (Atitg), ], multiplicado ainda por outros fatores provenientes da aproxi-

magao de (F,);_;, contribuird para os coeficientes associados a outros nés vizinhos.
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Se a aproximacado do termo advectivo dada pela equagao (B.7) fosse substituida
na equacdo da saturacdo e todos os restantes termos nessa equacdo fossem
temporariamente considerados como parte do termo fonte!, poder-se-ia escrever

tyr (B)ys = =3 - (B)ps + b (B.5)

k=nds vizinhos

Conforme é explicado em [33], a positividade de todos os coeficientes de uma
equacao discretizada na forma da equacdo (B.8) é a condicdo necesséria para garantir
que sua solucdo seja mondtona e ndo sejam gerados extremos espurios, os quais
podem dar lugar a oscilagdes ou comportamentos nao-realisticos. Para os coeficientes

da equacdo (B.8), esta condigcao implica que

a,, >0 (B.9)

p=1

—ﬂp:k > 0V k=n6vizinho (BlO)

Uma condicdo suficiente para que as desigualdades (B.9) e (B.10) sejam satisfei-
tas é que todas as contribui¢des dos elementos que sdo somadas para determinar os
coeficientes a, satisfacam desigualdades equivalentes. Logo, para as contribui¢des
relativas ao elemento e, considerado acima como exemplo representativo, podem ser

estabelecidas as condicdes seguintes

(AmE)l(l—Al) >0 (B.ll)
- (1 _Az) [ (AmE)lAl - (AmE)Z] 20 (B.12)
— A (&), Ay = (Artg),] 2 0 (B.13)

Uma vez que por hipotese o fluxo de massa (Atitg); é positivo?, a desigualdade
(B.11) so6 seré satisfeita se

A< (B.14)

1 Considere-se que apenas estd-se pretendendo analisar o comportamento dos coeficientes
provenientes da discretiza¢do do termo advectivo.

2 Se ndo for, a equagdo que define a interpolacdao envolveria outro valor nodal e outro ponto de
integragdo, conforme estabelece a equacao (7.3).
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Na desigualdade (B.12), o fator (1—A,) devera ser sempre positivo, j& que a
condicdo (B.14) é valida para qualquer ponto de integracdo. Portanto, a desigualdade
(B.12) sera satisfeita se o fator de interpolagao satisfizer a desigualdade

(Aritg),
(Atitg),

A, < (B.15)

Note-se que a equacdo (7.5) define o parametro @, como a razdo de fluxos de
massa (Aritg), / (Atig), para o caso em que (Aritg); € positivo. Logo, a desigualdade

(B.16) pode-se escrever também como

A < o (B.16)

Finalmente, na desigualdade (B.13), sabe-se que o fator [(An'i,g)lA1 — (ATﬁE)z]
serd sempre negativo, por causa da condicdo (B.15). Conseqiientemente, para

satisfazer tal desigualdade deve-se cumprir que

A, 20 (B.17)

Embora as anteriores condicdes de positividade dos coeficientes foram obtidas
considerando um ponto de integracdo especifico e uma certa configuracao de fluxos
de massa, examinando outras configuracdes sdo obtidas mesmas conclusdes,
podendo-se generalizar essas condigdes a todos os pontos de integracdo em um

elemento. Ou seja, é possivel escrever

A< 1
A < o (B.18)
A =0

E facil comprovar que estas desigualdades definem a regido de positividade

mostrada na figura 5.6.



APENDICE

PASSO DE TEMPO ESTAVEL

Quando uma equagao diferencial modelando um processo transiente é resolvida
empregando um esquema numérico explicito, a estabilidade do método esta
condicionada ao uso de passos de tempo satisfazendo certas restri¢cdes [24, 31]. Na
formulacdo considerada neste trabalho, o termo advectivo da equacdo da saturagao é
aproximado de forma explicita, conseqlientemente existira uma restricdo na

magnitude do passo de tempo que podera ser utilizado na sua resolucao.

Para analisar esse aspecto é conveniente examinar a equagao linear de advecgao

em uma dimensao

0s 0s _
pr + s = 0 (C.1)

na qual a é a velocidade de adveccéo. E possivel mostrar [24] que para um esquema

numérico explicito empregado para resolver essa equacdo ser estavel, deve ser

satisfeita a condicdo de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

aAt C2
Ax_l (C2)

onde Ax é o espagamento de malha e At é o passo de tempo. Esta condigao expressa
simplesmente que a distancia percorrida por perturbagdes se propagando com uma
velocidade a, deve ser menor ou igual que a minima distancia entre nés em uma

malha [24]. O parametro a At/Ax é denominado na literatura como niimero de Courant.

160
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Embora a equacdo diferencial da saturagdo seja uma equagdo nao-linear e a
formulacdo numérica considerada seja bidimensional, é possivel estabelecer uma
condicdo de estabilidade seguindo os mesmos principios da anélise de estabilidade
linear considerados para derivar a condicdo (C.2). Assim, seguindo os lineamentos
expostos em [10], foi deduzido o seguinte critério de estabilidade para o esquema

empregado

IN

At,, OF ) | \ui/e i ag
¢ (p )nfllAV Z [6_51) (pI)i 1(VE)i ’ ASI 1 (C3)
p\I=1)p p i (saida) i

Nesta expressao, o somatério abarca apenas os pontos de integracao pelos quais
existe saida de fluido, ou seja, (V)" -AS,; > 0. Esta condicdo deve ser satisfeita para
todos os volumes de controle da malha, portanto, passos de tempo diferentes podem
ser obtidos aplicando a condicao (C.3) a diferentes volumes. Uma forma de

determinar um passo de tempo apto para todos os volumes de uma malha em um

dado nivel de tempo é mediante a expressao

At,1 = min AL R,

Ou seja, o passo de tempo estavel estara dado pelo menor valor da expressao
entre colchetes, calculada para todos volumes de controle na malha. No entanto, em
experimentos numéricos realizados, observou-se um comportamento oscilatério
irregular do passo de tempo calculado com este procedimento, o qual em certas
situacdes chegava a interferir na estabilidade do processo de calculo. Por tal razao
optou-se por uma pratica alternativa, na qual um passo de tempo é determinado no
inicio da simulacdo e mantido fixo! até produzir-se a chegada da frente de fluido
injetado a superficie de saida ou aos pocos produtores, se for um problema de
simulagdo de reservatérios. Para tanto, o passo de tempo inicial é determinado com a

seguinte expressao derivada da equacao (C.4)

1 A menos que a quantidade de fluido injetado varie com o tempo, em cujo caso o valor do passo de
tempo deve ser recalculado a cada mudanga do valor do fluxo de massa injetado.
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AV,
Ato _ min ¢P(IO1)P p (C5)
p €ent (aFIj (Aml)em
as[ mdx

Para garantir que este passo de tempo satisfara a equacdo (C.4) durante todo o
processo de simulagdo, o somatério no denominador da expressao entre colchetes é
substituido pelo maximo valor possivel, o qual é dado pelo produto do maximo valor
da derivada da funcdo fluxo fracionario com o valor do fluxo de massa injetado pela
tface dos volumes coincidentes com a fronteira de entrada ou pelos pogos injetores?,
segundo seja o caso. Por conseguinte, a procura do minimo valor do passo de tempo
se restringe neste caso apenas aos volumes contiguos as fronteiras de entrada ou
onde existam pocos injetores. Em todos os exemplos de aplicacdo apresentados no

capitulo 8 o passo de tempo foi determinado empregando este procedimento.

2 Se ndo existirem fontes de massa, pela conservagdo da massa a quantidade de fluido que abandona
um volume de controle pode ser no méximo igual a quantidade que ingressa. Além disso, em
situagdes normais, a maxima quantidade de fluido que podera ingressar a um volume de controle sera
a quantidade de fluido injetado através da superficie de entrada adjacente ao volume ou através de
um pogo injetor localizado no seu interior.



APENDICE

REDUCAO DO PASSO DE TEMPO ESTAVEL
PELO TRATAMENTO EXPLICITO DO TERMO
DE PRESSAO CAPILAR

Em um algoritmo de solucdo seqtiencial todas as grandezas dependentes da
saturacdo podem ser tratadas em forma explicita, tal como é realizado ordinariamen-
te no algoritmo IMPES. Mas também algumas delas podem ser tratadas em forma
parcialmente implicita, como foi considerado neste trabalho, a fim de reduzir a
restricdo no passo de tempo necessaria para garantir estabilidade. A aproximacao
semi-implicita do termo de pressdao capilar evita que este termo influencie na
estabilidade do algoritmo e, portanto, seja necessario reduzir a magnitude do passo
de tempo além do valor que garante estabilidade para a equagdo diferencial sem
pressdo capilar. A vantagem desta pratica em relacdo a economia do tempo de

computacdo serd mostrada a seguir mediante um exemplo.

Sera considerado um caso de deslocamento unidimensional com vazdo de
injecdo constante em uma amostra porosa homogénea, caso para o qual é possivel
deduzir uma expressao analitica relativamente simples para o passo de tempo que
garante estabilidade. Esta expressao, deduzida a partir de uma expressao mais geral

dada em [9], é a seguinte

At < PAx (D.1)

2Kw OB Q OF,
Ax 0s; A 0s

em que Ax é o espacamento de malha, A é a area transversal da amostrae Q ¢é a

vazdo injetada. Esta expressao corresponde ao caso em que todas as grandezas que

163
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dependem da saturacdo sdo avaliadas explicitamente. Pode-se notar que se no
denominador a parcela dependente da pressdo capilar for de ordem de grandeza
maior que a parcela dependente do fluxo fraciondrio, o passo de tempo estdvel
variard em forma aproximadamente proporcional a (Ax)>. Isso significaria por
exemplo que se o espacamento de malha for reduzido a metade, o passo de tempo
teria que ser reduzido a um quarto. Por outro lado, se a influéncia da avaliacdo

explicita da pressdo capilar fosse retirada, o passo de tempo estavel estaria dado por

D Ax
Q OF,

A 0s,

At <

(D.2)

Esta expressdo mostra claramente que o passo de tempo estavel é para esta
situagdo diretamente proporcional ao espacamento de malha Ax. Obviamente este
comportamento do passo de tempo é muito menos restritivo, uma vez que se o
espacamento de malha for reduzido a metade, o passo de tempo teria que ser
reduzido também s6 a metade . Isto pode ser evidenciado mais claramente com um
exemplo numérico. Para este exemplo serdo considerados todos os dados do

problema unidimensional apresentado na segao 8.2.1.

A tabela D.1 mostra como variam os passos de tempo estdveis maximos satisfa-
zendo as condigdes (D.1) e (D.2) quando o espacamento de malha diminui

progressivamente. Os passos de tempo foram normalizados mediante a expressao

AF = At (D.3)

GAL

assim como também o espagamento de malha mediante a expressao

AX

= (D.4)

Ax 1

L N,
onde N, é o numero de elementos na malha unidimensional regular.
A tabela D.1 evidencia o comportamento previsto, ou seja, ao reduzir o espaca-

mento de malha o passo de tempo com a restricdo provocada pela pressdo capilar

explicita diminui muito mais rapidamente que o passo de tempo sem essa restrigao.
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A medida que a malha é refinada a diferenca entre os passos de tempo torna-se tao
grande que, por exemplo, para uma malha com 320 elementos o passo de tempo com
restricdo é apenas 5,5% do passo de tempo sem a restricdo provocada pela pressao
capilar. Isso significa que para essa malha seriam necessarias quase 20 vezes mais
operagdes para completar uma simulagdo (e, portanto, aproximadamente 20 vezes
maior tempo de computacao) quando a pressdo capilar fosse aproximada explicita-
mente em relacdo ao caso em que ndo existisse nenhuma restrigdo associada a pressao
capilar. Obviamente um comportamento desta natureza dependera da importancia
relativa da pressdao capilar em um problema de deslocamento dado. Contudo, este
exemplo mostra que a estratégia de aproximar em forma semi-implicita o termo de
pressdo capilar na equacdo da saturacdo pode significar uma importante economia de

tempo de computagdo para um algoritmo seqiiencial.

Tabela D.1 Comparacao da variagdo do passo de tempo estavel.

N, AR B, | By, | Bl
: B,
10 0,1 0,02956 0,04549 0,650
20 0,05 0,01095 0,02275 0,481
40 0,025 0,00360 0,01137 0,317
80 0,0125 0,00107 0,00569 0,188
160 0,00625 0,00030 0,00284 0,104
320 0,003125 0,00008 0,00142 0,055
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