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RESUMO

Neste trabalho € apresentada uma metodologia para o calculo
tridimensional do campo elétrico, produzido por linhas de transmissdo, empregando-se o

método de elementos finitos.

Inicialmente faz-se um estudo do método de simulagiio de cargas, que é
um método classico para o calculo do campo elétrico de linhas de transmisséo, visando
obter uma base para comparagdo de resultados. Em seguida faz-se a descrigdo da

metodologia proposta.

Por ultimo, € feita a comparagdo entre os resultados obtidos com a
aplicagdo do método proposto e os fornecidos pelo método classico de simulagdo de
cargas e também com valores medidos, afim de comprovar a validade da metodologia

utilizada.
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ABSTRACT

In this work, a methodology for the tridimensional calculation of the
electric field produced by transmission lines, using the finite element method is

presented.

At first, the charge simulation method is studied. This is a classical
method for calculation of transmission line electric field and it was used in order to

obtain a basis for comparison. Afterwards, the proposed methodology is described.

Finally, the results obtained by the proposed method are compared with
those obtained by the classical method of charge simulation and also with measured

values.
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CAPITULO 1

CALCULO DO CAMPO ELETRICO GERADO POR LINHAS
DE TRANSMISSAO ATRAVES DO METODO DE
SIMULACAO DE CARGAS

1.1 Introducio

Devido ao crescente aumento dos niveis de tensdo dos sistemas de
transmissdo, torna-se necessaria uma analise mais detalhada dos efeitos eletrostaticos
provenientes de tais sistemas, o que exige o conhecimento dos valores ¢ da distribuigdo

do campo elétrico e do potencial nas regides de interesse [5,17].

Com o advento dos computadores, foram desenvolvidos varios métodos
numéricos de calculo para a determinagdo do campo elétrico, tornando possivel a solugdo
de inumeros problemas onde uma solugdo analitica era sempre inviavel de ser obtida. A |
origem desta dificuldade estd na complexidade inerente de resolugdo das equagdes a
derivadas parciais de segunda ordem que regem estes campos, agravadas pela
complexidade das conﬁ’guragées envolvidas. Entre eles citam-se [12,18]: Método de
Simulagdo de Cargas, Método das Diferengas Finitas, Método de Elementos Finitos,
Método de Monte Carlo e Método das Equagdes Integrais de Fronteira (também
denominado método das sub-areas), entre outros. Dentre estes, os mais usados sdo o de

simulagdo de cargas e o de diferengas finitas, e mais recentemente o de elementos finitos

[

Sera feita, a seguir, a apresentagdo do Método de Simulagdo de Cargas
(MSC) em duas dimensdes, evidenciando suas caracteristicas e sua formulagdo

matematica. Posteriormente, ¢ dado um exemplo de aplicagdo pratica do mesmo.



1.2 Fundamentos tedricos do método de simulaciio de cargas

Na aplicagdo do MSC ao calculo do campo elétrico de linhas de
transmissdo cada condutor é representado por um segmento de reta infinito, apresentando
densidade linear de carga elétrica uniforme, colocada em seu centro. Estas cargas sdo
determinadas através da multiplicagdo da matriz de capacitincias da linha pelo vetor das

tensdes fase-terra a que estdo submetidos os condutores [2].

De posse do valor das cargas, o campo elétrico em qualquer ponto do
espago pode ser determinado através da composigdo vetorial dos campos nesse ponto,

devido aos diversos eletrodos e suas imagens.

Sdo admitidas no calculo as seguintes hipoteses simplificadoras

[2,3,4,11,12]:

- as cargas sdo uniformemente distribuidas ao longo dos condutores (o
que implica em admitir condutores de superficie cilindrica lisa, extensdo infinita e

paralelos entre si e a superficie do solo);
- a superficie do solo € plana e apresenta condutividade infinita;

- os condutores s3o considerados como superficies equipotenciais com

potenciais conhecidos;

- as torres estdo bastante distantes do ponto onde se deseja determinar o

campo elétrico e, portanto, ndo distorcem o0 mesmo.

De maneira geral, as aproxima¢des indicadas acima conduzem a valores

mais elevados que os reais, principalmente a ultima delas.



No entanto, na secgdo da linha correspondente ao meio do vdo, o calculo
é bastante representativo, visto que nesta regido os valores de campo elétrico ja ndo sdo

influenciados pela presenga das estruturas [3].

Os dados necessarios a4 determinagdo do campo elétrico sdo: as
coordenadas cartesianas dos condutores, suas caracteristicas fisicas e a tensdo fase-terra a

eles aplicada.

E importante salientar que no calculo do campo elétrico em circuitos
simples o faseamento ndo € importante, porém, para circuitos multiplos ou linhas
paralelas torna-se de extrema importincia, influenciando de maneira significativa os

valores de campo elétrico [5].

1.3 Determinacio da matriz dos coeficientes de potencial

A matriz dos coeficientes de potencial para uma linha de transmissdo

com n condutores e (m—n) cabos para-raios é representada em notagdo matricial sob a

forma:

Pll P12 Pln le
P21 P22 P2n P2m
P= ' -
Pnl Pn2 Pnn an (1 1)
L P, P, . . . P, . . . P

Esta matriz tem como caracteristica simetria em relagdo a diagonal

principal.



~ Seus elementos, considerando o uso de cargas elementares do tipo

segmentos lineares infinitos, poderdo ser calculados pelas seguintes expressdes [15]:

e Os termos da diagonal principal, denominados coeficientes de potencial
proprio, representam os potenciais devido as cargas dos proprios condutores e de suas

imagens [7], e sdo definidos genericamente por:

P, =LG2—f* (m/F) | (1.2)

onde:

£- Permissividade elétrica do meio (F/m);
h;- Altura do condutor i (m);

r,- Raio do condutor i (m).

e Os termos fora da diagonal principal, denominados coeficientes de
potencial mutuos, representam a influéncia das cargas do condutor vizinho e de sua

imagem sobre cada um dos condutores [7], e sdo definidos por:

1 D;
P, =——In—>L (m/F) (1.3)

i
2 e d,-j

onde:

&- Permissividade elétrica do meio (F/m);

d;;- Distancia do condutor i ao condutor j (m);

Dy~ Disténcia do condutor / a imagem do condutor j (m).

A distincia entre um condutor / e um condutor j ¢ dada por:

dy =(hi—W )} +(di-di}  (m) (1.4)



e a distancia entre um condutor / e a imagem de um condutor j por:

Dy =(hi +hj } +(di -dj}  (m)

conforme ilustra o diagrama mostrado abaixo:

(1.5)

T
_______ o CONDUTORJ
i T (dL h})
CONDUTOR| __ ___o-m-=""" dij
(di, hi) ™
: .
\\\\ hl
- \\
hi \
\\\\
X \\ X— 4
\\\
hi Dij
N hj
\\
\\\
IMAGEMDE| & AN
(di, -hi) AN
Ny MAGEMDEj
(d), -hj)

Figura 1.1 - Diagrama para o calculo dos coeficientes de potencial.

Verifica-se que os valores dos coeficientes de potencial dependem
exclusivamente do meio em que os condutores se encontram (representado pela
permissividade elétrica do meio £), das dimensdes fisicas dos condutores e da disposi¢do

espacial dos mesmos [7].

A inversa da matriz dos coeficientes de potencial fornece a matriz de
capacitancias da linha, usada no calculo das cargas elétricas dos condutores, conforme

sera visto nos préximos itens.

Em linhas aéreas, o meio onde se encontram os condutores é o ar, € neste

caso é assumido que [2,3,15]:



£=¢g,=8854x107"2 (F/m) (L.6)

Em geral, as fases das linhas de transmissdo apresentam condutores
multiplos. Nesses casos, um raio equivalente deve ser calculado. Ele representa o raio de
um condutor ficticio, cilindrico, possuindo a mesma carga e produzindo 0 mesmo campo

elétrico que o condutor multiplo [7,8].

Ele pode ser calculado a partir da seguinte expressdo 3]

Dr{/;1—7 |
D (m) | (1.7)

2

Req=

onde:

D- é o didmetro do feixe, ou seja, o didmetro do circulo que liga o centro dos
subcondutores e pode ser determinado através da expressao:

D=5 (m) (1.8)

~sen(r/n)

sendo S o espacamento entre os subcondutores em metros e # o nimero de
subcondutores que compdem o feixe.
d- é o diametro de um subcondutor do feixe em metros. Admite-se que todos sejam
iguais.
. A figura a seguir apresenta as configuragdes de condutores multiplos

mais usadas na pratica [7]:

L

i

Figura 1.2 - Configuragdes de condutores miultiplos mais usadas na pratica.



1.4 Determinacio genérica do vetor das cargas

Como as linhas de transmissdo sdo energizadas por tensdes alternadas

senoidais, as tensdes € as cargas sdo representadas na forma fasorial [7,14,16].

O vetor de cargas [Q] ¢ determinado a partir do vetor das tensdes a que

estdo submetidos os condutores [V] e da inversa da matriz dos coeficientes de potencial

[P], que nos fornece a matriz de capacitincias [C] da linha. Assim tem-se:
[0]=[P]"[P]=[c]¥] (C/m) (1.9)

Sera verificado a seguir a influéncia do tipo de cabo para-raios (isolado
ou multiaterrado) da linha de transmissdo na determinagdo das cargas dos condutores e,

conseqiientemente, nos valores de campo elétrico.

1.5 Influéncia do tipo de cabos para-raios no vetor de cargas

Os cabos para-raios em geral utilizados em linhas de transmissdo podem
ser multiaterrados, isto é aterrados em todas as estruturas, ou podem ser isolados. Neste
caso, sem perderem sua eficiéncia na protegdo das linhas, servem também como circuitos
de telecomunicagdes. Para isso sdo empregados isoladores de baixa tensdo disruptiva,
permitindo a abertura de arcos nos pontos de aterramento, quando sdo atingidos por
descargas atmosféricas. Uma vez aberto o arco, coniportam-se como cabos aterrados,

cumprindo sua finalidade de proteg&o [7].

1.5.1 O vetor de cargas para o caso de linhas de transmissio com cabos para-

raios multiaterrados

Neste caso, havera cargas nos cabos para-raios que ai chegam por

condugdo desde o solo [7]. Apresentam o0 mesmo potencial do solo (/' =0), pois estdo



aterrados. Desta forma o vetor das cargas pode ser obtido através da seguinte expressdo

matricial:
Ql C11 C12 .o Cln .o Clm Ifl
Ol (G Con - - - Gy - o G P
G| S G2 - - - G - - - Gam ||a| (C/m) (1.10)
Ol 1S Cm2 - - - S - - Coum P

onde os termos O, até (), representam as cargas dos condutores fase, O, ,; até Q,,, as

cargas dos cabos péra-raios, V; até V,, as tensdes nas fases e V,; até V,, as tensdes nos

cabos para-raios, sendo nesse caso iguais a zero, pois o cabo esta aterrado.

1.5.2 O vetor de cargas para o caso de linhas de transmissio com cabos para-

raios isolados

Neste caso, o cabo para-raio nfo tem cargas proprias. No entanto, as
cargas existentes nos condutores fase induzirfo eletrostaticamente uma diferenga de
potencial entre os cabos para-raios € o solo. Estes potenciais por sua vez exercerdo
influéncia nas cargas dos condutores fase [7]. Assim neste caso, sera preciso
primeiramente determinar a tensio induzida nos cabos para-raios, para posteriormente

determinar as cargas dos condutores fase.

Para isso sera utilizada a seguinte equagdo matricial:



nl [A1 A2 A, | Am [O]
B |21 P Py | B || O
. | . .

|

; . . . . .

Vn =\B1 Bo - - . By | . . . By Qn

0 i R B S ) (1.11)
' ‘
I

. . . | . .

_VmJ _Pml Pm2 e By | . Pmm_] ;Q.mj

onde os termos (J,, até (), sdo nulos, pois os cabos para-raios ndo possuem cargas
proprias. Particionando-se a equagdo como indicado acima, pode-se representa-la da

seguinte forma:

- - -m (1.12)

onde:

V, - Tensdo nos condutores fase (V);
Vp- Tensdo nos cabos para-raios (V);
P,4- Coeficientes de potencial devido aos condutores fase (m/F);

P,p Ppy- Coeficientes de potencial entre os condutores fase € os cabos para-raios

(m/F);
Ppp - Coeficientes de potencial devido aos cabos para-raios (m/F);
Q 4- Carga dos condutores fase (C);

Qp- Carga dos cabos para-raios (C).
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e como Op =0, tem-se que o vetor das tensOes induzidas nos cabos para-raios ¢ dado por
BI:
[Vp] =[PeallCa] =[Poal Paa] V4] V) (1.13)

O vetor das cargas, levando em consideragdo as tensdes induzidas nos

cabos para-raios, pode entdo ser obtido a partir da expressdo matricial abaixo:

— -_— —

Ql h ¢ - - - Gy Cim Vl
O Cy Cpp . . - Gy o Com |12
On 1C1 G2 - - - Cm - - - Cm ||V

n (C/m) (1.14)

Om Col Sz - - - Cun - -+ Coum V]

1.6 Calculo do campo elétrico

De posse do valor das cargas, o campo elétrico em qualquer ponto do
espago pode ser determinado pela resolugdo do teorema de Gauss para um cilindro de

comprimento infinito [4,10].

O campo elétrico total é o somatério das contribuigdes de cada condutor
¢ sua imagem [16]. Como as cargas sdo complexas, o campo elétrico serd um vetor

complexo, com componentes complexas ao longo dos eixos ortogonais [2].

As componentes horizontal ( E ) € vertical ( E y) do campo elétrico sdo

dadas por [4,10,15]:

- _ Q X —d _ X —d
By _27r8|:(x —d P +(y-hP (x-d)*+(y +h)2] (Vim) — (1.15)
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£ = 0 y—h _ y+h
E},—Z’“[(Jc—d)zﬂy—h)2 (x—d)2+(J’+h)2] (Vim)  (1.16)

onde:
d, h - Sdo as coordenadas dos condutores;

x,y - Sdo as coordenadas do ponto de célculo.

Para um sistema de 7 condutores, tem-se:

- 1 .. x —di x —di
_ ‘ —_— V/m) (1.17
KXiotal = 3 o '[(x —di)? +(y~hi? (x-di)? +(y +hi)? :| VmLID
- 1 .. y —hi y—hi
_ ' _ V/m) (1.18
Yotal Z”gigl'Ql[(x —-di)z +(y —hi)z (x _di)z +(y +hi)2} ( )( )

O campo elétrico resultante em um ponto (x,y) € obtido através da

E = \/lE;X total

que representa o campo elétrico eficaz, pois as tensdes das fases utilizadas no calculo sdo

expressao:

2 =
* I EYtotal

(V/m) (1.19)

expressas em valores eficazes. Este é o maior valor de campo elétrico eficaz no ponto

considerado. Ele independe do angulo de fase, sendo constante ao longo do tempo [9,10].

Todo procedimento descrito acima é valido para dominios com apenas
~um meio dielétrico, por exemplo um sistema de eletrodos no ar. Em principio, 0 MSC
também pode ser aplicado a dominios com mais de um dielétrico. No entanto, neste caso
é necessario utilizar equagdes auxiliares para representar o potencial € o campo elétrico

em cada um deles [13].
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1.7 Exemplo_de célculo _do campo elétrico gerado por uma linha de

transmissio através do MSC

Para exemplo de aplicagdo pratica do método, sera apresentado o calculo

do campo elétrico resultante em um ponto, para uma linha de transmisséo de 345 kV.

As fases sdo formadas por um arranjo geminado de dois subcondutores,
com espagamento de 0,40 m entre si ¢ didmetro de 0,025146 m. Os dois cabos para-raios

sdo de ago galvanizado de didmetro 1/2", aterrados em todas as estruturas.

Calcular-se-a o campo elétrico resultante no ponto (20,1), considerando o

ponto de referéncia das coordenadas no solo e sob a fase central da linha.

- A figura abaixo apresenta a disposigdo geométrica dos condutores no

meio do vio da linha de transmissdo em estudo.

P1 P2
O/ 48m 48m O
10m
A B C
O+0 10m o0 10m o0 T
£ X —
194m

777, e POPPP7 . L L i s

Figura 1.3 - Disposigio geométrica dos condutores.
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Inicialmente, calcula-se o raio equivalente das fases, utilizando a

expressdo (1.7):

R,; =0,0709 m

Passa-se, agora, ao calculo da matriz dos coeficientes de potencial da
linha, utilizando para isto as expressdes (1.2), (1.3), (1.4) e (1.5). A matriz dos
coeficientes de potencial sera:

1,04906 ]
1,48628
1,47112
1,82553
8,44029 |

[6,30490
1,38799
0,78050
1,47112

| 1,04906

1,38799
6,30490
1,38799
1,48628
1,48628

0,78050
1,38799
6,30490
1,04906
1,47112

1,47112
1,48628
1,04906
8,44029
1,82553

p=—1 (@/F)

272'80

logo a matriz de capacitancias da linha é:

sdo:

C ——-Zﬂ'go

[ 0,17277

-0,02850
-0,00912
-0,02176

| -0,01015

-0,02850
0,18015
-0,02850
-0,01908
-0,01908

~0,00912
~0,02850
0,17277

~0,01015
~0,02176

-0,02176
-0,01908
-0,01015
0,13134

-0,02057

-0,01015]]
-0,01908
-0,02176
-0,02057

0,13134 |

(C/m)

As tensdes fase-terra da linha, considerando-se seqii€ncia de fase ABC

V, =199185,84.20°.

V, =199185,84..120°

V. =199185,84.2-120°

V)
V)

V)

‘e como 0s cabos para-raios sdo multiaterrados, tem-se:

VP] =

0£0°

(V)
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V,, =0-0° (V)

logo o vetor das tensdes sera:

199185,84 + jO .
—99592,92 + j172499,99
V =| 99592,92 - j172499,99 | (V)
0+j0
0+j0

Calculando o vetor das cargas pela expressdo (1.10):

[ 38160,0232 + j3343,0498
-20780,0627 + j35992,1229
O =2r,| —16184,8454 — j34719,0729 | (C/m)
~1423,1828 — j1540,4249
2045,6385 + j462,2984

De posse do valor das cargas, pode-se calcular as componentes do campo

elétrico em x e y, devido a cada um dos condutores, no ponto considerado, utilizando as

expressdes (1.15) e (1.16). Assim:

E,, =54,4961+]4,7741 (V/m)
E,, =-53,5029 + /92,6697 (V/m)
E,. =-554826-119,0190 (V/m)
.oy =—1,8969 — j2,0531 (V/m)
E,,, =3,0506+0,6894 (V/m)
E, =-1158,3702 + 101, 4802 (V/m)

—

E,, =1037,1005 - j1796,3108  (V/m)
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E,. =1318,7107 +2828,8447  (V/m)

ﬁ'il

| =56,5402 + j61,1980 (V/m)

-

E =-109,8234 - ;24,8192 (V/m)

Fazendo-se o somatoério das componentes em X € y devido a cada um

dos condutores, obtém-se o campo total no ponto considerado:

-

xttl

53,3357 -432,4871  (V/m)

-

E

oy = 1144,1578 + j1170,3929  (V/m)

Assim o campo elétrico resultante pode ser obtido pela expressdo (1.19)

e vale:
E =1637,9306  (V/m)

A fim de verificar a influéncia do tipo de cabo para-raios nos valores de
campo elétrico, considerar-se-a agora os mesmos isolados e determinar-se-a novamente o
campo elétrico resultante no ponto (20,1). A matriz dos coeficientes de potencial ¢ a

matriz de capacitincias da linha ndo sofrem nenhuma alteragdo.

Conforme foi visto, neste caso é necessario determinar as tensdes
induzidas nos cabos para-raios para depois calcular-se o vetor de cargas. Isto pode ser
feito através da expressdo (1.13):

Va _1 [L47112 148628 104506 1 1,38799 6,30490 1,38799 99592,92 + j172499,99
Voo | |275,1,04906 1,48628 1,47112][ |27, o) '

0,78050 1,38799 6,30490 ~99592,92 - j172499,99

[6 ,30490 1,38799 0, 78050:“ _l[ 199185,84 + ;0 }

¢ fornece:

v, ] [ 8274,1063 + j12153,9543 W)
Vo, | | ~14662,6889 - j1088,6099
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Agora, de posse dos valores das tensdes induzidas nos cabos para-raios,

determinar-se-a o vetor das cargas através da equagdo (1.14). Ndo se deve esquecer que

Qp, € Q',,2 s3o nulos. Assim:

[ 38128,8049 - j3596,4704 |
~20658,1686 + j35780,9961

O =27z,| -15949,7674 — j34818,7474 | (C/m)
0+j0
0+j0

Com as expressdes (1.15) e (1.16) calcula-se as componentes do campo

elétrico em x e y para cada um dos condutores:

E,, =54,4515 - j5,1361 (V/m)
E,, =-53,1890 + 92,1261 (V/m)
E,. =-54,6767 - j119,3607 (V/m)
E,, =0+0 (V/m)
E’ , =0+/0 (V/m)
E, =-1157,4226+j109,1730  (V/m)
E,, =1031,0170 - j1785,7738  (V/m)

-

E,. =1299,5570 +;2836,9660  (V/m)

h‘Jx

 =0+j0 | (V/m)
E,. =0+0 (V/m)

O campo total no ponto considerado vale:
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-

=-53,4142 - j32,3707  (V/m)

Xtotal

-
.

E

Ytotal

=1173,1514 + j1160,3652 (V/m)

O campo elétrico resultante obtido pela expressdo (1.19) vale:
E =1651,2518 (V/m)

Portanto, observa-se uma diferenga de 0,814% nos valores de campo
elétrico entre os dois casos analisados. E importante ressaltar que a diferenga entre os

valores de campo elétrico obtidos, considerando os cabos para-raios isolados e aterrados,

ndo € significativa.
1.8 Conclusio

Observou-se que 0 Método de Simulagdo de Cargas ¢ bastante simples €
de facil utilizagdo quando aplicado em calculos bidimensionais e na presenga de apenas
um meio dielétrico. Quando existe no dominio de estudo diferentes meios dielétricos, ¢
necessario utilizar equagbes complementares para se modelar o potencial € o campo
elétrico em cada um deles, o que dificulta sua utilizagdo de forma genérica. Outro sério
inconveniente deste método ¢ o fato de ndo se poder ter meios condutores no dominio de

estudo.

A literatura mostra que, em casos tridimensionais, ele torna-se
extremamente complexo, tanto no que se refere a preparagdo dos dados como no processo
de calculo. Dependendo da complexidade da geometria em estudo, o mesmo toma;se até
inviavel em termos computacionais, pois exige uma grande quantidade de meméria e
demanda um tempo de calculo elevado. A referéncia [19] cita que, para configuragdes

possuindo 500 ou mais cargas, o tempo de calculo ¢ da ordem de duas horas.
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Na seqiiéncia apresenta-se o método de elementos finitos, aplicado ao
calculo tridimensional do campo elétrico produzido por linhas de transmissdo, que
atualmente, consiste em uma poderosa ferramenta de célculo para analise de problemas

eletromagnéticos, entre outros.
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CAPITULO 2

O METODO DE ELEMENTOS FINITOS E A SUA
APLICACAO NO CALCULO TRIDIMENSIONAL DE
CAMPOS ELETRICOS DE LINHAS DE TRANSMISSAO

2.1 Introducio

Neste capitulo, faz-se uma revisdo das equagdes fundamentais do
eletromagnetismo, com o intuito de se obter a equagdo descritiva do problema do campo
elétrico gerado por linhas de transmissdo. Para isto, utiliza-se o potencial escalar elétrico
complexo, o qual permite considerar as variagGes de mddulo e fase das tensGes de
alimentagdo da linha. Em seguida, 30 apresentados os métodos de Galerkin e de

Elementos Finitos, usados na solugdo numérica desta equagio.

2.2 Equacdes fundamentais do eletromagnetismo

As equagbes fundamentais do eletromagnetismo sdo as equagBes de

Maxwell [38]:
rotE +é =0 2.1)
a
rotH _D =J " 2.2)
a
divB =0 - (23)
divD =p (2.4)

onde:
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H - Campo magnético (A/Iﬁ);

E - Campo elétrico (V/m),

B- Indugdo magnética (Tésla);

D- Indugdo elétrica (C/m2);

J - Densidade de corrente de condugdo (A/m2);

p- Densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3);
t - Tempo (s);

div- Operador divergente;

rot - Operador rotacional. -

Assume-se que os vetores £, H, B e D em todos os pontos ordinarios
do dominio sejam fung¢Bes continuas com derivadas continuas. Por ponto ordinario
entende-se um ponto em cuja vizinhanga as propriedades constitutivas do meio
(permeabilidade, condutividade e permissividade) sejam continuas. Descontinuidades nos
vetores de campo ou em suas derivadas podem ocorrer, entretanto, em superficies onde

exista uma mudanga abrupta das propriedades constitutivas do meio [40].

Existem ainda relagdes adicionais, denominadas equagdes constitutivas,

dependentes do mei6 onde existe o campo:
D=|dE @5)
B=|d A (2.6)

J=|o|E | 2.7)
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onde:

|&|- Tensor de permissividade elétrica do meio (F/m);
|led|- Tensor de permeabilidade magnética do meio (H/m);

B |of|- Tensor de condutividade elétrica do meio ((2m)-1).

p e lof se

reduzem aos escalares &, u e 0. Neste estudo apenas meios isotropicos € lineares serdo

2

No caso em que os materiais s0 isotropicos, os tensores ||g

considerados.

Na interface entre dois materiais com propriedades constitutivas

diferentes, verificam-se as seguintes condi¢des sobre os vetores de campo [40,42]

AalE]=0 (2.8)
ii o[ D] =0 , (2.9)
i o[ B] =0 | (2.10)
AiA[H]=0 (2.11)

onde:
7i- Vetor normal 2 superficie entre dois meios diferentes;
A~ Indica produto vetorial;
e- Indica produto escalar;
[.]- Indica variagdo da grandeza no ponto.

As equagdes (2.8) e (2.9) estabelecem que a componente tangencial do

campo elétrico e a componente normal da indugdo elétrica sdo continuas entre dois meios
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diferentes. As equagdes (2.10) e (2.11) estabelecem que a componente normal da indugdo
magnética e a componente tangencial do campo magnético sdo continuas entre dois meios

com propriedades constitutivas diferentes.

2.3 Formulacio matematica do problema usando o potencial escalar eiétrico
complexo

Para se chegar a equagdo do problema, duas consideragdes devem ser

feitas:

12 - O campo elétrico gerado por uma linha de transmissio é um
fendmeno eletromagnético quase-estatico [9,10,14], ocorrendo em dominios onde pode
haver a presenga de materiais que apresentem uma alta permissividade elétrica relativa
[54] e/ou em meios onde ndo haja condutividade elétrica. Desse modo, a simplificagdo

habitual para o caso quase-estatico [40]:

D 7 : (2.12)
a

nio é verdadeira, de modo que o termo OD% continua valido na equagdo (2.2).

22 - Partindo-se da equagdo (2.1):

rotE +§ =0
a

e devido a equagdo (2.3), pode-se utilizar o potencial vetor 4, que ¢ relacionado com a
indugdo magnética B através de:
B=rot A | (2.13)

Sabe-se também que:

rot(gradV ) =0 (2.14)
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sendo V' o potencial escalar elétrico.
Com as equagdes (2.1), (2.13) e (2.14), pode-se chggar a:

rot(E +gradV ) —-:rot(—%‘I) (2.15)

Isolando E na equagdo (2.15), tem-se:

E =—gradv —%A (2.16)

No caso de linhas de transmissio, o campo elétrico € originado
principalmente devido ao potencial elétrico a que estio submetidos os condutores e
assume-se que a variagdo das grandezas sdo suficientemente lentas para se poder

desprezar o efeito do potencial vetor 4, ou seja da variagio da indugdo magnética [14].
Assim tem-se @% =0, logo pode-se definir o campo elétrico como:
E =—gradV (2.17)

No entanto, o potencial escalar elétrico V' ndo ¢ suficiente para
representar as caracteristicas totais do campo elétrico gerado por uma linha de
transmissdo, pois as tensdes de alimentagdo da linha sdo senoidais, apresentando

variagOes de modulo e fase.

Assim, ha a necessidade de introduzir o potencial escalar elétrico

complexo ¥, o qual permite considerar tais variagdes nos calculos. Ele é definido como:

V=V0[cos(a)t fa) + j sen( ot +a)] - (2.18)

onde:

V- Representa a amplitude da onda de tensdo (V);
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a- Angulo de fase (rad);
- Freqiiéncia angular (rad/s).

A expressdo (2.18) pode ser representada de forma exponencial pela

aplicagdo da identidade de Euler

V=V eJ(@+a) (2.19)

Desta forma, as equagdes fundamentais (2.1), (2.2) e (2.4) se alteram

para:
rotE =0 (2.20)
ol =5+ 2.21)
a
divD = p (2.22)

bem como a equagdo (2.17):
E= ~gradV (2.23)

A equagdo que descreve o comportamento do potencial escalar elétrico
complexo no dominio de estudo, pode ser obtida aplicando-se o operador divergente na

equagdo (2.21), como mostrado abaixo:

div(rotH ) =div(J +%)- ) (2.24)

como divrot é sempre nulo, tal operagio resulta em:

-

div(J +ﬂ;— )=0 (2.25)
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Introduzindo-se a equagéo (2.23) e também as relagdes constitutivas (2.5)

e (2.7) em (2.25), obtém-se:

div[ —cgradV +g(—-agradl7)] =0 (2.26)

Substituindo a equagdo (2.19) em (2.26):

div[—agradV) eJ(ex+a) +-§(—egradV0 ej(at+a))] =0 (227)

como e/ ndo varia com as coordenadas do dominio e & n#io varia com o tempo [10],

obtém-se:
div[—(o+ jos)gradVye/® ] =0 (2.28)

A fim de tornar a notagdo um pouco mais compacta, representar-se-a o

termo ¥ e/* por V" . Dessa forma, a expresséo (2.28) pode ser reescrita como:
div[{(c+jwe)gradV’ ] =0 (2.29)

que é a equacdo relativa a distribuigdo do potencial escalar elétrico complexo no dominio

tridimensional de estudo 2 .

Para se resolver uma equagdo diferencial de problema de contorno, deve-
se estabelecer as condigdes de contorno relativas ao fendmeno que esta sendo estudado.

Neste caso, as seguintes condi¢des de contorno devem ser consideradas [39,41,46]:

- Condigéo de contorno de Dirichlet, onde o valor do potencial escalar
elétrico complexo ¢ especificado.

*

V=V, ,emT, (2.30)

- Condigdo de contorno de Neumann homogénea, onde o valor da

derivada normal do potencial escalar elétrico complexo é especificado.
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% =0 ,emT, - (2.31)
onde:
I, - Parcela do dominio onde se impSem condig¢des de contorno de Dirichlet;

I, - Parcela do dominio onde se impdem condi¢des de contorno de Neumann;

T, - Interface entre os materiais.

Figura 2.1 - Representagdo de um dominio tridimensional 2, contendo uma interface
entre dois materiais com condutividade e permissividade elétrica diferentes ¢ a indicagdo
das condi¢es de contorno.

A resolugdo analitica da equagdo (2.29) é muito dificil. Assim, serdo
utilizadas técnicas numéricas para soluciona-la. Nos proximos itens serdo apresentadas as

maneiras que tornam possiveis o tratamento numérico desta equagdo pelo método de

elementos finitos.

2.4 A forma fraca

O tratamento classico das equagbes diferenciais exige que a solugdo

satisfaga a equagdo em todos os pontos do dominio. No entanto, a existéncia de materiais
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com propriedades constitutivas diferentes no dominio de estudo, causa descontinuidades

nas interfaces entre estes materiais € esta se torna uma exigéncia muito forte.

Para vencer esta dificuldade, feformula-se o problema de forma a admitir

condi¢Ges mais fracas para a solugdo e suas derivadas [39,40,42].

A forma fraca para o problema descrito pela equagdo (2.29) sujeita as

condi¢Ses de contorno (2.30) e (2.31) € obtida através da defini¢do do residuo 7, tal que:

r=div[ o+ jwe)gradV” ] (2.32)

em cada subdominio regular de (2 .
Define-se agora, duas classes de fungGes [39,40,42]:

a) Fung0es admissiveis:

H={uueH'(Q);u=Veml;)} (2.33)

b) Fungdes de teste

Hy ={u:ueH'(2);u=0em1I;} (2.34)

onde H'(£2) é o espago de Sobolev de ordem 1, ou seja, o espago das fungdes

suficientemente regulares de forma que suas primeiras derivadas sejam integraveis ao

quadrado sobre 2 e [ ¢ a parcela do contorno do dominio onde se aplica a condigédo de

contorno de Dirichlet.

Multiplicando-se 7 por uma fungio de teste # suficientemente regular,

como descrita acima, integra-se ru sobre cada subdominio regular de 2 e iguala-se a
zero [39].

[rudQ=0 i=12 (2.35)
Qj
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ou

[div[~(o+ jwe) gradV" JudQ=0 i=12 (2.36)

o

ou ainda, dividindo £2 em (2, e £2,, obtém-se:

[div[ (o +jowe) grad V' JudQ+ [div[ o+ joe) grad V" JudQ (2.37)
o)) 2/

Integrando (2.37) por partes sobre cada subdominio e aplicando o

teorema da divergéncia, obtém-se:

jgradu[(o- +ja)8)gradV‘]d.(2+ Jgrad ul(o+jwe)gradV’ ]dQ+
fo| 2

[ [(c+jwe)gradV” ] edudl + [[ o+ jwe)gradV” ] emudl” =0 (2.38)
a2y o2

onde 82, e 862, sdo as fronteiras das regides 1 € 2 e 7, € 7, sdo os vetores normais as

respectivas fronteiras.

Somando-se as contribui¢des dos subdominios €2, e £2,, obtém-se:

| gradu[(o+ jowe)gradV’ JdQ+ [[—(o+ jowe)gradV” ] e Audl+
2

a

[[(o+jwe)gradV’ ] efyudl =0 (2.39)
sy ‘

Deve ser notado que as fronteiras 6¢2, e &¢2, sdo compostas de duas
parcelas: uma que nfo coincide com a interface /,, denotada por 662, -1, € 062, -1, ¢

outra que coincide com 7, .

Assim decompondo-se as integrais referentes a d¢2, e¢ 2, de (2.39) nas

duas parcelas acima, tem-se:

[graduf(c+jwe)gradV” JdQ+ [[( o+ jwe)gradV’ ] efudl +
2 o,
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| [~(o+jwe)gradV’ ] efiyudl + _[[—(0'+ja)6)gradV'] eri,udl +
Y -1y, Iy,

[[(o+jwe)gradV” ] eniyudl =0 (2.40)
& Iy

Somando-se as duas integrais referentes a /,,, tem-se:

[ [(c+ jwe)grad V' |efyudl + [[-(c+ jwe)gradV |eAyudl  (2.41)
Im v

e sabendo que elﬁ I, i, =-f,, as duas integrais de (2.41) se anulam. Além disso:

(Ky-Tp) U (X-Tp)=Q e

portanto (2.40) se reduz a:

fgradu[(a'+ja)£)gradV‘]d.(2 +_[[—(o*+ja)g)gradV'] eiiudl" =0 (2.43)
Q r

Aplicando a condigdo de contorno de Neumann homogénea (2.31), o

termo de I referente & 7, desaparece [39]. Assim tem-se:

[gradu[(o+ jwe)grad v ]dQ=0 (2.44)
Q , .

que € a forma fraca para o problema em quest#o.

2.5 O método de Galerkin

Considerando apenas problemas lineares, pode-se citar a seguinte

formulagdo fraca, obtida no item anterior: ache V/ e H,tal que:

[(o+jwe)grad y* gradud =0 Yu eHy (2.45)
n

onde H ¢é o conjunto das fungdes admissiveis definido em (2.33) e H;, é o conjunto das

fungdes de teste definido em (2.34). Sendo assim, a solugdo V'~ e a fungdo de teste u
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pertencem a conjuntos de dimenséo infinita. Logo a procura da solugdo € extremamente

dificil [39,40].

O método de Galerkin consiste na procura de uma solugdo aproximada

para (2.45) em um conjunto de dimensio finita. Assim, ao invés de abordar o problema

(2.45) de dimensdo infinita, procura-se uma solugdo aproximada V,,' € H, de forma que:

« N ' .
) i=l

onde N; sio fungdes de interpolagdo, a; constantes desconhecidas, # a dimensdo do

espago € H," ¢ um subconjunto de H, com dimensdo .

Assim, a formulagdo fraca para o problema consiste agora em achar

v," € H," tal que:

j( o+ jwe)grad V,,‘ gradu,d2 =0 Vu, eHy" (2.47)
o,

2.6 O método de Elementos Finitos

O método de Galerkin fornece uma elegante estratégia para a obtengdo da
solugdo aproximada de problemas de contorno, porém apresenta um sério inconveniente:

ndo fornece uma maneira sistematica de construgdo das fun¢des de interpolagdo N, para

as fungdes de teste u, .

Em problemas com geometrias complexas, sejam eles bi ou
tridimensionais, a selegdo das fungdes de interpolagdo que satisfazem as condigdes de

contorno do problema é uma tarefa extremamente dificil [40].

Desta forma, o método de Galerkin s6 é eficaz se associado a uma
técnica geral e sistematica para a construgdo das fungbes de interpolagdo. Uma das

técnicas mais interessantes ¢ fornecida pelo método de Elementos Finitos.



31

A idéia principal deste método é que as fungGes de interpolagdo podem
ser definidas de maneira independente sobre as subregides do dominio, denominadas

elementos finitos e que sobre cada subdominio, N; pode ser fungSes simples, geralmente

polinomiais de baixa ordem [47].

Na aplicagdo deste método, primeiramente o dominio € particionado ou
discretizado em subdominios chamados de elementos finitos. Em cada elemento sdo
identificados certos pontos chamados nds ou pontos nodais. O conjunto de elementos €
nds que formam o dominio aproximado do problema é chamado de malha de elementos
finitos. A ﬁgufa mostrada abaixo, apresenta uma malha de elementos finitos, onde

destaca se um elemento e seus respectivos nos.
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Figura 2.2 - Malha de elementos finitos.

Uma escolha adequada dos pontos nodais é realizada e as fungdes de

interpolagdo N, sdo geradas de forma que estas sejam continuas nas fronteiras entre os

elementos.

Neste trabalho, o dominio tridimensional de estudo foi discretizado em
elementos finitos isoparamétricos do tipo hexaedro trilinear de 12 ordem, com fungSes de

interpolagdo lineares, apresentando continuidade CO [43].
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2.6.1 O elemento de referéncia e as funcdes de interpolacio

A integragio da equagdo (2.47) depende do sistema de coordenadas
utilizado e, em alguns casos, pode apresentar dificuldades [38,48]. Assim, ao invés de
empregar-se o sistema de coordenadas xyz, utilizar-se-4 um sistema de referéncia de tal

forma que as operagdes algébricas possam ser mais facilmente realizadas.

Desta forma, calcula-se a integral (2.47) dentro de um elemento de
referéncia pertencente ao sistema de coordenadas &£n¢ . A figura a seguir mostra o

elemento utilizado no sistema real de coordenadas xyz e no sistema de referéncia &7¢ .

f -1 <1 z
-1<n«1 0
5 g —1€8<1
1
6 7
1 -k 4 >
> Y

(a) E ®)
X

Figura 2.3 - Elemento isoparamétrico trilinear de 12 ordem, (a) no sistema de referéncia, (b) no sistema real.

Ao se adotar o sistema de referéncia, £n¢, serdo utilizadas funges de

transformagdo geométrica, @;, que fazem o mapeamento do elemento real, expresso no

sistema de coordenadas xyz, para o elemento de referéncia, expresso em termos de £7¢.

E importante notar que a fungdo de transformagdo geométrica, @;, serd
utilizada também como fungdo de interpolagdo do potencial escalar elétrico complexo nos

nés do elemento [38,43]. Logo:
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N, =@, | - (2.48)

A tabela a seguir apresenta as fun¢des de interpolagdo € também suas

derivadas (cuja utilidade sera evidénciada nos proximos paragrafos) para o elemento

considerado.
Tabela 2.1 - Fungdes de interpolagdo ¢ suas derivadas.
NO N dvé’f dyﬂﬂ %4
) ab, c% —bzc% . —%120% | -a,b, 4 |
5 ab, c% bzc% - c% —ab, A
3 alblc% blc% a, c% -ab, A
A a,b, c% -b, c% ajc% —-ab, {
s azbz% —bz% —az% a,b, A
6 albz% bz% —al% ab, {
. albl% bl% al% al% |
8 aZbI% _bl% 0_2% | aby 4
onde:
a =1+¢& a, =1-¢
b =1+n b, =1—77'

¢ =1+¢ ¢ =1-¢
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2.7 As expressides matriciais para o problema

2.7.1 As formas integrais sobre o elemento real

Para se obter a forma discretizada da equagdo (2.47), levar-se-a4 em conta
o fato de que as fungdes de interpolagdo, definidas no item anterior, sio também validas

para o potencial nos nés do elemento. Assim:

o
140}
V' =[N, Ny . . . Ng[| "~ (2.49)
ou seja,
v =[N,.]'[V‘,-] i=18 - (2.50)
Logo:
PRI ]
o 7 *
a | | N
* .
x |V V74 [ o* .
gradV =|——|=|—=—(N;".V; ) i=18 (2.51)
@y %4
& | Lnt
v E( Ni.Vi)
& L. A
Assim:
[(o+jwe)grad N/ gradu, V; dQ i=18 (2.52)
Q

Como u, pode ser qualquer fungdo do conjunto de fungdes de teste,

escolhe-se u, de modo que u; = N, logo:
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[(o+jwe)grad N grad N ,V; d2 i=j=18 (2.53)
0

que pode ser escrita na forma matricial abaixo:

[(o+jowe) B][B], a2 (2.54)
02

onde:

[ B] - Matriz de derivadas das fungdes de interpolagdo em relagdo a xyz;
n

[V ‘] - Vetor dos potenciais nos nds do elemento.

Logo a matriz de contribuigdo elementar, 8 x 8, deste trabalho € da

forma:

[¢]= gf) (o+ joe) B] [BldO (2.55)

2.7.2 A forma integral sobre o elemento de referéncia

Para passar do elemento real para o elemento de referéncia, é necessario

transformar as derivagdes em xyz para derivagdes em £7¢ e ainda a integragdo sobre o
elemento real em uma integragfio sobre o elemento de referéncia [43]. Nos préximos itens

serdo mostrados os passos para se realizar tais transformagdes.

2.7.2.1 A transformacio das derivadasemx,vez

As derivadas em xyz sdo expressas em fungdo das derivadas em &nd

através da inversa da matriz Jacobiana. Assim a matriz [B] pode ser escrita da seguinte

forma:

[B] =[/]"[B4] (2.56)

e conseqiientemente:
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87 =g {LrY @57)

onde:
[/]- Matriz Jacobiana;

[B£]- Matriz semelhante a [B], contendo as derivadas em &7¢ das fungGes

N(& n,¢) ao invés das derivadas em xyz das fungdes N(x,y,z).

2.7.2.2 A transformagﬁo do dominio de integracio

A passagem da integral do elemento real para o elemento de referéncia é

obtida através da seguinte relagdo [38,43]:
[...d2 = |...det(J )dédnd{ (2.58)

o) a2

e os limites de integragdo em &, 7 e £ para o elemento de referéncia sdo [43]:

&=l =l ¢4
[ | [J.det(J)dédnds (2.59)
E=-1n=-1{=-1

Logo a matriz de contribuigdo fica sendo:

P . tfe =110 =1 |
[¢]= | II y} (o+ joe BT} U [BE der( T )dednds  (2.60)
iy

2.7.3 Calculo do Jacobiano, de seu determinante e de sua inversa

O calculo do Jacobiano ¢ feito da seguinte maneira [43,48]:
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-d\/l dvz dvi_ XN 4
E o 75 X Y2 22
[J]= . L/l i=1 8 (2.61)
on o on
ay N A
L& & % | Xi Vi &4

O célculo do det(J), ndo apresenta dificuldades particulares, pois a

matriz resultante do jacobiano é uma matriz 3 x 3, assim como sua inversa, ou seja:

Ju Ji2 i3
[J1=|J21 J22 Ins (2.62)
J31 Iz I3

logo:
det(J)=J11(JnJ33=J32J23)+ J12(J31J23 — J21J33) +
+J13(J21J32 = J31422) (2.63)

e a inversa ¢ dada por:

JonJzz—J33Jda3 J13d3p —J12d33  J12J23 — 1322
J31Jo3 = o133 J1id33 =331 J21d13 —J23d11 | (2.64)
Jndzn —J312  Ji2dz1—JIndn il —Ji2d21

-1 _
VT = Gai7)

2.8 Integraciio numérica

A integragdo analitica da equagdo (2.59) sobre cada elemento de
referéncia do dominio tridimensional de estudo 2, ndo é uma tarefa muito facil. Este fato
leva a utilizar um método de integragdo numérica. Neste trabalho, utilizar-se-4 o método
de integragdo de Gauss, pois é um método numérico muito utilizado, conhecido por sua

eficacia e que se adapta muito bem a resolugdo da integral deste problema.
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Assim, a transformagio da equagdo integral dada pela equagdo (2.59) é a

seguinte:

1 1 1 n »n n
[ ] [ Y(&ng)dédnds =3 3 JWW, W Y(&.7m;.8) (2.65)

-1 -1 - i=l j=1 k=l

onde:

W;, W, Wy~ S8o os coeficientes ou pesos de integragdo no metodo de Gauss;

&, 115, G- So as abcissas ou coordenadas dos pontos de integragdo onde a fungdio ¥
deve ser calculada;

K,h,ri- Sdo os nimeros de pontos de integragdo em cada dire¢do dos eixos
coordenados.
Como o elemento de referéncia ¢ o hexaédrico, tem-se dois pontos de
integragdo em cada diregéo, logo r, =r, =r; =2 . Os valores de W,,W;, W, e de &, n,,¢;
sdo os seguintes [43]:

W, =W, =W, =1

& =1, = =+0,577 350269 189 626;1}{/5

2.9 Aspectos informaticos relativos a implementacio do método de elementos |

finitos

Na técnica de elementos finitos, para cada elemento da malha, é obtida
uma matriz, chamada matriz de contribuigio elementar. Neste trabalho, a matriz de
contribui¢do elementar é uma matriz complexa, simétrica, § x8. A soma matricial ou
"condensagdo” de todas as matrizes elementares vai formar a matriz de contribuigio
global, onde todos os elementos da malha sdo considerados. Esta matriz apresenta

algumas caracteristicas particulares, que devem ser exploradas de modo a tornar sua
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manipulagdo otimizada, especialmente em casos tridimensionais, onde apresenta

dimensdes consideraveis [43].

Obtém-se, entdo, um sistema matricial de equagdes, que pode ser
representado por [SS}[V}=|:Q:|, onde [SS:| ¢ a matriz global, [V] é o vetor dos

potenciais incognitos nos nos e | O | representa o que, em geral, chama-se de "fontes" e

pode ser relativo a cargas elétricas, correntes elétricas ou imds permanentes, dependendo
do problema [38]. Neste caso, ¢ relativo as cargas elétricas € vale zero, pois nfo ha cargas

elétricas no dominio de estudo.
Uma vez que o sistema l:SSjl[V} = [Q] esta formado, deve-se inserir as

condi¢des de contorno do tipo Dirichlet, ou seja, os potenciais impostos e finalmente
passa-se a etapa de resolugdo do sistema de equagdes lineares, que fornecera os

potenciais incognitos nos nés da malha.

A seguir, serdo apresentados alguns aspectos informaticos relativos ao
armazenamento da matriz global, inser¢do das condigdes de contorno de Dirichlet e

método de resolugdo do sistema matricial de equagdes.

2.9.1 As técnicas de armazenamento da matriz global

2.9.1.1 A matriz banda

A matriz de contribui¢do global é simétrica, visto que ¢ formada pela
condensagdo de matrizes elementares simétricas. Esta matriz possui a forma chamada de
"matriz banda", onde os termos ndo nulos se situam préximos a diagonal principal

[38,43,44]. Ela possui a forma mostrada na figura abaixo:
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Figura 2.4 - Topologia da matriz global

Este fato permite armazenar apenas sua banda. No entanto, como a
mesma é simétrica, pode-se guardar na memoria apenas meia-banda, de forma que a

economia de memoria é ainda maior.

E importante notar que se a malha néo for convenientemente numerada, a
matriz podera ndo ter a forma de matriz banda e, neste caso, perder-se-ia a vantagem

desta propriedade topoldgica [38].

A largura da banda é definida como a "distdncia" entre os dois mais
distantes nods, ou seja, entre os mais distantes termos da matriz global, obtivel em uma

linha, e pode ser obtida pela expressdo abaixo [43]:

LB=L,-1I, +1 (2.66)

A matriz banda sera entdo armazenada sob uma forma diferente da matriz

original, tal como indica a figura abaixo:
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(LB/2)+1

(2) ()
Figura 2.5 - (a) Matriz global, (b) Matriz banda equivalente.
Logo, deve existir uma relagdo de passagem entre os dois arranjos. Esta
relagdo € a seguinte: um termo que ocupa na matriz global a posigdo (7,,), ocupara na
matriz banda a posigdo (7, jj), onde jj =j —i +1. Assim, trabalhar na matriz banda ¢

equivalente a fazé-lo na matriz global, trocando-se os indices j por jj.

Outro aspecto importante refere-se a resolugdo do sistema de equagdes.
Quanto mais "estreita” for a banda da matriz, mais rapida sera a resolugdo do mesmo,

pois os algoritmos de resolugido operam somente na banda da matriz [38].

2.9.1.2 A matriz sob a forma compacta

Embora aﬁnazenar a matriz global sob a forma de semi-banda represente
uma economia de memoria muito importante, em certos casos, a semi-banda pode ainda
ser muito esparsa. Pode-se, entdo, conceber uma outra maneira de armazenar a matriz
global, onde apenas os termos ndo nulos da matriz sdo armazenados. Este método permite
trabalhar com um dominio de célculo muito maior, tendo em vista que apenas os termos
ndo nulos da matriz global serdo armazenados, possibilitando assim um aumento
consideravel do nimero de nos. Isto é feito através de dois arranjos, um chamado

"INDIC" que é uma matriz que contém os enderegos dos termos ndo nulos localizados
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fora da diagonal principal e o outro chamado de "SS" que é a matriz que contém o0s

termos ndo nulos da matriz global.

Esta maneira possui também a vantagem de que a malha pode ser
numerada de qualquer forma, visto que a largura de banda nio tem mais influéncia no

armazenamento da matriz.

Neste trabalho as duas dimenses da matriz "INDIC" e "SS" sdo,
respectivamente, (niimero total de nés, 14) e (mimero total de nés, 15), pois a experiéncia

mostra que o numero de nos vizinhos a um certo né nio excede a 14 [38,43].

Um inconveniente neste tipo de armazenamento é que sua
implementagdo exige um trabalho computacional um tanto quanto complexo, e que deve
ser feito com bastante cuidado, pois a probabilidade de se cometer erros é grande. Outro
aspecto importante é que este tipo de armazenamento exige que sejam utilizados métodos
iterativos para a resolugdo do sistema de equagdes lineares formado, pois neste tipo de
resolugdo ndo ha criagdo de novos termos matriciais, de forma que os arranjos "INDIC" e

"SS" permanecem inalterados [38,43].

2.9.2 Introducio das condicdes de contorno
Apés formado o sistema matricial de equagdes I:SS}[V} = I:Q:l , deve-se

inserir os potenciais ja conhecidos, ou seja, as condi¢des de contorno de Dirichlet. A
inser¢do das condigdes de contorno neste trabalho é feita da seguinte maneira [43]: no
termo diagonal da matriz global coloca-se um niimero grande, na ordem de 10%. No vetor
do lado direito, coloca-se o valor do potencial imposto multiplicado pelo mesmo fator
10%°. Nos outros termos da linha correspondente ao potencial imposto, nada ¢ feito.

Veja-se um exemplo: considere o sistema matricial abaixo
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Su Sz Siz||% 0
S S|V |=|0
Sy3||V3| |0

Suponha-se que seja conhecido o valor do potencial nond 1, e que este

vale v. Entdo, usando a regra descrita acima, tem-se:

102 S, Si3l( 1 | v.10%

Sp Su||Va|=| O
dessa forma:
10°°V, + ).V, + 8,375 = v.10%°
que fornece:

Vi=v
Assim, tem-se inserida a condigdo de contorno do problema.

2.9.3 Método de resolucio do sistema comglexo' de equacdes lineares

Estando o sistema matricial formado e com as condi¢des de contorno de
Dirichlet inseridas, deve-se passar a etapa de resolugdo, que fornecera os potenciais nos

nds da malha. Para isto pode-se utilizar dois tipos de métodos: diretos ou iterativos.

i

A utilizagdo de um e de outro estd condicionada ao tipo de
armazenamento da matriz global. Normalmente, quando a matriz global ¢ armazenada sob
a forma de semi-banda, utiliza-se métodos diretos. E importante salientar que, durante o
processo de resolugdo utilizando estes métodos, nas posi¢des onde ha termos nulos, serdo
criados termos ndo nulos, de tal forma que no final do processo, a semi-banda da matriz

que inicialmente era esparsa, tornar-se-a quase plena. Quando a matriz é armazenada sob
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a forma compacta, usam-se métodos de resolugdo iterativos, pois neste tipo de resolugdo
ndo ha criagdo de novos termos matriciais, permanecendo a topologia dos arranjos "SS" e

"INDIC" inalterados [43].

Neste trabalho, armazena-se a matriz global na forma compacta.
Conseqiientemente deve-se utilizar um método iterativo para resolugdo do sistema

matricial.

Cabe salientar que o estudo de métodos de resolugio de grandes sistemas
matriciais é em si proprio uma vasta area de pesquisa, cuja exposi¢do completa dentro de
todo rigor matematico foge aos objetivos deste trabalho. Procurar-se-a expor aqui, de
forma resumida, apenas alguns aspectos relativos ao tipo do método empregado neste

trabalho.

Os métodos iterativos sio métodos que conduzem i solugdo através de
uma sucessdo de calculos, sendo que o nimero de operagdes necessarias para se chegar a
solu¢do depende do erro de convergéncia adotado e da estrutura da matriz global. Com
isto, o nimero de operagdes para se chegar a solugdo desejada pode variar conforme a

natureza do problema e do sistema matricial obtido [43].

O método iterativo empregado neste trabalho ¢ uma variante do método
de gradientes conjugados com precondicionamento, adaptado para solugdo de sistemas
complexos e conhecido como método dos gradientes conjugados ortogonalmente

conjugados (COCG). Para maiores detalhes sobre este método ver: [40,43,53].

2.10_Obtencio do campo elétrico

Apds a resolugdo do sistema matricial global, pelo método citado acima,
obtém-se os valores do potencial escalar elétrico complexo em cada ndé da malha de

elementos finitos. Assim, pode-se calcular o campo elétrico , através da equagdo (2.23).
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Algumas consideragdes sdo feitas para o calculo do campo elétrico pelo

MEF. Sio elas:

- a superficie do solo € considerada um condutor perfeito, apresentando

potencial nulo;

- os condutores sdo considerados segmentos de reta com potenciais

impostos através da condi¢do de contorno de Dirichlet;
- os cabos para-raios, quando presentes, sdo considerados aterrados.
2.11 Conclusio

Neste capitulo foi apresentada a formulagdo matematica para o calculo
do campo elétrico gerado por linhas de transmissdo através do MEF. Foi utilizado o
conceito de potencial escalar elétrico complexo o qual permite representar a variagdo de

modulo e fase das grandezas na solugdo de problemas em regime permanente senoidal.

No proximo capitulo serdo apresentados os valores de campo elétrico
calculados pelo MEF e pelo MSC os quais serdo comparados com valores medidos, a fim

de comprovar a eficacia do método utilizado.
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CAPITULO 3
RESULTADOS OBTIDOS

3.1 Introducao

A ﬁni de validar a metodologia apresentada no capitulo II, para o calculo
tridimensional do campo elétrico produzido por linhas de transmisséo, serdo apresentadas
curvas do perfil transversal do campo elétrico obtidas a partir da aplicagdo desta
metodologia e também pela aplicagdo do MSC. Ambos os resultados serdo comparados

com valores medidos.

A andlise sera feita para duas linhas de transmissdo trifasica, uma de 500
kV de estrutura tipo plana e outra de 1050 kV também de estrutura plana, para as quais
dispde-se de valores medidos. Serdo apresentadas também a malha de elementos finitos e

as linhas equipotenciais para cada um dos casos analisados.

Em seguida, considera-se a preseng:a‘ de um bloco de material condutor
com permissividade nula e também um bloco de material condutor com uma certa
permissividade, sob as fases da linha de 1050 kV analisada anteriormente, com o objetivo
de verificar a influéncia destes objetos nos valores e na distribui¢do do potencial € do

campo elétrico produzido pela linha.

Por ultimo, faz-se a analise de um caso hipotético do cruzamento entre

duas linhas de transmissdo, com o objetivo de demonstrar a versatilidade do método.
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3.2 Linha de 500 kV - Endesa - Chile

3.2.1 Caracteristicas

A tabela 3.1, mostrada a seguir, apresenta as caracteristicas principais do

trecho da linha em estudo [2]:

Tabela 3.1 - Caracteristicas da linha de transmissdo de 500 kV da Endesa, Chile.

Tenso da linha (kV) 500
Numero de condutores por fase 2
Diametro dos condutores (m) 0,03195
Didmetro dos cabos para-raios (m) 0,01905
Espagamento entre subcondutores (m) 0,40
Distancia entre as fases (m) 16,80
Altura das fases (m) 13,0
Distincia entre os cabos para-raios (m) 27,30
Altura dos cabos para-raios (m) 22,0

Os cabos para-raios sdo multiaterrados e o terreno onde se encontra o
trecho da linha em analise é plano. E admitida nos calculos seqiiéncia de fase ABC, da
esquerda para a direita. A figura abaixo apresenta uma vista no plano do dominio de

estudo, valido tanto para o MEF como para o MSC.
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Figura 3.1 - Vista no plano do dominio de estudo.

3.2.2 Malha de elementos finitos

A figura a seguir apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos
finitos utilizada neste caso. Optou-se em apresentar. a malha de elementos finitos no
plano, pois sua visualizagdo no espago seria prejudicada devido ao elevado mimero de
elementos. As dimensdes do dominio sdo: 0 a 130 metros na horizontal (eixo y), 0 a 50
metros na vertical (eixo z) e 0 a 10 metros na longitudinal (eixo x), ou seja, considera-se
um trecho de 10 metros da linha de transmissdo, ¢ admite-se que neste trecho os

condutores sdo segmentos de reta, desprezando-se a variagdo de altura dos mesmos.

A malha, para este caso, possui 18360 elementos e um total de 37268
n6s. Observa-se que, na regido entre os condutores, a malha apresenta-se mais densa. Isto
¢ feito para se obter uma melhor precisdo nos resultados, visto que nesta regido o campo €
mais intenso. Foram realizados vérios exemplos, onde para cada um deles a malha
apresentava diferentes topologias. Com isso observou-se que os melhores resultados, ou
seja, aqueles que mais se aproximaram dos valores obtidos pelo MSC, eram obtidos

quando a malha apresentava uma densidade de elementos elevada entre as fases da linha.
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Neste caso, foram necessarias 138 iteragdes no método iterativo COCG
para se obter a convergéncia e um tempo de calculo de 9 minutos e 30 segundos, em uma

estagdo Sun SparkStation 2.

Figura 3.2 - Vista no plano da malha de elementos finitos para a linha de 500 kV.

3.2.3 Linhas equipotenciais

A figura 3.3 apresenta as linhas equipotenciais, obtidas pelo método de
elementos finitos para linha de 500 kV. Elas representam o médulo do potencial escalar
elétrico complexo. As equipotenciais servem para dar uma nogdo da distribui¢do do
campo elétrico no dominio de estudo, indicando as regides onde o campo ¢ uniforme ou

ndo [9].

Figura 3.3 - Equipotenciais para linha de 500 kV.



50

3.2.4 Curvas de campo elétrico

A figura 3.4 apresenta as curvas do perfil lateral do campo elétrico a

altura de 1 m do solo, obtidas pelo MEF, MSC e também a partir de valores medidos.

As medi¢des do campb elétrico foram realizadas com o medidor de
campo elétrico de freqiiéncia industrial, modelo 113 da Electric Field Measurement Co.
Foi utilizado o prpcedimento de medig¢do do IEEE, que recomenda manter o medidor a

altura de 1 m do solo e a uma distincia minima de 2,5 m do operador [2].

8000
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\,é‘ 4000 -:
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o |
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Figura 3.4 - Curvas do perfil lateral do campo elétrico a 1 metro do solo para linha de 500 kV.
Os valores obtidos através do MEF € MSC, variam de 0 a 130 m segundo

o eixo das abssicas e os valores medidos de 65 a 130 m. Verifica-se uma boa

concordancia entre estes valores.
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3.3 Linha de 1050 kV

3.3.1 Caracteristicas

A tabela 3.2 apresenta as caracteristicas do trecho da linha em estudo [9]:

Tabela 3.2 - Caracteristicas da linha de transmissio de 1050 kV.

Tensdo da linha (kV) | ‘ 1050
Numero de condutores por fase 8
Didmetro dos condutores (m) 0,03307
Didmetro dos cabos para-raios (m) 1,016
Distincia entre as fases (m) - 15,20
| Altura das fases (m) 18,93; 18,92; 18,27

Dié.tﬁncia entre os cabos péra-faios (m) | 17,83
Altura dos cabos para-raios (m) | | 39,0

Aqui também os cabos para-raios sdo multiaterrados € o terreno onde se
encontra o trecho da linha em analise é plano. E admitida nos célculos seqiiéncia de fase
ABC, da esquerda para a direita. E importante ressaltar que no MSC ¢ levada em
consideragio a altura de cada fase, ou seja, fase A a 18,93 rh, fase Ba 18,92me fase Ca
18,27 m. J4 no MEF as fases A e B sdo consideradas na mesma altura e estdo a 18,92 m
e a fase C a 18,27 m. A figura a seguir apresenta uma vista no plano do dominio de

estudo, valido tanto para o MEF como para o MSC.
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Figura 3.5 - Vista no plano do dominio de estudo.

3.2.2 Malha de elementos finitos

finitos usada neste caso. As dimensdes do dominio sdo: 0 a 130 metros na horizontal

A figura a seguir apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos

(eixo y), 0 a 60 metros na vertical (eixo z) e 0 a 10 metros na longitudinal (eixo x).

necessdrias 79 iteragSes no método iterativo COCG para se obter a convergéncia € um

A malha apresenta 10586 elementos e 21600 nos. Neste caso foram

tempo de calculo de 4 minutos e 28 segundos, em uma estagdo Sun SparkStation 2.

4

L

Figura 3.6 - Vista no plano da matha de elementos finitos para linha de 1050 kV.
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3.3.3 Linhas equipotenciais

A figura 3.7 apresenta as linhas equipotenciais, obtidas pelo MEF, para a
linha de 1050 kV.

Figura 3.7 - Equipotenciais para linha de 1050 kV.

3.3.4 Curvas de campo elétrico

A figura 3.8 apresenta as curvas do perfil lateral do campo elétrico a

altura de 1 m do solo, obtidés pelo MEF, MSC e também a partir de valores medidos.

Nota-se que sob a fase C, o campo elétrico ¢ mais intenso, isto se deve ao

fato de que a altura da fase C € menor, em relagdo as outras fases.
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As medigdes foram feitas com o medidor a altura de 1 metro do solo € a

uma distincia minima de 1 m do operador [9].

12000 —
MEF

e V1o

mrmvmimimeme=.=e MEDIDO

10000 —

CAMPO ELETRICO (V/m)

DISTANCIA (m)

Figura 3.8 - Curvas do perfil lateral do campo elétrico a 1 metro do solo para linha de 1050 kV.

Os valores obtidos através do MEF e MSC, variam de 0 a 130 m segundo
o eixo das abssicas e os valores medidos de 40 a 125 m. Obseva-se uma boa concordancia

entre estes valores.
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3.4 Linha de 1050 kV na presenca de materiais condutores

3.4.1 Caracteristicas

Neste caso, considera-se a presenga de um bloco de material condutor
com permissividade nula (B1) e também um bloco de material condutor apresentando
uma certa permissividade elétrica (B2), sob as fases da linha de transmissdo de 1050 kV
analisada anteriormente. Suas caracteristicas sio mostradas na tabela 3.2. Os cabos para-
raios sdo multiaterrados ¢ o terreno onde se encontra o trecho da linha em analise ¢ plano.
E admitida nos calculos seqiiéncia de fase ABC, da esquerda para a direita. A figura

abaixo, apresenta uma vista no plano do dominio considerado.

2 17.83m 17,83 m Pz
- < S
R ]
=] ? (-]
T Sis T 39,0m
18,93 m 18,27 m
10m

PP PT7TPP777777 7777777777777 ”//////// CLlLllLd PPPPP2P0P7707 77777277777 I7T7 7777777777777

Figura 3.9 - Vista no plano do dominio de estudo.

Os blocos apresentam uma profundidade de 10 metros. O bloco Bl
representa o material condutor, apresentando condutividade de 107 (Qm)-1 e o bloco B2,
representa o material com uma condutividade de 100 (Qm)-1 e uma permissividade

elétrica relativa igual a 10.
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3.4.2 Malha de elementos finitos

Neste caso, a malha ¢ a mesma da figura 3.6 apresentada no item 3.2.2.
No entanto, aqui, foram necessarias 132 iteragdes no método COCG para se obter a
convergéncia e um tempo de célculo de 10 minutos e 32 segundos, em uma estagdo Sun

SparkStation 2.

3.4.3 Linhas equipotenciais

A figura abaixo, apresenta as linhas equipotenciais, obtidas pelo MEF.

Figura 3.10 - Linhas equipotenciais.

Aqui, observa-se a influéncia dos objetos considerados sob a linha, na
distribuigio do potencial e conseqilentemente na distribuigdo do campo elétrico no

dominio.

3.4.4 Linhas equicampos

A figura abaixo, apresenta as linhas equicampos, obtidas pelo MEF, para

o caso considerado.
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Figura 3.11 - Linhas equicampos.

Verifica-se aqui a deformagdo das linhas equicampos, pela presenga dos

blocos de materiais condutores.

Devido a continuidade da componente tangencial do campo elétrico,
observa-se a existéncia de campo na parte superficial interna dos blocos condutores, o

que implica no surgimento de uma densidade de corrente elétrica. [38].
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3.5 Caso hipotético do cruzamehto entre duas linhas de transmisséo

3.5.1 Caracteristicas

Neste caso é suposto o cruzamento a 900 entre duas linhas de
transmissdo, uma de 138 kV e outra de 500 kV acima desta, a fim de demonstrar as
potencialidades do método empregado. Na literatura, ndo foi encontrado nenhum caso
semelhante a este, o que se justifica pela dificuldade ou até mesmo impossibilidade de se
fazer tal analise, com os métodos até entdo disponiveis. As tabelas a seguir, indicam as

caracteristicas de cada uma das linhas consideradas.

Tabela 3.3 - Caracteristicas da linha de transmissdo de 138 kV.

Tensdo da linha (kV) 138
Numero de condutores por fase 1
Diametro dos condutores (m) | 0,03195
Distincia entre as fases (m) 7
Altura das fases (m) 10

Tabela 3.4 - Caracteristicas da linha de transmissdo de 500 kV.

Tensdo da linha (kV) 500
Numero de condutores por fase | 2
Didmetro dos condutores (m) 0,03195
Espagamento entre subcondutores (m) 0,40
Distincia entre as fases (m) 15,0
Altura das fases (m) 18,0

E admitida nos calculos, seqiiéncia de fase ABC, da esquerda para a

direita, para as duas linhas em analise. A figura a seguir apresenta uma vista no espago do
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dominio em estudo. As fases indicadas por A, B e C formam a linha de 500 kV ¢ as

indicadas por A', B' e C' formam a linha de 138 kV.

Figura 3.12 - Trecho do cruzamento entre duas linhas de transmiss3o.
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3.5.2 Malha de elementos finitos

A figura a seguir apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos
finitos usada neste caso. As dimensdes do dominio sdo: 0 a 110 metros na horizontal

(eixo y), 0 a 40 metros na vertical (eixo z) e 0 a 110 metros na longitudinal (eixo x).

A matha apresenta 39600 elementos e 43214 nds. Neste caso foram
necessarias 35 iteragdes no método COCG para se obter a convergéncia e um tempo de

calculo de 5 minutos e 23 segundos em uma estagdo Sun SparkStation 2.

Figura 3.13 - Malha de elementos finitos.
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3.5.3 Linhas equipotenciais

A figura abaixo, mostra as linhas eqliipotenciais, obtidas pelo MEF, no

cruzamento entre as linhas de transmissdo.

Figura 3.14 - Equipotenciais no cruzamento entre duas linhas de transmissdo.

3.5.4 Curva de campo elétrico

Neste caso apresenta-se duas curvas do perfil lateral do campo elétrico
sob o cruzamento entre as duas linhas de transmissdo, uma segundo o eixo y e outra

segundo o eixo X. -
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Figura 3.15 - Curva do perfil lateral do campo elétrico segundo o eixoy.
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Figura 3.16 - Curva do perfil lateral do campo elétrico segundo o €ixo x.
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CONCLUSAO FINAL

No decorrer deste trabalho, foram apresentados dois métodos para o
calculo de campos elétricos produzidos por linhas de transmissdo. Inicialmente,
apresentou-se, no capitulo I, o método de simulagdo de cargas para dominios
bidimensionais possuindo apenas um meio dielétrico. Este é um método cléssicd para o
céléulo de campos elétricos e baseia-se na substituigdo do potencial dos condutores por

cargas elétricas equivalentes.

Um inconveniente deste método é o fato de que para se modelar
diferentes meios dielétricos no dominio de estudo, € necessaria a utilizagdo de equagdes
auxiliares para representar o potencial € o campo elétrico em cada um deles. Outra

limitagdo é o fato de ndo se poder considerar no dominio de estudo materiais condutores.

Sabe-se ainda que sua aplicagdo a dominios de calculo tridimensional é
uma tarefa dificil e, dependendo da geometria a ser analisada, pode ser até mesmo

inviavel em termos computacionais.

Em seguida, no capitulo II, apresentou-se o método de elementos finitos
aplicado ao calculo tridimensional do campo elétrico de linhas de transmissdo. Neste
método foi utilizado o conceito de potencial escalar elétrico complexo que permite
representar as variagdes de modulo e fase das grandezas na solugdo de problemas em
regime permanente senoidal. Este método permite com facilidade considerar varios meios
dielétricos no dominio de estudo tridimensional, e também varios materiais condutores,
sem prejuizo algum de memoéria computacional ou tempo de célculo. Isto permite a

analise de uma série de situagdes praticas interessantes.

No capitulo III, foram apresentadas algumas curvas do perfil lateral do
campo elétrico a 1 metro do solo, obtidas com o MSC, com o MEF e também a partir de

valores medidos. Comparando-se estas curvas, mostradas nas figuras 3.15 e 3.16, conclui-
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se que os valores de campo elétrico obtidos com o MEF apresentam uma boa
concordancia com os valores obtidos pelo MSC e também com os valores medidos.
Assim comprova-se que o MEF aliado ao conceito de potencial escalar elétrico complexo

é adequado ao calculo do campo elétrico, gerado por linhas de transmissdo.

As diferengas observadas entre os | valores calculados e os valores
medidos sdo decorrentes tanto das simplificagdes assumidas no calculo como também das
limitagSes de medigdo. A precisdo dos valores medidos é afetada por uma série de
fatores, entre eles cita-se: distor¢do do campo elétrico pelo corpo da pessoa que segura o
cabo de suporte do instrumento, condutividade do cabo, dificuldade de se posicionar o
centro do aparelho na mesma orientagdo do eixo de medigdo, erros de leitura do
instrumento, temperatura ambiente, umidade relativa do ar, a vegetagdo existente no
local, variagdo da tensdo da linha, varia¢do da altura e da posigdo angular dos condutores

no momento da medigo.

J4 a precisdo dos valores calculados € afetada pelas simplificagdes
assumidas no calculo, tais como: supor o solo plano e com potencial nulo, admitir os
condutores a um potencial constante e ndo se considerar os efeitos das condigdes
atmosféricas, como temperatura, umidade relativa do ar e ventos. Além dos proprios erros
inerentes a0 MEF (densidade e topologia da malha, limitagdo do dominio pela imposig&o

da condigdo de contorno de Neumann).

A metodologia apresentada no capitulo II, permite com facilidade a
analise de uma série de situagdes importantes, tais como a obtengdo dos valores e da
distribuigdo do campo elétrico sob um cruzamento entre duas ou mais linhas de
transmissdo, a influéncia de objetos (metalicos e/ou dielétricos) localizados nas

proximidades das linhas de transmissdo, na distribuigdo do campo elétrico, entre outros.
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