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a forma essencial; a primeira,

por mais indispensdvel que seja,

ocupa apenas uma posi¢ao inferior”.
Albert Einstein






Resumo

Nos tltimos anos, em virtude da complexidade crescente das teorias de
cordas como candidatas & unificagao das interacoes fundamentais da natureza,
tem havido um interesse renovado na teoria quantica de spins altos como um
formalismo covariante natural para acomodar o espectro de particulas no Mo-
delo Padrao e teorias quanticas da gravitagao, bem como suas contrapartidas
supersimétricas.

Nesta dissertacao, apresentamos uma revisao sistemdtica do formalismo
subjacente a teoria de spins altos, ancorado no grupo de Poincaré, que corres-
ponde ao grupo de simetria da mecanica quantica relativistica. Estudamos as
construgoes de Bargmann-Wigner, Weinberg e Majorana, as quais dao origem
a equacgoes de onda covariantes para particulas de spins arbitrarios, e examina-
mos, em particular, os casos referentes a spins 1/2 e 1, enfatizando em especial
a equacao DKP para bésons massivos de spin 0 e 1 bem como a equagao para
o féton proposta por Majorana e Oppenheimer (MO). Neste contexto, propo-
mos uma equacao linear andloga a MO, denominada PMO, correspondente as
equacgoes de Proca e investigamos sua estrutura algébrica.

Examinamos também o limite nao relativistico das equagoes DKP e PMO
através de transformagoes de Foldy e Wouthuysen, nos cendrios de particula
livre e envolvendo acoplamento com um campo eletromagnético externo.

Palavras-Chave: spins altos, equacoes de Bargmann-Wigner, equacoes de
onda covariantes, transformagoes de Foldy-Wouthuysen.






Abstract

In the recent past years, in virtue of the increasing complexity of string the-
ories as candidates to the unification of the fundamental interactions of Nature,
it has grown a renewed interest in the quantum theory of higher spins as a natu-
ral covariant formalism to accommodating the particle spectra in the Standard
Model and quantum theories of gravitation, as well as their supersymmetric
counterparts.

In this dissertation, we present a sistematic review of the formalism of the
theory of higher spins, grounded on the Poincaré group, which corresponds to
the symmetry group of relativistic quantum mechanics. We study the cons-
tructs of Bargmann-Wigner, Weinberg and Majorana, leading to wave equati-
ons for particles of arbitrary spins, and examined, in particular, the cases of
spins 1/2 and 1, focusing particularly on the DKP equation for massive bosons
of spin zero and unity as well as on the equation proposed by Majorana and
Oppenheimer (MO) for the photon. In this context, we propose a linear equa-
tion similar to MO, called PMO, corresponding to the Proca equations and
investigate its algebraic structure.

Also, we examined the nonrelativistic limit of DKP and PMO equations
through the Foldy and Wouthuysen transformations, in the scenarios involving
free particles and the coupling with an electromagnetic external field.

Keywords: higher spins, Bargmann-Wigner equations, covariant wave
equations, Foldy-Wouthuysen transformations.
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Introducao

H&a quase trés décadas a teoria de cordas vem ocupando posicao de desta-
que em fisica tedrica de altas energias como forte candidata & unificacao das
interagoes fundamentais, enfatizando em especial a incorporacao da gravitacao
as interagoes eletromagnética, nuclear fraca e forte. Entretanto, devido a com-
plexidade inerente ao préprio formalismo subjacente a esta teoria, propostas
alternativas também vém sendo investigadas e algumas resgatadas, como a
teoria de spins altos.

A teoria de spins altos compreende um formalismo para a descrigao de
particulas de spins arbitrarios, assim como suas interacoes, alicercado no grupo
de simetria da teoria quantica relativistica (grupo de Poincaré). Este forma-
lismo culmina na construcao de equagoes de onda relativisticas lineares que
governam a dinamica das particulas e nos fornece um cendrio atraente para
o estudo das interagoes fundamentais, permitindo investigar inclusive a teoria
da gravitagao, na aproximacao linear, sob o prisma do graviton, o qual cor-
responde a uma particula de spin 2 que atua como mediadora da interagao
gravitacional (andloga ao féton, na QED)?!.

O primeiro a conjecturar a possibilidade de se construir equagoes de onda
lineares de primeira ordem para particulas de spins quaisquer foi Dirac. Em
seu célebre artigo de 1928 [1], Dirac propds uma equagao relativistica de pri-
meira ordem para descrever férmions de spin 1/2 através de um método bas-
tante peculiar (e engenhoso), “extraindo as rafzes” da equacgao relativistica de
energia-momento E? = p? + m? (em unidades naturais). O expressivo sucesso
da equacgao de Dirac o incentivou a investigar sua generalizacao e impulsionou a
procura por equagoes para particulas de spins mais altos, embora nao houvesse
na época um formalismo adequado para subsidiar este projeto, que s6 pode ser
retomado anos mais tarde.

LContudo, a teoria de spins altos ndo nos permite discutir a unificacdo das interacdes
fundamentais, visto que a interagao gravitacional é essencialmente nao linear e nao pode ser
acomodada em sua forma geral neste formalismo.



A equagao de Dirac revelou a necessidade de se introduzir o formalismo
da teoria de grupos no contexto da mecanica quantica relativistica, visto que
os campos que descrevem os férmions nesta equacgao sao, de fato, spinoriais.
Dessa forma, a sistematizacao da linguagem de representagoes spinoriais em
mecanica quantica adquiriu grande importancia para o desenvolvimento da te-
oria e reuniu os esforcos de renomados pesquisadores da época, culminando
com os trabalhos de van der Waerden e Weyl [50], [51]. Sob esta perspectiva,
Laporte e Uhlenbeck [02] efetuaram em 1931 a andlise spinorial da equagao de
Dirac, reconstruindo a equagao de primeiros principios, no contexto da lingua-
gem de spinores.

Em meio a este periodo de consolidacao da teoria de grupos no cenario da
fisica, Majorana concebeu em 1932 a primeira proposta para a teoria de spins
altos [20]. Em seu trabalho pioneiro, Majorana recorreu a representagoes de
dimensoes infinitas do grupo de Lorentz homogéneo para construir os estados
de particula e extrair o espectro de massa da teoria?. Entretanto, este trabalho
permaneceu desconhecido por grande parte da comunidade cientifica da época,
por razodes diversas (conforme discutido em [21]).

No mesmo periodo, em 1931, Majorana e Oppenheimer propuseram de
forma independente uma equagao para o campo eletromagnético (spin 1) nos
mesmos moldes da equagao de Dirac [16],[17],[18], seguindo um procedimento
construtivo alheio a teoria de spinores. Em 1939, Kemmer também construiu
uma equagao para mésons (spins 0 e 1) a semelhanga da equagéo de Dirac [09],
& luz dos trabalhos de Petiau e Duffin [07], [08], adotando um procedimento
empirico e abdicando do formalismo spinorial.

A busca por equacoes relativisticas para spins arbitrarios estendeu-se ainda
durante toda a década de 1940, sendo objeto de estudo de pesquisadores ilustres
como Pauli, Fierz e de Broglie [03], [04], [05], entre outros. Contudo, a cons-
trucao de um formalismo padrao para a teoria de spins altos sé foi possivel apds
a concluséo de um arduo estudo das representacoes (unitdrias) de dimensao in-
finita do grupo de Poincaré, iniciado por Majorana, culminando nos trabalhos
de Bargmann e Wigner [27], [06].

Em 1964, Weinberg propos uma abordagem distinta do formalismo padrao
de Bargmann e Wigner, examinando a possibilidade de construcao de propa-
gadores para particulas de massa nao nula e spins arbitrarios no contexto da
teoria da matriz S [11] e obtendo, como subproduto nao menos importante, as
equacoes que governam os campos quanticos representativos das particulas®.

2Contudo, a proposta de Majorana apresentava algumas inconsisténcias, como o resultado
de que a massa das particulas cresce na razao inversa de seus spins, sugerindo que particulas
de spins altos sdo mais estdveis (em contraposicio as evidéncias experimentais).

3As equagbes obtidas por este formalismo de Weinberg sdo lineares, porém de ordens



Recentemente, novo interesse vem sendo dispensado a investigagao do cena-
rio da teoria de spins altos por parte da comunidade cientifica, principalmente
no contexto da teoria quantica de campos e da gravitagao. Portanto, nosso
objetivo nesta dissertagao consiste em efetuarmos uma revisao pontuada da
construgao dessa teoria, enfatizando em particular os casos massivos de spin 1/2
e 1 e visando contribuir com algumas discussoes referentes a temas correlatos.

No capitulo 1, apresentaremos um breve resumo dos principais resultados
da teoria de Dirac, que serve de matéria-prima para a construcao de equagoes
para spins mais altos, e introduziremos o formalismo de Bargmann e Wigner.

A seguir, no capitulo 2, construiremos a equagao DKP (Duffin-Kemmer-
-Petiau) via Bargmann-Wigner e exibiremos suas principais propriedades. Apre-
sentaremos também uma equagao para o féton, construida de maneira original
nesta dissertagao (e convergindo para a proposta de Harish-Chandra [10]), que
preserva a algebra das matrizes DKP e discutiremos a inequivaléncia entre esta
equacio e a teoria DKP no limite ultrarelativistico (em que p? >> m?). Neste
mesmo capitulo, abordaremos ainda o formalismo de Weinberg, com o intuito
de oferecer uma leitura alternativa (e mais moderna) da teoria de spins altos.

No capitulo 3 apresentaremos a transformagao de Foldy-Wouthuysen [12], a
qual nos permite acessar o limite nao relativistico das equacoes de onda através
de um procedimento iterativo envolvendo uma transformagao unitaria. Exami-
naremos as equacoes de Dirac e DKP através deste procedimento nos cendrios
de particula livre e envolvendo a interagao com um campo eletromagnético
externo (fraco).

Por fim, no capitulo 4, discutiremos a equagao proposta por Majorana e
Oppenheimer para o féton e conjecturaremos a respeito de uma possivel ex-
tensao desta proposta para acomodar as equagoes de Proca, resultando em uma
equagao que denominamos de PMO. Investigaremos a estrutura algébrica que
emerge desta equacao e discutiremos sua interpretagao fisica. Examinaremos
ainda o limite nao relativistico desta equagao através da transformacao FW
(Foldy-Wouthuysen) nos casos livre e com acoplamento eletromagnético.

Para maior autoconsisténcia da presente monografia, nos apéndices A e B
apresentamos uma breve introducao aos grupos de Lorentz e Poincaré, reunindo
apenas os conceitos e resultados necessarios para as discussoes alinhavadas nos
capitulos. No apéndice C abordamos sucintamente algumas propriedades da
funcao de Pauli-Jordan, destacando seu papel no contexto da microcausalidade,
discutida na construgao do formalismo de Weinberg abordada no capitulo 2.
O apéndice D é reservado para a exposicao da série BCH (Baker-Campbell-
-Hausdorff), sobre a qual estd ancorado o procedimento iterativo da trans-
formacao FW.

superiores, sendo o caso de spin 1/2 o tnico que apresenta equagoes de primeira ordem.






Capitulo 1

A Equacao de Dirac e o
Formalismo de
Bargmann-Wigner

Nosso objetivo neste capitulo consiste em revisar o formalismo subjacente
a equagao de onda relativistica para particulas de spin 1/2 bem como o proce-
dimento de Bargmann-Wigner para a construgao de equagoes para spins mais
altos.

1.1 A Equacao de Dirac

A equagao de Dirac corresponde a equagao de onda linear covariante para
férmions de spin 1/2, proposta em 1928. O formalismo de spinores consti-
tui o cenario ideal para a construcao desta equagao de onda, pois estes obje-
tos geométricos sao realizagoes das representacoes irredutiveis do grupo de
Lorentz (homogéneo) que corresponde ao subgrupo principal do grupo de
Poincaré, o grupo de simetria subjacente a mecanica quantica relativistica.

Consideremos, entao, uma particula livre com energia e momento expressos
pela relagao relativistica usual (em unidades naturais):

E? = p? 4+ m?,
ou, definindo o quadrivetor momento p* = (E, p),

Ppy = m?. (L1)
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Assim, o quadrivetor p* carrega toda informacdo cinemdtica (a menos do
momento angular) da particula e, portanto, como buscamos uma equagao linear
para descrever uma particula livre de spin 1/2, o inico operador que comparece
nesta equacgao é o operador de quadrimomento p* = i9". A representacao
spinorial deste operador pode ser construida com base na equacao (A.22):

97 = agPpr, (12)

onde «, ﬂ = 1,2 sao indices spinoriais e u = 0, 1,2, 3 indice tensorial.
Explicitando as componentes de (1.2) temos

o= 0+
P o= pt—ip?,
pto= pt+ap?
2322 — pO o p3_

Podemos ainda escrever (1.2) em forma matricial como segue:
s = $°I + 6.9, (1.3)

onde o indice s subscrito indica que o operador ps que comparece do lado
esquerdo ¢é spinorial, ao passo que os operadores p do lado direito sdo os ope-
radores de quadrimomento usuais.

Utilizando (A.14),(A.18) e (1.2), construimos o operador spinorial covari-
ante p,, 4

Pai = ConCiu
= C, Cﬁyaf)‘” pr.
iﬁagzap;aﬁﬁp, (1.4)
ou, em forma matricial R
ps = p°1 — &.p, (1.5)

onde o simbolo til indica que os indices spinoriais de ﬁs sao covariantes (con-
forme convencao introduzida no apéndice A).

Além de exigir invaridncia sob transformagdes de Lorentz (TL), é inte-
ressante construirmos uma equacgao de onda invariante também sob trans-
formacgoes de paridade. A transformacao de paridade consiste na inversao
das coordenadas espaciais, i.e., ' — —2°. Esta transformacao pertence a um
setor do grupo de Lorentz desconexo do setor ortécrono préprio (apéndice A),
por isso nao comuta com as transformacgoes do grupo de Lorentz restrito (L,).
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Assim, as componentes de um quadrispinor £ nao podem ser transformadas
em multiplos do préprio £ sob a atuacao de uma transformagao de paridade,
0 que exige a introducdo de outra classe de spinores n” para construirmos um
sistema de equagoes que seja invariante sob este tipo de transformagao. Com
efeito, supondo que P&H = AEH, entao, se L é uma transformacao de Lorentz
que leva a um referencial com velocidade v e L' é uma transformacao que leva
a um referencial com velocidade —v, temos que PL = L'P (como pode ser
facilmente verificado usando um boost de Lorentz infinitesimal na direcao z,
por exemplo) e, dessa forma, resulta PLEH = A (LEX) e L' Pgr = \oL €, de
modo que ng“ = %LE”, o que nao procede pois as transformacoes L' e L nao
sdo proporcionais.

Sendo assim, o quadrispinor £* deve se transformar, sob paridade, em ou-
tro quadrispinor 7, cujas propriedades de transformacdo sdo diferentes (vide
apéndice A e referéncia [29]):

P: 5“ — i?]l'“ N — if“, (16)

onde o fator 7 foi escolhido por conveniéncia.
Precisamos também das leis de transformacao dos quadrispinores £, e n:

P:ts— —in®, 0P — —igs. (1.7)

Estas equagoes seguem naturalmente de (1.6). De fato, observemos que
usando (A.14) e (A.18) na primeira relacao de (1.6), segue:
CH¢g —i Cyy

[
~—

=—CiB
= & — —in’;

e, de forma andloga, temos n® — —ig.
Com base nas consideracoes discutidas nos paragrafos anteriores com relagao
as simetrias de Lorentz e paridade, propomos o seguinte sistema de equacoes:

saB,, . a
Py = mee, 19
paﬁfa = m’r/ﬁv

onde m é um parametro dimensional.
Verifica-se facilmente que o sistema (1.8) é covariante por construgao e
também invariante sob transformacao de paridade. Com efeito, usando (A.20)
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e (A.21), temos para a primeira equagao em (1.8):

~af5 / BN * )\
(p*ng) = A“AT AT
.
:(A*)_lkfé
AN kB s
= A% (AT AT
= Aaup“’\ﬁx
——
=mén
= mA*, "
= mglaa
de modo que a equagao é invariante sob transformacao de Lorentz (a demons-

tragdo da covaridncia da segunda equagao do sistema (1.8) é absolutamente
similar). Com relagao & paridade obtemos:

(6°Pnz) = ((—i)ipap) (i€”)
= ipapt”
~——

= mg'a.

Logo, esta equagao também ¢é invariante sob esta transformacao (mostra-se de
modo semelhante que a segunda equacao do sistema (1.8) também é invariante
por paridade).

Agora, observemos ainda que, eliminando 14 no sistema (1.8), temos

ﬁaﬁﬁ,\gf)\ _ m2£a7
porém, usando (A.24), segue
Pup"E™ = m2E.

Assim, o parametro dimensional m deve ser interpretado como a massa da
particula, de modo que a equacao acima corresponde a relagao relativistica
de energia-momento (1.1). Efetuando o procedimento padrao de “primeira
quantizacao”, a equagao acima assume a forma usual conhecida como equagao
de Klein-Gordon:

(0,,0" +m?)E™ = 0. (1.9)

Naturalmente, o spinor Uk também satisfaz a equacao de Klein-Gordon.
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A partir das equagoes (1.3) e (1.5) podemos reescrever o sitema (1.8) na
forma matricial a seguir:

Q Q

(1 +3.pi = mé,
{(ﬁol e = mi 0

Este sistema de equagoes compoe a representagao spinorial da equacao
de Dirac.

Os quadrispinores £ e 74 sao conhecidos como spinores de Weyl e as
componentes de cada um destes spinores sao fungoes de onda associadas as
projegoes +1/2 da componente z do spin da particula (¢! e n; associam-se &
projecio +1/2; €2 e 1, & projecio —1/2).

Embora nosso objetivo neste trabalho esteja voltado a analise do limite
nao-relativistico das equagoes de onda para férmions e bdsons de spin 1/2 e 1,
respectivamente, gostariamos de enfatizar um resultado para férmions de spin
1/2 no limite ultrarrelativistico.

Com base no sistema (1.10) obtemos, para m — 0 (que corresponde ao
regime ultrarrelativistico p? >> m?), as equagoes de Weyl:

(p°I +
(p°I —

ou, trabalhando na representacao dos momentos

(o= ¢ o

onde F e p’'sao os autovalores de energia e momento.
Porém, a relagao de energia-momento neste regime fica expressa por E =
+ |p]. Desta forma, o sistema (1.11) fica:

{ (&.5/ B1)7
(@.p/1P)¢

Definindo o operador de helicidade A = %5’.&, onde n = % é o versor na

0,
= 0’

Qi Q
e

T e

1,
+€,

direcao de propagacao da particula, observa-se que os quadrispinores f] e ¢ sao
autovetores de helicidade com autovalores £1/2, respectivamente. A helicidade
da particula é constante de movimento neste regime ultrarrelativistico!

Nesta discussao a respeito do limite ultrarrelativistico para a equagao de
Dirac, gostariamos de ressaltar que, embora seja um fato bastante conhecido,
as respectivas equacoes de Weyl sao naturalmente desacopladas com relacao
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aos spinores 77 e £. No capitulo 3, discutiremos a transformacao de Foldy-
-Wouthwysen (FW) e verificaremos que no caso da equagao de Dirac para
a particula livre é possivel encontrarmos uma transformacao unitaria que de-
sacopla exatamente os spinores 1 e ¢ em qualquer escala de energia.
Entretanto, no limite ultrarrelativistico, os spinores permanecem desaco-

plados inclusive no caso em que temos um campo eletromagnético externo
aplicado. De fato, efetuando a substituicao cldssica de acoplamento minimo
(p" — pt — eA*, onde A* = (i, /Y) é o quadripotencial) nas equagoes de Weyl
resulta: B .

(5 — o+ .G — ANy = 0,

(B —ep—d.(h—A)¢ = 0.

Por outro lado, em escalas de energia mais baixas nao é possivel desaco-
plarmos exatamente os quadrispinores na presenca de interagbes com campos
externos, pois esta interacao introduz uma dependéncia temporal na equagao
através do quadripotencial. Contudo, discutiremos também no capitulo 3 que,
mesmo neste cenario envolvendo interagao no limite nao relativistico, é possivel
desacoplarmos iterativamente os quadrispinores através da transformagao FW.

1.1.1 Forma Hamiltoniana da Equacao de Dirac

Os quadrispinores de Weyl 74 e €% sao intercambiados pela transformagao
de paridade, como vimos na se¢ao anterior. Dessa maneira, formam um objeto
de quatro componentes denominado bispinor (de grau 1) que representaremos

por :
¢=(§>. (1.12)

As quatro componentes do bispinor 1 constituem uma realizacao de uma das
representacoes do grupo de Lorentz estendido (que engloba transformagoes
de Lorentz e simetrias discretas como C, P e T).

Dessa forma, podemos buscar uma representagao mais compacta do sistema
(1.10) da seguinte forma:

Durshs —mapr =0, (1.13)

ou, em forma matricial
(pu’y'u - m)w = 07 (1-14)

onde 1) é o bispinor definido por (1.12) e as matrizes v sdo escritas na forma

0 __ 0 1 i 0 —O'i
’7_|:1 0 ) V= O_i 0 .
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As matrizes o que comparecem na definicdo das matrizes vy acima sdo as
matrizes de Pauli. Observemos que a matriz v° é hermitiana e as matrizes v*
sao anti-hermitianas.

Podemos construir outras representacoes da equacao de Dirac através de
transformacoes unitarias. Assim, efetuamos uma “mudanca de base” no spinor
1 através da transformacao unitaria U:

Y =U. (1.15)

Para mantermos a equagao (1.14) invariante, as matrizes v* devem se trans-
formar como segue:

/

(VP = m) = 0= (UY*U*p = m)y) =0
= y* =UyrUT. (1.16)

1

Escolhendo a transformagao particular U = % 1 _11 }, obtemos a re-

presentacao padrao das matrizes v e do spinor ¢:

(- o

1 0 ; 0 o

0 i

= = ; . 1.1
gl [0 1},7 [GZO} (1.18)

Doravante, em nosso texto, estaremos trabalhando sempre na representagao
padrao (a menos que mencionemos explicitamente outra representagao).

As matrizes v#, em uma representacao arbitraria, devem ser consistentes
com a relacdo de energia-momento (1.1). Dessa forma, atuando com o operador
~vYp, em (1.14) temos

'yyfy'uﬁuﬁuw - mV”ﬁ:ﬂﬂ =0,

de modo que, simetrizando o primeiro termo e usando (1.14) no segundo, ob-
temos

1 v L v\ A ~
(2(7 AN )by — m2> P =0.

Logo, as matrizes v* devem satisfazer a algebra de Clifford

{7} = 29", (1.19)

onde as chaves denotam o anticomutador entre as respectivas matrizes.
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Podemos ainda definir uma matriz auxiliar hermitiana (que exerce papel
importante no contexto da simetria quiral) denotada por +°:

0 1
P =iy = [ Lo ] : (1.20)
Usando as relagoes de comutagao (1.19) pode-se mostrar que

{1} =0 e (")=1 (1.21)

Agora, multiplicando (1.14) & esquerda por /° e usando a representagao do
operador p, no espaco das posic¢oes, temos

(i gt +in"y'Vi —ma %) =0
9 L
=i 2y = @p+mw, (1.22)

ot

onde af =94, B =+0 e = —iV é o operador momento usual.

A equagao (1.22) acima consiste na representagdo hamiltoniana da
equagao de Dirac e serd ttil para estudarmos o limite nao relativistico da teoria
de Dirac através das transformacoes FW no capitulo 3.

A partir da dlgebra de Clifford expressa em (1.19), verifica-se que as matrizes
o' e 3 satisfazem as seguintes relacoes algébricas:

{a*, 0’} = 26", (1.23)
{a',8} =0, (1.24)
B?=1. (1.25)

As relacoes de comutacdo entre as matrizes 4> e o, 3 sdo obtidas a partir
de (1.21):
[v°,a'] =0, (1.26)

{+*,8} = 0. (1.27)

Além disso, o operador de spin (no referencial de repouso) da teoria de
Dirac pode ser definido em termos das matrizes 7° e o’

Wy

Il
| —

2,

Il
N
[« XNIIST)

> . (1.28)

v ©
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A seguir, gostarfamos de analisar a quadricorrente conservada da teoria
de Dirac. Para isso, precisamos definir o (bi)spinor adjunto:

P =9ty (1.29)

Agora, tomando o conjugado hermitiano de (1.14) e multiplicando a direita
por 7, verifica-se (observando as propriedades de hermiticidade das matrizes
~ e usando (1.19)) que o spinor adjunto satisfaz a seguinte equagao:

V(Y P +m) =0, (1.30)
onde o operador p,, atua sobre o spinor a esquerda.

Dessa forma, multiplicando (1.14) por ¢ & esquerda e (1.30) por ¢ & direita
e somando, resulta:

@W(ﬁ;ﬂﬁ) + TM”(]%@ =0,
= ﬁu(z/}’}/”i/}) = 07
que corresponde & equacao de continuidade. Assim, a quadricorrente conser-
vada fica expressa, a menos de uma constante multiplicativa, por

= = . (1.31)

Analisando as componentes da quadricorrente temos:

= p=2T ("% =4y, que representa a densidade de probabilidade;

ji =T 4% =¢Tal, que representa a corrente de probabilidade.
=~
al
Assim, com base na expressdo da corrente de probabilidade, é interessante
observarmos que o operador @ pode ser interpretado como a “velocidade” da
particula'. Dessa forma, embora seja bastante sugestivo, gostarfamos de regis-
trar que a hamiltoniana (1.22) é composta por dois termos com interpretagoes
bastante claras: 0'2.{5' é o termo relativo & energia cinética e mf é o termo relativo
a energia de repouso.
Agora, integrando a equacao de continuidade sobre todo espaco obtemos

%/pdvf/ﬁj’dl}:(),

IEntretanto, deve-se ter cuidado com relacdo a esta interpretacdo, pois observa-se facil-
mente a partir da representagdo padrao da matriz & que seus autovalores sdo +1, o que
sugere que as particulas de Dirac propagam-se com velocidade luminar. Na verdade, o
operador velocidade genuino consiste na parte impar da matriz & conforme discutido nas re-
feréncias [32] e [34] as quais remetemos o leitor interessado no desenvolvimento detalhado
deste topico que, por questdao de concisao deste trabalho, omitiremos.
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de modo que, utilizando o teorema de Green e exigindo que a “funcao de onda”
se anule sobre uma superficie que tende a infinito, segue

0 2o
a/pdv—]{].ndS—O
——
=0

9 + _
ia/w 1/Jdvf0,

e, dessa forma, a integral invariante da teoria de Dirac fica expressa por
f T apdv que corresponde & probabilidade de encontrarmos a particula em al-
gum ponto no espago.

1.1.2 Solucgoes de Onda Plana

A solucao mais simples da equagao de Dirac (1.14) consiste em ondas planas.
Dessa forma, vamos escrever esta solucao da seguinte maneira:

1 . n
w(r) = yMe—ierpu , (132)
V2FE

onde r = 1,2, 3,4 identifica as 4 solugoes linearmente independentes e

] +1, ser=1,2,
T -1, ser=34.

A amplitude da onda é caracterizada pelo bispinor u(") e o fator de 1 / V2E
(onde E é a energia total da particula) foi introduzido por conveniéncia.

A partir de (1.32) verifica-se que as “funcoes de onda” ! e )2 apresentam
momento p e frequéncia positiva, ao passo que as funcoes 13 e * apresentam
momento —p e frequéncia negativa (sendo que as duas tultimas estao relaciona-
das a antiparticula, com energia naturalmente positiva).

)Substituindo (1.32) em (1.14) temos a equagao satisfeita pela amplitude
u():

0 ; 1 ; " ; m
(moat + m’%) —TEu“)e‘“”’ﬂ = —mEEu(”e—WW

= (e4"p, —m)u™ =0, (1.33)

onde p,, sao os autovalores do operador p,,.
Definimos a condicao de normalizacio dos bispinores u(") da seguinte forma:

P u) = 2m, (1.34)
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@ Fu) = —2m, (1.35)

onde (4) e (—) denotam, respectivamente, r = 1,2 e r = 3,4 e a®) sao
bispinores adjuntos a u(*) definidos como em (1.29).
Com esta normalizagao, observemos que, multiplicando (1.33) & esquerda
por @)
erﬁ(T)v”puu(7) —maMy =0

2me,
= ﬂ(r)yl‘u(r)pu = 2m?,
de modo que, para recuperarmos a relacdo de energia-momento (1.1) temos
aM Ayt = 2ph, (1.36)

Logo, analisando o quadrivetor corrente j* definido em (1.31), resulta

1L
= ﬁﬂ(rwum _ %_ (1.37)

Assim, a densidade de particulas é j© = 1, ou seja, a condicdo de norma-
lizacao definida em (1.34) e (1.35) restringe a densidade a uma particula por
unidade de volume.

Vamos agora especificar a solu¢ao de onda plana na representacao padrao.
Dessa forma, desenvolvendo a equacao (1.14) com o auxilio de (1.17) e (1.18),
temos

E¢—3dpx = mo,
o 1.38
{ -Ex+ao.pp = my. (1.38)
Portanto, temos as seguintes relacoes equivalentes entre ¢ e x:
a.p
= , 1.39
¢ E_m" ( )
o.p
= . 1.40
XTE + m(ZS ( )

Dessa maneira, escolhendo ¢ = (vVE 4+ m)K, sendo K é um vetor coluna
arbitrdrio (dependente do tempo e das coordenadas espaciais), temos

X = (ﬂ”‘) G7K = (VE—m) .0k,

onde usamos (1.1) para obter a tltima expressao, sendo 7. = p/ |p] o versor na
direcao de propagacio da onda. Assim, podemos construir os bispinores u(t)
como segue:
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) = VE+ mK(+) (1.41)
VvVE — m&'.fLKH_) ’

onde Ky =V 2EKePn",
Agora, usando (1.34) obtemos a relagao de normalizacao para K ()

™ = (E+m)K K[ — (E—m)K]

(+)(&ﬁ)2K(+) =2m

= K(+)K(-:_) =1. (142)

Os bispinores u{~) podem ser construidos a partir dos bispinores u(*) através
da inversao do quadrimomento p* (p* — —p*). Observemos que, efetuando
esta troca nas equagoes (1.39) e (1.40), temos um intercimbio entre os spinores
é e x que compdem a solucao u(*) (ou seja, x(—) = ) € X(4) = ¢(—)) de
modo que a solucao u(~) fica

u(_) _ \/E — m&'ﬁK(_) (143)
VvVE + mK(_) ’

onde K(_y = V2EKe "»*" . Usando (1.35) podemos mostrar, de modo andlogo
ao que fizemos para u(4), a relagao de normalizagao para K(_):

KK =1 (1.44)

As equagoes (1.41) e (1.43) expressam as amplitudes da solugdo de onda
plana em um referencial inercial genérico. Vamos analisar agora as solucoes
no referencial de repouso da particula, pois o procedimento para construcao
de equagoes de onda para particulas com spin genérico, devido a Bargmann e
Wigner, que discutiremos a seguir, tem como ponto de partida estas solucoes.
Assim, fazendo E = m em (1.41) e (1.43), temos

u™ =v2m ( K(<)+> ) , (1.45)

ulo) = \/2m< o ) , (1.46)
(=)

ou seja, as componentes baixas da amplitude de onda de frequéncia positiva se

anulam no referencial de repouso, assim como as componentes altas da ampli-

tude de onda de frequéncia negativa.
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Para construirmos quatro solugoes linearmente independentes, associadas
as projegoes +1/2 da componente z do spin das ondas planas de frequéncias
positiva ou negativa, definimos os vetores coluna K () da seguinte forma:

K, =K;3= ( (1) ) ; associados a s, = 1/2, (1.47)

Ky =Ky = ( (1) ) ; associados a s, = —1/2. (1.48)

Assim, substituindo (1.47) e (1.48) nos respectivos bispinores definidos em
(1.45) e (1.46) e aplicando em (1.32), temos as solucdes de onda plana no
referencial de repouso:

1
YH(0) = 8 et =l (0)e™ ™, (1.49)
0
0
W2 (0) = (1) emimt = 2(0)e i, (1.50)
0
0
,(/)3(0) _ (1) eimt = wS(O)eimt, (1.51)
0
0
Y*(0) = 8 e = w*(0)e'™, (1.52)
1

Retornando agora as equagoes (1.41) e (1.43) e aplicando as definigdes es-
tabelecidas em (1.47) e (1.48), podemos escrever as solucoes de onda plana em
um referencial inercial arbitrario, como segue:

1
E+m 0 ; I E+m ; n
1 = . —IPpTT — 1 —ip,T
Y (P) °F P3/(E +m) e =y o W (p)e "o,
P /(E +m)

(1.53)
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0
E+m 1 o [E+m -
2 = —pprt — 2 —ip,T
V=(p) o8 p(f)/(E-l-m) e = 2o w(p)e” Prr
—p*/(E+m)
(1.54)
p*/(E +m)
E+m B NE + iz E+m ippat
) = S | PEE ) e JEE gyt (155)
0
— p(fg/(Eer) -
+m - E + ippxt — +m ipuT
i) = S | TP e JEET gyint(156)
1

onde p(t) = p! +ip? e p(=) = pt —ip?.

Por fim, a partir das equagoes (1.49)-(1.56), pode-se construir a matriz que
efetua um boost das solucoes no referencial de repouso para as solugoes num
referencial com momento p, i.e., ¥(p) = S(A(p))y(0), de modo que

S(AG) =\ S (0 () () (P () (157

1.2 As Equacoes de Bargmann-Wigner

A partir das solugoes de onda plana da equacao de Dirac, é possivel cons-
truirmos spinores cujas componentes sao func¢oes de onda que descrevem particu-
las com spins mais altos, bem como as equacoes de onda que governam o
comportamento destas particulas. O procedimento para essa construgao foi
proposto por V. Bargmann e E. P. Wigner (1948)? e vamos apresenté-lo a
seguir.

As amplitudes das solugoes de onda plana da equacao de Dirac no refe-
rencial de repouso, expressas em (1.49)-(1.52), podem ser escritas de forma
compacta como w((f) (0) = 0", onde r,a = 1,2,3,4. Com base nestas amplitu-
des, podemos construir um multispinor w' (") definido pelo produto direto
de 2s bispinores w)(0):

w' (0) = w™(0) @ w (0) @ ... @ w=)(0), (1.58)

2Embora, em 1943, L. de Broglie tenha proposto um procedimento similar denominado
método de fusdo, utilizado em sua teoria quantica da luz (referéncias [28], [36] e [37]).
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onde r1,79,...,79s = 1,2,3,4.

Porém, para que possamos trabalhar com representacgoes irredutiveis,
precisamos simetrizar o multispinor (1.58) (como apresentado no apéndice A).
Desta forma, definimos o multispinor simétrico 1) (0) como a soma sobre to-

das as permutacoes dos fndices de w' (") (0):
@™ (0) =" w'™(0), (1.59)
P

ou, em componentes,

') Z w{™ (0)w(2(0)...w2)(0). (1.60)

1o, a2s Q2s

Vamos explicitar alguns multispinores w(+) (0) associados as amplitudes de
onda das solugoes de frequéncia positiva (ou seja, para r, r1, ..., 195 = 1,2). Para
isto, vamos introduzir um contador n que determina o nimero de bispinores
base (w(™(0)) que apresentam r = 2 (ou seja, n expressa o niimero de bispinores
w?(0) que compde o produto direto em (1.58)):

W (0;n = 0) = w' (0) @ w' (0) ® ... ® w'(0)

) (0 Zw (0)® ... @ w (0)

Assim, escrevendo alguns dos multispinores w<+>(0, n) para ilustracdo, te-
mos
w((lt()lg.“azs (07 n= O) = 510&161042"'510125’
WS (O =1) = 62,8 0,00y, + 0%, 0% 0,0 g, +

apog...
1 1 2
w000 a0 s s

BN (037 = 28) = 020,020y 0%,

1.

Agora, podemos construir também o operador de spin que atua sobre os
multispinores (") (0) com base no operador definido em (1.28):
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. s g
% ro / — 1092 ..50‘25a/ 50‘1 £ 0%

2 77L;CK1(X10t20t2.4.0125(¥2< 2 ala 2s a) a2a2 Qg

2 0‘290‘23

+ §5a1 5oz 3 (1.61)
ou, em forma matricial,

1= 1o 1.

onde o indice subscrito m no membro esquerdo diferencia o operador de spin
que atua sobre os multispinores do operador by que comparece a direita e atua
sobre os bispinores, os quais compoem os multispinores.

Por construcao, os multispinores w(*)(0,n) sio autovetores do operador
S, = 5252), com autovalores s — n. Com efeito, temos que o multispinor (nao
simétrico) w (F )(O n) é composto pelo produto direto de 2s — n bispinores w!
e n bispinores w?. Assim, segue que

%zg?w’(ﬂ (0,n) = {(25 - n)% + n(;)] w ) (0,n)

= (s— n)w/H')(O7 n).

Logo, para o multispinor simétrico w(*)(0,n), temos

1 1 ,
(3) % (+ _ 3 +

p

- Z@ES?w’”)(o,n))

P

= (s—n)Y_ wP(0,n)
p

= (s—n)w'(0,n). (1.62)

Assim, o operador 72%) apresenta 2s + 1 autovetores (1) (0,n) e seus
autovalores sao —s, —s +1,...,0,...,s — 1, s.

Para assegurarmos que os multispinores w<+>(0, n) carregam, efetivamente,
toda a informacao de uma partlcula de spin s, precisamos analisar ainda o
operador de spin quadrético +(3,,)?. Usando (1. 61) escrevemos explicitamente
a expressao em componentes para este operador:

1

- =
(Z ) 7 = — . " 1" " . Z . " ’ " ’ " ’
4 ala a2a2 025 Qg 4 M 0 20y . (25l M0 O Qg Qg Oy Ol

—
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1 /- - -
— (e5)) Q2s a1 Q2 (e5% Q2
=1 (Ea 0/1/5 a;/...(S a”s +6 ! Eaga;""é a;/S ) 0/1'5 o Ea%ags> .
- a// - . a// - a// a// a//
. E// /52 /.,.6 2s / +51 /2 ///._.5 2s 4 ,+51 152 E'/
X &y Qg AXas Ay Qg Ay A Ay O‘zsam
LSRRI L 5 1508 5
_ s s
= 4( alalll. 0/1/ /1 a; . 0”25 + Cnoc a2a2 /e 04,25 +
_(2)2 ’
aga)
- -
b D)) 04 0% Z 10 ..5a25
Fraial Hagap, 0 ol by T T Zaral 2
o
aq Q2g aq Q251
+ 20520/2/ Eaga; 6 Ocl (S ’ + + E CKQ.;O(; 0‘,1 (; a’2571 +
Z(E)Q ’
agag
S , SO L 5 S5 L0 +
Q250" 0‘10‘1 - Qgs 1 azeah,’ 0‘2042 Qoe g
5 5 50 .50
+ "o ’ /o s / ).
Q2sQag Qg g, @y Xos—1
_(2)2
aggan,

Separando os termos cruz
tores delta para simplificar a

s azsal,

4

ala 042042

21

ados dos termos quadraticos e suprimindo os fa-
expressao, podemos entao escrever

H(O) RO +<fz>a2§a25>+
+i(iala;.iam;+ A S T+
+5 e Zaral + ot Banal Tageal, oo
+E ol 1a;+---+2a25a;5~ o1

(1.63)

Atuando este operador sobre o multispinor nao simétrico w'(*)(0,n) defi-

nido por )

w (+.).O£25 (07 n)
obtemos
Lg 2 “(+)
Z(Zm)mal.--azsa% a'li..a;S(O’

151 1 2
=00,0 ay0 ay._,0

52
ags—ny1Y o2ss

- 1 1 2
n) (Em)oqal azsa,zs(é O‘1(S 6 O‘2e—n 6 a/2>>

4

Contudo, para efetuar este cédlculo, vamos analisar cuidadosamente cada
termo da expressao (1.63) que atua sobre o multispinor nao simétrico que
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acabamos de introduzir. Assim, comecamos pelos “termos quadraticos” do
primeiro membro:

2w Om) = (02 0+ (S22 o+ (292 e ().
Porém, da &lgebra das matrizes de Pauli, sabemos que (Ek)i-a’, = 0% ./,

onde k =1,2,3. Logo, '
()2 wlP L (0,0) =30, . (0.1). (1.64)

i 0‘1-“(’%“-0‘%

No primeiro membro da equacao (1.63) temos 2s termos deste tipo.

A seguir, vamos analisar a atuacao do termo E o an
2

E e Sasa @0 (0.1) = () a0y C) g, + (F2) gy, (B2 g +

QA Qg Qg

F(58) gy () ) Oy el 0 8%

Xos—n  Xos_ni1 Ao

((El)all(zl)a21 + (22)(111(22)0421 + (23)0411(23)0121)'
~(51a3---51a25_n52a25_n+1~-~52azs)
(620,020, + (1620,)(10%0,) + 610, 0 a)-

1 1 2 2
(6 a3"'6 01257n6 0425=n+1"'6 Ot25>

= 0'a10 0y 0 a0 an s 60,
= w),,.(0,n). (1.65)

Observagao: enfatizamos que, na expressdo acima, os indices suprimidos
nos termos entre parénteses estao associados a deltas de Kronecker e explicita-
mos apenas os indices relacionados aos operadores ¥ em cada termo.

Agora, observemos que este termo envolve o produto de dois operadores que
atuam sobre bispinores do tipo w!(0) que compdem o multispinor w,("’)(O,n)
que definimos. De fato, analisando a expressao em componentes do multispinor
verificamos que os indices a; e ag estao associados a 61a1 e 51(12, que sao
efetivamente componentes de bispinores w'(0).

Dessa forma, estudando as componentes do operador (1.63) e do multispinor
wl(H(Om), verifica-se que temos 2s — n — 1 termos deste tipo em cada uma
das 2s — n primeiras linhas do segundo membro de (1.63) (que corresponde
ao “bloco” dos termos cruzados), de modo que resulta um total de (2s — n —
1)(2s — n) termos semelhantes.
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Calculemos o termo envolvendo a atuagao do operador X Y ;o
Q25 Qg 25105,

> S , "(+)

Lazealy Daze rah, Lol ot (01) = (B)az2(E1)as.12+(E2)az,2(X2) ez, a2+

Qg

+(E3)azs2(23)a25—12)(51041 "'51a23—n620¢2s—n+1 "'62042.;—2)

= (51(¥25§1a2s—1 + (72‘51(125)(77;51&25—1) + (762(125)(762(125—1))'
'(61011"'61(12577162@257714»1 "'62a2572)

= 0oy bla,, 82 52

azs—nY a2s—ny1ct
= e O (1.66)

Este termo, de forma semelhante ao que discutimos para iala;.iaw;,
volve apenas o produto de dois operadores ) que atuam sobre bispinores do
tipo w?(0) que compdem o multispinor wl(H(O,n) (como podemos verificar
pela inspecao das componentes deste multispinor, pois os indices aos € s
estao associados a 6%,,. e 0%,,._,, respectivamente). Analisando o operador
(1.63) e o spinor w () (0,n) que definimos, observa-se que temos n — 1 termos
deste tipo em cada uma das n tltimas linhas do segundo membro de (1.63), de
modo que resultam n(n — 1) termos semelhantes a este.

Por fim, analisemos a atuacao do operador Zala;.Ea%a;S:

en-

iala;-iagsa’zsw;ﬁa;(oa") = ((E1)ar11(E1)az.2 + (32)a;1(32)ag.2+

+(23)a11(23)a252)((5a21...(5(125’"’160‘25’"*12...(50‘25’12)

= <5a125a231 =+ (’L'(Salg)(—i(sa%l) + (50”1(—6@232)).
.(50421...5a237'n150‘25—7;«#12”.60425712)
= (25a125a251 — 604115(1232)(50421“'51125,”15ags,n+12“'5a25,12)

— 2 (50‘125a21“.60425—71,16a25—n,+12...50‘25‘—n25a251)

=w;(+)(0,n)
a1 so Q25— S5 n Q2s—n_ S02s
(50150 5O Oy 5O 0% )

=w'(+)(0,n)

= 2w (0,n)—w . (0,n), (1.67)

pi1...Q2s 1-.-02s

onde wp(Jr)(O,n) ¢ o multispinor que resulta da permutagao dos indices o; e
a5 do multispinor w'(+)(0,n) introduzido.
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Logo, a atuagdo de operadores mistos (que envolvem o produto de dois
operadores % que atuam sobre bispinores diferentes, w!(0) e w?(0)), como no
termo considerado, resulta em combinagoes dos multispinores wl('*‘)(O, n) com
permutagoes deste. Examinando mais uma vez a equacao (1.63), bem como
a definicao de nosso multispinor w'(+)(0, n), verifica-se que em cada uma das
2s — n primeiras linhas do segundo membro temos n termos deste tipo e, em
cada uma das n tdltimas linhas temos 2s — n termos semelhantes, totalizando
2n(2s — n) termos.

Assim, com base nos resultados expressos em (1.65)-(1.67) e levando em
consideracao a contagem de termos semelhantes de cada tipo discutido anterior-
mente, temos que a atuacao do operador de spin quadrético sobre o multispinor
(ndo simétrico) w' (1) (0, n) fornece:

1
i

. ’ ’ 1 ’
()2 L w P, (0,n) = 1 (25)3wa(;f_)_a25 (O,n)]—ki[n(n—l)w (f)

Ctl()él (1250425 ()z1 012

0,n)+

ar-az, (

=

s

+(25—n—1)(25—n)w,, ) S(Om)—i—?n(?s—n)(?wlgﬂ (0,n)— a(+) (0,n))]

pPixy...xx

=s(s+ 1w a(+) ,.(0,m) —n(2s — n)wa(H ,.(0,m) +n(2s — n)w,(.+)‘_,a25 (0,n),

pia

ou, em forma matricial,

(£)%0 D (0,n) = s(s+1)w (0, n)—n(2s—n)w (0, n)+n(2s—n)w, (0, n).
(1.68)
Agora, analisando a atuacao deste operador sobre o multispinor simétrico

™) (0,n) construido a partir de todas as permutacoes dos indices de w' () (0, n),
temos

=

] =

(f)m)2111(+)(0,n) _ i(im)Q <Zw/(+)(0’n)>

= > <i(im)2w'<”(0m)> :
Usando (1.68), segue
(En)20 M (0,n) = s(s+ 1) w®(0,n) —n(2s—n) Y w @ (0,n)

P P
+n(2s —n) Z w;(H
P

| =
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contudo, a soma das permutagoes de wl(H(O, n)e w;,(+)(0, n) é a mesma, logo

(5)20 ) (0,n) = s(s + D' (0, n). (1.69)

RNy

Dessa forma, os multispinores simétricos 11“1('*‘)(07 n) sdo autovetores do ope-
rador de spin quadratico com autovalores s(s + 1). Este resultado confirma
que estes multispinores efetivamente guardam a informacao de uma particula
de spin s.

Os resultados que obtivemos até aqui estao relacionados aos multispinores
associados as amplitudes de onda das solucdes de frequéncia positiva () (0,m).
De modo estritamente andlogo, podemos construir os multispinores w(~) (0, n)
a partir das amplitudes de onda das solugoes de frequéncia negativa:

Ib&:')“a% (07 n) = Z wOé(l_..).Otgs (07 n)7
p

onde w;(;?,azs(o, n) = w;(;)(O) R ..Q w;(z_s)(O). Os indices aq, ..., Qg5 assumem
os valores 3 e 4 e o contador » marca o nimero de bispinores wg.f)(O) presentes
no produto direto com indice r = 4 (lembrando que, para compactar a notagao,
estamos representando o indice = 3 ou 4 com o sinal (—)).

Escrevendo em componentes alguns multispinores QD(*)(O, n), temos

5(—)
wa1a2...a25(

0;n=0)=0%,,0%0y 00y,

WS e O =1) = §1,,0%0,..0%,. + 0%, 0%, 0%, +
R S Y,

ung;)w”azﬁ (0;n =2s) = 0%, 0%y 000, -
A anilise feita para os multispinores w(*) (0,m) em relacdo aos operadores
de spin e spin quadratico aplica-se igualmente aos multispinores 11“)(_)(0,71)7
bastando trocar os indices 1 e 2 por 3 e 4, respectivamente.
Podemos agora construir multispinores para um referencial inercial arbitrario
w( )(p n) a partir dos multispinores para o referen01al de repouso da particula,

(" (0,n). Assim, definimos o operador Sy, “!...q,. s, (P), que efetua o boost,
da seguinte forma:

S ™ v () = Sy (A(D))-w-Seen, > (AGD)), (1.70)
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ou, em forma matricial,

Sm(P) = S(A(P)) ® ... ® S(A(p)),

onde o indice m subscrito no membro esquerdo diferencia o operador Sy, (p) que
atua sobre o multispinor. As matrizes S(A(p)), que atuam sobre os bispinores
que compdem o multispinor, estdao definidas em (1.57).

Desta forma, construimos os multispinores (") (,n) com o auxilio de (1.60)
e (1.70):

/

W) (Bn) = San e, (D) (0,m)
- smal(A(m)...s%%s(A(ﬁ))Zwi;lﬂ(o,n)...wgfs)(o,n)
p
= LUl )l

Zw@%*>- (1.71)

Portanto, o multispinor simétrico (") (5, n) é construido através da soma so-
bre todas as permutacdes dos indices do multispinor (nio simétrico) w' ™ (7, n)
composto pelo produto direto de 2s bispinores w(") (P, n), que correspondem as
amplitudes das solugoes de onda plana da equagao de Dirac em um referencial
inercial arbitrario, expressas em (1.53)-(1.56).

Por construcdo, os multispinores w(") (p,n) satisfazem a equagao de Dirac
em cada componente. Com efeito, consideremos os multispinores w<+>(;5', n),
de forma que

’ ’
i

(V*pu —m)a,” w(():)a’ as #n) = (0"'pu—m)a,"
Z w(ﬂ S_) (P, n)wg) (pyn)
= Zwal Bon)eee (V0 — m)a, ' (B, m) w7, )
=0
—_— (1.72)

onde usamos (1.33) na tltima passagem.
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De modo similar, mostra-se que os multispinores u“)(’)(ﬁ, n) também satis-
fazem a equagao de Dirac componente a componente:

(Y'pu +m)a, 0 7 (Pin) = 0. (1.73)

As equagoes (1.72) e (1.73) podem ser reescritas de forma compacta da
seguinte maneira:
L (™) -y
(eY"Pp — M) e, wo:,,.a;...azs (p,n) =0, (1.74)
B 1, ser=12=(4);
onde € = { -1, ser=3;4=(-).
Observagao: é importante salientarmos que as equagoes de Bargmann-
-Wigner também sao vélidas para os multispinores nao simétricos wa(f ,),_ags (pyn).
A partir dos multispinores @™ (p, n) e @~ (j, n) podemos construir um campo
de spin s:

d p ) (= E+m o (r = —1€ T
al L2 F) ZZ/ % ( ) ’n) (\/ waxl)ma%(pan)e rPw M> )

r=1n=0
(1.75)
onde ¢ (p,n) sdo coeficientes da expansdo que, em segunda quantizacao (na
representacdo de Fock), tornam-se os operadores de criacao e aniquilagao.
O campo 9 (7) é conhecido como fungdo de onda de Bargmann-Wigner
e, naturalmente, satifaz a equagao de Dirac:

0 “ E+m
w9 ) 7 (7«)
<zfyﬂ i m) wal...ai...a T) E E / pyn) 5E

Qg r=1n=0

i~ _ () = 0\ i€rpuat
<Z’y 61*/1 ) ) wal...a;...agg(p7n)6
u d3p E+m
- " (p
= A" (pin .
23| G g
(er"p—m), w0 (Fn)eiers

de modo que, usando (1.74) segue,

’

0 %i
) ui - 7 p—
(W g m) (. () =0. (1.76)

PR s
i
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As equacoes (1.76) sao denominadas equagoes de Bargmann-Wigner.

Além disso, por construcao, cada componente da funcao de onda v também
satisfaz a equacao de Klein-Gordon. Podemos verificar este resultado atuando
o operador (iv”0, +m) & esquerda em (1.76):

o, 0 )
1y 8x”+m 17y
Bi

Ay
oxt - m) wal...a;..,a% (F) =Y

/

’ 82 /
v a; 2 4 —_0N-
<_(’y lyu)ﬁz axﬂﬁxu -m Iﬁla ) walu»afi---oﬂs (/F) -
porém, simetrizando o primeiro termo, resulta

]' v Dt/» 82 oz/-
(—2{7”7'}/ }ﬁz: ' 833”637” - mQIﬁi 1) wal...a;...ags (f) = 07

de modo que, usando (1.19),

’

(00 +m*)," Wy, ot 0y (F) = 0. (1.77)

Assim, a esséncia do procedimento proposto por Bargmann e Wigner para
se construir equagoes de onda para particulas com spins arbitrarios (inteiros
e semi-inteiros) consiste, portanto, em definirmos multispinores uv)(’“)(ﬁ, n) a
partir de produtos diretos das solugoes de onda plana da equagao de Dirac e,
dessa forma, construirmos a fungao de onda ¥ (7) que representa um campo de
spins s. Fisicamente, podemos interpretar este procedimento (a luz do método
de fusdo de de Broglie) como um processo de construgdo de um campo de spin
s a partir de 2s campos de spin 1/2 idénticos.
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Capitulo 2

A Equacao DKP e o
Formalismo de Weinberg

Neste capitulo vamos introduzir a equagao DKP para mésons de spins 0 e
1, no contexto do formalismo de Bargmann e Wigner, bem como estudar sua
relacao com uma equagao para o féton. Discutiremos ainda um formalismo
alternativo, proposto por Weinberg (1964), para descrever particulas de spin
arbitrario no ambito da teoria da matriz S.

2.1 A Equacao DKP

No capitulo anterior vimos que o formalismo de Bargmann-Wigner nos per-
mite definir um campo ¥, . 4,. (1.75) associado a uma particula de spin s bem
como construir equagoes de onda a partir de multispinores simétricos Wa, ...as.,
conforme expresso em (1.74).

Dessa forma, analisando o caso de uma particula de spin 1, consideremos
um spinor de grau 2 arbitrario (nfo necessariamente simétrico) ®,3 expresso
em uma base completa das matrizes (7;5):

1 .
(I)a,B = <2G;w757'uy + ¢5H’Y57u + d)/f)/# + ¢5’Y5 + Zd)) ) (21)
afB

onde G, é um (pseudo)tensor antissimétrico, ¢,5 corresponde a um pseu-
dovetor, ¢, representa um vetor, ¢5 consiste em um pseudoescalar, ¢ um
escalar e definimos v** = Z[y*,7"]. Escrevendo explicitamente cada termo

31
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da expansao de ®,5 em componentes, temos
(57" ap = Vsa” V" g Cyr g,
(757#)046 = 75@13 ’Yﬂﬁ’ﬂ OB"ﬁa
w8,
T ap =7 a “p'p
Y5a8 = 75(15 C[@"ﬁv

IaB = Iaﬁ Cﬁ’ﬁ)

onde C},,, sao os elementos do “spinor métrico” dado por

Cov = ( g _OC ) (2.2)

sendo C' o spinor definido em (A.12).

Observagdo: na equagdo (2.2) acima denotamos a matriz por C,. para
enfatizar, através da simbologia (*), o cardter covariante dos indices spinoriais
da matriz. Ressaltamos ainda que as matrizes 7", definidas no capitulo ante-
rior, exibem indices spinoriais mistos (y”,*), conforme verifica-se nas relagoes
expressas acima.

Assim, a equagdo (2.1) pode ser traduzida em forma matricial como segue:

1 . .
Q. = <2Guu%7‘w + G557 + dut + 575 + Z¢> c. (2.3)

Agora, recordando a equacao (1.76) (que permanece vélida inclusive para
spinores nao simétricos, conforme comentamos anteriormente) podemos escre-
ver ,

~ «
('Y“pu —M)a (I)a’ﬁ =0,
ou, em componentes,
’

(’YHQOL ﬁﬂéﬁﬂ - m(SQGC 6Bﬁ )q)o/ﬁl =0. (24)

Temos também

(7B —m)s” By =0,
de forma que, em componentes, segue

/

(60 "% By — ma® 05° )@ g = 0. (2.5)
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Adicionando (2.4) e (2.5), resulta

P 85 480" 757 )Ry = M.

Esta equagao acima admite a representagao matricial

1
3 (VB Pus + 20y ) = mus, (2.6)

ou, escrevendo de forma mais compacta,
(B"pp —m)® =0, (2.7)

onde a matriz g* é definida por

1
6“:5(7’*®I+I®7“), (2.8)

sendo expressa em componentes como

a/ ’ 1 a/ ’ ’ ’
Brag = 500" 05" +6.% 757 ), (29)

Observagao: na expressao (2.6) acima, o operador ﬁff) atua sobre o spinor

a sua direita, ao passo que o operador ﬁff) atua a esquerda. Este ordenamento
deve ser subentendido em (2.7).

A equagao (2.7) é conhecida como equagao DKP (Duffin-Kemmer-Petiau)
e foi proposta em 1939 no contexto da teoria de mésons livres'. Esta
equagao consistird em nosso objeto de estudo nas proximas segoes e serd reto-
mada no capitulo 3, onde introduziremos um acoplamento com campo externo
e estudaremos o limite nao relativistico do sistema, com o auxilio das trans-
formacoes FW.

Para prosseguirmos nossa andlise da equacao DKP, vamos examinar as
equagoes de movimento subjacentes. Para isso, multiplicamos (2.6) & direita

por c—1
1 - . .
SO 20 C L4, O ) = m 9., O
2 —— ~—— ~—
=P, * :Cvfl,y‘u’ =, *
1
= 5(7“13;(;")@** + (b**,y}l.ﬁg)) _ mq)**. (2.10)

IEsta equacdo foi proposta originalmente por Kemmer de forma empirica e construtiva,
acomodando ao cendrio da teoria de mésons resultados puramente algébricos, desenvolvidos
anteriormente por Duffin (alheio ao contexto fisico).
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Porém, observemos que

A(r * A 1 N .
PP B = (QGa,e’v“vsvaﬁ + @507 V57" + PaV VY + P55 + wﬁv“) ;

. . (1 .
. v pD = P, [ ZGaprs7™ P + dsars NV + day Y + dsysy + iy )
z 2

Assim, obtemos

1 L] 1 « « (e} N
2P (2Gaﬁ {157} + bsa {0, 157} + Sa {0+ 05 {715} + 2Z<W‘)
1 .
=m <2Ga,8757aﬁ + Gas5V5Y" + PaY” + D575 + Z¢) . (2.11)

Agora, explorando a &lgebra de Clifford (1.19) das matrizes v, bem como
as relagoes expressas em (1.21), podemos desenvolver os termos do primeiro
membro da equagao acima:

e el S e ade o
~—~—
=—57H
= [y,
Entretanto,
;
b7 = Sl
i ;
= §(vavﬁv“ — yHyaPy — 5(7%“7“ — Py
i ;
= 57 (0P =) 45 0% )
:29[3“—27(’7’3 :2"{”’)’[;‘—29/3"

= (Y =4y

(7% (297" — 7#97) = AtyaP)

= i(2979* = (29°" ="y )y" = AP

= 2igPry — 2ig*H~P, (2.12)

de modo que, substituindo (2.12) na relacao de anticomutagao anterior,

{7,957} = 2iy5 (g9 — gH4P). (2.13)



2.1. A EQUACAO DKP 35

Além disso,

{71577 = A sy
= =YY+t
= 0"
——
=—2iyon
= =25y, (2.14)
Os anticomutadores remanescentes correspondem precisamente a (1.19) e
(1.21), respectivamente:

{7} = 2¢", (2.15)

{7} =0. (2.16)

De posse destes resultados, retornamos a (2.11) como segue:

1. . . a . . a .
3Pn (1Gass(9 7™ = g*97) = 2id50757™" + 200" + 2i¢7")

1 .
=m (2Ga,8’)’57aﬁ + G5a757" + DaV” + P55 + Z<Z5> ;

de modo que, usando a antissimetria de G*” e v*” resulta

1 N A v . A v v A L
—i(z(pu%# — PuPsu) +mG ) vy + (1P G —ms” ) vy, +(ipud—may )yt

—m(¢5)vs + (Pu@! —ime)I = 0.

Logo, explorando a independéncia linear dos elementos da base, obtemos as
equagoes de movimento:

Au T AL v — ] GLV7 .
(e @mn e
PP = 1mao, .
{ g‘ﬁ _ —imq(;u. (spin 0) (2.18)
¢5 =0. (elemento trivial) (2.19)

As equagoes que compoem o primeiro par (2.17) correspondem as equagoes
de Proca para bésons de spin 1. O segundo par de equagoes (2.18) consiste
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nas equagoes de Klein-Gordon e referem-se a um campo escalar (spin 0) e

a ultima equagao nos fornece um elemento trivial da base (¢5 = 0).
Investigando um pouco mais (2.17), podemos extrair algumas informagoes

adicionais. Assim, substituindo a segunda relacao do sistema na primeira

ZAJM]A)HQZ%V - ﬁ”ﬁu¢5p =1m ﬁHGD/L y
——
=—imds,
p”ﬁ/ﬂbfw - ﬁuﬁ“ﬁbsﬂ = m2¢51/
= (ﬁuﬁu - m2)¢5y - ﬁuﬁ“gbfm = 0;
de modo que, impondo a condicao de gauge pt¢s, = 0 (necessaria para

garantir a conservagao da carga), o pseudovetor ¢s, satisfaz a equacao de Klein-
-Gordon (1.9) para uma particula livre:

(ﬁ’uﬁﬂ - mZ) 5v — 0.

Aplicando ainda o operador p, na segunda equacao do sistema e usando a
condicao de gauge, obtemos a equacao para o tensor antissimétrico G*V:

PP G = 0.

Dessa maneira, as equagoes (2.17) sdo decorrentes da parte simétrica do
spinor @, e exibem 10 parametros independentes (4 relativos ao pseudo-
vetor e 6 associados ao tensor antissimétrico). Este sistema é responsavel pelo
setor pseudovetorial da equacao DKP.

Estudando agora as equagoes (2.18), vamos verificar que o segundo sistema
efetivamente guarda a informagao da equagao de Klein-Gordon para o escalar
¢. De fato, aplicando p* na segunda relacao e recorrendo a primeira, temos

ﬁ“ﬁu(b = —imp (b/l )
——

=ima¢

(ﬁuﬁu - m2)¢ = 0.
De modo estritamente analogo, atuando p” na primeira equagao e usando
a segunda, verifica-se:
P B — m?¢” = 0.
Assim, o sistema (2.18) decorre da parte antissimétrica do spinor @,
e apresenta 5 parametros independentes (4 referentes ao quadrivetor e 1

relativo ao escalar). Estas equagOes sao responsiveis pelo setor escalar da
equacao DKP.
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Vimos portanto que, expandindo o spinor ®.. na base 7, expressa em
(2.3), foi possivel identificar um campo escalar-pseudovetorial, associado ao
meson descrito pela equagao DKP. Podemos ainda construir um campo pseudo-
escalar-vetorial definindo o “spinor dual’? &, = y5®,.:

’

1 !’ ’ ’ . ! ! ~
B = (50an™ 4 6ur 4 +id+ 6 ) 6 220)

Dessa forma, a equagao DKP para este campo dual pode ser obtida com o
auxilio de (2.10). De fato, multiplicando (2.10) por 5 & esquerda temos

1 ~(r * PRI *
5057 DR+ 58" yp)) = m s Py
~—~— —— ——

=—7H7s =" =o'
1 R  *  ® . , %
= (B0 + O, p)) = m, (2.21)

Agora, seguindo um procedimento absolutamente andlogo ao efetuado an-
teriormente para obter as equagoes de movimento do méson escalar-pseudove-
torial, podemos extrair as equagoes de movimento da teoria dual expandindo

@;* na base (2.20). Assim, apés manipulagoes algébricas simples, obtemos
Lol aB p NI ! a op] g w
2Pu | 3G asV™ Y+ G50l 7]+ d5a 1577 74] + 005 15, 7]

1 ’ o / o ’ o L ’
:m<2G 0‘57 /B—‘f_d)a’y +¢5a/y5’y +Z¢5/Y5+¢>

Os comutadores que comparecem nesta expressao seguem naturalmente das
relagoes (2.12), (2.15) e (2.16):

57 Y] = sy — sy
= O 4+ )
2g“Hys. (2.22)
5, 7] = Y =
= 27" (2.23)

’ L, - Ly .
?Neste caso, Gaﬁ € um tensor antissimétrico genuino.
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Logo, de posse destes comutadores,

1/, o ’ v R o v v
=5 (60,6, = 2,6+ G ) 2+ (506 =G = )
s ! / v N e . ’ ’
+(ipy b5 — M5, )57 + (Buds — imes)vs —m(¢ )1 =0,
dando origem as equacoes de movimento

I?”(blﬁl,; pu(yby. = ZTG 2 (spin 1) (224)
PG = —img .

“ (b/ I Zm(bl
{ Pu@s = 1MPs5: (spin 0) (2.25)
D5 = —imaes,,.
¢ =0. (elemento trivial) (2.26)

Assim, o sistema (2.24) corresponde ao setor vetorial da teoria ao passo
que (2.25) refere-se ao setor pseudoescalar e, novamente, temos um ele-
mento trivial ¢ = 0. Portanto, expressando o spinor ®,, na base definida

em (2.20), obtemos um méson pseudoescalar-vetorial descrito pela versao dual
(2.21) da equagao DKP.

2.1.1 Algebra das Matrizes (3"

Vamos analisar agora a algebra associada a teoria DKP. Verifica-se que as
matrizes * definidas em (2.8) satisfazem a relagao trilinear

5185 + BBV B = g B + g (2.27)
Com efeito, recorrendo a (2.9), podemos escrever S* em componentes:

’

. ot 1 . ’ ’ ’ .
prog = 5 (7" 35”7 + 8. 457 ).
Desta forma, temos

/ﬂ/ i - 1 / ’ ’ ,B/ ’ ’ ’ /
B'ugg VZ/C[;/ - 4(’7“040[ 5ﬂﬁ + 6aa ’Y“g )(,YVa/p 65’0 + 5a’p ryuﬂla )
1 ’

= 1 ((7“7")&’ 057+ 7 +

+77a" 7 + 0" (V'y")s” ) ’
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enquanto que, para o produto de 3 matrizes,

ot ror 1 / ’ ’ ’ ’ ’
ne
6#04 B /Byp/alﬁ)\p/ , <(’Y#’YV) 14 5,7 ,y,uap ’YV o yap ,y,u o

+0a” (7”7”)5(’/) (7,0 8,19 )
= é (9" 7)a"86" + (77905 + (1#7Y)a"7 5"+
P8+ (e 5+ (s +
o ()" + 5a"(7“7”7A)6€) :
Assim, estudando a ultima rela¢do acima, podemos traduzir em forma ma-
tricial o produto 8“BY* da seguinte maneira:

1% 1 v v 124 1%
prarpr = 5 (") @I+ (") @ v + (7" @ v + " @ (1)
(YY) @Y+ 9 @ (V) + 0 @ () + T @ (7)) -
(2.28)

De posse dessa relacio, podemos desenvolver a soma dos termos 3*3Y 3 e
BrB¥ B, de modo que, apés algumas manipulacoes algébricas,

prBY BN+ BBV = é (" + ) @ T+ (Y +477*) @
HOY ) @ + (N M) @4
7 ® (P + 1)+ @ (Y + M)
7@ (Y + M) H L@ (7 M)
Entretanto, recorrendo a dlgebra de Clifford (1.19), a expressao acima é
conduzida a seguinte forma:

1

BB BN+ BABBY = o (Y YY) O T+ TS (Y + M)
29IV + 7@ 1) + 20 (T @+ @ 1)
+2¢" NI @4 ++" ®1)).

Porém,

Py (29" =)

29" — (29" — Y)Y

= 29" — 29" + 4 (29" — VM)
= 29" — 29"V + 2gM R — Py
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= PP MR = 297 1 — 2gMAY 4 260 (2.29)
Assim, substituindo este resultado na expressao anterior referente a soma
envolvendo produtos de matrizes 8*, resulta

1
BB BN + BBV B = 3 A4 (T @+ @ 1) +4g"™ (10 +* @ 1) |,

=2ﬁu ZQ,BA

seguindo a relagao (2.27),
B1BYEN + BBV = g5 + g

Esta relagao define a algebra subjacente & equagao de primeira ordem que
descreve bosons de spin 0 e 1 e serd importante para a construcao de um opera-
dor unitario que nos permite estudar o limite nao relativistico da equacao DKP
livre e na presenca de um campo externo, via transformacoes FW, conforme
discutiremos no capitulo 3.

A seguir, discutiremos ainda algumas propriedades das matrizes B* que
serao uteis no decorrer de nossas discussoes.

Propriedades das Matrizes [

A partir de (2.27) podemos extrair algumas informagoes referentes as ma-
trizes 5. De fato, fazendo v = X\ = pu, temos

(B")% = g"*B*  (sem soma nos indices). (2.30)
Por outro lado, fazendo A = p segue:
prBYeH = g"p* (sem soma nos indices),

de forma que, para u # v,
prBr Bt = 0. (2.31)
Calculando o determinante de (2.31) acima, obtemos
det (88" ") = 0
= det(f") =0 ou det(8") =0,

mas, como g e v sao arbitrérios (embora distintos), resulta que as matrizes 3¢
sao singulares:

det(5%) = 0. (2.32)



2.1. A EQUACAO DKP 41

Agora, observemos ainda que se b* é um quadrivetor arbitrério,

(Bub'u)ﬁl/(ﬁpbp) = b”bpﬁp,ﬁuﬁp

= %bubp(ﬁp,ﬁuﬁp +BPBV5#)

1
= ibubp(ﬁugup + ﬁpgu,u,)

1

1
= §buﬂuby + abpﬁpbl/

= b"Bub,. (2.33)

Além disso,

1
1

X
fuy)
=y
o

(B.b)Bo(B.b) = BibifoSb;

bibj (BiBof;)
= %bibj(ﬁiﬁoﬁj + B Bobi)

1
= gbibj(ﬂi g0j +B5 90i)
-0 -0
_— (2.34)

As matrizes *, de ordem 16 x 16, podem ser decompostas em repre-
sentagoes irredutiveis de ordens 5 x 5, relativa ao setor de spin 0, 10 x 10,
referente ao setor de spin 1, e uma representagao unidimensional trivial, associ-
ada ao elemento nulo da base 4". Em outras palavras, podemos “diagonalizar”
as matrizes S* em blocos 5 x 5, 10 x 10 e 1 x 1 preservando a &lgebra (2.27).

Dessa forma, vamos apresentar a seguir uma representacao matricial parti-
cular que sera util na segao 2.2 (entretanto, esta representagao estd associada a
métrica pseudoeuclidiana g"” = 6*”, comum em algumas aplicagoes envolvendo
a teoria DKP):

SPIN 0

o =

o O oo
o O o oo
SO o o oo
o O o oo
o o o o
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],

o — O

S o O

S O O

o o O

0 0 0 0O
01 0 0O

o O O

OO —H OO

] .

o — O

S O~

S o O

o o O

0 0 0 0O
0 0 0 0O

o O O

00 0 0 0O
00 0 0 0O
00 0 0 0O
00 0 0 O0O
00 0 0 0O
00 0 0 0O

SPIN 1

—1

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

0
0
0

0 00 0O

i
0

1
0
0

0 0 0 O

1

00 00 0O

0 0 0

Bo =

—1

0
0

0
0

0
0

0 0 O
0

0

-1 0 0 O

0 0 O

0

0

0

0

-1 0 0 0
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00 000 0 0 0O O
00 000 0 0 00 —1
00 000 0O O 0O O
00 000 0 0 01 0
|0 0 000 O 0 00 O
P2=109 0 000 0 -100 0|
00 000 -1 0 00 0
00 000 0O O 0O O
00 01 0 0 0 0O O
0 -1 000 0 0 00 0 |
00 0 0 000 0 0 0]
00 0 0 000 0 0 0
00 0 0 00O 0 0 —1
00 0 0 000 —-120 0
o0 0 0 001 0 0 0
Bs=1090 0 0 000 0 0 0
00 0 0 100 0 0 0
00 0 -1 000 0 0 0
00 0 0 000 0 0 0
00 -1 0 000 0 0 0 |

A representacao matricial do spinor ® sobre o qual atuam as matrizes 8 pode
ser construida em termos de uma matriz coluna, perfilando suas componentes
associadas aos setores de spin 0 e 1 de modo consistente com as matrizes g*
representadas acima.

2.1.2 Forma Hamiltoniana da Equagcao DKP e Operador
de Spin

Para implementarmos o formalismo FW no estudo do limite de baixas
energias da teoria DKP no capitulo 3, precisamos escrever a equacao (2.7)
na forma hamiltoniana.

Assim, multiplicamos (2.7) & esquerda por §¥p, 5:

(B" v B B* P — mp, 7 B°)® = 0,
de forma que, usando (2.33),
B Pap”® —mp, 5" BP =0
——

=mprd
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= p'e =p, BB, (2.35)

onde usamos a equagao (2.7) na tultima passagem acima.
Por outro lado, multiplicando (2.7) por 3° & esquerda, temos

(8°8"p —mpB°)® = 0.
Dessa forma, fazendo p = 0 em (2.35) e somando com a relacao acima,
(3 + (8°8" — 8"6%)p. — mB°)® =0,
(i0o + (B°87 — 7 %) i0; —mf°)® = 0,
i00® = —ial9; & + mpB°®
——

7

QL

= i0o® = (a.7+mp°)®. (2.36)

Esta equagao consiste na forma hamiltoniana da equagao DKP, sendo a
hamiltoniana expressa por

H = a.p+mp°. (2.37)

Para concluirmos esta se¢ao, vamos definir o operador de spin da teoria
DKP:

Sij = (BB — Bibi)- (2.38)

Este operador serd ttil para a interpretagao fisica dos termos de acopla-
mento que obteremos para a interagao entre o méson e um campo externo, no
capitulo 3.

Na proxima se¢ao, discutiremos a relagao entre a equacao DKP que apresen-
tamos até aqui e a equacao de Harish-Chandra para o campo eletromagnético,
buscando evidenciar a inequivaléncia entre ambas.

2.2 A Equacgao DKP e as Equagoes de Maxwell

Para finalizarmos a discussao referente a equagao DKP, vamos buscar aces-
sar as equagoes de Maxwell para o campo eletromagnético com base em uma
equacao andloga a (2.7).

Para isso, definimos as matrizes auxiliares 7,,:

mi=2(6:)* -1, (2.39)
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na = —i(2(81)* — 1), (2.40)
bem como a matriz ns:
(1 0 000 O O 0 0 0 ]
01 0 0 0 0 O 0 0 0
00 1 0 0 0 O 0 0 0
0001 00 O 0 0 0
. 000 0 1 0 O 0 0 0
=P = 0 0 0 001 0 o o o |0 (24D
0o 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
o0 o0 o0 o000 0 -1 0 0
0 00O 0O O0 O 0 -1 0
L0 0 0 000 O 0 0 -1 |

onde nao ha contracao dos indices nas expressoes acima; as matrizes [3; cor-
respondem as matrizes beta do setor de spin 1 da teoria DKP, introduzidas
na segao (2.1.1), e definimos a matriz 84 = ify (tendo definido 4 em (2.1.1),
embora tenha sido designada como 3y naquela oportunidade)?.

As matrizes 15 e §,, acima referidas satisfazem a seguinte relagao de anti-
comutagao, como se pode verificar efetuando diretamente os produtos:

{ns, 8"} = 0. (2.42)

Definimos também o spinor ® como segue:

iBYk
iE?/k
iE3 )k
iB'/k
iB?/k
B3k |
Al
A2
AB
P

(2.43)

onde E e B? sdo as componentes dos campos elétrico e magnético, A’ e ¢ cor-
respondem as componentes do quadripotencial e k£ é um parametro de dimensao
de massa, introduzido para conferir a dimensao correta ao spinor.

3As matrizes 8, definidas nesta segdo satisfazem a dlgebra (2.27) com a métrica gh¥ =
diag(—1,1,1,1), tradicionalmente empregada na literatura para abordar a teoria DKP, a qual
adotaremos excepcionalmente nesta segao.
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Este spinor pode ser decomposto em dois setores, que denominaremos su-
gestivamente por ®r e @, definidos a seguir:

1

Pr = 5(1 +15) @, (2.44)
1

o= (1 -1m5). (2.45)

De posse dessas defini¢oes, propomos o seguinte par de equacdes para os
spinores (2.44) e (2.45):
i8,0'PRr =0, (2.46)

iB,0"®), — kP = 0. (2.47)

Desenvolvendo explicitamente a equacao (2.46), obtemos a informacao re-
ferente as equagoes de Maxwell (sem fontes):

{

de modo que o spinor ® i é responsavel pela dinamica do sistema.
Além disso, analisando também a equagao (2.47), verificam-se as equagoes
constitutivas para os campos elétrico e magnético:

=0, (lei de Gauss)
B= %—?, (lei de Faraday)

<t <u

E
X

FeSp- 24
B=VxA,

de forma que, tomando o rotacional da primeira equacao anterior e o divergente

da segunda, segue o par de equagoes geométricas do eletromagnetismo:

VxE-= 7%5, (lei de Ampere-Maxwell)
V.B=0. (auséncia de monopdlos magnéticos)

Atuando o operador i3,0” & esquerda em (2.47) e usando (2.46), obtemos
ainda

ﬂuﬁpayauq)l/ - Oa

sendo que, efetuando explicitamente o cdlculo acima, recuperamos as equagoes
de onda para o quadripotencial:

(824 — V2A) +V(9,A") = 0,
(0Fp — V) — 0,(9,A4*) = 0
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Assim, o sistema de equagoes (2.46) e (2.47) contém efetivamente toda a in-
formacao referente ao campo eletromagnético livre. Adicionando estas equacoes
e usando (2.44) e (2.45), obtemos

Zﬂﬂa”(@L + ®p) — kg =0,

k
i3, 0" ® — 5(1 +15) @ =0

—
=y
= i$,0"'d —~vP =0, (2.48)
onde a matriz v é definida por
k
v = 5(1 +15). (2.49)

Esta 1ltima satisfaz as seguintes propriedades:

k‘2
v o= g2+ )
~—
=1
2
= ?(1*’7)5)
=k, (2.50)

(.87 = 9B+ By

= 8+ 1, 8"))
————
=0
= kB~ (2.51)

Dessa forma, observemos que a equagao (2.48) acima exibe a mesma es-
trutura da equagdo DKP (2.7), preservando a dlgebra das matrizes 8*, porém
substituindo o termo de massa pela matriz v definida por (2.48). A equagao
(2.48) corresponde & equacao de Harish-Chandra, proposta em 1946 (re-
feréncia [10]) em um estudo referente a correspondéncia entre as teorias do
méson (DKP) e do féton?.

4Salientamos que, na equacao originalmente proposta por Harish-Chandra, a matriz v que
substitui o termo de massa satisfaz relages iguais a (2.50) e (2.51), exceto pela presenca do
pardmetro k que surge em nossa construgao.
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Portanto, verifica-se que é possivel acessarmos o conteudo referente ao
campo eletromagnético explorando a mesma estrutura algébrica da teoria DKP;
entretanto, as teorias do méson e do féton nao sao de fato equivalentes tendo
em vista que a equagao (2.7) deve ser modificada para a forma (2.48) através da
introdugao de uma “matriz de massa”, para acomodar as equagoes de Maxwell.

Cabe enfatizar que a construcdo original que efetuamos nesta secdo nao
segue daquela proposta por Harish-Chandra, mas corresponde a uma aborda-
gem alternativa, em que almejamos investigar a teoria do féton estabelecendo
uma analogia com a simetria quiral. Dessa forma, a decomposicao do spinor
®, definido por (2.43), em duas componentes @ e P, expressas em (2.44) e
(2.45), foi idealizada com o intuito de evidenciarmos os estados de polarizacao
“right” e “left”, respectivamente, de modo que esta abordagem nos permite
ainda buscar a constru¢ao de um operador de polarizacao da luz. De fato,
temos:

n5Pr = P,
5@ = -y,
onde utilizamos (n5)% = 1, o que sugere que 75 é o operador de quiralidade do
féton. Seus autoestados sao:
Pr=p+?,
QL =p-2,
em que
b+ = %(1 +15)

correspondem aos projetores de quiralidade tais que

P =

p+p— =0=p_py

3

+;

P+ +p- =1

2.3 O Formalismo de Weinberg

Em 1964, S. Weinberg propos um formalismo ancorado na teoria da ma-
triz de espalhamento (matriz S)° para a construcio de propagadores para
particulas de massa ndo nula e spins arbitrarios (inteiros e semi-inteiros)®.

5Em nosso estudo, ndo discutiremos a teoria da matriz S, pois foge ao escopo de nosso
objetivo (recomendamos ao leitor interessado o estudo das referéncias [29] e [34]).

6Este trabalho de Weinberg permaneceu, de certa forma, desconhecido devido & subse-
quente formulagdo do Modelo Padrao das interacoes fundamentais.
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Como consequéncia da construcao, obtém-se equagoes de onda associadas aos
campos que descrevem as particulas, de modo que esta proposta culmina em
uma formulacao alternativa ao trabalho de Bargmann e Wigner, discutido no
capitulo anterior, no ambito da teoria de spins altos.

Postulados
Na construcao de Weinberg, foram assumidas as seguintes premissas:

1. a matriz S pode ser calculada a partir da férmula de Dyson:

o0 00
S = Z/ dty...dt,T(H (t1)..H (t,)), (2.52)
n=0" —°
onde a hamiltoniana H ¢ separavel em uma parte livre Hy e uma parte
interagente H , sendo expressa na representacao de interagao,
H' (t) = 't H ¢ iHot, (2.53)
2. a matriz S deve ser invariante sobre transformacgoes de Lorentz ortocro-

nas. Uma condigao necessaria para esta invariancia é tal que possamos
!’
escrever H (t) como

H'(t) = / drh(Z, 1), (2.54)

onde a densidade hamiltoniana h(z#) apresenta as seguintes propriedades:

a) sob uma transformagao de Poincaré, h(z#) comporta-se de acordo com
Ul(a, Nh(z")U (a, A) = h(A*,z" + at), (2.55)

onde U(a, A) é um operador unitério do grupo de Poincaré (vide apéndice
B);

b) para um intervalo (z* — y*) tipo-espago temos
[h(z"), h(y")] =0, (2.56)
de forma que as fungoes de Heaviside 6(z; —x;), implicitas no operador de

ordenamento temporal T em (2.52), apresentem apenas intervalos tipo-luz
ou tipo-tempo em seus argumentos, garantindo a invariancia das mesmas;
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3. a densidade hamiltoniana h(z*) deve ser construida a partir dos opera-
dores de criacao e aniquilagao de particulas livres expressas por Hy. Para
que esta definigao de h(z#) seja compativel com as propriedades elencadas
acima, podemos escrevé-la como fun¢ao de um ou mais campos ¥y, (z#),
construidos a partir dos operadores de criacao e aniquilacao e exibindo
as seguintes propriedades:

a) sob transformacoes de Poincaré, os campos 1, (z#) comportam-se de
acordo com

Ula, A(A)¢n(2")U ™ (a, A(A)) = Y Dhn (A7 )b (A 2" + a*),

(2.57)
onde Dy, (A) é uma representacao do grupo de Lorentz homogéneo;

b) para um intervalo (z* — y*) tipo-espago exigimos

[thn (24), Y (y*)] £ = O, (2.58)

onde os sinais + e — acima referem-se ao anticomutador e ao comutador
entre os campos, respectivamente. Esta condigao assegura a validade de
(2.56) para a densidade hamiltoniana h(x*) se temos um nimero par de
campos fermionicos.

Nas segoes a seguir, vamos nos ater a discussao do formalismo de Weinberg
em nivel de representacoes do grupo de Poincaré, enfatizando particularmente
as representagoes spinoriais de 2j + 1 e 2(2j + 1) componentes, onde obtemos
as equagoes de onda para os campos associados as particulas.

2.3.1 Campos Spinoriais na Representacao 2j + 1

Conforme discutido no apéndice B, a representagdo unitdria U(a, A) do
grupo de Poincaré é dependente do momento. Entretanto, gostariamos de
construir uma base de spinores cuja lei de transformacao sob a atuagao de
elementos do grupo de Lorentz homogéneo seja simples e independente do mo-
mento. Assim, vamos definir os estados a seguir:

Fimgis) =S

/
mS

Bmgs) DI, (a7 (p), (2:59)

onde «a(ps) é o operador de Wigner (B-31), ps é a matriz hermitiana relativa ao
quadrimomento definida em (A-7) e D7 é uma representacio do grupo SU(2).
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Recorrendo a (B.39), obtemos a lei de transformacao destes estados sob
transformagoes homogéneas:

U(0,4)[Fmss) = S UOA)|[gmiss) D, (a7 (p,)

= Y mlsy DI (AGINDL (0 D)

m; TIL;
= Y mlis) OO DL (AG)DL, (07 (b)),

onde A(ps) é elemento do little group (L(ps)). Usando (B.27), bem como a lei
de composicao para elementos do SU(2) (A.43), obtemos

U0, A)|p,ms;s) = Z

ms mS

D7, (a7 (ps)))

7
M meg

- >

" "
s mg

D (Aa(p)a” ()

- - 1 . _7 1 ’ j
= S mlis) Dl @ D) D (A)
m//l m;/

s

s

pomiis) (3D (a7 (p) Aa(py)).

’

pomiis) (3Dl (e (p)).

s

m

NN
pmyg ;s

pm. s) D, (A). (2.60)

s Ms

Observemos que, de fato, a lei de transformacao dos estados (2.59) expressa
acima é independente do momento. Precisamos, agora, examinar as condicoes
de ortogonalidade e completeza para estes estados:

(p/ams;‘S'ﬁa ms;s) = Z<p/7ms ’S’Dinim:/ (ail(ps))'

11
s

>3

1"
ms

1"

Pymyg; s> Dfn,s,ms (a™(ps))
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Z<p msslBmiis) DL, (@7 @)D (a7 ).

Recorrendo a (B.33), segue

(0 mgs sl ms; s) = ZZ 2900(5 — ), D2 (@7 (D).

s
//

'Dj " (a (ps))

= 2p06 ZD " Oé_l( )) )Dm”mb(a_l(ps))
= 2pod(p'— )DJ (a7 () Fa™ (ps));

mmS

contudo, devido a presenca da funcao delta de Dirac, sob o sinal de integracao
a matriz D7 contribui apenas quando p, = pS Logo, usando a hermiticidade
do operador de Wigner,

2, (@7 () ™ (p2)

(p/7m5;8|ﬁ7m3;8) = 21005(.5 p,)DJ /
= 2pod(F— D], ((0®(ps)) 7).
Porém, recordando a relagio a?(p;) = ps/m, segue que (a?(ps)) ! = mp; L.
Ainda, com o auxilio de (A.13), obtemos p;! = %;pq’a.
Dessa forma, substituindo este resultado na expressao anterior, resulta a
relagao de “ortogonalidade”:
(', mys slp.mss s) = 2pod(F—p) D7, (mpt). (2.61)
Observemos que os estados definidos em (2.59) néo sdo ortogonais. Para a
relagao de completeza, temos:

ZZ/Ip,ms, ol (Zﬁ) (ﬁ ml; s ‘2130 1. (2.62)

msm

Operadores de Criagao e Aniquilagao

Para construirmos um sistema de muitas particulas, vamos introduzir o
operador de criacao a™:

P, ms; s,m) = a™ (p,ms; s,m) [0) ; (2.63)
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onde |0) representa o vacuo, que consiste no estado homogéneo e isotrépico de
menor energia.

Assim, podemos verificar a lei de transformacao do operador de criagao
sobre transformagoes de Lorentz a partir de (B.39)":

U0, 4) |7, mss s,m) = S | ml ) D2 (A()),
———— . s
=a™(p,ms)|0) s
U(0, A)a™ (7,ms)U~1(0, A) U(0, A) [0) = )H,m;> D;, . (a7 (p)Aa(p,)),
—[0) m; ~
=at(p’,m/)|0)
U0, A)a* (7, ms)U~1(0, A)|0) = Za »,m, 3(a*1(p;)Aa(ps))|o>

= U(0, A)a™ (5,m,)U (0, A) = Z at (¢ m)D},,, (a7 () Aa(py)).

(2.64)
O operador de aniquilacao a ¢ definido por:

a’(ﬁv ms; S, m) ‘ﬁ, ms; s, m> = |0> : (265)

Tomando o conjugado hermitiano de (2.64), segue a lei de transformagao
do operador de aniquilagao sob transformagoes de Lorentz:

U A" a(Fme) UT(0, 4) Z DIl (a~(p)Aa(ps)) alp’,m,)
N———

e —ox :<Dj'n,ms(a*l(p.g)Aa(ps)))fl
= U(0, A)a(Fm)U(0,4)=> "D, (o (p) A alp,))a(p ,m)).

’

Mg

(2.66)
As relagoes de comutagao entre os operadores de criacao e aniquilagao
S0 expressas por:

—

[a(p,ms),a™ (p',m )]i = 2po0,,. m’ (P — p) (2.67)

70 vécuo |0) é invariante sob transformacées de Poincaré:
U(a, A)[0) = [0),

visto que, por defini¢do, é um estado homogéneo e isotrépico.
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onde os sinais (4) e (—) referem-se a campos fermionicos e bosdnicos, respec-
tivamente.

Agora, levando em conta A~! = C~'ATC (vide apéndice A), podemos
substituir a lei de transformagao (2.64) para o operador de criagdo por uma

relacdo mais conveniente, expressa abaixo®:

S U0, 4D (Cat (7m)U(0,A) =

Z ZD e Lps)A™ oz(ps))Dl o (C™Ha™(p',my). (2.68)
Como podemos notar, a lei de transformagao acima é a mesma do operador
de aniquilacao.
A relagao (2.68) sugere a seguinte redefinicdo dos operadores de criagao e
aniquilagao:
at — Di(aC~V)a™,
{ a— D’ (a)a. (2.69)

Estes novos operadores transformam-se localmente sob transformacoes de
Lorentz homogéneas da seguinte forma:

U(0, A) D7 (a(p,)C~"a (HU (0, A) = D (A7) DY (a(p,)C~Ha™ ()
(2.70)
U(0, A)D? (a(ps))a(p) U~ (0, A) = DI(A™) D7 (alp,))a(p). (2.71)

De posse dos operadores (2.69), podemos definir os campos ¢(t)(z#) e

#7)(z#) de 254 1 componentes que compdem uma base para os operadores de
criagao e aniquilagao:

Ie) = s [ e 2 P o€ g @7

1 _ipat
oD (z#) = o 3/2/2p0 Z - 7m.)e . (2.73)

Entretanto, levando em consideragao também as antiparticulas, precisa-
mos definir os operadores D’ (aC~1)bT(p) e D’(a)b(p) referentes a criagio e

8Vide referéncias [11] e [31].
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aniquilacao destas particulas, respectivamente. Dessa forma, os campos asso-
ciados as antiparticulas apresentam a mesma forma dos campos definidos em
(2.72) e (2.73), substituindo-se os operadores a(p) por b(p).

Face ao exposto, o campo mais geral que podemos construir é expresso por

$(at) = 5P (@) + oy (),

ou, escrevendo explicitamente,

o) = (27 3/2/21002 mem, p,m ) et

J — SN ipat
+nD) L (aCThb (B my)e ), (2.74)

onde 7 é um fator de fase.
Observemos que, por construcao, este campo transforma-se localmente sob
transformagoes de Lorentz homogéneas de acordo com

U(0, A)p(z*)U~1(0, A) = (%Tl)i))/z/dpf( (0, A)D? (ou(ps))a(P)U (0, A) e~ Pue”

=Di(A=1)Di (a(p)))a(p’)

U0, D (alp)C b (U0, 4) ")

=Di(A=1)Di (a(p.)C=1)b+(p')

3,/ . y
= DU g [ G (P e e

(2m)3/2 ] 2p,
+nD (a(p,)C b Jeiris )
= DI(A He(Ar, 2Y). (2.75)

Dessa maneira, (2.75) é consistente com a exigéncia (2.57).

Relacgoes de Comutacao e Causalidade

Examinemos agora a relacao de comutacao entre os campos ¢ e ¢T:

(D, (), 67, ()]t = 1657, @) 4007 (@), 067 0 (047657 ()

= (B, (@), 85 o ()] ey + s (@), 850 o ()] sy +

85D (@), 857 ()] + 02187, @) 087 ()] -
(2.76)



56CAPITULO 2. A EQUACAO DKP E O FORMALISMO DE WEINBERG

Desenvolvendo separadamente cada termo do segundo membro, temos

+ + +
(66 (@), 85 ()] = 057 @) () £8C0 T ()6, (a);
todavia, observemos que

+ d3pd3 ;
O () = s [ ] > D)o@,

2po2po m,, w M

mg

"

. P
.D‘er;//m/ (a(ps))a(ﬁ’ ms )a (p/ ’ m;//)efzpuw‘ J,»zpuyl ’
s s

+ d‘jpddp ; /
O 0, o) = s [ [ G S Dl (e

11

Dinsms( (ps)) (p myg ) (7, m ) —ipux +7p Y+

30,73
[¢¢(1+)ms(xﬂ) ¢(+) ( (i) 27T // ! pd p ZZ msm! DPs )

2po2py —

1" - "

D (@) [a(Fmy),at (0 my ] x e ipne in "

s

_ I~
—2p05m;/m;// S(p—p")

1 d3p, ; ’ ’ 774.’ TS
= W/,Dksm;(a(ps)a+(175))e P (@ =)

2p,

1 &Py ’ O
= EP pi B emimutet—v®) (2.77)
(2m)3 ) 2py mems \m

(§]
(—-)+

08, @04 0 ) = 947 @05 )0l ()6, (@)

entretanto,

(-) (_)+ . 1 ddpd3p 1
by ms(x“)gbb m;(yﬂ) (27‘(’)3//2]702])0 ZZ mem.) (ps)C™).

2 ///

1"

D7, (a(p)C )b+(12 m)b(pzms Jerpust —im,y”,
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— _ dS d3
Lo = b | [ o e

2po2py =

’

s

-
7

Din m’’ (a(ps)cil)b(p )b+(p m )ezp“w“fip;y”‘

Portanto,

3,73
() 6T () dP*pd®p S b -
00, @000 o = g | [ G 30 3 Do @()C).

mg

" 11

D, (a(p)CY) b (5 mL ), b m )] xy ePe

myg 7Yl

::‘:21)06771;, nz;” 5(ﬁfp,)

]. ddp/ . , _ 1+ ’ i / R
- (277)3 2]?/ Dinsm' (a(pe)c IC ! Oé+(ps))€ p#( F—yt)
0 - s

’
Ps

m

3 ! . ’ o )
S N ) (2.78)
(2m)3 ) 2py  mems \m

onde exploramos o cardter unitario de C' (vide apéndice A).
Os termos envolvendo relagdes de comutacao entre os campos associados as
particulas ( Sf)(x”)) e os campos relacionados as antiparticulas (¢£7)(a:“)) se

anulam, pois os operadores a(p) e b (p) comutam (assim como a(p) e b(p)).
De fato, observemos que

(—-)+

(047 . (29,047 s (0]t = 967 (@) ()07 (910, (22

porém,

I 1 Bpd3p
Qb((;r)mg(zu)qsz(; )m;(y#> - (277)3// PP Zz Mg m g)

2po2py < <

"

D%, (a(p)C (P ms>b<p',ms Je~ipne ~in,u"
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e
3 3

(* ) (@) = //dpd S D, e

O w0 @) = o | ] G 202 Dot (0O
Dl (a(p)by, m’"> (7, m e P il
Assim,
+ 1 d3pd3p
[QSELJF ( ) ¢( )mb( () = (27‘-)3 // ZZ mg m Ps )

2po2py < <

DI, (@) [ m ), b, m ] e e i
=0

=0. (2.79)

Analogamente, verifica-se que

[ l(n_)ms (z”),fﬁgﬂ;; (Y")]x) = 0. (2.80)

Dessa forma, de posse dos resultados (2.77)-(2.80), retomamos o desenvol-
vimento de (2.76):

3
()65, Py = i (200 () (minae o) e emnto )
¢ T Tm (2m)3 ) 2py  msms \m

Agora, observemos que a matriz ps/m que comparece no argumento de D7
corresponde a um elemento do SL(2,C) (mais precisamente ao setor hermitiano
do grupo), visto que consiste em uma matriz 2 x 2 (hermitiana) cujo determi-
nante é 1. Assim, recordando que um elemento A, do SL(2,C) é expresso por
(A-76), pode-se construir uma representacio para D7 (p,/m) como:

Di (pi) = 5P, (2.81)
m
onde senh(f) = —% e S é o operador de spin.

Portanto, podemos reescrever o comutador anterior sob a forma conveniente

3
! d’p — 15 (S8 ( —ipu(z"—y") L |77|2 6%@(“*@/“’))

[d)ms(I#),d);;(y#)](i) - (27)3 27906
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o A 3
= ! 3 e_\%(sﬁ) &’p <eiip“(zufy”) =+ |7)‘2 (—l)zjei”“(xufyuv
(2m)? S~ 2po
=07 ()
A 3
b () 2 (e s e )
m)e e \m Do

(2.82)

Analisando (2.82), observa-se que o comutador se anula em um intervalo ti-
po-espaco (z — y*)? < 0, se a integral involve apenas a diferenca entre as
exponenciais (vide apéndice C), isto é,

—1 =+ (-1)¥.
Esta condicao é satisfeita se
> =1, =+£(-1)% =-1. (2.83)

As relagoes (2.83) acima sintetizam a condi¢do de causalidade para os

campos, de forma que o teorema spin-estatistica segue naturalmente desta

condigao:

se j € Z temos relagdes de comutacgao (estatistica de Bose-Einstein);

se 2j € Z temos relagoes de anticomutagao (estatistica de Fermi-Dirac).

Portanto, aplicando (2.83) em (2.82) resulta a relacao de comutagio causal
entre os campos

L 4 j ﬁs 1 d3p —ip,, (xh —yt ip, (zh —yt
[@m, ("), 600 (")) = D, () @) /— (e Pu(a”=y") _ gtpu(e"—y >)

nfLsmlS m 2p0
:Z'A(xufyu)
_:nJ & [T
=D’ Aat —yM), (2.84)
MMy m

onde A(x# — y*) é a fungao de Pauli-Jordan (apéndice C),

i d3p —1 h —yH 7 xH —
Azt — y) = ~ G /2Tao (e pula—y") _ pipu(at y“)) ]
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Equacao de Klein-Gordon

Para finalizarmos esta segao referente aos campos spinoriais na representagao
2j + 1, vamos examinar as equagoes de onda satisfeitas por estes campos.

Naturalmente, por descrever particulas livres, o campo (2.74) (com n =1
devido a (2.83)) deve satisfazer a equacgao de Klein-Gordon em cada uma
de suas componentes. Com efeito, observemos que

14 — 1 d3p J > . 02 . 2\ —ipyxt
0,0" o, = (27T)3/2/2p0 /(Dmsm;(a)a(p»ms)((—w )7 = (@]p1)7)e

s

-I-Dfnsm; (ozC'_l)l)'~'(]§‘7 m;)((ip0)2 — (=i |ﬂ)2)e¢pﬂu)

— o [ LG R LD, @ty
DI (@O, e
= (0,0" + m)pm, = ﬁ / ‘fpf<<p0>2+<ﬁ1>2+m2>.
.Z(Dfmm; (a)a(p, m;)e:(;“m“ +
+n;fnm/ (aC™1)b* (7, m, )™ ")
= 0. ) (2.85)

Além disso, verifica-se em detalhe na referéncia [11] que o campo ¢(z#)
transforma-se adequadamente sob transformagoes de reversao temporal (T) e
sob a composicao da conjugagao de carga e paridade (CP), de modo que a re-
presentacao 25+ 1 constitui um cenario apropriado para o estudo da interagao
fraca®.

Entretanto, os campos de 2j + 1 componentes nao fornecem um cendrio
apropriado ao estudo de processos que conservam paridade (vide referéncia
[11]) e nao satisfazem outra equagdo de onda & excecao de (2.85).

Podemos construir campos que preservam paridade e exibem equacoes de
onda complementares a equacao de Klein-Gordon se estendermos a dimensao

9N3zo reproduziremos aqui os cilculos referentes as simetrias T e CP mencionadas acima,
pois tal abordagem foge do escopo deste trabalho.
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da “representagao” para 2(2j + 1) componentes, como veremos na proxima
secao.

2.3.2 Campos Spinoriais na Representacao 2(2j + 1)

Na segao anterior, os campos de 2j+1 componentes que definimos em (2.74)
transformam-se de acordo com a representagao (,0) do grupo de
Lorentz homogéneo como expresso em (2.75). Conforme discutido no capitulo
1, para que a simetria de paridade seja conservada, precisamos construir um
campo (") que se transforme segundo a representacao (7,7) = (4,0) 4 (0, )
do grupo homogéneo.

Assim, introduzimos um campo y/(z*):

H — -1+ > N —ipat
@) = G [ 5 ZPOZ I @ pa(m)e

+H=1)¥D! (Ofﬁ(ps)C_l)bJr (B, my)e="),  (2.86)

msmg

onde o fator (—1)% foi introduzido com o intuito de garantir relagoes de co-
mutacao causais entre x(z#) e ¢(xH).

A lei de transformagao deste campo é definida segundo a representacao
(0,7) em analogia com (2.75),

U0, A)x(z*) U0, A) = DIT(A)x(A*, 2"). (2.87)

Examinando a relagao de comutagao entre x(z*) e ¢ (y*), temos

1 dPpdp’ 1
L HILAE o).

: 2p02py <5 <

’ = 1"

D7, (0 (py) [al@, ms"), at (0 my Y] ay e Per st 4

HEDPD (07 (p)CTHDY L, (CT et ().

"

T @ ), b g )]y €YY

:i2p05(ﬁ7p7 )67n;/ m;”
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(@ )DL (@ (py))e P

mém

2]90

+£(-1)¥ D’ ~<a—”<ps>c—1)Dj~ (C~  at (py))eirn @ =u")

’
msmg mgmy

= 5 L /dgp(e—im(w“—y“) 4 (—1)% Pu(="=y"))

mgmy (27‘(’)3 2]90 )
de modo que, recorrendo a condicao (2.83), a integral acima se anula para in-
tervalos tipo-espago (vide apéndice C) e, portanto, temos efetivamente a cau-
salidade preservada. Logo, podemos escrever a relagao de comutagao acima
como

[, (&), 65 ()] ) = 6, A — ). (2:88)

De forma completamente similar ao que foi feito para o campo ¢(z*),
mostra-se que o campo x(z") satisfaz & equagdo de Klein-Gordon em cada
uma de suas componentes:

(0,,0" +m?) X, (z) = 0. (2.89)

Agora, de posse dos campos ¢(z*) e x(z#), podemos definir o spinor de
2(27 + 1) componentes da seguinte forma:

W(zh) = ( igzg > (2.90)

A partir de (2.75) e (2.87), estabelecemos a lei de transformacgao de ¥ sob
transformacoes de Lorentz

U0, )W (") U0, A) = S(A~HW(A*,2"), (2.91)
onde S(A) é a matriz de 2(25 + 1) x 2(2j + 1) componentes definida por
Di(A 0
S(A) = [ (() ) prrany | (2.92)

Assim como na teoria de Dirac, podemos definir também o spinor adjunto:

T = Utnyg, (2.93)

onde vy = [ (1) é ] é a matriz definida no capitulo 1, segundo a representacao

spinorial da equacao de Dirac, porém com cada elemento correspondendo a
uma matriz coluna de 27 + 1 componentes.
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Observemos que a “forma quadratica” WW é covariante. De fato, temos

U0, AT (") (2" U0, A) = U(0, A)TH (2" U0, A) U(0, A)yoU~1(0, A).

=W+ (Al zv)S+H(A-L) =0

LU0, A)W(2") U (0, A)
=S(A-1)W(Ar,zv)

= U (A", 2")ST (A S(A™H)T(AH, "),

Entretanto, efetuando explicitamente o produto, observa-se que a matriz
S(A) exibe a seguinte propriedade:

0S5 (A7 )y = S(A). (2.94)
Assim, retomando o desenvolvimento anterior (e lembrando que (y0)* = I),

U (0, A)\i/(x”)\l'(x“)U_l(O, A) = \I'+(A“Vx”)(’yo)25+(A_1)70 S(A_l)\I/(A“l,x”)
=W (A, z)y0 ST (A= )0
= W(A*,zY) S(A)S(A_l) U(A*, ")

=1
= U(A",z")U (A", 2Y). (2.95)

O spinor ¥ claramente satisfaz a equagao de Klein-Gordon em cada com-
ponente, visto que seus campos constituintes ¢ e x satisfazem esta equagao.
Porém, o campo V¥ esta vinculado a outra equacao de onda, a qual examinare-
mos a seguir.

Para isto, recordemos a equacao (1.41) para as solugoes de frequéncia posi-
tiva da teoria de Dirac. Efetuando uma transformacao unitaria, podemos es-
crever u() () como segue:

u ) _ Oz(ps)K(_,_)
®) ( a T (py) Ky )

onde a(p) é o operador de Wigner definido em (B.31). Analogamente, as
solugoes de frequéncia negativa u(_)(ﬁ') expressas em (1.43) podem ser escri-
tas na mesma representacao unitariamente equivalente, da seguinte maneira:

WO = (- a@)CTE
®) (a”(ps)ClK(—) )
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Dessa forma, exportando estes resultados para o cenario do formalismo de
2(2j41) componentes (que, no caso j = 1/2, deve recuperar a teoria de Dirac),
propomos as “solugoes de frequéncia positiva” para a teoria de Weinberg

W (p) = ( DJD(;(i(fE;Z?;ﬂJ ) , (2.96)

onde ¥/ é um campo de (2j + 1) componentes arbitrario.
Agora, no referencial de repouso, o spinor u(*) acima satisfaz a relacdo

(70 — 1)u(0) = 0.

Com efeito, observando que no referencial de repouso o operador de
Wigner corresponde & identidade e usando (A.40), a relagio acima segue imedi-
atamente. Assim, explorando o fato de que u(*) (p,) = S(a(p))u{H)(0) obtemos
a seguinte equagao:

S(a(ps))(v0 — 1)S ™ (alps))u™ () = 0. (2.97)

Com o auxilio de (2.94), podemos desenvolver o operador S(a(ps))y0S ~(a(ps))
que comparece em (2.97)

S(alps)) = 1St (@ (ps))o

= S(a(ps)0S ™ Halps)) = ST (@ (ps))S™Halps))-

Porém, observemos que St (at(ps)) = S(a"t(ps)) e S~ Ha(ps)) =
S(a1(ps)), como se pode verificar diretamente de (2.92) recorrendo a hermi-
ticidade de a(ps) e as propriedades das representagoes D7(A) discutidas no
apéndice A.

Logo,

S(a(ps)) 108~ alps)) = 10S((a (ps))?).
—_————

BT
=mps

Entretanto, escrevendo explicitamente a matriz S(mp;!), temos

S(mp;') = [ Dj(ﬂgpgl) Dj+0(p—5) ]
Dj(m)Dj(pOI}‘?'ﬁ)m 0
- [ " Di(m~Y)DI (p°I + 5.7) }
— mY { DI (p°I — 3.p) 0 }
0 DI (p°I + Eﬁ)

2

m 2

(1475)D? (p°T — 7.p) + (1 — ~5) D (p° + 3.5),
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1

0 —1 que, a exemplo
de 7, corresponde & generalizacao 2(2j + 1) x 2(2j5 + 1) da respectiva matriz
introduzida na formulacao spinorial da equagao de Dirac.

Portanto, retornando & expressao para S(a(ps))y0S~(a(ps)),

onde usamos (A.46) e introduzimos a matriz 5 =

S(a(p))0S ™ @) = T5—r0(1+35)DY (B’ - 5.5) +

—2j
2

Assim, substituindo o resultado acima em (2.97), segue a equagao satisfeita
pelos “spinores de frequéncia positiva”:

m 1 i
+ Yo(1 =) D7 (p°1 +3.5).  (2.98)

1 ; - 1 ; - ;
(30 +990D 61 = 3 + G001 =) DIGPT + 39— ) ) =
(2.99)

Particularizando o resultado acima para o cendrio de spin 1/2, como Dz (IES
7.p) = p°I + &.p, verifica-se que

(yp" —m)u' P (p) =0,

equagdo que corresponde precisamente a (1.33) e, portanto, esta construgao é
de fato compativel com a teoria de Dirac.

Similarmente, estudando agora as “solucoes de frequéncia negativa”, pro-
pomos o spinor u(*)(;ﬁ) novamente em analogia a teoria de Dirac:

DI (a(ps)C~ )07 )

(]5) < Dj(a—lJF(ps)C—l)(_l)QJ,ﬂJ* (2 100)

Seguindo o mesmo procedimento que efetuamos para o “spinor de frequén-
cia positiva”, verifica-se que, no referencial de repouso, o spinor u(~) (p) satisfaz
a relagao

(30 = (=1)*)u)(0) = 0.
Dessa forma, passando a um referencial inercial arbitrario u(~)(p) =
S(a(p))ul=)(0), a equacdo acima torna-se

S(a(ps)) (0 = (=1)*) S~ (alps))ul ) (5) = 0,
de modo que, a luz de (2.98),
(32001 +96)D7 ('~ 3.) + 2201~ 16)D7 (11 + 5:7) -
—(=1)¥m2) ) (p) = 0. (2.101)
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Analisando novamente o caso particular de spin 1/2, a tltima equagao for-
nece

(vup" + m)u7)(p) =0,

que coincide exatamente com a relagdo (1.33).
As equagdes (2.99) e (2.101) acima correspondem, no espago das posicoes,
a seguinte equagao para W(aH):

[ —m* D (p,) ] ( (") ) ~0, (2.102)

Di(ps) —m* x(a#)

onde i, é o operador definido em (1.3) e p; é expresso em (1.5).
Para verificarmos a validade de (2.102), observemos que

J A _ _1+ N
Dmbm/b(pé)Xm; (Jf“) - ( 3/2 / 2p0 Z m/m// (p))a(p, ms).

Dl (B 1 (=)¥ DI, (a7 ()OI (Em DY (),

’
mesmy

Todavia, como Dfnsm,s (ﬁg)eilppz' = Dznsmls(:Fps),

Dt Bt () = 5375 S/Q/QPOZ L @ (D)alpm)).

D; - (ps)e—z‘puz“_i_(_l)QjDZn/ o (Oz_1+(p)c_1)b+(ﬁ, m/sl)Dzn o (_ps)eipuzﬂ)

- (zvrlw/ gppw]@s)m 1 (p) alp)e " +

=Di(psa=17)
+(=1) DI (=py) DI (0™ (p)C™1) b (F)e P " ).

=(~1)2 Di(p,a=1%)Di (C1)

Assim,

. . »
Dy, e Bs)Xo (27) = ﬁ / TP (i (pya~t*)a(pe e

M 2po
+D? (pa” Y DI (O (e,
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Entretanto,

Di(pa™") = DI <mpsa1+>
m
= Dj(m)Dj(aa+a_1+)

m¥ DI ().
Portanto, retornando ao desenvolvimento anterior, segue

. 1 d3p P i Iz
J 5 A p— 2 En2ind —ipu
Dmsm; (ps)xm; () = Gn) / 0 (m“ D7 (a)a(p)e”Pr
+m2j D'j (aC_l )b+ (meipuw“ )ms
= m¥ g, (a"),
que corresponde a primeira equagao do sistema (2.102).
Analogamente, para a segunda equagao,

j 1
Dfnm (Ps)brm S(xu):( 3/2/2p02 m'm” Ja(p,my).

Dj / (p:S)e_ipuwu +D7Jn/ m’’ (ac_l)b—i_(ﬁ m/s/) DJ ’ (p:s)eipuwu )

MM MMM
N——
,DJ' ( ~ )e—ipuzﬂ ,DJ' (7 > )eipumM
= 1 Ps = ’ Ps
msmg msmg

1 d p j —ip“,m“
- G | S0 D @atie
+D7(—pa) D7 (aC™ )b (B)ePr " ),
1 Pp is —ipuat
+(_1)2ij(ﬁsa)Dj(C_l)b+(meip“m#)ms

Porém, de forma semelhante ao desenvolvimento anterior, observemos que

Di(pua) = D <mp~sa)

m

D7 (m)D? (a_1+a_1

= m¥Di(a 7).

a)
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Consequentemente,
. ~ 1 d3p L. + . u
J ). (P = _Z 27 i1 —ipux
Dmsm; (ps)gbm& (QZ’ ) (27{')3/2 / 2p0 (m ‘D (a )a’(ﬁ)e

H(=1)¥m¥ DI (o Ot (e,

= m2ijS (zh).

s

Portanto, o sistema (2.102) é efetivamente vélido e fornece a equacao de
onda para o campo de 2(2j + 1) componentes da teoria de Weinberg. Obser-
vemos ainda que, particularizando para o caso j = 1/2, (2.102) corresponde
precisamente ao sistema (1.10), que consiste na forma spinorial da equagao de
Dirac, confirmando assim a consisténcia da proposta de Weinberg com a teoria
de Dirac.

Dessa maneira, o formalismo 2(2j + 1) de Weinberg fornece uma abordagem
bastante convidativa para a teoria de spins altos, baseando-se na soma direta
de representagoes do grupo de Lorentz (j,7) = (7,0)® (0, 5) e tendo como
plano de fundo a teoria da matriz S. Para finalizarmos, convidamos o leitor
a estudar o artigo original de Weinberg!? [11], com énfase no apéndice B, onde
o autor desenvolve em detalhe os casos particulares de spin 1/2 e 1, bem como
o artigo complementar do mesmo autor [49], em que ¢ discutida uma extensao
deste formalismo para acomodar particulas de massa nula.

2.4 Referéncias do Capitulo

Destacamos a seguir as referéncias deste capitulo:

[07] Petiau, G. “Contribution & la Théorie des Equations d’Ondes Corpus-
culaires”. Tese da Universidade de Paris, publicada em Acad. Roy. de Belg.,
Classe Sci., Mém. in 816, No. 2, 1936.

[08] Duffin, R. J. “On the Characteristic Matrices of Covariant Systems”.
Phys. Rev. 54, p. 1114, 1938.

[09] Kemmer, N. “The Particle Aspect of Meson Theory”. Proc. Roy. Soc.
Lond. A 173, p. 91, 1939.

10 Alertamos o leitor com relagdo & métrica gur = (—1,1,1,1) adotada nesse artigo, que
difere da métrica usual, empregada em nosso texto. A andlise dos cendrios de spin 1/2 e 1
contribui para as discussoes reservadas aos capitulos posteriores, porém nao a reproduziremos
aqui por motivo de concisao deste trabalho.
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[32] Greiner, W. “Relativistic Quantum Mechanics: Wave Equations”. Ter-
ceira edigao, Springer, 2000.
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Capitulo 3

As Transformacoes de
Foldy-Wouthuysen

Neste capitulo apresentaremos as transformagoes FW | propostas em 1950
por Foldy-Wouthuysen, que consistem em transformagoes unitarias cujo obje-
tivo é eliminar os operadores fmpares da hamiltoniana de Dirac (que acoplam
os quadrispinores ¢ e ) e nos permitem acessar o limite nao-relativisti- co
da teoria. Estudaremos o caso livre e o caso que envolve a interagao com um
campo eletromagnético externo, para as equagoes de Dirac e DKP.

3.1 As Transformacgoes FW para a Equacao de
Dirac Livre

Conforme discutimos no capitulo 1, escrevendo a equagao de Dirac na repre-
sentagao spinorial (1.10), observa-se que os quadrispinores & e ﬁ estao acoplados
pelas equagoes de Weyl. Este acoplamento manifesta-se na representagao ha-
miltoniana (1.22) através dos operadores @, que acoplam, i. e., “misturam”
os quadrispinores ¢ e x que compoem as componentes altas e baixas, respecti-
vamente, do bispinor 1. Os operadores que misturam as componentes altas e
baixas sao denominados fmpares, ao passo que aqueles que nao acoplam estas
componentes sao denominados pares.

Para contornarmos este acoplamento, buscamos uma representagao da equa-
¢ao de Dirac que suprime os operadores impares. Assim, a proposta de Foldy
e Wouthuysen consiste em construirmos um operador unitario que “diago-
naliza” a hamiltoniana (no sentido em que elimina os operadores fmpares) e

71
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preserva a forma da integral invariante obtida no capitulo 1.
Assim, vamos analisar primeiramente a equacao de Dirac livre na repre-
sentagao hamiltoniana (1.22)

.0
"ot
onde os operadores a’ = v sdo impares, o operador 3 = 7° é par e as relacoes
de comutagao entre estes operadores sdo expressas em (1.23)-(1.25).
Procuramos um operador unitario, independente do tempo, da forma U =
eM que fornega uma representagao da equacao de Dirac a qual elimina os
operadores a.p. Dessa forma, o bispinor v transforma-se sob esta “mudanca
de base” de acordo com

¥ = (@.57+ fm),

W = Uy, (3.1)

de modo que o operador hamiltoniano transformado fica

0 9 L
im0 =Hy iz =UHU™ '

= H =UHU . (3.2)

Agora, para obtermos uma expressao para a matriz unitaria M, podemos re-
meter a uma situacao analoga em mecanica quantica nao relativistica, que cor-
responde a diagonalizagao de uma hamiltoniana para o sistema de um elétron
em um campo magnético bidimensional B = (By, 0, Bs) (referéncia [34]). Neste
caso, a hamiltoniana é expressa por H = 01 B + o3B3, onde as matrizes & sao
as matrizes de Pauli, as quais satisfazem a relacao de anticomutacao usual
{0i,0;} =0 (assim como as matrizes «; e § da hamiltoniana de Dirac). Pode-
-se eliminar o operador impar o; efetuando uma rotacao em torno do eixo y
através do operador U = ei%e, onde tg(0) = g—;; verifica-se facilmente, apds
efetuar a expansao do operador, que a hamiltoniana transformada assume efe-

. . . ’ =
tivamente a forma “diagonalizada” expressa por H = + ‘B‘ o3.

Dessa maneira, a matriz M para o problema bidimensional descrito acima
¢ M= %30 = —%03019 (onde usamos a dlgebra de momento angular satisfeita
pelas matrizes de Pauli, para obter a ultima expressao). Portanto, podemos
propor uma expressao similar para a matriz M no caso da teoria de Dirac livre

M = —iBa.po(p), (3.3)

de forma que o operador unitario U que executa a mudanga de base da hamil-
toniana de Dirac fica expresso por

U = PE0®), (3.4)
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Expandindo U em termos de 6(p), temos

U = P3no@)
- 1 [N n
= > i (Ba'P0(R)

0

n

$(Ba’ 'p]1)2k 02k () 4 Z 2k T (Baipi)2k+192k+1 ().

I
Mg

(2k)! )

E
I
=

Porém, observemos que, usando as relagoes (1.23)-(1.25), segue

(Ba'p')*(p) = B a'B ol ()
—~
_Bal
= Fatdp P
= (P Pu) - o't (D)
———
k£l
= ) - 5 ok 0!} 0
=0

= — o),

onde |p] é o autovalor do operador momento (pois estamos trabalhando com
na representacao dos momentos).
Logo,
i~ 2k
(Ba'p") ¢(p) = (=1)* |51 ¥(p), onde k € N.

Substituindo este resultado na expansao do operador unitdrio, temos

oo

U =

2k O_ZIAT S 2k+1
) Zj%+1 (1716))

n=0

=cos(|p]0) =sen(|p]0)

cos(|pl6) + Bﬁsenﬂﬁ] 0). (3.5)

Para a inversa de U, escrevemos

(Ba.p)*

L =U* = cos
U =U" =cos(|p|b) + E

sen(|p] 6).
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Entretanto, lembrando que na representacao dos momentos o operador ;;3' possui
autovalores reais e usando (1.24), bem como o fato de que as matrizes & e 8

sdo hermitianas, segue (B(EZ.]%')Jr = —ﬂd’.ﬁ e, assim,

U™t = cos(|p] ) — ﬁsen(\;ﬁ] 0). (3.6)

Retornando a expressao (3.2) para a hamiltoniana transformada, temos

H' = (cos(|p10) + ﬁ%ﬁsen(m 0)) (a5 + mpB)(cos(|p] 0) — 5%795%(@1 0))
_ 5 cos(|pl O)sen(|p16) [, = - =
= cos*(|p10)(a.p'+ mB) + E {Bap ap+mﬁ}

~sen®(|p]0)
[1°

Contudo, observemos que

=p

Ba.p(a.p+mpB)Ba.

(8.5 5| v(@) +m 5.5, 6] v (@)
= (Balap'p — ajﬂo/ﬁj Pe(P) +

+m(BalBp’ — FPa'p' ) (p)
= Bla'ad +dla ‘> B (P) — 2ma 5 (5)
= 28151 v() + B{a¥, o'} PP (F) — 2ma. P (p)

%/_/
=0,(k#l)

= 2051” BY(P) — 2ma.p(p),

|85, a5+ mB| v(p)

pa.pla.p+mpB)papp(p) = Bap)*Ba.py(@)+m Bap)? ¥({@)
— N——
=(a.p)3 =—B(Ba.p)?
= (@p?® ¥® —mB(Ba.p)*(©)
N—— N—_————
=—&.5(8a.5)2 =—1p1*¢(p)
= |9 a@.pe(p) +m B’ fu(p)
= |7 (@5 +mB)(p).

. \ -~ !
Assim, retornando a expressao para H , obtemos
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cos(|p] 0)sen(|p] 6)

H = cos®(|p]0)(a.p+mp) + 7 (215”8 — 2ma.p)
- qm O \o? (@5 + mBe(),
H = (cos(116) — sen?(710)) @5+ mp) + 22O 1525 iy

1Pl

=cos(2|716)

= (cos(2[710) — sen(2|710))a 5+ (mcos(2[716) + |7l sen(21716))3.

Portanto, para eliminarmos o operador impar &.p, escolhemos o parametro
0(p) como

0(p) = ——arctg (m) (3.7)

e, dessa forma, a hamiltoniana fica expressa por
H = <m 7 ) cos(2 | 6).

Podemos ainda reescrever a hamiltoniana acima de uma forma mais conveni-
ente, desenvolvendo a fungao cosseno. Com o auxilio da relagao trigonométrica
sec?(x) = 1 + tg?(x), obtemos cos(2|plf) = :I:\/%lﬂI27 de modo que, esco-

m<+|p

lhendo o sinal positivo (pois a energia da particula deve ser positiva), segue

H =\/m?+|p*B. (3.8)

A equagao (3.8) exprime, de forma bastante sugestiva, a relacao de energia-
-momento relativistica (1.1) que deve ser satisfeita pela particula livre. Obser-
va-se ainda que conseguimos “diagonalizar” exatamente a hamiltoniana livre
para qualquer ordem de energia. Na préxima sec¢ao, estudaremos o caso envol-
vendo interagdo com um campo eletromagnético externo e constataremos que,
neste cenario, nao sera possivel obter uma expressao exata para a hamiltoniana
em qualquer escala de energia.
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3.2 FW para a Equagao de Dirac com Campo
Externo

Podemos introduzir um campo eletromagnético externo a partir da
substitui¢ao cldssica invariante de calibre p* — p* — e A*, onde A* = (p, A) é
o quadripotencial. Dessa maneira, a hamiltoniana livre, expressa em (1.22),

torna-se

H=a.(p—eld)+ ep +mp. (3.9)
—_——
=0 =€

O termo O detém a informacgao da energia cinética e de parte da energia de
interagdo com o campo externo (devido ao termo envolvendo o potencial vetor
/_1'), o termo € corresponde a interacao eletrostdtica e o ultimo termo refere-se
a energia de repouso.

A interacdo com o campo externo introduz uma dependéncia temporal
na hamiltoniana através do quadripotencial A* e, assim, torna-se impossivel a
construgao de um operador unitario que remova os operadores impares O para
todas as ordens de energia, como no caso livre. Portanto, vamos nos restringir
a andlise do limite nao-relativistico com o objetivo de extrair da hamilto-
niana alguma informacao com relagao ao acoplamento da particula de Dirac
com o campo eletromagnético, em baixas energias, com o auxilio de sucessivas
transformagcoes FW que “diagonalizam” iterativamente esta hamiltoniana.

Sendo assim, propomos um operador unitario U = ™) de modo que
a lei de transformacdo do spinor ¢ permanece expressa por (3.1). Porém,
devido a dependéncia temporal de U, a equagao de Dirac transformada a nova
representacao fica

i <U§tU1) ¢ = (UHUY) g (3.10)

Podemos desenvolver os operadores U %U ~le UHU ! através da expansao
BCH (D.3)

-2 -n

¢S Ae™S = A +i[S, A] + 127[5, (S, A + .. + %![s, (S, ...[S, A..]] +... (3.11)

n comutadores

De fato, temos

;N

(e™M® =MW = H 4 §[M(t), H] + ... + %, [M(1), [M (), ...[M(t), H]..]] 4.,

n comutadores
(3.12)
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(eM®g,e= M)y = 3, +i[M(t),d)] + ... + :77: [M(t), [M(t),..[M(t),0]..]] +...

n comutadores

Todavia, aplicando a expansao em série de U9, U ~! sobre um “spinor teste”
¢ e analisando cuidadosamente cada termo da série, segue

[M(t), 8¢ = M(t)s — 0 (M (t)<) = —M(t)s,
[M(t),[M(t), &:]lc = —[M(2), M(2)]s,
[M (1), [M(2), [M(t), 8i]]]c = —[M (1), [M(¢), M(t)]]s,

e assim sucessivamente. )
Propomos [M(t), [M(t),...[M(t), 04]...]] = —=[M(¢t), [M(t),...[M(t), M(t)]...]

n comutadores n — 1 comutadores
para n > 2. Por indugao, verifica-se a validade desta proposicao analisando o

resultado para n + 1 comutadores:

[M(t),[M(t),..[M(t),0]..]] ¢ = M(t) [M(¢t), [M(t),....M(t),0]...]] s

n + 1 comutadores n comutadores

— [M (), [M(t),...[M(t),0]...]] M(t)s

n comutadores

= M(t) (=[M(¢), [M(2),...[M(t), M(t)]..]]) ¢

n — 1 comutadores
— (=[M(t), [M(t), .[M(t), M(D)]...])) M (t)s

n — 1 comutadores
—[M(t), [M(t),..[M(t), M(t)]]] S.

n comutadores

Dessa forma, obtemos uma expressao em série mais adequada para o operador
U@tU_lz
) ) . 72 .
(M O0e=™MO) = o —idI () = Z[M(E), M (D) - ...

(ML), [M(t), . [M(t), M(1)]..] —.. (3.13)

Z'n

ol

n — 1 comutadores
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Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.10), resulta

i%w’ = | H+i[M(t),H] + ...+ % [M(t), [M(t),...[M(t), H]...]] +...
n comutadores
y i3 gt . /
+¢2M(t)+5[M(t),M(t)]+ e M), [M @), - [M(), M) ]+ |

n — 1 comutadores
(3.14)

Assim, o operador hamiltoniano transformado H é expresso pelo termo
entre parénteses no membro a direita de (3.14).

Por outro lado, como estamos interessados no limite nao-relativistico, a
energia de repouso da particula (que corresponde & massa m em nosso sistema
de unidades) deve ser preponderante sobre os termos de energia cinética (O)
e de interagdo com o campo externo (O e €), pois estamos considerando cam-
pos fracos. Desejamos, entdao, obter uma expansao em série de 1/m para a
hamiltoniana expressa em (3.14), de modo que a contribuigao de cada termo
torna-se cada vez menor a medida que as poténcias de 1/m aumentam.

Assim, com base no operador M; proposto no caso livre, construimos o
operador M na presenca de um campo externo da seguinte maneira:

i .
M=——pa.(p—eA
ou, de forma mais compacta,

M=—--"30. (3.15)
2m

Observemos que este operador é adimensional, visto que 5 néo apresenta
dimensao e tanto O quanto m carregam dimensao de energia (mais precisa-
mente O/m = enegia cinética/energia de repouso), e de ordem 1/m em relagéo
a energia de repouso.

Substituindo M em (3.14) obtemos a expansdo de H em relacio a 1/m que
desejdvamos. Vamos reter nessa expansao apenas termos até ordem (E./m)3 e
(E.E,)/m? (onde E. corresponde a energia cinética, E, corresponde a energia
potencial eletrostatica e e m é a energia de repouso, conforme mencionado
anteriormente), que corresponde a nosso domino de interesse, no regime de
baixas energias.
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Sendo assim, vamos efetuar a seguir um “balango energético” (em relagao
!
a E., E, e m) dos termos que surgem em H :

(M, H| = [M,0] + [M.¢] +[M mp°],
—— —— ———
~(EE. ~(EE,  ~Ee

[M, [M, H]) = [M, [M, O]] + [M, [M, €]] + [M, [M,mf°]],

~(EeyB.

m

eyp. ~(EE

" m

(M, [M, [M, H]J| = [M, [M, [M, O] + [M, [M, [M, ]]] + [M, [M, [M,mB]]],

)

~(E2)3 B, ~(E2)3B, ~(Ee)2E.
(M, [M,[M,[M,H])|] = [M,[M,[M,[M,O]]+[M,[M,[M,M,e]]
~(EeyiE. -0 ~(Eeyip,—0

+ [M, [M, [M, [M,mp°]].

~(Ec\:
~(Ee ),

Os termos envolvendo mais de quatro comutadores do tipo expresso acima
nao satisfazem os critérios que estabelecemos anteriormente (sdo de ordem su-
&)3 e Ll
m m2

perior a ( ) e, portanto, serdo desprezados nesta aproximacao.

Além disso, temos ainda os termos envolvendo M:

Ee

(0,81 (2,
[0, [, N1]) = (27,

A semelhanca da andlise anterior, como os termos com mais de 2 comuta-
dores desta espécie extrapolam nossos critérios de aproximagao, estes nao serao
incluidos na expansao de H .

Dessa maneira, retendo apenas os operadores de ordem coerente com nossa
aproximagao, a hamiltoniana H " fica expressa por

H' = H[M, H]= 5 (M, [M, H]| - 5 [M, [M, [M, ][+ [M, [, [M, M, m8]
—M — %[M, M) + %[M, [M, M])]. (3.16)

A seguir, vamos calcular explicitamente cada um dos comutadores que com-
- ’
parecem na expressao de H em termos dos operadores O, € e 3. Entretanto,
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é conveniente escrevermos algumas relagoes entre estes operadores, antes de
procedermos a estes calculos:

08 = a(p—eA)B
= —Ba.(p— cA)
= -0

= {0,8} =0, (3.17)

e, 5] =0, (3.18)
onde usamos (1.24) para obter (3.17), ao passo que a relagdo (3.18) segue
naturalmente do fato de que os operadores € e 3 sao independentes.

Podemos agora efetuar os cdlculos dos comutadores em (3.16):
MH] = —3-[80,0 +c+mp
2m
i
= —*(502 - 050) = 5, (B0 — €50) — 5 (BOS — 520)

= f—/ﬁ 0? — /3[0 €] +10,

[M,[M,H]] = —%[ﬁO,[M,HH

_ﬁ[ﬁO,BOQ} %[60 BlO, €] + 7[50 O]
1

= —55(=28°0%) = —(=50[0,¢] + 5*(0,€0) + ﬁ@wz)
- m703+4172[07[0,6]]+%602’
[M,[M,[M,H]] = —ﬁ[ﬂO,[M,[M Hl||
_ _2%13[&0,03] <1180,10,10,d]]] - 5150, 507
= —5 (200" - Z(ﬂO[ 0,10, €] - Bl0,[0,€)0) -
- (—20%)

- om?
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= —#504 - #B[O, (0.0, €] + #03,
(MM, (M, (M8l = = 5[50, (M, M, [, m])]
= _%[507W03]
1 4
= %(250)
= 80",

M) = (;L)Z 190,60

= —L(—MJO + 5200)

4m?
1 )
= 300.0]
(M, [M, ] = —%[5074—;2[0,0]}
- 7$ﬂ(0[0,0]7[0,0]0)
_ _ﬁﬁ[o,[(),o’]].

Aplicando estes resultados em (3.16), segue

, ; : 1/1 . 1
H = (O+etmpB)+i <;502 - iﬂ[O,e} 4 i0>2 (mQOS + 510.0.d]+
1o\ i i, i i N\ 11 .,

(5500) - 3 (2510.0)) + & (~ggPl0.10.00).
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H =+ (4 5000° = 150Y - 21004 - 510,01 +
T (15[0 g- L gojo.0.d1- L0+ s g0 On)
2m ’ 48m3 TR 3m? 2m 48m3 N ’

=0’
(3.19)

Observemos que o operador impar O (de ordem zero relativa & energia de
repouso) presente na hamiltoniana original H é eliminado pela transformacgao
unitdria, de modo que na expressao de H o novo operador fmpar O (com-
posto pela colegao de termos de poténcias impares em O) é agora de ordem
(méxima) 1/m com relagdo a energia de repouso. Isto significa que consegui-
mos “diagonalizar” a hamiltoniana até ordem 1/m através do operador unitario
U=e'S.

O operador € que escrevemos em (3.19) corresponde ao operador par com-
posto pelo conjunto de termos de poténcia par em O e é de ordem (méxima)
zero com relacao a energia de repouso.

Prosseguimos com a andlise do limite nao relativistico, efetuando novamente
uma transformagdo FW para eliminarmos o operador impar em ordem 1/m.
Definimos, entéo, o operador unitario U = e l
(3.15),

/ 7
onde M é proposto conforme

’ Z ’
M =—-——70. 3.20
8 (320)
Dessa forma, a hamiltoniana H é expressa em termos da série infinita
correspondente a (3.14), observando-se as devidas substituicoes (H — H e
M — M):

SN

H' =H +i[M@t),H]+..+ %, (M (), [M (), .. [M (&), H']..]] +...
n comutadores
. i?’ , ., i 1 , , , .,
+i2 M () + =[M (t), M (t)] +...+ . [M (t),[M (t),..[M (t),M (t)]...]] +...

n — 1 comutadores

Fagamos novamente o “balango energético”, termo a termo, para verificar-
mos quais comutadores contribuem dentro da aproximacao que estabelecemos
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previamente. Nesta andlise, cada termo apresenta diversas “ordens de gran-
deza” pois os operadores O’ e € envolvem combinagoes dos operadores O, Oe
e. Por isso, identificaremos apenas a “ordem de grandeza” mais alta que se en-
quadra dentro de nossa aproximagao para cada termo da série de comutadores
que compoem H "

Podemos verificar que os operadores O/, ¢ e M sdo de ordem (méxima):

+ FE.E
0 =~ L
’
€ D>
/ CE
M =3
m

Investigando agora os comutadores, temos

’ 7 ’ ’ 7 ’ ’ ECE
M H]= [M,0] +[M,e]+[M, ,mp|~—"F,
N—_—— —— ——— m
_EcEp EcEp _EcEp _EcEp
A UNI el 2 R—m

[M,v [M/vH/]] = [M/v [MI’G,H + [M/v [M/,mﬂ]] ~0

~(EcEp 2 E2E2
~(=20 )2 Ep—0 ~—5E -0
pov:

Operadores envolvendo mais de um comutador desta espécie serao despreza-
dos na expansao para H" , pois extrapolam a ordem de grandeza que desejamos.
De forma similar, estudando os comutadores que envolvem M obtemos

E.E, ,
. )* =0,

(MM~ (

e, portanto, os termos que envolvem estes comutadores também serao descar-
tados.
. ~ 1"
Dessa maneira, a expressao para H se resume a

H' =H +ilM H|—M. (3.21)
Precisamos efetuar, entao, apenas o cdlculo do comutador remanescente em

(3.21). Para isso, usaremos as relagoes {570/} =0e [ﬂ,e/] = 0, que seguem
naturalmente de (3.17) e (3.18). Assim,

M H] = [M,e]+ M, mB
= *%[5076]*5[50,5]

Z’ ’ ’ . ’
= —%ﬁ[076]+20
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No célculo acima, desprezamos o termo [M l , O'], pois verificamos através do
“balancgo energético” feito anteriormente que o mesmo nao contribui na ordem
de aproximagao em que estamos interessados.

Aplicando este resultado em (3.21), segue

" ’ ’ . L ’L ’ / ’L N
H = (0 +e +mﬁ)+z<202mﬂ[0,e]>+2mﬂO
1 Lo o ’
= %5(10 +[0 ,e])+e + mp. (3.22)
:O//

Eliminamos, portanto, o operador O e agora o novo operador impar o’
(composto pelos termos de poténcia {mpar em O') ¢ de ordem 1/m? em relagao
a energia de repouso.

Para alcancarmos a ordem de aproximagao que desejamos, faremos uma
tltima iteracdo, que elimina o operador fmpar até ordem 1/m3. Definimos
novamente um operador M de forma similar a (3.15) e (3.20):

1"

i "
M =-—p0". 2
57, B0 (3.23)

Agora, conforme vimos em (3.21), é sufuciente retermos apenas o termo

1" 1"

[M, H ] na expansdo em série de comutadores para H W, de modo que
H =H +iM H 1 -M". (3.24)
De fato, fazendo novamente o “balanco energético”, porém, desta vez ana-
lisando apenas em termos da energia de repouso (m), e mantendo somente

termos até ordem 1/m? (explicitando em cada termo unicamente a ordem
méxima), obtemos

" 1
0O =~ —

m

1" ]_
M ~—,

m

|:]\4//7 H//] _ |:]\4//7 O//] + I:M//7 6/] + I:M//7 m/B] )
—_———— —— —\—
~1/m5>—0 ~1/m3 ~1/m?

Logo, os sucessivos comutadores deste tipo visivelmente extrapolam a ordem
1/m? desejada e, portanto, devem ser efetivamente desconsiderados. Além
. .
disso, estudando os comutadores envolvendo M temos

M M)~ 1/m® — 0,
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de modo que a série de comutadores desta espécie deve ser, com efeito, despre-
zada e, dessa maneira, justificamos a expressao (3.24).
Assim, calculando o comutador que comparece em (3.24), resulta

1"

[MII7H//} _ [M 761] + [M//,mﬁ]
/1: 1" ’ 7: 1"
= —%[ﬁo 76]—5[50 , O]
1 7 N
= —%ﬁ[O , € ] + ’LO y

" 1" . . .
onde desprezamos o termo [M ,O |, conforme indicado previamente no “ba-
L. - " ’
lanco energético”, e usamos as relagoes {B, (0] } =0ce[B,e] =0, que seguem

diretamente de (3.17), (3.18) e das definicoes dos operadores O e € .
Substituindo em (3.24), chegamos & expressao

"t " ’ . . " 7: 1" ’ /[: s 1
H = (0 +e¢ +m5)+2(10 —Qmﬁ[O,e]>—<—2mﬁO>
1 N 2 ’ ’
= 580 +[0  e])+e +mp. (3.25)
=0"" ~1/m?

Dessa maneira, eliminamos todos os operadores impares da hamiltoniana
até ordem 1/m? em relacio a energia de repouso, no limite nao relativistico.

Precisamos, agora, desenvolver os operadores remanescentes em (3.25) para
extrair informagoes com relagao a interacao da particula de Dirac com o campo
eletromagnético externo no regime de baixas energias. Para isso, vamos despre-
zar os termos de ordem (mdaxima) igual ou superior a 1/m? na hamiltoniana:

111

H Ee,—kmﬁ.

. . ~ ’ ~ .
Substituindo, entao, € na expressao acima, segue

" 1 1
H = - 2 _ - 4
(e—|— mﬂ(O 4m20 )

0,10, ] - @[0,0}) +mp.

1
8m? 8m
Nota-se que o operador ¢ substituido acima contém também termos de
ordem 1/m?, tais como O*/m? e B[O, [0,0]]/m?. Contudo, estes operado-
res podem evidenciar a interpretacgao fisica de alguns termos do acoplamento
com O campo externo (como veremos a seguir) e, portanto, vamos manté-los
provisoriamente na expansao da hamiltoniana.
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~ 11 . . .
Estudaremos, entao, cada operador presente em H , individualmente:

0% = (A.(p—eA))%
= aladpipic —eatadpiAlc — eatad Al s + e2atal AP AV
= ' (PPs — eAlpic —e(p'AV)s — eAlpPc + 2 AT ATS),
onde ¢ é um “spinor teste”. Contudo, para desenvolvermos o comutador acima

(e os que o sucedem), precisamos avaliar o produto o*a’. Para fazer isso de
forma mais simples, vamos partir da representacao padrao das matrizes @,
ij o 0. 0.
ool =y
_ i
= =77

. alod 0
o 0 ool |-

Assim, usando a algebra de momento angular satisfeita pelas matrizes de Pauli
(i.e.,0l0? = §'; + €% k), obtemos

alad =Ty + iR Iy, (3.26)

onde I4y4 é a matriz identidade de ordem 4.
Entao, com o auxilio de (3.26), segue

~2 — A Ao — .. P
0% = (i —2Af—e(fh) + 2 A%)s —ice*ok(pi A7) g
=(p—eA)? =&.(px A)
= (F—ed)’c—ed. (VxA)s
——

=B
= ((p—eA)? —ed.B)s.
Observagao: na expressao acima, suprimimos a matriz identidade para com-
pactar a notagao. Daqui em diante, neste capitulo, adotaremos a conven¢ao
de explicitar apenas a matriz ¢, de forma que a matriz identidade deve ser

naturalmente subentendida.
Temos também

ot =

= p + termos extras,
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onde os termos extras acima referidos correspondem a operadores que nao
apresentam interpretacao fisica evidente e, portanto, nao serao explicitados
(embora j& os tenhamos escrito no desenvolvimento do célculo acima). Além
disso,

[Ov [Ov e]] - [O_Z(Z%f 61‘?), [62(1%'* 614’); 6]]

Calcularemos o comutador acima termo a termo. Para isso, analisaremos
primeiramente o comutador interno:

[@.(F—eA), s = [ap.es—eld.A s

Agora, retornando ao comutador completo,

-,

p—eA),a.(E+0,4) _
' a.E] —ie?[a /T E] +ie|O, a. Al

bjl

[0,[0,€]] = ie[a.

= ie[d.

Qi

Qi
’Uy

Calculando separadamente os dois primeiros termos do segundo membro da
equacdo acima (novamente com o auxilio de (3.26)), temos

d.Els = o'al(p'E¢) — ol ETps

= aiaj(ﬁiEj)g + Ejﬁi(aiaj . ajai)
(7.E)s + i€k (5 BT )o + B (ie7*o* — il o*)
—iV.Ec +&.(V x E)s — 2i6.(E x p)s,

’Bp

[@.p,

' ATEI¢ — ol ol BT Al
A'Ei (o' — aat)s

_ QZA’LEJ 'ij k:

= 2i7.(Ax E)s.

)
2
21
&
2

|
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Assim, voltando novamente ao comutador completo, segue

— .

[0,[0,€]] = eV.E + ied.(V x E) + 2¢3.(E x p) + 2¢°5.(A x E) + i[O, &.A),

0, 07.(_;%— e A)]
= [0,a.p - e[0,a.Al.

[0,0]

A hamiltoniana no limite nao-relativistico fica, entao, expressa por

1 ~4 1
8m3 PP = 8m?2

—

(eV.E + ied.(V x E)+

"

1 SN2 =3
H —ecp—&—%ﬁ((p—e/l) —ed.B) —

— —

+2¢5.(E x p) + 2¢%5.(A x E)) — 8 — [0, &.5] +m§.

termos extras!

Suprimindo os termos que nao apresentam uma interpretacao concreta (que
correspondem basicamente a corregdes de ordem superior a hamiltoniana) e
recolecionando os outros termos de modo propicio a evidenciar a interpretagao
fisica subjacente a cada um deles, temos

1o~ - 1 4 e . - 5
H' =~ — (p—eA)? - 3 ~ " B#.B -
B(m + 2m(p eA) Sl ) +ep 557 g2 VL
e — — e = =

O primeiro termo da hamiltoniana acima corresponde a expansao de

(1%' — eff)2 + m?2, que basicamente guarda a informacgao cinematica da ha-
miltoniana. O segundo e o terceiro termos representam claramente a interagao
eletrostatica e o acoplamento dipolar com o campo magnético, respec-
tivamente. O quarto termo é conhecido como termo de Darwin e relaciona-se
ao efeito zitterbewegung, que corresponde a uma corre¢ao ao potencial coulom-
biano devido as flutuacoes quanticas da posicao da particula em torno da tra-
jetéria clédssica, o que origina uma distribuicdo da carga eletronica. O 1ltimo
par de termos estd relacionado a interagao spin-6rbita, como pode ser visto
de forma simples se considerarmos um campo magnético estdtico, de modo que
VxE= 0, e propusermos um potencial central esfericamente simétrico:
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e L, = = e . = A
_WO—(E X ]5) = 4m2 U(Vsﬁ(r) Xﬁ)
=925
e dp_ . -
T 4m2 or (" xp
=1L
e 10p_ >
= ——0a.L.
4m2r8ra

Gostarfamos de enfatizar a relacdo entre a hamiltoniana expressa em (3.27)
e a equagao de Pauli, responsavel por descrever justamente o acoplamento
de um elétron com um campo eletromagnético (fraco) externo, no limite nao-
-relativistico:

1 - 1 . =
Hpauli = %(p — 6A)2 — %UB + e€P.

Observa-se que, na equagao de Pauli, as corre¢des de ordem superior, como o
acoplamento spin-6rbita e o termo de Darwin, estao ausentes.

O fato de recuperarmos os termos de acoplamento entre a particula de Dirac
e 0 campo externo que comparecem na equagao de Pauli (bem como algumas
corregoes de ordem superior) através da transformacao FW enfatiza a inter-
pretacao de que esta transformagao nos remete, neste cenario com interagao,
a um referencial inercial proximo ao referencial de repouso e, assim, nos
permite efetivamente acessar o limite nao-relativistico da teoria!

Sugerimos ao leitor interessado na relagao entre as transformacoes de Foldy-
-Wouthuysen e as transformacgoes de Lorentz a leitura do artigo citado na re-
feréncia [15], que versa de forma mais detalhada a respeito desta conexdo.
Esta discussao serd omitida aqui por critério de concisao de nosso trabalho,
mas entendemos que a abordagem deste assunto completa a revisao sobre as
transformagoes FW que propusemos neste capitulo.

3.3 FW para a Equacao DKP Livre

No capitulo 2 construimos a equagao DKP livre (2.7) a partir do forma-
lismo de Bargmann-Wigner e observamos que os operadores que a compoem
satisfazem a dlgebra trilinear fechada (2.27). Nossa proposta nesta se¢do con-
siste em buscar uma forma “diagonal” para a hamiltoniana de DKP, tal como
fizemos para a teoria de Dirac, através de uma transformacao FW, explorando
a estrutura algébrica mais envolvente desta equacao.
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A luz do procedimento que adotamos até aqui, definimos um operador
unitério U = €™ de modo que a lei de transformacdo do spinor de DKP
fica expressa por (3.1) e a hamiltoniana transforma-se segundo (3.2). Assim,
propomos para o operador M, independente do tempo, a seguinte expressao:

]

Agora, para efetuarmos a expansao em série do operador unitario U, pre-
cisamos primeiramente desenvolver algumas relagoes para extrair as poténcias
do operador .p. Com o auxilio de (2.27), observemos que

B3 = BB PP
SN
= (8" g7 +8% ¢ )p'pipts

~~

2 N7
—67 —dd;

M= ——j.50. (3.28)

— ~

= —Bp0)%
~——
=|p|%¢

= —|p? B, (3.29)

onde consideramos o “spinor teste” na representagao dos momentos ao escre-
vermos a tultima igualdade. Doravante, nesta segao, a representagao dos mo-
mentos deve ser subentendida, a menos que mencionemos explicitamente outra
representagao.
Da relagao acima, segue naturalmente
Sa o 32 R 9 .
(Bp)? +1017)(Bp)s = ((Bp)?+ 1) (BD) <
——
=Bp0—Bupt
7 2 R R
((B-p)* + |7)(B"D° — Bup''s)
\f_/ \/—/
=EB%% =mg

= ((B-0)* +[p1*) (BB — m)s,

onde usamos (2.7) para obtermos a ultima expressao.
Por outro lado, temos

Bp’%s = ppeess
= PP BB+ g8 + g8
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= —B%Bp)* —p'p's
——
=|p1?B
= B9 —[al” B%. (3.30)
Portanto, substituindo a expressao acima na relagao anterior,
(59)°8°E  —m(B.p) + E|p* 5 —mlpl® =
—_———

=—B(F.P)2E~|p]° BB
= (m+ BB = —m i’
Agora, multiplicando esta equacio a esquerda por (m — ESY), resulta
(m* = E*(8°)°)(B.9)* = —(m* = mEg°) [pl*,
de forma que, multiplicando agora & esquerda por 3°,
(m?8° — E*(8°)*)(5.0)* = —8°(m® — mES°) |p” .
Porém, usando (2.30) e (1.1),

80 (m? — E*)(F.5) = —((B°)2E2 — |pl” 8° — mE(8°)?) [,

N—_———
==’
—B°151* (B.p)? = —B° |” (E*(B°)* — [p]” — mEpB)
= (Bp)? = —|p]> = mEB® + E*(8°)2. (3.31)

Entretanto, para que possamos desenvolver o cdlculo das poténcias do ope-
rador (ﬂ }7) precisamos de vinculos adicionais que nao podem ser obtidos a
partir da representacdo hamiltoniana (2.36), visto que esta equacdo foi ob-
tida pela multiplicagdo da representagdo padrdo da equagao DKP (2.7) pela
matriz singular 49 e, portanto, ndo contém toda informacao do sistema.

Assim, para obter as relagbes adicionais, vamos manipular a representacao
padrao (2.7), multiplicando-a & esquerda por (1 — (3°)?):

(1= (B9*)(B"Pu —m)p =0,
(845, — (8°)? 8Py +m((8°)? = D]y = 0,
B — (BB pi+m((B°)* -1y =0,
——
:_ﬂ1(BO)2+g0067
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[5'(8°)*B; +m((8°)* = 1)] = 0
\7—/
=—p.p(8°)*
= (B.0)(8°)* + m(1 - (8°)%) = 0. (3.32)
Agora, multiplicando (3.31) & esquerda por (4.5), usando (3.29) e nova-
mente (3.31),
(B.9)° = —11" (B.p) = mE(F9)8° + E*(B.0)(8°)°,
—[7* (B.0) = — |p* (B9) — mBE(B.p)B° — E*m(1 - (8°)%),
(B.0)B° = —E(1 = (5°)). (3:33)

Com o auxilio de (3.31)-(3.33) podemos, enfim, extrair as poténcias de (3.p)
e desenvolver o operador unitario U em série. Com efeito, multiplicando (3.31)

a esquerda por (5.}%’)2, segue

Bt = [ (B.p)° —mE@F0)°8° + E*(B.5)°(8°)°
= —|p* (B:0)° +mE*(B)(1 - (8°)°) = mE*(B.p)(1 - (8°))
=~ (6p)°
e assim sucessivamente:
B> = -1 (Bp)
11 (6.9),

(B = |1 (5.9)°,

Podemos propor, entao, o termo geral de poténcia par:
7 2k—2 ;7 2
(B.p)%F = (=1)* 1 |7 (B.p)?, k=23,...

Dessa forma, por inducao, verificamos a validade da proposta acima, anali-
sando o termo k + 1,

Fp*ED = ()M (B!
= ()" ()
(~D)EDH DT (5 ),
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De posse desses resultados, desenvolvemos o operador unitario em série:

T N G O ¥ G ) Al (U R
~ren (5 (i) 6 X S () 19 <5.ﬁ)><+

N 9 1 0 3 2 %2 i (—1)k+1 9 2k+1 2k—2 /3 a2
+(B.p) (Iﬁl + 31 <|ﬁ1) (B.p)” + kZ:Z 2+ 1) (W) Pl Bp)" | s
- 1 (62 &S (-1)F
Ietom (2 - kzzz (2k)! 9%) (st
3

N N > _1)k+1 N
- <;<ﬁ.ﬁ> vi () Gt 52 ((2,;1;!02’““(6@3> :

=Ic+—5
| ]7|2 Pt (2k)!

0 -~ 16 5. R (O L
+ <|ﬂ(5-m - Qﬁ(ﬁ'ﬁ) + mkzﬂm(e) o (5@) S

==p20 (B.p)
enf -~ 1—cosf , =~

B.p+ (5.p)%. (3.34)
|71 b1

SU=1+"

O operador inverso fica

senf) - ~, 1—cosl , -~

Ul=1- 8.0+ (B.p)%.
171 11
Dessa maneira, a hamiltoniana transformada é expressa por
H = UHU!
senf -, 1—-cosl, -~ L
= |1+ 8.0+ — (B.0) | (a@.p+mp°).
|l 1]

. (1 B senﬁﬁﬁ+ 1 CSSQ(B-W) '
171
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- ’
Contudo, antes de desenvolvermos os produtos que compdem H , observe-
mos o seguinte resultado

— A

B @pBp = (B (BoBr— B.5B
= (BD)Bo(BD

de modo que, usando (2.34),

(B.9) (@) (B.p) = 0. (3.35)

Portanto, desenvolvendo os produtos e retendo apenas os termos que nao
se anulam em virtude de (3.35), obtemos

, . 0 o . . .
H =mp® +ap+ =2 (8.5, +m(B.58° — B°B.0))+
7] grr P ep

=—a.p

1 —cosf

(@5 G5} +m(E0?6 + 8B,

=28

em que utilizamos (3.30) no ultimo termo.

Calculamos, entéo, os termos remanescentes da expressao acima:

B.dpls = (Bp)(E°F0— G985 — (8°5.5— B55°)(B.p)s

= (B)B°(B0)s — (B.0)°8% = B°(B.0) + (B-0)8°(B.) s
=0 =0
= (B + BB
= —(g"B°+ ¢° B)p'Ps
g

= |p” 8%,

(a5 @p?)s = (B°F5- BB + (BH*(8°F5- A58")s
= B — EDED s+ FPED)s — (B5P6%
=0 -0
= — |7 B(Fp)s + | (B5)8°%
= —|]ﬂ2(&.{3)§.




3.4. FW PARA DKP COM CAMPO EXTERNO 95

. . . v . ~ /
Substituindo os resultados acima na ultima expressao para H , temos

150 32 50— ma ) — L8 152 @5 4 om it %)
T 7

sen@) @.7+ (mcos b + || send) 8°

H = mp’+

= (cosf —

1Pl

Portanto, para eliminar o operador impar 07.;3', escolhemos o parametro 0(p)
como
1]

0(p) = arctg( ). (3.36)

Assim,

2
H =(m+ @) cos 03°,
m

de modo que, usando novamente a relacao trigonométrica sec?z = 1 + tg2z,
bem como (1.1), e escolhendo o sinal positivo para o cosseno (pois a energia
da particula livre deve ser positiva), resulta cosf = %. Obtemos entdo a

hamiltoniana
H = MBO ES°. (3.37)

Observa-se que, assim como visto no caso da teoria de Dirac livre, é possivel
“diagonalizar” exatamente a equacao DKP livre através da transformagao unité-
ria proposta. Para finalizarmos este capitulo, vamos discutir na secao seguinte
a equagao DKP na presenca de um campo eletromagnético (fraco) externo,
novamente sob o prisma das transformacoes FW, com o intuito de diagonali-
zarmos iterativamente a hamiltoniana (como feito na se¢ao 3.2 para a teoria
de Dirac), explorando ainda a estrutura algébrica desta teoria.

3.4 FW para DKP com Campo Externo

A introdugao de um campo eletromagnético externo fraco sera efetuada
novamente através da prescrigao cldssica de acoplamento minimo p, — 7, =
pu — eA,, de modo que, neste cenario com interacao, a equacao (2.7) torna-se

(Burt —m)yp = 0. (3.38)

A relacao de comutagao entre os operadores de momento generalizados 7#
serd bastante 1til nos calculos a seguir, de modo que a desenvolvemos abaixo:

[rH, "] = wha¥s — w¥rhg
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= PPUS — ept(AYS) — eAFpUG + e? AP AV G —
—(p¥pts — ep” (AF<) — eAVpls + e AV AFG)
= —e(p'AY —p"A¥)s
—ie (QFAY — 9V AM) ¢

—_——
=Fnv

= [rt, 7] = —ieFM, (3.39)

onde F*¥ é o tensor do campo eletromagnético’.

Para que possamos aplicar o procedimento FW e extrair alguma informagao
a respeito da interagao entre o mesén descrito pela equagao DKP e o campo
externo no limite de baixas energias, precisamos da forma hamiltoniana da
equacao (3.38). Assim, seguindo o mesmo procedimento efetuado no capitulo 2
no contexto da equacao DKP livre, multiplicamos (3.38) & esquerda por 8,77 5,,

(ﬁpﬂ-pﬁuﬁ;ﬂru - mﬁpﬂ-pﬁu)w =0. (340)

Contudo, observemos que

B BByt = BpBy By’
(_ﬁuﬁuﬁp + gu,u,ﬁp + gpyﬁu)(ﬂ“ﬂ‘p - ierM)
= _ﬂuwuﬂuﬁpﬂp + ieruﬁuﬁuﬂp + gl/,uﬂ—uﬁp’]rp

—ieguu FP" By + gpu Burt'l —idegp, FP'BL.
—_Fup

Redefinindo os indices mudos no primeiro termo da tdltima igualdade e explo-
rando a antissimetria do tensor F*? para cancelar o quarto e o sexto termos,
resulta

25p7rpﬁuﬂu7ru = ier'uﬁuﬁuﬁp + 71-llﬁpﬂ-p + Buﬂ-“ﬂ'u-
Entretanto, analisando os dois tultimos termos da equacao acima, temos
5#7T”7r,, = 6pgua7ru7ra
= Bugua(mmH —ieFHY)

= mpBurt —iegua F1 B,

10 tensor do campo eletromagnético é definido por FHY = OHAY — ¥ A e admite a
representagao matricial

0 —-E' —E?2 _—E3
E? 0 —B3 B2
E? B3 0 —B!
E3 —-B2 B! 0

e —
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Logo, substituindo o resultado acima na equacao anterior e manipulando os
indices mudos,

Bpﬂpﬁuﬂ,uﬂu = 7Tl/Bpr + %Fpu(ﬂuﬂuﬂp - Bpguu)-

Retornando entdo & (3.40), com o auxilio da iltima expressdao podemos
escrever

R By 40 F (B0 — By b — mBym? By = 0
———

=mm,

= = BBt — o P (BuBBy — Bg b (341)

onde usamos (3.38).
Fazendo v = 0 em (3.41) e somando com (3.38) multiplicada & esquerda por
Bo, obtemos a hamiltoniana do sistema,

(BoBam™ + To) = (B + Bamfo — oo (8608, — Bpgou))¥:

IS = (ot e — (BB — BaBo)n® — 2 FP(BuBof, — Byg))¥

= (mBo+ e — @imt —3 = FP(BuBoBy — Bygon)

= (mBo + e+ & — S FP (0B, — Bpow) ¥
—H(1)
= H(t) =mpy +ep + a.7 — %F”“(ﬁuﬂoﬂp = BoGop)- (3.42)

Observemos que, assim como discutido na secao 3.2 para o caso da teo-
ria de Dirac com campo externo, a hamiltoniana (3.42) para a equagao DKP
interagente também exibe dependéncia temporal devido a introducao do qua-
dripotencial A*.

Desejamos novamente buscar uma representacao da hamiltoniana em que o
operador a.7 esteja ausente e obter, a partir desta, informacoes do acoplamento
entre o méson e o campo eletromagnético externo no limite nao-relativistico.
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Sendo assim, definimos um operador unitério U = e*™ em analogia ao caso da

teoria DKP livre, de forma que

Bz (3.43)

Com o auxilio da expansao BCH (3.11), podemos escrever a expressao em
série (3.14) para a hamiltoniana transformada:

N

H = H(t)+i[M(t), H(t)] + ... + % [M(t), [M(t),...[M(t), H(t)]...]] +...

n comutadores
o 7:3 . in+1
+iM(t) + E[M(t)’ M)+ ...+

= M), [M(0), - [M(0), M(D)]..]] +.

n — 1 comutadores
Agora, neste cédlculo, faremos um “balanco energético” menos detalhado do
que o efetuado na sec¢do 3.2, apenas em termos da energia de repouso. Assim,
para o estudo do acoplamento em baixas energias em que estamos interessados,
é suficiente mantermos na expansao acima apenas termos até ordem 1/m? (em
relagdo & energia de repouso),
H' = H(8)-+i[M, H(2)|~ 5 M, [M, H(E))| ~ £[M, (M, [M,m o]}~ N~ S [, 1)
(3.44)
Precisamos, entao, efetuar o calculo dos comutadores que comparecem na
equacgao acima. Porém, antes de prosseguirmos com estes calculos, apresenta-
remos algumas relacgoes vetoriais envolvendo o tensor F*¥ | as quais serao tteis
ao desenvolvermos os comutadores:

FrB,BoBy = FYBoBoBi + F BiBoBo + F BiBof;
= —E'BoBoBi + E'BiBobo + F" BiBob;
—E"(—B;BoBo + 90iBo + 900Bi) + E*BiBoBo + F 8o B;
= 2 E'B; B3 — E'Bi +F"BiBob;
—~— —~—

—_Ej =—Efj
= —2E.BB82+ E.f+ FY83605;, (3.45)
FIWBMQOV = F’LOB;LQOO + FmﬁugOi
= P
= £,

—E.f, (3.46)
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FipiBoB; = FYB:BoBj+ (F9B;BoBi — FB;Bofi) + (FBiB;Bo — F BiB;B0)
+(F" B; ;80 — F B;Bi Bo)

F9(B;(BoB; — BjBo) — Bi (BoBi — BiBo)) + F(BiBiBo — B;iBiBo) + F B, Bofi
FY(Bia; — Bjou) + F7(—BoBiBi + gj08i + 9ijBo + BoBiBs — gioBi — 95iPo)
+ FB;B0pi

——

=—FJi3;B0p:

= FY9(Bijo; — Bjeu) + F9Bo(BiB; — BiBi) — F7*B;Bo i
Entretanto, usando a definigdo do operador de spin (2.38) e manipulando os
indices mudos do ultimo termo, segue

2FB;50B; = F(fial — fal) — iF 8%,

FY9B,6oB; = 5 FY(B'a’ — pa’) _550 oS
— 2B.(fxa) =-2B.5
= —B.(Fxa) +iBB.S. (3.47)

Observemos que, usando (3.45)-(3.46), podemos desenvolver o dltimo termo
da expressao (3.42) para a hamiltoniana dependente do tempo:

Fpu(ﬁngﬁp - /BPQOM) = 25.563 - Eg— (—é(g X &) + Zﬂoé-g) + EE
= 2E[B +B.(fxa)—iByB.S
= H(t) = mPo + e + &7 %@E.Eﬁg - 2%5.(5 x @)~ 5GBS, (3.49)

Com o auxilio das relagoes vetoriais expressas acima, desenvolveremos abai-
, ~ ’
x0 o calculo dos comutadores presentes na expansao de H :

M), 50] = (5, ol

_i(ﬁiﬂ-iﬁO — BoBimi)
m

(BoBi — Bifbo) T

—_——

(623

1
m

.7, (3.49)

1
m



100 CAPITULO 3. AS TRANSF ORMACOES DE FOLDY-WOUTHUYSEN

M), 6l =~ Bilmp - pmi)s

_ _%ﬂi((pi — ed;)(gs) — pmis)

1 . .
—*mﬂz‘((l%‘@k + ppis — eA;ps —pmic)
—_—

=PTis
= L Bioip)
= m’ pip)s

(Vis@)C

1

— B

m ~~~
=—p
1 -

756-(@@)9

onde, na ultima expressao, o operador V atua apenas sobre o potencial escalar
p, de forma que, suprimindo o spinor teste,

BV, (3.50)

[M(0), 6] =

(3
— - (Biaymimj — o fimjmi)

_E(ﬁia]‘ﬂ'iﬂj — a;fi(mimy + ieF7))

i e i
*E(ﬂi%‘ — o Bi)mimy — EF”O‘jﬂi

_%((61‘5063’ + BiBoBi) — (BiB;Bo + BoBifi))mim; —
=go;Bi+gi0B;=0 =gj0Bi+9i;Bo
_%Fij(ﬁoﬁjﬁi — B;iBofi)
%50 \gz/jj Ty — 2m50(5j»3¢Fij + BiB; FIY) + % BiBoBiFY
=—41; =—B;BoB:iFIt
— L Bo(R)? — =S (B3 — Bify) F¥F — < ;o
m om M ] m 7 P07

——iSJ‘i

e
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= —Bo(@)? —ig-fo SuF” —= (=B.(Fx &) +iBsB.5)
2B.5
= (@’ + ié«ﬁ x d)
m m
onde usamos (3.39) e (3.47).

(3.51)

=,

ML ERB)s =~ (BiB8mEys — Bi586:Eyms)

7
—a((ﬁzﬂj — B;8:)B3m Ejs + B BiB3miEys — B85 BiEymis)
I Y P P

mSZJ»BO(mEJ)C mSmﬂoEJPz?

7

—%(&&ﬂng]‘C — Bi BB Ejmis)

1 1 .
—ESijﬂg(mEj)c - EsijﬁgEjpiC -

1

—%(@'@ﬂgmﬂ‘ﬁ + ﬁjﬁiBSEﬂw — BiBiEjm<)

1 1 1
m iBo(miEj)s m e gp§+mﬁJﬁ TS
)

—aﬁjﬁiﬁg(mch + Ejmiq)

1 1 1
— =8, 82(mEi)s — —S;: B2 E.p; —B.B;E;mic —
m iBo (milj)s m eh ]pg+mﬁjﬁ TS
i i R
—2*53'51'53@'7& - Eﬁjﬁiﬁg(piEj)§

S By + L (BLBTAN0 28 +

S\HS\H

S.(E x )53 += 8. (A x B)SRs — 8,58 (.8,)s.

=Rg

Suprimindo o spinor teste e denotando por R as “contribuigoes residuais”
do comutador (que discutiremos apds a andlise da expressao final para a ha-
. . ’
miltoniana H ), resulta

~ 1 - L

MABH)S) =~ 8.5 x B~ Ex )i+ (BE)FA)(1~26) + R, (3.52)

(M, M] = —#(ﬁiﬂjmﬁj — B BiTims);
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porém, adotando um procedimento absolutamente similar ao que conduziu a
(3.39), mostra-se facilmente que

[, 7;] = —e(Pi4; *f)jAz'), (3.53)

onde os operadores p; e p; atuam somente sobre os potenciais vetores A; e A;,

respectivamente.
Assim, recorrendo a esta relacao, prosseguimos com o calculo do comutador
anterior:
: 1 . . L 4
[M, M]s 3 {ﬂiﬂjﬁﬂj — BiBi(mit; + e(PiAj — iji))} S
1
7(615] 6]51)7T17Tg§ + ﬁgﬁz(lh Ai)(
Sljﬂ-zﬂjg + Bjﬁz(pz Az)§
. ; e s
Wsijﬂ'ipjg - Wsijﬂ'z’(Ajg) + Wﬁjﬂi(piAj —p;Ai)s
ie
= SzJAjp1§ + SZ]A Ayg + SzﬂﬁPﬁ +
p'Ai)§
ie
= — 354 A)€+Z*5(A><157€+( 7T><27)+ S BiBi(piAj — p;A)) s
=R’
TS
i
M, [M = —[M,a.xw
[ ) [ 760]] m [ , (X 77]
7 7 9 e = =
= — |- —B
(- L2+ LB <)
1 2 e = =
= Wﬂo(ﬁ) + WBW x @), (3.55)
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MMl = (57 B
BBV 10) = BBV o))
#(ﬁjﬁi(vﬂp)ﬂ'ﬁ = BiBimi((Vj9)s))
#(ﬂjﬂi(vﬂﬁ)ﬁig —eBiBi(Vip)Ais — BiBimi((Vip)s))
S (Bi8i((V10)<) = B;Bi(Bi(V 50))s — e83:(V9)Asc) =
g BB ((Vi0)0)
— (B8 (V5)s) = BiBmi((V;0)5) = BiBi(pu(V;9))<)
— g (B85 = BiBIm(V,0)5) = —58,B:(pi(V s))s
1 1 )

— 35 (mi(V0))s - WS--(WW— —BBi(5:(V9))s

mig (;5 X ch)<+ —S (Vgo X }3’)§+

+S 8 (A x V) — 8,61V 0))s

=R"¢
5% Vo~ Ve x s + R
= [M,[M, ] = 7%5.(% Vo —-Vexp)+ R, (3.56)
[M,[M,&7] = %[B’ mﬁ o(7)% + %E.(ﬁ x &)]
1 -

[5 Bo(7)’] = —5[B.7, B.(F x @)].

ie
m2

Porém, notemos que

1.7, Bo(7)?]s

2 2
= Bifomimis — Bofim;mis

BiBo(mjm; — ieFY )mjc — BofBimsmis
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= BiBorm;(mjmi —ieF)s —ieBiBoFUmis — 50ﬁi7T]2-7Ti§
= (BiBo — BoBi) mimis — ieBiBom; (Fs) —iefifoF I mjs
~—————
= —(@)%a.7s — 2ie BifoFm; < —ieBiBo(p;F)s
v N
=—B.(Bx#)Bo =—(Bxp).BBo
= —(®)%a.7 + 2ieB.(8 x @)Pos + ie(( x p).B)Bos,

onde, no ultimo termo, o operador p atua somente sobre B.
Logo, substituindo na expressao para o comutador anterior,

(M, (M, 6.7 = —5(@)?Q7 25 B.(F % 7)o — i~ (5 x 0).B)fo -

= —(@ar+ R". (3.57)

De posse das relagoes (3.45)-(3.57), vamos analisar a hamiltoniana nesta
nova representagio, desenvolvendo os termos da expansao em série (3.44),

H' = H(t) + i[M,mBo] + ie[M, g] + i[M, &.7] + %[M, B3B3+

e = = e - 1
+i[M, —%H-(/B X @) — %BOB-S] - §[M7 [M,mBo]] — = [M, [M, p]]—
1 oL 7 . 7 .
_§[M7[Mva7r]]_7[M7[Ma[Mvm50m_M_i[MvM]a
S B o S
H' = mpBot+ept@.i—<E.fB2— - B.(Bxd)———BoB.S—a.7— < BNV p+—Bo(7)2+
m 2m 2m m m
+i=B.(f x @) — —5 5.7 x E — E x )82 +i—5 (B.E)(B#)(1 - 263) + — R+
M, — % B () o 50 B8] 5 o)~ B (i)t 5o 8. (< V=T )
1 , 2 . [0 2 0 2m o\ 7T 2m . (07 2 AP "2} @XP
e 1 2 1 11 ’L Z — - (&4 — = DA Z ’
R (®2aF—=R"— LM, [M,[M L E i §(AxA-Axp)—~R.
5 2m2(7r)047r 2R 6[ M| ,mﬁo]]]—i—mﬁﬂ' 2m25(77>< XP) 2R
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Observemos que o operador @.7 é eliminado nesta representagao (até ordem
1/m?), como desejavamos. Agora, reordenando os termos de modo a evidenciar
a interpretacao fisica subjacente a cada um deles, obtemos

. 1 1. . e g € = .~ = o 5
H —mﬁo—l—%(ﬂ') (Bo— —a 7T)+e<p—%ﬁo(S.B)—ﬁS.(pr—Exﬁ)(1—1—260)—1—
. € =, = 2 2 Z = . e =~ = = ~
“W( )(ﬂ 7(1*250)*77150) + (mﬂ.wmQS.(prAx@+
et 5 o R T e S oo
+2m25'(A x A) +i[M, _7B (B xd)— %50B~ ] - E[Ma [M, [M,mfo]]]—
e = = e T e _n |

Os dois primeiros termos de (3.58) detém as informagées cinemadticas do
sistema. O par de termos seguinte corresponde a interagao eletrostatica e ao
acoplamento dipolar magnético. O quinto termo representa a interagao
spin-6rbita com o campo elétrico externo e o sexto relaciona-se ao termo de
Darwin (efeito zitterbewegung, discutido na segao 3.2).

Os termos remanescentes, nao discutidos acima (que compreendem o con-
junto de operadores a partir do sétimo termo, inclusive), correspondem a
corregoes ao acoplamento com o campo externo, até ordem 1/m?, que nao
apresentam interpretacao fisica concreta em termos das interagoes usualmente
presentes no regime de baixas energias que analisamos.

Concluimos este capitulo remetendo o leitor ao artigo citado na referéncia
[14], em que se desenvolve, entre outros tdpicos, a andlise do limite ndo-rela-
tivistico da teoria de Weinberg, no caso particular de bésons de spin 1, através
de um procedimento muito similar a FW. Neste caso, os autores introduzem
a interagao da particula de spin 1 com um campo eletromagnético externo de
forma um pouco mais abrangente do que o acoplamento minimo que discutimos
neste capitulo, incluindo também correcoes referentes a interacao quadrupolar
com o campo elétrico externo, por exemplo. O detalhe interessante do refe-
rido artigo consiste no fato de que a transformacao da hamiltoniana para uma
“representagao diagonal” nao é executada através de um operador unitério,
pois a integral invariante do sistema nao é unitéria, de modo que os autores
utilizam um procedimento alternativo, porém analogo, para eliminar os termos
impares. Por este motivo, entendemos que a leitura deste trabalho comple-
menta a revisao referente a proposta de Foldy-Wouthuysen que apresentamos
neste capitulo e ilustra a aplicagdo do formalismo 2(2J+1) de Weinberg, em
um cendrio particular, com interpretacao fisica concreta.
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Capitulo 4

A Equacao de Proca-
-Majorana-Oppenheimer

(PMO)

Neste capitulo, apresentaremos a equacao linear para o campo eletromagné-
tico proposta por Majorana e Oppenheimer na década de trinta e discutiremos
a equagao PMO, que construimos originalmente neste trabalho segundo a pro-
posta de Majorana.

4.1 A Equacao de Majorana para o Campo
Eletromagnético

Majorana! e Oppenheimer? formularam, de forma independente, uma e-
quacgao linear de primeira ordem para o campo eletromagnético andloga a
equacao de Dirac:

alpp = 0. (4.1)

IEste trabalho de Majorana nao foi publicado na época, mas manuscritos de sua obra
cientifica, escritos entre 1928 e 1932 e recentemente divulgados, apresentam os célculos e
ideias nele contidas.

2Esta proposta, foi apresentada por Oppenheimer em seu artigo referente & teoria quéantica
da luz [16].
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Esta equagao foi derivada (por Majorana) a partir das equagGes ho-
mogéneas de Maxwell em termos do “spinor”

B! —iE!
v=| B?>—iE?* |, (4.2)
B3 —iE3

onde B’ e E' sdo as componentes dos campos magnético e elétrico, respecti-
vamente. Observemos que a “densidade de probabilidade” |1)|* ¢ expressa por
E? 4+ B2, que corresponde precisamente 3 densidade de energia associada
ao campo eletromagnético, conferindo uma interpretacgao fisica transpa-
rente a “amplitude de probabilidade” .

As matrizes «,, presentes em (4.1) sdo expressas por

1 00

=101 0], (4.3)
00 1
00 0

al=10 0 —i |, (4.4)
0 i 0
0 0 i

=1 0 0 0 |, (4.5)
—i 0 0
0 — 0

=11di 0 0 (4.6)
0 0 0

Pode-se mostrar, efetuando simplesmente os produtos, que estas matrizes
' satisfazem a relagao de momento angular

[af, 0] = ieFaF, (4.7

De posse dessas informagoes, verifiquemos explicitamente que as equagoes
de Maxwell homogéneas sao efetivamente recuperadas a partir de (4.1) (com o
auxilio de uma condicao subsididria). Com efeito, desenvolvendo esta equagao,
obtemos o seguinte sistema

0 (iB* + E1) + 02(—B3 +iE3) + 03(B? — iE?) 0

0:(iB?* 4+ E*) + 0,(B® —iE3) + 0;(-B' +4iE') | =1 0
04(iB3 4+ E3) + 01(—B? 4+ iFE?) + 02(B' —iE") 0
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de modo que as leis de Faraday e Ampeére-Maxwell seguem naturalmente,

separando as partes real e imaginaria em cada componente do sistema acima?:
VxB = 8E (lei de Ampere-Maxwell),
VxE = —9B (lide Faraday).

Agora, para assegurarmos as leis de Gauss e da auséncia de monopdlos
magnéticos, precisamos definir o operador

A L0 0
P=|( 0 p* o0
0 0 p

e exigir uma condigao de transversalidade, expressa por

Py =0,
ou, em componentes, L
pap = 0. (4.8)

Dessa forma, verifica-se claramente que a condic¢ao (4.8) impde as relagoes

V.E = 0 (lei de Gauss),
V.B = 0 (auséncia de monopélos magnéticos).

Podemos definir também o operador de spin da teoria da seguinte ma-
neira:
S = —id x a,
ou, em componentes,

Sk _ _,éek:lmalam
l
_ _7(€klmalam +€kmlamal)
2
i klm .1 m
= ——"" [, a™]
2 —_——

—gelmngn

1
_ = €klm€lmn a™
2~
=26k,

= o (4.9)

3Devemos relembrar que estamos adotando aqui o sistema de unidades de Heavyside-
-Lorentz composto com o sistema de unidades naturais.
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Assim, os autovalores das matrizes o sdo 41 e 0 (este tiltimo com multipli-
cidade 2), de modo que o operador de spin apresenta autovalores apropriados
a descrigao do féton, como uma particula de spin 1.

Porém, com o intuito de garantir a legitimidade do conteido de particula
desta teoria, precisamos também examinar o operador de spin quadréatico

—

()%

(57 = (@) + @)+ ()7
2.0 0
- 02 0
(0 0 2
= (9% = 2. (4.10)

A equagao acima assegura que o campo 1 é autovetor do operador de spin
quadratico com autovalor 2, em acordo com a relagao (g)Qw = s(s+ 1)¥, no
caso particular em que s = 1. Portanto, estes resultados evidenciam que o
operador de spin expresso em (4.9) é bem definido e que a teoria de Majorana-
-Oppenheimer é adequada para descrevermos particulas de spin 1, como o féton.

Prosseguindo em direcao a quantizagao do campo, pode-se definir o spinor
adjunto ¢ e construir o tensor energia-momento do sistema. Entretanto, como
este procedimento foge ao escopo de nossa proposta, remetemos aos artigos [17]
e [18], onde este estudo é efetuado de maneira sistematica, para reservarmos
espaco em favor da analise que pretendemos fazer neste capitulo.

Desta forma, a construgao elaborada por Majorana e Oppenheimer com
base na teoria de Dirac para o elétron recupera efetivamente toda informagao
relativa ao campo eletromagnético e constitui um cenario elegante para abor-
darmos a eletrodinamica quantica (QED), sendo, até certo ponto, intuitivo no
sentido em que o campo 1 é definido em termos dos campos elétrico e magnético
(em contraponto a abordagem tradicional em que a QED é construida em ter-
mos do quadripotencial)*.

A seguir, apresentaremos uma “versao estendida” da formulacao MO que
nos permite recuperar inclusive as equacgoes de Maxwell nao homogéneas
e exclui a exigéncia da condicao de transversalidade.

4Convidamos o leitor interessado a ler também o artigo [19], de cunho especulativo, que
versa a respeito da construgao de uma equagao para um campo nao abeliano carregado, em
analogia a teoria de Majorana e Oppenheimer para o campo eletromagnético, investigando
uma possivel abordagem para a cromodinamica quantica (QCD).
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Para isso, precisamos redefinir o spinor (4.2),

0
B! —iE!
1/1_ B27iE2 ’ (411)
B? —iE?
e construir um “spinor fonte”
p
jl
o= It (spinor fonte). (4.12)
j3

Dessa maneira, a equacao (4.1) na presenca de fontes é reescrita como
al'pp = -0, (4.13)

onde as matrizes o', de dimensao 4, sao definidas como

1.0 00
o o100
=10 o010l (4.14)
0 001
0 -1 0 O
-1 0 0 0
o = 0 o0 o0 —i | (4.15)
0 0 2 0
0 0 -1 0
s | o 0o o
= 0 : (4.16)
0 -+ 0 0
0 0 0 -1
s | o0 =i o
e (4.17)
-1 0 0 O

Ressaltamos que existe uma arbitrariedade com relagao aos elementos da
primeira coluna das matrizes o/, relacionada a escolha do elemento nulo na
primeira componente de . De fato, verificaremos a seguir que as equacoes
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de Maxwell sao recuperadas independentemente destes elementos; porém, para
preservar a propriedade de hermiticidade exibida pelas matrizes 3 x 3 de
Majorana e pelas matrizes o* de Dirac, os elementos indeterminados foram
escolhidos de forma conveniente.

Desenvolvendo os produtos, podemos mostrar que as matrizes o (1=1,2,3)
definidas acima satisfazem a relacao algébrica

alad =iepa + 6, (4.18)

de forma que a relacao de anticomutacao satisfeita por estas matrizes é
expressa por

{a',a’} = 26";. (4.19)

Levando em consideracdo a matriz o® = I, temos também a seguinte
relagcao de comutacao _

[’ a'] =0. (4.20)

Verifiquemos, entdao, que a equacao linear (4.13) contém efetivamente a
informacao relativa as equagoes de Maxwell na presenca de fontes. Com efeito,
desenvolvendo (4.13), encontramos o seguinte sistema:

—z'((’)lBl + 8232 + 8333) — (81E1 + 82E2 + 83E3) —p
i(BtBl + 62E3 — 63E2) + (BtEl 8233 + 8332) . —jl
i(0;B? — O\ E3 + O3 EY) + (0, E* + 0, B3 — 93 BY) | =4
i(0;B% + 0\ E? — 0o BY) + (0, E3 — 0, B% + agBl) —53

A primeira equagao evidencia as leis de Gauss e de auséncia de monopdlos
magnéticos (prescindindo, portanto, da condic¢ao de transversalidade):

o =

= p (lei de Gauss),
0

< <

(auséncia de monopdlos magnéticos).

As trés ultimas equagoes manifestam as leis de Faraday e Ampeére-
-Maxwell:

VxB = j+8E (lei de Ampere-Maxwell),
VxE = —8B (lide Faraday).

Pode-se ainda extrair mais informagoes de (4.13) multiplicando-a & esquerda
por &*p,, onde a matriz & ¢ definida por &* = —ag"":

—a’pa® = @’ paatpuy
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= —g"a"paa
Ov Jv VA

= —g"%a"poa’Potp — g%’ poc’Hip — g7 o’ piapory — g7V ¥ Pt pivp
= —(a)?popov —a’a'popitp + o PPty +al ' pipi

=[a’,a%lpipop=0
_ A j i
= —poPot + o’ a'p;piy,
em que manipulamos, na pentltima expressao, os indices mudos do segundo e
do terceiro termo e utilizamos (4.20) (bem como o fato de que os operadores de
quadrimomento comutam entre si e que as matrizes a* estao normalizadas a

unidade) para obter a dltima expressao. Simetrizando o dltimo termo e usando
(4.19), resulta

~6%5s® = —popot + 3 (a0l +a'ad) ppiy
=267 ;
= —Popoy + p;p;v
(0F = V*)u

= (02 = V) = —a@’ppd. (4.21)

Esta ultima relagao corresponde a equagao de onda para os campos
elétrico e magnético e detém ainda a informagao referente & equagao de con-
tinuidade. De fato, executando os produtos em (4.21), obtemos o sistema de
equagoes

0 —i(0p+ V.J)
(0 = V*)B! —i(07 = VA )E' | _ | —(025° — 935°) — i(B1j* + Oup)
(0 = V?)B? —i(0f — V*)E? (035" = 015°) — (95 + D2p)

07 = V*)B® —i(0f — V*)E? —(015% = 02j") — i(045® + 0sp)
Assim, seguem naturalmente as relagoes:

Orp + 65 = 0 (equacao da continuidade),
(8152 - VQ)‘E = _6 X 57
(02 —VHE = 0.+ Vp.

Agora, embora esta “formulacao estendida” da proposta de Majorana e
Oppenheimer para o campo eletromagnético nos permita recuperar as equagoes
de Maxwell nao homogéneas e também as equagoes de onda e da continuidade
sem a necessidade de condigoes subsididrias, esta abordagem obscurece o con-
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tetido de particula da teoria pois, devido a extensao da dimensao das matrizes
e a incorporagao de novos vinculos associados as equagoes de movimento (neste
caso, as equagoes de Maxwell com fontes), a dlgebra dessas matrizes é modi-
ficada em relagao aquela da teoria original 3 x 3, de modo que o operador de
spin (4.9), por exemplo, nao estd bem definido nesta versao estendida, tendo
em vista que a relacao (g)zw = 2¢) nao é satisfeita.

Em analogia a esta formulagao para o campo eletromagnético, buscamos
construir uma equagao para o campo de Proca, ampliando as dimensoes
do “spinor” 1 para acomodar os termos de massa. Esta proposta, que sera
nosso objeto de estudo na préxima secao, mesmo que a principio ingénua,
fornece uma estrutura algébrica convidativa e nos permite definir um operador
de spin consistente (a partir de relagoes de comutacao), embora invoque uma
interpretagao fisica sutil.

Concluindo esta se¢ao, propomos ao leitor o estudo do artigo destacado na
reférencia [20], bem como dos artigos de revisao [21] e [22] relacionados com
o ultimo. Estes trabalhos examinam o formalismo pioneiro de Majorana, de-
senvolvido com o intuito de descrever particulas de spins arbitrarios através de
representagoes de dimensao infinita do grupo de Poincaré. Seu estudo
(principalmente do artigo [21], que analisa tal proposta sob uma perspectiva
atual) complementa de forma substancial a revisao referente a teoria de spins
altos, que consiste no principal objetivo desta dissertacao.

4.2 A Equacao PMO

Nesta segao construiremos uma equagao similar a (4.13) para o campo de
Proca, a qual serd designada, por simplicidade, equagao PMO (Proca-
-Majorana-Oppenheimer). Redefinimos entao os “spinores” de campo (¢) e
fonte (P), expressos em (4.11) e (4.12), respectivamente, da seguinte maneira:

0
B! —iE!
B2 — E?
B3 —iE3
Y= g ; (4.22)
—mA!
—mA?
—mA3
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(4.23)

— N m

Para introduzirmos o termo de massa na equacao (4.13), propomos uma

relagao similar, expressa por

(4.24)

(@py —m)ip = @,

onde as matrizes o de ordem 8 sao definidas a seguir:

(4.25)

(4.26)

(4.27)

0

—1

-1 0 0

0

0 0 O

0 0

0

0

0

0 0
0

0 0 —

0
-1 0 0 0

0
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0O 0 00 0 0 0 1
0 0 00 0 0 —i 0
0O 0 00 0 i 0 0
5 0 0 00 -1 0 0 0
“=l 0o 0 01 0 0 0 0 (4.28)
0 0 40 0 0 0 0
0 - 00 0 0 0 0
| -1 0 00 0 0 0 O

Novamente, existe uma arbitrariedade com relacao a primeira coluna das
matrizes o, devido a escolha do elemento nulo na primeira componente de 1.
Suprimindo a primeira coluna de cada uma dessas matrizes, observa-se que a
matriz a® exibe uma estrutura simétrica, ao passo que as matrizes a’ apresen-
tam estrutura anti-hermitiana. Portanto, com o propésito de preservar estas
simetrias, escolhemos os elementos da primeira coluna de forma apropriada.

De posse das definigoes apresentadas acima, podemos verificar que as equa-
¢oes de Proca (2.17) (com G*” = F"") sao recuperadas a partir de (4.24). Com
efeito, desenvolvendo esta equacao obtemos o seguinte sistema:

7Z‘m(at<p + 81A1 + 82A2 + 83A3)

zm(El + 8tA1 + algo) + m(82A3 — 83142 — Bl)

zm(E2 + 6tA2 + (9290) + m(83A1 — 81143 — BQ)

zm(E3 + 6tA3 + 83(,0) + m(81A2 — 82141 — Bg)
) 6131 + 82B2 + (9333) + (81E1 + 82E2 + (93E3 + ngo)
i(03E% — 0,E® — 9,BY) + (0B — 03B — 9,E" + m2A")
i(@lE?’ — 83E1 - 8tB2 + m2A2) + (83B1 - 3133 - 8tE2)
(0, — 0,E? — 9,B® + m2A®) + (0, B% — 0, B! — 9,E3)

T oo oo

w N

A primeira relacdo do sistema acima corresponde a condigao de calibre,
que assegura a conservacao da carga na teoria de Proca, sendo o calibre ade-
quado para efetuarmos o procedimento de segunda quantizagao,

As linhas 2, 3 e 4 do sistema definem os campos E e B em termos dos
potenciais,
E=—-Vy—0A,
B=VxA.
A quinta linha corresponde as leis de Gauss e da auséncia de monopdlos
magnéticos da teoria de Proca,

V.E + m2<p =p,
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V.B =0;
j& as trés ultimas, recuperam as leis de Faraday e Ampére-Maxwell para a
teoria do campo eletromagnético massivo,

V x E =—8,B,
VxB+m?A=75+9E.
Observemos ainda que, em nivel de equacoes de movimento, se fizermos

m = 0 em (4.22) e (4.24) recuperamos a informagao referente & equacao de
Majorana-Oppenheimer estendida (4.13), conforme esperado.

4.2.1 Propriedades das Matrizes o*

Conforme mencionado anteoriormente, a matriz o’ é hermitiana (por ser
real e simétrica) e as matrizes o' sdo anti-hermitianas (simetrias semelhantes
as exibidas pelas matrizes v* de Dirac).

Desenvolvendo os produtos necessarios, mostra-se que as matrizes o’ satis-
fazem a seguinte relagao algébrica:

alal = =8 + €7FQaF, 4.29
J

onde © é a matriz definida por

OO O oo

(4.30)

OO DO OO OO

O OO =00 0O
SO OO OO O
SO OO OO =O
OO O OO =0O0o
OO OO =O 00O

0O 0 —

Pode-se ainda escrever uma expressao para a matriz © acima em termos
das matrizes of, multiplicando (4.29) & direita por o!

aldlal = ¢ ol + eF@aral,
de forma que, para o ultimo termo nao se anular, os indices i,j e k devem ser
diferentes. Escolhendo (i,7,k) = (1,2, 3), respectivamente, e [ = 3, temos
ala2a® = 1290 (a?)?

——
=—1
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= 0 = —a'a?a’. (4.31)

Examinando também a matriz o

, verifica-se a “relagao de normalizagao”
(@) =1, (4.32)
e a seguinte relagao de anticomutagao:

{a’,a'} =0. (4.33)

A partir de (4.29), (4.32) e (4.33), resulta que as matrizes o, assim como
as matrizes v de Dirac, satisfazem a algebra de Clifford:

{a", "} = 2¢g"". (4.34)

A matriz a” exibe uma estrutura algébrica simplética, como se pode
verificar, definindo a matriz

. (8x8) _ Oaxa  laxa
Q=ioy = ( das Ouva ) . (4.35)

Assim, efetuando simplesmente os produtos, obtemos
()T = QalQ, (4.36)

o que define uma estrutura simplética.
Por sua vez, as matrizes o' satisfazem uma algebra antissimplética,

()T = —Qa'Q. (4.37)

Analisando um pouco mais detalhadamente a matriz ©, obtemos a “condi-
¢ao de normalizagao” e as relagoes de comutagao expressas abaixo, com o auxilio

de (4.33) e (4.34):
@2 _ (70410[20[3)2

a'ta’a’ata’a’

— _(a1)2<a2)2(a3>2
= 1, (4.38)
[@',0] = —a‘a'la?a® +ala’alal
= —(—a'a +2¢")a2a® + ataalal
= al(—a2ai +2¢2)a® — 2¢laa® + ata2alal
= —ala?(—atal +2¢™) + 2g2ala® — 2g1'a2a® + alalalal

— 2a'a2adal — 2g3ata? + 2720l a® — 24 02a?

20ta?alal 4+ 28150t a? — 26%ata® 4+ 264 a0,
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de modo que, particularizando para os casos ¢ = 1,2, 3 individualmente, tem-se
(novamente com o auxilio de (4.34))

[af, 0] =0. (4.39)
Além disso,
{ao, @} = —aalala® — ata?ala’
= a'a?ala’ — alataa’
= 0. (4.40)

Com base em (4.36), observa-se também que a matriz © satisfaz a dlgebra
simplética:

000 = —-Qa'a?a®Q
= —0a'Q71 0207 Qa0
<~ <~
=—Q =—Q
_ (al)T(QQ)T(QS)T
(a3a2a1 )T
——041052013
= o7, (4.41)

em que usamos (4.34) na pentltima passagem.

Por fim, para encerrarmos esta anélise da estrutura algébrica subjacente a
equagao PMO, podemos ainda examinar as propriedades da composi¢ao das
matrizes © e a#. Dessa forma, & luz de (4.29) e (4.39), temos

0a'0a’ = 02 d'dl
<~
=1
= 5+ ek, (4.42)

A partir da relacao algébrica acima, verifica-se a validade da relagdo de

comutacao a seguir ' ‘ N
[©a’,0a7] = 267%0a". (4.43)
Analogamente, considerando agora o produto envolvendo a matriz o ob-
temos, com o auxilio de (4.33), (4.39) e (4.40),
[0a’,0a'] = ©0a"0a’ - Ba'ea’
_ —(@)QOZOO[i _ (@)2042’0[0
_ 7(a0ai+ai O)

0. (4.44)
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Notemos ainda que

00’0 = Q007! 0a"Q

000 = Q0N 1Qa'0
<~
——0
= ()" (a")"
(a'0)"
=0Oa’
= (o).

Portanto, as matrizes ©a* constituem os geradores de uma algebra simplé-
tica Sp(8,C),
(©a)T = QOak Q. (4.45)

4.2.2 Operador de Spin

Vamos analisar agora o conteido de particula da teoria PMO através da
construcao de um operador de spin.

Examinando a dlgebra das matrizes o expressa em (4.29), é notério que o
operador de spin da teoria de Majorana e Oppenheimer, definido em (4.9), nao
é adequado a teoria PMO, pois a relagao (g)Qw = s(s+1)1 nao é satisfeita neste
caso (tal como ocorre para a teoria MO estendida, conforme comentamos). De
fato, definindo o operador de spin de acordo com (4.9), temos (em componentes)

Sk = —fe”k[al,oﬂ]
2
= —iéikatal
_ ik (_gi 1 il
= —ie’"(=d"; +€7'0a")
—i 61]1@61][ @Oll
N——
:25kl
= —2i0a*.
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Portanto, os autovalores deste operador correspondem a £2 (sendo que cada
um possui multiplicidade 4); examinando o operador de spin quadratico, temos

(Sk)Q _ _4(@ak)2
= —4(6)*(a")’
= 4]

= (9)%y = 120.

Assim, este operador de spin nao é consistente, pois apresenta autovalores
associados a particulas de spin 2 (nao correspondendo, portanto, & teoria de
Proca), embora estejam ausentes as projecoes +1 e 0. O operador de spin
quadritico nao condiz, também, com esta interpretacao (neste caso, o operador
(S)? deveria satisfazer a relacao (S)2) = 61).

Na tentativa de recuperarmos os autovalores de spin 1, propusemos ainda
o seguinte operador

sk = —Zewk[az,oﬂ]

—i0ak.

Entretanto, este operador de spin padece dos mesmos problemas que o
anterior pois, embora apresente os autovalores +1 (cada um com multiplicidade
4, de modo que a projegao s = 0 estd ausente), temos agora (§)2w = 3, em
desacordo com a relagao (§ )29 = 21, que deve ser satisfeita para que o operador
de spin seja compativel com s = 1.

Com base nas duas propostas anteriores, definimos um operador de spin
consistente da seguinte forma:

Sk = =€l o]
= —-0ad" (4.46)

Este operador apresenta autovalores +1/2 (cada um com multiplicidade 4),
nao havendo projecoes ausentes neste caso, e o operador de spin quadratico
satisfaz a relacio (S)21) = 3/4¢, de modo que (4.46) é coerente com s = 1/2.

O fato do operador de spin que construimos estar associado a s = 1/2
indica que o conteiido de particula da teoria PMO é fermidénico, embora
as equagoes de movimento de partida sejam as equagoes de Proca. Desta forma,
a interpretacao fisica desta teoria requer uma andlise mais detalhada.
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Na literatura, destacamos trés artigos que acrescentam elementos impor-
tantes a presente discussao, versando a respeito do mapeamento entre solugoes
da equagao de Dirac e solugoes das equagoes de Proca e DKP. Estes artigos
ajudam a esclarecer o cenario que encontramos para a equacao PMO e nos
permitem conjecturar a respeito de interpretagoes plausiveis para esta teoria.
Recomendamos ao leitor os artigos [24], [25] e [26], citados nas referéncias.

Os dois ultimos discorrem a respeito de uma representacao da equagao de
Breit® para dois férmions de mesma massa em que se recuperam as equacoes
de Proca/Klein-Gordon e DKP (spin 0 e 1, em ambos os casos), respecti-
vamente. Em linhas gerais, os dois artigos verificam que é possivel reduzirmos
as equacoes de Dirac para dois férmions de mesma massa, que formam um
estado ligado, a uma tnica equacao que governa o comportamento dos estados
coletivos de spin 0 e 1, utilizando representacoes adequadas das equagoes para
os férmions (como, por exemplo, analisando o sistema no referencial do centro
de massa).

O primeiro artigo discute este mesmo mapeamento entre campos de Dirac
para estados ligados de férmions de mesma massa e campos bosonicos de spins

0 e 1, porém, sob a perspectiva da invariancia sob o grupo de Poincaré®.

Sendo assim, os trabalhos acima mencionados sugerem uma interpretagao
para a teoria PMO, em termos de uma equacao que descreve um estado com-
posto por 2 férmions nao interagentes relativisticos de mesma massa
(em acordo com o contetido de particula fermionico que verificamos através da
anélise do operador de spin (4.46)), de forma que o sistema de equacoes de
movimento subjacentes (equagoes de Proca) governa a evolugao coletiva
do sistema composto.

Para finalizarmos o estudo da equagao PMO que construimos neste capitu-
lo, vamos examinar seu comportamento sob transformacoes FW e investigar
seu limite nao relativistico, quando incluimos a interacdo com um campo ele-
tromagnético externo fraco.

4.3 FW para a Equacao PMO Livre

Vamos analisar primeiramente a equacao PMO livre, com o intuito de en-
contrarmos uma representacao mais conveniente, através de transformagoes
FW, seguindo o mesmo procedimento executado para as teorias de Dirac e

5A equagio de Breit (referéncia [29]) descreve um estado ligado composto por dois
férmions de Dirac, como o positrénio, por exemplo.

6Este artigo discute também o mapeamento entre solucdes da equacdo de Dirac para
m = 0 e solucdes das equagdes de Maxwell homogéneas.
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DKP, no capitulo 3. Assim, precisamos escrever (4.24) na forma hamiltoni-
ana

(a®Po + a'p; — m)y =0,
10, = —iaaiV; ¥ + maly
a,_/
= 6215’
= i0yp = (a°a@.F + ma’ ). (4.47)

Logo, a hamiltoniana fica expressa por
H = o’@.5+ ma®. (4.48)

Nosso objetivo consiste, entao, em buscarmos uma nova representagao para
H em que o operador a’@.p estd ausente.

Explorando a semelhanca entre a dlgebra de Clifford (4.34) das matrizes
at desta teoria com a dlgebra (1.23)-(1.25) satisfeita pelas matrizes o e 3 de

Dirac, podemos propor um operador unitario U = e'™ similar a (3.3), tal que
M = —ia®(a.p)e(p)
= —id.po(p). (4.49)

Observemos que o operador definido acima é independente do tempo, pois, na
teoria livre, a prépria hamiltoniana (4.48) exibe naturalmente esta simetria.
Expandindo em série o operador U, temos

U = 6074;7 (P)

%Zl¢@

2k¢2k m+z

aiﬁi)2k+1¢2k+l (m

2l
sz 2k+)

Porém, com o auxilio de (4.34), podemos extrair as poténcias de o'p* que
comparecem na expressao acima

@55 = o'l
= J (') + adal)5ie(p)
| S —
=2gii
= =8P <(p)
= o),
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onde p é autovalor do operador p’ e ¢(p) é um spinor teste na representagao
dos momentos. Nesta se¢ao, trabalharemos sempre com esta representagao.
Prosseguindo,

(@'p")’s(p) = — 71" "B’ (),
(@'p")'s(p) = 11",

Logo, podemos propor a relagao
(a'p)?F = (=% |5, k=1,2,3... (4.50)

Para verificarmos a validade desta proposicao, precisamos examinar a relagao
para k + 1:

(@'p")?* D = (a'p')*F(a’p’)?
= (=D [7*)(~1p1%)
(—1)kFL 2D

de modo que, por indu¢ao, comprovamos o ansatz (4.50).
Dessa forma, utilizando (4.50) na expressao em série para U,

o > 0_27}%' = 2k+1
v -3 i 2 gr A9
=0 =
:cos(\ﬁ\qﬁ) =sen(|p|¢)
= cos(|pl¢) + Sen(lﬁcﬁ) (4.51)

\ 7

O operador inverso é dado por

U—l

cos(|pl ¢) + *( .p)" sen(|jl )
P| ~~——

onde usamos o fato de que as matrizes o’ sao anti-hermitianas e comutam com
o operador p".
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A lei de transformacao do spinor 1 sob a atuacao do operador unitario U é

definida por (3.1),

W = Uy,

e, para a hamiltoniana, a lei de transformacao é expressa por (3.2)

H =UHU.

Assim, com o auxilio de (4.51) e sua inversa, podemos determinar a nova

hamiltoniana

’

= cos®(|pl¢)H +

H = (COS(Iﬂ ) + H Sen(\ﬂ ¢>)> (COS(ﬂ ¢) — ﬁsen(lﬁ ¢)>

20 (19) (5 1 5.

cos(|p] @)sen(|p] &) _
7 ) - =

Recorrendo a (4.34), desenvolvemos a expressao acima:

.5 H)(p)

(@.p)H (a.p)s(p)

(6.7, °a@.pls(7) + m[d.p. a")s (p)

( a'a® o —a el a)pipls(p) + m(ata® — alat)pis(p)
—a®{a',a? } p'p’<(p) — 2ma’a’p'<(p)

—9 gij aOﬁiﬁjg(ﬁ) _ 2ma0a1ng(ﬁ)

2171 a° — 2ma®a H)s(7),

(@. A*)((07 PH = 25" a° + 2ma’d.p)s(7)

(@.p)* Hs(p) — 2 |p1* (@.9)a’s(p) + 2m(d.p)a’ (@.5)s (P)
S(a'a? +ala)p'p He () — 2|p]” (a.p)a’<(7) +
+2ma‘a’adp' ¢ (p)

g p'p H(p) + 2 |l a®(a-p)s () —

—ma®(a’a? + afa')p'pro(p)

— [V (a°@.5+ ma®)s(p) + 2 |l a®(@.p)s (P) +
+2m [l o< (p)

151 a®(@.p)s(B) +m|p1” o< (p).

N —

. ~ ’
Obtemos assim a expressao para H :
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H = cos®(|p] ¢)(aa@.p+ma’) + cos (|7l ¢|);16n(|ﬁ| ¢) 21712 a° — 2ma’a.p)

sen?(|p ¢)
IR
(cos? (|1 ¢) — sen?([7] 6)) (%5 + ma)
=cos(2|p|¢)
., cos(l7l ¢)sen((71 ¢)
7

= yisen (2] )

= (COS(2 P1¢) — B Lsen(2 7] ¢)> OG5+ (mcos(2 [l @) + |l sen(2 [ ¢))a”

2 e 2
(|91 a%G.p+m|pl* a®)

21717 ® — 2ma’a.p)

Entdo, para eliminarmos o operador a’@.p, devemos escolher o pardmetro
¢(p) de forma adequada, a saber

i

¢(p) = rarctg(—

5 ‘ 7 ) (4.52)

Retornando a equacgao anterior, obtemos

’ m +

2 2
H = Tm cos(2 |p] ¢)a’

ou, usando a relacao tr1g0nometrlca sec?(z) = 1 + tg?(z) e escolhendo o sinal

positivo para cos(2 [p] ¢) = \/? (pois, para a particula livre, a energia
m?+|p]?

H =\/m?+ [p*a. (4.53)

Portanto, assim como visto nos casos da teoria de Dirac e DKP, a hamilto-
niana livre da equagao PMO também é “diagonalizada” pela atuagao de uma
transformacao FW exata.

é estritamente positiva),

4.4 FW para PMO com Campo Externo

Para examinarmos o comportamento de ¥ em um campo externo, introdu-
zimos novamente, via substituicdo minima (p,, — p, — eA,), um acoplamento
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com um campo eletromagnético (fraco). Dessa forma, a partir de (4.24) (na
auséncia de fontes) obtemos a hamiltoniana do sistema interagente:

(ot (py —eA,) —m)yp =0,

i0pp = (a%@.(F — eA) + ep + maP)

=H(t)
= H(t) = aa@.(7 — eA) + ep +ma’. (4.54)
——
=0 =€

O operador O acima corresponde a parte cinética da energia, ao passo que

€ representa a interacao eletrostdtica com o campo externo e o termo ma®

relaciona-se a energia de repouso.

Conforme mencionamos no capitulo 3, o quadripotencial A* = (gp,/f) in-
troduz uma dependéncia temporal na hamiltoniana e impede que encontremos
uma representacao exata para H(t) que suprime o operador O em quaisquer
ordens de energia, via transformagdo FW. Assim, vamos recorrer novamente
ao procedimento iterativo para eliminarmos este operador O no limite nao-
-relativistico, até ordem (E./m)? e (E.E,)/m?, onde E. ¢ a energia cinética,
E, ¢ a energia potencial eletrostdtica e m corresponde a energia de repouso em
nosso sistema de unidades naturais.

Construimos, entdo, um operador unitério U = e*™(®) que guarda analogia
com o caso livre, propondo para M (t) a seguinte forma:
M(t) = —=—a0. (4.55)
2m
Agora, com o auxilio da expansao BCH (D.3), a nova representagao da ha-
miltoniana, apds a transformagao unitaria induzida por U, é dada por (3.14),1.
e.

)

H =H+iM(t),H + ...+ — M), [M(®), - [M(1), H]..]] +..

n comutadores

i3 ) jntl

+i2 M (t) + S M@, M(B)] + ... +

— M), [M(1), . [M (1), M(D)]-..]] +..

n — 1 comutadores

Tendo em vista que M(t) é de ordem E./m, podemos fazer um “balango
energético” dos comutadores que surgem na expressao acima com o intuito
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de reter apenas aqueles que contribuem dentro da escala de energia em que
estamos interessados. Portanto,

[MvH]: [MvO] + [Mvd +[M,ma0],

[M7 [MaHH - [Mv [MaOH +[M7 [MaGH +[M7 [M,mao]],

MTEEe (TR E ~(5E)Ee

(M, [M, [M, H]]] = [M, [M, [M, O]]] + [M, [M, [M, €]]] + [M, [M, [M,ma’]]],

~(E)3E, ~(Z2)3E, ~(Ee)2E,
(M, [M, [M, [M, H]]]] = [M, [M,[M, [M,O]]]] + [M, [M, [M, [M, ]]]]
~(Eeyip. -0 ~(Eeyip, -0

+ [M, [M, [M, [M,ma’]]].

~(Ecy:
~(5E)3E.

Notemos que os termos com mais de quatro comutadores do mesmo tipo
expresso acima nao satisfazem os critérios que fixamos anteriormente, de modo
que se tratam de corregoes de ordem superior para a hamiltoniana e serao des-
cartados em nossa aproximacgao. Estudando ainda os “comutadores pontua-

dos”, temos
. E.\?
[M,M] ~ () ,

m

3
[M, [M, M]] ~ (E> :
m
Os termos com mais de trés comutadores desta espécie também extrapolam
os limites de aproximacao que estabelecemos e serao desconsiderados.
Com base na analise efetuada acima, a expressao para a hamiltoniana trans-
formada, retendo apenas os termos relevantes, é dada por

H'(t) = H +i[M, H] — %[M, (M, H]] — é[M, (M, [M, H]]]

+i[M, [M, [M, [M, ma®)]]] = M — %[M, M)+ %[M, [M,M]].  (4.56)
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Antes de prosseguirmos com o célculo de cada um dos comutadores que
comparecem em (4.56), vamos escrever algumas relagoes de comutagao uteis
envolvendo a matriz o e os operadores O e e:

aOO _ 040 aoqi (ﬁl _eAi)
= % (p' —eA)a®
= —-0d°
= {a’,0} =0 (4.57)
e
[, ¢] =0, (4.58)

sendo que, no desenvolvimento acima, usamos (4.34) para obter a primeira
relacdo e o fato de que a® e € sdo independentes, para obtermos a segunda.

De posse de (4.57) e (4.58), e com o auxilio da dlgebra de Clifford (4.34),
vamos efetuar agora o calculo dos comutadores que compoem a hamiltoniana
(4.56), em termos dos operadores O e e:

(M, H] = —%[QOO,O—ke—i—mao]
_ b0 _ b _ 00 0
= 2m[a 0, 0] 2m[a O, € 2[a 0, a")
b 0m2 0y L0 0y L 0m,0
= 2m(cyO 0a”0) 2m(a Oe — e’ O) 2(04 Oa” —0)
= —ia002——a [0, €] + 0,
m 2m
1
[M,[M,H]] = —%[OZOO,[M,HH
1 1
= —W[QOO,aOOQ] I —[a0,a°[0, 6]}+2—[ a0,0]
_ b on 002 220240 0
= 53 5(a”0a”0 0%a’0) — s (a°0a°[0, e]—

0 0 L 9,002
a0, ela O) + 2m(2a 07)

1
_ 3 1 02
- m0+4 2[0,[0,6]]+ma0,
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1

[M7 [M7 [M7H]]] = _%[a007 [M, [M7 Hm
= _R[QOO, 0% - SW[QOO’ (0,0, €]]

—JW[OPO, a’0?

- —ﬁ(oﬂo4 — 03a°0)
_ ; 0 _ 0 L o3
—5(a°0[0,[0,€] = 0, [0.€]]a°0) = 5= (207
7 7 7
= —ﬁ&oo4 — 8—3a0[0, [O, [0,6]]] + WO?),
1
[Mv [Ma [Mv [Mv mao]m = _%[O‘OO’ [M7 [M’ [M7 maom]
1
= ﬁ[QOO»OS]
= %(QOOZL - 0%°0)
_ %OZOOZL,
1 0 0
[M,M] = —W[OA 0,0[ O]

= 74—;2(0[000400. —a%0a°0)

1 )
W[an]a
[Mv [M»M]] = _%[aooa [M7 M]]
i .

= —%[QOO, [0,0]]

- fS—:ng(aOO[o,o'} —[0,0]a°0)

= ——_a%0,[0,0].

8m3
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Nas tltimas duas relacoes, usamos o resultado [a?, O] = 0, que segue dire-
tamente da equagao (4.57) se a diferenciarmos com relagao ao tempo.

Retornando a (4.56) e substituindo os resultados encontrados para os co-
mutadores acima, obtemos

H' = (ma+e+0)+i (’a002 — Q00,4 + iO> -5 (;203 + L0004

m 2m 4m?2

+1o})02>Z (’oﬂo‘1 — —-a%0,[0,[0,d]] + ’203>+1 <1a004)
m m m

6 m3

e 4+ (00— 03 00 g - g0 '
H =ma’ + (2ma 0 3m20 +2ma [0, €] el [0,]0,0]]
L 00001 + (e+ —a0? - L a0t — __10,0]

48m3 e 2m 8m3 8m2"-’

=0’
1

Observa-se que o operador O, de ordem zero em relacao a energia de re-
pouso, ¢é eliminado pela transformacao unitéria e a nova hamiltoniana apresenta
agora um operador o (composto pelos termos de poténcia impar em O) de
ordem méaxima 1/m. O operador € compreende os termos de poténcia par em
O e é de ordem maxima zero relativa a energia de repouso.

Dando continuidade ao nosso estudo do acoplamento eletromagnético em
baixas energias para a teoria PMO, vamos efetuar novamente uma transforma-
cao FW para eliminarmos o operador O'. Sob esta perspectiva, definimos
novamente um operador M /(t), de forma similar a (4.55), para construirmos o
operador unitario U = M (1),

’ Z’ ’
M (t) = —=—a’0. 4.60
() =5 (1.60)
Tendo em vista que os operadores O eM (t) sao agora de ordem inferior
com respeito a energia de repouso m, em relagdo aos respectivos operadores
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sem linha, é suficiente mantermos apenas os comutadores presentes em (4.56)
(observando-se as substituigdes M — M "H - H /) para esCrevermos a ex-
pressao em série da hamiltoniana H (t), resultante da nova transformagao
unitaria:

12

H'(t)=H +ilM ,H] - %[M’, M H'|] - %[M’, (MM H

Sg MM I [ o)) - N~ [ N 4 [  Y)

* 6

Como O ~ E./m, € ~ E,e M' ~ E./m? (onde estamos explicitando a
ordem méxima de cada operador), faremos novamente o “balanco energético”
de cada termo da série acima para determinar quais contribuem efetivamente
no limite nao relativistico que fixamos previamente:

M H=[M,0+[M €]+ [M ,ma,

—— —— —

B2 ~Ecfp ~
~ 2

o

c
~
~

el

o

m m

MM H = [M,[M, 0+ M, [M €] + M, [M,ma’]].

~(Ecy3_1 (EcEp\ E B2
MEP L0 SRR s 0 NonE

Logo, os termos com mais de dois comutadores do tipo expresso acima nao
satisfazem os critérios que estabelecemos anteriormente e, por isso, nao serao
incluidos em nossos cédlculos. Examinando também os “comutadores pontua-

dos”, tem-se
2

’ ./
M, M]=~ % — 0,
de modo que as contribuicoes destes comutadores extrapolam a escala de apro-
ximagao em que estamos interessados e, portanto, vamos desconsidera-las em
nossa analise.
Assim, a expressao para H " se resume & forma

"

H'(t)=H +iM H] - %[M/, M H') - M. (4.61)

A seguir, efetuaremos o calculo dos comutadores que comparecem acima
em termos dos operadores O’ e ¢ . Para isso, notemos que as relagoes (4.57)
e (4.58) permanecem vélidas se substituirmos O — O e € — €, pois O é
composto por termos que envolvem poténcias impares de O e € por poténcias
pares de O, de forma que as relagoes de comutacao se preservam.
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Portanto,
M H] = [M,0]+[M,e]+[M,ma
o _L 0+ ’ _L 0 ’ _1 0 0
= 2m[on,O] 2m[on,f] 2[on,oz]
= —La0? - L040[0,,6/] +i0,
m 2m
’ ’ ’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ ’ 1 ’ 7
M M H - 1Y 0021 _ = 140 0 )
[M,[M,H] 2m2[a0,a0] 4m2[a0,a[0,6}]+2m[a0,0]
_ L /3 1 ’ ’ ’ i O 12
= sz —i—er[O,[O,ﬁ]]—FmaO.

Aplicando estes resultados em (4.61), resulta

H'(t)=(ma’ +¢ +0) +i (—ZOPO’? — L a%0, €]+ iO’)
m 2m
11 o, 1 A TP i o
) 50 +4m2[0,[0,e]]+m040 +2ma0,
—_— —
zm% 0 %Eslgp 53 —0
H'(t) = ma® + (€ + —a0") + (——a0[0', €] + ——a%0').  (4.62)
2m 2m ’ 2m ’ '
— 1 O//

Examinando a expressao acima, verifica-se que o operador O’ nao compa-
rece na nova representacao da hamiltoniana. O novo operador 0" ¢ agora de
ordem (maxima) E,/m?2 e o operador € permanece com ordem (maxima) zero
em relagdo a energia de repouso. Para alcancarmos o nivel de aproximagao
que desejamos, vamos efetuar uma ultima transformacao unitaria, que elimina
também este operador o".

Entao, definimos o operador M~ (t), que compoe o operador unitdrio, com
base em (4.55) e (4.60):

17 Z. "
M (t) = ——a’0". (4.63)
2m
17 1" - . . ~
Observemos que M e O sao inferiores, em termos de m, em relagao aos
’ / . ~ ;. . .
operadores M e O . Assim, na expressao em série para a nova hamiltoniana
ue resulta da tranformagao unitaria, basta escrevermos apenas os termos que
)
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comparecem em (4.61) (observadas as devidas substituicoes M — M~ e H —
H):
n"r " . 1" 1 ]_ 1 1" 1 - 11
H (t)=H +iM ,H ]—E[M JM JH |- M .

Agora, vamos efetuar novamente o “balanco energético” dos termos acima,
para identificarmos aqueles que estao dentro da ordem de aproximagao que
desejamos. Porém, faremos uma andlise menos minuciosa, estudando a ordem
de grandeza dos comutadores somente em relagao a energia de repouso, de

modo que serdo mantidos apenas termos de ordem (maxima) até 1/m?:

[M//7 H//] _ |:]\4//’ O”] + [M// ’ 6//} + |:]\4l/7 mao] )
—_—— — — Y— —

50 ~ ~-1y

Logo, o termo que apresenta dois comutadores extrapola o critério que
estabelecemos e, portanto, sera desprezado.

Dessa maneira, visto que as relagoes (4 57) e (4.58) permanecem validas pela
substituicao de O por 0" edeec por € , podemos calcular o tinico comutador
que contribui na expressao de H

M HT] = M0+ [M €+ (M ma]
N——
- _L 0 12 " _1 0 12 0
= Qm[aO,e] [@”O ,a”]
- 7L 0 7" 12 12
= 5 & [O ,e ]+1i0 |

7" " L.
onde desprezamos o termo [M ,0 ], de acordo com o “balanco energético”
efetuado anteriormente.

Assim, a nova representacao da hamiltoniana é dada por

H/// (t) _ (mao + 6// + O//) +Z <_2:noé0[0//7 6//] + Z_ON> + ﬁaoou
" 1 "o ) N
= ma’+e +-—a’[0 e ]+ a0
2m 2m
—o"
= ma’+¢c +0". (4.64)

. . . . " . . .
Na hamiltoniana acima, verifica-se que o operador O foi eliminado con-
., ", , .
forme desejavamos e o operador remanescente O ¢é de ordem (méxima) 1/m?
em relagao a energia de repouso.
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Nosso objetivo agora consiste em extrairmos da hamiltoniana informacoes
referentes a interacao da particula com um campo eletromagnético externo no
limite néo relativistico. Para isso, vamos desprezar termos de ordem (méxima)
igual ou superior a 1/m? em (4.64), de forma que a expressdo para a hamilto-
niana fica

11’ "
H (1) = ma’+e
1 12 ’
= ma’ + (z=—a%0 " +¢)
2m

~_1
R—5—0

1
_ 0 02 04
= mnmo +E+%C¥O _%OZO
1
4.
~=510,0) - <[0,10,4]. (4.65)

em que usamos as definicoes de € e € expressas em (4.62) e (4.59), respecti-
vamente.

Devemos notar que, na expressio acima, o termo que envolve O* ainda é de
ordem 1/m3; porém, este operador contribui para evidenciar a interpretagio
fisica de alguns termos do acoplamento com o campo externo e, portanto, vamos
manté-lo provisoriamente na expansao da hamiltoniana.

A seguir, com o auxilio de (4.29) e (4.34), desenvolvemos os cdlculos refe-
rentes a cada termo presente em (4.65):

0% = (a%.(5— eA))s
(—(@9)” + e(@.p)(@.A) + e(@.A)(@p) — e (a A)?)s
= (=P +ea’ddp' Al + ea’ad APl — e*alal ATAYS)

( o aj 6+ eatad (pP AT + eatad ATpic + eatad AlpT —

alad ATATG)

= —i(aoﬂ—koﬂ ) Py +ealdd (pPAT) + e (a'a? +alat) AlpY
—_—— —_———
=2gis —2gii

2
5 (@'a? +ala’) ATAT | ¢
—_———
_2g'tj

(({5)2 +eaiad (FAT) — 2eATpi + e2(A’)2) ¢
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(@)2 +e(—0"; + €7 ea) (p' A7) — 2e AP’ + €*( _’)2> o

_ ((5)2 _ e(ﬁzAz) + eéijk@ak(ﬁiAj) _ QeAiﬁi + 62( _’)2) ¢

-,

= | (P)?—2eAp— e(pA) + (A)? +eOa. (P x 4A) | ¢

—(F—eA)? =—iVxA

{

-,

= | (p—ed)? —ieOa. (V x A4) | s,
N—_——

=B
de modo que, suprimindo o spinor teste ¢, podemos escrever
0? = (j— eA)? — ie©d.B

e, portanto,

04

. . N2
((ﬁ— ed)? — ic0a.B

= (p—eA)' —ie(p—eA)?Oa.B — ieOd.B(p —

= (p)* + termos extras.

>
1

Os termos extras a que nos referimos acima correspondem aos operadores
que comparecem neste tultimo desenvolvimento, mas que nao apresentam in-
terpretacao fisica direta na expressao para o acoplamento. Temos ainda

10,0] = [0, %G5| — [0, .0, A,
[0,[0,€]] = [a°a.(p — eA), [a"d.(p — eA), €]].

Para desenvolvermos a tltima expressao acima, vamos examinar primeiro o
comutador interno:

[a%a.(p — ed),ds = af eA)(eps) — epald

~—

a.(p - (p—eA)s
0F.(Fp)s + epal@.(s) — e*a’@. Aps
—epala.(pc) 4 e2pala. Ag

— ea%d. (o) <

{25

=—iVp
= fieaod'.ﬁgog
= iea’d.(E + 8, A)s.
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Retornando ao comutador completo, segue

[0,[0,€]] = ie

[=)

o )
a’@.p,a’d@.E] — ie?[a’d. A, o°a.E] + ie[0, o’ a.0, A).

Assim, calculando separadamente os dois primeiros termos da expressao
anterior,

[0°@.p,a’d.Els = (a’a'a’adp'El — alalalal Fipi)e
= —d'dd(P'EY)s — a'dd Bipic + alal FIp's
= —(=0"+ €@ (P ET ) + (alal — ot )BT pis
— (P E)c — 7FQaF(HE)s + 28R @0k B pic
= (P.E)s—0Oa.(p x E)s +20a.(E x p)s
= (<i(V.E)+i0G.(V x E) +20d.(E x 7)) s
(@74, 0°a.E] = (a’a’a? ATET — a’alalal BT AY)
= (ada' — ')A EI
= 2J%0a"A'EI

204.(E x A).

Substituindo os resultados acima na expressao para o comutador completo,
resulta

= [0,]0,€]] = e(V.E)—eOa.(V x E)+2ie0d.(E x p) — 2ie?0d.(E x A) +
+ie[0, a’@.0, A].
De posse dos resultados obtidos para os comutadores examinados acima,

retornamos a (4.65) para escrevermos a expressao final da hamiltoniana no
limite nao relativistico:

11

_ 0 L 0> 2 S By 0 4

H (t) = ma +6+2ma ((p—eA)® — ie®a.B) s ((»*)
1 . e o
T ([O e aﬁ] —e[0,a’d.0, ]) o (e(V.E)—e@a.(VxE)

+2ie0d.(E x p) — 2ie*0ad.(E x A) + ie|0, aod’.at/ﬂ) ,
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22 1 A, = (5)4 e oS
_ 40 2 0
H (1) = a(er%(pfeA) 78m3)+6<p+goz S.B
e = = . € e — e - - ~
—WV.E + Ly S.(Vx E)+ oz S.(E x p)
i ]- 0— o _62 =] -
Y (g[Oaa a.pl — ZES-(E x A)) . (4.66)

corregoes sem interpretacao fisical

Explorando a semelhanca entre os termos de acoplamento obtidos para a
teoria PMO e os correspondentes a teoria de Dirac, podemos examinar indi-
vidualmente cada termo que compoe a hamiltoniana acima. Verifica-se que o
primeiro corresponde & informagao cinemética do sistema (descrevendo a
corregao relativistica da massa), os dois termos seguintes relacionam-se as in-
teracoes eletrostatica e dipolar magnética com o campo externo, o quarto
termo refere-se ao termo de Darwin (efeito zitterbewegung) e o ultimo par de
termos manifesta a interagao spin-érbita. Novamente, assim como visto no
estudo do acoplamento em baixas energias das teorias de Proca e DKP, através
de transformagoes FW, tem-se a presenca de “termos extras” que correspon-
dem a corregdes de ordem 1/m? para a hamiltoniana, mas que nio apresentam
interpretacgao fisica concreta em termos dos acoplamentos bem conhecidos no
limite nao relativistico.

Podemos entender a informacao sobre o limite nao relativistico, que obti-
vemos nesta segao via transformagao FW, a luz da possivel interpretagao que
conferimos para a equacao PMO em termos da descricao de um estado com-
posto de dois férmions, ou seja, a hamiltoniana H " manifesta os acoplamentos
entre os férmions e o campo externo no regime de baixas energias, embora nao
identifiquemos interacao entre os mesmos, pois nao foi introduzido nenhum po-
tencial de interagao férmion-férmion, que corresponderia a equagao PMO com
autoacoplamento.

4.5 Referéncias do Capitulo
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Consideracoes Finais

Tendo em vista o crescente interesse na teoria de spins altos no contexto da
teoria quantica de campos, efetuamos uma revisao critica deste formalismo, em
nivel clédssico, ancorada no grupo de Poincaré, enfatizando em particular o caso
de spin 1/2, que fornece a matéria-prima para a construcao de representagoes
para spins de ordem superior, e o caso de spin 1, que compreende os campos
de Proca bem como de mésons (pseudo) escalares, além de acomodar o campo
eletromagnético.

Sob tal perspectiva, nos capitulos iniciais apresentamos uma revisao do
formalismo padrao desenvolvido por Bargmann e Wigner [06] para a teoria
de spins altos com base no produto direto de representagoes (irredutiveis) do
grupo de Lorentz homogéneo e destacamos a construgao da equagao DKP [07],
[08], [09] através deste procedimento. Discutimos a inequivaléncia entre esta
equagdo e a equacao de Harish-Chandra [10] para o f6ton, no limite em que
m — 0, a partir de uma construgao que elaboramos neste trabalho, em que
a equagao para o féton é obtida preservando a dlgebra DKP (2.27) e introdu-
zindo campos auxiliares ¢r e ¢, bem como um parametro dimensional que
deve comparecer na construcao da matriz que substitui o termo de massa da
equagao. Esta proposta de decomposicao da equagao de Harish-Chandra em
dois setores, “right” e “left”, foi concebida com o intuito de investigarmos uma
possivel “representacao quiral” para o campo eletromagnético e nos fornece
uma perspectiva de construir o operador de polarizacao do féton bem como
seus autoestados em uma analise futura, relacionando-o com o operador de
projecao de spin.

Delineamos também no capitulo 2 o formalismo alternativo proposto por
Weinberg [11] para a descrigao de particulas de massa nao nula e spin arbitrario
via soma direta de representagoes do grupo de Poincaré, que fornece as equagoes
satisfeitas pelos campos e permite a construcao de propagadores, conferindo
uma abordagem convidativa a teoria de spins altos no ambito da teoria da
matriz S.
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Com o objetivo de extrair informagdes referentes a interacao de mésons com
um campo eletromagnético externo no regime de baixas energias, introduzimos,
no capitulo 3, as transformagdes unitdrias de Foldy e Wouthuysen [12] e exami-
namos o limite nao relativistico da equacao DKP nos cendrios de particula livre
e na presenga de um campo externo [13]. Nesse contexto, descortina-se como
perspectiva futura a possibilidade de investigarmos uma proposta de executar
a transformagao unitaria FW de forma mais sistemdtica explorando os anéis
da algebra das matrizes v que compoem a algebra DKP, segundo a construcao
de Bargmann-Wigner.

No tdltimo capitulo, apresentamos a equacao proposta por Majorana e
Oppenheimer para o féton [16], [17], [18] e examinamos a possibilidade de ge-
neralizagao desta abordagem para acomodar as equagoes de Proca. Com este
intuito, construimos uma equacgao linear de primeira ordem, denominada PMO,
estendendo o niimero de componentes dos campos e redefinindo as matrizes da
teoria MO para introduzir massa a equacao. Examinamos a algebra subja-
cente a esta nova equacao, verificando uma estrutura simplética, e construimos
um operador de spin. Em base a este operador, investigamos o conteiido de
particula da equagao PMO, propondo uma possivel interpretagao fisica para
a mesma, que a principio descreveria um sistema composto por dois férmions
nao interagentes (convergindo para alguns resultados conhecidos da literatura,
[23], [24], [25], em tratamentos de sistemas fisicos envolvendo a equacao DKP e
a equagao de Breit para um estado ligado de dois férmions). Estudamos ainda
o limite nao relativistico da equacao PMO via transformagoes FW, nos ca-
sos livre e com interagao com um campo eletromagnético externo, observando
a semelhanca entre os termos de acoplamento obtidos para esta teoria e os
encontrados no caso da equacao de Dirac.

Interpretando as equagoes de Proca como vinculos lineares entre as compo-
nentes do spinor que representaria um campo fermionico, pretendemos ainda
investigar a teoria PMO no contexto da bosonizagao de sistemas fermionicos
com autointera¢ao, como o modelo de Thirring, em segunda quantizagao [47],
[48].
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Apéndice A

O Grupo de Lorentz e
Representacoes Spinoriais

O grupo de Lorentz ocupa posigao central na construcao das equacgoes de
onda relativisticas para a descri¢ao de particulas tanto na teoria cldssica quanto
na mecanica quantica, tendo em vista que estas equagoes devem ser covariantes.
A seguir, apresentaremos de forma sucinta suas principais caracteristicas.

Inicialmente, vamos introduzir o espago de Minkowski, o qual consiste
em um espago real (métrico) quadridimensional que apresenta um invariante,
denominado “cone-de-luz” (cujo vértice é a origem do sistema de coordena-
das), definido da seguinte forma:

g,waj“aj” =0, (A.l)

onde pu,v = 0,1,2,3, 2# = (t,z,y,2) é um quadrivetor contravariante (em
unidades naturais) e g, é o tensor métrico definido por

1 0 0 0
0 -1 0 0

910 0 -1 o0 (A.2)
00 0 -1

Os quadrivetores z# podem ser classificados de acordo com a regiao do
cone-de-luz onde estao contidos:

guatz? = 0; quadrivetor tipo-luz,

gz’ < 0; quadrivetor tipo-espago,
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Gz’ > 0; quadrivetor tipo-tempo.

Analisando geometricamente as definigoes estabelecidas acima, observamos
que quadrivetores tipo-luz correspondem a eventos mapeados sobre o cone-de-
-luz (estes eventos podem ser conectados a origem através de um sinal luminoso
e intervalos que correspondem a quadrivetores deste tipo estao relacionados a
trajetorias possiveis de particulas sem massa). Os quadrivetores tipo-tempo e
tipo-espaco correspondem a eventos situados em 3 regides desconexas:

futuro absoluto; gtz > 0; 20 >0,
passado absoluto; gz’ > 0; ¥ <0,
regiao complementar; guvrl'z” <0,

sendo que os quadrivetores tipo-tempo sao mapeados nas duas primeiras regioes
(os intervalos que correspondem a quadrivetores deste tipo estdo relacionados
a possiveis caminhos percorridos por particulas de massa nao nula) e os quadri-
vetores tipo-espago sao mapeados na regiao complementar (e nao representam
eventos fisicos, pois violam causalidade).

A.1 Transformacoes de Lorentz

Uma transformacado de Lorentz (TL) é uma transformagao linear real
que preserva a forma quadratica fundamental g, z#z" e nao mistura passado
e futuro. Os quadrivetores z# se comportam, sob TL, da seguinte forma:

o = A,z (A.3)
onde A*, sado os elementos da matriz 4x4 que representa as TL.

Agora, como g,,x*z” é invariante,

’

’
e _ v
GapT lﬁ - gwa:“aj 3

gagAa#ABl,:c”x” = gz’
gaﬁAauAﬂy = Guv, (A4)

ou, em forma matricial,
ATgA = g. (A.5)

A equagao (A.5) (bem como sua versao em componentes (A.4)) define uma
transformagao de Lorentz e permite-nos observar que transformagoes deste tipo
sao caracterizadas por 6 pardmetros independentes.
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Observagao: multiplicando a equagao (A.5) a esquerda por g temos
gATgA = g* = T;

logo, gA™ é a inversa de gA. Assim, como a inversa & esquerda deve coincidir
com a inversa a direita, segue

gAgAT =T
multiplicando a equagao acima a esquerda por g, resulta
AgAT =g,
ou, em componentes,
gaBA”aAyg = g",

que corresponde a uma relagao equivalente a (A.5) e serd ttil quando fizermos
a analise do setor ortécrono do grupo de Lorentz.
A partir de (A.5) podemos ver que as TL sdo unimodulares:

det(ATgA) = det(g),

(det(A))? det(g) = det(g),
det(A) = £1, (A.6)

onde usamos det(A) = det(AT).

Com base na equagio (A.6), pode-se classificar as TL em dois tipos: as
transformacoes préprias(A; ), cujo determinante é +1, e as transformagoes
impréprias(A_), cujo determinante é -1.

Podemos também definir outras duas classes de TL: as transformacoes
ortécronas (A') e as nao-ortécronas (A¥). Para isso, fixamos em (A.4)
os indices p =0e v =0:

goo = gaﬁAaoAﬁo,

de modo que
1= (A%)* = (A'9)* = (A%0)* — (A%0)?,

(A%)% =14 (A')% + (A%0)% + (A3p)2 > 1
:>A0021 ou AO()S—]..

Assim, uma TL é dita ortécrona se A% > 1 e nao-ortécrona se A% < —1.
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A.2 O Grupo de Lorentz Homogéneo

O conjunto de todas as transformacgoes de Lorentz constitui um grupo de-
nominado grupo de Lorentz homogéneo L = {A} onde A sdo as matrizes
definidas por (A.5).

Para verificarmos que estas transformacoes satisfazem as propriedades de
grupo, observemos que:

1. existe uma transformacao de identidade I*, = 6*, tal que
(gD = (I gasI’s

gaﬁlaulﬁu

= ga/g(sauéﬂy

Guv;

2. como det(A) # 0, as transformacoes sao inversiveis, ou seja, existe uma
transformacdo inversa A~' tal que A™'A =1,

ATgA =g,
ATg=gAt,
g=(A"HTgA™,
onde usamos (AT)~1 = (A~H7 na tltima passagem;
3. o produto A;Ay de duas TL satisfaz a relagao (A.5):
(AA2)Tg(A1As) = AT ATgA; Ay
——
=g
= AggAQ
Assim, temos que a transformacao identidade, a transformacao inversa e a com-
posigao de duas TL satisfazem a equagao (A.5) e, portanto, sdo transformagoes
de Lorentz; dessa forma, o conjunto de transformagoes definidas por (A.5) efe-
tivamente constitui um grupo.

As transformagoes préprias constituem um subgrupo (L4) do grupo de
Lorentz homogéneo, pois:

1. det I = 41, de modo que o elemento identidade é uma transformacao
propria;
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2. se A é uma transformacao propria, entao
det(A™*A) = det T

det(A™1)det(A) =1
——
=1

= det(A™!) = 1;
assim, a inversa de uma transformagao prépria também é prépria;

3. se A1 e Ay sdo transformagoes préprias,

det(AlAg) = det(Al) det(Ag) = 1;
—— ——
=1 =1

portanto, a composi¢ao de duas transformagoes proprias é prépria.

O conjunto das TL impréprias (L_) nao constitui um subgrupo, pois nao
contém o elemento identidade e a composicao de duas transformagoes imprépri-
as resulta em uma transformagao prépria.

De modo semelhante as transformacoes préprias, o conjunto das trans-
formacdes ortécronas (LT) constitui um subgrupo do grupo de Lorentz ho-
mogéneo pois:

1. a transformacdo de identidade I*, = 6, apresenta I°; = 1 e, portanto,
é ortocrona;

2. se A é uma transformagao ortécrona, entao, usando (A.5),

ATgA =g,
ATg=gA",
At =gATg,

ou, em componentes,
(Afl)uy — gua(AT)a[ggﬁVQ
fazendo u = v = 0, temos
(A% = g°*AP agso,
—_——
—A%,
(A™1)% =A% > 0;

logo, a inversa é ortécrona;
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3. se A1 e Ay sdo transformacoes ortécronas, entao
(A1Ag)", = (A1)¥,(A2)%,,

(A1A2>00 = (Al)oo(A2)OO + <A1>0¢(A2)i0

Definindo os vetores Aj = (A1), (A1)%, (A1)%) e Ay = ((A2)Yy, (A2)?,
(A2)3,), podemos reescrever a equagao acima como

(A182)% = (A1) (A2)% + Ao
Agora, usando a desigualdade de Schwarz, temos

(A1.A2)% < (A7) (A3)?,
’M.K‘ V (A1)2(A:
—\ (A1)2(A2)2 < ALAG < /(A

portanto,
(A142)% = (A
Porém, utilizando a equacao (A.5),

Juv = ga6A2a/LA2Bm

1=A"0A% — As'oAd’y
——

=(A3)?

=/ (82)2 = /(A2 — 1.

De forma semelhante, usando a forma alternativa da equagao (A.5) (dis-
cutida na observagao da segao A.1),

9P A N g = gt

A100A100 - AloiAloi =1
N——

=(£1)?

= ()2 = /()2 — 1.
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Assim, podemos escrever

(A1A2)% = (A1)°(A2)% — 1/ ((A1%)2 — 1)((A2%)* — 1).

Entretanto, desenvolvendo o ltimo termo, temos

VAL ) = 1)((A2%)2 — 1) = 1/ (A1%)? (A2%)2 + 1 — (41%)? — (A2%)%;

completando o quadrado, segue

VI 02 = 1((A"0)? = 1) = /(1 £ 0% A0%)7 — (A% + As°)?
>/ (1£A19A2%)2

= (A%)? = D((A2%)2 — 1) 2 /(1 £ A,%A5%)2.

A expressao acima guarda um detalhe sutil, pois o sinal da igualdade s6 é
valido se escolhermos o sinal negativo no radicando. De fato, se escolher-

mos o sinal positivo, a igualdade \/(1 + A100A200)2 — (Aloo + A200)2

= /(14 A%A5%)2 é efetiva se, e somente se, A%y = —A%, 0 que nio
é possivel visto que A; e Ay sdo transformagoes ortécronas (no caso da
escolha do sinal negativo, tal problema nao ocorre, pois a condigao de
igualdade neste caso é A1’y = A%y, 0 que ndo viola a hipétese das trans-
formagoes serem ortécronas). Assim, o sinal de igualdade na expressao
acima esta presente se escolhermos o sinal negativo no radicando, mas
deve ser desconsiderado se escolhermos o sinal positivo.

Tendo em conta a discussao acima, podemos escrever

(A1A2)00 2 (Al)OO(A2)00 Y, (1 + A100A200)2>

de modo que, desenvolvendo o lado direito da desigualdade,
(A1A2)00 > (Al)OO(AQ)OO — |1 + AlOOAQOO‘ .
Entretanto, como A; e Ay s@o transformacoes ortécronas,

1+ AlOOAQOO, se escolhemos o sinal +;

1+ A%A°%| =
’ Lo2 0| { —14A1%A5%, se escolhemos o sinal -.

Assim, no caso em que o sinal negativo é escolhido, temos

(A1A2)°) > (A1)°0(A2)%) — (=14 A1°%A0%)
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= (AlAQ)OO > 1.

Agora, se o sinal positivo é escolhido,
(A1A2)% > (A1) (A2)% — (1 + Ai°9A2%)

= (A1A2)00 > —1;

como visto no fnicio desta se¢do, a composicao de duas TL (nao ne-
cessariamente ortécronas) também consiste em uma TL, de modo que
(A1A2)%) > 1 ou (A1A2)°; < —1. Assim, comparando com o resultado
acima (em que se escolheu o sinal positivo) temos, obrigatoriamente, que
(A1A2)Y > 1, também neste caso.

Portanto, a composicao de duas transformagoes ortécronas é também
ortécrona, o que conclui a demostragao das propriedades de grupo satis-
feitas pelo conjunto das transformacgoes ortocronas.

O conjunto das transformacdes nao-ortécronas (L+) ndo constitui um sub-
grupo, pois o elemento identidade nao pertence a este conjunto e a composicao
de duas transformacgoes nao-ortocronas é ortécrona.

Dessa forma, os setores do grupo de Lorentz homogéneo sao cons-
truidos a partir da intersecgao dos conjuntos de transformagoes discutidos
acima: (Ly),(L_),(L"),(L%). Assim, temos os seguintes setores: (Al), setor
ortécrono proéprio; (Ai)7 setor nao-ortécrono proprio; (At), setor ortécrono
impréprio; (Af), setor nao-ortécrono improprio.

O setor ortécrono proéprio, por ser formado pela intersecgao de tran-
formacoes préprias e ortocronas, forma um subgrupo do grupo de Lorentz ho-
mogéneo e sera nosso objeto de estudo nas segoes subsequentes. Este subgrupo
é denominado grupo de Lorentz restrito (L,). Os demais setores ndo cons-
tituem subgrupos, pois envolvem transformagoes impréprias e nao-ortécronas
as quais, como discutido, nao satisfazem propriedades de grupo. Estes setores,
entretanto, estao relacionados a transformacoes de simetria importantes, como
paridade e reversao temporal.

A.3 Homomorfismo entre SL(2,C) e L,

Vamos destacar agora uma correspondéncia importante entre o grupo de
Lorentz restrito Ly, e o grupo de transformacoes lineares unimodulares bidimen-
sionais SL(2,C). Essa relagao, i.e., um homomorfismo, exerce papel impor-
tante na construcao de representagoes spinoriais para L,, a qual discutiremos
na proxima segao.
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Um isomorfismo entre dois grupos G e G ¢ uma relacao em que, para
cada elemento a € G, corresponde um, e somente um, elemento = G/, de
modo que a correspondéncia entre a e a se preserva sob a lei de multiplicacao,
ou seja, (ab) = a'b’. Um homomorfismo entre os grupos G ¢ G é uma
relacao similar, que preserva produtos; porém, mais de um elemento de G
pode corresponder ao mesmo elemento de G (ou seja, a correspondéncia nao
é necessariamente bijetiva, como no isormofismo).

O grupo SL(2,C) é constituido por transformagoes lineares da forma:

a b
=[eal]
de modo que ad — bec =1, onde a,b,c,d € C.

Dessa forma, as transformagoes que compoem este grupo sao caracterizadas
por 6 parametros independentes, assim como as transformagoes pertencen-
tes ao L.

Vamos mostrar agora que podemos associar a uma transformagao A € L,
os elementos +A € SL(2,¢), de tal forma que a lei de multiplicagao a seguir é
preservada:

+(AB) = A(AB) = A(A)A(B),

ou seja, temos um homomorfismo do tipo 2 para 1 entre SL(2,C) e L,,.
Com este intuito, vamos construir uma matriz hermitiana

M =o,2", (A7)
onde o( é a matriz identidade 2x2, o; sdo as matrizes de Pauli (i=1,2,3) e x*

é um quadrivetor contravariante.
Tomando o determinante de M, temos

det(M) = det(o,a")
_ (1,0)2 o (1,1)2 o (1,2)2 o (1,3)2
= gw,x‘uxu,
que corresponde a forma quadratica invariante.
Se A € SL(2,C), temos que a transformagao
M = AMA™" (A.8)

. . . ’ /
resulta em uma matriz hermitiana M = o, 2" .
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Agora, observemos que

det(M') = det(AMA™)

= |det A* det(M)
=1

= det M,

ou seja, g,uu(x#),(xy), = gtz

Assim, a transformacao em que as matrizes A atuam sobre M induz uma
transformacao dos quadrivetores, a qual mantém a forma quadrética g, z"z"
invariante, correspondendo, dessa maneira, a uma transformagao de Lorentz.
Esta relagao entre as transformagoes efetuadas sobre M e as induzidas sobre
os quadrivetores pode ser determinada de forma explicita a partir da equagao
(A.8):

M = AMA®*,

J#x“/ = Ao, z" AT,
o, (AF ") = Ao, ATz
= 0, A", = Ao, A (A.9)

Multiplicando a tltima equacao por o, a esquerda e tomando o trago, ob-
temos
oo Ny, = <7pAo,,A+7

A*,Tr(op0,) = Tr(o,Ac, AT).

Todavia, utilizando a propriedade Tr(c,03) = 253, resulta
1
At = iTT(aﬂAcryAJr). (A.10)

Analisando a relagao acima, podemos observar que os elementos A e —A €
SL(2,C) correspondem & mesma transformagao de Lorentz A(A); por isso,
dizemos que esta é uma correspondéncia do tipo 2 para 1.

Para concluir a demostracao do homomorfismo, precisamos verificar que
A(A) pertence ao grupo de Lorentz restrito e que a lei de multiplicacao é
preservada (ou seja, (AB) — A(A)A(B) = A(AB)).

De fato, observemos que:

1. dado o quadrivetor z* = (1,0,0,0) segue

M =o,2" =09
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=M = AMAT =AA*
[ e+ b act + bd*
B ca* +db* || +|d* |

Por outro lado,

’ ’

M = o,2"

!’ ! ’ !
20 + 23 ozl —ix? ]
’ ’ 7

’
b+ iz? 20 — 23

~ . . . ’ .
Igualando as duas expressoes matriciais para M , temos um sistema de
equagoes que nos fornece, em particular, as seguintes relagoes:

2 423 = |a+ > >0,
0~ = |+ d? >0,
de onde resulta z° > 0. Entretanto, temos que 2° = A%, 2" = A%;

portanto A% > 0 e, assim, A(A) é naturalmente ortécrona;

2. a demonstragao de que A(A) é propria serd apresentada ao final da
préxima secao, pois a analise formal desta propriedade é facilitada com a
introdugao de spinores. De qualquer modo, podemos inferir que det(A(A))
= 1 apelando ao fato de que o SL(2,C) é um grupo conexo!, de modo
que seus elementos A podem variar continuamente. Assim, analisando a
equagao (A.10), observamos que os elementos de matriz de A(A) também
podem variar continuamente e, portanto, a transformagao A(A) deve per-
tencer ao setor conexo do grupo de Lorentz homogéneo, que corresponde
ao grupo de Lorentz restrito e, consequentemente, det(A(A)) = 1;

3. considerando uma composicao AB de elementos de SL(2,C) obtemos, com
o auxilio da equagao (A.9), a relagao
o A\ (AB) = (AB)o,(AB)*
= A(Bo,B") A"
——
=0\, (B)
= (Ac,AT) A*,(B)
——
=0 (A)
= o, A (A)AY,(B)

1Um grupo conexo é tal que, dado um elemento g € G, podemos obter o elemento identi-
dade a partir da variagao continua dos r parametros do grupo.
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= AP, (AB) = A" (A)A®,(B).

Logo, um produto AB em SL(2,C) induz uma composicao A(AB) =
A(A)A(B) em L,; portanto, temos efetivamente um mapeamento ho-
momorfico entre os grupos SL(2,C) e L.

A.4 Representacoes Spinoriais do Grupo de
Lorentz Restrito

As representagoes spinoriais do grupo de Lorentz restrito exercem papel
fundamental na construgao das equagoes de onda relativisticas que descrevem
o comportamento de particulas. Por esta razao, vamos introduzir nesta secao
o conceito de representagoes de grupo e definir spinores.

Consideremos, entao, um grupo G com elementos (a,b,c,...). Se a cada
elemento a € G podemos associar uma transformacao D(a) em um espago
vetorial linear, chamado de espago de representacao, de modo que a com-
posigao (ab) de dois elementos de G corresponde ao produto D(a)D(b) = D(ab)
no espago de representacao, ou seja, ab <> D(a)D(b) = D(ab), entao o conjunto
de transformagoes {D(a)} é chamado de representacgao do grupo G.

Dessa forma, como vimos na segao anterior, os elementos A € SL(2,C) for-
mam uma representacao bidimensional do grupo de Lorentz restrito L, (esta
representacao, no entanto, é do tipo 2 para 1, pois as matrizes A e —A estao
relacionadas & mesma TL (A), como visto). Os vetores deste espago de repre-
sentagao bidimensional, denotados por

1
= [ > } . onde g1,€2 € C,
transformam-se de acordo com a lei:

€ = A(A)E, onde detA = 1. (A.11)

Estes objetos geométricos do espago de representacao que se transformam
sob a TL de acordo com (A.11), sdo chamados de quadrispinores. Em outras
palavras, os quadrispinores sdo realizagoes das representagoes (irredutiveis) do
grupo de Lorentz?.

Vamos agora construir um invariante para spinores, analogo ao invariante
z, 2t = guatz? para quadrivetores, introduzindo o “spinor métrico” Cyg:

f“Caﬂgﬁ = invariante.

2Observagao: doravante, vamos nos referir aos quadrispinores apenas como spinores.
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Dessa maneira, usando a lei de transformagao (A.11), obtemos

£2C,p6"°
A% 1 Cop AP EY

§HCug”

= Cy = (A1) CopAP,,
ou, em forma matricial,

C=A"TCA.

Esta equacao matricial constitui um sistema possivel e indeterminado, tal
que uma solucao possivel é uma matriz antissimétrica arbitraria. De fato, as-
sumindo que C é antissimétrica, temos

Cow = (A1), Cop A7,
~—
=—Cpa
= — (A", Coa A%
—— ~—~
:AO‘“ :(AT)I/B
= _(AT)VQCBaAau
—_— ———
=Cup
- —C.

Logo, a equacao matricial é consistente com a hipdtese de que C' é antis-

simétrica.
Assim, definimos nosso spinor métrico (C) como sendo

C= [ g } — oy, (A.12)

Como det(C) # 0, a matriz C' é inversivel e temos

071 == |: (1) _01 :| - 72‘02.

Tendo definido o spinor métrico, demonstraremos agora uma relagao geral
envolvendo matrizes 2x2, que serd 1til no transcorrer de nossos calculos. Assim,
se M é uma matriz 2x2 arbitraria, entao

C'MTC = M~'det(M), onde C é o spinor métrico. (A.13)
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Com efeito, escrevendo o primeiro membro da igualdade em componentes,
multiplicado a esquerda por M,

(MO'MTC)y; = My (C™Y)(M7)1,00j
———
=Cix
= Ci Cpj My M,y
vv
=Clk =€nj

= €ren; Mip My,

onde os termos €;; correspondem ao tensor de Levi-Civita de duas componentes.
Desenvolvendo a soma acima, temos

(McilMTC)ij = 61j (MiQMll — MﬂMlQ) + 52]‘ (Mi2M21 - Mi1M22)
~— ~—
=52, =51,

= 0%j(MjgMyy — My Myo) + 6% (Mjy Mag — Mg May).
Se i # j, entdo (MC~1MTC);; = 0. Caso contrério, para i = j,
(MC™'MTC)yi = 62(Mia My — My Mia) + 6" (Mis Mag — Mo May),
de modo que, para i = 1 ou i = 2, resulta
(MC*MTC); = Myy My — Myos My, = det(M).

Assim,
(MC™*MTC);; = det(M)s;,

ou, em forma matricial,
MC™'*MTC = Idet(M),
de forma que, multiplicando & esquerda pela inversa de M, concluimos que
C'MTC = M~ det(M).
Com o auxilio do spinor métrico, definamos agora os spinores covariantes:
Eo = Copt®. (A.14)

A lei de transformagao destes spinores pode ser obtida a partir da lei de
transformacao dos contravariantes, expressa em (A.11),
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/B
§a - Oa,8§
CopAP "
CopAP,C7IE,

’

=& = AL, (A.15)

«
Em forma matricial, temos

~ /

£ = C¢

C A¢

= CAC7'¢,
N—_——
=C~-1AC

ou ainda, lembrando que det A = 1 e usando (A.13),

~ ~

£ = (A7)t (A.16)

Observagao: conforme ja expresso acima, denotaremos os spinores covari-
antes em forma matricial com um til.

Gostariamos de chamar a atencao para o fato de que o mapeamento ho-
momdrfico entre L, e SL(2, C) estabelece que o conjunto das matrizes (A7) ~(A)
também constitui uma representacao de L,, (assim como as matrizes A(A)), pois
estas matrizes sdo elementos de SL(2,C). As representagoes A(A) e (AT)71(A)
sao equivalentes, pois estao relacionadas por uma transformacao de similari-
dade (como se observa no célculo acima), sendo o mapeamento A — (AT)~!
um automorfismo.

Observagao: é possivel construir uma forma bilinear invariante de
Lorentz a partir dos spinores £ e 7:

oy

i = FATAT) 1y
7

Sabendo que as componentes dos spinores £ e 77 podem ser relacionadas as com-
ponentes da fungao de onda de um férmion de spin 1/2 (cap.1), este invariante
bilinear pode ser interpretado como uma particula de spin 0, constituida por
duas particulas de spin 1/2.

Da mesma forma que as matrizes A e (AT)~! formam representacoes do
grupo de Lorentz restrito, as matrizes A* e (AT)~! também exercem esse papel
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(pois todas sao elementos do SL(2,C)). Essas duas novas representagoes também
s@o equivalentes entre si, como se verifica com o auxilio de (A.13):

CTIATC = (A7) det((A1)T) = (AT,
————

Entretanto, as representacoes A* (ou (AT)71) e A (ou (AT)~!) nio sdo
equivalentes, visto que nao hé transformacao de similaridade que as conecta.
Podemos entao construir novos spinores, os quais denotaremos por spinores

pontuados, associados ao espago de representacao referente as transformagoes
A*(A),

A lei de transformacao destes spinores é expressa por
£ = A%, (A.17)

ou seja, spinores pontuados transformam-se como o conjugado dos spinores nao
pontuados.
Podemos determinar o tensor métrico pontuado a partir do invatiante bili-

near £4C €7
§reé = @red
= (Ao
§rAnTCaxé

= (ANTCA" = O

Contudo, tomando o conjugado da equagao acima, obtemos a mesma equagao
satisfeita pelo spinor métrico nao pontuado,

ATC*A = ¢,

de modo que C* = C; como C' é real, resulta que os spinores métricos pontuado
e nao pontuado coincidem (C' = O).

Seguindo o mesmo procedimento que utilizamos para definir os spinores co-
variantes nao pontuados, podemos introduzir os spinores covariantes pon-
tuados através da relagao

€a = Cyp€”. (A.18)
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A lei de transformacao dos spinores & segue de (A.17):

’ .

& = C¢
= CA%
= CA*C?IE;
ou, utilizando (A.13), ) R
() = (AT) 1€, (A.19)

Em componentes, a equacao acima fica
&, = A%"¢;. (A.20)

Salientamos que os quadrispinores pontuados e ndo pontuados introduzidos
correspondem a spinores de grau 1 . Podemos construir spinores de maior
grau a partir da composigao (produto) de spinores de grau 1, sendo que estes
novos spinores podem apresentar indices pontuados e nao pontuados. Assim, o
grau de um spinor composto nao o define completamente e, para especifica-lo,
usamos um par de indices (k,[), onde k corresponde ao nimero de indices nao
pontuados e [ ao ntimero de indices pontuados:

na1a2~.~ak5152~~ﬁz — €a1wa2 Ok Cﬂl )\32 551 .
| —
(k,0)

Os spinores mistos de maior grau, como este ultimo, transformam-se se-
guindo as leis de transformacao (A.17) e (A.20) dos spinores nao pontuados e
pontuados que os compdem,
nalaz...ak3132--ﬂz — AaldlAQng-nAakdkA*dl(;lA*dQ(;Z-~-A*dlOjlndld%'d’eélé}"él-

(A.21)

Por fim, retomemos o item 2 da demonstracao do homomorfismo entre
o SL(2,C) e o L,, encaminhada na secao anterior. Devemos mostrar que
a transformacao de Lorentz A(A) definida pela equagao (A.9) é ortécrona,
sustentando nossa argumentagao em termos das propriedades de grupo de L,
e SL(2,C).

Para isso, reescrevamos (A.9) em termos das componentes spinoriais (a
matriz o corresponde a um spinor misto de grau 2 e, portanto, (A.9) é uma
equacao spinorial):

O’f:dA‘ul, = Aa[gafﬁA*dﬁ.
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Esta equacao pode ser escrita ainda de uma forma mais conveniente se
introduzirmos uma nova matriz 7' e um produto direto® envolvendo as matrizes
Ae A%,

TA = (A® AT,

onde T é a matriz definida por

1 0 0 1
1101 —i o0
T‘§01zo
1 0 0 -1

De fato, podemos verificar que a equagao acima corresponde & equacao anterior,
componente a componente. Fazendo v = 0 na equacao, temos

O,gchOO 4 o_?dAlo 4 UQach20 + UgydASO _ AaBJgBA*O'zB
de modo que
(5a15d1 + 5a2(5d2)A00 + (50415022 + 5a2(5d1)A10 + (_7:50415(12 + i5a25d1)A20
+(0716%) = 5%28%5) A% = A% A*5(6716° 1 + 875675),
resultando o seguinte sistema de equacoes:
A00+A30 _ AllA*ll —|—A12A*12,
Alg—iA%) = AL A*? + AL A%,
Alg+iA2% = A% A 4 A%A%,
A —A3g = A% A + A%A%2.

Porém, este mesmo sistema de equacoes é fornecido pela equagao matricial
equivalente proposta acima, pois

(A@ AT, =TAn  — A% +A3) = AL A + Al,A™,

(A (39 A*)T21 = TA21 — Alo — ’iAQO = AllA*zl + A12A*22,

30 produto direto de duas matrizes A e B pode ser definido como

a11B  ai2B -+ ainB

az1B  a2B -+ a,B
A® B = . . . . s

anlB an2B e annB

ou, em componentes, (A® B);j x1 = AirBji.
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(A® ATy, =TAz  — Alg+iA2%) = A% A1 4 A%, A%,
(AR AT, =TAy  — A% — A3y = A2 A% + A%, A%2,.

De forma similar, verifica-se que os outros sistemas oriundos de (A.9) (as-
sociados a v = 1,2, 3) sao reproduzidos pela equagao matricial proposta, o que
garante a equivaléncia entre as equacoes. Assim, a demonstragao de que A de-
finida em (A.9) é uma transformagdo prépria torna-se bastante simples, visto
que, tomando o determinante da equacao equivalente,

det[(A @ A")T| = det(TA),

det(A® A*)det T = det T'det A;
contudo, como detT' = —44 # 0,

det A = det(A ® A™).

Uma vez que det(A® A*) = (det A)3™(A7) (det A*)dm(4) ¢ det A = det A* = 1,
resulta
detA =1,

concluindo a demonstra¢do do homomorfismo entre SL(2,C') e L,.

A.4.1 Relagao entre Spinores e Quadrivetores

Consideremos o spinor (* o qual, assim como um quadrivetor, apresenta
quatro componentes independentes (duas associadas ao indice a e duas as-
sociadas ao indice ). Dessa maneira, um quadrivetor z* e um spinor ¢*°
constituem realizagoes de representagoes (irredutiveis) equivalentes do grupo
de Lorentz restrito e, portanto, é possivel encontrarmos uma relagao entre suas
componentes.

Para isso, observemos que a lei de transformacao (A.8) da matriz hermitiana
M, definida por (A.7), pode ser escrita em componentes como

jxes

M = A AT PP
Esta lei de transformacao corresponde precisamente a lei que define a trans-
formagdo de um spinor misto CO‘B, conforme expresso em (A.21). Assim, reno-
meando M por ¢ em (A.7), temos a seguinte relagdo entre o quadrivetor z* e
o spinor ¢ o,
(P = g%ar, (A.22)
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Multiplicando & esquerda por o, e tomando o traco (suprimindo os indices
spinoriais), obtemos a relagao inversa

Tr(c,C) = 2" Tr(o,o.),
———
:25;)“
isto é,

= S Tr(0,0). (A.23)

Vamos verificar agora uma relagao bastante 1til entre os spinores mistos
¢*? dada por

Py = 8ty (A.24)
De fato, temos
PG5 = (PO
= (C1sC®t + 00 (C1 (" + CaaC?)
= (& uCal 815¢) (—8%3¢ + 615 ¢P)
_ (C a1C12)52 (CMCQQ _ Ca2<21)51>\
_ (C 21412)5a 625 + (<11C22 CliCQi)(Sal(Sl)\
_ (<22C11 21<12)5a
= alz,6%.

Concluindo esta se¢ao, gostariamos de convidar o leitor interessado em uma
interpretagao geométrica dos spinores a estudar a referéncia [44] que aborda, de
forma primorosa, a andlise spinorial sob uma linguagem geométrica bastante
envolvente.

A.5 Representacoes Irredutiveis

Spinores simétricos constituem a base das representagoes de ordens mais
altas de SL(2,C). Podemos entao construir estes espagos lineares através de
monomios, que sao objetos construidos a partir de spinores de ordem 1 pon-
tuados e nao pontuados (4, 7s) como segue:

’

O (7' = a5 s, m YELF™ELd F gl (A.25)
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’ ’

onde ]/',j, = 0,1/2,1,3/2,..., m = —j,—j + 1,...5 = 1], m = —j,—j +
1,...,5 — 1,7 ea(j,j;m,m) é uma constante de normalizacao.

Assim, os indices j e j/ comportam-se como os autovalores de spin (séo
inteiros e semi-inteiros nao negativos) e os indices m e m’ como as projegoes
de spin na diregao z.

Os monémios O, /(4,4 ) definidos em (A.25) sdo as componentes de um
spinor simétrico covariante ©. Podemos construir, de forma ansloga, um spinor
contravariate ®:

’

, , , , e - ../+ ro
O™ (,5) = a(j, smm TR TR T T (A.26)
Contraindo os spinores © e ® temos
O,y @™ = @ (G )T (&Y T (i) T (sR®) T (A27)

porém, para que esta expressao seja invariante ela deve assumir a forma

’

O, @™ = (4, § ) (€M) (15K7) P

. s . . ; ~
onde ¢(j,j ) é uma constante e, como vimos anteriormente, &, ¥/ e ;K" sao
formas bilineares invariantes. Assim, efetuando a expansio binomial? de &, 1"
e nkY, obtemos

c(4,57)(25)!(25)!
(G +m)(G—m)G" +m)(G —m)
iyg +m (ngﬂi)j/*m/_ (A.28)

o, =

m

! (Gt )T ()T,

(nir")

Dessa forma, comparando (A.27) e (A.28) obtemos uma expressao para o
fator de normalizagao,
N 1/2
o c(4,3 )(25)1(25)!
a(j?j7m7m)_ . V(4 V(i /| ./ /'
(G +m)lG =m)l(G" +m)G" —m')!

O fator ¢(4,7)(27)4(25)! é comum a todas as componentes dos spinores
O(j,7 ) e ®(4,7 ), pois depende apenas de j e j , de modo que podemos suprimi-
-lo fazendo ¢(j,7 ) = [(25)!1(25 )] 1.

4Expansio Binomial

n
n! _
P+o" = S ——p"¢" "
= al(n—a)!
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Com isso, os spinores simétricos covariantes (A.25), que constituem a base
dos espagos de representacao de ordens superiores, podem ser expressos por

1

/

@mm/ (‘7’]/) = fjer j*mnq’ +m 77] —m
(G +m)G —m)\(G +m)N(G —m /2ot "2 R
(A.29)
Similarmente, para os spinores simétricos contravariantes (A.26), obtemos
(Dmm/ (-7 j/) = 1 wlj‘i‘min—mﬂjj,-‘rm, Héj/—m' .
[+ m)lG = M)+ m )G — ')
(A.30)

Observemos que, para j e jl fixos, o spinor <I>(j,j/) apresenta (2j+1)(2j/+1)
componentes, o que corresponde a dimensao do espaco linear gerado por este
spinor. Além disso, notemos que, fazendo j = 1/2 e j =0, temos ®(1/2,0) =1
e, analogamente, fazendo j = 0 e j = 1/2, segue ®(0, 1/2) = A.

Agora, sob a influéncia de TL, os spinores ®(j,j ) se transformam por
intermédio de matrizes (27+1)(25 +1) x (2j+1)(2j +1), as quais denotaremos
por DJJ (A), da seguinte forma:

©” = (DI () (5.5). (A.31)

As matrizes D/ sdo parametrizadas exclusivamente pelas matrizes A(A),
como indicado. )

Para construirmos os elementos da matriz D77/ (A) basta desenvolvermos
a equagao (A.31); entretanto, como este procedimento é padrao, embora tedi-
0s0, apenas o descreveremos aqui. Assim, utilizam-se as leis de transformacao
dos quadrispinores ¥* e k" (equagdes (A.11) e (A.17), respectivamente) e a
expansao binomial para desenvolvermos o lado esquerdo da equagao e, desse
modo, relacionamos os elementos de D77 (A) do lado direito da equacio com
os respectivos coeficientes de A e A* que surgem do lado esquerdo, apos re-
colecionarmos os termos oriundos da expansdo binomial. Como os polindémios

envolvendo os elementos de 1 e & sdo independentes, os elementos de D7/ (A)
referentes a indices pontuados e ndo pontuados sao obtidos separadamente (o

que indica que D7 pode ser expresso como um produto direto de representacoes
D% e DY),

Dessa maneira, fazendo j/ = 0, obtemos a matriz DI°(A) que transforma
apenas spinores nao pontuados contravariantes:
. 1 Jj+m j—m

(G +m)lG = m)(G" +m)G —m')]
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o
similarmente, fazendo j = 0, obtemos a matriz D% (A) que transforma apenas
spinores pontuados contravariantes:

() = ! Hij,+m/néjl_m/. A.33
) GG I — e

No caso geral, a matriz D’/ (A) é obtida pelo produto direto das matrizes
DI%(A) e D% (A):

D77 (A) = D’°(A) ® DY (A), (A.34)
atuando sobre spinores contravariantes da formas:
™™ (5,5 ) =x" (X" (4)-

Em suma, temos que as matrizes D77/ (A) constituem representacoes irre-
dutiveis finitas do grupo SL(2,C). Essas representacoes sio caracterizadas
pelos nimeros j e j, os quais podem assumir valores positivos inteiros ou
semi-inteiros, de modo que a dimensao de uma representacao (j,j ) é dada por

(27 +1)(2j +1). As matrizes Dii (A) podem ser expressas como um produto
direto das matrizes D/°(A) e D% (A), de acordo com (A.34). Em geral, a

L
representacao D?7 (A) nao é unitdria.

A.5.1 Propriedades das Matrizes Djjl(A)

A segl}ir, faremos uma breve andlise das principais caracteristicas das ma-
trizes D77 (A).

Consideremos, entdo, as representagoes D'(A) e D% (A). Os spinores x(3)
e x(J) sdo construidos a partir das componentes dos spinores ¢ e £ que, por sua
vez, transformam-se mediante a atuacdo das matrizes A e A*, respectivamente,
de acordo com (A.11) e (A.17). Dessa maneira, as leis de transformagcao dos
spinores x(j) e x(j) ficam expressas por

/ 1

x ") = G mG = (AL ™) (A2 )y =™, (A.35)
Ty 1 *i'l-ih Jj+m *Q'Iii j—m
X (J)—[(j+m)!(j_m)!]1/2(A Ak T (AR N T (A.36)

Por outro lado, as TL sdo induzidas sobre os spinores x(j) e x(j) através
das matrizes D’Y(A) e D% (A), respectivamente,

X = D (A)x(j), (A.37)
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X () = DY (A)(). (A.38)
Assim, a partir de (A.35) e (A.36), verifica-se que, fazendo a troca A — A*,
as componentes de y se transformam como as componentes de x e vice-versa,
de modo que, transcrevendo esta informagao para as equagoes (A.37) e (A.38),
obtemos
DI%(A*) = D%(A) e DY%(A)= D" (A).

Temos entao a propriedade

DI%(A*) = DIV (A).

Portanto, as matrizes D/ (A) e D’ 7(A) formam um par conjugado entre
si:

DI (A) = (DI (A))". (A.39)

Logo, se j = j/, entao a transformagao é real.
Como as matrizes D/9(A) e D% (A) estao relacionadas entre si por (A.39),
é suficiente estudarmos apenas as propriedades de D’Y, pois as propriedades

de DJJ decorrem de forma natural.

Examinemos entdo as principais propriedades das transformagoes D7°(A),
que denotaremos doravante por D7 (A).

Consideremos a transformagao identidade A = I atuando sobre o spinor v,
cujas componentes formam os elementos de x(j). Assim,

1
j+mlG —m)]

X

‘my/\ 1 I+ 2 l\Nj—n
() = 1 75 (0 n ") T (8T T
=x ") =x"0)-
Utilizando (A.37), verifica-se que a matriz D’ (I) corresponde & prépria identi-
dade,
D" (1) = 6", (A.40)
Analogamente, consideremos a atuagao de uma composigao de transformagoes

As Ay sobre 1, de modo que o efeito sobre as componentes de x(j) é

X,m(j) = [(] T m)'(; — m),]1/2 (AglnAlnk"/)k)jer(A22aA1ab¢b)jim, (A41)

o que, por outro lado, corresponde & transformacao induzida por D’ (AsA;):

X™ = DI (A A)™ X" () (A.42)
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. . . / . ’ ~
Todavia, podemos construir este mesmo spinor y ™(j) através da atuagao
sucessiva das transformacoes A; e As sobre os quadrispinores:

"o o 1 n\j+a j—a
0= GG = &) )
1 i+a j—a
= GrmG o mpE )T
correspondendo a , ,
X “(J) = D’ (A)* . x"(4),
X" = [(jer)!(;fm)!]l/z(Azlnn")j+m(A221nl)j_m
1

TG m)G - m)z (Az", A" o) (A% Ay Y,
o que corresponde a

’

x ™)

DI (A2)™ x " ()
D7 (A2)™ D7 (A1)*,x" ()
Comparando a tltima equagio com (A.42), segue
DI (A3)DI(Ay) = DI (AzAy). (A.43)
Como consequéncia imediata de (A.40) e (A.43), temos
DI(A™Y)DI(A) = DI(A™PA) =1

1

= DI(A™Y) =DIi(A) . (A.44)
De modo semelhante, temos
Di(AT) = Di(A)". (A.45)

Consideremos ainda uma transformagao dos quadrispinores da forma ¢ —
aAv, onde a é uma constante complexa e A uma transformagao de Lorentz; o
efeito desta transformacgao sobre o spinor x(j) manifesta-se como segue:

X’m(j) = e m)!(; — m)!]1/2 (aAlnwn)j'H”(aAQNpl)j—m
2j 1 L mvitmy 42 -
= GG et A%
= anDj(A)mnX”(j)
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= DI(aA) = a®* D’(A). (A.46)
Assim,
D7Iz(gA) = D%aA) @ D%2(aA)
= D"%qA) @ D2%(aA)”
201 292" piiz (A)
Fazendo a = —1 na expressao acima, observa-se que, se j; + jo ¢ inteiro, a

representacao (j1,j2) de SL(2,C) é single-valued e, se ji + jo é semi-inteiro, a
representacao é double-valued.

Sabemos que A7! e AT estdo relacionadas através de (A.13). Usando
(A.43), (A.44) e (A.45) (e lembrando que AT, A=! € SL(2,C)), encontramos
)

uma relacdo de equivaléncia entre as matrizes DI (A)~' e DI(A

Di(C—Y)Di(A) Di(C) = DI(A) . (A.47)

Consideremos, por fim, as matrizes D’(C) e DJ(C~1), responsdveis pelo
levantamento e abaixamento dos indices. A partir de (A.14) e de sua inversa,
obtemos

N jm j—m
Xm (J) \/(]+m !(j—m)!§1 2

1(j —m)! (Cugty T (Cut Y
2\j+m(_¢1\j—m
=
— _1)i—m 1 INj—m(¢2\F+m
(P e (€ 7€)

=x""(4)

= (DJ(C))mn = (_1)j—m§—mn’ (A48)

(Clkgk)jer(OZlgl)jfm

1(j —m)!
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— 1 _ 2 j+m(§1)j7m

VG +m)l(G—m)!

= (=170 " xn ()

= (DI(C™)) g = (—1)7F™6_,". (A.49)

Para as matrizes D% (A) = DJ(A*), responsédveis pela transformacido dos
spinores pontuados x(j), as propriedades sdo as mesmas que encontramos para
DI%(A).

A.6 Os Geradores do Grupo de Lorentz

Uma transformagao de Lorentz infinitesimal é expressa por
A, =001, +wty, (A.50)

onde w*,, deve ser antissimétrico para que (A.4) seja satisfeita. Dessa forma, os
wh,, constituem os 6 parametros que caracterizam uma TL: w®, w%, w5, w's,
w?3 e w3;. Conforme ilustrado a seguir, os w’; estdo relacionados aos boosts e
os w' j s rotacoes espaciais.

De fato, consideremos um boost na direcao z:

{ x’o _ ’Y( O_Bx?))7
23 = ’y(xB—ﬂxO),

onde y=(1—-p%)""2e B =uv/c
Fazendo [ infinitesimal, segue

{xlo = 20— Ba?,

3 = 23— B20.

Por outro lado, substituindo (A.50) em (A.3),
a = ot 4w, (A.51)

Assim, comparando (A.51) com o boost em z logo acima, os Uinicos termos
nao nulos envolvem w3 (i.e. w3 = —p3).
Analogamente, considerando uma rotagao infinitesimal em torno do eixo z:

’
x ! ' + ax?,
’

r? = —az'+ 2%
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12 (1e

Comparando com (A.51), os unicos termos nao nulos envolvem w
wly = a).

Construiremos a seguir os geradores associados aos boosts e as rotagoes.

Para que as equagoes de movimento preservem sua forma sob transforma-
¢oes de Lorentz homogéneas, devemos exigir que a densidade lagrangiana
L do sistema seja um escalar de Lorentz, pois as equacdes de movimento sio

obtidas a partir desta funcao, via principio variacional:

L(¢y, 0a(a™)) = L¢r, Dala™)), (A.52)

onde ¢,.(x*) sdo os r campos que descrevem o sistema.
Sob uma transformagao infinitesimal, definimos a variagao total do campo

o (z#) por
ordr(at) = ¢ (x *) — ¢ (zt). (A.53)
Entao, se S,s(wH”) é a matriz antissimétrica que induz a transformagao
infinitesimal sobre os campos ¢,.(z*),

’ ’

dp(x ) = STS(waB)QSs(IH)
<5rs + ;S,?‘é@wa/;) s ()

= ¢p(a)+ %Sﬁfwaﬁébs(x“). (A.54)

Logo,
1
Orr(at) = 587 wapds(a"). (A.55)

Por outro lado, temos que

Sron(ah) = ¢ (z") — ¢p(aH)
= (¢ () = dr(2M) + (dr(z ") — Py ()
=8¢, (z'1) =00 Prdx™
= 36r(2") + Dathr J2°,
=weBzg

= 5@(:51”) + wo‘ﬁxgaagbr,

. / 7. 7’ . .
onde expandimos ¢,(z *) em série de Taylor até primeira ordem em ozt e
usamos (A.50). Porém, sob transformacoes infinitesimais, a variagdo da forma
funcional do campo (mantendo-se as coordenadas constantes) deve ser a mesma



A.6. OS GERADORES DO GRUPO DE LORENTZ 171

. . . . . . . ’
nos referenciais inerciais com e sem linha, ou seja, d¢,.(x *) ~ d¢é,.(x*), tal que
podemos reescrever a expressao acima como

Srdp(2h) = 3¢ (x") + w*P 2500y (A.56)

De posse dessas relagoes, podemos explorar a invariancia da densidade la-
grangiana:

6L = 0L(x") + (0o L)0z* = 0. (A.57)
Contudo, observemos que
; oL oL
oL(z") = 0, + 0(0,¢r),
( ) 8¢7‘ ¢ 8(3“(%) ( #QS )

de forma que, recorrendo as equacoes de Euler-Lagrange® satisfeitas pelos cam-
pos ¢,., segue

o oL oL
oL@ = o (a@am) 00t BBy Onr)

of.
= O <8<8m>5¢”>

- oL B
= 0, (8(3“(;57«)(5T¢T w J:g(f?a(br))

oL 1
— _ 7™ | ZgaB _aB
Oy <8(3H¢T) (25’,5 Waghs — W x/g(?aqzﬁr)) ,

onde usamos (A.55) e (A.56), lembrando que a variagao dos campos e de suas
derivadas se da a ponto fixo.
Em contrapartida, temos também

(0o L)z = 0,(Lox™) — LOg(d2™)
= Ou(Lw*Pzg) — Lw*? dpap,
——

=9ap

5A acdo é a funcao definida por
s = [ L6, 0u6r a)d's,
de forma que, exigindo que a agdo seja um extremo (principio variacional), determinamos as
equagoes de movimento conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange:
oL oL

52020 (55.5) ~ 5.5 =°
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sendo que, explorando a antissimetria de w"”, o segundo termo se anula e,

entao,
(0o L)oz" = 0o (Lw™Pap).

Portanto, compondo as duas relagoes acima, retornamos a (A.57) e obtemos
a relagao de continuidade

oL 1 y
it K g phY aB =
O (8@&@) (2Sm,msw ¢s —w xl,('?#gbr) + Lw x5> 0.

Usando a antissimetria de w"”, podemos desenvolver a expressao acima:

1 oL [

oL oL .
Qv _ o _
Oa |w a(8a¢r)suu,rs¢s +x, <8(aa¢r)av¢7“ Lo u)
oL .
—x, <8(3a¢,,-)aﬂ¢r — L6 #> =0
oL
v Woav Vo _
aa |:wuu (a(aa¢r)s T‘Sd)s + (Jf T T )>:| 0
ou, como w,,, ¢ arbitrario,

O MY =0, (A.58)

onde o tensor de energia-momento 7" ¢é definido por

oL .
o= 2 _gvé, — L, A.59
T o) ) g (A.59)

sendo a quadricorrente conservada (corrente de Noether) expressa por

auy

~ 0(0athr)

oL e,

S”V’Tsfbs + (x”ij — ¥ r (AGO)
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A partir da equacao de continuidade, podemos determinar as cargas con-
servadas (cargas de Noether). Assim, assumindo que os campos ¢, (z") eva-
nescem para & — 0o, integramos (A.58) sobre todo o espago e recorremos ao
teorema de Gauss:

Oy / MO By 4+ / MM Pr =0
V—oo V—oco

MimvnidS—0

:fSHOO

= O, / MO @3z = 0.
V—oco

Deste modo, as cargas conservadas sao escritas como
MM = / MO Py, (A.61)
V—oo

As cargas de Noether (A.61) definem os geradores (cldssicos) das trans-
formacoes homogéneas, visto que podemos determinar a vari¢ao d¢, dos campos
sob transformacoes de Lorentz infinitesimais através dos parénteses de Poisson
entre as cargas conservadas e 0os campos:

{¢T(x’)), ;wWM””} = ¢, (z”).

classico

Recorrendo a (A.55) e (A.56),
{&r(2"), MM} Jsssico = She ds(x”) + (210" — 20" )¢, (2). (A.62)

Agora, para acessarmos o cenario da teoria quantica, efetuamos o procedi-
mento de primeira quantizacao de forma que os paréntes de Poisson traduzem-se
em comutadores, enquanto os campos ¢, (z#) correspondem a operadores que
atuam sobre os vetores de estado. Assim, com base na relagdo (A.62), pode-
mos propor os geradores das transformacgoes de Lorentz homogéneas
no contexto quantico da seguinte forma:

M,y = i(2,0, — 2,0,) +iS,. (A.63)

Os geradores definidos acima, assim como os parametros w"”, sao antissi-
métricos e compoem um conjunto de 6 geradores independentes. Podemos
classificar os geradores em duas categorias:

1
Ji = 5eijeMir, (A.64)
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N; = My, (A.65)

onde 4, j,k = (1,2,3).

Os geradores J; estao associados a rotacoes espaciais e os geradores IN;
relacionam-se a boosts de Lorentz.

As relagoes de comutacdo que definem a algebra dos geradores M, sao
expressas por®

[Muua Mpa] = _i(gupMua - g;LaMl/p + guaMup - gl/pMMU)' (A66)

Dessa forma, a partir de (A.66), obtém-se as relagoes de comutacao para J;
e Nl

(Jis 5] = i€iji I, (A.67)
[Ji, N;j] = i€;ju Nk, (A.68)
[Ni, N;j] = —i€iji (A.69)

Observagao: notemos que a equagao (A.67) evidencia o fato de que os
geradores .J;, obedecem a dlgebra de momento angular e, portanto, sao efetiva-
mente os geradores de rotacoes.

A partir da composi¢ao de TL infinitesimais, podemos construir trans-
formagoes finitas. Assim, consideremos uma transformagao infinitesimal da
forma

1
I =1-3M.adp,

onde M é a matriz geradora da transformagao, n é o versor que define o eixo da
rotagdo e dp é o “angulo” de rotagdo. Assim, para construir uma transformagcao
finita parametrizada por um “angulo” ¢, efetuamos ¢/d¢ transformagoes infi-
nitesimais:

1 -
L=(1- iM.ﬁ&p)‘P/&P.
Tomando o limite em que §¢p — 0,
1 .
L =[lim (1 — =M.nbdp)t/%%)¢
s (1= 5 M.adp) /2717,

M.ﬁ&p, segue

de modo que, realizando a mudanca de varidveis da = f%

L =lim (1 + da)'/%9]®

6Estas relacoes sdo demonstradas no apéndice B.
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= [ = 3M7e, (A.70)

Portanto, podemos construir boosts e rotacoes finitas a partir dos operadores
Ly = e 3N 7x (A.71)

L, =e 3770, (A.72)

respectivamente, onde y é um angulo hiperbdlico que parametriza o boost e 6
um angulo trigonométrico que parametriza a rotagao.

Para finalizar, vamos construir os geradores de SL(2,C) associados aos
geradores NV e J de L.

Consideremos, primeiramente, um boost A infinitesimal que leva a um refe-
rencial com “velocidade” E em relagao ao referencial inercial de repouso:

{ 70 = xo—ﬁ.f,

/-

£ = o — Big0.

Sabemos que o efeito desta transformagao sobre os spinores mistos CO‘B =
£€%nP é dado por (A.21) (escrita abaixo em forma matricial)

¢ = AghAT.

Entretanto, A deve ser da forma A(A) = 1+ 0, onde § é um elemento
infinitesimal. Entao, desprezando termos de ordem quadratica em ¢, segue

¢ =C+6¢+ ot (A.73)
Agora, usando (A.22) em forma matricial e o boost definido acima,

¢ = i +2"I
= &.(&— F2°) + (2° — 5.2)
= (¢ =¢— (2" +3).5. (A.74)
Comparando (A.73) e (A.74), temos
8¢+ ¢t = —(32° +2).5,

de modo que, substituindo ¢ na expressao acima,

§+6T = el
§G+a5t = —p.

I

|
Qu
=
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A solucao deste sistema de equacoes consiste em
1. -
§=0"=—-3p.
270
Dessa maneira, a matriz de transformagao A(A) é da forma
1. =
AN =1- 56’.,6’, (A.75)

onde ,6_" ¢ infinitesimal.
Seguindo o mesmo procedimento que nos levou a (A.70), podemos construir
a matriz de transformacao finita A(A) de SL(2,C) a partir de (A.75)

Ay(A) = e~ 27, (A.76)

Esta matriz Ay(A) corresponde ao gerador, no SL(2,C'), de um boost de
Lorentz finito ao longo do eixo 7 e é parametrizado por 7 (parametro denomi-
nado rapidez).

Observemos que, usando a propriedade das matrizes de Pauli

(&) = {

podemos reescrever (A.76) expandindo a exponencial,

1, se l=par,
o.n, sel=impar,

n oo n
Ap(A) = cosh(§) - a.nsenh(g). (A.7T7)

De modo rigorosamente analogo ao que fizemos acima para um boost de
Lorentz, podemos construir o gerador de rotagdes no SL(2,C'), resultando em

Ap(A) = 2770 (A.78)

onde 6 é um angulo trigonométrico que parametriza a rotagao e n define o eixo
de rotacao.

Expandindo a exponencial em (A.78), e usando novamente a propriedade
das matrizes de Pauli indicada anteriormente, obtemos

A (A) = COS(g) + i&'.ﬁsen(g). (A.79)

Devemos enfatizar que as matrizes A, definidas em (A.76) sao hermitianas
e as matrizes A, definidas em (A.78) s@o unitdrias, ou seja, o conjunto dos
boosts de Lorentz constituem o setor hermitiano de SL(2,C), ao passo que
o conjunto de rota(;()e/s compoe o setor unitario. Por isso, podemos ver que
as representacoes D77 (A), em geral, nao sido unitarias, conforme comentamos
anteriormente.
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Apéndice B

Representacoes Unitarias
do Grupo de Poincaré

Nosso objetivo neste apéndice consiste em fazer uma breve digressao de
alguns tépicos referentes ao grupo de Poincaré, que consiste no grupo de si-
metria principal da mecanica quantica relativistica e exerce papel fundamental
na elaboragao do formalismo subjacente a teoria de spins altos. Vamos en-
fatizar em particular as representagoes unitarias deste grupo, no contexto
envolvendo particulas de massa nao nula, fornecendo os subsidios necessarios
para o estudo do formalismo desenvolvido por Weinberg (discutido no capitulo
2).

B.1 O Grupo de Poincaré Classico

No apéndice A discutimos o grupo de Lorentz homogéneo, que compreende
rotagoes (hiperbdlicas e trigonométricas) no espago-tempo de Minkowski e pre-
serva a forma quadratica invariante (z* — y*)?. Pode-se, porém, estender
este grupo homogéneo para acomodar também translagoes no espaco-tempo
zH = ot + A, z", construindo assim o grupo de Poincaré (ou grupo de
Lorentz nao homogéneo).

Conforme vimos anteriormente, o grupo de Lorentz pode ser particionado
em setores desconexos: Al (ortécrono préprio), Ai (nao-ortéerono préprio),
AT (ortéerono impréprio) e A (nao-ortécrono impréprio). Esta divisdo per-
manece valida também para o grupo nao homogéneo, de modo que podemos

179
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representar o grupo de Poincaré (D) esquematicamente como segue:

D =D} +PTD} +PD} +TDI;
—— = =
:Di =pT =DV

onde P e T representam as transformacoes de paridade e reversao temporal,
respectivamente.

O setor ortécrono préprio DI_ é 0 Unico que constitui um subgrupo do
grupo de Poincaré (como visto no contexto do grupo de Lorentz homogéneo);
portanto, doravante estaremos sempre trabalhando com este setor em nossa
discussao e faremos a seguir uma breve andlise deste grupo.

Um elemento g = (a,A) de DI_ é definido por uma translacao espaco-
-temporal ¢ e uma transformacao de Lorentz ortécrona e propria A*,. Dessa
forma, cada elemento g é caracterizado por 10 parametros independentes: 4
associados & translagao e 6 relativos as transformacoes de Lorentz (conforme
visto para o grupo homogéneo no apéndice A).

A lei de composigao entre elementos pertencentes a Dl é expressa por:
(al,Al)(CLQ,Ag) = (a1 —I—Alag,AlAg); (Bl)

onde os indices 1 e 2 acima referem-se aos elementos abstratos g1 e g2 (néo
correspondem a indices de Lorentz, os quais foram suprimidos na expressio)?!.

Observa-se que fazendo a; e as nulos, naturalmente recupera-se a lei de
composicao para o grupo de Lorentz, que corresponde ao grupo homogéneo,
conforme comentamos anteriormente. Agora, fazendo Ay = I e ay = 0, obtemos

(a1, 1)(0,Az) = (a1, A2),
de modo que uma transformacgdo de Poincaré? arbitraria compreende o

produto ordenado de uma transformacao de Lorentz e uma translagao,
nesta sequéncia.

1Esta lei de composicdo entre elementos de D1 pode ser expressa matricialmente se in-
troduzirmos uma representagao nao unitaria:

(a,A)—>(3 ‘11)

?Daqui em diante, por simplicidade, vamos nos referir as transformacées g = (a, A) per-
tencentes a DTF como transformagoes de Poincaré.
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B.1.1 Geradores do Grupo de Poincaré (DI)

No apéndice anterior, examinamos os geradores do grupo de Lorentz através
da andlise de transformacoes infinitesimais e obtivemos os operadores M, defi-
nidos em (A.63). Estes operadores compoem um conjunto de 6 geradores inde-
pendentes J; e N;, expressos em (A.64) e (A.65) respectivamente, responsdveis
por rotagoes e boosts, os quais correspondem as transformacoes homogéneas
do grupo de Poincaré Dl. Dessa forma, necessitamos construir apenas os ge-
radores relativos as transformagdes ndo homogéneas do grupo (translagoes).

Seguindo o mesmo procedimento adotado no apéndice A, definimos uma
translagao infinitesimal como segue:

at =t 4 et (B.2)

Diferentemente do caso envolvendo transformacoes homogéneas, abordado
no apéndice anterior, os campos ¢, (z*) preservam-se sob translagdes, ou seja
’ ’ . ~ 7
¢, (x ") = ¢, (a"), de forma que a variagdo total do campo é nula:

oo (zt) = 0.
Dessa maneira, observemos que
O0rdr (%) = 6¢p () + 02H 0,0 () =0,
de modo que a variagao da forma funcional dos campos fica expressa por
S () = —€"0ur (2%).
Recorrendo agora a invariancia da lagrangiana, temos
SL(x") + (9,L)dx" = 0,

de forma que, desenvolvendo esta relacado de modo similar ao que foi feito no
apéndice anterior (com o auxilio das equagoes de Euler-Lagrange), segue a
corrente de Noether

oL o
3“ (Wﬁsﬁf?r) + (0 L)dx™ =0,

, OL N 2\
Ou ( A0y O )“’“‘L) =0

v 8L « LT _
—€ aﬂ ((Wau¢r($ ) - gt L) =0,
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8L v « VLT o
aﬂ (a(aud)r)a ¢T(I )79 ML) *0

=THV

= 9, =0,

onde 7" é o tensor de energia momento (A.59).
A partir da corrente conservada, determinamos as cargas de Noether inte-
grando sobre todo espaco, obtendo

pPY = / ™dr,
V—oo

que corresponde, naturalmente, ao quadrivetor energia-momento.

Portanto, o quadrivetor energia-momento constitui o gerador de trans-
lagoes. Examinando os parénteses de Poisson entre P” e os campos ¢,., veri-
ficamos que

{¢r(xu)7 _EVPV}cléssico = 5¢r(wu)
= {(br(wu)?PV}cléssico = 6V¢T($M).

Dessa maneira, efetuando o procedimento de primeira quantizacao conforme
discutimos no apéndice A, propomos os operadores de quadrimomento p,
no contexto da teoria quantica de acordo com

ﬁu = ia},&' (B3)

De posse dos geradores de translagao expressos acima, podemos construir o
operador de translagao finita (unitdrio) a partir da composigao de transla-
¢oes infinitesimais de forma andloga ao que foi feito no apéndice A para rotagoes
e boosts. Deste modo, apds avaliarmos o limite envolvendo sucessivas trans-
formacoes infinitesimais, resulta

Ula,I) = ePra", (B.4)

Assim, os geradores do grupo de Poincaré (Dl) correspondem ao conjunto
expresso abaixo, composto por 4 operadores de translacao (p*), 3 de rotagao

=

(J) e 3 relativos aos boosts (N):

ﬁu :ia;u n= 1a23374;
Ji = %Elmann = i(l'7rzan - xnam)v Lym,n =1,2,3;
Ny, = Mo = i(200k — 2100), k=1,2,3.
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As relagoes de comutacao que definem a dlgebra dos geradores homogéneos
sao dadas por (A.67), (A.68) e (A.69), ao passo que os operadores de quadri-
momento satisfazem a relagdo bem conhecida

[p",p"] = 0. (B.5)

Completando a estrutura algébrica do grupo de Poincaré, temos ainda uma
relacdo de comutagdo entre os geradores M, (que compreende J e N) e p,:

[Muuvﬁp] = i(gupﬁu - g/tpﬁu)- (B-G)

Esta relagao, bem como (A.66), pode ser demonstrada de forma simples com
o auxilio de representacoes unitarias do grupo de Poincaré. Portanto, reserva-
mos a demonstracao destas identidades para a secao em que as representacoes
unitarias sao discutidas.

B.1.2 Operadores de Casimir

A partir dos geradores discutidos nos paragrafos anteriores, podemos cons-
truir os operadores de Casimir do grupo (DL) Estes operadores comutam
com todos os geradores do grupo e correspondem, portanto, as quantidades
conservadas frente a transformagcoes relativisticas.

Um candidato natural a operador de Casimir consiste na massa da particula,
que é um escalar sob transformagoes de Lorentz. De fato, conforme discutimos
no apéndice A, a forma quadratica p,p" corresponde a um escalar de Lorentz
e, recorrendo a relagao de energia momento (1.1), verifica-se que este invariante
consiste no quadrado da massa (m?). Assim, o operador quadrimomento
quadréatico comuta com todos os geradores do grupo de Poincaré (pois cor-
responde a um escalar) e, portanto, constitui em um operador de Casimir:

Ch = pupt. (B.7)

Em contraponto ao invariante que obtivemos acima exclusivamente a par-
tir do operador quadrimomento, nao é possivel construirmos um operador de
Casimir partindo apenas do gerador M,,,. Dessa forma, vamos definir a seguir
um novo objeto através da composicao de p, e M, :

1 R
wy, = —§EWPUM”ppU, (B.8)
onde
+1, para permutagoes pares da sequéncia de indices (1,2,3,4),
€uvpe = 4 0, para indices repetidos,

-1, para permutagoes impares dessa sequéncia.
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O operador (B.8) acima ¢ denominado vetor de Pauli-Lubanski e carrega
a informacao fisica referente ao spin da particula, conforme verificaremos em
breve.

Analisaremos agora algumas propriedades exibidas por este operador, con-
siderando a contragao

1 MVPHT Hlt -
wup~ = _§€uypo pp;

de (B.5), temos que p?pH é simétrico nos indices o e p enquanto €,,,, €
antissimétrico nesses indices, resultando a “relacao de ortogonalidade”

wypt = 0. (B.9)
Além disso,

) 1 o 1 R .
[wuapy] = _ieuaﬁ)\Maﬁp)\pu + ieuaﬁ)\pl/Maﬁp)\
1 D 1 " .
= _§€uaﬁ>\Maﬁp)\pu + §€ua6)\guapUMaﬁp)\-
Porém, com o auxilio de (B.6), podemos desenvolver o segundo termo do
segundo membro acima:

1

. N 1 . . . . .
[ p0] = —GeuaprM Bprp, + S EnasrGuo (M*Pp7 —i(g°7 o — g*Bp)) P
1 N o X o
— _QGMQBAMaBpApV + ieuaﬁ)\Maﬁpr)\ - §€,ua,3)\gua(gﬁapa - gagpﬁ)p)\
7 o 7 A
= —5hanx 909" o™ + 5 €nsr Gvo g™ pep’

5,° [

) S Y
= _§6uau)\pap + §€;LVB)\pﬁp
_ . PEPON
=  —€uavAPal -
Agora, observemos novamente que €,q, ¢ antissimétrico nos indices « e A,
em contraste com o produto pop*, que é simétrico. Portanto, a contracdo é
nula e obtemos a relagao de comutacgao

[wWy, D] = 0. (B.10)

De posse do vetor de Pauli-Lubanski, é possivel construirmos a forma quadré-
tica 1
wywt = ZGMV/\UGNQB’YMW\ﬁUMaﬁﬁW'
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O operador acima pode ser conduzido a uma expressdo mais conveniente
com o auxilio da seguinte relagao:

6% 0%\ 0%
Curoe' P =—| 88, 8P\ 88, |. (B.11)
07, N 67,

Assim, desenvolvendo o produto w,w* com o auxilio de (B.6), (B.8) e (B.11)
e explorando a antissimetria de M*" resulta
1
wwh = Z(—aay(s%mg — §%\8P,67, —5%,6°,675
+07,6738% + 6726%56%, + 67 56%,0%\) M p” Magp-

1 afs ~ N A~
- 1(—zM B Mogpy + AM P 5™ My sp.,)

= MG (Mo, — i(gsube — Geis))
_,_Mvﬂgau (Maﬂﬁu - i(gﬁuﬁa - gauﬁﬁ)) 157

= —%M P Mapppy + %M (657 Pe — 00 Pa)py + M Mopp®psy
—iM?(85% Po — 4P5) Dy

1 a PRI NN ; Habh
- —§M O Magp"py + M7° Mogp®py + 2iM7 pp.,.

Entretanto, o operador M7# é antissimétrico nos indices v e 5 e, novamente,
a contracao com o operador simétrico pgp, ¢ nula, de forma que o tltimo termo
da expressao acima se anula e a forma quadratica do vetor de Pauli-Lubanski
fica expressa por

o 1 A
wywh = My MPppg — 5M(mMO‘ﬁpﬂﬂ. (B.12)
Este operador, assim como p,p*, ¢ um escalar sob transformagoes rela-
tivisticas. Dessa forma, (B.12) comuta com todos os geradores do grupo de
Poincaré e, portanto, também corresponde a um operador de Casimir do grupo:

Cy = wyw". (B.13)

Com o intuito de depreendermos o contetido fisico inerente ao invariante
acima, vamos examinar os autovalores de (B.13) no estado que corresponde ao
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referencial de repouso da particula:

. (o 1 o
wyw [F=0) = MyaM™ phg |5i=0) —5MagM® pp” |7 = 0)
N ————
—m267068 o|F=0) —m2|j=0)

m2
<m2M0aMOa _ 2Ma,8Ma,8> ‘ﬁ: O> )

Explorando a antissimetria do operador M,,, para desenvolver o termo entre
parénteses e recordando a relacao (A.64), segue

1 .
w,wh [P=0) = —§m2 M;; M"Y |p'=0)
N—_——
=252
= —m’S?|F=0)
= —m2s(s+1)|F=0). (B.14)

Assim, conforme mencionamos anteriormente, o invariante Co carrega a
informacao referente ao spin da particula que, assim como a massa, é uma
quantidade conservada.

A partir dos operadores de Casimir C e Cy podemos identificar as repre-
sentacgoes irredutiveis do grupo de Poincaré, de forma que os invariantes m
e s associados a estes operadores compoem os rétulos destas representagoes.
Os vetores de estado (responsdveis pela informacao referente ao sistema
quéantico) pertencentes a uma determinada classe de representagdes sao rotu-
lados através dos autovalores de um conjunto completo de operadores, cons-
truidos a partir dos geradores p,, e M,,,, os quais comutam com os operadores
de Casimir. Em particular, a luz das relagdes (B.5) e (B.10), podemos adotar o
conjunto completo constituido pelos operadores p,, e w3, este tltimo associado
a projecao z do spin no referencial de repouso, de forma que os vetores de estado
que constituem a base desta representagao, conhecida como base candnica,
sao identificados como segue:

[P, ms;m, s)

onde p' e mg correspondem aos autovalores correspondentes aos operadores do
conjunto completo para esta representacao e m e s referem-se aos invariantes
associados aos operadores de Casimir do grupo®.

3Doravante adotaremos sempre a representacio padrdo dos vetores de estado (a menos
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B.1.3 Representacoes Unitarias do Grupo Classico

Na teoria quantica, sabemos que a forma quadrética definida por |(aq|az)|?
representa a densidade de probabilidade de transicdo entre os estados |ay) e
|ca). Assim, para preservarmos a probabilidade ao efetuarmos uma mudanga de
representacao dos vetores de estado, recorremos a transformagoes unitarias
Ulg)-

Dessa forma, os vetores pertencentes a representagoes distintas do grupo de
Poincaré sao conectados através de uma transformacao unitaria conforme

’a/> —Ula), (B.15)

de modo que a densidade de probabilidade nas duas representagoes efetivamente

se preserva,
!’ !’ 2 ’
<O‘1 |042 = o51

(o |oz) [

, 2
U+U‘a2>‘

A seguir, definiremos as leis de transformacao dos geradores do grupo medi-
ante a atuagao de operadores unitarios. Entretanto, é conveniente discutirmos
primeiramente algumas propriedades dessas transformacoes.

A partir da lei de composic¢ao definida em (B.1), obtemos a regra do produto
para as transformagoes U(g):

U(al,Al)U(ag,Ag) = U(a1 —|—A1a2,A1A2). (B16)

Esta relacao sugere uma expressao para o elemento inverso do conjunto de
transformagoes unitdrias da seguinte forma:

U ta,A) =U(-A""a, A7), (B.17)
Dessa maneira, com base em (B.16) e (B.17), obtemos a relagao
U10,\U(a,A) = U(A ta, I). (B.18)
Analogamente, podemos escrever a seguinte identidade:

U0, A)U(0,A2)U(0, A1) = U(0, A7 AgAy). (B.19)

que outra representagao seja mencionada explicitamente) e, por conveniéncia, denotaremos os
vetores de forma mais compacta como |p, ms), onde omitimos os rétulos referentes & massa e
ao spin da particula pois, neste apéndice, estamos interessados em construir as representagoes
unitdrias para estados de particula tnica e estes valores sdo fixados pelo préprio contexto,
devendo ser subentendidos.
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De posse desses resultados, passemos agora a examinar as transformagoes
infinitesimais que nos conduziram aos geradores do grupo. Assim, analisando
a translagao infinitesimal (B.2), podemos escrever

Ule,I) =1+ ie"p,.

Com o auxilio da relagao (B.18), desenvolvemos a expressao acima da seguinte
forma:

UA e, I) = U0,A) U(e,A)
N——
=U(e,1)U(0,A)
L4+i(A™YY ep, = U H0,A)(1 +ie"p,)U(0, M),
(AN e p, = UTH0,A)pU(0,A).

Entretanto, usando a relagao (A~1)# = g“a(AT)angl,, obtida no apéndice
A, resulta a lei de transformagao do operador momento sob representacoes
unitarias do grupo de Poincaré

EMUil(Oa A)f)uU(O7 A) = eﬂgyaAﬁagﬂuﬁu
= G#Auyﬁu
= U10,A)p,U(0,A) = A, D, (B.20)

De modo semelhante, efetuamos a andlise de uma transformagao de
Lorentz infinitesimal (A.63):

UO,A) =1— %wWMW.

Observagao: cabe ressaltar o fato de que embora as transformacoes de
Lorentz finitas nao sejam necessariamente unitarias, conforme discutimos no
apéndice anterior, as transformagoes infinitesimais exibem este carater unitario.

Assim, substituindo esta transformagao infinitesimal em (B.19), obtemos

U=10,A) (1 - ;w/WMW) U0,A) =U(0,A""A'A).
Contudo, precisamos desenvolver separadamente o lado direito desta ex-

pressdo. Para isto, recorremos a relacao (A.50) para transformagoes infinitesi-
mais:

(ATA A (A~HE A% AP,
~~

=6pg+w’ g

= 5, 4+ (ATYHE w' AP,

[e3
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S UO,ATTAA) = 1— = (A" w*PAg" M,

——
=AM

N | .

1-— %Aa‘uABl’w,aﬁMuy.

De posse desse resultado, podemos retornar ao desenvolvimento da relagao
da qual partimos logo acima para construir a lei de transformacao dos geradores
homogéneos M,,,,, induzida pelas representagoes unitarias do grupo:

U=H0,A) (1 - ;w’“”MW) UO,A) =1— %A#a AP M

= U0, A) M, U(0,A) = A, A" Mp. (B.21)

Para finalizar esta segao, vamos efetuar agora a demonstracao das relagoes
de comutacao (B.6) e (A.66), que deixamos em aberto no texto e que decorrem
de maneira natural das leis de transformacao dos geradores sob transformacoes
unitdrias. Assim, explorando as transformagoes infinitesimais (A.50) e recor-
rendo as relagdes (B.20) e (B.21), obtemos

U=H0,A)p,U(0,A) = A, po,
i ) i - oy
(1 + 5“1# Mw) Pp (1 - 5“’ BMaB) = (0,7 +w,")Po,

1

R . { . 1 . R .
Dp + 2w"“’Mpr — fwo‘ﬁppMag + Zw“”waﬁMprMaﬂ =p,+ w,” Do,
—~—

2

~0 =gppwh?

7 R 1 R ~
§wW[MW’pp] = 5(9puwwpv + Gor 0" Pp),
inV[M#V’ﬁP] = wh” (gpuﬁu - gpuﬁu)?

onde desprezamos contribui¢oes de segunda ordem nos parametros infinitesi-
mais e usamos a antissimetria de w*”, conduzindo-nos a relacao (B.6),

[Muwﬁp] = i(gpuﬁu - gpuﬁu)- (B'22)
Similarmente, examinando os geradores homogéneos, temos

Uﬁl(oa A)Man(O, A) = ApaAoﬁMa[%

i ;
<1 + 2wWMW) Mpo (1 a 2mem) = (8," + w,*) (06" + we") Mo,



190 APENDICE B. ASPECTOS DO GRUPO DE POINCARE

1
Mo + w MMM ye — iw Mo My + 4wwmeuuMp0Mm

2

~0
My + 0o Mys 4 w,% Mpy + w,%w,” Mg,
—_——
~0

7
§wl“j[M,uw M ] = ga,uwijpu + gp,uwleyov

de forma que, explorando novamente a antissimetria de w*”, resulta a relacao
(A.66),

i v v 1 v
iwu [M;wa M ] = 2 wh (ga,uMpu - gcn/Mpy) + iwu (gpp.Muo - gpuM;m)
[Mw/v M } = _i(gO'HMpIJ - gm/Mpu + gpuMVO' - gpuMuo)~

Nas segoes subsequentes, vamos buscar as representacoes explicitas para as
transformagoes unitarias, enfatizando em particular as transformacoes associ-
adas a particulas de massa nao nula (m? > 0).

B.2 O Grupo de Poincaré Quantico

Os resultados que obtivemos nas se¢oes anteriores referem-se ao grupo de
Poincaré cldssico (embora tenhamos feito referéncia, em algumas situagoes, a
aspectos da teoria quantica); todavia, para acomodarmos a teoria de spins al-
tos neste formalismo, necessitamos recorrer a versao quantica do grupo. Esta
necessidade é oriunda do fato de que o grupo cldssico exibe um espago de
pardmetros duplamente conexo (esta caracteristica se manifesta na relacao ho-
momdrfica entre o SL(2,C) e o L, discutida no apéndice A), o que dificulta
a transigao para o cenario de sistemas quanticos. Desta forma, o grupo de
Poincaré quantico DI_ corresponde ao grupo de recobrimento do corres-
pondente classico, exibindo um espaco de parametros simplesmente conexo, e
constitui o plano de fundo para as secoes seguintes?*.

Os elementos do grupo Di sao definidos a partir dos elementos g = (a*, A*,)
do grupo cléssico, explorando a relacdo (homomorfismo) entre L, e SL(2,C)
discutida no apéndice anterior. Assim, as transformagoes de Lorentz A*,
sao mapeadas em elementos A € SL(2,C) e os quadrivetores associados &

4A discusséo referente ao espaco de parametros dos grupos classico e quantico e as técnicas
formais para a transi¢do de um grupo multiplamente conexo para um grupo de recobrimento
simplesmente conexo, foge ao escopo deste trabalho e, portanto, serd omitida. Para maiores
detalhes, remetemos o leitor as referéncias [31] e [43].
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translacao sao expressos através da matriz hermitiana a = o,a* de acordo com
(A.7), de modo que um elemento do grupo de Poincaré quantico é definido por
estes dois objetos: § = (a, A).

Com o auxilio da relacdo (A.8), que define a lei de transformagcao de a
induzida por uma transformacao de Lorentz A no SL(2,C), podemos escrever
a lei de composicao (B.1) do grupo cldssico em sua versao quantica de acordo
com

(al,Al)(ag,Ag) = (a1 —|—A1G2AT7A1A2>. (B23)

Naturalmente, fazendo A; = I e ay = 0 verifica-se que um elemento ar-
bitrario ¢ pode ser decomposto em uma transformagao de Lorentz seguida de
uma translacao, assim como ocorre no caso classico:

(a,I)(0,A) = (a, A).

Essa separabilidade do grupo nos permite investigar de forma independente
as representagdes unitdrias associadas as transformagoes de Lorentz (U (0, A))
e as relativas a translagoes (U(a, I)).

Dessa maneira, examinando o setor de translagoes com o auxilio de (A.7),
verifica-se que ha um mapeamento injetivo entre as matrizes a e os quadri-
vetores a* sobre todo o conjunto {a*}. Portanto, devido a essa bijecao, as
representacoes deste setor do grupo quantico coincidem com as representacoes
do respectivo setor de translagoes do grupo classico, de modo que as trans-
formagoes unitarias de D1 associadas a translagoes ficam expressas por (B.4):

Ula,I) = ePra",

Precisamos agora analisar as representagoes unitarias do subgrupo homogé-
neo de Dl, associado as transformagoes de Lorentz. Para isso, vamos definir
primeiramente o grupo estaciondrio (ou, mais comumente denominado little
group), seguindo a proposta pioneira devida a Wigner em seu estudo referente
as transformagoes unitdrias do grupo de Poincaré.

B.2.1 O Little Group e o Operador de Wigner

De acordo com o exposto no apéndice A, a matriz ps referente ao quadrivetor
momento p* (i.e.,(A.7)) transforma-se conforme (A.8) sob transformacoes de
Lorentz: )

p, = Ap AT,

Consideremos, entao, as matrizes A(ps) que deixam invariante o momento
Ds:

ps = A(ps)ps AT (ps). (B.24)
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Estas matrizes constituem um subgrupo L(ps) de SL(2,C), denominado
little group (ou grupo estaciondrio) de momento p;. De fato, tendo em
vista que as matrizes A(ps) pertencem ao SL(2,C) e que o produto A; (p,)Az(ps)
também preserva o operador momento pg, temos

Al (ps)AQ (ps)ps (Al (pS)A2 (ps))+ = Al (ps) AQ (ps)psA;_ (ps) AT (ps)
—_———
=ps

= Ai(ps)ps AT (ps)

= ps;
de modo que a propriedade de fechamento ¢ satisfeita, bem como as demais
propriedades de grupo. Assim, o conjunto de matrizes A(ps) efetivamente
constitui um subgrupo.

Agora, considerando dois momentos distintos ps e ps conectados via trans-
formagao de Lorentz a(ps, ps)® segundo (A.8),

Ps = Oé(pmljs)ﬁsa+(p37ﬁs)7 (B25)

pode-se investigar a relagao entre os grupos estacionarios L(ps) e L(ps). Com
efeito, se A(ps) € SL(2,0) entdao A(ps) = a1 (ps, ps) A(ps)a(ps, Ps) pertence a
L(ps), como podemos verificar diretamente:

A(ﬁs)ﬁeg+(ﬁs) = Ofl(ps,ﬁs)/i(ps)Oz(ps,ﬁs)f)soz+(ps,ﬁs)A+(ps)a71+(ps,ﬁs)
=Ps
a™ (ps, Ps)psa ™ T (ps, s)
= Ds-

Portanto, fixando o operador «(ps, Ps), denominado operador de
Wigner, podemos construir uma relagdo univoca entre as matrizes A(ps) e

A(ps), pertencentes aos grupos L(ps) e L(ps), respectivamente, expressa por

A(ps) = alps, ps)Aps)a™ (ps, Bs), (B.26)

sendo os grupos L(ps) e L(ps) isomorfos. Assim, é suficiente considerarmos
apenas um little group L(ps) associado a um momento padrao ps escolhido
convenientemente.

Podemos, entao, construir agora um mapeamento univoco entre elementos
A do grupo de Lorentz homogéneo e elementos pertencentes ao little group

5Neste caso, denotamos a matriz que executa a transformacio de Lorentz por a(ps,Ps)
para distinguir a transformacao que conecta um momento arbitrario ps ao momento padrao
Ps que definiremos em breve.
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padrao L(ps). Sendo assim, consideremos uma transformacao homogénea in-
duzida por A sobre um quadrivetor py,

pe = Ap At
De acordo com (B.25),% temos
{ Ps = aps, Ps)Psa™ (ps; D),
Py = Py, Ds)Psa™ (P, Ds)-
Logo, aplicando na relagao anterior, segue
o

a(psaﬁs)ﬁsa psaﬁs) = Aa(ps,ﬁs)ﬁsa+(ps,ﬁs)z4+,

de modo que, multiplicando & esquerda por o+ (p/é ,Ds) e a direita por a 1T (p/é ,Ds)s
Bo = (07 (pa B) Aapss 54) ) By (0 (pa ) AT 0™ (01 54) ) 5
dessa maneira, a matriz A(p,, A) € L(ps) deve ser expressa por

A(ps, A) = a7 (py, Bs) Aa(ps, Ps )

Portanto, ao fixarmos o operador de Wigner a(ps, ps) = a(pf) obtemos uma
relagao bijetiva entre as matrizes A € SL(2,C) e as matrizes A € L(ps):

A= a(p)A(A)a" (ps). (B.27)

Este mapeamento entre as matrizes A e A exerce papel central na cons-
trugao de representacoes unitarias do grupo de Poincaré, de modo que pre-
cisamos agora determinar uma forma funcional concreta para o operador de
Wigner. Assim, restringiremos nosso estudo ao contexto de particulas de mas-

sa ndo nula (m? > 0) e examinar mais detalhadamente o grupo estacionario
neste caso.

Neste cenario, é conveniente adotarmos o momento padrao como o qua-
drimomento no referencial de repouso: ps = ml (onde I denota a matriz iden-
tidade). Assim, explorando (B.24), temos

A(ps)mAT (ps) = m

6Existe uma arbitrariedade na lei de transformacdo expressa em (B.25), que consiste no
fato de as matrizes a(ps, Ps) e a(ps, ps)A(Ps) conduzirem ao mesmo resultado:
ps = a(ps, Ps) A(ﬁS)ﬁsA+ (Ps) at (ps:Ps) = a(p37ﬁs)ﬁsa+ (Pss Ps)-
—_— —————
=Ps
Assim, para estabelecermos uma relacao injetiva entre os momentos ps e pPs, precisamos
propor uma forma fixa para o operador de Wigner (a qual discutiremos em breve).
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Portanto, a relagao acima evidencia que o little group L(ps) para um qua-
drimomento tipo-tempo é mapeado em SU(2):

A ReSU2).

De posse deste resultado e com o auxilio de (B.25), é possivel entao construir
o operador de Wigner para particulas de massa nao nula. De fato, podemos
escolher (explorando a liberdade a que nos referimos anteriormente entre as
matrizes o e aR) a matriz a(ps) como um boost de Lorentz que conecta o
referencial de repouso com um referencial inercial de momento p*. Estes boosts
pertencem ao setor hermitiano do grupo homogéneo, conforme discutimos no
apéndice anterior, de forma que

a™(ps) = a(ps).
Dessa maneira, retornando a (B.25),

p
012(]35) = as

Porém, de acordo com (A.77), podemos escrever a(ps) como
_ N _zn 1
a(ps) = cosh (2> & .nsenh <2> , (B.29)

de modo que, substituindo na relagao anterior,

(cosh2 (g) + senh? (g)) — <QSenh (g) cosh (g)) o.n = j“; ,

=cosh(n) =senh(n) =Lo,pr

p’  ap

cosh(n) — senh(n)d.n = — + —.
m m

Assim,
{ cosh(n)  =p’/m,
senh(n) = —|[p]/m,
ou seja,

= -arcten (). (B.30)

pO
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. ~ 1. . O+m
Efetuando manipulacoes algébricas simples, obtemos cosh (%) = /5
senh (1) = — p(;:nm e reescrevemos (B.29) na forma
B pO +m o pO - m
alps) = om0 o
L 0
= —————(m+p +5n/(P°—m)(p’+m
o Vi~ )0+ m))
=[pl
0 - -
_ mtpr tor (B.31)
2m(m + pY)

onde usamos a relagao relativistica de energia-momento (1.1).

Para finalizar esta revisao acerca das representagoes unitarias do grupo de
Poincaré quantico, vamos determinar a forma explicita destas representacoes
no cenario de particulas de massa nao nula.

B.2.2 Representacoes Unitarias no caso m? > 0

Consideremos uma particula livre de massa m e spin s. Os vetores que
constituem a base (canonica) dos estados acessiveis a esta particula (desconside-
rando varidveis nao referentes a estrutura espago-temporal) sdo designados por
|p, ms) conforme discutimos anteriormente, de modo que a relagao de complete-
za para este conjunto de estados pode ser definida no espaco dos momentos por

Z/ |pam9 p,ms| =1, (B.32)

sendo a condicao de ortogonalidade expressa como

<p/ ) m;‘ﬁ, m8> = 2p05(ﬁ_ p/)éms,mg' (B-33)

Assim, um vetor de estado arbitrario |¥) pode ser construido em termos
dos vetores de base |p, ms) com o auxilio de (B.32):

dp .
=3 [ 55 mm) me), (B.34)

onde a quantidade definida por (7, ms|¥) = 1(p, ms) é denominada fungao de
onda de Wigner. As fungoes de onda devem ser de quadro integravel para
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que exista o pI‘OdutO escalar

Agora, sob a atuacdo de uma transformagao de Lorentz A, um vetor de
estado |p, ms) da base candnica transforma-se de acordo com

[, ms) = U(0, A) [p,ms) .

Dessa forma, examinando a atuagao do operador momento sobre o novo
estado, com o auxilio de (B.20), temos

U(O, A) ‘ﬁ; ms> = U(O, A)Auuﬁu ‘ﬁ; ms>
——
:PU‘ﬁv"LS>
= ApU(0,A)[p,ms)
= p U0, A)|p,my).
O novo estado é, naturalmente, autoestado de momento com autovalor p;.
Ao efetuarmos a transformacao de Lorentz, as projecoes de spin também se

modificam. Portanto, o vetor de estado transformado deve ser escrito em uma
base de autoestados de spin da seguinte forma:

U(0,A) |p,ms) =

) Vi, (5, 4), (B.36)
m
onde V, r, . (p, A) sdo matrizes que atuam sobre as varidveis de spin.

ASSiHSl, a relagao (B.36) exibe a forma funcional do operador unitério, de
modo que nossa tarefa agora consiste em determinar as matrizes V, /,, . Para
isso, exploramos a prépria caracteristica unitéria de U(0, A) e recorremos i
relagao de completeza (B.32):

a3 . |
U, AU*(0,4) = /%ZU(O,A)Ip,ms><p,ms|U+(07A)

- [yl

ms ms ms

+ - 7
> m mng m <p 7m8

entretanto, para recuperarmos a matriz identidade do lado direito da expressao

acurna as matrizes Vm/m devem ser unitdrias:

V., VT =6 u. (B.37)

moms M m momg
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Agora, observemos que uma transformacao de Lorentz /i(ps) pertencente
a um grupo estacionario de momento ps (L(ps)) induz uma transformagao
unitdria sobre um estado |p, ms):

U0, Ap)) [7.ms) = 3 B ) Vit o, (00 ABS)), - (B38)

/
ms

de modo que as matrizes V(A(p,)) correspondem a representacdes do little
group L(ps).

Contudo, conforme mencionamos anteriormente, os grupos estacionérios
correspondentes a momentos distintos sao isomorfos e seus elementos podem
ser conectados através do operador de Wigner a(ps) ao little group padrao
L(ps). Dessa forma, definindo L(ps) como o grupo estaciondrio relativo ao
quadrimomento no referencial de repouso e fixando o operador de Wigner como
(B.31), é suficiente estudarmos as matrizes V (ps).

De fato, definindo os vetores da base canonica associados ao momento p’ em
termos dos vetores da base relacionada ao momento canoénico p de forma que
as varidveis internas da particula (referentes a spin) sejam preservadas, temos

|ﬁa ms> = U(Oa a(ps)) Lﬁa ms> :

Assim, investiguemos as matrizes V' (ps, A) para uma transformacio ar-
bitraria A em termos das matrizes referentes ao little group V (ps, A(ps)). Mul-
tiplicando (B.36) & esquerda por U~1(0, a(p,)), obtemos

U=0,a(p,))U(0, A) |5, ms) U0, a(p,)

/
s

= > U0, a(p,)) ‘5’, m;> Vit m, (Ps: A)

pl? m€> ‘/'rn;'rn,‘5 (p97 A)

Em contrapartida, desenvolvendo o lado esquerdo da expressao acima tendo
em vista (B.23), (B.27) e (B.38),
U0, a(p))U (0, A) [Fyms) = UH0,a(p,))U(0, AU(0,aps)) [B, ms)
= U(0,a" ' (p,)Aa(py)) |5, ms)
—_——

=A
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= U0, A() [pms)
B ) Vi, (s A(p2)):

m

Comparando os dois 1ltimos desenvolvimentos acima, verifica-se que as ma-
trizes V(ps, A) e V(ps, A) coincidem, de forma que basta examinarmos as ma-
trizes referentes ao little group.

Na secao anterior, vimos que o little group que definimos para o caso de
particulas de massa nao nula admitia um mapeamento entre seus elementos
e os elementos de SU(2). Assim, como as matrizes V(A) constituem uma
representacao deste little group, estas sao expressas como as representacoes

unitérias D?(A) do préprio SU(2):

=D, .
Vm;ms WL'S,mS
Dessa maneira, obtemos finalmente as representacgoes unitdrias (irre-

dutiveis) de D1 para particulas de massa nao nula (m? > 0) e spin j através
das expressoes (B.4) e (B.36):

Ula, 4) |g.m,) = e 3

/
mg

pom ) D3, (A (B39)

moms

Convidamos o leitor interessado no estudo de representacoes unitérias do
grupo de Poincaré para particulas de massa nula a consultar as reférencias [31]
e [43].

B.3 Referéncias do Apéndice
Destacamos as referéncias deste apéndice abaixo:

[27] Wigner, E. P. “On Unitary Representations of the Inhomogeneous
Lorentz Group”. Ann. Math. 40, p. 149, 1939.

[28] Corson, E. M. “Introduction to tensors, spinors and relativistic wave
equations”. Segunda edi¢ao, Chelsea Publishing Company, 1953.

[31] Novozhilov, Y. V. “Introduction to Elementary Particle Theory”.
Pergamon Press, 1975.

[33] Greiner, W.; Reinhardt, J. “Field Quantization”. Springer, 1996.
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[35] Itzykson, C.; Zuber, J. “Quantum Field Theory”. McGraw-Hill, 1980.

[39] Ryder, L. H. “Quantum Field Theory”. Segunda edi¢do, Cambridge
University Press, 1996.

[41] Stancu, F. “Group Theory in Subnuclear Physics”. Oxford University
Press, 1996.

[43] Ohnuki, Y. “Unitary Representations of the Poincaré Group and Rela-
tivistic Wave Equations”. World Scientific Publishing, 1988.
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Apéndice C

A Funcao de Pauli-Jordan

O principio de causalidade exerce papel fundamental em toda teoria
fisica. Em particular, na mecanica quantica relativistica, este principio de-
nominado microcausalidade determina os observéveis fisicos que podem ser
mensurados independentemente, ou seja, estabelece que medidas efetuadas em
pontos conectados via quadrivetores tipo-espaco nao exercem influéncia entre
si. A fungao de Pauli-Jordan manifesta a informagao referente ao carater
causal da teoria e, para complementar a discussao a respeito da covariancia
das equacoes de onda estudadas, apresentamos neste apéndice as principais
caracteristicas desta funcao.

A funcao de Pauli-Jordan é definida por:

{ d3p ipy (xH —y* —ipy (zh —y*

onde p’ = /p? + m? e a integracdo é efetuada sobre todo o espaco dos mo-
mentos.

Agora, fazendo y* = 0, observemos que esta funcao satisfaz as seguintes
condigoes de contorno:

1. em z# = (0, ), temos

A(0,7) =
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porém, como o integrando é impar com relacao ao intervalo de integracao,
a funcao se anula
A(0,Z) = 0. (C.2)

2. avaliando a variagdo temporal da fun¢ao em t = 0, obtemos

8A(Jj#) . 7 8/d3p( ippat —ipl/c“)
ot |,_,  (@2m)B3ot) 2p c c o
1 dgp ip, ot —ip,xt
- (2w)3/7 (e e >t:o
1 v 5z, —ipz
- _(2w)3/7(6p' +e7)
=6(%)
= (). (C.3)

Além disso, a fungdo de Pauli-Jordan é solucao da equacao de onda nao
homogénea:
(Pup" + m*)A(z") = 0. (C.4)

Com efeito, temos

5 HY i d3p ip —ip,xt
BN = (@R = V) [ 5 (et — e

=—m?2

= —m?A(z"),

de forma que segue a relagao (C.4). Esta equagao, munida das condigoes de
contorno (C.2) e (C.3), determina a unicidade da fun¢ao de Pauli-Jordan.

Podemos ainda reescrever a fun¢ao A(z* — y#) de forma a evidenciar sua
caracteristica covariante. De fato, redefinindo a componente temporal do qua-
drivetor como wo, temos

] d3 . P . P
Al — ) = (2;)3 / il (et @A) iF @) _ i A0

Assim, introduzindo uma varidvel tipo-tempo p° e estendendo a integracao
para quatro dimensoes, segue
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Az — y) 5(p° + w)e i’ (@' —v*)=ip.(F-9) |

2p0
o(p° — wO)efipg(IO*yO)Jriﬁ(ffy“))

=1

P
o

w0)e#° (= —y°) =i (T

7(5 (° —w 0)=ip" (@ —y°)+ip.(T-9)

.7 . / .
Agora, efetuando a mudanca de varidveis p* — p* = (p¥, —p), manipula-
mos a primeira integral que comparece na expressao acima (I1):

oL
— P —ip, (@ —y")
/2p 5(p° + w')e .

Assim, retornando & relagao anterior (e suprimindo os indices linha), segue:

I (P 4 wO)e—# @ =y kip @)

i [ dip .

A=) = (g [ o0 ut)e )
- 4

_(22) /;ip 5(p° — w®)ePul="—v")

) d4p ; N "
- 5 0 0 5 o_,.0 —ipu (xt —y")
a7t [ S 6 + ) + 50— u))e 7
(C.5)
onde introduzimos a funcéo sinal da varidvel tipo tempo p°:

1; se p’ >0
. 0y _ ) )
sg(p”) = { —1; sep’ <O.

Pode-se ainda reescrever a soma das fungoes delta que surge no integrando
da fungao de Pauli-Jordan de forma mais conveniente utilizando a identidade
distribucional

T (00 + ) 406" —u%) = 66" ~ ). (C6)
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De posse deste resultado, retornamos a (C.5) e obtemos:

A =y") = g [ (s H)? — (w0 e
—_————
=6(pupH—m?)
= @ / d'p (sgn(p’)) d(pup* —m?)e™ "7V (C.7)

A relacao (C.7) acima corresponde & expressdo manifestamente covariante
da funcao de Pauli-Jordan, visto que é composta exclusivamente por termos
escalares de Lorentz.

Para finalizarmos esta breve discussao referente a fungdo de Pauli-Jordan,
vamos ressaltar sua propriedade fundamental: sob intervalos tipo-espago
(z# — y*) < 0 a fungdo se anula. De fato, recorrendo a covariancia desta
funcao e a relagao (C.2) (sob transformacoes de Loretz ortécronas), segue na-
turalmente que, para qualquer intervalo tipo-espaco, a funcao de Pauli-
-Jordan é efetivamente nula.

Este fato estabelece uma correlagdo intima entre a funcao de Pauli-Jordan
e o principio de microcausalidade, conforme comentamos anteriormente, pois
eventos separados por intervalos tipo-espago nao podem ter relagao causal entre
si (devido & finitude da velocidade de propagacao de sinais) de forma que,
no cendrio da teoria quantica, os comutadores envolvendo observaveis fisicos
separados por intervalos desta natureza devem se anular, sendo expressos em
termos de A(xz# — y*) para garantir causalidade.

C.1 Referéncias do Apéndice
Exibimos a seguir as referéncias relativas a este apéndice:
[33] Greiner, W.; Reinhardt, J. “Field Quantization”. Springer, 1996.
[35] Ttzykson, C.; Zuber, J. “Quantum Field Theory”. McGraw-Hill, 1980.

[38] Mandl, F.; Shaw, G. “Quantum Field Theory”. John Wiley and Sons,
1984.



Apéndice D

A Série BCH (Baker-
-Campbell-Hausdorftf)

A série de Baker-Campbell-Hausdorff consiste em uma expressao geral
para operadores da forma e** Ae~*% onde A e S sdo operadores quaisquer, em
termos de comutadores. Este resultado é central no procedimento iterativo
introduzido a partir da transformacao FW, discutida no capitulo 3.

Consideremos entdo um operador da forma F(k) = e Ae~ "9 tal que
possa ser expandido em uma série de Taylor envolvendo o parametro x:

Zl(a;n ) K" (D.1)
n! K (k=0)

n=0

Entretanto, temos que

8F(K“) _ i(eiKSAe—iK,S)

Ok Ok
) , o 0A
_ Z'Sezﬁ,SAe—m,S 4 e?,K,S e—RS
Ok
~—

=0

+ einSA(_iSe—mS)

¢S (i[5, Ape S,

OK? 0k

?F(r) 0 (82(:))
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_ g ikS —iKkS
= g (e[S, Ale )

= 1 (iSei“S[S, Ale™™5 — jei"9[S, A]Se‘“‘s)
= "5 (S[S, A] - [S, A]S) e
e 5 (i*[S, [, Al))e ™™

e assim sucessivamente.
Desta maneira, propomos a expressao

aaFTSlH) = e (" [S,[S,...[S, A..])e "5 n> 1. (D.2)
—
n comutadores

Examinando o termo n + 1, segue:
O F (k) 13}

ST = B e (im 18,18, ...[S, A..]])e

n comutadores
iseiﬂf (i"[S, [S, ...[S, A]..]])e ™5 — iei 5 (im]S, [S, 19 Al..])Se~ xS
= z”&lemS(S[s, (9,18, AL.]] = [S,[8, 1S, Al..]]S)e" "5
"5 (i[9, [S, 1S, .. [9, Al e,

n + 1 comutadores

de modo que, por indugao, verificamos a validade do ansatz (D.2).
Portanto, substituindo (D.2) em (D.1), temos

F(r) = Z (e™5(i"[S, [S, ...[S, A]...]])e =) (ne0) K"

= A+ E LS AL R
n=
1" n comutadores

Fazendo agora x = 1 na expressao acima, resulta a expansao BCH que
desejavamos demostrar:

= A+ Z —[8.15, (8, 4].]
n comutadores

1 i”
21

= e Ae™ = A+i[S, A] — =[S, ]S, A]] + + 518, [8, 4] ] +.. (D.3)

n comutadores
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D.1 Referéncias do Apéndice

As referéncias deste apéndice sao expressas abaixo:

[34] Bjorken, J. D.; Drell, S. D. “Relativistic Quantum Mechanics”. McGraw-
“Hill, 1964.

[35] Ttzykson, C.; Zuber, J. “Quantum Field Theory”. McGraw-Hill, 1980.
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