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Resumo

Nesta tese, propomos e analisamos uma versao inercial do algoritmo de Solodov e Svaiter
(2000) para resolver problemas de inclusdo monétonos. Provamos a convergéncia forte global
ndo assintdtica, bem como sua complexidade iterativa (taxa de convergéncia). Determinamos
condicdes suficientes sobre 0s parametros inerciais para garantir a convergéncia e a complexi-
dade iterativa, mostrando que essas condi¢des sdo mais flexiveis em comparacdo com outros
métodos inerciais existentes. Como aplicacgao, utilizamos essa abordagem para obter métodos
inerciais com passos do tipo forward-backward e Korpelevich para resolver problemas de in-
clus@o monoténos estruturados.

Para resolver problemas de inclusdo monétonos envolvendo a soma de n operadores mono-
tonos maximais compostos, apresentamos e estudamos uma versao inercial baseada no método
de decomposic¢ao projetivo de Eckstein e Svaiter (2009). Estabelecemos também as condi¢des
sobre os parametros inerciais que asseguram a convergéncia forte e a complexidade iterativa.
Por fim, o método proposto € aplicado para obter versdes inerciais de métodos do tipo forward-
backward para resolver problemas de inclusdo mondtonos estruturados.

Palavras-chave: Operadores mon6tonos. Inclusdo mondtona. Algoritmo ponto proximal.
Critérios de erro relativo. Métodos inerciais. Convergéncia forte. Complexidade iterativa.
Métodos de decomposicao projetivos. Métodos forward-backward. Método de Korpelevich.



Abstract

In this thesis, we propose and analyze an inertial version of the algorithm of Solodov
and Svaiter (2000) for solving monotone inclusion problems. We demonstrate global non-
asymptotic strong convergence, as well as its iteration complexity (rate of convergence). We
determine sufficient conditions on the inertial parameters to guarantee both convergence and
iteration complexity, showing that these conditions are more flexible compared to other exis-
ting inertial methods. As an application, we use this approach to derive inertial methods with
forward-backward and Korpelevich-type steps for solving structured monotone inclusion pro-
blems.

To solve monotone inclusion problems involving the sum of n composed maximal mo-
notone operators, we present and study an inertial version based on the projective splitting
method of Eckstein and Svaiter (2009). We also establish the conditions on the inertial para-
meters that ensure strong convergence and iteration complexity. Finally, the proposed method
is applied to derive inertial versions of forward-backward-type methods for solving structured
monotone inclusion problems.

Keywords: Monotone operators. Monotone inclusion. Proximal point algorithm. Relative
error criteria. Inertial methods. Strong convergence. Iteration complexity. Projective splitting
method. Forward-backward methods. Korpelevich’s method.
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Introducao

Operadores mon6tonos surgem em diversas dreas da matemadtica aplicada, tais como: oti-
mizagdo convexa, equacdes diferenciais parciais, economia matematica, andlise variacional
e teoria do controle. A noc¢ao de operador monétono foi introduzida pela primeira vez em
[51, 60], e intensamente estudada entre as décadas de 1960 a 1980 por Kachurovskii, Minty,
Brézis, Browder e Rockafellar, os quais estabeleceram os conceitos fundamentais sobre esse
tema. Inicialmente, muitos dos trabalhos sobre operadores monétonos estavam relacionados a
andlise funcional e as equagdes diferenciais (ver [30, 31, 52]), mas logo foi notada a sua im-
portancia na andlise convexa e na otimizacao convexa [61, 84, 88]. Um problema fundamental
nas aplicagcdes dos operadores monétonos € resolver problemas de inclusdo mondtonos, ou
seja, resolver inclusdes do tipo

0eT(x), (1)

em que 7': ‘H =2 H é um operador monétono maximal sobre um espago de Hilbert real. Es-
sas inclusdes surgem porque condicdes de otimalidade para problemas de otimizacdo convexa
podem ser expressas por meio delas. Além disso, devido a sua aplicabilidade na teoria das
equacoes diferenciais parciais, desigualdades variacionais e, sobretudo, na otimizagdo, o es-
tudo e a resolug@o de inclusdes monétonas tém sido um tema que tem atraido a atencdo da
comunidade matemaética.

Um dos métodos mais cldssicos para resolver inclusdes monétonas € o método ponto pro-
ximal (PP), introduzido por Martinet em [58] para resolver desigualdades variacionais mon6-
tonas e generalizado para inclusdes mondétonas por Rockafellar em [86]. Esse método consiste
em construir uma sequéncia iterativa baseada em célculos de resolventes do operador 7', ga-
rantindo convergéncia fraca sob hipétesis flexiveis. No entanto, embora esse método possua
propriedades de convergéncia global, sua principal desvantagem € que requer avaliacdes dos
resolventes (AT + I)~!. O problema € que calcular a inversa de (AT + I) pode ser tdo difi-
cil quanto resolver o problema original (1), o que torna o método ponto proximal tradicional
insatisfatorio na pratica. Uma forma de superar esse problema € introduzir calculos inexatos
de resolventes (ou seja, solucdes inexatas de subproblemas proximais), dando origem a ver-
soes inexatas do método ponto proximal. Em [86], Rockafellar propds uma versdo inexata
desse método baseada em critérios de erros somdveis que utilizam sequéncias de erros cuja
soma € finita. No entanto, como foi observado em [34, 36, 83], esse critério pode apresentar
algumas desvantagens préticas, pois nao indica como essa sequéncia de erros somdvel deve
ser escolhida. Assim, € importante determinar condi¢des de erro para aproximar solugdes
de subproblemas proximais que possam ser calculadas a cada passo durante o processo de
iteracdo. Nos tltimos anos, como alternativa ao critério de erro somdvel de Rockafellar, os
métodos com critério de erro relativo tém merecido a atengao de muitos pesquisadores (ver
[6, 28, 35, 67, 91, 93]). Esse novo critério de aproximacao, introduzido pela primeira vez por



Solodov e Svaiter [89, 90], € amplamente utilizado tanto na teoria quanto na pratica em oti-
mizacdo numérica (ver [35, 46, 48, 66, 67]). O primeiro desses métodos foi apresentado por
Solodov e Svaiter em [90], a saber, o método hibrido ponto proximal projetivo (hybrid projec-
tion proximal point). A principal caracteristica desse método é que ele combina um critério
de erro relativo com passos projetivos. Especificamente, a cada passo do processo iterativo,
constréi-se um hiperplano que separa estritamente a iteracdo atual do conjunto solucdo (os
zeros do operador), que se assume ndo-vazio, e em seguida define-se a proxima iteragdo como
a projecdo da iteracdo atual sobre esse hiperplano. Uma das caracteristicas mais importantes
dos métodos com critério de erro relativo € que eles permitem uma considerdvel relaxacdo dos
requisitos de tolerancia impostos a solucdo dos subproblemas proximais o que resulta em uma
estrutura mais pratica baseada nos algoritmos proximais.

Como métodos baseados em iteragcdes do tipo ponto proximal geralmente convergem fra-
camente (ver (1.2)), é relevante em aplicagcdes propor e estudar métodos com garantias de
convergéncia forte. Com o objetivo de obter métodos fortemente convergentes, Solodov e
Svaiter, em [92], propuseram um novo método hibrido baseado em iteracdes proximal pro-
jetivas. Em linhas gerais, nesse método projeta-se a iterada inicial sobre a intersecdo de dois
semi-espacos que contém o conjunto solugdo e que sao construidos utilizando solu¢des aproxi-
madas de subproblemas proximais. Essa técnica tornou-se um mecanismo padrio para forgar
a convergéncia forte em métodos do tipo ponto proximal.

Meétodos inerciais para a resoluc¢do de inclusdes mondtonas, com origem na discretizagao
implicita (no tempo) de equacgdes diferenciais de segunda ordem, tém atraido a atencdo de
muitos pesquisadores atualmente (ver [3, 14, 18, 16]). Ao discretizar um sistema dinamico de
segunda ordem, obtém-se um método iterativo em que o proximo iterado depende dos dois an-
teriores. Um dos exemplos mais cldssicos desses métodos foi apresentado por Polyak [82], que
introduziu o chamado método da bola pesada (heavy ball method) para minimizar uma fungao
quadratica fortemente convexa, sendo capaz de acelerar significativamente a convergéncia do
método do gradiente (ver também [81], p.65). Posteriormente, Alvarez e Attouch, em [5], ge-
neralizaram essa ideia para operadores mond6tonos maximais utilizando o esquema do método
do ponto proximal, obtendo o método do ponto proximal inercial. Desde entdo, observa-se um
grande interesse da comunidade de otimizagdo em algoritmos proximais de primeira ordem
envolvendo efeitos inerciais, incluindo, por exemplo, versdes inerciais dos métodos dos mul-
tiplicadores de direcdes alternadas (ADMM method), Douglas-Rachford, forward-backward e
sua modificacdo de Tseng (ver [19, 37, 38, 56, 72]), bem como as versdes inexatas desses
métodos (ver, por exemplo, [4, 8, 9, 28]). O desenvolvimento recente em métodos inerciais
estd, em parte, relacionado a sua conexao com métodos rapidos de primeira ordem para pro-
blemas de otimizacdo convexos (e também nao convexos) (ver, por exemplo, [21, 17, 25, 76]).
Destacam-se ainda o método do gradiente acelerado de Nesterov [74, 75] que € um esquema
iterativo com passos inerciais e cuja taxa de convergéncia melhora de O(%) (sem inércia) para

O(3) em termos dos valores da fungdo.

Por todas as vantagens potencialmente proporcionadas pelos efeitos inerciais, na primerira
parte desta tese propomos e estudamos uma versao inercial do algoritmo de Solodov e Svaiter
[92, Algorithm 1], demonstrando sua convergéncia forte e a taxa de convergéncia em termos
de complexidade iterativa.

Paralelamente ao problema de inclusdes simples (envolvendo apenas um operador) como
em (1), muitos problemas relevantes na pratica envolvem somas de operadores compostos com



operadores lineares, assumindo a forma
0€> GT(G2), 2)
i=1

em que 7;: H; = H,; sdo operadores mon6tonos maximais e G;: H,, — H; sdo operadores
lineares continuos. Tal formulagdo permite modelar uma ampla gama de problemas como pro-
blemas inversos, aprendizagem de mdquina e otimizagdo. A estrutura composta e desacoplada
desses problemas motiva o uso de algoritmos que permitam decomposi¢do e processamento
paralelo, a0 mesmo tempo em que preservem a convergéncia sob a estrutura mondotona global.

Dado que, em geral, ndo existe uma férmula explicita para o resolvente da soma de ope-
radores em termos dos resolventes de cada um deles, ndo € possivel aplicar diretamente o
método ponto proximal a esse problema. Os métodos de decomposi¢do de operadores consti-
tuem uma alternativa para superar essa dificuldade, onde o termo “decomposi¢ao” indica que,
no esquema iterativo, os operadores envolvidos sdo avaliados de forma individual. No caso
particular em que apenas dois operadores estdo presentes no problema (2) (com G; = I), men-
cionamos os métodos de Douglas-Rachford [49, 55, 42], Peaceman-Rachford [79], forward-
backward [55, 78] e o forward-backward modificado de Tseng [97] como os mais populares
para a resolucdo desse tipo de problema. Para uma soma finita arbitraria de operadores, Spin-
garn em [94] propds um método de decomposicao de operadores no qual, a cada passo do pro-
cesso iterativo, a solucio dos subproblemas € realizada em paralelo. Recentemente, Eckstein
e Svaiter desenvolveram em [43, 44] uma nova familia de métodos de decomposicdo de ope-
radores conhecida como métodos de decomposicdo projetivos (projective splitting methods).
De modo geral, este método consiste em “incrustar” (2) em um espaco produto ampliado,
reformulando o problema de inclusdo mondtono como um problema de viabilidade convexa
que busca um ponto no conjunto de solucdes estendidas de (2) (ver (3.4)). Dado o problema
de viabilidade, planos cortantes sao construidos utilizando funcionais afins derivados de ele-
mentos no grafico dos operadores mondtonos maximais associados ao problema original (2).
Essa nova estrutura de decomposicio € mais flexivel do que outros métodos de decomposi¢cao
e apresenta um desempenho numérico promissor em algumas aplicag¢des (ver, por exemplo,
[50]). Os métodos do tipo decomposi¢ao projectiva geralmente tem convergéncia fraca, sendo
necessdrias modificacdes no mecanismo de iteracdo para se obter a convergéncia forte das
iteradas. Na segunda parte desta tese propomos e estudamos um algoritmo inercial de de-
composi¢do projetiva com convergéncia forte para resolver (2), com o objetivo de explorar as
vantagens dos efeitos inerciais combinado a decomposicao projetiva. Até onde sabemos, esta
¢ a primeira vez na literatura que algoritmos inerciais do tipo decomposi¢do projetiva com
convergéncia forte sdo propostos.

Motivacao e objetivos

A crescente complexidade dos problemas da matematica aplicada como otimizacao con-
vexa, aprendizado de maquina, problemas inversos entre outros motivou o desenvolvimento
de métodos cada vez mais eficientes para a resoluc¢ao de inclusdes monétonas. Em particular,
dois tipos de problemas se destacam por sua relevancia pratica e tedrica:

1. Inclusoes classicas da forma

0e€T(x)



em que 7' € um operador mondtono maximal. Tais problemas aparecem em formulacdes
canoOnicas de otimizacdo convexa, desigualdades variacionais, entre outros.

n
2. Inclusdes de soma composta da forma 0 € Z G:T;(G;z), que modelam problemas estru-
i=1
turados, onde os operadores atuam em diferentes espacos e sdo acoplados por operadores
lineares.

Embora existam métodos cldssicos bem estabelecidos para tratar essas duas classes de proble-
mas, como o método ponto proximal de Rockafellar e o método de decomposi¢ado projetivo de
Eckstein e Svaiter, ainda ha limitacdes em termos de desempenho computacional, principal-
mente quando aplicados a problemas de alta dimensao.

A motivacao principal deste trabalho reside na busca por algoritmos inerciais que com-
binem a robustez dos métodos cldssicos com o potencial de acelera¢do obtido por dindmicas
inspiradas em sistemas de segunda ordem. Métodos inerciais tém sido estudados extensiva-
mente na otimizagdo convexa, mostrando vantagens tedricas e empiricas em diversos contex-
tos. No entanto, sua aplicacdo a problemas de inclusdo monétonos, especialmente nas versoes
projetivas e compostas, ainda estd em fase de desenvolvimento e carece de uma andlise mais
profunda.

Neste contexto, os objetivos especificos deste trabalho sdo:

* Propor e analisar uma versdo inercial do método hibrido com proje¢des de Solodov e
Svaiter, com o objetivo de resolver inclusdes da forma 0 € T'(z). O foco estard em
garantir convergéncia forte da sequéncia gerada, mantendo as caracteristicas de simpli-
cidade e robustez do algoritmo original. Posteriormente, aplicamos o algoritmo proposto
para obter versdes inerciais de algoritmos que utilizam passos do tipo forward-backward
e de Korpelevich para resolver problemas estruturados de inclusdo monétona.

* Propor uma versao inercial do método de decomposicao projetivo de Eckstein e Svaiter
para resolver inclusdes do tipo 0 € > "' | GIT;(G;z). De forma andloga ao caso ante-
rior, também utilizamos o algoritmo proposto para resolver problemas estruturados com
multiplos termos.

» Estabelecer uma andlise tedrica rigorosa dos métodos propostos, incluindo a prova de
convergéncia forte (convergéncia assintdtica) e a complexidade iterativa (taxa de con-
vergéncia). Determinar as condiciones suficientes sobre os pardmetros inerciais para
garantir esses resultados.

Este trabalho se insere no esfor¢co de modernizar os algoritmos baseados em monotonicidade,
integrando técnicas de inercia e decomposi¢do projectiva, com vistas a aplicacdes em larga
escala e alta performance. Espera-se, com isso, contribuir tanto para o avango tedrico da area
quanto para o desenvolvimento de ferramentas computacionais mais eficazes em contextos
aplicados.

Principais contribucoes. A seguir, apresentamos um resumo das principais contribui¢des
desta tese.

(a) Contribuicdes do Capitulo 2. Propomos e analisamos uma versdo inercial do algoritmo
fortemente convergente de Solodov e Svaiter [92, Algorithm 1] para a resolucao de pro-
blemas de inclusao mondétonos como em (1). Provamos a convergéncia forte assintética
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global e a complexidade iterativa (taxa de convergéncia O(1/ \/E)) do algoritmo proposto
(Algoritmo 1). Além disso, aplicamos o algoritmo principal para resolver problemas es-
truturados do tipo 0 € F'(x) + B(x), obtendo versdes inerciais de algoritmos que utilizam
passos do tipo Korpelevich, forward-backward modificado de Tseng, forward-backward
classico (Algoritmos 2, 3, 4, respectivamente).

(b) Contribui¢des do Capitulo 3. Propomos e analisamos uma versdo inercial com conver-
géncia forte do método de decomposi¢do projetivo introduzido por Eckstein e Svaiter em
[43, 44] para resolver (2). Provamos a convergéncia assintética forte e a complexidade
iterativa do algoritmo proposto (Algoritmo 5).

De forma anéloga ao caso anterior, o algoritmo principal também € utilizado para resolver
problemas estruturados (quando 7; = F; 4+ B; em (2)), obtendo-se assim algoritmos iner-
ciais com convergéncia forte que utilizam passos do tipo forward-backward.

Estrutura da tese. Esta tese estd organizada da seguinte forma.

Capitulo 1: contém quatro secdes. Na Secdo 1.1, apresentamos a notagio geral, defini¢des
e alguns resultados basicos que serdo utilizados ao longo desta tese. Na Se¢do 1.2, revisamos
algumas defini¢cdes e damos uma breve visdo geral da teoria dos operadores mondétonos e da
andlise convexa. Na Secdo 1.3, revisamos brevemente as inclusdes mondtonas e fornecemos
alguns exemplos dessas. Na Secdo 1.4, apresentamos o método ponto proximal e algumas de
suas versodes inexatas.

Capitulo 2: propde-se e estuda-se uma versdo inercial do algoritmo de Solodov e Svai-
ter [92, Algorithm 1] para resolver problemas de inclusdo monétonos. Este capitulo contém
quatro secdes. Na Secdo 2.1, apresentamos a formulagdo geral de um problema de inclusao
mondtono, algumas formas estruturadas desse tipo de problema, e definimos solugdes apro-
ximadas para os subproblemas proximais, além de algumas propriedades que essas solugdes
satisfazem. Na Sec¢do 2.2, € apresentado o algoritmo principal deste capitulo (Algoritmo 1),
sendo discutida sua convergéncia assintética forte, bem como sua complexidade iterativa. Na
Secdo 2.3, apresenta-se uma versao inercial com convergéncia forte do método de Korpele-
vich. Na Secdo 2.4, s@o apresentadas versdes inerciais com convergéncia forte dos métodos
forward-backward e forward-backward modificado de Tseng.

Capitulo 3: apresenta-se uma versao inercial inexata e fortemente convergente do método
de decomposi¢do projetivo para resolver problemas de inclusdo monétonos estruturados en-
volvendo a soma finita de operadores monétonos maximais. Este capitulo contém duas secoes.
Na Secao 3.1, € apresentado o algoritmo principal deste capitulo (Algoritmo 5), sendo demons-
tradas sua convergéncia forte e sua complexidade iterativa. Na Secdo 3.2, estabelece-se uma
aplicacdo do algoritmo proposto na sec¢do anterior, obtendo-se versdes inexatas e fortemente
convergentes de métodos do tipo forward-backward para resolver problemas de inclusdo mo-
nétonos com multiplos termos.

Capitulo 4: se apresentam as conclusdes da tese e alguns possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des e resultados basicos que serdo usados ao
longo desta tese. Comecamos revisando alguns conceitos de andlise convexa e a teoria de ope-
radores monétonos. Trataremos também os problemas de inclusdo monétonos e apresentamos
o método ponto proximal e suas versdes inexatas para resolvé-los. Finalmente, damos uma
visdo geral dos efeitos inerciais em métodos iterativos.

1.1 Notacao geral, definicoes e resultados basicos

Seja H um espaco de Hilbert real com produto interno (-,-) e norma induzida [-|| =
\/(-,+). Para C' C H um subconjunto ndo-vazio, fechado e convexo, definimos a proje-
¢do ortogonal de x sobre C', Po(x), como o tnico ponto em C' que satisfaz

[Pe(z) =zl <z -yl vyeC.
Uma sequéncia {z} C H converge fortemente paraZ € H se
ltx — || = 0, k— o0 (1.1)
e converge fracamente se
(g, x) = (T,x), k— o0, VreH. (1.2)

A convergeéncia forte e fraca de uma sequéncia serd denotada por — e —, respectivamente.
Além disso, R, e R, denotardo o conjunto dos niimeros reais ndo negativos e (estritamente)
positivos, respectivamente.

Seja G: ‘H — V um operador linear continuo (limitado), onde H e V sdo espacos de
Hilbert reais, o operador G*: V — ‘H denota o adjunto de G. A norma de G € dada por

G
1G] = sup 1621
Pl

O seguinte resultado estabelece algumas propriedades conhecidas do operador projecao;
para sua demonstragao o leitor pode consultar [98].



Lema 1.1.1. Sejam C' C H ndo-vazio, fechado e convexo e P (+) a projecdo ortogonal sobre
C. Entdo, para todo x,y € He z € C,

|Po(x) = Po@)II* < llz = yll* = [z — Po(2)] = [y — PeW)]II*, (1.3)
(x — Po(x),z — Po(z)) <0. (1.4)
Lema 1.1.2. [50] Para quaisquer vetores 1, . . ., x,, em H, tem-se que
m 2 m
doaf <md (1.5)
i=1 i=1

1.2 Analise convexa e operadores monétonos

Um operador 1": ‘H = ‘H € chamado de operador ponto-conjunto (set-valued operator),
se 1" leva cada ponto x € H em um subconjunto de H, isto é, T: H = Hcomx € H >
T(x) € H. O dominio (dominio efetivo) e imagem de um operador ponto-conjunto 7": H =
‘H sdo definidos, respectivamente, por

DomT ={zeH|T(x)#0} e RanT={ueH|TzeH : uecT(x)}
O grdfico de 'T' é dado por
GraT ={(z,u) e H x H |u e T(x)}.

A inversa de T é o operador ponto-conjunto 7!: H = H definido como x € T!(u) se, e
somente se, u € T'(x), isto é,

T 'u):={r cH|ucT(x)}

Sejam T: H = H e S: ‘H = H operadores ponto-cojunto e o > 0, definimos os operadores
al eT + S como

(aT)(z) =:aT(x) ={au e H |ueT(x)}

(T+8)(z)={u+veH|ueT(x), veS)}

Se necessdrio, identificaremos uma fun¢ao ponto-ponto (single-valued map) F': Dom ' C
‘H — H com a sua representagdo ponto-conjunto F': ‘H = H por

{F(z)}, sex € DomF,
F(z) =
0, se x ¢ Dom F.
O resolvente (com pardmetro A > 0) de T": H = H, denotado por Jyr, é definido como

Jar(z) = (NT + 1) (2),

onde /: ‘H — H € o operador identidade sobre H.
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Definicao 1.2.1. Um operador ponto-conjunto T': H = H é chamado de mondtono se
(x —y,u—v) >0, V(x,u),(y,v)e€ GraT

e mondtono maximal se é mondtono e o seu grdfico ndo estd propriamente contido no grdfico
de qualquer outro operador mondtono sobre H, isto é, se S: H = H é um operador monotono
tal que GraT C Gra S, entdo T’ = S.

Proposicao 1.2.2. Seja T': H = H um operador mondtono maximal, entdo Jyp(z): H — H
€ uma fungdo ponto-ponto mondtono maximal.

Demonstragdo. [24, Proposition 23.8, Corollary 23.11] . U
Definicdo 1.2.3. Seja f: H — (—o0, 00| uma fungdo real estendida.

(i) f € convexa, se paratodo x,y € He X € [0,1],
fOz+ (1 =Ny) <Af(2) + (1= N [f(y)
(i) O dominio e epigrafo de f sdo definidos por
dom f={zeM|f(r) <oo} e epif={(z,u) eHxXR[p=f(r)}
respectivamente.
(iii) f é chamada de propria se dom [ # (.
(iv) f é semi-continua inferiormente (ou fechada) se epi f é fechado em H x R.

Definicdo 1.2.4. O subdiferencial de uma fun¢do f: H — (—o0, 00| propria é o operador
ponto-conjunto 0f : H = H dado por

{lveH| fly) > f(z)+ (v,y—x) VyeH}, sexedomf
0, se v ¢ dom f.

Se existe € H tal que Of (z) # () diz-se que [ é subdiferenciavel em x, e nesse caso um
vetor v € Jf(x) é chamado de subgradiente de f em z. Note que se f é prépria e convexa,
entao Jf € trivialmente mondtono. Outras propriedades da subdiferencial sdo resumidas na
seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.5. Seja f: H — (—o0, 00| propria e convexa, e x € dom f. Entdo

(a) Domdf C dom f.

(b) Se f é Gateaux diferencidvel em x, entdo 0f(x) = {V f(zx)}.

(c) Se f é semi-continua inferiormente, entdo Of é monotono maximal.

Demonstragdo. Ver [24, Proposition 16.4, Proposition 17.31 e Theorem 20.25]. ]

Definicdo 1.2.6. Sejam f: H — (—o0, 00| propria e x € H. Entdo v é um minimizador
(global) de f se f(zx) = in{t f(z) € R. O conjunto de minimizadores de f é denotado por
Tre

Argmin f. Se Argmin f é unitdrio, o seu tinico elemento é denotado por argmin f(x).
TEH



Teorema 1.2.7 (Regra de Fermat). Seja f: H — (—o0, oo| prdpria. Entdo
Argmin f ={z € H |0 € df(z)}.
Demonstragdo. [24, Theorem 16.3]. ]

Sejam f: H — (—o00, 00| uma fungdo prépria, convexa e semi-continua inferiormente e
A > 0, 0 operador proximal prox,;: H — H € dado por

1
prox, () := argmin{f(y) +ﬁ”x_y”2} , (1.6)

yeEH

Um fato importante € que o operador proximal € o resolvente do subdiferencial da funcdo
associada [24, Proposition 16.44], isto é,

prox,s(z) = (AOf + 1)~ (). (1.7)

Dado C' C ‘H um subconjunto nio-vazio, fechado e convexo. O operador cone normal de C,
N¢: 'H = H é definido como

ceH r—1y) >0 Vyed}, eC
Ne(z) = {fveH|(vz—y) yel}, sex (1.8)
0, sex ¢ C.

E ficil verificar que [24, Example 16.13]
Ne(x) = 00¢(z),
onde, 0c: H — (0,00] € a fungdo indicadora de C' definida como

0, sex € C

dc(r) =
oo, sex ¢ C.

O operador N € mon6tono maximal [24, Example 20.26].

Dado € > 0, o e-subdiferencial de uma fungdo f: H — (—o0, 00| propria é definido em
cada x € H como

Ocf(x) :={ve H| f(y) = f(x) + {v,y —2) —¢ VyeH}.

Definicao 1.2.8. Uma fungdo F': Dom F' C ‘H — H é cocoerciva com constante 3 > 0 (ou
[B-cocoerciva) se

(x -y, F(x) = F(y)) = Bl|F(z) — F(y)|I*  paratodo z,y € Dom F.
e L-Lipschitz continua (para algum L > 0 ) se
|F(z) — F(y)|| < L||x —y|| paratodox,y € Dom F.

Note que se F' é -cocoerciva, entdo F' é 1/3-Lipschitz continua.



Definicao 1.2.9. Sejam T': H = H um operador monotono maximal e £ > 0, o c-enlargement
de T, TF): H = H é definido como

TE(z) :={ueM|(x—y,u—v)>—c paratodo (y,v) € GraT?}. (1.9)

Os e-enlargements de 7" foram apresentados por Burachik, Iusem e Svaiter em [32], estes
representam aproximagdes externas de 7', no sentido que, se 7' € mondtono, entdo a inclusdo
T(z) C TEl(z) é satisfeita trivialmente, justificando assim o nome “enlargement”.

Algumas propriedades importantes dos e-enlargements e e-subdiferenciais sdo resumidas
na proposi¢do a seguir (para uma demonstragdo, ver, por exemplo, [32, 33]).

Proposicao 1.2.10. Sejam T, S: H = H operadores ponto-conjunto. Entdo
(a) See; < g9, entao T (z) C T*2(2) para todo = € H.

(b) TE(z) + Skl(z) C (T + S)Er+e2l(z) para todo x € H e ey, 5 > 0.
(c) T é mondtono se, e somente se, GraT C Gra T,

(d) T é monondtono maximal se, e somente se, T = T°.

(e) Se T é monétono maximal, a sequéncia (yy, vy, <y) é tal que v, € TE(y), yp — ¥
vp — v eey — &, entdov € TE(y).

(f) Se f: H — (—o0, 0] é prdpria, convexa e semi-continua inferiormente, entdo 0. f(x) C
(0f)¢(x) para todo x € Hee > 0.

(g) Seuec df(x)ey e domf, entdou € 0-f(y), onde e = f(y) — (f(x) + (y — z,u)).

Lema 1.2.11. Seja F': Dom F' C ‘H — H uma aplicagdo L~'-cocoerciva. Entdo, para todo

2,72 € Dom F, temos
L !/ 2
F(2) € FEI(), come = M

Demonstragdo. [95, Lemma 2.2]. ]

A demonstracdo do proximo lema decorre diretamente da defini¢cdo de e-enlargement de
operadores ponto-conjunto, combinada com manipulagdes algébricas simples.

Lema 1.2.12. Sejam A: H = H e B: G == G operadores mondtono maximais, e sejam
€%, % > 0. Entdo, para todo x € H ey € G, vale

d

AE)(z) x BE'l(y) C (A x B)E" (2, ),

onde A x B: H xG =3 H x G édefinido por (A x B)(z,v) = A(2) x B(v). (H x G munido
do produto interno usual.)
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1.3 Problemas de inclu¢io monotonos

Dado um operador monétono maximal 7': ‘H = H, um problema de inclusdo monétono
(PIM) consiste em

encontar v € H talque 0 € T(x). (1.10)
Denotaremos por Zer T ou T~1(0) o conjunto de pontos que satisfaz (1.10), isto &,
ZerT =T '(0)={x € H|0€T()},

que sdo chamados os zeros do operador T'. Um grande nimero de problemas da matemética
aplicada tais como otimizacdo convexa, desigualdades variacionais, problemas de pontos sela
e de equilibrio podem ser resolvidos no contexto de (1.10). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.3.1 (Problemas de minimizagdo). Seja f: H — (—o0, 00| prépria, convexa e
semi-continua inferiormente. Considere o problema de minimizacdo (convexa)

min f(z). (1.11)

zeH

Pelo Teorema 1.2.7, resolver (1.11) é equivalente a encontrar x € H tal que 0 € Jf(x)
(ou 0 = Vf(x) se f é diferencidvel, ver Proposi¢do 1.2.5 (a)). Portanto, o problema de
minimizagdo (1.11) pode ser visto como um PIM com 7" = 0f.

Exemplo 1.3.2 (Problema de desigualdade variacional (PDV)). Sejam F': 'H — H uma fun¢do
mondtona continua e C' C H um subconjunto ndo-vazio, fechado e convexo. O problema de
desigualde variacional para F e C ¢é encontrar v* € C' tal que

(F(z"),x —2*) >0 VYxel. (1.12)

Note que da defini¢do N () em (1.8), (1.12) é equivalente a0 € F'(z*)+ N (a*) =: T'(z*)
(mondtono maximal, ver [45, Proposition 12.3.6]), e assim, um PDV também pode ser visto
como um PIM.

Outros exemplos de PIM s@o os problemas de ponto sela, ver [87] (ver também [85] e as
referéncias ali contidas para outros exemplos especiais).

1.4 Método ponto proximal e suas versoes inexatas

Um dos métodos iterativos mais conhecidos para resolver o problema (1.10) é o método
ponto proximal (PP) (ou algoritmo ponto proximal). O método PP foi inicialmente proposto
por Martinet em [58] inspirado pelo trabalho prévio de Moreau [71] e posteriormente genera-
lizado para operadores mondtonos maximais por Rockafellar em [86]. Este dltimo formulou o
método PP como o seguinte esquema iterativo

Tpy1 = (MNT + 1) H(x), VE>0 (1.13)

onde {\;} C Ry, éuma sequéncia de parAmetros de regulariza¢do (ou pardmetros de tamanho
de passo). Em [86], Rockafellar mostrou que se a sequéncia {\;} é limitada inferiormente
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longe de zero (existe A > 0 tal que A\, > \) e o conjunto de zeros T~ 1(0) € ndo-vazio, entdo a
sequéncia {x} gerada em (1.13) converge fracamente para algum ponto solugdo z* € T*(0).
O método PP apresentado em (1.13) pode ser motivado observando que

0€T(z) < Jr(x)=x

sendo Jyyr = (AT + I )_1 um operador ndo expansivo (ver [29, Proposition 2.2]).

Para determinar xj,, em (1.13) é necessario calcular exatamente a inversa de (AT + I).
Em muitos casos, isso € tdo dificil quanto resolver o problema principal (1.10). Uma forma de
superar essa dificuldade é calcular resolventes de forma inexata. O primeiro esquema ponto
proximal inexato foi apresentado em [86], utilizando um critério de somabilidade na tolerancia
do erro. Especificamente, em [86], a equagdo (1.13) € relaxada e a regra de aproximagdo com
seu critério de tolerancia de erro é

ke — T + D)7 )| < en, Y e < o0, (1.14)
k=0

A condi¢@o (1.14), juntamente com a suposicdo de que { )} é limitada longe de zero, garante
a convergéncia fraca das iteradas para algum z* € T'(0), desde que esse conjunto seja ndo-
vazio [86, Theorem 1].

Note que, na regra de tolerancia de erro em (1.14), (A, T+ I)~'(zy) € o ponto a ser aproxi-
mado, de modo que ele ndo estd disponivel. Portanto, o critério anterior nao pode ser utilizado
diretamente nas implementacdes do algoritmo. No entanto, em [86, Proposition 3], foi estabe-
lecido que (1.14) € implicado por

oo

dist(0, \e T (xp11) + Ty1 — x) < ex, Zek < 00. (1.15)
k=0

A condic¢do (1.15) é mais fécil de verificar na pratica, pois requer apenas uma avaliacao de T’
em Zj,1. Assim, dado x; uma aproximacao atual, definimos o ponto z;,; como aquele que
satisfaz (1.15). Nesse caso, tem-se

Trpr ~ (M + 1) Hxy), VE>0. (1.16)

Em (1.16), “~” significa que x5, € uma aproximacdo da iterada (exata) (A, T + I)~!(xp),
definindo assim uma versdo inexata do método PP. Em [86], Rockafellar provou a conver-
géncia fraca de (1.16) sob o critério de erro de somabilidade dada anteriormente e aplicou os
resultados obtidos a justificac@o de algoritmos de Lagrangianos aumentados para programagao
convexa [85].

Em geral, as sequéncias geradas como em (1.16) ndo convergem fortemente (ver [47]).
O problema de forcar a convergéncia forte do algoritmo PP (1.13) (introduzindo modifica-
cdes convenientes no processo iterativo) foi abordado por Solodov e Svaiter em [92], no con-
texto de métodos PP inexatos com critérios de erro relativo. Os métodos do tipo PP inexa-
tos utilizando critérios de erro relativo surgiram como uma alternativa aos algoritmos pro-
ximais que empregam critérios de erro somdveis para resolver subproblemas proximais; 0s
primeiros métodos desse tipo foram propostos em [89, 90] e posteriormente estudados, por

12



exemplo, em [13, 67, 68, 69]. A ideia central consiste em observar que a iteracdo PP exata
r, = (AT + I)~!(z) é equivalente ao sistema inclusdo-equagio

vE T(ZL‘+)’ (1 17)
M4z —2=0 '

e, em seguida, relaxar (1.17) dentro dos critérios de tolerancia de erro relativo - ver Definicao
2.1.1 mais adiante.
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Capitulo 2

Um algoritmo ponto proximal inexato
com efeitos inerciais fortemente
convergente para inclusoes monotonas

Neste capitulo, propde-se e estuda-se uma variante inercial do algoritmo ponto proximal
(PP) inexato fortemente convergente de Solodov e Svaiter ([92, Algorithm 1]) para inclusdes
mondtanas. Provamos a convergéncia assintética do algoritmo principal proposto (a saber,
Algoritmo 1) sob hipdteses menos restritivas sobre os parametros inerciais em relacio a ou-
tros algoritmos do tipo proximal inercial (como as apresentadas em [9, Theorem 2.7] e [5,
Theorem 2.1]). Também determinamos a sua taxa de convergéncia ndo assintética em termos
de complexidade iterativa. Como exemplos especiais, aplicamos nosso algoritmo para resol-
ver problemas estruturados de operadores mondtonos, obtendo variantes (inerciais) fortemente
convergente dos conhecidos métodos de Korpelevich, forward-backward modificado de Tseng
(FBT) e forward-backward (classico) (FB) (que s@o os Algoritmos 2, 3 e 4, respectivamente).

A base para o desenvolvimento deste capitulo € o artigo [92]: introduziremos efeitos iner-
ciais sobre a iteracao de [92, Algorithm 1], obtendo assim um algoritmo PP inexato (com erro
relativo) inercial fortemente convergente. Algoritmos proximais com efeitos inerciais para
resolver problemas de inclusdo mondtonos e problemas relacionados foram propostos pela
primeira vez no artigo [5] e posteriormente estudados e desenvolvidos em outras linhas de
pesquisa por diversos autores (ver, por exemplo, [8, 22, 18, 20, 16, 27, 39] e referéncias ali
contidas). A ideia principal consiste em, dada uma iteracdo atual, digamos zy, introduzir um
“efeito inercial” extrapolando zj na dire¢do dada por xj, — x;_1, Ou seja,

wy = Tk + ag(TE — Tp—1),

onde oy, > 0, e entdo utilizar a informacdo w;, em vez de x; para atualizar e obter a proxima
iteracao xp. 1.

Os resultados apresentados neste capitulo estdo publicados em [11].
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2.1 Declaracao do problema e solucoes aproximadas para
subproblemas proximais

Queremos resolver o problema de inclusdao monétono (PIM)
0€eT(x), (2.1)
onde T': ‘H == ‘H é um operador monétono maximal, assim como as inclusdes estruturadas

0 € F(z) + B(z) (2.2)

0 € F(x)+ Ne(x) (2.3)

onde F': Dom F' C ‘H — ‘H é um operador monétono (ponto-ponto), B: H == H é um
operador mondtono maximal (ponto-conjunto) e Ng: ‘H = H € o cone normal do conjunto
nao-vazio, fechado e convexo C' C H (ver (1.8)).

O problema (2.1) e suas versdes estruturadas (2.2) e (2.3) aparecem em uma ampla classe
de aplicagdes, incluindo otimizacdo convexa, aprendizagem de méquina, economia, entre ou-
tros (ver, por exemplo, [24] e referéncias nele). Como mencionado na Se¢do 1.3 do Capitulo
1 (ver (1.12)), o problema (2.3) € equivalente ao problema de desigualdade variacional de en-
contrar z € C tal que

(F(z),y—x) >0 YyeC. (2.4)

Concentraremos agora nossos esforcos na resolucdo numérica dos problemas (2.1), (2.2) e
(2.3). Ou seja, desejamos implementar algoritmos iterativos capazes de calcular solugdes apro-
ximadas para esses problemas.

Como foi estabelecido na Se¢do 1.4 do capitulo anterior (ver (1.17)), o conceito de critério
de erro relativo para subproblemas proximais de uma iteragdo ponto proximal exata y = (AT +
I)7!(x) é equivalente a resolver o sistema inclusdo-equagio

veTl(y), 2s)
MW+y—x=0. .

O sistema (2.5) motiva a seguinte definicdo de solugdes aproximadas para subproblemas
proximais, que foi introduzida pela primeira vez por Solodov e Svaiter em [93].

Defini¢do 2.1.1. Sejam (x,\) € H xR, eo € (0,1). Uma tripla (y,v,e) € H x H xR, é
uma o-solucdo aproximada do sistema proximal (2.5) em (x, \) se

v e TE(y),
(2.6)
A +y —z|* +2xe < o (| \])* + [ly — «]?).
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Observacao 2.1.2. Se tomarmos o = (0 em (2.6), entdo temos
e=0 e M+y—x=0,
o que, a luz da Proposicao 1.2.10(d), implica que
veT(ly) e +y—xz=0,

e assim, y = (AT + I)~!(z). Em outras palavras, a defini¢do anterior de solugio aproximada
(inexata) para subproblemas proximais fornece a solugdo exata quando o = (. Além disso,
o erro tanto na inclusdo (por meio do e-enlargement de ') quanto na equacdo em (2.6) é
“relativo” ao deslocamento \v e y — x.

A seguir, estabelecem-se algumas propriedades das solu¢des aproximadas definidas ante-
riormente. Comeg¢amos com o seguinte lema, que foi provado em [93, Lemma 2].

Lema 2.1.3. Sejam (z,\) € H xRy eo € [0,1). Uma tripla (y,v,e) € Hx H xR é uma
o-solugdo aproximada do sistema proximal (2.5) em (x, \) (no sentido da Defini¢do 2.1.1) se,
e somente se,

1—o0?

2\

Além disso, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes

(r—yv)—e> (IA0]|* + [l = yII*)-

v =0,
xr e T7Y0),
Y=,

e qualquer uma delas implica que € = (.

O lema a seguir serd utilizado na andlise (da convergéncia forte e da complexidade itera-
tiva) do Algoritmo 1.

Lema 2.1.4. Sejam (z,\) € H xRy, eo € [0,1). Se (y,v,¢e) € uma o-solugdo aproximada
do sistema proximal (2.5) em (z, \), entdo

0.2
max{ || Av[], |z — yll}, 2.7)

[1Pu(x) =l =
onde
H={zeH|(z—y,v) <e}.
Demonstragdo. Consideraremos os seguintes casos:

Primeiro caso: Se v = (0. Nesse caso H = H, e assim Py = [ (operador identidade) o que
implica que o lado esquerdo de (2.7) € zero. Por outro lado, do Lema 2.1.3 temos que o lado
direito de (2.7) também € zero e assim a desigualdade em (2.7) € satisfeita.

Segundo caso: Se v # 0. Nesse caso, a projecdo sobre o semi-espago H é dada por (ver, por
exemplo, [24, Example 28.16])

Py(x) =2 — —(x _Hy”rg — 81}
v
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e como (z —y,v) — e > 0 (do Lema 2.1.3), temos

|1 Py () — || = (e—yv) —¢ (2.8)
o]l
Usando (novamente) o Lema 2.1.3, obtemos
(r—yv)—e _1-07 lz —yll?
o =2 I
. ) (2.9)
> ——Allo].

Por outro lado, usando as desigualdades a + b > vabcom a = || Mv| e b = ||z — y||*/(A|v]|).
temos

|z — ylI?
Allvll + > [z =yl (2.10)
Allvl]
O resultado desejado segue da combinacgdo de (2.8)—(2.10). O

2.2 Um algoritmo ponto proximal inexato inercial fortemente
convergente

Considere o problema de inclusdao monétono (2.1), isto é,
0€T(x) (2.11)
sob a suposicao de que as seguintes hipdteses sao satisfeitas:
Al. T: 'H = H é um operador mon6tono maximal.
A2. O conjunto solugdo S = T~1(0) de (2.11) é ndo-vazio.

Para resolver numericamente o problema (2.11), propde-se um algoritmo proximal inercial
inexato com convergéncia forte, a saber, o Algoritmo 1. Demonstramos sua convergéncia forte
(Teorema 2.2.6) e sua complexidade iterativa pontual (Teorema 2.2.7).

A seguir, apresentamos algumas caracteristicas principais do Algoritmo 1.

Efeitos inerciais: Os efeitos inerciais sobre as iteradas geradas sdo induzidos por duas sequén-
cias de “controle”, a saber, {«; } e {8} — ver (2.12).

Critério de erro relativo para os subproblemas: Adota-se um critério de erro relativo flexi-
vel para a resolucdo dos subproblemas proximais, o qual permite a presenga de erros
tanto na inclusdo quanto na equacgdo do sistema proximal — ver a Definicdo 2.1.1 e o
sistema (2.13).

Projecao ortogonal sobre semi-espacos: A proxima iterada xj; € definida como a projecao
ortogonal sobre a intersecao dos semi-espagos Hj e Wy, - ver (2.14) e (2.15).
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Algoritmo 1: Um algoritmo PP inexato inercial para resolver (2.11).

Entrada: zp =2_; € Heo € [0,1).
parak =0,1,2,... faca
Escolha ay,, 8, > 0 e defina

wy = Tp, + ag(Tp — Tp—1),
N (2.12)
Wy, = wi, + Br(wg — o).

Escolha A\, > 0 e determine uma o-solucdo aproximada (no sentido da Defini¢ao
2.1.1) em (wg, A ), ou seja, calcule (yx, vk, €x) tal que

v, € TEH (),

(2.13)
[Xevr + yk — Well* + 2 ek < 02 ([l + llye — @k l?) -
Defina
Hy={2€H|(z—yp,vp) <er},
(2.14)
Wk:{ZGH ‘ (z—xk,xo—xk> SO}
Atualize
Tp41 = PHkak(l’o)- (2.15)
fim

A seguir, alguns comentarios com respeito ao Algoritmo 1.

(1) Os passos de extrapolacdo definidos em (2.12) introduzem efeitos inerciais nas iteragdes
geradas pelo Algoritmo 1. Inicialmente, destacamos que wy, definido pelo pardmetro
inercial oy, corresponde ao efeito de extrapolacgdo tipico, frequentemente utilizado em
diversos algoritmos do tipo inercial (ver, por exemplo, [5, 8, 9, 18, 20, 16, 28]). Por
outro lado, a extrapolacdo adicional representada por wy, € especialmente projetada para
o mecanismo de iteracao especifico do Algoritmo 1. As condi¢des sobre as sequéncias
{ax} e {8k} que garantem a convergéncia (forte) e a andlise de complexidade iterativa
do Algoritmo 1 serdo apresentadas na Hipdtese 2.2.2 (ver também a Observagao 2.2.3).
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Figura 2.1: Interpretacdo geométrica dos dois passos de extrapolacdo (2.12) do Algoritmo 1,
bem como da atualizacdo por meio do passo projetivo em (2.15).

(ii)

(111)

(iv)

O Algoritmo 1 constitui uma generalizagdo, mais especificamente, uma versdo inercial
do [92, Algorithm 1], sendo que diversos resultados apresentados neste trabalho sio
inspirados naquela referéncia. A condicdo de erro relativo estabelecida em (2.13) é mais
geral do que a correspondente em [92, Definition 1]; na verdade, a formulacao dada em
(2.13) foi introduzida pela primeira vez em [93, Definition 1], no contexto de uma versao
distinta do algoritmo ponto proximal . Critérios de erro relativo andlogos ao de (2.13),
aplicados aos subproblemas do algoritmo PP e de suas variantes, t€ém sido utilizados em
diferentes contextos por diversos autores (ver, por exemplo, [13, 67, 68, 69, 93] e as
referéncias ali citadas).

Note-se que, ao fixar ¢ = 0 em (2.13), obtemos ¢, = 0, \vx + yp — wr = O e
ve € T%y,), o que equivale a dizer que y, = (\T + 1)~ (wy) e vy = /\—lk(ﬁ}k — Yk)-
Recordamos que, como 7 é monétono maximal, tem-se 70 = T (ver Proposicio
1.2.10(d)). Assim, sob a suposi¢do de que o operador resolvente (AT + I)~! € de f4-
cil avaliagdo, conclui-se que a tripla (yx, vy, x) := ((\eT + 1) (@), 3-(Wx — Y1), 0)
satisfaz, automaticamente, a condi¢ao de erro relativo dada em (2.13). No entanto, neste
trabalho nao assumimos tal hipétese. Pelo contrério, estamos interessados nos casos em
que a avalia¢do do resolvente (AT + I)~! apresenta dificuldade computacional. As es-
tratégias para obter uma tripla (yx, vy, £x) que satisfaca a condi¢@o (2.13), no caso geral
com o € [0, 1), dependerdo da estrutura especifica do operador 7'(-) definido em (2.11)
— ver, por exemplo, as Secoes 2.3 e 2.4 do presente capitulo.

Os semi-espagos Hj e Wy, definidos conforme a (2.14), coincidem com aqueles utili-
zados em [92, Algorithm 1]. Esses conjuntos desempenham um papel fundamental na
garantia da convergéncia das sequéncias geradas pelo Algoritmo 1. Enquanto a fronteira
de Hj, separa o conjunto solucdo S de wy (ver Lema 2.1.3, (2.13) e (2.14)), o conjunto
W), € introduzido para forgar a convergéncia forte. Conforme discutido em [92], a defi-
nicdo da iterada x 1 dada por (2.15) depende do calculo explicito da proje¢do ortogonal
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v)

sobre a interse¢ao H; N W, o que, essencialmente, se reduz (no maximo) a resolugdo de
um sistema linear de dimensdo 2 x 2 (ver [92, pp. 195-196] e [24, Proposition 29.22 e
Proposition 29.23]). A boa definicdo do Algoritmo 1 no que se refere a equagdo (2.15)
serd discutida no Apéndice A.

O Algoritmo 1 pode ser empregado tanto como um método pratico quando se dispde de
um algoritmo interno capaz de calcular uma tripla (yx, vg, £x) que satisfaca a condi¢ao
(2.13) quanto como uma estrutura geral para o desenvolvimento e andlise de esquemas
mais especificos. Esta dltima abordagem serda explorada com maior profundidade nas
Secoes 2.3 e 2.4, com o objetivo de obter versdes inerciais fortemente convergentes dos
métodos de Korpelevich, forward-backward modificado de Tseng e forward-backward
classico, aplicados a desigualdades variacionais e inclusdes mondtonas estruturadas.

2.2.1 Analise de convergéncia do Algoritmo 1

Nesta subsecdo, estabelecemos os principais resultados de convergéncia forte do Algoritmo
1 sob as hipdteses apropriadas sobre os parametros inerciais. Iniciamos enunciando e demons-
trando alguns resultados auxiliares (Proposicdo 2.2.1, Proposi¢do 2.2.4 e Coroldrio 2.2.5), os
quais serdo necessarios para a prova do teorema principal (Teorema 2.2.6). Esses resultados
mostram as propriedades das sequéncias geradas pelo Algoritmo 1.

Proposicao 2.2.1. Considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 1 e seja dy a distdncia
entre o ponto inicial xy e o conjunto solucdo S = T~1(0) # 0 do problema (2.11). Entdo
valem as seguintes afirmagoes

(a) Para todo k > 0, tem-se

11 = @ol* > llzi — @ol|* + [lwnn — @il

(b) Para todo k > 0, tem-se

|2k — wol| < do.

(c) Paratodo k > 0, vale a estimativa

1 — o2

max { [ Axvl[, Wk — yill}- (2.16)

| Tk — wi|| >

Demonstragdo. (a) Pela definicao de W, tem-se que x;, = Py, (7). Aplicando a desigual-
dade (1.3) com C' = Wy, x = xp41 € y = xp, e observando que zy+1; = P, (zx41) (pois
Tryr1 € Wy), obtemos

| Pw, (2rs1) — Py (20) II” < ll#kss — zoll” — [z — P (2a41)] — [20 — P (20)] |-

Entao

k1 = 2ell* < Nzwe — @ol* = [lok — oI,

o que € exatamente a desigualdade afirmada no item (a).

(b) De (2.15) e (A.2), para todo k > 0, temos

|Zr11 — 2ol = | Praw, (20) — 20l < || Ps(20) — wo|| = do,
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onde Ps denota a projecdo ortogonal sobre o conjunto solugdo S = T-1(0). Se k = 0, a
desigualdade € trivialmente satisfeita.

(c) Como w441 € Hy, pela definicio de Py, (wy,) obtemos:
241 — Wil > (| Pr, (wr) — wi-

Por outro lado, usando o Lema 2.1.4 e o fato de que (yx, vx, £x) € uma o-solugio aproximada
em (wy, Ar) (ver (2.13) ) segue que:

1—o?

|| Pr, (wr) — wi]| = max {[| Acox |, llwe —yill}

o que conclui a demonstragdo da proposic¢ao. L

A partir deste ponto, nesta tese, assumiremos que as seguintes condi¢cdes sao satisfeitas
pelas sequéncias {ay} e {3} definidas no Algoritmo 1.

Hipotese 2.2.2. As sequéncias de pardmetros {«y} e {5y } satisfazem as seguintes condi¢des:
(a) A sequéncia {cy,} é limitada, isto é,

@ = sup ai < 00.
k>0

(b) A sequéncia {8} pertence a (?, isto é,

[e.9]
5= Zﬁg < 00.
k=0

Também usaremos a notagdo

B = sup B < 00.
k>0

Observacao 2.2.3. Ressaltamos que, mesmo no caso em que [, = 0 para todo k£ > 0, isto
é, quando 5 = f = 0, o efeito inercial induzido pela sequéncia {c;,} no Algoritmo 1 per-
manece compativel com o tipo de extrapolacido usualmente introduzido na literatura recente
sobre algoritmos com inércia. Além disso, a Hipétese 2.2.2(a), que requer apenas a limita¢do
da sequéncia {«y }, constitui uma suposi¢ao consideravelmente mais flexivel em comparagio
com outros trabalhos envolvendo efeitos inerciais. Por exemplo, no artigo seminal [5], € im-
posto que @ < 1/3. Veja também [9, Section 2] para uma discussdo adicional a esse respeito.
Essa maior generalidade torna os resultados desenvolvidos neste trabalho relevantes mesmo no
contexto de espacos de dimensdo finita, onde, naturalmente, as no¢des de convergéncia fraca
e forte coincidem.

Proposicao 2.2.4. Considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 1, sejam dy a distancia
de o ao conjunto solucio S := T7*(0) # 0 de (2.11) e @, B, 5 como na Hipétese 2.2.2.
Entdo

(a) Tem-se

o
> ks — 2l® < 3
k=0
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(b) Tem-se
D ks — @l® < (1+ @) [(1 +B)[1+a(l+p5)] +§} d2.
k=0
(c) Tem-se
T — Y — 0.

Demonstragdo. (a) O resultado decorre diretamente dos itens (a) e (b) da Proposicdo 2.2.1,
combinados com um argumento baseado em soma telescépica.

(b) Afirmamos que

lwe — 2|1 = (1 + aw)||lzr — 2)|* + ap(1 4+ ap)||zr — 2 ||* — aglloe-1 — 2||* Vz€H.
2.17)

De fato, a partir da defini¢do de wj em (2.12), temos

1 (0753
1+Ozk(wk Z)+1—|-Oék

Ty — 2 = (wk—1 - 2)

e wr — Tp_1 = (1 + ag)(zr — 2x_1), 0 que, combinado com o Lema A.2.1(a) do Apéndice A
e alguns simples passos algébricos , resulta em (2.17).

Observe agora que, utilizando o Lema A.2.1(b) e (2.12), obtemos

”karl - @kw = H-Tckﬂ — Wk — ﬁk(wk - -TCO)H2

= [Jzer1 — wil]? + Billwy, — xol|* + 284 (wi — 2p 11, Wi — o)
= (14 B)llwe = zen” + Be(1+ Bi) llwr — 2oll* = Brllzrss — w0l
Aplicando (2.17) (com z = z11 € 2 = x() na identidade acima, obtemos
kg1 — @l =(1+ Br) [(1+ aw)llen — zrpa|* + an(l + ar) ok — zpal® — crllen—1 — zrg1 )]
+ Br(1 4 Br) [(1+ o) |lwe — @ol* + (1 + o) |z — ze—1]]* — o llwe—1 — o]
— Brllzrs1 — ol

(14 81+ ) [l = @i |2+ (L + Bl = w2+ Bl - o ?]

- [ak(l + B1) (lze—1 — zrsr |* + Bellwr—1 — oll?) + Bllwrsr — $0||2]- (2.18)

Por outro lado, como ||zj4+1 — Tg—1|| + ||€k—1 — Zo|| > ||@k+1 — z0||, usando o Lema A.2.2
do Apéndice A, obtemos

B

2
T — X
o — ool

|zk+1 — T ||* + Brell i1 — zol” >

o que implica

ap(L+ Br) (Imk1 — zo—1 | + Brllws—1 — zoll?) + Bellzrsr — 2ol|* > Br(l + an)||zrsr — 2ol
(2.19)
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Combinando (2.18) e (2.19), e usando o fato de que ||z — xo|| < ||r11 — xol| (ver Proposi¢do
2.2.1(a)), temos

@1 — @l|* <1+ ag) [(L+ Bi) [lonsr — 2l]® + an(1+ B)llek — zp—1l°] + Billzes1 — 2ol* |,

0 que, ao ser combinado com o item (a), Proposi¢do 2.2.1(b) e a Hip6tese 2.2.2, nos fornece
o resultado desejado.

(c) Observe primeiramente que
2k = yll < lloe — well + [Jwr — yill
< ek = zpgall + 12w — @ll + lwx — il
O resultado desejado decorre agora dos itens (a) e (b) e da Proposi¢do 2.2.1(c). L]

Corolario 2.2.5. Seja {zy} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 e suponha que existe um
A > 0 tal que

A > A paratodo k> 0. (2.20)

Entdo todo ponto de acumulagdo fraco da sequéncia {xy} pertence ao conjunto S := T~1(0) #
0, ou seja, é solugéo do problema (2.11).

Demonstragdo. Inicialmente, observamos que a Proposicdo 2.2.1(b) garante que a sequéncia
{z\} é limitada. Por sua vez, da Proposi¢do 2.2.4(b), temos que

Tht1 — @,Ek — 0, (221)
o que combinado com (2.16), implica que
Mo — 0 e w, —yp — 0.

Além disso, pela desigualdade em (2.13) e a hipétese de que A\, > A > 0 para todo & > 0,
concluimos que

v, —0 e e, —0. (2.22)

Seja agora {zy, } uma subsequéncia de {x;} tal que x5, — 7. Aplicando a Proposi¢do 2.2.4(c),
obtemos

Yr; — T.

Por outro lado, de (2.22), temos que vy, — 0 e g, — 0. Como vy, € T[Ekj](yk]-), vk, — 0,
Yk, — T e ey, — 0, segue da Proposicdo 1.2.10(e) que

0€T(z), istoé, T€S.

Portanto, todos os pontos de acumulagio fraco da sequéncia {x;} pertencem ao conjunto so-
lugdo S, o que conclui a demonstragio do corolario. ]

Com todos os resultados anteriores, estamos prontos para enunciar o principal resultado
deste capitulo: a convergéncia forte de qualquer sequéncia {x;} gerada pelo Algoritmo 1.
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Teorema 2.2.6 (Convergéncia forte do Algoritmo 1). Sejam {z}, {yr} e {\x} as sequéncias
geradas pelo Algoritmo 1, e suponha que {\.} é limitada inferiormente por uma constante
positiva, ou seja, que a condi¢do (2.20) é satisfeita. Assuma também que a Hipétese 2.2.2
é vdlida para as sequéncias {cy.} e {Bx}. Entdo, {xy} e {yr} convergem fortemente para
z* == Ps(xg), onde S := T~*(0) # () € o conjunto solugdo de (2.11).

Demonstra¢do. Da Proposigdo 2.2.1(b) e do fato de que dy = ||z* — x|, temos que
|z — xo|| < ||2* — x0|| paratodo k > 0. (2.23)

Logo, a sequéncia {z} ¢ limitada e, pelo Coroldrio 2.2.5, seus pontos de acumulagdo fraco
pertencem a S. Seja {xx, } uma subsequéncia de {z;} e T € S tal que

Tk; — .

Como a norma ||-|| é semi-continua inferiormente na topologia fraca, obtemos
1T — 2ol < liminf |2y, — zol| < limsup ||zg, — zol| < ||27 — 20l (2.24)

onde a dltima desigualdade decorre de (2.23). Como z* = Ps(z9) e T € S, segue diretamente
de (2.24) que T = x*. Assim, {2} é uma sequéncia limitada com um tnico ponto de acumu-
lagdo fraco x*, logo do Lema A.2.3 temos que z; — x* e, por (2.24),

|x* — zo]] < liminf ||z — zo|| < limsup ||zx — xo|| < ||2* — o[,

o que implica que ||z — xo|| — ||z* — zo||. Como z}, — g — x* — x¢, pelo Lema A.2.1(c),
obtemos x, — v — ** — x(, 0 que € equivalente a x;, — x*. O fato que y, — z* segue
diretamente do fato de que x;, — =* e da Proposicao 2.2.4(c). ]

2.2.2 Analise da complexidade iterativa

Nesta subsecdo, realizamos uma andlise da complexidade iterativa, no sentido pontual,
do Algoritmo 1. O resultado central encontra-se no Teorema 2.2.7, apresentado a seguir.
Inspirados pelas andlises do método HPE desenvolvidas em [67], propomos estudar o de-
sempenho do Algoritmo 1 a partir da seguinte perspectiva: dado um parametro de tolerancia
p > 0, nosso objetivo é determinar um nimero de itera¢des necessdrias para obter uma tripla
(y,v,e) € H x H x R, tal que

v e TH(y) e max{|jv],e} < p. (2.25)

Nesse contexto, dizemos que y constitui uma solu¢ao p-aproximada do problema (2.11). Vale
observar que, fazendo p = 0 em (2.25), obtemos v = 0 e ¢ = 0, o que implica que 0 € T (y),
e portanto 0 € T'(y), ou seja, y é uma solugdo exata de (2.11).

Na sequéncia, apresentamos o principal resultado tedrico sobre a complexidade iterativa
do Algoritmo 1.

Teorema 2.2.7 (Complexidade iterativa pontual do Algoritmo 1). Considere as sequéncias
geradas pelo Algoritmo 1 e suponha que {\} seja limitada inferiormente por uma constante
positiva, ou seja, que a condicdo (2.20) é satisfeita. Seja dy a distancia de xy ao conjunto
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solugdo S .= T~1(0) # 0 de (2.11), e suponha que a Hipétese 2.2.2 seja vdlida. Entdo, para
todo k > 0, existe um indice j € {0, ..., k} tal que

(v; € TE(y,), (2.26)
0 \/(1+a)[(1+3)[1+a(1+3)}+§}
lvjll < ——= 5 , 2.27)
VE+1 (I—0?)A
& 40%(1 + @) [(1 +B)[1+a(l+p8)] +§]
R (1— 022 (2:28)

\
Demonstracdo. A partir da Proposic¢ao 2.2.1(c) e da desigualdade apresentada em (2.13), ob-
temos, para todo i € {0,...,k},

Ai€i 4 -
max{“)\iviHQ, 0121} < (1_—02)2||£Bi+1 — w; .

Com isso, utilizando a Proposi¢do 2.2.4(b), segue que

k max 4 [\ Ai€i A1+a@) [(1+B8) (L+a(L+B)) +35] d?
> {HAZ R }S (1— o2 .

=0
Portanto, existe algum indice j € {0,..., k} tal que
Nej | 40 +@) [(L+8) (L+a(l +5)) +5] df
o2 | — (1—02)2 '
Combinando esta estimativa com a condi¢do (2.20), obtemos diretamente as desigualdades

(2.27) e (2.28). Por fim, vale observar que a inclusdo (2.26) decorre diretamente da inclusdo
em (2.13), o que conclui a demonstracdo do teorema. U

(k+1) max{uAjij%

Apresentamos a seguir alguns comentarios a respeito do Teorema 2.2.7.

(1) Suponha que escolhemos [, = 0 no Algoritmo 1, conforme mencionado na Observagao
2.2.3. Nesse caso, temos que § = 5 = 0 (ver Hipétese 2.2.2), e as expressdes em
(2.26)—(2.28) se simplificam para:

2(1 +a)dy < 40*(1 + @)*d;
Vhitl(l—on) =t 1)(1-02)2)
Gostariamos de destacar que as estimativas obtidas para v; € €; em (2.29) sdo consi-
deravelmente mais simples do que aquelas apresentadas em [9, Theorem 2.7], onde se
investigou a complexidade iterativa de métodos do tipo ponto proximal inercial com erro
relativo para subproblemas proximais. Essa simplificacio foi possivel, essencialmente,
a custa de se computar uma projecdo extra sobre a intersecao de dois semi-espagos (ver
definicdo de zy,; em (2.15)), a qual, como mencionado na quarta observagdo apos o
Algoritmo 1, equivale a resolver no maximo um sistema linear de dimensao 2 x 2. Além
disso, como observado também na Observagao 2.2.3, a hipdtese de que a sequéncia {ay }
¢ limitada (ver Hipdtese 2.2.2) € consideravelmente mais fraca do que as normalmente

adotadas em andlises de algoritmos ponto proximal com inércia (em particular, no traba-
lho [9]).

v € Ty, oyl < 229)
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(i1) Para facilitar a exposi¢do, consideremos o caso simplificado dado por (2.29). Nesse
cendrio, o Teorema 2.2.7 assegura que, para uma tolerancia prescrita p > 0, o Algoritmo
1 encontra uma tripla (y, v, €) satisfazendo a condigdo (2.25) em, no méaximo,

o[z m{(e) 58}]) e

iteracdes, onde [m | representa o menor inteiro maior ou igual a m.

2.3 Uma variante inercial fortemente convergente do mé-
todo extragradiente de Korpelevich

Nesta se¢do, considere o problema de desigualdade variacional (PDV) dado em (2.4), isto
€, o problema de encontrar x € C' tal que

(F(z),y—x) >0 paratodo y e C, (2.31)
sob as seguintes hipdteses:
B1. C' C Dom F' é um subconjunto ndo-vazio, fechado e convexo de H.

B2. F': Dom FF C ‘H — H € monétono e L-Lipschitz continuo, isto €, F' € mondtono em
Dom F'e existe L > 0 tal que

|F(xz) — F(y)|| < L||x —y|| paratodo x,y € Dom F. (2.32)

B3. O conjunto solugio S := (F + N¢)~1(0) de (2.31) é ndo-vazio.

Vale ressaltar que, sob as hipéteses acima sobre C' e F', o operador F' + Ng € mondtono
maximal [45, Proposition 12.3.6]. Além disso, conforme discutido no Exemplo 1.3.2 da Se¢do
1.3, o problema (2.31) é equivalente a inclusdao monétona 0 € 7'(z), onde 7' = F + N¢; essa
equivaléncia permite aplicar os resultados da Se¢@o 2.2 ao problema (2.31).

Para resolver numericamente (2.31), propomos e estudamos uma variante inercial forte-
mente convergente do consagrado método extragradiente de Korpelevich [53] (ver Algoritmo
2). Os principais resultados sobre convergéncia forte e complexidade iterativa estao resumidos
no Teorema 2.3.2 mais adiante.
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Algoritmo 2: Uma variante inercial fortemente convergente do método do extragra-

diente de Korpelevich para resolver (2.31).

Entrada: o =2, € H,0 € (0,1) e A=0/L.
parak =0,1,2,... faca
Escolha ay, 8, > 0 e defina

Wy = Tk + Oék(ﬂfk - -kal)a

wy = wy, + Br(wy, — o).
Seja wj, = Po(wy) e em seguida compute
yr = Po (W — AF(w})),
U = Po (W, — MF(yr)) -
Defina

H,={zeH|{z—ypv) <er},

onde

v = F(yr) + qr,
ek = (> Uk — Un)-

Atualize a préxima iteragdo por

Tk+1 = PHkak(xo)-

fim

Wey={z€H| (z —xp,x0— x) <0},

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Algumas observagdes sobre o Algoritmo 2.

(i) Os parametros inerciais oy e 3 dados em (2.33) desempenham o mesmo papel que no
Algoritmo 1 — veja o primeiro comentério apds o Algoritmo 1. De modo andlogo ao
que foi feito anteriormente, para analisar a convergéncia forte e a complexidade iterativa
do Algoritmo 2, assumiremos as mesmas condigdes sobre as sequéncias {ayx} e {0k}

descritas na Hipotese 2.2.2.

(i1) Um passo fundamental do Algoritmo 2 € a realizacdo das projecdes descritas em (2.34).
Esse procedimento segue a mesma ideia do cldssico método extragradiente de Korpele-
vich: o ponto y; representa uma etapa de “gradiente projetado” partindo de wy, na direcio
de —F(wy,), enquanto g, constitui uma etapa de corregao (extragradiente). A projecao
extra usada para calcular wj, = Px(wy) tem como objetivo garantir a viabilidade de wy,
em relagdo ao conjunto C, o que € essencial, ja que, caso wy ¢ Dom F', a avaliacdo de
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F(-) ndo seria possivel. Vale mencionar que, se o operador F estiver definido em todo o
espacgo 7, essa projegdo adicional torna-se desnecessdria, bastando tomar w;, = wy.

(ii1) Os conjuntos afins Hj e Wy, definidos em (2.35), seguem a mesma estrutura apresentada
no Algoritmo 1 — veja (2.14). Além disso, o cdlculo das quantidades gy, vy, € € dadas em
(2.36) ndo requer avaliagdes adicionais do operador F'. J4 a obten¢do de xj, 1 conforme
(2.37) foi discutida no quarto comentario apés o Algoritmo 1.

(iv) Como o Algoritmo 2 € um caso particular do Algoritmo 1 (ver a Proposicao 2.3.1 mais
adiante), segue do Coroldrio A.1.2 no Apéndice A que o Algoritmo 2 estd bem definido.
Ver também o quarto comentério apds o Algoritmo 1 e a Proposi¢do 2.3.1.

A demonstracdo da proxima proposi¢do segue essencialmente a mesma linha de raciocinio
de [67, Theorem 5.1]. Para fins de completude, incluimos a demonstragdo a seguir.

Proposicao 2.3.1. Para as sequéncias geradas pelo Algoritmo 2, vale, para todo k > 0:

lex] lex]
vp € (F+ No")(ye) © (F + Ne)t (yi),

< i (2.38)
| Avk + e — Wi||* + 2Xex < 0?||yr — Wi |2

Como consequéncia, concluimos que o Algoritmo 2 é um caso particular do Algoritmo 1
(com N\, = X)) para resolver o problema (2.11) comT' = F + N¢.

Demonstragcdo. O uso direto da segunda identidade em (2.34), juntamente com o fato de que
Po = (ANg +1)71, implica que qi. € N¢(9x) = 99¢(Ux), onde gy, € definido como em (2.36).
Assim, pela Proposi¢do 1.2.10(g) e pelo fato de que 0., 0¢c = NC[E’C], obtemos

g € 0, 00(y) = NED ()

onde ¢ € como em (2.36). A partir dessa inclusdo e da defini¢do de vy, dada em (2.36), obte-
mos a primeira inclusdo em (2.38). A segunda inclusido decorre da primeira e da Proposi¢cao
1.2.10(b). Vamos agora demonstrar a desigualdade em (2.38). Observe primeiro que, pela
primeira identidade em (2.34),

Wy, — Yk

A

0 que, combinado com o fato de que g € C e com a defini¢do de N (yx), implica que
(Prs Uk — Y&) < 0. Assim,

Pr = — F(w;) < Nc(yk), (2.39)

€k = (@ Uk — Yk) = (@ — Pr> Uk — Yk) + (Phs Uk — Yr) < (@ — P> Uk — Yi) (2.40)
€, portanto,
Aok 4 v — Wil|? + 2Xer = |lyr — Tel|* + 2Aes [ por (2.36) ]
<y = Ull” + 2XMar — s Ue — Ui [ por (2.40) |
= llye = Uk — Marx — p)II” = [IM(ar — pi)|1?
< lye — 9 — Mar — pi)|I”

= [IA(F(yx) = F(wp))l” [(2.36) e (2.39)]
< (ALY [lyr — wi? [ por (2.32) ]

< (AL)?[lyx — wil?

= ? ||y — @i ? A\=o0/L].
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Por fim, a dltima afirmacao da proposi¢do decorre diretamente de (2.38) e das definicdes
dos Algoritmos 1 e 2. U

A seguir, resumimos os principais resultados obtidos para o Algoritmo 2.

Teorema 2.3.2 (Convergéncia forte e complexidade iterativa do Algoritmo 2). Suponha que
as hipoteses B1, B2 e B3 mencionadas anteriormente sejam vdlidas sobre o conjunto C' e o
operador F (), e considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 2. Seja dy a distdncia de x
ao conjunto solugido S # 0 de (2.3) (ou equivalentemente (2.31)), e suponha que a Hipétese
2.2.2 seja satisfeita pelas sequéncias {cy.} e { B }. Entdo as seguintes afirmacées sdo vdlidas:

(a) As sequéncias {xy} e {yx} convergem fortemente para x* = Pg(xy).

(b) Para todo k > 0, existe j € {0, ...k} tal que

(v; € (F+ N (), (2.41)
2, L \/(1 +a) [(1+75) 1+al+p)) +5]

HU]'” < \/k——i-l (1 _ O_2>O_ ) (2.42)

\6j < kd(j_Ll <4U(1 aal [(1 —1_(161(;2—;25(1 - ﬂ)) il ﬂ) . (2.43)

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 2.3.1, sabemos que o Algoritmo 2 é um caso particular do
Algoritmo 1 para resolver o problema (2.11) com 7" = F' + Ng. Assim, basta aplicar os
Teoremas 2.2.6 e 2.2.7, utilizar o fato de que \y = A = o /L (ver a entrada do Algoritmo
2) e lembrar que o problema de desigualde variacional (2.31) € equivalente a inclusdo 0 €

(F'+ N¢)(z). ]

Observacio 2.3.3. As estimativas apresentadas no item (b) acima para ||v;]| e ¢; sdo andlogas
as obtidas por Monteiro e Svaiter em [67, Theorem 5.2(a)] no contexto do método extragradi-
ente de Korpelevich (ver também [73]). De forma similar a primeira observacdo feita apds o
Teorema 2.2.7, se considerarmos 3 = 0 no Algoritmo 2, entdo as expressoes (2.41) — (2.43)
se reduzem a

2(1 +@)doL - 4o(1 4 @)?diL
VE+1(1—02o’ 7~ (k+1)(1—02)?

Essas estimativas implicam que, dada uma tolerancia p > 0, o Algoritmo 2 encontra uma tripla
(y,v,e) tal que v € (F + N([f])(y) e max{||v]|,e} < p apés no miximo

1+a)’ doL\* 2L
0 O max{ (b)) @ko (2.44)
1—o0? ap p
iteragdes. Além disso, vale observar que a inclusdo (2.41) estd fortemente relacionada as

defini¢cOes classicas de solucdes fracas e fortes para problemas de desigualdade variacional
(ver, por exemplo, [67] para uma discussdo sobre o tema).

v € (F+ N (yy), vl <
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2.4 Versoes inerciais fortemente convergentes dos métodos
forward-backward modificado de Tseng e forward-back-
ward classico

Neste secao, considere o problema de inclusdao mondétono estruturado descrito em (2.2), ou
seja, buscamos x € H tal que

0 € F(z) + B(z) (2.45)
sob as seguintes hipdteses:
Cl. F: Dom F' C 'H — H é um operador (ponto-ponto) monétono e continuo.

C2. B: 'H = H é um operador mondtono maximal (ponto-conjunto), com Dom B C C' C
Dom F', onde C' € um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de H.

C3. O conjunto solugdo S := (F + B)~'(0) do problema (2.45) é ndo-vazio.

As hipoteses C1 e C2 garantem que o operador 7' = F' 4+ B € mondtono maximal (ver, por
exemplo, [66, Proposition A.1]), e portanto os resultados da Secdo 2.2 podem ser aplicados a
resolucao de (2.45).

Assumindo que o resolvente (AB + I)~! do operador B(-) pode ser avaliado de forma efi-
ciente, propomos dois métodos do tipo forward-backward para resolver numericamente (2.45),
a saber:

1. Uma variante inercial com convergéncia forte do método forward-backward de Tseng [97],
vdlida para o caso em que F'(-) é L-Lipschitz continuo, isto é, quando vale (2.32). Este
método € apresentado no Algoritmo 3, e os principais resultados de convergéncia forte
e complexidade estdao reunidos no Teorema 2.4.2.

2. Uma modificagdo do método forward-backward para o caso em que F(-) é (1/L)-
cocoercivo sobre Dom F', isto é

(x —y, F(x) = F(y)) > %HF(:U) — F(y)||> paratodoz,y € DomF,  (2.46)

para algum L > 0. O algoritmo correspondente aparece como Algoritmo 4, e seus
principais resultados de convergéncia e complexidade estdo apresentados no Teorema
245.

2.4.1 Versao inercial com convergéncia forte do método forward-back-
ward de Tseng

Como mencionado no inicio desta se¢ao, nesta subsec¢ao analisamos o problema (2.45) sob
a suposic¢do de que as fungdes F'(-), B(+) e/ou o conjunto C' satisfazem as condigdes C1, C2 e
C3, além da condicdo de L-Lipschitz continuidade dada por (2.32).

Apresentamos a seguir o algoritmo correspondente:

30



Algoritmo 3: Variante inercial fortemente convergente do método forward-backward
de Tseng para resolver (2.45).

Entrada: o =2, € H,0 € (0,1) e A=0/L.
parak =0,1,2,... faca

Escolha ay, 8, > 0 e defina
wy, = Tp + (T — Tp—1),
B (2.47)
Wy, = wy + Br(wr — o).
Seja w), = Po(wy) e calcule
yp = (AB + 1)7" (W — AF(w},)),
1 (2.48)
Uk:F(yk)—F(UJ;)—Fx({Dk—yk).
Defina
Hy={z€H| (z — yg,vx) <0},
(2.49)
Wi ={2€H|(z — 20— ax) <0}
Atualize
Tr+1 = PHkak(xo)- (2.50)
fim

A seguir, algumas observacoes a respeito do Algoritmo 3.

®

(ii)

(iii)

Recomendamos ao leitor consultar os comentarios apresentados apds os Algoritmos 1 e
2 sobre o papel das sequéncias inerciais {as} e {3}, bem como sobre os semi-espagos
Hy, e Wy, e também sobre a boa definicio do Algoritmo 3 em relacdo a projecdo em
(2.50).

Do ponto de vista computacional, a operagdao mais custosa do Algoritmo 3 € o cdlculo do
resolvente (AB + I)~! de B na equagio (2.48); o cdlculo de y;, € vy como em (2.48) se
assemelha a iteracdo do método forward-backward modificado de Tseng [97]. Também
destacamos que o Algoritmo 3 pode ser aplicado para resolver o PDV (2.31), tomando
B = Ng em (2.45), caso em que (AB + I)™' = Po. Nesse caso, a0 comparar 0s
Algoritmos 2 e 3, observa-se que uma vantagem principal deste dltimo estd no fato de
que (2.48) exige apenas uma projecdo, a saber, v, = P (w0, — A\F'(wy},)), enquanto (2.34)
requer duas projecdes. Vale destacar ainda que a projecdo adicional w;, = Po(wy) no
passo 2 do Algoritmo 3 é necessaria para recuperar a viavilidade de w; em relagdo ao
dominio de F(-); se Dom F' = #, entdo basta tomar wj, = wy.

Uma outra possivel vantagem do Algoritmo 3 sobre o Algoritmo 2 (quando ambos sdo
aplicados para resolver (2.31)) é a qualidade da aproximacdo: no primeiro, obtém-se
(yk, vx) exatamente no grifico de F' + N¢, enquanto no segundo, (yx, vy ) pertence a um
“enlargement” do grafico de F' 4+ N¢o — veja as inclusdes em (2.38) e (2.51).
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Proposicao 2.4.1. Sejam as sequéncias geradas pelo Algoritmo 3. Entdo, para todo k > 0,
vale:

vk € (F + B) (), (2.51)

Aok + i — Wil < ollye — well.

Como consequéncia, assumindo que N\, = \ e i, = 0, conclui-se que o Algoritmo 3 é um caso
particular do Algoritmo 1 aplicado para resolver o problema (2.11) com T = F + B.

Demonstracdo. A demonstracdo de (2.51) segue uma estrutura semelhante a apresentada em
[67, Proposition 6.1]. A afirmag¢do de que o Algoritmo 3 € um caso particular do Algoritmo 1
decorre diretamente de (2.51), das defini¢cdes dos Algoritmos 3 e 1, bem como do item (d) da
Proposicao 1.2.10. U

A seguir, apresentamos o principal resultado relacionado ao Algoritmo 3.

Teorema 2.4.2 (Convergéncia forte e complexidade iterativa do Algoritmo 3). Suponha que
as hipoteses C1, C2, C3 e a condi¢do de Lipschitz em (2.32) sejam satisfeitas. Considere as
sequéncias geradas pelo Algoritmo 3 e seja dy a distancia de xy ao conjunto solu¢do S # ()
do problema (2.45). Além disso, suponha que a Hipétese 2.2.2 seja vdlida para as sequéncias
{ar} e {5k }. Entdo valem as seguintes afirmacdes:

(a) As sequéncias {xy} e {yr} convergem fortemente para x* = Pg(xy).

(b) Para todo k > 0, existe j € {0, ...k} tal que

v; € (F'+ B)(y;), (2.52)

2, L \/(1 +a) [(1+8) (1 +al+pB)) +5]
VE+1 (1 —a%)o

l|lvi]| < (2.53)

Demonstracdo. A demonstracdo segue essencialmente o mesmo esquema da prova do Teo-
rema 2.3.2, substituindo-se agora a Proposicdo 2.3.1 pela Proposic¢ao 2.4.1. ]

Observacao 2.4.3. De maneira andloga ao que foi feita na Observagdo 2.3.3, as expressoes
(2.52) e (2.53) podem ser utilizadas para estimar o nimero de iteracdes necessarias do Algo-
ritmo 3 para obter um par (y, v) tal que

ve(F+B)y) e v <p, (2.54)

onde p > 0 € uma tolerancia previamente fixada. Como comentado na terceira observacao
apo6s o Algoritmo 3, uma vantagem aparente da relacdo (2.54), em comparacao com o resultado
andlogo na Observacdo 2.3.3, é que aqui o par (y, v) pertence exatamente ao gréafico de F' + B,
enquanto no outro caso a inclusdao depende de um “enlargement” do operador.
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2.4.2 Uma versao inercial do método forward-backward com convergén-
cia forte
Nesta subsecio, estudamos o problema (2.45) sob a suposi¢do de que os operadores F'(-),

B(+) e/ou o conjunto C satisfazem as hipdteses C1, C2 e C3, além da condi¢@o de cocoercivi-
dade dada por (2.46).

Algoritmo 4: Uma versdo inercial com convergéncia forte do método forward-
backward para resolver (2.45).

Entrada: zp =2_; € H,0 € (0,1) e A = 26%/L.

parak =0,1,2 ... faca

Escolha ay, B > 0 e defina
wy, = T + (T — Tp—1),
B (2.55)
wy, = wi + Br(wr — 20).
Seja w), = Po(wy) e calcule
yp = (AB+ 1) (wp — AF(w},)) . (2.56)
Defina os conjuntos
Hy={z€H|{(z—yr,v) < ex},
(2.57)
Wey={z€H| (z —xp,x0— x) <0},
onde
o, — Wy, — Yk
k=T
A
i (2.58)
A
g AL
Atualize
Trr1 = Pryow, (20). (2.59)

fim

A seguir, algumas observacoes a respeito do Algoritmo 4.

(i) O papel e a interpretacdo das extrapolagdes wy, € wy, definidas em (2.55), sdo 0s mesmos
discutidos anteriormente na primeira observagdo apds o Algoritmo 1. O passo principal
do Algoritmo 4 consiste no cdlculo do ponto g por meio do passo forward-backward
descrito em (2.56), o qual remete ao método clédssico de passo forward-backward (ver
[55,78]). A projecao wyj, de wy, sobre o conjunto C' é necessdria para garantir a viabilidade
de wy, com respeito ao conjunto de restri¢ao C'. Note que, se C' = H, isto é, se F'(+) estiver
definido em todo o espaco, entdo podemos simplesmente tomar wj, = wy. Além disso,
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os conjuntos afins Hy e Wy, e a atualizac@o x 1, definidos respectivamente em (2.57) e
(2.59), seguem a mesma estrutura das versoes anteriores apresentadas neste capitulo.

(i1) A principal vantagem do Algoritmo 4, quando comparado ao Algoritmo 3, é que o pri-
meiro ndo exige uma avaliagdo extra de F'(-) no ponto yy, enquanto o segundo necessita
calcular F'(y;) para definir vy (ver (2.48)). Por outro lado, o Algoritmo 3 oferece uma
solucdo aproximada potencialmente mais precisa para o problema (2.45), pois a inclusdo
em (2.52) garante que o par estd exatamente no gréfico de F'(-) + B(-), enquanto (2.61),
que serd apresentado a seguir, fornece um ponto pertencente a um e-enlargament desse
gréfico.

(iii) Embora o Algoritmo 4 seja semelhante ao algoritmo principal proposto e estudado em [40,
Eq. (3.1)], destacamos que, ao contrario do presente trabalho, o artigo [40] ndo apresenta
nenhuma andlise de complexidade para o método considerado.

Mostraremos agora que o Algoritmo 4 também pode ser interpretado como um caso parti-
cular do Algoritmo 1.

Proposicao 2.4.4. Sejam as sequéncias geradas pelo Algoritmo 4. Entdo, para todo k > 0,
valem as seguintes relacaoes:

v € (FE) + B)(yy) C (F + B)Erl(yy), .60,
Mo+ g — @ = 0, 2rep < 02y — @l '

Como consequéncia, o Algoritmo 4 se enquadra como um caso especial do Algoritmo 1 (com
At = M) para a resolugdo do problema (2.45) comT = F' + B.

Demonstragdo. A demonstragdo segue a mesma linha da prova de [95, Proposition 5.3]. [
Apresentamos a seguir o principal resultado relacionado a convergéncia forte e a comple-
xidade iterativa do Algoritmo 4.

Teorema 2.4.5 (Convergéncia forte e complexidade iterativa do Algoritmo 4). Suponha que
as suposi¢oes Cl, C2, C3 e a condicdo de (1/L)-cocoercividade (2.46) sejam satisfeitas.
Considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 4 e seja dy a distdncia de xy ao conjunto
solugdo S # ) de (2.45). Suponha ainda que a Hipétese 2.2.2 seja satisfeita pelas sequéncias
{ar} e {Bk}. Entdo valem as seguintes afirmagées:

(a) As sequéncias {xy} e {yr} convergem fortemente para x* = Ps(xy).

(b) Paratodo k > 0, existe j € {0, ...k} tal que

(v; € (F! + B)(y;), (2.61)

2oL \/(1+a) [(1+5) (1+a(1+5)) +5]

vyl < i 20— o702 , (2.62)
2L [(402(1+@) [(1+B) (1 +a(l + b)) +5]
RS < 2(1 — 02)%0? ' (269
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Demonstragdo. A demonstracdo segue a mesma estrutura da prova do Teorema 2.3.2, utili-
zando agora a Proposicao 2.4.4 no lugar da Proposi¢do 2.3.1. U
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Capitulo 3

Um algoritmo de decomposicao projetivo
inercial inexato com convergéncia forte

Neste capitulo, apresenta-se um algoritmo inercial inexato de decomposicao projetivo (DP)
(projective splitting (PS)), com convergéncia forte, para a busca de zeros de inclusdes moné-
tonas compostas envolvendo a soma de um nimero finito de operadores mondtonos maximais.
O algoritmo apresentado incorpora dois efeitos inerciais, cujos parametros sdo escolhidos de
acordo com condic¢des especificas, a fim de garantir a convergéncia forte dos iterados e pos-
sibilitar uma andlise da complexidade iterativa. Além disso, para problemas de inclusdo mo-
nétonos estruturados, desenvolvemos duas variantes do algoritmo principal, que empregam
passos do tipo forward-backward e forward-backward-forward.

Os resultados apresentados neste capitulo estdo publicados em [12].

3.1 O problema principal e o algoritmo

Nesta se¢@o, propomos e analisamos um algoritmo de decomposi¢do projetivo fortemente
convergente, incorporando efeitos inerciais e tolerancia a erro relativo, para a resolucdo do
problema de inclusdo moné6tono composto (3.2). Antes de apresentar o algoritmo, introduzi-
remos algumas notagdes necessarias.

Sejam Hg, Hi, ..., H,—1 espacos de Hilbert reais, e defina H,, := H,. Denotaremos por

(-,+) o produto interno e por || - || = 1/(, -) a norma associada em cada espago H; (1 < i <
n). Além disso, consideremos o produto cartesiano H = Ho X Hy X -+ X H,_1, munido

do produto interno e da norma definidos, respectivamente, da seguinte maneira (para algum
v > 0):

n—1

.0y = (2, 2) + > (wiw)),  lplly = /(. p)s, 3.1)
i=1
ondep = (z,w)ep’ = (2/,w'),comz, 2’ € Hyew = (wq,...,wy_1), w = (w),...,w,_;) €
HiX...XH,_1. Oselementos de H serdo denotados tanto por p = (z, wy, ..., w,_1) quanto,
de forma abreviada, por p = (z,w), onde w = (w1, ..., W, _1).
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Consideremos o problema de inclusdo monétono de multiplos termos

0€> GTi(Gsz) (3.2)
i=1
onde n > 2, sob as seguintes hipdteses:
Al. Paracada: = 1,...,n, o operador 7;: H; = H,; € mondtono maximal.
A2. Paracada? = 1,...,n, o operador GG;: Hy — H,; € linear e limitado. Além disso,
assume-se que (G, é o operador identidade em Hy = H,,, ou seja, G, (z) = z para todo
z e H(].

A3. O conjunto de solugdes de (3.2) é ndo-vazio, isto é, existe a0 menos um z € H, que
satisfaz a inclusdo em (3.2).

O algoritmo proposto nesta se¢do, a saber Algoritmo 5, € inspirado na estrutura de de-
composi¢do projetivo de [2, 43], incorporando efeitos de inércia nas iteragdes e critérios de
erro relativo na resolucdo inexata dos subproblemas proximais. Além disso, o Algoritmo 5 é
especialmente estruturado para garantir a convergéncia forte das iteradas, definindo o préximo
iterado como a proje¢do da aproximagcio inicial p° sobre a interse¢do de dois semi-espacos
(ver (3.18) e (3.19)). Comentdrios adicionais e observagdes relevantes sdo apresentados ime-
diatamente depois da descricao do Algoritmo 5.

Quanto a andlise do Algoritmo 5, os principais resultados desta se¢do sdo os Teoremas
3.1.12 e 3.1.13, que tratam, respectivamente, da convergéncia forte e da andlise de complexi-
dade iterativa. Na Subsecdo 3.1.1, provamos a convergéncia assintética forte do Algoritmo 5,
enquanto na Subsecdo 3.1.2 discutimos sua complexidade iterativa.

Antes de introduzir o algoritmo, precisamos definir o conjunto solugdo estendido (relaci-
onado ao Problema (3.2)) e uma familia especial de funcionais afins, conforme (3.4) e (3.7),
respectivamente. A principal motivagao para considerar o conjunto solugéo estendido S, e a
familia {¢(-)} é, conforme [43], transformar a inclusdo monotona (3.2) em um problema de
viabilidade convexa (no espaco ampliado H = Hy X H; X --- X H,_1), de encontrar um
ponto em S, utilizando posteriormente os funcionais ¢y (+) como planos de corte.

O conjunto de solucoes estendido de (3.2). Primeiramente, observamos que, como G,, = [
(ver Hipdtese A2), o problema de inclusdo mondétono (3.2) pode ser reescrito como

n—1

0€ ) GITGi(2) + Tu(2). (3.3)

i=1

Definimos o conjunto de solu¢des estendido (também chamado de conjunto generalizado de
Kuhn-Tucker) do problema (3.2) como

n—1
S, = {(z,wl,...,wnl) EH|w €Ty(Giz),i=1,...,n—1, —Zwai € Tn(z)}
i=1
3.4

O conjunto S, € um subconjunto fechado e convexo de H (ver, por exemplo, [2]) e, em virtude
da Hipétese A3, também € ndo-vazio. De fato, é simples verificar que um ponto 2z € H,
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satisfaz (3.3) se, e somente se, existem elementos (wy,...,w,—1) € Hy X -+ X H,_1 tais
que p = (z,wy,...,w,_1) pertence a S.. Assim, o problema (3.2) (ou, equivalentemente,
(3.3)) pode ser reformulado como o problema de viabilidade convexa de encontrar um ponto
no conjunto fechado e convexo S.. Motivados por essa observagao, introduzimos a seguir a
familia {¢(-)} de funcionais afins que serdo utilizados como planos de separa¢do em nosso
esquema de decomposi¢do projetivo (ver Eq. (3.18) no Algoritmo 5).

Construgio da familia de separadores afins. Seja (%, y¥) um par pertencente ao grafico do

enlargament TZ-[Eﬂ
=)

paracadai = 1,...,n,isto é, y¥ € Ti[aﬂ(:cf). Em virtude da defini¢do do

enlargement 7, " em (1.9) e das inclusdes em (3.4), segue que

77

(Giz — ¥ w; — yF) > —eF paratodo (z,wi,...,w,_1) €S,

onde definimos

n—1
W, = — Z Giw;. 3.5
i=1
(Observe que, de acordo com (3.4) e (3.5), temos que w,, € T,,(z)). Ao somar as desigualdades
acima para todos os indices 7 = 1, ..., n, obtemos
gok(z, wy, ... ,wn_l) <0 paratodo pe€S,, (3.6)

-~

p

sendo ¢y : ‘H — R definida como

n

Spk(p) = Z (<GZZ - zfvyf - wl> - Sf) para todo p= (Za Wi, - - - 7wn—1) ceH. (37)

=1

A relacdo (3.6) assegura que o conjunto S, onde buscamos uma solug@o, esta contido no
semi-espago fechado Hy .= {p € H | vr(p) < 0}. Adicionalmente, outra constru¢do de um
semi-espaco, também contendo S., serd apresentada mais adiante (ver Eq. (3.18)), sendo que
projecdes sucessivas sobre a intersecdo de ambos semi-espacos (ver Eq. (3.19)) constituem a
base do esquema iterativo do Algoritmo 5.

O préximo lema, inspirado em [50, Lemma 4], retine algumas propriedades fundamentais
de ¢ (+) que serdo essenciais ao longo deste trabalho.

Lema 3.1.1. Sejam ¢y (-) e S, definidos como em (3.7) e (3.4), respectivamente. Entdo valem
as seguintes afirmagcoes:

(a) Temos que
n—1 n—1 n n
SR WCTRNS DERTHATED SESTED DA
i=1 i=1 i=1 i=1
paratodop = (z,wy,...,w,—1) € H. Em particular, pi(-) é um funcional afim sobre H..

(b) Vale que i (p) < 0 para todo p € S..
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(c) O gradiente de @y (-), considerando o produto interno -, -)., definido em (3.1), é dado por

n—1
Vo = <71 (Z Gk + y§> cah — Gk ak Gnlxﬁ) , (3.9

e sua norma é

n—1

> Gy + ok

i=1

V|5 =" +Z|Ix — G|, (3.10)

(d) O gradiente V ¢y é nulo se, e somente se, Z;:ll Giyf +yk = 0 e 2¥ = Gk para todo
1=1,...,n—1.

(e) Se Vi = 0, entdo (zF,y¥, ... v~ ) € S. sempre que uma das seguintes condigoes for
satisfeita:
() e¥ =0, paratodoi =1,...,n

(i) existe p = (Z,wy,...,Wy_1) tal que pi(p) > 0.

Demonstragdo. A demonstracio segue, em linhas gerais, o raciocinio apresentado em [50,
Lemma 4].

A partir de (3.7), podemos reescrever ¢, da seguinte forma:

n n

Pr(z,wi, - Wyot) =Z<Gizayf —wi) — Z( DY wi) — ng
i=1

i=1 =1

n

n n—1
:Z(z,nyf—waﬁ—Z al, yf +Z n,wn>_25§
=1 i=1 ;

i=1

n n—1 n

:v<z,%zazyf>+ (k= Gaat ) — S at, ) Ze

i=1 i=1 =1

(3.11)

A ultima igualdade € obtida utilizando (3.5) e o fato de que GG,, = I (ver hipdtese A2), o que
implica que Y7, Giw; = 0e (ak, w,) = 217 (= Giak, w;).

As afirmacdes dos itens (a) e (c) seguem diretamente da expressdo (3.11) juntamente com a
defini¢do do produto interno em (3.1). J4 o item (b) decorre naturalmente da construgado de ¢y,
conforme apresentado em (3.6). O item (d) decorre de maneira imediata a partir da férmula do
gradiente (3.9) .

Finalmente, para provar o item (e), suponha inicialmente que Vo, = 0. Como yf €

k
T (z¥) paratodoi = 1,...,n, usando o item (d), deduzimos que

1

n—1
FeTFNGat) (i=1,....n—1) e =3 Giyf=ylcTEEh).

i=1
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Se €% = ( para todo i = 1,...,n, entdo, pela defini¢do de S, e pela Proposi¢io 1.2.10(d),
temos que (z¥,yF,...,y* ) € S., 0 que conclui a prova de (i). Para provar (ii), suponha que
©r(p) > 0 para algum p € H. Como Vg, = 0, pelas expressoes (3.8) e (3.9) e usando o item
(d), obtemos que Y7 | eF = — ¢ (p) < 0. Assim, ¥ = 0 paratodoi = 1,...,n, e o resultado
segue do item (i). O

Agora, introduzimos o principal algoritmo deste capitulo para a resolugdo de (3.3). O algo-
ritmo combina trés elementos fundamentais: um passo inercial, um procedimento de decom-
posicdo proximal com critério de erro relativo para decompor o problema em subproblemas
tratdveis, e uma projecao sobre a interse¢ao de semi-espagos para garantir a convergeéncia forte.
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Algoritmo 5: Algoritmo de DP inexato inercial fortemente convergente para resolver

(3.3).
Entrada: (z7', w;', ..., w, ) = (2% w), ..., w’ ) € H,escalares0 < o < le
v > 0.
parak =0,1,... faca
Escolha oy, > 0, B > 0 e defina
Zh = 2F pap(2F =2, ZF =28 4 (B = 2, (3.12)
wf = wf + ap(wf —wi™Y),  wf=af + p(wf — ) Vi=T,n—1, (3.13)
n—1
oy ==Y Gt (3.14)
i=1
Paracadai = 1, ..., n, escolha escalares \¥ > 0 e compute

(zF, yk k) € H x H x R, tais que

k
yr e Ti[g"}(xf),

2 2
INFgE 2k — (GiZ* + AP |? 4 20keF < 02 <Hezk o R G > .
(3.15)
n—1
sext =Gk i=1,...,n— 1)eZnyf—|—yf§ = ( entdio
i=1
retorna
(Z,W1, ..., We1) = (2%, oF, ... yF ). (3.16)
fim
Defina o funcional afim @ (-) como em (3.7) (ver também (3.8)), seja
pk = (Zka wllca ct 7wﬁ—1)7 (317)
defina também
Hy={peH|plp) <0}, (3.18)
We={peH | —p"p-1"), <0},
e atualize
(ZF bt k) = Pyaw, (0°). (3.19)

fim

Notacao adicional. Para facilitar a andlise do Algoritmo 5, introduzimos a seguir algumas
notagdes auxiliares. De maneira andloga a defini¢do de w* em (3.14), definem-se, para as
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sequéncias {wr} e {@wF},com1 <i<n—1,

n—1 n—1
wh=-> "Gl e @) =-) Ga} (3.20)
i=1 i=1
Analogamente 2 definicdo de p* apresentada em (3.17), consideram-se os vetores
~k._ (ok =k o~ ~k ._ (vk ~k ~ )
pr= 5w, .. wy ) e pti=CEN e, w)r ). (3.21)

A partir das definicdes em (3.12), (3.13), (3.17) e (3.21), obtém-se

pr=p"+a® —p*") e Pt =0"+ 80" - ")
Substituindo diretamente a primeira identidade de (3.13) na segunda identidade de (3.20), e a
segunda identidade de (3.13) em (3.14), deduz-se que

0F = wh + ap(wf —w e wf=aF 4 gp(vf —w?). (3.22)

Sempre que necessario, utilizaremos também a seguinte notacao:
ef = My v o —(GZ8+ Nwf), i=1,...,n. (3.23)

Com esta notagdo, a desigualdade apresentada em (3.15) pode ser reescrita como

7

[F]|2 + 20Fek < o2 (Haizk — 2P+ || M@ — ymf) . (3.24)

Além disso, observa-se que, como G, é assumido igual ao operador identidade (ver Hip6tese
A2), a definicdo (3.14) implica que

> Graf =o. (3.25)
=1

A seguir, algumas observacdes sobre o Algoritmo 5:

(1) O Algoritmo 5 atua no espago aumentado ’H = Hy X H; X --- X H,_1. Recorde
que o conjunto de solugdes estendido S, é um subconjunto de H e que nosso problema
principal (3.2) é equivalente ao problema de viabilidade convexa de encontrar um ponto
p = (z,wy,...,w,_1) em S,. Além disso, pelo Lema 3.1.1(b), o conjunto S, é contido
no semiespago “negativo” definido por cada funcional afim ¢y (-) (ver defini¢ao de Hj
em (3.18)). Isso explica a natureza “projetiva” do Algoritmo 5, no qual cada iteracdo é
construida, conforme (3.19), por projecdes sucessivas sobre a interse¢do dos semiespa-
cos Hj e Wy. O principal papel do semiespaco W), € garantir a convergéncia forte das
sequéncias geradas pelo Algoritmo 5 (ver Teorema 3.1.12 mais adiante).

(i) Asetapas de extrapolacao definidas em (3.12)—(3.14) introduzem efeitos inerciais nas ite-
racdes, controlados pelos pardmetros oy, e 5. Observamos que a primeira extrapolagao,
envolvendo z* € w¥ (i = 1,...,n — 1), corresponde ao tipo mais usual de extrapolagio
presente em diversos algoritmos com inércia (ver, por exemplo, [5, 8, 9, 18, 16]). Jd a
segunda extrapolagdo, envolvendo z* e wF (i = 1,...,n — 1), foi especificamente in-
troduzida para considerar o mecanismo de iteragdo do Algoritmo 5. As condi¢des sobre
as sequéncias {ay} e {Ox} que garantem a convergéncia forte e a complexidade iterativa
sdo as mesmas que na Hipotese 2.2.2 (ver também Hipdtese 3.1.6).
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(ii1)) Em cada iteracdo, o Algoritmo 5 exige a resolucao aproximada de n subproblemas pro-
ximais, conforme (3.15). Esses subproblemas podem ser resolvidos de forma indepen-
dente, em paralelo e aproximadamente, obedecendo a um critério de erro relativo contro-
lado pelo parAmetro o € [0, 1). Note que, no caso o = 0, a equagdo (3.15) implica que
eh=0e

Ny = GEF NS,y € Tia)),
paratodoi = 1,...,n (recorde que T = T)). Assim, dado \F > 0, a tripla (2%, y*, F)
definido como

zf =Gt Mol = Myf, b= M+ DTHGE + Nwf), el =0
(3.26)

satisfaz automaticamente o critério de erro (3.15). A principal limitagcdo de (3.26) reside
no custo computacional para calcular o resolvente exato (A\¥T; + I)~! de cada opera-
dor moné6tono maximal 7. O critério de erro relativo (3.15) contorna essa dificuldade,
permitindo o célculo aproximado das triplas (z%,y¥, eF) por meio de métodos internos
adequados a estrutura de 7, utilizando (3.15) como critério de parada. Ressaltamos ainda
que o critério (3.15) generaliza um critério de erro relativo anteriormente proposto para
algoritmos DP com inércia em [10]. Na Secdo 3.2, mostraremos como o Algoritmo 5
pode ser usado como base para projetar novos métodos de decomposi¢ao de operadores,
onde as triplas (z¥, y¥, ¥) podem ser computadas via passos de tipo forward-backward
ou forward-backward-forward (de Tseng), sob hipdteses de cocoercividade ou Lipschitz
continuidade dos operadores 7;.

(iv) No Corolério 3.1.3 mais adiante, mostraremos que, caso o Algoritmo 5 pare (ver (3.16)),
entdo o ponto (Z,wy, ..., W,_1) pertence ao conjunto de solu¢des estendido S.. Para a
andlise da convergéncia, assumiremos entdo que o algoritmo gera sequéncias infinitas
(ver também a Observacao 3.1.4).

(v) A definicdio do préximo iterado (2%, wF™ ... w"1) como a projecdo ortogonal de

p° sobre a intersecdo Hj, N W, dos semi-espacos (conforme (3.19)) é um dos principais
mecanismos que asseguram a convergéncia forte do Algoritmo 5 (note que Hj, € de fato
um semi-espaco em H, como garantido pelo Lema 3.1.1 (a)). No contexto de métodos
proximais inexatos com critério de erro relativo, essa ideia remonta a [92] e foi recen-
temente explorada em [11] (em algoritmos com inércia). A computag¢do dessa projecao
ortogonal reduz-se (no maximo) a resolu¢do de um sistema linear 2 x 2 (ver [92, pp.
195-196] e [24, Propositions 29.22 e 29.23]). Destacamos que a defini¢do do préximo
iterado depende do fato que a intersecao Hj; N W seja ndo-vazia, o que serd discutido
com mais detalhes no Apéndice B (ver Proposicao B.1.1).

(vi) Por fim, é importante ressaltar que tanto a implementacdo quanto a andlise de conver-
géncia do Algoritmo 5 sdo independentes do calculo explicito de normas ou inversas dos
operadores lineares limitados G; (1 < i < n).

3.1.1 Analise de convergéncia do Algoritmo 5

Nesta subsecdo, estudamos as propriedades de convergéncia forte do Algoritmo 5. O prin-
cipal resultado serd apresentado no Teorema 3.1.12, ao passo que outros resultados auxiliares
também serdo enunciados e demonstrados ao longo da subsec¢do.
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Para o estabelecimento da convergéncia forte do Algoritmo 5, serdo necessdrias as Hipo-
teses 3.1.6 € 2.2.2, que impdem condig¢des sobre as sequéncias de pardmetros proximais { A}
(1 <i < n) e os pardmetros inerciais {«ay } e {5}, respectivamente.

Iniciamos com o seguinte lema técnico.

Lema 3.1.2. Suponha que a iteracdo k > 0 é atingida no Algoritmo 5 e seja {p*} e ox(*)
definidos conforme (3.21) e (3.7), respectivamente. Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(@) Paratodoi=1,...,n, tem-se

- - 1-—
(Gizk —fﬁayf —w¢k> — e >

P2 w (IGE — bR+ N — gBIR) . G2

(b) Temos a estimativa inferior

n

- 1—o? 1 ~ ~
o) > —5— ) (EHGizk—x§\|2+Awaf—yf||2> > 0.
=1 ¢

Demonstragdo. (a) Aplicando a identidade (a,b) = (1/2)(||al|* + ||0]|* — |la — b||?) com a =
GizF — 2 e b= \(yF — wF), obtemos:

(GE* = b Nk~ @) = 5 (1GF* — ab P + Ik - @07~ |GE* ok Ak - ab)?),

—ek
i

em que e estd definido como em (3.23). Subtraindo ¥ de ambos os lados da igualdade acima
e utilizando o critério de erro relativo em (3.15), concluimos (ver também (3.24)):

(GiZ* —af,yf —0f) — &f =533 (1GZ* = 2f |1 + I\ (i — @O)I° = [llef|I” + 2Afel])

1 k|2 k
> 2Ak (HG — ||+ [N @ = y))I7)
0 que conclui a demonstrac¢ao do item (a).

(b) O resultado segue imediatamente da soma das desigualdades (3.27) parat = 1,...,n
e das defini¢gdes de o, (-) € p* (ver (3.7) e (3.21)). O

A seguir, mostramos que se o Algoritmo 5 parar, entdo ele para exatamente em uma solugao
do problema (3.2).

Corolario 3.1.3. Se o Algoritmo 5 retornar (Z,ws, . .., W,_1) conforme definido em (3.16),
entdo (Z,Wy, ..., W, 1) pertence ao conjunto de solucoes estendido S.. Em particular, Z é
uma solugdo do problema (3.2).

Demonstracdo. A demonstragdo é uma consequéncia direta do Lema 3.1.2(b) e dos itens (d)
e (e)(ii) do Lema 3.1.1. L]
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Observacio 3.1.4. A luz do Coroldrio 3.1.3 e da Proposicio B.1.1 apresentada no Apéndice
B, assumiremos, a partir deste ponto da secdo, que o Algoritmo 5 ndo para, ou seja, gera
sequéncias infinitas. Em particular, conforme o item (d) do Lema 3.1.1, podemos garantir que

Vr #0 paratodo k > 0. (3.28)

Proposi¢io 3.1.5. Seja {p*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5 e seja do - a distancia de p"
ao conjunto de solugées estendido S, do problema (3.2). Os seguintes resultados sdo vdlidos:

(a) Paratodo k > 0,
1" =13 = 11p* = p°l15 + 1™ = pFI15.
(b) Para todo k > 0,
lp* = p°lly < dos-

(c) Temos que
S Ol = pM2 < di
k=0

Demonstragdo. (a) Aplicando a desigualdade (1.3) do Lema 1.1.1 (no espago H com o pro-
duto interno definido em (3.1)), com C = W}, x = p**! e y = p°, obtemos:

1P, (0"1) = P, DO < Ml =015 = 110" = P (07D ] = [0” = P (") ]I,

onde W}, é definido como em (3.18). Como ptt = Py, (p**1), pois p**! € W, (ver (3.17) e
(3.19)), e p*F = Py, (po) (por definicdo de W), a desigualdade acima se reduz a:

P =PRI < o™ = P12 = 1p* = O3,
o que conclui a demonstragdo do item (a).

(b) Suponha k£ > 1 (para k£ = 0 o resultado € imediato). De (3.17) e (3.19), temos que
p* = Py, _,~w,_,(p°). Usando a Proposi¢do B.1.1 e a defini¢do da projecdo Py, ,~w,_, (p°),
segue que

1" = 2°lly = 1Pa_sowie @°) = 2°lly < [1Ps.(0°) — 11y = dos.

(c) Este item decorre diretamente dos itens (a) e (b), utilizando o argumento de soma
telescopica. O]

A seguir, impomos uma suposi¢do de limitacdo para as sequéncias de parametros proximais
{\F} geradas pelo Algoritmo 5:

Hipétese 3.1.6. Para todoi = 1,...,n, a sequéncia {\¥} gerada pelo Algoritmo 5 satisfaz
A e [AA] paratodo k>0,

emqueXZA>O.
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Lema 3.1.7. Considere as sequéncias envolvidas no Algoritmo 5 e seja {p*} definida con-
forme (3.21). Além disso, seja vy () a funcdo definida em (3.7). Valem as seguintes afirma-
coes:

(a) Paratodo k > 0,

~ 1 — o) min{), 1/\} — ~ ~
ol = L= 5 4 /}Z(HGZ-Z’“—:B?IIMIwa—yfIIQ)- (3.29)

=1

(b) Para todo k > 0,

1
or(P*) > “IIVerlls (3.30)
em que
¢:=n max ||GZ-||2< dmax{l, 1/} ) (3.31)
=1, (1 —0?)min{)A, 1/A}

Demonstragdo. (a) Esta afirmacgdo decorre diretamente do Lema 3.1.2(b) e a Hipotese 3.1.6.

(b) Primeiramente, observe que, a partir das identidades (3.25), (1.5) e do fato de que ||G;|| =
|G|l para todo 1 < i < n, obtemos:

n

P

=1

ZG* F o)

Analogamente (lembrando que G, = I), temos:

n—1 n—1
D Nk = Gaapl? =) |l — GiE* + Gi(ZF — )|
=1

i=1

<n max |G| le Pyl (3.32)

'''''

n—1
<2y (IG:Z" = af | + |G:(ZF = 2)|1?)
i=1

-----

<2n max ||Gi||” ZHG — z¥|2. (3.33)

-----
=1

Assim, a partir de (3.10), (3.29), (3 32) e (3.33), concluimos que:
Z k

> —I—ZHx — Gt

< 2 max Gy P max(1,1/9} 3 (IGZ* - at  + 7 — o)
..... 2

) 4max{1,1/v} ~k
<n max |Gl ((1 = o) min{\, 1/X}) er(p")

n

IVerl? =~""

=1l,...

= cor(p"),
0 que mostra a validade da desigualdade (3.30). O
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Lema 3.1.8. Considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 5, seja ¢y (-) definida como em
(3.7) e seja ¢ > 0 a constante dada em (3.31). Entdo, para todo k > 0, valem as seguintes
desigualdades:

@) [IVerlly < cllp™" =2l e @u(@*) < cllp™ = P*I5-

(b) Y el < (1 — 02> ollp" = "2,
i=1

Demonstragdo. (a) Para demonstrar a primeira desigualdade, recorde que estamos assumindo
Ve # 0 (ver (3.28)). Assim, a partir da defini¢do do semi-espaco Hj em (3.18) e do Lema
3.1.1(a), obtemos:

. maX{O, Pk (p)}
IVerll?

Como pF*! € Hy, (ver (3.17) e (3.19)) e utilizando o Lema 3.1.7(b), obtemos:

PHk<p) =P

Vi paratodop € H.

I = 5%l = 1Pa, (5%) = P* I,

_ @) (3.34)

IVerlly
> [Vl

0 que conclui a demonstracdo da primeira desigualdade. A segunda segue diretamente ao
combinar (3.34) com a primeira.

(b) A partir do critério de erro dado em (3.15), obtemos, paracada: = 1,...,n,
ot (1 ~k k|2 k||~ k(2
& < _kHGzZ =z |7+ N llwi —yil7 ) -
2 \\
Somando as desigualdades acima para¢ = 1,...,n e usando o Lema 3.1.2(b), obtemos:

- k o’ ~
i=1

Por fim, para concluir a demonstracao do item (b), basta combinar a desigualdade acima com
a segunda do item (a). O

A partir de agora, assumiremos neste capitulo que as sequéncias {«y} e {3} dadas no
Algoritmo 5 satisfazem a Hipétese 2.2.2 do capitulo anterior. Observe que essa hipétese tam-
bém foi imposta as sequéncias de parametros inerciais consideradas no Algoritmo 1, nas quais
também se utilizou a notacio oy e [.

O resultado a seguir € fundamental tanto para a andlise de convergéncia quanto para o
estudo da complexidade iterativa do Algoritmo 5. A demonstracdo serd omitida pois segue a
mesma linha de raciocinio da prova da Proposi¢do 2.2.4(b).

47



Proposicao 3.1.9. Seja {p*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5, e seja {p*} definida como
em (3.21). Denote por dy . a distancia de p° ao conjunto de solucées estendido S, de (3.2).
Além disso, sejam @, 3 e s conforme definidos na Hipétese 2.2.2. Entdo, vale que

S P = BEIR < Qo di, (3.35)
k=0
onde
Qo = (1+@) |1+ )1 +a(1 +B)] +3]. (3.36)

Proposicao 3.1.10. Considere as sequéncias geradas pelo Algoritmo 5. Entdo, temos:

(@) yk+ Z;:ll Gy — 0, eparatodoi =1,...,n, tem-se ¥ — Giz* — 0.
(b) Paratodoi=1,...,n, vale que ¥ — 0.

(c) Paratodoi=1,...,n, tem-se G;z* —aF — 0ewl —yF — 0.

(d) Paratodoi=1,...,n, tem-se Gz% —zF — 0e @}l —yF — 0.

(e) Paratodoi=1,...,n, tem-se G;z" — :vf —0e wf — yf — 0.

Demonstragdo. (a) Este item decorre diretamente da primeira desigualdade do Lema 3.1.8(a),
em conjunto com (3.10) e (3.35) (lembre que G,, = I).

(b) Resulta como consequéncia imediata do Lema 3.1.8(b) combinado com (3.35).

(c) Este item segue da segunda desigualdade do Lema 3.1.8(a), da Proposi¢do 3.1.9 e do
Lema 3.1.7(a).

(d) Aplicando a desigualdade triangular e a segunda identidade de (3.12), obtemos:

IG:Z" — 2| < [IZ% = Z8[IGill + 1Giz" — a7
= BllZ* = MGl + 1GZ* — 2], i=1,....n. (3.37)

De modo anélogo, temos também:

1@ —yf | < 1w —@f | + @ — w7

i

= Bl @) —wl|| + |of —yfll, i=1,...,n—1. (3.38)

Além disso, usando a desigualdade (1.5), (3.14), e a segunda identidade em (3.20) e (3.13) ,
temos:

1 _ o~ -
sllvn = @1 < 1@y = @1 + llyr, — @17
2

+ llyn — @517

n—1
> Giaf—af)
i=1

n—1
<n _max_|Gil*8 Y@ — wd|l® + [lyk — @] (3.39)
i=1,....,n—1 —
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Como a sequéncia {p’“} € limitada (ver Proposi¢do 3.1.5(b)), segue de (3.17) e (3.20) que as
sequéncias {2*} e {wf} também sdo limitadas, paratodoi = 1, ..., n. Portanto, as sequéncias
{Z*}, {wF} e {wF} (i = 1,...,n) também sdo limitadas (basta usar (3.12)—(3.14) e o fato de
que {ax} e {Bk} sdo limitadas). Além disso, pela Hipétese 2.2.2(b), temos que [ — 0.
Assim, o resultado desejado segue de (3.37)—(3.39) e do item (c).

(e) Argumentando de forma andloga a do item (d), obtemos:

IG:2" — il < 1|2 = ZH[IGs]l + 1GiZ" — 2]

= ag||2" = "TYNIG| + |GZF —2F|l, i=1,...,n. (3.40)
e
lwf =yl < lhwf — @F|| + [[@F -yl
= o ||wf — w4 |@F —yF|, i=1,...,n, [por(3.13)e(3.22)]. (3.41)
Dado que zF — 2¥"! — 0 e wf — wf_l — O paratodo: = 1,...,n (como consequéncia da
Proposi¢do 3.1.5(c) em conjunto com as Eqgs. (3.1), (3.17) e (3.20)) e do fato de que {c} é
limitada, o resultado desejado segue diretamente de (3.40), (3.41) e do item (d). O

Lema 3.1.11. Todo ponto de acumulagdo fraco da sequéncia {p*} definida em (3.17) pertence
ao conjunto S..

Demonstragdo. Sejap = (Z,wy, ..., W,—1) € H um ponto de acumulagdo fraco da sequéncia
{p*} (lembre que, pela Proposigdo 3.1.5(b), essa sequéncia € limitada). Assim, existe uma
subsequéncia {p*i} C {p*} tal que p*i — P, isto &,

ij 7 e wfjéw“ 1=1,...,n—1. (3.42)

Utilizando a Proposi¢ao 3.1.10(e), (3.42) e o fato de que G,, = I (ver Hipbtese A2),
concluimos também que

ks — k; i .
g =z e y’' ' —w;, 1=1...,n—1

kj )
Pela defini¢do do Algoritmo 5, sabemos que yf Te Ti[si ](a:f 7) paratodo 1 < i < n. Além
disso, segundo a Proposi¢ao 3.1.10 (itens (a) e (b)), temos

n—1
2~ G 50 (1<i<n-—1), yﬁj+Znyfj—>0, S
i=1
Assim, pelo Coroléario B.2.3, obtemos
n—1
wW; GE(GZ'Z), 1=1,...,n—1, —ZG:@Z GTH(Z),
i=1

0 que, pela defini¢do do conjunto S, dada em (3.4), implica que p € S.. Portanto, todo ponto
de acumulagio fraco da sequéncia {p*} pertence a S,. [

49



Teorema 3.1.12 (Convergéncia forte do Algoritmo 5). Seja a sequéncia {p*} gerada pelo
Algoritmo 5, conforme definido em (3.17), e seja o conjunto de solugdes estendido S. dado
em (3.4). Suponha que as Hipéteses A1-A3, 3.1.6 e 2.2.2 sejam satisfeitas. Além disso,
considere a sequéncia {w"} conforme definida em (3.20).

Entdo {p*} converge fortemente para p* = (z*,w,...,w’_,), onde p* é a projecdo
ortogonal de p° sobre S,. A sequéncia {z*} converge fortemente para =*, que é um ponto
solucdo do Problema (3.2), e {w!} converge fortemente para w?, para todo 1 < i < n, com
wh = — S Grw?. Além disso, parai = 1,...,n, as sequéncias {zF} e {y¥} convergem
fortemente para G,;z* e wy, respectivamente.

Demonstragdo. Passo 1. Primeiramente, provamos que p* — p*. De fato, pela Proposi¢io
3.1.5(b) e pelo fato que do, = ||p* — p°||,, tem-se

17 = polly < 15" = poll, paratodo k> 0. (343

Assim, {p*} € limitada, e, pelo Lema 3.1.11, seus pontos de acumulagdo fraco pertencem a
S.. Seja {p"i} uma subsequéncia de {p*} que converge fracamente para algum p € S,:

peS., P —p

Como a norma ||-||, é semi-continua inferiormente com respeito a topologia fraca em H,
obtemos

17— p°|ly < liminf ||[p" — pol|, < limsup ||p" — p°[|, < [Ip* = 1|+, (3.44)

onde a ultima desigualdade segue de (3.43). Como p* € a projecdo ortogonal de p° sobre S, e
p € S, adesigualdade (3.44) implica que p = p*. Logo, p* — p* e de (3.44), temos

Ip* = p°[| < liminf [|p* — p°|, < limsup [p* — %, < [Ip* = 2°||,.

Portanto, |[p* — p°[|; = [lp* — p°l|,. e como p* —p° — p* —p°, segue que p* —p’ — p* —p",
ou seja, p* — p*.

Passo 2. As convergéncias 2k e wf — w} para 1 < ¢ < n decorrem diretamente do

fato de que p* — p* e das defini¢des p* = (2%, wh, ... wk ), p* = (", wi, ..., wi ), wr =
-1 -1

> GrwF ewr = = Y77 Giw}. Resta provar que {zF} e {yF} convergem fortemente

para G, z* e w;, respectivamente, para cada ¢ = 1, ..., n. Essa afirmacdo segue diretamente da

Proposi¢do 3.1.10(e) e das convergéncias z¥ — z* e w¥ — w} paratodoi =1,...,n. O

*

3.1.2 Analise da complexidade iterativa do Algoritmo 5

Nesta subse¢do, investigamos a complexidade iterativa do Algoritmo 5. Para isso, intro-
duzimos a seguinte nogdo de solugio aproximada para o problema (3.2): {x;} ,, {v:}l-, e
{e;}!_,, onde z;,y; € H;ee; € R, parai = 1,...,n, constituem uma solug¢do aproximada
de (3.2) com tolerancia p > 0 se satisfazem

<p

n—1
> Giyi+ya
=1

ylejjz[al](xZ% iz]‘?"'?’”” Z&'Spa
i=1 (3.45)

|lz; — Gixn|| <p, i=1,...,n—1.
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E ficil verificar que, se fizermos p = 0 em (3.45), obtemos que z,, é uma solucdo exata do
problema (3.2).

A seguir, apresentamos o resultado de complexidade iterativa, o qual fornece uma estima-
tiva do nimero de iteragdes que o Algoritmo 5 necessita para obter vetores {x;}I" |, {y;}1", e
{e:}_, que satisfacam as condi¢des em (3.45), para uma tolerancia pré-fixada p > 0.

Teorema 3.1.13 (Complexidade iterativa pontual do Algoritmo 5). Considere as sequéncias
geradas pelo Algoritmo 5. Seja dy -, a distdncia entre p° e o conjunto de solugdes estendido
S., conforme definido em (3.4), e seja ) g) > 0 a constante dada em (3.36). Suponha ainda
que as Hipéteses A1-A3, 3.1.6 e 2.2.2 sejam satisfeitas. Entdo, para todo k > 0, existe um
indice 0 € {0,1, ...k} tal que

( '3

yeT ), i=1,...n, (3.46)
n—1 n( max ||G;|?)d
Zg%y€+yf - (i:l .... nH | ) 0,y <4\ﬁmax{1,1/’y}1/9(aﬁ)> (3.47)
— Vk+1 (1 —0?)min{)\, 1/A\}

n( max HG-HQ)dO

¢ ¢ i=1,...,n ! 7 4max{1, 1/’7}\/ Q(a B) .

lz; — Gixy, || < - _ = |, i=1,...,n—1, (3.48)

VE+1 (1 —o0?)min{)\, 1/A}

dg 5

max v (4 1,1/7}0,

S < i o max{ '/’Y} (@f) | (3.49)
; k+1 (1 —02)2min{), 1/}

Demonstragdo. A aplicagdo direta da primeira desigualdade do item (a) e do item (b) do Lema
3.1.8 implica, para todo 57 > 0,

c? co? 4
=1

Voill2 1—02 . . : ,
A, rzmax{” ol 1o Zsﬁ}sllp’“—ﬁlli (3.50)

que, por sua vez, combinada com a Proposicao 3.1.9, fornece a estimativa

k
Z Aj S Q(aﬂ)da'y?

j=0

onde ), ) € a constante definida em (3.36). Escolhendo entdo um indice ¢ € {0,...,k} tal
que Ay = minj—g __; Aj, obtemos

.....

(k+ 1A < Qapds - (3.51)

A partir de (3.50) e (3.51), concluimos que

o) o - 0o p)dg
Vi|? < — 2207 ‘< S s 3.52
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(Lembramos que c estd definido em (3.31)). Agora, combinando a primeira desigualdade de
(3.52) com (3.10), obtemos também
C Q(a”g d27,y

ZG*szryn —|—Z||a:—Gan2 Thel

0 que, apds manipulacdes algébricas simples, nos leva as estimativas em (3.47) e (3.48). Note
também que (3.49) segue diretamente da segunda desigualdade em (3.52). Para concluir a
demonstracdo do teorema, observamos que a inclusio (3.46) decorre diretamente da definicao
do Algoritmo 5 (ver as inclusdes em (3.15)). O

Observacao 3.1.14. Para concluir esta secdo, vamos mostrar, seguindo a metodologia apre-
sentada por Pentén Machado e Sicre em [80], que o Algoritmo 5 pode ser visto como um caso
particular do Algoritmo 1. De fato, considere as aplicagdes

n—1
1
F(z,y1,. .., Yn_1) == (; E Gly, —Giz, . .., —Gn_1x>
i=1

1
G, Y1, Yn-1) = ;Tn(l’) X Ty Hyr) X - X T (o).
Com base na prova de [80, Proposition 3.3] (veja também [80, Lemma 2.2]), é f4cil mostrar

que (¢*, Vi, €F) € uma 7- solugdo aproximada (no sentido da Definition 2.1.1)de T' = F +G
em (p*, A\ = 1), onde

1—02)111111{)\_1 A}
e AR T = E — 1_( ’
q (xnayb ayn 1 E Ela J \/ 2(5

com

D
0= max{n— + 1,2nD—i—’y} e D := max |G|
Y 1<i<n
Portanto, o Algoritmo 5 é de fato um caso particular do Algoritmo 1 para T = F' + G, com
o =0e ), = 1. Assim, pelo Teorema 2.2.7, obtemos as seguintes estimativas: para cada
k € N, existe ¢ € {O ..., k} tal que

% 8)
Gyl + 4L <2 (3.53)
Z WW( 52)’
doy Q@p) .
Gt < 2vm— 1222 : =1,....n—1 54
Q0
ZE k:+1(1—a) (3-55)

Observe que, enquanto a cota em (3.48) é de ordem O(n), seu correspondente em (3.54) é
de ordem O(n+/n) (ja que & = O(1/y/n), todas as outras sdo de ordem O(n)), o que mostra
que usar a estrutura de decomposicao desenvolvida nesta secao nos permite obter cotas mais
refinadas para a complexidade iterativa.
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3.2 Variantes do algoritmo inercial fortemente convergente
de decomposicao projetivo com passos do tipo forward-
backward e forward-backward-forward

Nesta se¢do, estudamos uma versao estruturada do problema de inclusao monétono (3.2),
na qual cada operador mon6tono maximal 7; admite uma decomposi¢do do tipo: 1; = F; + B;
paratodo: = 1,...,n. Mais especificamente, consideramos o problema de inclusdao

0€ Y GiF + B)Gi(2), (3.56)

com n > 2 sob as seguintes condigdes:

B1. F;: Dom F; C ‘H; — H; € um operador ponto-ponto, monétono e continuo.

B2. B;: H; = H; € um operador mondtono maximal tal que Dom B; C C; C Dom Fj, onde
C; é um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de H,.

B3. A suposi¢do A2 da Secdo 3.1 é valida para os operadores lineares e limitados G; (1 <
1 < n).

B4. O conjunto de solugdes de (3.56) € nao-vazio.

Sob hipéteses razodveis sobre as fungdes f;(-) e g;(+) (1 < i < n), o problema (3.56)
envolve o problema de minimizacio convexa em soma finita

n

min ; fi(Giz) + 9:(Giz),

em que, para cada ¢ = 1,...,n, f;: H; — R U {400} é uma fungéo prépria, convexa e
semi-continua inferiormente, e g;: ‘H; — R é uma funcio convexa suficientemente suave (ver
[26, 41]).

Observacao 3.2.1. As suposicoes Bl e B2 garantem que 7; = F; + B; (1 < 1 < n)é
mond6tono maximal (ver, por exemplo, [66]). Combinando isso com as hipéteses B3 e B4,
temos que as condi¢des das suposicdes A1-A3 da Secdo 3.1 sdo satisfeitas no contexto desta
secdo. Portanto, os resultados da Secdo 3.1 podem ser aplicados ao problema (3.56).

Supondo que os resolventes (B; + I)~! dos operadores B;() (1 < i < n) sejam de facil
computacdo, propomos nesta secdo duas variantes do Algoritmo 5 para resolver numerica-
mente o problema (3.56), a saber:

1. Uma primeira variante com passos do tipo forward-backward para os subproblemas,
assumindo que F;(-) é L; '-cocoercivo no dominio de F;, ou seja, paratodoi = 1,...,n,

1
(Fi(w) = Fiy),x —y) 2 7||Fi(x) = F(y)II paratodo 2,y € DomF,, (3.57)
com L; > 0. O algoritmo correspondente € apresentado como Algoritmo 6 e os prin-

cipais resultados sobre sua convergéncia e complexidade iterativa estdo resumidos no
Teorema 3.2.5.
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2. Uma segunda variante com passos do tipo forward-backward-forward (no estilo de Tseng),
para o caso em que F;(-) é L;-Lipschitz continua, ou seja, paratodoi = 1,...,n,

IFi(x) = Fi(y)ll < Lillz —y[| paratodo z,y € Dom F;, (3.58)

com L; > 0. O método € descrito no Algoritmo 7, e os principais resultados sobre sua
convergéncia forte e complexidade iterativa sdo apresentados no Teorema 3.2.9.

3.2.1 Uma variante do algoritmo inercial de decomposicao projetivo com
convergéncia forte e passos do tipo forward-backward

Nesta subsec¢do, assumindo que as condi¢cdes B1-B4 e a desigualdade (3.57) sdo satisfeitas,
propomos o Algoritmo 6 para resolver numericamente o problema (3.56).

A seguir, alguns comentdrios sobre o Algoritmo 6:

(1) O Algoritmo 6 pode ser visto como um caso particular do Algoritmo 5 aplicado a inclusao
estrutural (3.56), onde a tripla (2%, y¥, €¥), para 1 < i < n, que satisfaz a condigdo de erro
relativo (3.15) € explicitamente computada conforme descrito em (3.62) e (3.64); ver a
Proposicao 3.2.2 mais adiante. Ressaltamos que a estratégia de aproveitar propriedades
estruturais em métodos de decomposi¢do de operadores por meio de passos forward-
backward remonta, a0 menos, a [55, 78], aparecendo também em trabalhos mais recentes
(ver, por exemplo, [67]) no contexto de algoritmos do ponto proximal inexatos com erro

relativo moderno.

(i1) Por se tratar de um caso particular do Algoritmo 5, quase todos os comentarios e obser-
vagoes feitos antes ou logo apds aquele algoritmo também sdo validos para o Algoritmo
6 (ver os itens (i)—(vi) apds o Algoritmo 5).

(iii) Dado que se assume que os resolventes (B; + I)~! de B;(-), para 1 < i < n, podem
ser computados de forma eficiente, a obtencao de xf conforme (3.62) depende, basica-
mente, da avaliagdo do operador linear GG; em z* e do operador monétono F(-) em z¥F. A
principal motivagdo para introduzir a projegdo ortogonal Z¥ é recuperar a viavilidade de
G;Z* em relagdo ao dominio de Fj(+) conforme exigido na Hip6tese B2. No caso em que
Dom F; = H;, ou seja, quando o dominio de F; é o espaco inteiro, poderiamos simples-
mente definir Z¥ = G,z*, eliminando assim a necessidade de projetar sobre o conjunto
C; na implementagdo do Algoritmo 6.

A seguir, mostramos que o Algoritmo 6 € de fato um caso particular do Algoritmo 5.

Proposi¢io 3.2.2. Sejam (z¥,yF) e ef (1 < i < n) definidos como em (3.62) e (3.64), res-
pectivamente, e sejam Z* e @f (1 <@ < n) conforme em (3.59)—(3.61). Considere também
\; = 20?2 / L; como na entrada do Algoritmo 6. Entdo, paratodoi = 1,...,nek > 0, temos:

k [eF] k [€¥] (. k
yi € (Fz +Bi)(33i) C (F; +Bz’) ’ mi)v
( ( (3.68)
Nk + b — (GZF + \wf) =0, 206t < o?||GiEF — 2M)2

Em particular, o Algoritmo 6 é um caso particular do Algoritmo 5 (com \f = \; = 202/L;
para todo 1 < i < n) para resolver (3.56).
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Algoritmo 6: Uma variante do algoritmo inercial de decomposi¢do projetivo com
convergéncia forte e passos forward-backward para resolugao de (3.56).

1 0 0 0

Entrada: (271w, ... w, ) = (2% w?, ..., w® ) € H,escalares0 < o < 1le

v >0.Parai =1,...,n, defina \; = 202/ L.

parak =0,1,...faca

fim

Escolha ay, > 0, B > 0 e defina

2 =P g (2F - Y, ZF=2F 4 B (BF - 29, (3.59)
0 =w +ap(wf —wi™), @f = @F + B(®f — w)) Vi =T,n =1, (3.60)
n—1
wE ==Y Grof. (3.61)
i=1
Parai =1,...,n,sejaz} = Pr,(G;z*) e compute

1 (3.62)

7

n—1
se xf = G} (i = 1,---7n—1)eZG;‘yf+yﬁ = ( entdo
=1
retorna
(Z,W1, ..., Wey) = (2%, 4%, ... yF_ ). (3.63)

fim
Parai =1,...,n, defina

o, Lillzb— 2P

. .64
& 1 (3.64)

Seja o funcional afim () definido conforme (3.7) (ver também (3.8)), defina

pro=(2F 0k, ), (3.65)

Hy={peH|p(p) <0},

(3.66)
We={peH | —p"p-1"), <0},
e atualize
(ZFF bt k) = Pyaw, (0°). (3.67)
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Demonstragdo. A partir de (3.62), a definigdo do resolvente (\;B; + I)~! e simples manipu-
lagdes algébricas, obtemos que y* € F;(zF) + B;(2F). Combinando essa inclusdo com o Lema
1.2.11 e a definicdo de 5f dada em (3.64), resulta a primeira inclusdao em (3.68). A segunda
inclusdo decorre diretamente da primeira e da Proposicao 1.2.10((b) e (d)). A identidade pre-
sente em (3.68) segue diretamente da defini¢do de y* dada em (3.62). Resta agora provar a
desigualdade. Para isso, usamos (3.64), a defini¢do de \; = 202/ L; e simples manipulagdes,
obtendo

2\ei < oo —Z | < oG — g,

sendo que a segunda desigualdade resulta da defini¢do z} := Pr,(G;z*) e dainclusdo 2} € C;,
pois z¥ € Dom B; C C;. A tltima afirmagio da proposi¢io decorre de (3.68) e das defini¢des
dos Algoritmos 5 e 6. [

Observaciio 3.2.3. A luz da Proposi¢io 3.2.2 e do Coroldrio 3.1.3, assumiremos a partir deste
ponto da subsec@o que o Algoritmo 6 ndo para.

Observagio 3.2.4. Considerando a defini¢io de \¥ = \; = 20/ L; utilizada no Algoritmo 6,
verifica-se que a condi¢do da Hipdtese 3.1.6 € automaticamente satisfeita com

202 — 202
onde definimos
L= max L; e L= min L (3.70)

:::::

A seguir, resumimos os principais resultados sobre a convergéncia forte e a complexidade
iterativa do Algoritmo 6.

Teorema 3.2.5 (Convergéncia forte e complexidade iterativa do Algoritmo 6). Considere as
sequéncias geradas pelo Algoritmo 6, e seja dy -, a distancia do ponto inicial p° ao conjunto
solucdo estendido S, # 0 de (3.56). Sejam ainda L,L > 0 definidos conforme (3.70) e
Qa,p) > 0 como em (3.36). Suponha que as hipoteses B1-B4 e 2.2.2 sdo vdlidas ( ver também
as Observagdes 3.2.1 e 3.2.4 ), e que a condi¢do de cocoercividade (3.57) é satisfeita para
cada operador Fi(-), com 1 < i < n. Entdo valem as seguintes afirmagdes

(a) (Convergéncia forte) Todos os resultados do Teorema 3.1.12 permanecem vdlidos para o
Algoritmo 6.
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(b) (Complexidade iterativa) Para todo k > 0, existe um indice { € {0,1, ..., k} tal que

i e (FF £ B, i=1,....n,

-----

>0 Gryt + b <

20 1 Y0y
R —— —— 2l e,
onde,
Qa
M =4max{1,1/7} e R= 1_(0’5). (3.71)

Demonstragdo. O resultado decorre diretamente da Proposicdo 3.2.2, das Observagdes 3.2.1,
3.2.3e3.2.4, e dos Teoremas 3.1.12 ¢ 3.1.13. ]

3.2.2 Uma variante do algoritmo inercial de decomposicao projetivo for-
temente convergente com passos do tipo forward-backward-forward
de Tseng

Nesta subsecdo, assumindo que as condi¢des B1-B4 e (3.58) sdo satisfeitas, propomos
uma variante do Algoritmo 5 (veja o Algoritmo 7 mais adiante), especialmente adaptada para
a inclusao estruturada (3.56).

A seguir, algumas observacoes a respeito do Algoritmo 7:

(i) Assim como aconteceu com o Algoritmo 6, o Algoritmo 7 também € um caso particular
do Algoritmo 5 (ver a Proposi¢do 3.2.6 mais adiante). Mais precisamente, o Algoritmo
7 corresponde essencialmente ao Algoritmo 5 aplicado a inclusdo mondtona estruturada
(3.56), no qual a tripla (z¥, y¥, &¥) (1 < i < n), que satisfaz a condigdo (3.15), é expli-
citamente computada segundo as férmulas (3.75) e (3.77). A ideia de utilizar passos do
tipo forward-backward-forward como em (3.75) foi introduzida por P. Tseng no artigo
seminal [97] (ver também [67]).

(i) Assim como foi observado no caso do Algoritmo 6, uma vez que o Algoritmo 7 é um
caso particular do Algoritmo 5, quase todos os comentdrios e observacoes (i)—(vi) feitos
antes ou depois do Algoritmo 5 também se aplicam diretamente ao Algoritmo 7.

(ii1)) O Algoritmo 7 € aplicdvel em um cendrio mais geral para o problema de inclusdo mo-
nétono (3.56), uma vez que a hipétese de Lipschitz continuidade (ver (3.58)) é menos
restritiva do que a de cocoercividade (ver (3.57)). No entanto, isso exige, em compara-
¢do com (3.62), uma avaliagdo adicional do operador Fj(-) no ponto z¥.
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Algoritmo 7: Uma variante do algoritmo inercial de decomposi¢cdo projetivo for-
temente convergente com passos do tipo forward-backward-forward para resolver
(3.56).

Entrada: (z~', wt, ... w, ) = (2% 0, ..., w® ) € H,escalares0 < o < le
v >0.Parai=1,...,n,defina \; = o/L;.

parak =0,1,... faca

Escolha ay, > 0, B > 0 e defina

2P =2 (28— Y, ZR =28 4+ BL(EF - 20), (3.72)

o) = wf + ap(wf —wF™), @f = o) + B@f —w?) Vi=T,n—1, (3.73)

7 K3 3

n—1

wk = — Z Gk, (3.74)

n [t
i=1

Parai = 1,...,n, defina z¥ .= Po,(G;Z*) e compute

:l:f = (MB; + I)_l (Gigk + )\iwf - AlFl(z?)) ’

~ ~ 3.75)
GZ'Zk + /\wa — ZE? _ (
yh = 5T F(ah) - R(E).
n—1
sext =Gk (i=1,...,n— 1)eZG2‘yf+yﬁ = 0 entdo
i=1
retorna
(2,701, ..., W) = (xF gk k). (3.76)
fim
Parat: =1,...,n, defina
k._
e; = 0. (3.77)

Considere a funcional afim ¢ (-) como em (3.7) (ver também (3.8)), defina

pr o= (2R k), (3.78)

n—1

Hy={p e H|w(p) <0},

(3.79)
We={peH | —p"p-1"), <0},
e atualize
(zkH, w’f“, . ,wﬁﬂ) = Py, ow, (po). (3.80)

fim
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O seguinte resultado mostra que o Algoritmo 7 também pode ser interpretado como um

caso particular do Algoritmo 5.

Proposi¢io 3.2.6. Sejam (zF,yF) (1 < i < n) definidos conforme (3.75), e sejam z* e wF

(1 < i < n) definidos conforme (3.72)—~(3.74). Seja ainda \; = o/L; como especificado na

entrada do Algoritmo 7. Entdo, paratodot = 1,...,nek > 0, valem as seguintes relacoes:
vi € (Fi+ By)(a7), 3.81)
Ihigk + ok = (GZ* + xab)| < ol|Gizf —af]. |

Em particular, o Algoritmo 7 é um caso especial do Algoritmo 5 (com \¥ = \; = o/L; para
todov = 1,...,n)aplicado a resolucdo de (3.56).

Demonstracdo. A demonstragdo segue a mesma linha de raciocinio da [11, Proposition 5.1].
[

Observaciio 3.2.7. A luz da Proposicdo 3.2.6 e do Coroldrio 3.1.3, de forma andloga & Ob-
servagao 3.2.3, assumiremos a partir deste ponto da subsecao que o Algoritmo 7 nao para.

Observacao 3.2.8. De modo semelhante as defini¢des em (3.69) e (3.70), introduzimos agora
(3.82)
em que

L= max L, e L= ‘nllin L;. (3.83)
Recordamos que, nesta subse¢do, L; (1 < ¢ < n) representa a constante de Lipschitz conti-
nuidade da aplicagdo F;(-) (veja (3.58)).

Teorema 3.2.9 (Convergéncia forte e complexidade iterativa do Algoritmo 7). Considere as
sequéncias geradas pelo Algoritmo 7, seja dy. a distdncia de p° ao conjunto de solugdes
estendido S, # (), e sejam L, L > 0 definidos como em (3.83). Considere também Qa,p) >0
conforme definido em (3.36). Suponha que as hipoteses B1-B4 e 2.2.2 sejam satisfeitas (ver
também as Observagdes 3.2.1 e 3.2.4), e que a condicdo de Lipschitz continuidade (3.58) seja
vdlida para cada F;(+), 1 <i < n. Entdo valem as seguintes afirmagdes:

(a) (Convergéncia forte) Todas as conclusoes do Teorema 3.1.12 continuam vdlidas para o
Algoritmo 7.

(b) (Complexidade iterativa) Para todo k > 0, existe um indice { € {0,1, ..., k} tal que
(e (F,+ B)(z), i=1,...,n,

onde M e R sdo dados como em (3.71).

Demonstracdo. O resultado decorre diretamente da Proposicao 3.2.6, das Observagdes 3.2.1,
3.2.7e3.2.8, e dos Teoremas 3.1.12 e 3.1.13. ]
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Capitulo 4

Conclusoes

Nesta tese, foi realizado o estudo e desenvolvimento de variantes inerciais com conver-
géncia forte de algoritmos proximais projetivos inexatos para a resolucdo de problemas de
inclus@ao mondétonos. Em particular, foram consideradas duas classes fundamentais de proble-

mas: a primeira da forma 0 € 7T'(x), onde 7" € um operador monétono maximal, e a segunda,
n

mais geral, da forma 0 € E G:T;(G;z), que modelam inclusdes mondtonas compostas por
i=1

meio de operadores lineares continuos. Em ambos casos, foram propostos novos algoritmos

incorporando efeitos inerciais.

Na primeira parte desta tese, foi proposta uma versao inercial com convergéncia forte do al-
goritmo de Solodov e Svaiter [92, Algorithm 1], na qual o mecanismo iterativo foi modificado
com a introdug¢do de efeitos de inércia inspirados em trabalhos anteriores de Nesterov, Alvarez-
Attouch, entre outros. Demonstrou-se que, sob condi¢des razodveis sobre os parametros do
algoritmo, a sequéncia gerada converge fortemente para um ponto solu¢ao do problema. Além
disso, foi obtida uma estimativa explicita da complexidade iterativa, isto €, do nimero de ite-
racOes necessdrias para atingir uma soluc¢ao aproximada dentro de uma tolerancia previamente
estabelecida. Esses resultados ndo apenas reforcam a validade do método proposto, como tam-
bém mostram que o uso de critérios de erro relativo facilita sua implementagdo computacional.

Na segunda parte desta tese, foi estudada uma classe mais geral de inclusdes monétonas,
nas quais intervém uma soma finita de operadores mondtonos maximais compostos com ope-
radores lineares continuos. Para esse caso, foi proposta uma versao com convergéncia forte
do método de decomposi¢ao projetivo introduzido por Eckstein e Svaiter. Esse método repre-
senta um avango tedrico, pois combina a capacidade do método de decomposi¢do projetivo de
explorar a estrutura do problema com a introdugdo de efeitos inerciais. Assim como no caso
anterior, foi provada rigorosamente a convergéncia forte das iteracdes geradas e foram obtidas
estimativas da complexidade iterativa, as quais dependem da tolerancia desejada, da dimensao
do problema (nimero de operadores mond6tonos maximais) e dos operadores lineares envolvi-
dos.

As contribuicdes desta tese sdo tanto tedricas quanto metodolégicas. Do ponto de vista
tedrico, reforcam-se os fundamentos da teoria de algoritmos inerciais no contexto de inclusdes
monoétonas, ao se estabelecerem condi¢des que garantem a convergéncia forte mesmo na pre-
senca de erros relativos. Metodologicamente, os algoritmos propostos ampliam o repertorio
de ferramentas disponiveis para a resolucao de problemas de otimizagdo, desigualdades vari-
acionais, entre outros, especialmente em contextos nos quais a convergéncia forte € essencial,
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como em aplicagdes que requerem solucdes precisas. Finalmente, uma linha promissora de
pesquisa futura consiste em estender os algoritmos aqui propostos a contextos mais gerais, tais
como inclusdes mondtonas em espagos de Banach, ou inclusdes ndo mondtonas, nas quais as
propriedades do operador exigem uma andlise mais cuidadosa.
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Apéndice A

Boa definicao do Algoritmo 1 e alguns
resultados auxiliares

A.1 Boa defini¢ao do Algoritmo 1

Neste se¢do do Apéndice A apresentamos a demonstracdo da boa definicdo do Algoritmo
1 — ou seja, mostramos que z 1, dado por (2.15), estd bem definido gragas a que o conjunto
H;,NW), é ndo-vazio. Lembramos que estamos assumindo que o conjunto solu¢do S := T71(0)
do problema (2.11) € ndo-vazio. A prova da proposicao a seguir segue a mesma linha de
raciocinio de [92, Proposition 3].

Proposicao A.1.1. Suponha que o Algoritmo 1 atinge a iteragdo k e que x), € Ms(xy), onde
Ms(zg) ={x e H | {(z —x,20 —2) <0 paratodo z € S}. (A.1)

Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) SC H,NW,.

(b) xy41 estd bem definido e xy1 € Ms(xo).

Demonstragdo. (a) Como o Algoritmo 1 atinge a itera¢do k, os conjuntos Hy e Wy, como
em (2.14), estdo bem definidos. Além disso, utilizando a inclusdo em (2.13) e a defini¢do do
e-enlargement 7° dada em (1.9), concluimos que S C Hj. Por outro lado, assumimos que
x € Ms(z0), 0 que, pela defini¢do em (A.1), significa que

(z — xp,x0 —x) <0 paratodo z € S,

isto €, S C W, (ver (2.14)). Portanto, temos S C H;, N W,.

(b) Como S # (), segue do item (a) que H;, N W}, # (), de modo que a préxima iteragao
Try1 estd bem definida (ja que Hy N Wy € trivialmente fechado e convexo). Como 7.1 € a
projecdo de z( sobre Hy N Wy, pela caracterizacdo da projecdo (ver (1.4)), temos

(z — Tpy1,0 — Tpy1) < 0 paratodo z € Hy N Wj.

Dado que S C H; N Wy, a desigualdade acima vale, em particular, para todo z € S, o que
implica que xy 1 € Mg(x). Assim, concluimos a demonstragio da proposigdo. ]
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Como consequéncia da proposi¢do anterior, concluimos que todo o algoritmo estd bem
definido.

Corolario A.1.2 (Boa definicio do Algoritmo 1). O Algoritmo 1 estd bem definido e gera
sequéncias infinitas. Além disso,

S C H,NW, paratodok >0, (A.2)
onde S = T~1(0) # 0 é o conjunto solucdo de (2.11).

Demonstra¢do. Como xy € Ms(xg), o resultado segue por inducdo em k£ > 0, aplicando a
Proposicao A.1.1. L

A.2 Resultados Auxiliares
Lema A.2.1. Seja H um espaco de Hilbert real. Valem as seguintes afirmagoes:
(a) Para quaisquer z,y € H et € R, temos:

[tz + (1 =)yl = tha]l* + L = )llyll* — 1 = )|z — yl*

(b) Para quaisquer x,y,z € H, vale:

2w —y,x—2) =z —yll* +llz — 2" = lly — =]|*

(c) Para toda sequéncia {x,} e ponto x em H, tem-se:

T, — T Se, e somente se, T, —x e |z,| — |z].

Lema A.2.2. Sejam a,b > 0coma+b > 0ec e R,. Entdo

ab
min{as® +bt* | 5,t >0 e s+t>c}=—-c
a+b

Lema A.2.3. Seja {zy} uma sequéncia limitada em um espaco de Hilbert H. Se {x}} possui
apenas um ponto de acumulacdo fraco x, entdo x; — I.
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Apéndice B

Boa definicao do Algoritmo S e resultados
auxiliares adicionais

B.1 Boa definicao do Algoritmo 5

A proposi¢do a seguir assegura a boa definicdo do Algoritmo 5. Observe que a defini¢do
do préximo iterado (zF+1, w ™ .. wF*h), conforme (3.19), depende do fato que o conjunto
fechado e convexo Hy N W}, seja ndo-vazio. Além disso, lembramos que estamos assumindo

que o conjunto de solucgdes estendidas S, em (3.4) é ndo-vazio.

Proposicao B.1.1. Em toda iteracdo k > 0, se o Algoritmo 5 ndo para, entdo as seguintes
condigdes sdo satisfeitas: S, C HyNWy, o préximo iterado (21wt . w1, conforme
definido em (3.19), estd bem definido, e S, C Wi 1.

ey n—1

Demonstragdo. A demonstracdo € feita por indu¢do em £ > (. Para £ = 0, suponha que
o Algoritmo 5 ndo para. Nesse caso, os semi-espagos H, e W, como definidos em (3.18),
podem ser construidos. Pelo Lema 3.1.1(b), em conjunto com a defini¢do de H, obtemos que
S. € Hy. Como, trivialmente, W, = H, segue que S. C Hy N W,. Dado que o conjunto
de solugdes estendidas S, € ndo-vazio, concluimos que Hy N W, também € nio-vazio, além
de fechado e convexo. Assim, o préximo iterado p' == (', wi, ..., wl ;) = Py,qw, (p°) estd
bem definido e, pela Eq. (1.4) no Lema 1.1.1, temos que (p° — p',p — p'),, < 0 para todo
p € Hy N Wy. Em particular, esta desigualdade vale para todo p € S, pois Sc C Hy N Wy, o

que implica que S, C Wj. Concluimos, entdo, que a proposicao € vélida para k = 0.

Agora, suponha que a proposicdo vale para algum k£ > 0 e mostremos que também vale
para k + 1, assumindo que o algoritmo prossegue para a iteragdo k£ + 1, ou seja, que ele nao
paraem k > 0: S, C Hj, N W, o préximo iterado (z¥+1 wh™ ... wFTl) como em (3.19)
estd bem definido, e S, € Wj;. Entdo, se o Algoritmo 5 ndo para na iteragcdo k£ + 1, segue
do Lema 3.1.1(b) e da definicdo de Hy,; que S C Hj.;. Portanto, S, C Hpi 1 N Wiy

e, como S, é ndo-vazio e H;; N W;, é fechado e convexo, o préximo iterado pF+? =

(ZF2 i k) = Py, cw,, (P°) estd bem definido. Além disso, temos que (p° —
p*2 p — pF2) < 0 para todo p € Hyyy N Wiy, 0 que, em particular, vale para todo

p € S., implicando que S, C Wj,. Isso conclui o processo indutivo e, portanto, a prova da
proposigao. U
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B.2 Resultados auxiliares adicionais

Ao longo desta secdo, H e G denotam espacos de Hilbert reais. O préximo resultado
foi apresentado em [7], como uma generalizacdo de um resultado anterior devido a H. H.
Bauschke.

Lema B.2.1. Seja T': H = H um operador mondtono maximal e V um subespaco linear
fechado de H. Considere uma sequéncia {(z*,u*)} em Gra Tl que converge fracamente
para um elemento (T,u) em H x H, e suponha que €& — 0. Se Py a* — 0e Pyu® — 0
(onde Py e Py,. denotam as projecées ortogonais sobre V e V=, respectivamente), entdo
(z,u) € (GraT) N (V x V) e (2%, u*) — (7, 1) = 0.

O lema a seguir generaliza [2, Proposition 2.4], e sua demonstra¢do, que apresentamos
aqui, segue as mesmas ideias da prova daquela proposic¢ao.

Lema B.2.2. Sejam A: H = H e B: G = G operadores mondtonos maximais, e seja
G:H—Gum operador linear e llmltado Suponha que as sequéncias {(r*,a*)} e {(s*, %)}
pertencem a Gra A" ¢ Gra BE™, respectzvamente tais que r* — F € HebF —~ b e G,
com eF — 0 e ¥ — 0. Se Grk — 58 — 0 e a® + G*b* — 0, entdo (¥, —G*b) € GraA e
(GT,b) € Gra B.

Demonstracdo. Aplicamos o Lema B.2.1 no espaco de Hilbert  x G. Para isso, definimos
T=AxB:HxG=HxG, T(zv)=A(z)x Bv),
Vi={(z,v) e HxG|v=Gz}.

(B.1)

Note que 7" é um operador monétono maximal e que V' € um subespaco linear fechado de
H x G. Usando as hipéteses sobre as sequéncias {(r*, a*)} e {(s*,b*)}, a defini¢do de T'(*)
dadaem (B.1) e o Lema 1.2.12, obtemos

(2, uk) € GraTl" paratodo k > 0, onde
(B.2)
l’k — (Tk,Sk), uk — (ak’ bk), €k: — €a,k i gb,k
Suponhamos agora que

Gr¥ —s¢ 50 e d"+G% — 0. (B.3)

Dado que 7* — 7 e b* — b, e que os operadores lineares G e G* sdo fracamente continuos,
segue que s* — G7 e af — —G* b. Assim, usando ainda que e»* — 0 e % — 0, temos

o8 =~ (F,.G7) =7, uF = (-G*b,b)=1u, e =0, (B.4)
com z*, u* e ¥ definidos como em (B.2).

Verifiquemos agora as condigdes 2* — Pyz* — 0 e Pyu* — 0. De acordo com [1, Lemma
3.1], para todo w = (z,v) € ‘H X G, temos

Pow=(I+GG) (z+G), GUI+GG) (2 + G)),
Pyiw = (G*(I + GG*) NGz —v), —(I + GG*)"(Gz —v)).
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Combinando isso com (B.3), concluimos que
Pyizb -0 e Pyu®—0, (B.5)

onde z* e u* sdo como em (B.2). Assim, a partir de (B.2), (B.4), (B.5) e do Lema B.2.1,
concluimos que (Z,u) € GraT), ou seja, u € T'(T), o que implica — veja (B.4) — que

(—=G*b,b) € (A x B)(F,GT),

logo, —G*b € A(F) e b € B(GF), encerrando a demonstragio do lema. O

No préximo coroldrio, consideramos que H,; (1 < 7 < n) s@o espagos de Hilbert reais, com
Hn = 7‘[0.

Corolario B.2.3. Sejam T;: H; = H; operadores mondtonos maximais parai = 1,...,n.
k

Suponha que {(z¥,y¥)} é uma sequéncia em Gra Tz-[ai], com ¥ — 0, e que z* — 7 € H,

ey’ — w; € H; paratodo1 < i < n — 1. Além disso, para cada i = 1,...,n — 1, seja

Gi: Ho — H; um operador linear continuo. Se

n—1
Gk —af 50 paral<i<n—1 e yi+3 Gyl —o0,
=1

entdo vale
n—1
w; € T;(GZ), parai=1,....n—1, e -— ZGZ‘E e T,.(Z). (B.6)
i=1
Demonstracdo. Seja H = Hoe G = Hy X -+ X H,_1, equipada com o produto interno

cartesiano usual. Definimos os operadores monétonos maximais A: H = He B: G = G por
A=T,, B=T x---xT,.
Definimos também o operador linear continuo G: ‘H — G por G = (G4, ...,G,_1), ou seja,
Gz = (Gyz,...,Gpy_1z) paratodo z € H.
Agora, consideramos as seguintes sequéncias:

at =gy =
k. [k k bk . k ko (. k k
b = (yy,...,yr_1), &= E er, s = (af,.. . 2 _q).

Com essas defini¢des e aplicando o Lema 1.2.12, concluimos que {(r*, a*)} e {(s*, b*)}
~ A . [Ea,k] [Eb,k] . .o, L, .
sdo sequéncias em Gra A e Gra B !, respectivamente. Pelas hipéteses do coroldrio,
temos ainda que ¢** — 0, ** — 0, e

b~z =7 0= (W,..., Wa1)=0.
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Para aplicar o Lema B.2.2, é necessério verificar que Gr* — s* — 0 e a* + G*V* — 0. De
fato, observamos que

Grt —s* = (Gir*, .. Gur®) — (2%, .. 2k )

ko k ko ok
(Gix, — i, ..., Gz, — ) ),

e, pelas hipéteses do coroldrio, obtemos Gr* — s¥ — 0. Além disso, como

n—1

G*(wy, ..., wy_1) = ZGIwi, para todo (wy,...,w,_1) € G,

=1

segue que

n—1
a* + GV =yh+ > Gk =0,
i=1
também conforme assumido nas hipéteses do coroldrio. Assim, pelo Lema B.2.2, concluimos
que (7, —G*b) € Gra A e (GF,b) € Gra B, o que equivale exatamente a relagdo expressa em
(B.6). [
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