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RESUMO

Este Trabalho de Conclusdo de Curso foi desenvolvido na graduacao
de Licenciatura em Matemadtica e concentra-se na analise do problema
de 3 corpos restrito, além de uma exploracao de seus pontos de equi-
librio. Utilizando uma abordagem qualitativa e embasada na revisao
bibliogréfica da obra de Carl D. Murray [13], este estudo se dedica &
investigacao das complexidades envolvidas neste problema. Os resul-
tados obtidos ressaltam a natureza cadtica inerente ao problema dos
3 corpos, proporcionando, de forma adicional, uma solugdo pertinente
para o problema de 2 corpos, ampliando assim a compreensao deste
campo cientifico. Ademais, esta pesquisa se aprofunda na andlise dos
pontos de equilibrio dentro do contexto restrito do problema de 3
corpos, explorando suas implicagoes e aplicagoes praticas. Ao abordar
cada aspecto com mintcia e profundidade, este estudo visa a promover
uma compreensao mais ampla e fundamentada da interacdo complexa
entre trés corpos em um sistema inercial supondo que um deles tenha
massa desprezivel.

Palavras-chave: Mecénica Celeste. Problema de 3 Corpos. Pontos
de Lagrange. Estabilidade.



ABSTRACT

This undergraduate thesis was developed within the Mathematics
Teaching undergraduate program and focuses on the analysis of the
restricted three-body problem, as well as an exploration of its equi-
librium points. Utilizing a qualitative approach grounded in the liter-
ature review of Carl D. Murray’s [13] work, this study is dedicated
to investigating the complexities involved in this problem. The ob-
tained results highlight the chaotic nature inherent in the three-body
problem, additionally providing a relevant solution to the two-body
problem, thereby enhancing the understanding of this scientific field.
Furthermore, this research delves into the analysis of equilibrium
points within the restricted context of the three-body problem, ex-
ploring their implications and practical applications. By addressing
each aspect meticulously and in-depth, this study aims to promote a
broader and well-founded understanding of the complex interaction
among three bodies in an inertial system, assuming one of them has
negligible mass.

Keywords: Celestial Mechanics. Three-Body Problem. Lagrangian
Points. Stability.
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1 INTRODUCAO

E inegével o fascinio que o ser humano nutre pelo céu, seja ao
contemplar um por do sol, observar as estrelas pontilhando a escuridao
da noite ou aqueles que se dedicam a explorar mais detalhadamente,
buscando enxergar o que os olhos comuns nao alcangam. Desde os
primoérdios da histéria da humanidade, a observagao do céu foi uma
préatica constante. Por volta de 8 mil anos antes de Cristo, quando o
homem se via as voltas com a necessidade de cacar para sobreviver,
j& percebia os movimentos dos astros. A nocao de dia e noite emergiu
dessa observagdo, onde o sol foi o primeiro astro a se destacar. A lua,
por sua vez, tornou-se o segundo objeto celeste a ser notado, pois
iluminava a escuridao da noite.

Na histéria mais recente, especialmente nos séculos XIII, XTIV
e XV, estudiosos como Copérnico, Galileu e Newton ja conjecturavam
e realizavam experimentos para evidenciar a teoria de que a Terra
se movia em torno do Sol, uma ideia que confrontava diretamente o
conhecimento estabelecido da época. Avancando no tempo, no século
XX, o trabalho de Hubble reforcou essas ideias ao demonstrar a exis-
téncia de outras galdxias além da nossa. Este fascinio continua a se
expandir até os dias atuais, com as exploragoes espaciais e observagoes
cada vez mais distantes, ampliando nosso entendimento do universo e
desafiando constantemente os limites do conhecimento humano, como
é mostrado em [12].

Com essa vontade por conhecer mais o espago que surgiu o
Problema de 3 Corpos, que é um problema central na fisica e na ma-
temética, buscando compreender o movimento gerado pela interacgao
gravitacional entre corpos celestes. Apesar de sua formulagao simples,
possui implicagoes profundas na compreensao dos sistemas astronémi-

cos, desde o sistema solar até a formacao de galdxias, motivando uma
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extensa investigacao ao longo dos anos [20].

O Problema de 3 Corpos surge como um dos problemas fun-
damentais em andlise matematica e fisica-matematica, buscando des-
crever e prever o movimento de multiplos corpos celestes interagindo
gravitacionalmente entre si. A complexidade desse problema, junto &
sua aplicabilidade em diversas areas, como astronomia, fisica, enge-
nharia e até mesmo na compreensao de fenémenos naturais na Terra,
faz dele um tema de pesquisa intrigante e desafiador.

Este trabalho propde-se a explorar o Problema de 3 Corpos sob
uma perspectiva analitica e matematica, utilizando como base uma
andalise qualitativa para a revisdo, estudo, compressao e andlise de
toda a teoria principal do estudo, bem como seus pré-requisitos.

Como ponto de partida, este estudo se fundamenta na obra
“Solar System Dynamics” de Carl D. Murray|[13], uma referéncia que
oferece uma visdao abrangente e detalhada sobre a dinAmica do sistema
solar. A partir dessa base tedrica, pretende-se explorar conceitos-chave
da andlise matematica, como equagoes diferenciais, teoria dos siste-
mas dindmicos e estabilidade, para investigar o comportamento e a
evolugao dos sistemas de corpos celestes. Dessa forma, esta pesquisa
tem como objetivo aprofundar a compreensao teérica do Problema de
3 Corpos.

A estrutura deste trabalho segue uma organizagao do seguinte
modo: no Capitulo 1, a introdugdo delineia a motivagdo do estudo
dos corpos celestes, apresenta a metodologia adotada e os objetivos a
serem alcancados. O Capitulo 2 se dedica em abordar assuntos pre-
liminares para o entendimento do trabalho. No Capitulo 3, inicia-se
com a abordagem de um problema fundamental na dindmica celeste:
o problema de dois corpos. Este capitulo ndo apenas discute a historia
desse problema, mas também oferece sua solugao. O Capitulo 4 foca

no tema principal desta pesquisa: o problema de trés corpos restrito.
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Nele, sdo analisados diferentes aspectos do problema e sao derivadas
conclusoes com base nos estudos realizados. O Capitulo 5 concentra-se
no estudo dos pontos de equilibrio no sistema de trés corpos restrito,
buscando quantificar e localizar esses pontos, além de investigar sua es-
tabilidade. Finalmente, no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes
alcancadas e as perspectivas para trabalhos futuros nesta area.

A metodologia adotada neste estudo e a andlise dos problemas
propostos desempenharam um papel fundamental na conclusdo do
objetivo geral deste trabalho, que consiste no aprofundamento dos
conceitos de andlise e equagoes diferenciais com aplicabilidade em
fisica. Com o intuito de atender a esse objetivo, torna-se imprescindivel
estabelecer os objetivos especificos que guiardo o desenvolvimento

deste estudo.

1. Revisar contetdos de Geometria Analitica, Algebra Linear, Ané-

lise e Fisica;
2. Compreender e resolver o Problema de 2 Corpos;

3. Estudar e compreender o Problema de 3 Corpos Circular Res-

trito;

4. Localizar e estudar a estabilidade de pontos de equilibrio no

problema de 3 corpos restrito.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Para uma melhor compreensao do presente trabalho, é esperado
que o leitor possua conhecimento prévio nas areas de fisica, geometria
analitica e cdlculo diferencial. No entanto, uma revisdo das princi-
pais ferramentas utilizadas neste estudo sera fornecida, neste capitulo,
como fundamentos para o desenvolvimento do trabalho. Serdo abor-
dados conceitos de Algebra Linear, Mecanica, Equagoes Diferenciais
e Métodos Numericos. Elementos da area da Fisica também serao
abordados de maneira introdutéria, sendo eles: cinemaética, leis fun-
damentais, centro de massa, momento angular, érbitas e espacos de

inércia.
2.1 CINEMATICA

Para mais detalhes consulte as referéncias [14] e [23]. A cinemé-
tica se concentra na descri¢do matematica do movimento dos corpos,
sem considerar as causas desse movimento, como forcas ou intera-
¢oes. Ela estuda grandezas como posicao, velocidade, aceleracao e
tempo, buscando entender e prever o comportamento dos objetos em
movimento. A maioria das grandezas utilizadas sdo vetoriais e neste
trabalho todos os vetores serdo denotas por letras em negrito. Abaixo,

encontram-se as principais definicbes que serdo usadas.

Definigao 2.1.1 (Referencial). Um referencial é um local especifico
ou um sistema de coordenadas escolhido como base para descrever o

movimento ou a posicdo de um objeto em relacdo a ele.

Definigao 2.1.2 (Posi¢ao). Posicio € a localizagio ou coordenada

espacial de um objeto em relagdo a um referencial.

Pense no plano cartesiano e o referencial sendo a origem, ao

colocar uma particula no ponto (1, 1), essa particula terd sua posicao
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descrita pelo vetor (1,1), porém se o referencial for o ponto (2,2) a

posic¢do da particula serd descrita pelo vetor (—1,—1).

Defini¢ao 2.1.3 (Deslocamento). Deslocamento é a mudanga de po-
si¢@o de um corpo em relacao ao tempo t. Usualmente descrita por

uma fungio x(t).

Definigao 2.1.4 (Velocidade). Velocidade é a taza de variagio da
posicdo de um corpo em relagio ao tempo, comumente descrita por

uma fungio v(t).

Note que como v(t) é a taxa de variagdo de x(t) no instante ¢,
tem-se que v(t) = %A partir deste ponto, sempre que uma funcao
for derivada em funcao do tempo, denotaremos com o ponto em cima
da fungéo, ou seja, v(t) = @(t). Para derivadas em relagdo as varidveis

diferentes, manteremos a notacao de Leibniz.

Definicdo 2.1.5 (Aceleragdo). Aceleragio é a taxa de variag¢io da
velocidade de um corpo em relacdao ao tempo. Geralmente descrita por

uma fungdo a(t).

Do mesmo modo, tem-se que a(t) = 0(t).

A partir deste ponto, por conveniéncia, omite-se ¢ nas expressoes.

Defini¢ado 2.1.6 (Momento Linear). Momento linear é uma grandeza
fisica vetorial que descreve a quantidade de movimento do objeto.

Usualmente denotado por p e matematicamente definido por:
p=m-v,
onde m € a massa do objeto.

Definicdo 2.1.7 (Momento Angular). Momento Angular é uma gran-

deza fisica vetorial associada ao movimento rotacional de um objeto
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em torno de um eixo especifico. Geralmente denotado por L e mate-

maticamente definido por:
L =rxp.

Onde r € o vetor posicio do corpo, p seu momento linear e X denota

o produto vetorial.

Note que o momento angular é uma grandeza vetorial porque
sua diregdo é perpendicular ao plano formado pelos vetores r e p, de

acordo com a regra da mao direita.

Definicdo 2.1.8 (Aceleraciio de Coriolis). E uma aceleragio ficticia
que surge devido a Totacdo de um sistema de referéncia nao inercial.
Quando observamos o movimento de um objeto em um sistema de
referéncia que estd girando ou se movendo de forma acelerada em
relacdo a um sistema inercial, aparece uma acelera¢io aparente conhe-
cida como aceleracao de Coriolis. Correntemente denotada por aco. €

matematicamente dada por:
Acor = —2L X v,
onde L é o vetor momento angular e v € o vetor velocidade.

Definicao 2.1.9 (Aceleragao Centrifuga). A aceleragao centrifuga é
uma aceleragdo ficticia que surge quando um objeto estd em movimento
circular, onde atua radialmente para fora a partir do centro de rotagdo.

Regularmente denotada por a. e matematicamente dada por:
_ .2
a.=n"-r, (2.1)
onde n € a velocidade angular e r a distancia radial ao eixo de rotagdo.

Definicao 2.1.10 (Centro de Massa de um Sistema com n particulas).

Seja um sistema com n particulas, onde suas massas sGo my, Mma, ..

*2
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my, e seus respectivos vetores posi¢do sao ri, ra, ..., I'n. Temos que o
centro de massa deste sistema serd dado pelo vetor posicao
miry + morg + ... + Myry

Cn = 2.2
m my +mso + ... +m, (2:2)

Estes serdo os conceitos essenciais de cinemética para o desen-

volvimento deste trabalho.

2.2 LEIS DE NEWTON

Para mais detalhes consulte as referéncias [14], [20] e [23]. Isaac
Newton, um dos mais influentes cientistas da histéria, desenvolveu
diversas leis de suma importancia para a fisica no século XVII. Em
sua juventude, Newton enfrentou dificuldades pessoais e académicas,
mas sua genialidade logo se destacou quando ele comecou a estudar
Matematica e Fisica. Em seu trabalho “Philosophise Naturalis Princi-
pia Mathematica”, publicado em 1687, Newton apresentou suas trés
leis do movimento, descrevendo o comportamento dos corpos em re-
pouso e em movimento. Ele também formulou a Lei da Gravitagao
Universal, que descrevia a atragdo entre corpos massivos, unificando
os movimentos celestes e terrestres sob uma mesma lei.

Vale ressaltar que Isaac Newton usou o trabalho de Johannes
Kepler, particularmente as Leis de Kepler sobre o movimento planeta-
rio, como base fundamental para desenvolver suas Leis do Movimento
e a Lei da Gravitagdo Universal. Kepler havia demonstrado empiri-
camente que os planetas orbitam o Sol em elipses, com velocidades
varidveis e proporcionais as areas varridas, e que existe uma relagao
harmonica entre os periodos orbitais e as distancias ao Sol. Newton,
ao formular suas leis, explicou teoricamente essas observagoes ao in-
troduzir a forga gravitacional como uma atragdo mitua entre corpos
com massa, mostrando que as leis empiricas de Kepler eram uma

consequéncia natural de suas préprias leis universais da fisica. Nesta
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se¢do serdo definidas a 3% Lei de Kepler, 12 Lei de Newton, a 2% Lei

de Newton e a Lei da Gravitagao Universal

Definicao 2.2.1 (Lei dos Periodos (32 Lei de Kepler)). Os qua-
drados dos periodos de translagdo dos planetas sdo proporcionais aos
cubos dos semi-eizos maiores de suas orbitas. Em termos de mouvi-

mento médio, essa lei é dada como:

n2 = —3
T

onde n € o movimento médio, G a constante gravitacional, M a massa

do sistema e r € o raio médio da orbita.

Definicdo 2.2.2 (Forga). For¢a é uma grandeza vetorial que descreve
a interacao entre dois corpos e pode alterar seu estado de movimento

ou de repouso.

2.2.1 (Lei da Inércia (12 Lei de Newton)). Um corpo permanece
em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em linha reta, a

menos que sofra uma alteragdo por forcas externas.

Em seu livro, Newton descreve a Forga a partir da sua segunda

lei.

2.2.2 (Lei Fundamental da Dinamica (22 Lei de Newton)). A
mudancga de movimento de um objeto é diretamente proporcional a
forca aplicada sobre ele e ocorre na dire¢cio da mesma for¢a. Matema-

ticamente, a sequnda lei € expressa pela formula
F=m-a, (2.3)

onde F ¢ o vetor forca aplicada sobre o corpo, m € a massa do corpo

e a o vetor aceleragdo que corpo adquire como resultado da forca.
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Em outras palavras, essa lei afirma que a aceleracdo de um
objeto é diretamente proporcional a forca resultante que age sobre ele
e inversamente proporcional a sua massa. Isso significa que quanto
maior a forga aplicada sobre um objeto, maior serd a sua aceleracio.

Em particular, tem-se a Forca Gravitacional que é uma das for-
¢as fundamentais da natureza. Ela surge devido a atragdo muitua entre
dois corpos com massa. Para descrever essa forga, Newton desenvolveu

a Lei da Gravitagdo Universal.

2.2.3 (Lei da Gravitacao Universal). Dados dois corpos, eles
atraem-se por uma forca que é diretamente proporcional ao produto
de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
que os separa. Matematicamente, tem-se que:

mimsa

F= gifr.
|2

(2.4)

Aqui F € a forca gravitacional entre os dois corpos, my e mo as massas

dos dois corpos, e r o vetor posicio relativa.

Estas sao as leis de Newton que serao essenciais para o desen-

volvimento do trabalho.

2.3 ORBITAS E ESPACO DE INERCIA

Para este trabalho é importante estar familiarizado com os

conceitos de espacgo de inércia e de orbitas.

Definicao 2.3.1 (Espaco de Inércia). Espago de inércia é a regido
do espago onde um objeto em movimento uniforme continua em mo-

vimento uniforme, na auséncia de forcas externas.

Definicao 2.3.2 (Espago de Nao-Inércia). Espago de nao-inércia é
a regiao do espaco onde um objeto em movimento uniforme pode nao

continuar em movimento uniforme, na auséncia de forcas externas.
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Por exemplo, devido as forcas ficticias, como centrifuga ou de

Corioli.

Defini¢ao 2.3.3 (Orbita). Orbita é a trajetéria descrita por um

objeto celeste em torno de outro devido a influéncia da gravidade.

Definicdo 2.3.4 (Plano Orbital). Plano onde ocorre a drbita.

2.4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Para mais detalhes consulte as referéncias [2], [1], [6] e [13].
Equagoes Diferenciais Ordinarias(EDOs) sdo uma classe fundamental
de equagdes na Matematica que descrevem relagdes entre uma fungao
desconhecida de uma varidvel e suas derivadas. Elas sdo frequente-
mente usadas para modelar sistemas dinamicos e fendmenos em uma
ampla gama de campos, incluindo fisica, engenharia, biologia e econo-
mia. Nesta secao serdo apresentados e demonstrados os conceitos de

EDOs que serao utilizados no presente trabalho.

Definicdo 2.4.1 (Equacao Diferencial Ordinéria). Uma equagdio di-
ferencial ordindria (EDO) é uma equagio que envolve derivadas, es-
tabelecendo uma relagdo entre uma funcao especifica e uma ou mais

de suas derivadas. Sua forma geral é expressa por:

F(t,y,y,y",...,y"™) =0, (2.5)
onde t é a varidvel independente, y € a funcio desconhecida na varidvel
dy d?y d™y
toy =22 n_ =J (n) — -7
TR a2 ©Y dtn

Definicdo 2.4.2 (Ordem). A ordem da equagdo diferencial serd igual
a ordem da derivada que possuir a maior ordem na equac¢do em ques-

tao.
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Definigao 2.4.3 (EDO Linear). Uma equagio diferencial ordindria

(EDOQ) € linear se puder ser expressa na forma

an(t)y"™ () + o+ ar )y (1) + ao(t)y(t) = f(2), (2.6)

onde y(t) é a fungio desconhecida, suas derivadas até a ordem n estdo

presentes, a; e f sdao funcgoes de t.
Definigdo 2.4.4 (Homogeneidade). Dada a EDO Linear:

an (Y™ (1) + .. + a1 ()Y () + ao(t)y(t) = (1), (2.7)

ela é dita homogénea se f(t) = 0, e por sua vez, ela é dita ndo-
homogénea se f(t) # 0.

Definicdo 2.4.5 (Sistema de n EDOs lineares). Um sistema de n
EDOs lineares € dado por

X'=A-X,

em que X € um vetor comn entradas, sendo elas fungées desconhecidas
e A é uma matriz n X n, cujas as entradas sao fungoes arbitrarias de
t.

Definigao 2.4.6 (Solugdo). Qualquer funcio [ definida em algum
intervalo I, que quando substituida na equacdo diferencial reduz a
equacao a uma identidade, € chamada de solu¢ao para a equagdo no

referido intervalo.

Neste trabalho ndo serdo fornecidos métodos para chegar a
solucdo de EDOs de primeira ordem, porém quando usados, serao

retirados das referéncias [2] e [1].

2.4.1 (Teorema do Principio da Superposi¢ao). Dada uma EDO

linear ndo-homogénea de 2¢ ordem

"+ a2y + ao(x)y = f().
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Y + a1 (z)y’ + ao(x)y =0,

entao

y=yu+yp=ymg +Cry1 + Coyo

é a solucao geral da equacao ndo-homogénea.

Demonstracdo. Para facilitar, denote

L(y) = y" + ai1(x)y + ao(2)y.

Suponha que yp seja uma solugdo particular da equacao nao-homogénea
e que yg = Cry1 + Cays seja a solugdo geral da equagdo homogénea

associada. Entao,

Lyp) = f(z) e L(yw)=0.

Tome y = yg +yp, com isso usando a linearidade da derivada, tem-se

que

L(y) = L(ys +yp) = L(yu) + L(yp) = 0+ f(2) = f(2).

Portanto y é solucao da equagdo nao-homogénea.
Por outro lado, se y é uma solucao qualquer da equagao nao-
homogénea, defina w = y — yp. Tem-se que w é uma solucdo da

equagdo homogénea associada, pois
L(w) = Lly - yp) = L{y) - Liyp) = f(&) - f(z) = 0.
Portanto, existem constantes C; e Cy tais que
w=y—yp=Ciy1 + Coyo

e portanto y = yg + yp, que demonstra o Teorema. [
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2.4.2 (Solucao para EDO linear de 22 ordem homogénea). Aqui serd
detalhado um método para encontrar uma solugcdo para EDQOs lineares

de 29 ordem homogéneas e com coeficientes constantes, o qual vem de
12
Dada a EDO linear de 2¢ ordem homogénea

y' + a1y +aoy =0,

Az

sendo ay e ag constantes, assuma que y = e com A constante a

determinar seja uma solugcdo para a equagdo dada. Com isso, tem-se
que
y/ _ )\ekx e y// — )\2ez\x_
Substitua esses valores na equac¢ao dada, obtendo:
MM £ g\ + age™ =0 = e/\””()\2 + a1+ ap) =0.

Az

Porém, como e** € sempre diferente de zero, tem-se que

N+ a\+ag =0, (2.8)

a qual € chamada de equacdo caracteristica. Apds encontrar as raizes

da equacao caracteristica, se elas forem reais tem-se que
— )\1$ )\2%
y = Cre™* + Che (2.9)

€ solugdo para a equagdo dada, onde A1 e Ay sdo raizes reais da equagdo
caracteristica e C1 e Cy sdo constantes.

Se houver uma unica raiz real, A = Ay = Ao, tem-se que
_ Az Az
y = Cre™” + Coze™™. (2.10)

Por outro lado, se as raizes da equagdo caracteristica forem niumeros

complexos da forma A\y = a+ Bi e Ay = a — Pi, tem-se que
y = e**(Cy cos(Bzx) + Casen(fx)), (2.11)

em que C1 e Cy sdo constantes.
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2.4.3 (Solugéo para EDO linear de 22 ordem nao-homogénea). Con-

sidere a EDO de 2% ordem ndo-homogénea

Y’ + a1y + aoy = f(z),

sendo ay e ag constantes. Pelo Teorema (2.4.1) € suficiente encontrar
uma solugcdo yg para a equacdo homogénea associada e uma solugdo
particular yp. Encontre yp apropriada e para encontrar yy utilize o

método descrito em 2.4.2. Com isso, a solug¢do geral serd:
Y=YH +Yp. (2.12)

2.4.4 (Solucao para sistema de EDOs lineares). Aqui serd apresentado
um método para chegar a solugdo de sistemas de EDOs lineares, o qual
vem de [13].

Seja o sistema de n EDOs lineares
X' =A-X, (2.13)

onde A = [ay;], .., € uma matrizn x n de entradas constantes e X
um vetor cujas entradas sdo n-fungdes procuradas.

Tem-se que os componentes do vetor X estdo acoplados entre
st pela equagao (2.13), ou seja, sao equagoes que dependem, em geral,

de vdrios outros elementos do vetor. Por exemplo,
X{ = CL11X1 + a12X2 + ...+ alan.

Por conta disso, é de interesse desacoplar essas equagoes e, para
isso, cria-se um novo vetor n-dimensional Y com entradas y;, (i =
1,2,...,n), onde y, é dado em fungio apenas de y;. Assim, denote a

transformacao de X para Y, sendo:

Y = BX, (2.14)
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em que B € uma matriz n X n invertivel e tal que
BAB™! = A, (2.15)

onde A é matriz diagonal n X n e sua diagonal é composta pelos
autovalores de A. Multiplicando a esquerda a equagio (2.14) por B~1,

tem-se que

B 'Y =B 'BX
B 'y =1IX (2.16)
B7'Y =X,

e por sua vez, lembrando que B é uma matriz constante,
X' =B7lY". (2.17)

Substituindo (2.16) e (2.17) na equagio diferencial original (2.13),
tem-se que
B7Y' = AB7'Y. (2.18)

Multiplique a esquerda ambos os lados por B, para chegar em

BB 'Y’ = BAB™'Y
IY' = BAB™'Y (2.19)
Y' = BAB7'Y.

Porém, por construcio, BAB™! = A. Portanto, o sistema de equacdes

transformado € dado em:
Y = AY. (2.20)
Consequentemente, seus componentes podem ser escritos como

vi=XNyi (i=1,2,...,n). (2.21)
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Por sua vez, a solugio para (2.21), dada por [13], é:
yi = cied®  (i=1,2,...,n), (2.22)

em que ¢; sdo constantes. Substitua Y' na equagio (2.16), para retor-

nar o sistema para dependéncia em X, obtendo:

cle>\1$

coe™??
X=B"". ) : (2.23)

cpetn®
Concluindo, para encontrar as solugdes do sistema de EDOs lineares,

basta encontrar B e resolver as equagoes lineares dadas em (2.23).

Estas sao as nogoes de EDOs necessarias para o desenvolvi-

mento deste trabalho.

2.5 APROXIMACOES DE LAGRANGE-BURMANN E TAYLOR

Para mais detalhes consulte as referéncias [3] e [16]. Os métodos
de aproximagao sao técnicas utilizadas para encontrar solugoes apro-
ximadas para problemas matematicos que nao podem ser resolvidos
de forma exata ou cuja resolucdo exata é complexa e impraticavel.
Esses métodos sao fundamentais na matematica aplicada, permitindo
a resolucdo de equagoes diferenciais, a integragdo de fungoes compli-
cadas, e a solucao de sistemas de equagoes lineares e nao lineares. A
importancia dos métodos de aproximagao reside na sua capacidade de
fornecer solugdes vidveis em tempo razoavel, facilitando a andlise e a
modelagem de fendmenos reais em diversas areas, como engenharia,
fisica, economia e ciéncias da computacdo. Neste trabalho serdao utili-
zadas aproximacdo por Séries de Taylor e por Inversdo de Lagrange,

0s quais serdo mostrados nesta secdo.
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2.5.1 (Teorema de Taylor). Seja f : [a,b] = R uma fung¢do com n
derivadas continuas e f"tV) definida em todo (a,b). Seja ¢ € [a,b]

entio existe ¢ € (a,b) tal que

) (g

) =3 (Fw - a0t ) + 0,
k=0 ’

FoH ()

onde O(J?n+1) = m

(x _ l‘o)"+1 .

Demonstragao. Denote G(t), tal que

n (k)
6(0) = @) - )= 3 (5w - 0) + A =,

k=1

onde A é de tal forma que G(zg) = 0. Portanto tem-se que G(z) =
G(z0) = 0. Pelo Teorema de Rolle, dado em [10], existe ¢ € (z, zg) tal
que G’(c) = 0. Derivando G, tem-se

n (k+1) (k)
¢ =-r-Y (et - 8w 0)
k=1

—(n+1DA(z—t)".

Desenvolvendo o somatoério tem-se

TaRI0
o AalU)

G'(t) (z—t)" — (n+ 1) Az — )"

Tomando t = ¢, tem-se

Fr (o) n n
T(zfc) =(n+1)A(@x—-o0o)".
e portanto
__f"(e)
CES

Por fim, tomando ¢t = x¢ e aplicando o fato que G(zp) = 0 obtém-se

o resultado. O
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2.5.2 (Teorema de Lagrange-Biirmann). Se uma varidvel z pode

ser expressa como uma funcdo ¢ da forma:

C =z+ €¢(<)7
com e < 1, entdo ¢ pode ser expressado como uma fun¢do de z da
forma:
X ed Ji—1
C= 243 G g o)
j=

Demonstragdo. Demonstracao presente no livro de Lagrange [9] O

Esses serao os métodos utilizados no desenvolvimento deste
trabalho.
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3 O PROBLEMA DE DOIS CORPOS

Neste capitulo sera resolvido o Problema de 2 Corpos, que é a

versdao mais simples de um Problema de 3 corpos.

Problema de 2 Corpos. Dado um sistema de 2 corpos, cada um com
uma massa, uma posicao inicial e uma velocidade inicial, determine
as trajetorias e as posicoes futuras dos dois corpos ao longo do tempo,
levando em consideracdo apenas as forcas gravitacionais mituas entre

0S COTPOS.

O estudo do movimento dos corpos celestes ocorre desde os
primérdios da humanidade. J& em 300 a.C., Aristarco de Samos, na
Grécia Antiga, propos a ideia de que a Terra orbitava ao redor do Sol.
Mais tarde, em 70 d.C., o matemético Ptolomeu desenvolveu métodos
geométricos para descrever os movimentos dos astros em torno do Sol,
abordando essencialmente um problema de dois corpos, onde o Sol é
um dos corpos e o astro em andlise é o outro [7].

O primeiro matemdtico a formalizar uma abordagem para o
problema dos dois corpos foi Johannes Kepler, em 1609, ao determinar
que os planetas do Sistema Solar movem-se em Orbitas elipticas ao
redor do Sol, e ao estabelecer as Leis de Kepler. Em 1697, Isaac
Newton resolveu o problema em seu livro “Philosophiae naturalis
principia mathematica”, propondo uma solugao que considerava dois
corpos massivos interagindo sob a influéncia de sua gravidade mutua
[22]. Ele aplicou equagdes do movimento para calcular as trajetérias
desses corpos e prever seus futuros movimentos. Sob certas condigbes
simplificadoras, como a falta de influéncias externas significativas, as
solugdes para o problema de dois corpos podem ser determinadas de
forma precisa.

A solucao apresentada por Newton em seu livro representou um

avanco no desenvolvimento da fisica e da astronomia e estabeleceu uma
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base tedrica para a compreensao do movimento dos corpos celestes
e fundamentou os principios da mecanica classica, que continuam
relevantes até hoje [21]. No século XIX, Lagrange e Laplace refinaram
as técnicas de resolugdo do problema de dois corpos e, atualmente,
é possivel resolver numericamente esse problema com o auxilio de

computadores.

3.1 EQUACOES DE MOVIMENTO

Considere duas massas, m1 e mo, com posic¢ao relativa dada por
r =ry —ry, sendo r; a posicdo da massa mj e ro a posi¢do da massa
me em um espaco inercial fixo como na Figura 3.1.1. Observe que os
vetores posicao sao fungdes vetoriais de ¢, mas omite-se o tempo por

conveniéncia.
F,

mi
ma

r Iy

0]
Fonte: Maciel, 2024

Figura 3.1.1 — Diagrama de vetores para as forgas atuando sobre as
duas massas, mj e meq, com vetores posi¢ao ry e rs.

Pela Lei da Gravitagdo Universal (2.4), tem-se que as forgas

gravitacionais exercidas sobre os dois corpos sdo dadas por:

mims

r
Ll

mims

Fi=+¢ el ™

Fy= -G (3.1)
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e pela Segunda Lei de Newton (2.3), tem-se que:
F1 = mli‘l (S F2 = WLQf'Q. (32)

Para analisar como se comporta o centro de massa, o qual é
dado por (2.2), é preciso determinar miry + maorse. Para isso, some

F; + F2 da equagdo (3.1) e depois subtitua em (3.2), para obter
mii, + maits = 0.
Integrando essa igualdade em relacao ao tempo, tem-se
miTy + malfy = a,
integrando uma segunda vez, tem-se
mqry + mare = at + b,

onde a e b sdo as constantes de integragdo, e por sua vez vetores
constantes. Com isso é possivel escrever a posi¢do do centro de massa,

da seguinte forma:

t+b
R = L, (3.3)
mi 4+ mo

e deriva-la para encontrar a sua velocidade

R=—2> (3.4)
mi + mo

Portanto, o centro de massa do sistema esta se movendo em uma velo-
cidade constante (3.4). E em particular se a for nulo, ele se encontra
estaciondrio. Também podemos concluir a partir de (3.3) que ele se
move sobre uma reta.

Para facilitar o estudo do problema, considere a posigdo de mso
em relagdo a mi e ndo mais a origem O. Portanto, é possivel considerar

o vetor posicao de msy como sendo r, e por sua vez a sua acelera¢ao
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serd I = ¥9 — 1. Utilizando as equagdes (3.1) e (3.2) e lembrando que

r = ||r||, tem-se

. r 1
B =gmimy: — - —
o (3.5)
_ r
=gms - 3
e

. r 1

rzz—gmlmz'ﬁ'E 16
) . (3.6)
= 7gm1 . 7"73

Agora utilize as equagdes (3.5) e (3.6) e também do fato de que

i = ¥ — #1, para chegar em:
r r
F=-gmy-— —(Gma-—
r3 ( r3)
r
= —G(m1 +my) - 3

e portanto
r
r+G(my +me)- — =0.
G(my 2) 3
Seja definida a constante p sendo g = G(my + msy). Deste modo,

consegue-se chegar & Equagdo da Aceleracio Relativa:
. r
I+ by = 0. (3.7)

Esta equagao relaciona a posicdo com a aceleragdo do movimento de

ms em relagdo a ms.

3.2 TORCAO

Com objetivo de resolver o problema de dois corpos, vamos
analisar a tor¢do do movimento relativo de mo em relagdo a m,. Para
isso olharemos a equacao da tor¢iao dada em [15]

I N
ety = ~EXE ) (3.8)

B
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Primeiro, note que de (3.7), tem-se que ¥ é o préprio vetor r
multiplicado por um escalar negativo, de modo que ¥ e r sdo line-
armente dependentes. Portanto o produto vetorial entre eles é 0, ou
seja

rx#=0. (3.9)
Derivando em relagio ao tempo a equagao (3.9) (usa-se aqui a notacao

de Leibniz no termo da esquerda apenas para deixar mais claro), chega-

se que:

i(rxf):(’):fxfﬂ-x =0
dt (3.10)
S>IrXiP=-rxr.

Substituindo a equagdo (3.10) na equagdo da Torgdo (3.8), obtém-se:

Considere r = (z,y, 2), onde x,y, z sdo de fungoes de ¢, e resolvendo

o produto vetorial:

=y —zyli+ [z —2Z)j+[zy —yzlk (3.11)
yE -2y
2T —x 7

Ty —yzT
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(rx ¥, ¥)=(y2 —29)Z+ (2 —z2)y +(zy —yz)?%

=YY - By Y- Fyztai i -ay iy =0

Conclui-se que a tor¢do do movimento é nula. Assim, m; e
meo estdo sempre no mesmo plano, implicando que os vetores posicao
r e velocidade I também estdo sempre no mesmo plano, o qual é
normal (perpendicular) a um vetor h = r x ¥ com dire¢do constante. B
possivel verificar que o sentido e o médulo de h também sao constantes,

bastando para isso derivar h em relagdo ao tempo. De fato, note que

ik
h=rxi=det|2 y =z|=[yz—zyli+ 22— 22]j+ [zy—yi]k
Yz —zy
= |2z —2x2
TY — YT

(3.12)

Derivando ambos os lados da equacao (3.12) em relagao a t, tem-se:

Y+ Yz — 2y — 29 Yz — 2y
h=|zi+s0—ai—as|=|z26—25|=rxF
Ty + Ty — y¥ — yx Ty — yx

Devido (3.9) temos que h = 0 e concluimos que h é constante, pois
sua derivada é igual ao vetor nulo. Observe que o plano que contém
tanto my e mgy é perpendicular ao vetor h (Figura 3.2.1). Esse vetor

é comumente chamado de momento angular integral.
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Figura 3.2.1 — O movimento de ms em relagdo a m; define um plano
orbital (regido cinza) em que o vetor constante h é
sempre perpendicular ao plano. Fonte: Murray, 1999.

3.3 COORDENADAS POLARES

Como visto anteriormente, r e I caem sobre um mesmo plano,
que é um plano orbital (2.3.4). Entao é possivel considerar o movi-
mento de ms apenas neste plano. Sendo assim, para facilitar, tran-
forme o sistema de coordenadas cartesianas em coordenadas polares.

Considere o sistema de coordenadas polares (r,0) com sua ori-
gem em mj, e uma linha arbitraria de referéncia dada por 8 = 0.
Note que mesmo que m; e mo se movam pelo espaco de inércia, a
direcdo da linha de referéncia se mantera a mesma. Em um sistema
de coordenadas polares, tem-se que x = rcos(6) e y = rsen(f), onde
(z,y) é o vetor posicao de mo.

Defina

T = cos(0)i+ sen(0)j

como o vetor unitirio adjacente ao vetor do raio e
6 = —sen(0)i + cos(6)j

como vetor unitario perpendicular ao vetor do raio. Observe que os
vetores unitarios t e 8 dependem da posicao de msy e, portanto, sao

dependentes do tempo t. Tem-se que o vetor posi¢do r de mo em
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relagdo a my sera
r=rf. (3.13)

Calcule as derivadas de T e 6, para assim obter:

i = O(—sen(0)i) + 6 cos(0)j = 66 (3.14)

6 = —0cos(0)i+ [—Osen(h)j] = —0f
Com isso, utilizando (3.14), derive (3.13) para encontrar a velocidade
de mo:
=7t + r68.
Derivando a equagdo uma tultima vez, encontra-se a aceleragao
i = it + 700 + 700 + 00 — r00¢
= it 4 2700 — 0% + r66 (3.15)
= (i — 0%r)t + (270 + r6)8.
Nesta etapa, o objetivo é encontrar a equagao escalar para o

Movimento Relativo de ms, para isso compare a equagdo (3.15) com a

equacao (3.7). Porém a equacio (3.7) nao estd em coordenadas polares,

entdo primeiro escreva ela com componente em f e 6:

. T, A
e (ur—gr n 00) . (3.16)
Agora compare os componentes das equagoes (3.15) e (3.16), para
obter
P— 0% = —%
T (3.17)
270 + 16 = 0.

Observa-se que a solucéo do problema de dois corpos, em coordenadas
polares, é parametrizada pelo tempo, isto é, procura-se um par de

fungoes 7(t) e 6(t) que satisfaz todas as condigoes do problema, em
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particular, a equagdo (3.17). Note que a segunda equacdo de (3.17)

pode ser escrita como
d ;5
— (r°0) =0,
5 (r°0)
de onde segue-se que k = r26 é uma constante independente do tempo.
Assim, pode-se encontrar uma solucdo r em funcdo de 6, removendo

a dependéncia do tempo usando a constante xk = r26. Suponha que r

1
seja funcao de 0 e defina u(f) = W Tem-se que
r
. d 1 -1 du.
T = — _— [ 79
dt \ u(9) u(0)? db
du du
— _ 277
=’ do
Derivando uma ultima vez,
. d?u -
r = —:‘iwe,
e observando que 6= ku?, tem-se:
d? d?
7= —/mugdfog = —/{2u2df£.
E com isso, reescreva a equagdo (3.17), como:
d? 1
_szuzdieg _ aﬂ2u4 S—
v 1
2 2 2\ _ 2
" (d62+uu ) = Thu
K2 dQ—u +u| =
d6? K
d*u I

Portanto, foi encontrada uma equacao diferencial ordinéria linear de

2% ordem nao-homogénea (2.4.3)

du I
W +u= E (318)
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3.4 A RESOLUCAO DO PROBLEMA

Como a fungao u(6) satisfaz a EDO (3.18), basta resolver essa
equagao que serd possivel descrever como se dd o movimento.

Como se trata de uma EDO de segunda ordem linear néo-
homogénea, basta utilizar o método apresentado em 2.4.3 para en-
contrar uma solucdo geral. Com isso, para encontrar a solugdo ugy,

primeiro é preciso achar a equagdo caracteristica, dada em (2.8):

Encontre o valor de A:
N =-1
A=2vV—-1=23

Onde, A\ =a+t pPiea=0e [ =1. Com isso, a solugdo da equagao

homogénea é dada por

ug = e*?(C) cos(B6) + Cy sen(36))
upug = €°(Cy cos(f) + Cysen())
up = C1cos(f) + Cysen(h).

E agora para a solugdo particular, supondo up constante, tem-se
1Y . .

up = —;, com isso u serd
K

u(f) = C cos(8) + Cy sen(d) + % (3.19)

E essa é a fungdo u(f) que serd utilizada para encontrar a funcéo
do Movimento Relativo (). Para tornar mais fécil de determinar o

que descreve essa fungdo, faca algumas mudancas de variaveis. Defina

C

A, tal que A = +/C? + C% e w = arctan (CQ) Utilizando a relacao
1

trigonométrica, dada em [18], reescreva Cj cos() + Casen(f) como
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Acos(f —w). Esse A é a amplitude do cosseno, que por regra tem que
2

i K
ser positiva. Defina e = ——, e note que e > 0. Por fim reescreva a

equagao (3.19) como

Reescrevendo
() = L [1 + ecos(6 — w)],
K
onde e é amplitude do movimento e w a fase. Agora, retorne a fungéo

1
para r, lembrando que © = —. Sendo assim:
r

2

— Jad
r0) = 1+ecos(d —w)’

2
K

Defina p = —. Por fim se encontra a funcéo
1

() = 1-&-#;(9—@. (3.20)

Esta é a fungdo escalar do Movimento Relativo de ms. Portanto, é
a funcao que descreve o movimento de mo em relagdo a m;. Para
analisar, de fato, essa funcdo, podemos parametrizar a sua amplitude

e e ver como ela se comporta. Para isso, separe em quatro casos:
e« =0,
e D<ex<,
e e=1,
e e>1.

Note que nao é necessario analisar o caso e < 0, pois a amplitude nao

pode ser negativa.
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3.41 CASOe=0

Substituindo e = 0 na fungdo do Movimento Relativo (3.20),
tem-se

— p —
r0) = 140-cos(d —w) -

A funcio r(6) é uma fungdo em coordenadas polares e é cons-

tante, o que implica que ela descreve uma circunferéncia de raio p.
Portanto, o movimento de my em relacdo a my, quando e = 0, é

descrito por uma circunferéncia.

342 CASOO0<ex1

Para este caso mostra-se que r(#) descreve uma elipse.
Seja £ uma elipse, em que um dos seus focos F' esta localizado
em my e P(r,0) um ponto qualquer que pertenca a &, e s sua reta

diretriz associada perpendicular ao eixo x em zg (veja a Figura 3.4.1).

Y
P S
T /,\
49
F x Zo T

L L L T I

Fonte: Maciel, 2024

Figura 3.4.1 — Ponto P(r, ) na elipse £ com foco F' em m;
e reta diretriz associada s.

Pela Propriedade Fundamental das Cénicas, dada em [8], tem-

se que para todo P pertencente a uma coOnica, a distancia de P até o
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foco F' é igual & sua excentricidade vezes a distdncia de P até a reta

diretriz associada, ou seja:
d(P,F)=ce-d(P,s).

Note que d(P, F') é a propria r(6), portanto:
r(d) =e- (xg — x).

Tem-se que o sistema estd em coordenadas polares, portanto x =

rcos(f) e com isso

r=e- (zg —rcos(d))

= exo — er cos(f).

Assim
r + ercos(f) = exg = r- (1 + ecos()) = exo.
E, portanto,
€T
)= ——. 3.21
r(®) 1+ ecos(f) (3:21)

Note que a equagdo (3.21) é a mesma que a equagao (3.20),
portanto, p = exy. Agora basta mostrar que 0 < e < 1. Segue que e é
a excentricidade da elipse, e por defini¢ao [8] a excentricidade e é dada
por e = E, em que c é a distancia focal e a 0 maior semi-eixo. Por
defini¢ao, a distancia focal ¢ é sempre menor que o maior semi-eixo
a, e tanto a como ¢ sdo positivos. Portanto, ¢/a é sempre positivo e
menor que 1, ou seja, 0 < e < 1.

Portanto, o movimento de mo em relacdo a my, na situacao em
que 0 < e < 1, é descrito por uma elipse, onde p = exq, sendo p o semi

latus rectum' da elipse e a amplitude e a excentricidade da elipse.

1 A menor corda que passa por um dos focos de uma cénica.
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343 CASOe=1

Seja P uma parabola, com foco F' e vértice V sobre um eixo de
simetria £ e sua reta diretriz s em x = xg. Por defini¢ao, tem-se que
p é a distancia de F até s [11].

Considere o sistema de coordenadas polares (r, ) centrado em
F, tome o ponto P = (r,0), tal que P pertence a pardbola P. Trace
uma reta perpendicular ao eixo &, tal que passe pelo ponto P (veja a

Figura 3.4.2). Note que pela Propriedade Fundamental das Conicas:

d(P,F)=d(P,s)
r(0) = d(P,s).

(3.22)

Ll

Fonte: Maciel, 2024

Figura 3.4.2 — Parabola P
em coordenadas polares.

Tome o tridngulo retdngulo FPQ, tal que o lado FP = r(f) e o
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lado FQ = p — r(0). Portanto tem-se que:

_p—r(0)
cos(f) = )
r(0) - cos(8) = p —r(0)
r(0) - cos(0) +r(0) =p
r(6) - (cos(f) +1) =p
r(0) = H%W)' (3.23)

Portanto, todos os pontos de P sdo descritos pela equacdo
(3.23). Com isso, se e = 1, temos que o movimento de mg em relagao

a mq é descrito por uma pardbola.

3.44 CASOe>1

Seja H uma hipérbole, onde um dos seus focos F' estd localizado
em my e P(r,6) um ponto qualquer que pertenca & H, e s sua reta

diretriz associada perpendicular ao eixo x em z( (veja a Figura 3.4.3).

Pela Propriedade Fundamental das Conicas, dada em [8], tem-
se que para todo P pertencente a uma coOnica, a distancia de P até o
foco F' é igual a sua excentricidade vezes a distancia de P até a reta

diretriz associada, ou seja:
d(P,F)=e-d(P,s)
Note que d(P, F') é a propria r(6), portanto:
r(@) =e- (rg — x)
Tem-se que o sistema estd em coordenadas polares, portanto = =
r cos(f) e com isso
r=e- (xg —rcos(d))

= exo — er cos(0).
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x~

VA

]V

/

Figura 3.4.3 — Hiperbole H em coordenadas polares.

Fonte: Maciel, 2024

E assim
r 4 ecos(f) = exq
r-(1+ ecos(f)) = exp.
E portanto
exo
0)= ——. .24
r(®) 1+ ecos(h) (3:24)

Note que a equagao (3.24) é a mesma que a equagao (3.20),
portanto, p = exg. Agora basta mostrar que e > 1. Segue que e é a

excentricidade da hipérbole, e por defini¢do [8] a excentricidade e é

b2
dada por e = {/1 + —, onde, a é o comprimento do eixo conjugado e
2 b b
a
b é o comprimento do eixo transversal. Logo, b%/a? é sempre positivo
) )

ou seja, e > 1.

Portanto, o movimento de mo em relacao a mq, quando e > 1,
é descrito por uma hipérbole, onde p = exq, sendo p o semi latus
rectum da hipérbole e a amplitude e a excentricidade da hipérbole.
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4 O PROBLEMA DE 3 CORPOS RESTRITO

No capitulo anterior, foi demonstrado que o movimento de duas
massas sofrendo atragdo gravitacional muatua pode ser solucionado
analiticamente e é representado por um caminho geométrico confinado
em um espago inercial. Neste capitulo, sera analisado o movimento
considerando trés corpos, sendo um deles com massa desprezivel em
comparagao com os outros dois. Os dois corpos de massa consideravel
estao em 6rbita circular. Este caso particular é conhecido como o

Problema dos Trés Corpos Circular Restrito.

Problema de 3 Corpos Circular Restrito. Dado um sistema de
3 corpos, cada um com uma massa e uma posicao inicial, sendo a
massa de um deles desprezivel em comparagdo com as outras duas e 0s
corpos de massa relevante estdo sobre uma orbita circular, determine
a trajetoria e a posi¢io futura do corpo de massa desprezivel ao longo
do tempo, levando em consideracio as forcas gravitacionais mutuas

entre 0s corpos.

Durante o decorrer da histéria, o Problema dos Trés Corpos
chamou a atencao de diversos matematicos, que tentaram resolvé-
lo sem sucesso, mas deixaram grandes contribui¢des. Entre eles estao
Euler, Lagrange, Jacobi, Le Verrier, Hamilton, Poincaré e Birkhoff. Os
livros de Szebehely e Marchal sao atualmente as referéncias principais

para os resultados mais importantes [13].

4.1 EQUACOES DE MOVIMENTO

Considere o movimento de uma pequena particula P, de massa
desprezivel, afetada apenas pela forca da gravidade gerada por duas
massas m, e ms. Suponha que essas duas massas estejam em 6rbita

circular em torno do seu centro de massa. As duas massas afetam
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gravitacionalmente a particula, porém como a particula possui massa
desprezivel, ela nao afeta as duas massas.

Defina o conjunto de eixos &, n e ( em um espago de inércia
(2.3.1) com origem O no centro de massa do sistema, de modo que
0 eixo ¢ caia sobre a linha que conecta m; e mo no tempo ¢t = 0
com o eixo 7 perpendicular & €. Faca isso de forma que o movimento
orbital das duas massas caia sobre o plano gerado pelos vetores £ e
n e por fim ¢ perpendicular ao plano. Defina as posi¢oes de my e
mo respectivamente como (€1,11,¢1) e (€2,m2,(2), note que as duas
massas tém uma separagdo constante e a mesma velocidade angular
sobre elas e sobre o centro de massa do sistema. Com isso, é possivel
escolher as unidades tais que p = G(my + mgy) = 1. Se assumir que
my > mo e definir

— ma2
o= mi + mo

tem-se que, neste sistema de unidades, considere
pp=Gmi=1-1 e p=G0mx=n, (4.1)

onde 7t < 1/2. Com isso, a distancia entre as duas massas ¢ a unidade
e, 0 tempo que as massas demoram para completar uma érbita, co-
nhecido como movimento médio n, das duas massas também sera a
unidade.

Por fim, defina a posi¢ao de P como r = (£,7,(), e note que

r = (55”7() - (§1a7717C1) € ry = (gvnaC) - (527772742)7 (42)

respectivamente os vetores posicao de O, uy e puo sendo P a referéncia.
(Figura 4.1.1).

Tem-se que a forca gravitacional F = F; 4+ Fy é a forca re-
sultante da forca gravitacional F; que a m; exerce sobre a particula

e a forca gravitacional Fy que a mo exerce sobre a particula. Para
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encontrar Fy e Fy é possivel utilizar a Lei da Gravitagdo Universal,

dada em (2.4), de modo que no componente ¢ tem-se

F, = _gimlmp;u e Fo=— 7m2m”§27
[[z]] |[r2]]

em que m, ¢ a massa de P. Pela equacéo (4.1):

F, = ulmpg e Fo= ﬂgmp%.
1 T3

Utilize o fato de que F = F; + F; para obter a forca gravitacional:

& —¢§ §—¢§ F &1 —¢ §—¢§
F — = e .
K1y ’f'% + 21y 7‘:23 m, M1 7’% + H2 rg)

F

Porém pela (2.3), tem-se que — é a aceleragdo na componente &
My

de P. Analogamente para as componentes 1 e (, conclui-se que as

equagoes de movimento da particula sdo dadas por:

=ttt (43)
51 T2
ﬁ=u1”1§”+uzn2§n7 (4.4)
1 T
észlgC +M2C2g<-
1 )
E pela Figura 4.1.1, 72 e 73 sdao dados por:
= (&= +m -1+ -0)> (4.5)
r5=(&=)*+(m—n’+(L—-0> (4.6)

Note que essas equagoes sao véalidas para qualquer configuragio
do Problema de 3 Corpos Restrito, pois eles ndo requerem que seja
feita qualquer suposicao sobre o caminho percorrido pelas duas massas.

Considere um novo sistema de coordenadas (z, y, z) com origem

no centro de massa O, mas que esta rotacionando em uma taxa n,
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onde n é o movimento médio, na direcao positiva. Escolha o eixo x de
forma que as duas massas caiam sobre esse eixo com as coordenadas

dadas por

('leylazl) = (_:u270a0) € (3727y272’2) = (/1“17070)? (47)

referentes respectivamente a posi¢ao da massa m; e mso, ambas em
relagdo ao centro de massa. Esse novo sistema de coordenadas sera
chamado de sistema sinédico. Portanto, das equagdes (4.5) e (4.6)
tem-se

ri = (z+p2)? +y? + 2% (4.8)

5 =(z—m)’+y’ + 27, (4.9)

onde (x,y,z) sdo as coordenadas da particula no sistema sinédico.

Uma forma de escrever as coordenadas do sistema original, é fazendo

r=(&mn,0) P
r = (flanlacl)
ro = (§2,m2, (2)

Fonte: Maciel, 2024

Figura 4.1.1 — Uma visdo do plano que contém as coordenadas (&, 7, ¢)
e as coordenadas sinddicas (x,y,z) da particula no
ponto P, onde as setas indicam o sentido positivo da
rotagao.
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uma rotagdo sobre o eixo (:

¢ cos(nt) —sen(nt) 0\ [z
n| = |sen(nt) cos(nt) O yl- (4.10)
¢ 0 0 1) \z

Derivando a equagao (4.10) em relagdo ao tempo, se obtém

xcos(nt) —ysen(nt) +z -0

= | xsen(nt) + ycos(nt) + z -0
z-04+y-04+2-1

& cos(nt) — xnsen(nt) — ¢ sen(nt) — yn cos(nt)
(

= | &sen(nt) + xn cos(nt) + y cos(nt) — yn sen(nt)

cos(nt) - (& —ny) —sen(nt) - (§ + nx)
= | sen(nt) - (& — ny) + cos(nt) - (y + nx)

cos(nt) —sen(nt) T —ny

0
= | sen(nt) cos(nt) O] :-|y+ny
0 0 1 Z

Derivando mais uma vez, tem-se

£ cos(nt) - (¥ — 2ngy — n%x) — sen(nt) - (§j + 2ni — ny)
i | = | sen(nt) - (¥ — 2ny — nx) + cos(nt) - (§ + 2nz — n?y)
¢ Z
cos(nt) —sen(nt) 0\ [&—2ny—n’x
= | sen(nt) cos(nt) 0] | i+ 2nt—ny
1

0 0 Z

(4.11)

Note que essa mudanca para o sistema sinddico trouxe para

as equagoes de movimento os termos ni e ny que sdo referentes a
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2z e n%y que

Aceleragdo de Corioli, definida em (2.1.8), e termos n
sao referentes & Aceleraciao Centrifuga, definida em (2.1). Utilize as
substituigdes para £ em (4.10) e as equagoes (4.3) e (4.7) para chegar

na seguinte equagao:

s =& §2—§
§=m 3 + 2 3

x1 cos(nt) — yy sen(nt) — x cos(nt) + y sen(nt)

= /J’l ,ril’)
x9 cos(nt) — ya sen(nt) — x cos(nt) + ysen(nt)
+ H2 3
T2
x1 cos(nt) — 0 - sen(nt) — x cos(nt) + y sen(nt
| PLcos(nt) ~0-sen(nt) — weos(nt) + ysen(nt)
1
xg cos(nt) — 0 - sen(nt) — x cos(nt) + y sen(nt)
+ w2 3
2

x1 cos(nt) — x cos(nt) + ysen(nt)
= Ml 3
1

x9 cos(nt) — x cos(nt) + ysen(nt)

iz . .
T3

Rearranjando os termos

- T —x To—
& = cos(nt) - [,ul ! T— + H2 2 3 } + ysen(nt) - {M; + M;] .
1 T3 oo
(4.13)

Usando agora (4.11), tem-se

(i — 2ny — nz) cos(nt) — (j + 2nd — n’y) sen(nt)

Ty —T To— (4.14)
=cos(nt) - [,ul ! =— + 2 2 = } + ysen(nt) - {M; + /lg] .
T 2 rTooT

Utilizando a mesma logica para a componente ij e a equacao
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(4.4):
. nm—-n N2 — 1N
n=MH 3 + p2 3
51 T3
21 sen(nt) + y1 cos(nt) — x sen(nt) — y cos(nt)
= /“Ll
ri
4o 22 sen(nt) + ya cos(nt) — x sen(nt) — y cos(nt)
M2
x1 sen(nt) + 0 - cos(nt) — xsen(nt) — y cos(nt)
7
xgsen(nt) + 0 - cos(nt) — x sen(nt) — y cos(nt)
+ M2 3
T3
x1 sen(nt) — xsen(nt) — y cos(nt)
= ul 3
™
Tosen(nt) — xsen(nt) — ycos(nt
g T2sen(nt) — sen(nt) — y cos(nt)
2
T —x T2 — T H1 H2
= sen(nt) - [ul 3 + p2 3 ] — ycos(nt) - L% + 7"5’]
(4.15)
De onde segue-se que
(i — 2ny — n’x) sen(nt) — (§ + 2na — n’y) cos(nt) =
T —x To— T (4.16)
sen(nt) - [ul ! T + U2 2 = ] — ycos(nt) - {,u; + u;] .
ry ra oo T2

Por fim, para a componente ¢ e a equacio (4.6):
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e portanto,

. M1 H2
=—|—=+ —=| = 4.17

Para continuar a andlise é de interesse remover os termos de seno
e cosseno das equagdes, para isso multiplique a equacao (4.14) por
cos(nt) e a equagdo (4.16) por sen(nt) e por fim some os resultados.

Para o lado direito da igualdade tem-se:

T, —x To— X
(cos(nt) [ul ! = + p2 2 3 } + ysen(nt) |:,LL3 + 'u3]> cos(nt)
1 T oo
T, —x To—
+ (sen(nt) [Ml 17«3 iz 2r3 } —ycos(nt) {/“LS + lﬁ} ) sen(nt)
1 2 T 2
T1— Ty — X
= cos?(nt) | 17’3 + o 2r3 ] + y cos(nt) sen(nt) {/;; + iﬁ}
L 1 2 1 2
rp —x L2 — T Hi | H2
+Sen2(nt) |:M1 1T3 + s = ] —ysen(nt) cos(nt) |:7’3 + 73:|
1 2 1 2
1 — T To — X 1 — T To — &
= cos?(nt) |y 3 +po 3 } +sen?(nt) [ul 3 +po 3 }
L 1 2 1 2
T, —x Ty — X
= {Ml ! = + 12 2 3 } (cos?(nt) + sen’(nt))
Lt T3
Iry — T o — T
= |:,U/1 3 + M2 3 :|
1 L4
Utilize o fato de que 1 = —us € x5 = 1 para chegar em:

T+ p2 T — M1
— | M1 3 +/j/2 3
1 T2
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Agora faga para o lado esquerdo da igualdade:

2y ) sen(nt

~

~—
O
o
U’
3
=

((& — 2ny — n*z) cos(nt) — (§ + 2nd —n

2y cos(nt)) - sen(nt)

+ ((& — 2ny — n*z) sen(nt) + (j + 2nd — n

= (& — 2ng — n’z) cos®(nt) — (§ + 2ni — ny) sen(nt) cos(nt)
+(# — 2ng — n?z) sen®(nt) + (§ + 2ni — ny) cos(nt) sen(nt)
2

= (& — 2ng — n’z) cos®(nt) + (& — 2ny — n’x) sen®(nt)

(i — 2ngy — n’z) - (cos?(nt) + sen®(nt))

& — 2ny — n’z.

Portanto, conclui-se que:

T e x_‘“} (4.18)

& —2ny —n’r = — {Nl 5+ po——3

1 T3

Faca o mesmo processo, mas agora multiplique a equagao (4.14)

por —sen(nt) e a equagdo (4.16) por cos(nt) e por fim some os resul-

tados. Para o lado direito da igualdade tem-se:

<cos(nt) [,ul o ; a + 2 2 g } +ysen(nt) {ul + Hg} ) (—sen(nt))
1 T3 it

T —x To —
+ (sen(nt) [,ul ! T + po 2 3 ] —ycos(nt) {'lg—i—/g]) cos(nt)
L1 T2 LS

T, —x To — X
= —sen(nt) cos(nt) {,ul ! T + 2 2 3 } — ysen?(nt) [M; + ,ﬂ
1 D ] TS5

— Ty — T
+ cos(nt) sen(nt) |:,LL1 ! 3 +u2 2 3 ] — ycos®(nt) {M; + #g}
1 T3 LT T
= —ysen?(nt) M—S ,ug} y cos?(n {ué + Mg}
1 T3 1 T3
= — |:'L7fgl+/;§ (cos?(nt) + sen®(nt))y
1 2 |
_ [ 2]
r$ors v
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Agora faga para o lado esquerdo da igualdade:
((& = 2ny — n*z) cos(nt) — (§ + 2nd — n’y) sen(nt)) - (— sen(nt))
+ ((& — 2ny — n*z) sen(nt) + (j + 2ni — n’y) cos(nt)) - cos(nt)

2g) cos(nt) sen(nt) + (i + 2na — n’y) sen’(nt)

=—(Z—-2ng—n
+(& — 2ng — n’z) cos(nt) sen(nt) + (i + 2ni — n’y) cos?(nt)
=(4j + 2nd — n?y) sen?(nt) + (§ + 2ni — n?y) cos?(nt) =
=(ij + 2n@ — n%y) - (sen?(nt) + cos?(nt)) =
=i + 2nd — n’y.
Portanto, conclui-se que:
§+ 2ni —nly = — “f%+’:§} y
Com isso, tem-se que as equagoes de movimento do sistema

sinddico sdo:

.. . T+ 2 T — {1
i—2ny —n’z = — {Nl 3 T H2 3 } : (4.19)
1 2
i+ 2nd —n’y = — {ﬂ; + M;} Y, (4.20)
1 T3
. M1 H2
=—|=+ ==z 4.21
=[5+ 2

As expressdes —2ny e +2n& nas equagoes (4.19) e (4.20) sdo os ter-
mos de Corioli, que dependem da velocidade da particula no sistema
sinédico.

Agora, é necessario analisar o Potencial da particula. Para isso,

defina a funcao

2
n
Ulw,y,2) = 5 (0 +y7) + ’:—11 n ’;—; (4.22)

Os termos x2 + y? representam o potencial centrifugo, dado em [14],

relacionado & energia cinética devido & rotagdo. J& os termos 1/rq
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e 1/ry denotam o potencial gravitacional, dado em [23], relacionado
a atracao entre os corpos e suas massas. Suas derivadas resultam,
respectivamente, na forga centrifuga e na forca gravitacional. A funcéo
U é comumente denotada como pseudo-potencial, pois nao abrange
todas as forcas que atuam sobre a particula e sempre é positiva. Para

analisar essas forgas, derive parcialmente a funcao U. Em relagdo a x

tem-se:
0-7r1 — o, 079 — Ors
a—U*O(x2+ 2)+n—22x+ AN + T\
or 4 2 r? 3
Y PRCER I e
2 i ox = or
n-x + 3 + 3
T T3
(4.23)
S oy Org . . )
Para identificar 22 ¢ Br utilize as equagdes (4.8) e (4.9):
oy _ 0 2, 2 2%
5 = gy @+ m? +o2+27)
1 1
=5 [@+m)+y*+2°] 72z +pa) - 1
(4.24)

T+ p2
1
(2 + p2)? + 42 + 22]7

_ Tt

T1
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0 0 1
s 0 (et 1)
_1
2

[NIE

(@ —m)? P+ 22— ) -1

4.25
_— (4.25)

(@ =) + 92+ 22}

_r—m
T2

Substitua as equagoes (4.24) e (4.25) na equagao (4.23), para obter

( $+M2) ( m—m)
— = | K2
T1 T2

2
—— =n"z+
Ox r? + r3
2 LT K2 =M
=N"T— 13 23
1 L4
T+ U2 xr — U1
n%v{,u 35— T 1 3 ]
1 T

01 (/1, 87‘1 01 1 87“2
ou n? e 187y 2 25‘y
720. 2 2 72
3 (@ +y7) + 52y + 2 + 2
(/1, 87‘1) ( 67"2)
— g — — g —=
0 0
—n2y+ . Yy + . Y
Ty T3

(4.26)
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0 0
Para resolver 8Ly1 e 8Ly2 utilize as equagoes (4.8) e (4.9):

o _ 9
dy Oy
1 1
=5 [@+m)+y 427 72y
y
(x4 p2)* +y? + 222
y
"

([ +pa)* + 92+ 22)

(4.27)

=

(4.28)
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Finalmente, em z tem-se

0ori— (w2 o0 (202
oU M 27\,
g - O + 0 + 7"2 + ’]"2
1 2
(4.29)
(Y (L2
B H1 02 . M2 92
r? 3 '
Para resolver % e % utilize as equagoes (4.8) e (4.9):
or 0 1
21 8 (ot 21
1 1
=5 [@+m)+y*+27] 722
) . (4.30)
(@ + p2)? + 92 + 22
_Z
-
e
or 0 1
22 ([ 1)
1 -1
=5 [@—m)?+y*+27] 722
; (4.31)
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Substitua as equagoes (4.31) e (4.30) na equagao (4.29), para obter

I Y
8£ B H1 " . H2 T
0z 2 3

o z z
- M1 T{l), H2 T%

_ B M2
- [*]

Com isso, tem-se que as equagoes (4.19), (4.20) e (4.21) podem

ser escritas em funcdo de VU, da seguinte forma:

oU
T —2ny = — 4.32
I — 2ny 9 (4.32)
i — i = %[y], (4.33)
oU
F = —. 4.34
z P (4.34)

4.2 INTEGRAL DE JACOBI

Na historia do Problema de 3 Corpos Restrito diversos mate-
maticos e fisicos contribuiram para seu desenvolvimento, sendo um
deles Carl Gustav Jacobi, que estudou o problema no século XIX.

A sua contribuigdo mais significativa foi encontrar a tnica inte-
gral de movimento no problema de 3 de corpos circular restrito, agora
amplamente conhecida como Integral de Jacobi ou Constante de Ja-
cobi. A complexidade do problema reside, em parte, do fato de que
o potencial energético da particula P ser variavel, pois depende das
massas em movimento mi e mo. Essa variabilidade dificulta a iden-
tificacdo de outras integrais de movimento, destacando ainda mais a
importancia da contribuicdo de Jacobi. Nesta se¢ao, serd explorado o

processo para obter a Integral de Jacobi e as suas consequéncias para
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o problema. Primeiro multiplique as equagées (4.32), (4.33) e (4.34)
respectivamente por &, ¢ e Z para obter:

M—Qn'fn——Uﬁc
y _833 )
.. ouU,
yy—2nwy:8fy,
Yy
o,
0z’

Agora somando essas trés novas equagoes, tem-se, pela regra da cadeia,

2z =

S .. .. ou._ oUu. 09U,
T —2nYT + gy —2niy + 22 = —a&+ —y+ —=2
Ox dy

b i 4 5 dUu
T 22 = —.
vy i
Esta equagao pode ser integrada em relacao ao tempo, obtendo:

i 4?4+ 22 =2U - ¢y, (4.35)

onde Cj ¢ a constante de integracdo, que por sua vez ¢ a Constante de
Jacobi, ou Integral de Jacobi. Na equagao (4.35) a parte esquerda é a
soma do quadrado da velocidade da particula P no sistema sinddico,
ou seja, é o proprio quadrado da velocidade v. Portanto podemos

escrever a equacao da seguinte forma:

v? =2U - C;. (4.36)
Portanto, tem-se que a Integral de Jacobi é dada por:

C; =2U — v

Ou utilizando a equagdo (4.22):

C; =n*(z* +y?) +2- <”1 + “2) — v (4.37)
LT
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Com isso, a Integral de Jacobi é uma constante de movimento,
e é importante notar que ndo é uma integral de energia, pois no
problema abordado, nem a energia e nem o momento angular sao
conservados.

A utilidade da Constante de Jacobi no Problema, de modo geral,
¢é nos pontos onde a velocidade da particula é zero, ou seja, v? = 0.

Com isso, utilizando a equagdo (4.37) temos superficies definidas por

C; =n*(2* +y?) +2 (,lh_'_/lz) ;
1 T2
de modo que essas superficies demarcam um limite onde a particula
pode se mover no sistema sinddico. Isso se da pela equagao (4.36),
onde temos que 2U > C}, pois, caso contrario, v assumiria um valor
complexo nao real, o que nao pode ocorrer.

Com isso a Integral de Jacobi exclui regioes em que a particula
pode nao estar, ou seja, delimita onde ela pode se mover. No limite
dessas superficies, em suas bordas, é onde se encontram os pontos de
equilibrio da particula, sendo onde ela se encontraria estacionaria em
relacdo ao centro de massa do sistema. Essas superficies, conhecidas
como Superficies de Zero Velocidade ou Superficies de Hill, ndo serao
abordadas mais profundamente neste trabalho. Recomenda-se a leitura
de [19] para mais detalhes. Por tltimo, se limitarmos as Superficies de
Hill no plano xy obtém-se as Curvas de Zero Velocidade, ou Curvas
de Hill.
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5 PONTOS DE EQUILIBRIO DE LAGRANGE

Os estudos realizados sobre o Problema de 3 Corpos Circular
Restrito neste trabalho possibilitam chegar a algumas conclusdes. Fo-
ram derivadas as equagdes de movimento da particula em relacdao ao
centro de massa do sistema, que foi descoberto que sdo nao-lineares.
Além disso, a andlise da Integral de Jacobi ressalta a forte influéncia
das condigGes iniciais no comportamento do sistema, pois qualquer
variacdo nelas altera significativamente a superficie de movimento
possivel da particula. Ao combinar essas informagoes, que indicam
equagoes nao-lineares e uma alta sensibilidade as condigoes iniciais,
podemos concluir que o sistema em questao exibe caracteristicas cad-
ticas. Consequentemente, uma solugdo analitica para o problema néao
é viavel.

Como visto no capitulo anterior, ndo é viavel fornecer uma
solugdo analitica para o Problema de 3 Corpos Circular Restrito,
portanto, é pertinente fazer uma outra abordagem sobre o problema
e estudar quais sao e onde estao localizados os pontos de equilibrio do
sistema. Pontos de equilibrio, ou Pontos de Lagrange, sao pontos onde
a particula P pode ser posicionada, com velocidade inicial apropriada,
no espaco inercial de forma que ela permanecerd estaciondria em
relagdo ao centro de massa do sistema.

Esses pontos de equilibrio sdo conhecidos como Pontos de La-
grange, pois foi o matematico Joseph-Louis Lagrange o primeiro a
encontrar tais pontos. No século XVIII, Lagrange foi desafiado a in-
vestigar o problema de 3 corpos, e os resultados foram publicados
em seu trabalho intitulado “Mécanique Analytique” de 1788. Nele
Lagrange optou por uma abordagem diferente, procurando pontos no
espago em que as forcas gravitacionais que atuavam sobre a particula

se equilibravam com as forgas centrifugas, permitindo que sua posi¢ao
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se mantivesse estavel em relacdo aos corpos em 6rbita. Ainda, ele des-
creveu a quantidade de pontos, suas localizacoes e suas estabilidades
[4].

A descoberta dos pontos de Lagrange revolucionou a compreen-
sao dos sistemas gravitacionais. Os pontos de Lagrange se tornaram
locais importantes para posicionar satélites artificiais e telescopios es-
paciais. Assim, o legado de Lagrange vive ndo apenas na matematica

e na fisica teodrica, mas também na exploracéo espacial.

5.1 LOCALIZACAO DOS PONTOS DE LAGRANGE

Para localizar os Pontos de Lagrange restrinja o movimento no
plano zy e defina os vetores posicdo a, b e ¢ que denotam respecti-
vamente as posi¢oes de mq, centro de massa O e mgy, porém com o
referencial sendo a particula P. Note que o médulo de b é constante,
pois P esté estacionario em relagdo ao centro de massa.

Denote por F; a forca que atua sobre m; e F5 a que atua sobre
mso. Tem-se uma forga centrifuga atuando sobre a particula na direcao

—b e a forga gravitacional é dada por
F=F, +F,. (51)

Note que F é colinear ao vetor b e isso s6 ocorre por conta da hipbtese

da particula ser estaciondria (veja a Figura 5.1.1).
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Fonte: Maciel, 2024

Figura 5.1.1 — As forgas que atuam sobre a paticula de teste P devido
a atragao gravitacional de duas massas my e mo.

A posigao do centro de massa O é dada por:

mia —+ mocC

my + mo
Rearranjando, tem-se:
(m1 + mg)b = mja + mac. (5.2)
Tome o produto vetorial de F em ambos os lados da igualdade (5.2),
F x b(my +m2) = F x (mja + mac).

Note que como F e b sao linearmente dependentes, seu produto veto-

rial é 0 e usando o fato da defini¢do de F em (5.1), tem-se

(F1+F2) X (m1a+m2c) =0- (m1+m2)
(Fl +F2) ><m1a+(F1 +F2) X moc =0
Fi xmia+Fy xmia+ Fi; X mec+ Fo x moc = 0.

Novamente, veja que F; e a sdo linearmente dependentes, portanto o

produto vetorial entre eles serd 0, e 0 mesmo vale para Fy e c. Sendo
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assim,
0+F2 xm1a+F1 ><m2c—|—():0.
F1 X mgoC = 7F2 X mia (53)

mg(Fl X C) = —ml(Fg X a).

Por fim, como o dngulo formado por F; e ¢ é o oposto do dngulo entre

F5 e a é possivel escrever a forma escalar da equagdo (5.3) como:
maFic = miFsa. (5.4)

Nesta configuragdo Fi e Fy denotam as normas das forgas gra-
vitacionais, portanto sio dadas respectivamente por Fy = Gmim,,/a®

e [y = Gmam,/c*. Substitua essas defini¢des na equagdo (5.4) para

obter
m gmy c—m Gma u
2 =my
a? c?

a

a? 2

A =ad?

c=a

Portanto, o tridngulo formado por juntar a particula com as duas
massas é isosceles.

Para P ser estacionaria, além de sua forca gravitacional e centri-
fuga serem linearmente dependentes, tem-se que elas devem ser iguais

em modulo. Portanto,
n?b = F cos(B) + Fy cos(y), (5.5)

onde n?b é a forca centrifuga e Fy cos() + Fy cos(7) a forca gravitaci-
onal, e por sua vez, § é o angulo entre F; e b, e v o dngulo entre Fy

e b (veja a Figura 5.1.2).
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Fonte: Maciel, 2024

Figura 5.1.2 — O ponto P denota a localizacdo de uma particula de
teste em um ponto de equilibrio. A linha pontilhada
denota o bissetor perpendicular & reta que conecta as
massas mj € ma.

Utilize do fato que F} e F; sdo forcas gravitacionais na equagao
(5.5), para obter:

n’b = g% cos(fB) + g% cos()
= a%(ml cos(f3) + mg cos(7)),

e portanto

n? = %(ml cos(3) 4+ ma cos(7))
(5.6)

= %(bml cos(f8) + bma cos(v))

Entretanto, analisando o tridngulo formado ligando P, O e m; mos-

trado na Figura 5.1.2, tem-se pela lei dos cossenos que

b = a® + 1% — 2al cos(a), (5.7)
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12 = a® 4+ b* — 2abcos(pB), (5.8)
em que [ é a distdncia entre m; e O. Somando (5.7) com (5.8) tem-se:
b2 + 12 = 2a* +1? 4+ b* — 2al cos(a) — 2ab cos(3)

0 = 2a? — 2al cos(a) — 2abcos(f),
e, por sua vez,
2a? = 2abcos() + 2al cos(a)
2a® = 2a(bcos(B) + I cos(a))
a = beos(f) + 1 cos(a).

Finalmente,
beos(B) = a — lcos(a). (5.9)

Agora, analisando o tridngulo formado ligando P, O e mg, pela lei

dos cossenos tem-se

(d—1)? = a® + b* — 2abcos(y), (5.10)

b =a® + (d —1)* — 2a(d — 1) cos(a), (5.11)
onde d ¢é a distancia entre my e my. Somando (5.10) com (5.11) tem-se:
(d—1D?+b*=2a%> +b* + (d — 1)* — 2abcos(y) — 2a(d — 1) cos()

0 = 2a? — 2abcos(y) — 2a(d — 1) cos(a),
e, por sua vez,
2a% = 2a(d — 1) cos(a) 4 2abcos(v)
2a* = 2a((d — g) cos(c) + bcos
((d = g) cos(e) (7)) (5.12)
a=(d—1)cosa+ bcos(7)
beos(y) =a — (d —1) cos(a).
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Analisando agora o tridngulo retangulo, mostrado na Figura 5.1.2
formado por P, m; e a reta perpendicular a reta que liga mq e ms e

que passa por P, tem-se que a base desse tridngulo é d/2, portanto

4 d
=2 =_ 5.13
cos(a) = 2 = & (513)
Além disso, pela definicao de centro de massa, é possivel obter
=" g (5.14)
mi + meo
e
d—1=—" 4 (5.15)
mi + mo

Agora substitua (5.9) e (5.12) na equagdo (5.6) para obter

n? = %[ml(a —lcos(a)) + ma(a — (d — 1) cos(a))].

Faga a substitui¢do utilizando a determinagdo de cos(a) dada em
(5.13), obtendo assim

d d
n2:a2g? {ml (a—12a>—|—m2 <a—(d—l)2a>},
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agora utilize as equagdes (5.14) e (5.15) para chegar em

n

2

g
a2b?
g
a2b?
g
a2b?
g
a?b?
g
a3b?
G

a3b?

G
ﬁww+mﬂfw

[ mzd d mld d
mla————— — | +mela— —— —
m1 +ma 2a mi +ma 2a

mla————— ) +mala— ————
! 2a(my + ma) 2 2a(my + ma)

m1m2d2 m1m2d2 :|

mia —+ moa

B 2a(my + ma) B 2a(my + ma)
+ 2m1m2d2

mia + mea — —————

! 2 2a(my + ma)

d2
W@+Wf_"ww}
(mq + mo)

2
2 m1m2d
m me ) — —m
( 1 2) m1+m2:|

m1m2d2
my +mg)? )’

(5.16)

Porém, pela lei dos cossenos, aplicada no tridngulo com vértices em

P, O e my, tem-se que

b? = a® — 2lacos(a) + I2.

Utilizando (5.13), se tem

b2=a2—21a%+12:>b2:a2—ld+12.

Substitua [ nesta equagdo pela regra estabelecida na equagio (5.14),
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obtendo assim

2
bzaz(m2d>d+<m2d)
my + mo my + mae

9 mad? m3d>
my + ma (m1 + m2)2

=a2+d2< 3 de >

(mq + mg)? ; my + mo

—a? (m% — ma(m +m2))
(m1 +mg)?

— a2+ & (m% — mai m%)
(m1 + ma)?
2 mlmng
=a" - — .
(m1 + m2)2

=a

(5.17)

Com isso, é possivel substituir (5.17) em (5.16), para obter:

n? = ——(my + ma)b*
a’b? (5.18)
2

n° = ag—?)(ml + ma).

Entretanto, o plano esta rotacionando com velocidade angular n. Pela
32 Lei de Kepler, definida em (2.2.1), tem-se:

n? = %(ml + ma). (5.19)

Como consequéncia, se comparar (5.18) e (5.19), tem-se que a = d. O
que implica que todos os lados do triangulo que é formado ligando
my, P e my sdo de igual medida, portanto trata-se de um triangulo
equilatero.

Concluindo, o sistema tem um ponto de equilibrio no apice
de um tridngulo equilatero de base formada pela linha que une m,
e mso. Esse resultado também implica na existéncia de outro ponto

de equilibrio localizado abaixo do ponto ji encontrado, ou seja, um
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ponto que esta no apice de outro tridngulo equilatero com as mesmas
medidas, esses pontos sdo os pontos de equilibrio de Lagrange L4 e
L; (veja a Figura 5.1.3).

Ly

Ls
Fonte: Maciel, 2024

Figura 5.1.3 — Localizagdo dos pontos triangulares de Lagrange L4
e Ls(denotados por pequenas circunferéncias abertas)
para po =0, 2.

Note que uma das suposicoes feitas para encontrar Ly e Ly é
que os pontos de equilibrio ndo pertencem a mesma reta que liga m e
me, portanto ainda podem existir pontos de Lagrange que caem sobre
esta reta. Para encontrar esses outros pontos de equilibrio, primeiro

multiplique (4.8) por u1, obtendo assim:
2 _ 2 2
pary = pa (T + p2)” + my” (5.20)
E agora multiplique (4.9), por us2, obtendo assim:

pars = po(x — m)? + pay®. (5.21)
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Na sequéncia, some (5.20) e (5.21) e utilize do fato que p; + p2 = 1,
para chegar em:
s+ pary = (e 4 p2)® + my? + pa(r — p)? + poy®
= (2% 4 2pg + p15) + p2(2® — 21 + pf) + y? (1 + p2)
= @? + 2 g + paps + pox® — 2papg + pipe +y7 - 1
= 2? (1 + p2) + paps + pipe + 9
=" 14 o + p2) +y°
=27+ papg - 1+y°
=2 + papo + 4
e, portanto,
2+ y? = i+ pers — pa i (5.22)
Agora utilize a funcdo U, definida em (4.22), a equagio (5.22) e o fato

que n = 1, como visto no Capitulo anterior, para obter

2
n
U="(@+y?)+ 2+ 2
2 T T2
1
= 5(/11*% + pary — i) + My B (5.23)
T1 T2

1+r% + 1+r§ 1
M\ T )T\, Ty ) T gtk

E vantajoso escrever U desta forma pois se perde a depedéncia de z e
y da funcao, o que torna as derivadas parciais de mais simples obten-
¢ao e também tem-se que 1 e Ty sdo sempre quantidades positivas,
diferentemente de = e y.

Agora, outra suposi¢cdo é que a aceleracao e a velocidade da
particula sao nulas, pois por hipétese ela é estacionaria, ou seja, & =
& = ¢ =y = 0. Com este fato, substitua as aceleracgdes e as velocidades

nas equagoes (4.32) e (4.33), obtendo assim

oU
% 0-21-0=0
Oz " ’
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oUu
= —0-2n-0=0.
3y 0—-2n-0=0

Portanto, tem-se que as derivadas parciais de U(r, ) sdo, pela regra

da cadeia,
8U o 8U 6’/‘1 6£87‘2

9z 0r 0z | o 0z
oU o oU 87"1 oU 87"2 -
By OrL Oy | Oy Oy 0 (5.25)

Utilize (5.23) para calcular a derivada parcial de U(r1,r2) em 7y, para

-0, (5.24)

obter:

8U 0'7’1—1'1 27’1
_— = —_— t — 0+0
or1 Ml( r? + 2>+ +

1
= M1 —7+T1 .
1

Agora, novamente utilizando (5.23), calcule a derivada parcial de

(5.26)

U(r1,r2) em relacdo a ro:

oUu 0'7‘271'1 27‘2
Ory +M2< 3 + 2)+

1
r3

0
Por fim, utilizando (5.24), (5.26), (5.27) e as derivadas parciais %
x

or
e —, calculadas anteriormente respectivamente em (4.24) e (4.25),

ox

para chegar em:

oU 1 T+ 1 T —
=M1<—2+T1> 'u2+li2(_2+7“2+1> Mo
ox T r5

1 2
(5.28)

(5.27)
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oUu
Com isso, para encontrar En basta utilizar (5.25), (5.26), (5.27) e
or

. s . 87’1 Yy . .
as derivadas parciais — e —=, calculadas anteriormente respectiva-

dy Oz
mente em (4.1) e (4.26), para chegar em:

oU

1 Y 1 Y
-~ N 1] = — 1) ==0. (5.29
3y = () B (g an1) Lo 6o

T T2

Analisando as equagdes (5.28) e (5.29), tem-se que uma das solugdes

se d& quando

1
7724»7,17772‘}»7"270,
1 r3
ou seja,
1
r1:—2:>7"§:1:>r1:1,
1
e
1
r2:—2:>7"§’:1:>r2:1.
T3

Portanto, tem-se que r; = ro = 1, utilizando este fato nas equacoes
(4.8) e (4.9), tem-se
(x+p2)® +4° =1, (5.30)

(x—m)*+y*=1

Subtraia a segunda equagao da primeira e utilize o fato que p1 +po = 1
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para conseguir uma solucdo para z, sendo assim
(@ +p2)? +y° = (@ —m)’ —y*=1-1
2 2wpg + pd — 2 + 2wpy —p =0

2z (pn + po) — pf +p5 =0
22 - 1=} — 3

31
2z = (1 — po)? — i3 (5:31)
22 =12 — 2p9 + i3 — 413
20 =1—2us
1
T == — lo.
9 M2
Utilize essa determinagdo de x em (5.30) para achar y:
1 2,
5 "H2tp) ty =1
2
1 2
z -1
()
1 2
l -1
1Y
1 (5.32)
2
= 1 —_ =
Y 1
4-1
2 _
Y=
3
2 _ —
Y7
3
y:ii.

2

Com isso, sendo ;1 = 12 = 1, tem-se que os pontos definidos
pelas equagdes (5.31) e (5.32) formam um tridngulo equildtero com as
massas (1 € o, que sdo os pontos Ly e Ly encontrados anteriormente,
quando y assume o valor positivo tem-se L4 que é o apice do tridngulo

de “cima” e quando y assume o valor negativo tem-se o ponto Ls
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que é o apice do tridngulo de “baixo”, que sao denotados com essa
numeragao por convencao e sao conhecidos como Pontos Triangulares
de Lagrange.

Agora, para de fato encontrar os outros pontos, podemos ver
que dada a equagao (5.29) fica claro que y = 0 é uma solucdo para
(5.25), implicando que existem pontos de equil{brio que caem sobre
o eixo x, onde devem satisfazer a equagdo (5.24). Para isso tem-se
trés possibilidades, o ponto esta entre as massas p; e po, o ponto
estd a esquerda de p; ou o ponto estd a direita de pz, como mostra a
Figura 5.1.4. O ponto que se encontra entre as duas massas é chamado,
por convencgao, de Lq. Portanto, é possivel encontrar uma localizacéo
aproximada para L; buscando os parametros para L; e encontrando

uma solugdo para (5.28).

L
L30 . 2 @ OL2

mi m2
Fonte: Maciel, 2024

Figura 5.1.4 — Localizacdo dos pontos colineares de Lagrange Lq, Lo
e L3(denotados por pequenas circunferéncias abertas)
para po =0, 2.

Como o objetivo é achar a posicdo de L1, suponha que a parti-

cula P esteja em L;. Tem-se que y =0 e
r1+1ro =1, (533)

e por sua vez, utilizando a equacao (4.8), é possivel estabelecer que

2 2 02 2 2
= (x+ +0°=r{=(z+
1= fi2) 1= 12) (5.34)

=71 =T+ pe| =1 =2+ po,

e também, utilizando agora (5.34) e os fatos de que r1 + 19 = 1 e
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©1 + po =1, tem-se

Ttpust+ro=1=>z+1—p+ro=1
(5.35)

>ro=1—-1—ax+pu =reo=—x+pu.

Note que em (5.34) foi escolhido o valor positivo do médulo, porém
poderia ser escolhido o valor negativo, o que mudaria neste caso é
que o valor de ro seria o oposto do apresentado, pois em L; tem-se
que 71 e r9 possuem sentidos opostos. E importante manter a mesma
orientacao para os demais pontos analisados, portanto tem-se que na
Figura 5.1.4 para esquerda serd o sentido positivo e para direita o
sentido negativo.

Agora derive em z as equagoes (5.34) e (5.35), para obter:
(9’/‘1

5;:1_0:17 (5.36)
(9’/’2
5;_0—1_—1. (5.37)

Substitua os valores de (5.33), (5.34), (5.35), (5.36) e (5.37), na equa-

¢ao (5.28), da seguinte forma:

]. T1 ]. ]
— 41— — — —— — =0
M1 < (7“2 — 1)2 + T2) " H2 ( r% +7”2> T

1 1
su(———— 11— ) = (= = 0.
‘“( (17 " ) “2( 2+)

Reorganize a equacdo acima de modo que:

1 1
_ — - - 41—
M2 < r% Jr?”z) U1 < (rs —1)2 + ?"2)

—1+73 —14 (1 —72)% = ra(1 — 1p)?
:>:u‘2( 2 2).“1( ( 2) 2( 2)>7

5 (1—1r9)2
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e assim

—14+1—27ry +r§ —rg +2r§ —rg’
U2 1—27ry +T'§

71+7‘g

H1 —
2

B <_3T<21+—Sf>2_ ) ' (m - 1><v§+r2 + 1>>

—3r3 +3r3 — 13 (5.38)
—(L+r2+73) (1 —r2)?
—3r3(1 —ry +173/3)
—(L+r2+73)(1—1r2)?
3 (1 — 1o+ 7’%/3)
P(A4ra+r3H(1 —r2)?

a= <?5¢21>3 . (5.39)

De tal modo, isso é possivel reescrever (5.38) de forma que

a= <r3 (1 =12 +75/3) )é . (5.40)

2 (1+7ry+72)(1 —rg)?

M2
:> [Eh—
3p1

=T

Agora defina o como:

Utilize o Teorema de Taylor, dado em (2.5.1), comn =4ec =0
na equacao (5.40). Como é um célculo muito trabalhoso utilize a

ferramenta computacional WolframAlpha' para chegar em:

53 ,

1 1
a=ry+ T3+ =18+ a2 +0(r3) (5.41)

3 3

Utilize o Teorema de Lagrange-Biirmann, dado em (2.5.2), para in-

verter a série (5.41) e expressar 7o como funcdo de a. Reescrevendo

L https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?

id=19476968629¢1163bd4a3ba839d60925. Acesso em 03/06/2024
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(5.41) de forma que

1 1 93
—rg = —a+ grg + grg’ + ﬁrg +O(r3)
1 1 53
T2 =a— 57"% - 57"% 81 ry — O(r3)

1 93 4
r=a-g <r§ +73 4 277"2 —+ O(r2)>

onde no Teorema de Lagrange-Bilirmann, ( =19, 2 = o, e = f% <1

53
e g(ra) =r3+7r3i+ o
da seguinte forma:

—r3+O(r3), o que implica que ry pode ser dado

ry = a—|—z —L/3Y

= j! dai—l

E é possivel escrever uma aproximacao para ro sendo :

3 00
—1/3)] @i~ (—1/3)7 @i 4
- Z i dai- —Tlo@) + Z iU dai-t [p(a)).
j=1 j=4
, di—1 ,
Note que [¢(a))’ tem ordem 2j e portanto W[qﬁ(a)]j tem ordem
j+ 1. Como j > 4, tem-se que o ultimo somatério é de ordem 5.
Portanto
(=1/3)'¢(e) | (=1/3)* dlé()]®  (Z1/3)° d&[¢())®
1! 2! da 3! da?
+0(a®).

:a+

(5.42)

Para dar continuidade ao desenvolvimento desta aproximacao é ne-

cessario fazer alguns calculos complementares, sendo assim, calcule
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[¢(a)]?:
2
[p(a)]? = <a2 +a’ + ;—iofl + C’)(a5))

=at+a’+ gaﬁ +0(") +a® +a’ + 2—?0[7 + O(a®)

@ 6 7 @ 8 9 10
+27 (a +a +27a +0(”) ) +O0(a™)

=a*+a®+a° + 0%
=a* +2a° + 0(ah).

Diretamente tem-se

dwéz‘)]Q = 10® 1 10* + O(a®). (5.43)

Calcule [¢(a)]?, obtendo:

[B(a)]” = [d(e)]* - ¢()

= (a* +2a° + 0(a9)) <oz2 + a3+ g—iofl + O(a5)>

53 106
_ 6 7 81 947 49208 9 8
a+a+27a—|—a+a+27a+(’)(a)
=a%+0(a").

Imediatamente tem-se

dl¢(@)]®
Ja = 6a° + O(ab),

% = 300" + O(a®). (5.44)

Com isso, agora é possivel desenvolver a equagao (5.42) utilizando os
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valores encontrados em (5.43) e (5.44):

_ 1
7"2:()é+( 1/3) <a2+a3+53a4+0(a5)>

1! 27
+ (_zﬁ - (402 4+ 10a* + O(a®))
+ Flgﬁ (300t + O(a®)) + O(a)
=a+ @ (a2 +ad + giofl—&—) + @ - (4a® + 10a*)
+ 7(_1/627)3 - (30a*) 4+ 0(a?)
=a-— % (a2 +a? + ;)?7)0/1—1—) + % - (4a® + 10a*)
Rk (30a*) + O(a)
=a- %az il)) 3 gofl + %ag + ga4 27a4 + O(a®)
:a—%aQ—&— (_:13+9> o+ (_2?)_‘_3_257) ot + 0(a®)
=a-— éoﬂ - gl) 3 z—i)o/”r@(of)

Com isso, utilizando o fato de que r; = 1 — r2 na hipotese de L,
tem-se que as posigdes 11 e ry, respectivamente das massas 1 e pa,

sao dadas por:

1 1 23
7‘1:1—a+§a2+§a3+ga4+0(a5),
Lo 1.3 23,

rTo=a—-a°— -« ot + 0(>a).

3 9 81
Como L; é colinear as duas massas e estd entre elas, com
qualquer uma das duas equagoes acima, é possivel determinar onde

estd localizado L.
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Agora o objetivo é encontrar uma aproximagao de onde o ponto
que esta localizado a direita de ms, o qual é denotado por convencao
como Ly (veja a Figura 5.1.4). Portanto, suponha que P estd em Lo,
isso implica que y =0 e

r —1re =1, (5.45)

e por sua vez, utilizando a equacao (4.8), é possivel chegar que

2 2 2 2 2

rM=@+wu) +0°=ri=(x+p

1= 2) 1= 2) (5.46)
=71 =T+ pe| =11 =2+ p2

e também, utilizando agora (5.46) e os fatos de que r1 — 19 = 1 e

p1 + po =1, tem-se

TH+p—ro=1=>z+l-—py—rn=1=-ro=1-1—-o+4+

= —To=—X+ UL =Ty =T — lU].
(5.47)
Agora derive em z as equagoes (5.46) e (5.47), para obter:

67’1
—=140=1 5.48
5 —LT0=1 (5.48)
87‘2
—=1-0=1. 5.49
o (5.49)

Na sequéncia, substitua os valores (5.45), (5.46), (5.47), (5.48) e (5.49)

na equagao (5.28), da seguinte forma:

L i)y L )220
s o) L LSO A
Hi (ro +1)2 ) H2 3 2)

1 1
= - +1 —— =0
H1 ( (ra +1)° + +r2> + w2 ( r% +r2>
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Reorganize a equacdo acima de modo que:

1 1
- = (———— +1
(g en) = (o1 en)

—1+(1+7)3
pz o ()
po =1+
—7
3 2
_ -1+ (I47r9)° 13 ; (5.50)
(14+19)2 1473

(1414 3ry+3r5 +r3)r3
(1+7r2)2(—1+73)
(3+ 3ry +13)r3
(1 +72)2((=1+73))
f2 _ o (1472 +713/3
3ur 21 +r)2(1—73)

Utilize a defini¢do de o dada em (5.39), para escrever (5.50) como
1
3 (L+ra+73/3) \?
a=|r; 3 3 )
(1+72)2(1 —r3)

portanto basta utilizar novamente a ferramenta do WolframAlpha

para aproximar pelo Teorema de Taylor, obtendo:
Lo, 1s3 14 5
a=1ry— o5+ =15 + —15 + O(r3).
2 32+32+812 (r2)
Utilizando novamente o Teorema de Lagrange-Biirmann, escreva ro
em fungao de a:
Lo, 15 14 5
ro=a+ -r5 — =15 — —1r5 + O(r3),
2 T 3723 812+(2)
onde no Teorema de Lagrange-Biirmann, ( =13, 2 = a, e = % <le
4
P(ra) =13 —r5 — 52 + O(r2)®, o que implica que 7, dado da seguinte

forma:

m=as S WV LTy,
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E é possivel escrever uma aproximacao para ro:

3 i gi—1 > i gi-1 ,
ramo s U oo+ 3 W o
o @s)! (1/3)* dlp(a)]*  (1/3)° d*[p(a)]?
RS ¢@+ o T da T3 da?
# 3 BR oty
(5.51)

para continuar o desenvolvimento desta aproximacéo é necessario fazer

alguns cdlculos complementares, sendo assim, calcule [¢(a)]?:

[WM%{&_&_;&+m&02

= 1 =
:044704"72—7a6+(9(047)704"+046
1. 1 1 1 1
LA O — —aft —aT a8 —
T —O) —mata el dgmat — 7

- 0(a%) - 5:0(a”) + O(a')

O(®) + 0(a")

1 1
_ 45 6 _ 5, .6 7T_ 6, .8 6
=a -0’ - ol —a +a +27(2a a’ +a) + 0(a®)
=a'—a® —a® + 0’

=a* —2a° + 0(a®).
Diretamente tem-se

—— —4a® — 100 + O(a°). (5.52)
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Calcule agora [¢p(a)]°:

= (a* —2a° + 0(a%)) - (a2 —ad - 2i7oz4 + (9(045))

1 2
6 7 8 7 8 9 8
=a’—a'——=a°=2a"+2a°+ —a’ +
o —a - s o o+ oo O((a®)
= a5 +0(a").

Diretamente tem-se

d¢(ra)]®

= 6a° + O(a®),
W =300 + O(a®). (5.53)

Com isso, agora é possivel desenvolver a equagao (5.51) utilizando os
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valores encontrados em (5.52) e (5.53), portanto, tem-se

Ty =+ (1/3)" (a2 P BN (’)(a5)>

1! 27

1/3)2
+ 7( /2|) (4a3 —10a* + O(a5))

+ (1/3)° (30044 + O(a5)) +0(a®)

3!
1 1 1
=a+ @ <a2 —a® - 27a4) + ? (40® — 10a*)
1/27
+ /T (30044) +0(a”)
1 1 1
=a+ 3 (a2 —a’ - 27a4) + 8 (4043 - 1Oa4)
1 4 5
1 1 . 1 2 .
=a+ §a2 - ga‘s — 8—10481 + 504‘3 - ga4 + 237044 +0(a®)

1 1 ) b)
_ Lof 1 4\ 3 L Y 5
—a+3a( 3+9>a —|—< g1 9+27)a + O(a”)

1 —-3+2 —1-45+15
=a+ gag (;) o+ (81—’—) ot 4+ 0(a”)
1

Com isso, utilizando o fato de que r; = 1 + ro na hipotese de Lo,
tem-se que as posigoes de rp e 1o, respectivamente das massas 11 € Lo
sao dadas por:

1 4, 31 4

1
r1:1+a+§azf§a The +0(a”),
1 1 31
e =+ gozz - §a3 - gofl +0(a®).

Portanto, se chega numa conclusao que aquela do estudo de Ly,

isto é, como Ls é colinear as duas massas, e esta a direita de ps, com
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qualquer uma das duas equagoes acima, é possivel determinar onde
estd localizado Lo.

Por fim, basta encontrar o ponto de equilibrio que estd a es-
querda de p1, denotado por Lg, para isso utilize a mesma estratégia
de L e Lo, suponha que P em L3 e chegue numa aproximagao para

r1 e 7. Supondo que a particula em esteja Ls, tem-se que y =0 e
r9 —T1 = ]., (554)
e por sua vez, utilizando a equacao (4.8), é possivel determinar que

1= (z+p2)?+ 0% =i = (z+ p2)? (5.55)
=711 =2+ p2| =1 =—(2+ p2) = 11 =—x — o,
e também, utilizando agora (5.55) e os fatos de que ro — 11 = 1 e
w1+ pe =1, tem-se
ro—(—z—p)=1l=rmt+rt+tpup=1=rnt+r+1l—py =1
=>ro=1—-1—2+pu =re=—x+ .
(5.56)

Derive com relacao a varidvel x as equagoes (5.55) e (5.56), para obter:

67”1

(97"2
e = 1T0=-1 (5.58)

Agora substitua os valores (5.54), (5.55), (5.56), (5.57) e (5.58) na

equagdo (5.28), da seguinte forma:

L) T L 1) 20
— T _— —_—_ T _— =
i r? ! ™ H2 (1+7r)? ! T

= i (7}% +r1) (1) + 2 <(1+1ﬁ)2 T 1) (-1) =0

1 1
= - —_ 1) =0.
M1( 71%-1-7“1>-|-,u2( (1_’_“)2—1—7“1-1- )
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Reorganize a equacdo acima de modo que:

1 1
. - _ _—
v (e o) = ()

(3+n)
1

Aot
1

2N

e R
177"11i
_ i
T =14 (04r)2 4 (I4r)?
(I+r1)?

11— r3 (1+1r)?
B r? 1+ 1 4+r)2+r1+r)?

(1 —rH)(1+7r)?
3r$ + 3rf + 1P

(1 —rH)(1+7r)?

33+ +3ry +1f)’

(5.59)
Defina 3, tal que
ri=0+1, (5.60)
com isso é possivel reescrever (5.59) de forma que
1-(1 5)(2+8)?

p (1+6)3(6+33+(1+06)%)

Utilize novamente a ferramenta do WolframAlpha para achar uma

aproximagao de (5.61) pelo Teorema de Taylor, obtendo:

po 12 14, 1567
= A g B g B OB,

Agora isole  para poder usar o Teorema de Lagrange-Biirmann e
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obtenha'
144 2, 1567 4 4
——pB=—-—— —_— o
F0 == g 0O + 2
B 7 p2 T 144 2, 1567 4 4
f=—1 w12 ( b+ 343 g+ 0F)
—7 T (144 , 1567 3, 4
5= () 5 (5 - e+ o).
. B 7 (2 _
pelo Teorema de Lagrange-Biurmann ¢ = 3, z = 1 , e =
7 144 1567
2 <le¢(B) = —62 - %63 +O(B%), o que implica que 5 pode
ser dado da segumte forma:
= (7/12)7 @7t :
p=+ 3 U b
i=
E é possivel escrever uma aproximacao para 3 sendo:
(7/12)7 (7/12)7 ;
Z i e Z 4 i ey
, di—1 .
Note que [¢(a))’ tem ordem 2j e portanto W[qﬁ(a)]J tem ordem
e
j+ 1. Como j > 4, tem-se que o ultimo somatério é de ordem 5.
Portanto
_ ., (1/12)! (7/12)* dlp(2)* | (7/12)° d?[(2)]°
A TR S T &z 3 dz?
+0(2°),
(5.62)

Do mesmo modo que foi feito para os outros dois pontos, calcule
[6(2)]*:
144 , 1567 2
2 52 _ 23
@
6P = (52~ 352 +O6Y)

20736, (225648 .
_ _9 O(=9).
2401 © (m&w)z+'(z)
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Diretamente tem-se
dlg(2)]* _, 20736
dz 2401
Calcule agora [¢(2)]?:

[0(2)]° = [6(2)]” - 6(2)

20736 _, 225648 ;) (144 , 1567 ,
2 19}
< 2401 ( 16807 > : > ( 19° "33 Ob )>

+O(Y). (5.63)

2985984 .
= Tireae © T O
Diretamente tem-se
d[p(2)]? . 2985984 5 6
9 Trem ¢ O
d?[p(2)]? 2985984 , 5 4
—130. = . .64
12 30 117649 ° +0(z°) = 0(z%) (5.64)

Com isso, agora é possivel desenvolver a equagio (5.62) utilizando os

valores encontrados em (5.63) e (5.64), portanto, tem-se

1
o O (1 18T, )
(7/12) (. 20736 (7/12)3
+5 (4 5101 2+ 0(z )) ) (O(2°)) + O(z%)
O (7/12) (144, 1567 (49/144) [ 20736
T (4922_343ZB)+ 2 (4'240123>

O(z°)
LT (14, 1567 49 (, 20736 ;
L = (4.
1 ( 343 ) T 288 ( 2401 ) +0E)
12, 1567 5 288
-~ 2 3 3+O( )

7° 7588 ° a9

12 1567 288
=2+ 2"+ <+> 2+ 0(2*)

=z +

—1567 + 3456
_ 14 2 —1Ob7 T o%0b Y 3 4
—z+7z +< =58 >z + 0(z%)
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T (k2
12 pq’

Faga a substituicao dos termos z, lembrando que z = ——

obtendo:
T () 12 7 (12\] 1889 7 (p2\1°
= ()7 e ()] e e
4
+O<<“2>>
M1
__ (k) 12 AT (e 2+1889 EECANIEAY
T 12\ 7 144 \ 1 588 \ 1728 ) \
4
+0<(“2>>
M1
4
M1

_ T (), T (m\T 13223 ()’
12\ 12 \ iy 20736 \ 11
(5.65)

Agora substitua a equagao (5.65) de volta para 71, usando a definigdo
(5.60), com isso

2 3 4
T e\ T (e 13223 / 0 12
Sy e Ay A A I
" 12 (Ml) 1 (Ml) 20736 <M1 " o

Por sua vez, utilizando o fato de que ro — r; = 1 na hipétese de L3
tem-se que as posigdes r1 e 19, respectivamente das massas py e o

sao dadas por:
2 3 4
7 7 13223
m=1-= (B) S (B) -2 (B2 Lo (2) ),
12 M1 12 M1 20736 M1 M1
7 7 > 13223 s :
rmao () T (k) 13228 ()" o ()"
12 [25% 12 M1 20736 12451 1251

Portanto, se chega na mesma conclusao que os outros dois

pontos de equilibrio, tem-se que L3 é colinear as duas massas e esta a
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esquerda de p1. Com qualquer uma das duas equacoes acima é possivel
determinar a localizacdo de Ls.

Concluindo, foram encontrados todos os cinco Pontos de Equi-
librio de Lagrange, sendo eles: Ly, Lo e L3 denotados de pontos coli-
neares, e L4 e Ly chamados de pontos triangulares. Esta configuracao

estd apresentada na Figura 5.1.5

Ly

Ls
Fonte: Maciel, 2024

Figura 5.1.5 — Localizagdo dos cinco pontos de Lagrange(denotados
por pequenas circunferéncias abertas) para pus = 0, 2.
Fonte: Elaborada pelo autor.

E também veja o modelo tri-dimensional para ps = 0,2, na
Figura 5.1.6. Note que os pontos colineares caem sobre os pontos de

sela da superficie.
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Figura 5.1.6 — Superficie tridimensional (formada pela Integral de Ja-
cobi) e a localizacio dos pontos de Lagrange para
M2 = 0’ 2.

Fonte: Murray, 1999.

5.2 ESTABILIDADE DOS PONTOS DE LAGRANGE

Determinar a existéncia de pontos de equilibrio em um sistema
dindmico nao é suficiente, é necessario também avaliar a estabilidade
desses pontos. Quando um sistema é sujeito a uma forga derivada
de um potencial, a soma da energia cinética e potencial permanece
constante [13]. Nesse contexto, o movimento estével ocorre em po-
si¢coes de equilibrio que representam minimos de potencial. Objetos
posicionados nessas dreas permanecerdao préximos, mesmo diante de
pequenos deslocamentos. J&4 em posi¢des instaveis o objeto tende a
fugir dessa area.

Defina a localizagdo de um ponto de Lagrange sendo (g, yo)
e considere uma particula de teste colocada préxima a (zg, o), isto
é, com posicao (xg +8X Y0 —|—8Y), sendo (X,Y) um vetor “pequeno”.

U U

Entao, observe que — , que Ty = 29 = Yo = Yo = 0, da

or 00X
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equagdo (4.32) tem-se

. . U
X —2n(Y + 1) = — 5.66
n(V + o) = 5 (5.66)
e substitua y na equagdo (4.33)
; ) U

Utilize o Teorema de Taylor em duas varidveis para escrever 7 e
x

ou S

o em torno do ponto (g, yo), isto é, vale
ou _ (oU 0 [oU o ([oU 9
&c_(@x>0+ 3:1:(8 )0+yay<ay>+(9($ v (568)

5‘U7 oUu o [(0U o [oU 9
ay(ay>o+ 81‘(8 )o+yay<ay>+0(zy) (5:69)

onde O?(z,y) é um polindmio de grau maior ou igual & 2 nas varidveis
x e y e o indice 0 denota o valor das derivadas parciais em (zg, yo)-
Para encontrar uma aproximacio das equagdes (5.66) e (5.67), des-
preze o termo de ordem superior, pois a andlise serd feita apenas na
vizinhanga de (xg,yo), obviamente essa suposigdo ndo funcionaria se

o deslocamento do ponto de equilibrio fosse muito grande, obtendo

) (@ (50),

assim as equagoes:

5 . ou 0 [oU
X—2nY~<8$> +X<8x(
0

32
X —omy ~ X(a 2> +Y<
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onde o indice 0 denota os valores das derivadas parcias no ponto de

ou ou
equilibrio, e lembre que () = (
or / y
equilibrio satisfazem as equagoes (5.68) e (5.69). Por fim, utilizando

) = 0, pois os pontos de
0

o fato de que n = 1, tem-se duas EDQO’s lineares da formas:
X =2V = XU,y + YUy, (5.70)
YV +2X = XU,y + YUy,

em que tem-se as constantes

o%2U o0%2U 02U
Ure = (aw)a Uow = (axay>0’ Uy = (ayz)o'

E possivel escrever um sistema de equacdes para X, X, YV e Y, da

seguinte forma:

0-X+0-Y+1-X+0-V —x
0-X+0-Y+0-X+1-Y =Y
Upe X +Upy - Y +0-X+2.V =X
Upe X+ Upy Y =2-X40Y =V

O que pode ser escrito na forma matricial, sendo assim:

X 0 0 1 0 X
Y 0 0 0 1 Y
L | = . (5.71)
e Upe Upy 0 2 X
Y Uy Uy -2 0 Y

ou seja, basta resolver o sistema de equagdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem. Para isso, utilize o método apresentado em 2.4.4,

com n = 4. Primeiro defina

0O 0 1 0
a0 0o 0
Uwe Upy 0 2
Uy Uy -2 0
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e calcule a equacao caracteristica de A que é dada por [13]:

-2 0 1 0
0 -2 0 1
det(A — X)) = - v o |70 (5.72)
TT Ty

Uy Uy -2 —A

Para o célculo deste determinante utilize o Teorema de Laplace para
uma matriz 4 x 4, dado em [17], para isso faca duas novas matrizes
F e M, sendo a primeira eliminando a linha e coluna que passam por
a11 = —A e a segunda eliminando a linha e coluna que passam por

a3 = 1. Portanto, tem-se:

[-X 0
= Uy -\ 21|,
_Uyy -2 A
[0 -
M= = |Up Usy 2
) Uy Uy —A

Com isso, (5.72) fica da forma:
det(A— M) =—A-det(F)+1-det(M)=0.
Segue que

0=—-A[-A\+0-2U,, — (=AU, + 4\ — 0)]
+ [0 = 2AUsy + Uy Uyy — (szy + 0+ NUs)]
= AN = 2Uay + AUy —4A] = 20Uy + UpoUyy + UZy = ANUse
= X+ 20U,y — MUy 4 4XN° = 20Usy + UpaUyy — Uy — N Usy
=X+ N4 = Upo — Uyy) + U Uy — U2

zy"*
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Portanto, tem-se que a equacao caracteristica é

M+ N4 = Uypy — Uyy) + Up Uy, — U2, = 0. (5.73)

Ty

Esta é uma equacio biquadrada, portanto para resolvé-la tome u = A2,

e substitua v em (5.73), de forma que

w4 u(d — Upy — Uyy) + UpeUyy — U2, =0,

Ty

o que transforma a equagdo caracteristica numa equacao do 2° grau.

Substituindo na férmula quadratica, dada em [5], tem-se

Upe + Uyy — 4% [(4 = Uy — Uyy)? = A(UppUyy — UZ,)] 2
u =
2

e, tem-se as duas solucoes

Use + Uyy — 44 [(4 = Usa — Uyy)? — 4(UsaUyy — UZ,)]?
Uy =
2

UMC + Uyy —4- [(4 B Um - Uyy)2 o 4(U$1Uyy B Uzy)] 2
Ug = .
2

Use o fato de que A = j:u%7 para definir todos os autovalores da

seguinte forma;:

1
Ao == [2(Um + Uy —4)

1 1 (5.74)
1
_5 [(4 — Uz — Uyy)2 - 4(UmUyy - szy)} 2]
e
1
)\374 =+ E(Uzl + Uyy — 4)
) . (5.75)
1 2
+3 (4 = Usw — Uyy)® = 4(UpaUyy — U2,)] }
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Com isso, tem-se que os autovetores de A sdo os que satisfazem (5.72),
com A1, Mg, Az e Ay dados por (5.74) e (5.75). Agora defina a matriz

B, tal que B é formado pelos autovetores (coluna) de A, sendo assim,

a partir de (2.23) e (5.71) escreva:

X creM®
)\21

Y _pt. coe

X c3eMs?®

Y cyeM”

Para X isso pode ser escrito como:

4

I N

X = E a;e”,
Jj=1

onde @; sdo entradas constantes da matriz B.
A partir de (5.76), tem-se:

; Ajt
X = e,

e

A
1

<.
Il

€ segue que

v N A 2200t
X = ajAjet.

M-

1

J
De forma similar, Y pode ser escrito como:

4

_ 7 At

Y—E Bjet,
J=1

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

onde Bj sdo entradas da matriz B e sdo fungdes de @;, pois s6 podem

haver quatro constantes na solucao.
Diretamente de (5.79):

4
Y = Zﬁj/\je/\jt,
j=1

(5.80)
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€ por sua vez
4
V=3 BiXe
J
j=1

Para encontrar a relagao entre B e @ substitua as defini¢des de X X,
Y e Y dadas em (5.76), (5.78), (5.79) e (5.80) na equacdo (5.70), para

obter
4 4 4 4
— Y2 At el Ajt — At _
E aj/\je it —2 g ﬂj)\je 30— Ups g aje’ g =
j=1 j=1 j=1 j=1

4
= Z (@j)\?e)‘ft — 2Bj/\jeAjt —Uppajetit — xyﬁjeAjt) =0
=1

4
=Y (@A = 28,7 — Upall; — Uny B;) €' = 0.
Jj=1
(5.81)

Como o termo e** nunca serd 0, entdo para satisfazer a igualdade

basta exigir:

25 >\ xzaj xyBj =0

_Bj(Q)\j + ny) + Oéj()\- — U ) =0
B (22X 4 Usy) — (A} = Upa) = 0
e portanto

_ )\2

ﬂj =y 2)\ i Uzy
Com isso, tem-se que a solucdo é dada pelas equagdes (5.76), (5.77),
(5.79) e (5.80), portanto para definir a estabilidade dos pontos de
equilibrio basta analisar os autovalores de forma individual, para isso

defina as quantidades:

A=t 4 f2 (5.82)
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b= V) (7%2)0}1’3’ (583)
=[ e e e
x 22 o — 12

onde (r1)p e (r2)p sdo o médulo dos vetores posicdo das massas em
relacdo ao ponto de equilibrio. Com essas quantidades é possivel re-
escrever Ui, Uzy e Uy, mas para isso, primeiro desenvolva essas

derivadas parciais, lembrando que U, é dada por (4.32):

($)o — (zo + 1) (52,

wa = n2 — M1

(rf)o
,,‘3
(3o — (w0 — m) (52)
e (r3)o
Note que
(‘37“:13) 0 5 5 91113
] =5 |l(@o+ +yo +2)°
(ax 0 axo |:[( 0 /”‘2) Yo 0] i|
0 3
= 9ro [(wo + p2)® + g + 25
3 1 5.86
=5 [(xo +p2)? +yd + 2(2)] 2 (2xo + 2u2) ( )
3

(r1)o - 2(zo + p2)

Il
Ww
=

m1)o(To + p2),

7“3
<8(6,’172)>0 = 3(7’2)0(1’0 - [1,1) (587)
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Agora retorne para equacao (5.85), substitua os valores encontrados
em (5.86) e (5.87), de forma que:

U [<r%>o ~ (xo +M(2r)?'):(7"1)0($o m)}
L [<rs>o — (w0 - N() '):(Tz)o(xo - m)]
o G e
o _(7"2)0 3(())( ) }
) -
S s |
=" W ol T 3(36?%52)2 2 3(36?7«5)51)2
- <<u> " <u>> 7 <‘“ (%(:%f)g e (m(;gﬁly) |

Utilize o fato de que n = 1 e substitua as definicoes de A e D dadas
em (5.82) e (5.85), para chegar em

Upp =1—A+D. (5.88)

Agora para reescrever Uy, utilize novamente (4.32) para chegar em

a(rd a(rs
0— (w0 + M2)7(0y0)0 0— (xo — ul)igyo)‘)

(o e (r5)o ’

(5.89)

Uy =0— 3
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novamente seré preciso calcular a derivada parcial de (r3)y e (73)o,

porém desta vez em fungao de yy. Sendo assim tem-se

oty _ 0 2, .2, n3]°
(), = (oo s+t 1]

3
2

P
= o [(zo + p2)® + ¥ + 23]

(5.90)
3 1
=3 [(wo + p2)® + y* + 2%] * (2y0)
= 3(r1)oYo,
e
or3 0 37°
(%), = gz Llwo-mrt i+
i N2, 2, 218
Sy (0 = 1)” + 45 + %] (5.91)
3 1
— 5 [(IEO — ,LL1)2 + y2 + 22} 2 (2y0)

= 3(72)0%0,

Retornando para a equagdo (5.89) e substitua os valores encontrados
m (5.90) e (5.91), de forma que:

Usy = —i1 { (zo + M2)3(T1)oyo} B [ (zo — u1)3(r2)0y0}

)o (r3)o
s [E52] C52)
R

substitua pela definicio de C' dada em (5.84), para chegar em

Uyzy = C. (5.92)
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Por fim, para reescrever Uy, utilize novamente do fato que (4.33) para

chegar em
Ao ~A(r3)o s y
U —n?— oo 0 y+( L 2)
w e D )T\ T 0

Varios termos nessa expressao ja foram calculados anteriormente, faca
as substitui¢oes utilizando as equacoes (5.90) e (5.91), a definigdo

(5.82) e do fato que n = 1, tendo assim

U =1~ [ (= + =+

12 | M1 M2 2 7
=1 { ; <<r%>o * <r§>o) o *A]
M1 U2 2 7
=13 e+ o |92 - 4,
((r@o <r§>o)y°

por fim, utilize a (5.83), de modo que

Uy =1-A+B. (5.93)

Note que as quantidades (5.88), (5.92) e (5.93) sdo ntmeros reais,
assim como X, Y, X e Y sdo valores reais, pois se tratam de posicao
e velocidade, mesmo assim os autovalores A; podem assumir valores

complexos, ou seja possuem a forma:
M2 =%(j1 +ik1), 34 = £(j2 + ika),

onde j e k sdo niimeros reais e i = v/—1. Dada essa forma de represen-
tar os autovalores e o fato que os vetores posicao e velocidade relativos
ao ponto de equilibrio, dados em (5.76), (5.77), (5.79) e (5.80), envol-
vem uma combinacdo linear de termos e*i?, tem-se que isso implica que
cada dupla de termos et %)t terg um termo equivalente e~ ()t

pOiS )\1 = —)\2 (§ )\3 = —)\4.
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Se j = 0, entdo as solugbes encontradas para posicdo e ve-
locidade serdo dadas por termos em senos e cossenos, pois et =
cos(t) £ sen(t), portanto a solugdo serd oscilatéria. Se j for um valor
positivo, tem-se

e(g+zk)t _ 6]t+zkt t ezkt

:ej 3

por sua vez o termo et terd crescimento exponencial, entao a solu-
¢ao é instavel. Portanto o ponto de equilibrio é estavel se todos os
autovalores forem ntimeros imaginarios puros, caso contrario, o ponto
de equilibrio serd instdvel. Agora basta analisar com as condic¢oes de

cada ponto de equilibrio.

5.2.1 ESTABILIDADE DOS PONTOS COLINEARES

Considere os pontos de Lagrange colineares L1, Lo e L3, neste
caso tem-se que yo = 0 e pelas determinagoes de (4.8) e (4.9) tem-se
que (12)o = (zo + p2)? e (13)0 = (zo — p1)?. Diretamente do fato que
yo =0 e de (5.83) e (5.84), tem-se que

B=0

C=0.

Ainda é possivel reescrever D, dado em (5.85), substituindo os valores

de (r?) e (13)o, nos pontos colineares, da seguinte forma:

e

:3|:M + o /é2:|

Utilizando a defini¢do (5.82), tem-se

w
N
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Substitua as novas defini¢des de B, C e D em (5.88), (5.92) e (5.93),
para obter:
Upe=1—A+34A=1+24,
Uzy =0,
Uy=1-A4+0=1-A.
Com isso, tem-se que a equagdo caracteristica, dada em (5.73), se

torna:

MAEN24-1-2A-14+A) +(14+24)(1-A)-02=0 o)
5.94
S M ENQ-A) +(1+A-24") =0,

Por propriedade de polinémios, dada em [5], o produto das raizes do
polinémio deve ser igual ao termo constante do polinémio dividido

pelo coeficente lider, portanto
(MA2)(Ashy) = 1+ A — 247, (5.95)

onde, pelas equagoes (5.74) e (5.75), Ay = —A2 e A3 = —)\4.
Suponha que todas as raizes do polinémio (5.94) sejam ima-
gindrios puros, ou seja, que os pontos de equilibrio colineares sejam

estaveis. Portanto, as raizes tém forma ik. Deste modo:

M=kt Ao = —iki,
A= -k A3 =—ki,

e, portanto, A} = A3 < 0.

Analogamente, para A3 e Ay, tem-se A2 = A% < 0. Isso implica que
(1+4—24%) >0, (5.96)

pois é dado a partir de uma multiplicagdo de dois valores negativos
em (5.95). Reescreva (1 + A — 2A4°) como (1 — A)(1 + 24), portanto a
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desigualde (5.96) ocorre quando os dois termos sdo simultaneamente
positivos ou negativos. Note que ndo existe intervalo tal que ambos
0s termos sao negativos, entdo ambos precisam ser positivos, e isto
ocorre quando

—% <A<1. (5.97)

Porém, se analisar a defini¢io de A dada em (5.82), os valores de (11)g
e (r2)p para os pontos colineares e o fato de que p; =1 — ps, tem-se

que:
_ L= H2
w0+ pal®  Jwo — 1+ paf?
Como 0 < pe < 1/2, por definigdo, é possivel definir os limites de

2 tendendo para 0 e para 1/2, para analisar quais valores A pode

assumir, sendo assim

1
lim A= _—¢ 5.98
pes0 T JzglP (5.98)
e ) 1
lim A= + . 5.99
u21—>H11/2 2|zo + %|3 2|xg — %|3 ( )

Note que tanto em (5.98) e (5.99), tem-se que A > 1, se |zo| < 1, pois
A se da por uma divisdo de 1 por um ntmero menor que 1. Porém,
nos pontos colineares, |xg| é a distdncia do ponto de equilibrio até o
centro de massa. Como o centro de massa estd entre as duas massas,
L1 vai estar mais perto do centro de massa do que my ou ms. Lo e L3
também estarao situados no sistema definido pelas duas massas, sendo
assim os pontos de equilibrio tém uma distancia até o centro de massa
menor que 1, ja que a distancia entre m; e mo estd normalizada em
1, portanto os pontos colineares de Lagrange sempre estao localizados
em uma distancia do centro de massa menor que 1, ou seja, |zg| < 1.
Com isso, tem-se que A > 1, para qualquer /9, 0 que causa contradicio
com (5.97), portanto a hip6tese que os pontos colineares sdo estaveis
é falsa. Conclui-se, assim, que os pontos de equilibrio colineares L1,

Lo e L3 sao instaveis.
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5.2.2 ESTABILIDADE DOS PONTOS TRIANGULARES

Considere os pontos triangulares de Lagrange Ly e L5, neste

tem-se que (r1)g = (re)g = 1, xg = % — g ey = :|:737 dados em
(5.31) e (5.32). Para definir a estabilidade destes pontos é necessario
estudar o comportamento dos autovalores, para isso calcule A, B, C
e D dados em (5.82), (5.83), (5.84) e (5.85), sendo assim:

A= +pe =1, (5.100)

B = 31 + o) (if) =30 +12)2 = 2 ) = 2 (.201)

c_S[ul <;ﬂ2+“2>+“2 @’“mﬂ (if)

+3v3 1 1
=5 5#1 + p2 (2 — (1 +/L2)>}

L (1)

= w

2 |2 2
+3v3 [1 1 } (5.102)

= B _§M1—§M2

+3v/3
= 4 (1 — peo)

+3v/3
-4 (1 — p2 — po]
+3v/3

==V -2
4 [ :LI’Q]7
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Sl
[
w

3

| W w
. T

e +2+1
/J12N2M2 #22M1

H1 (;)2 + p2 (; — (1 + M2)>2]
(3]
e ()]

1

4

1
—p1 + ZMQ

(1 + peo)

)

(5.103)

Com isso, basta calcular os valores de Uy, Uy, € Uy, dados em (5.88),

(5.92) e (5.93), para isso utilize as definigdes calculadas em (5.100),
(5.101), (5.102) e (5.103):

3 3

mmzl*l 7=

U, +4 1
+3v/3

Ua:y_T[l_zﬂﬂ

9 9
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Agora é possivel definir os autovalores referentes aos pontos triangu-

lares substituindo Uy, Uyy € Uy, na equacgio (5.74), de tal forma:

Nl

_% [(4_ 142)2 4 GZ - %(1 —2M2)2>r

:j:[;(3—4)

_% [(4—3)2—4@;—%(1—4ﬂ2+4ﬂg))rr
-4 1 _1

50D

[N

1 27 :
-5 [12 —4- T (1- (1—4u2+4u§))} 1

(—1)—% [1—247(1—1+4u2—4u§)]

Nl
—_
W=

1
2

|30 1= 2 G- 3]

=ﬁ (1)~ 5y/1 =27 (0o — 13)

_\/—1—\/1—27(u2—u§)
- v .
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Analogamente, A3 4, dados por (5.75), tem forma:

S
)\3,4 = \/E .

Note que todos os autovalores sdo imagindrios puros, se e somente se,

1-27(ue—p3) >0 e 1—27(us—p3) <1.
Tem-se que a primeira desigualdade implica a segunda, pois dado
127 (pe —p3) =0 <1,
entao basta analisar a desigualdade restrita, portanto

1—27 (2 —p3) >0
—27 (2 — p3) > —1

porém, tem-se que o termo s — 3 é sempre positivo, pois por defini¢io
w2 < 1/2; ou seja, estd sendo subtraido de 1 um ndmero positivo,

portanto é natural que:
1-27 (pe —p3) < 1.

Com isso a condigao de estabilidade dos pontos triangulares se res-
tringe & primeira desigualdade, ou seja, os pontos triangulares sao

estaveis, se e somente se,
1-27 (2 — pi3) >0

Portanto é possivel analisar para quais valores de us essa condigao é

valida, para isso encontre as raizes da equacao quadratica

27u3 — 27pg +1 = 0.
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Para isso utilize a férmula quadrética, dada em [5]:

—(=27) £ /(272 —4-27-1
M2 = 9

.27
27 + /729 — 108
52
27 + /621
52
27 +£3-69
52
27 + 3169
52

9 + /69
18

Portanto tem-se:

9+8,3 17,3
~ = = 11111111
H2, 18 18 0398 9

1 .
porém esse valor fere a natureza de puo que é menor que 3 Analisando

a outra raiz possivel, tem-se

9-83 0,7
~ 2 20 10,0385,
H2e 13 8

Concluindo, os pontos triangulares de Lagrange L, e L5 sao estaveis,
se for satisfeita a condigao

<9—\/@

pa < g~ 0,0385,

caso contrario, os pontos serao instaveis.
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6 CONCLUSAO

Ao longo da histéria, o entendimento do espaco tem sido uma
fonte de fascinio e de descobertas para a humanidade. Nessa jornada
estd a compreensao da dindmica celeste, um campo da fisica que en-
volve o estudo das interagoes gravitacionais entre corpos. A historia
por tras dos problemas de dois corpos e trés corpos restritos circular
nao apenas adicionou uma motivagao para o estudo, mas também des-
tacou a evolugdo do pensamento cientifico ao longo dos séculos. Desde
os tempos antigos, quando os astrénomos observavam os movimentos
dos planetas, até as contribuiges revolucionérias de Kepler e Newton,
a humanidade tem buscado entender os mistérios do cosmos. Este tra-
balho de conclus@o de curso se aprofundou nesse estudo, explorando
0s pré-requisitos matematicos e fisicos necesséarios para entender a di-
namica de sistemas celestes, desde o classico problema de 2 corpos até
o problema de 3 corpos restrito circular. Os pré-requisitos abordados
neste estudo, incluindo fisica, equagoes diferenciais ordinarias, algebra
linear e métodos numéricos, desempenham um papel fundamental na
analise e resolucdo de problemas na dindmica celeste. A fisica fornece
as leis fundamentais que governam o movimento dos corpos, enquanto
as EDOs permitem modelar esses movimentos de maneira matematica.
A &lgebra linear e os métodos numéricos sdo ferramentas essenciais
para resolver sistemas de equagbes robustas que surgem na analise
desses problemas.

A investigacdo sobre a localizacao de pontos de equilibrio em
sistemas de trés corpos restrito circular foi um aspecto crucial deste tra-
balho. Esses pontos de equilibrio representam configuragoes especiais
onde as forgas gravitacionais entre os corpos resultam em movimentos
estaveis. A identificacdo e andlise desses pontos sdo essenciais para

entender a estabilidade de sistemas complexos, como sistemas planeta-
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rios e satélites artificiais. Além disso, a andlise da estabilidade desses
pontos de equilibrio forneceu aprofundamento sobre o entedimento de
sistemas celestes e como se da a escolha de satélites artificiais.

Em resumo, este trabalho ofereceu uma contribuigao significa-
tiva para o entendimento tedrico e pratico da dindmica celeste. Ao
combinar uma andalise detalhada dos pré-requisitos matematicos e fi-
sicos com uma investigacao profunda dos problemas de dois corpos
e trés corpos restritos circulares, esta pesquisa langou luz sobre os
mistérios do cosmos e preparou o caminho para novas descobertas e
realizagoes.

Além da pesquisa proposta neste trabalho, ainda existem possi-
bilidades de investigacoes relacionadas ao campo de estudo que podem
ser aplicadas futuramente. Uma dire¢do é o aprofundamento em ou-
tras configuragoes do problema de trés corpos restrito, como o eliptico,
em que as interagoes gravitacionais sao modeladas de forma mais ca6-
tica. Além disso, investigar sobre a teoria do caos na matemaética, que
oferece uma fascinante area de pesquisa, buscando entender e pre-
ver comportamentos aparentemente aleatérios em sistemas dinamicos.
Em paralelo, a busca por outros problemas com aplicabilidade em
fisica e outras area do conhecimento, que possam ser resolvidos ana-
liticamente, abrindo o caminho para novas descobertas e aplicagoes

praticas.
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