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RESUMO

A andlise de experimentos é fundamental para a geracao de conhecimento cientifico
em diversas areas da engenharia. Em contextos praticos, onde os experimentos po-
dem ser limitados pela disponibilidade de recursos, o projeto experimental 6timo (OED)
€ uma importante ferramenta para maximizar a eficiéncia e a relevancia dos dados
obtidos. O objetivo do OED é obter a melhor configuragdo experimental, otimizando
uma métrica que quantifica o ganho de informagao de um experimento, garantindo que
os dados coletados sejam os mais informativos. No contexto Bayesiano, a eficacia de
um experimento pode ser quantificada pelo ganho de informagéo esperado de Shan-
non (SEIG). No entanto, esse método envolve a avaliagdo de uma integral dupla que
apresenta dois desafios principais. Primeiramente, essas integrais, frequentemente de
alta dimensionalidade, dificilmente possuem solugdes analiticas. Em segundo lugar,
em diversos modelos, a computacdo do SEIG requer o uso de ferramentas numéricas
computacionalmente intensivas, como métodos de elementos finitos. Essas caracte-
risticas tornam o processo de otimizagdo do SEIG computacionalmente dispendioso.
Neste trabalho, é proposto uma dupla abordagem do Kriging, para resolver de forma
eficiente problemas OED Bayesiano. A metodologia é estruturada em duas etapas.
Na primeira, 0 metamodelo do Kriging substitui o modelo original direto, aumentando
a eficiéncia computacional na avaliacdo do SEIG, estimado por meio do método de
Monte Carlo de lago duplo. Na segunda etapa, o processo de otimizacdo emprega o
EGO, que requer a construcao de um novo metamodelo do Kriging como substituto
direto do SEIG. No EGO, é aplicado o critério de melhoria esperada como critério de
preenchimento. Outra vantagem dessa metodologia é reduzir o problema da dimensio-
nalidade tipicamente associada aos modelos substitutos do Kriging. Nessa estratégia,
a primeira etapa do Kriging foca na modelagem do espaco das variaveis incertas, en-
quanto a segunda etapa se dedica a modelagem do espaco dos parametros de projeto
a serem otimizados, evitando a necessidade de construir um modelo do Kriging em
ambos os espagos simultaneamente. Essa segmentacéo permite que a metodologia
proposta seja mais eficiente, especialmente em espacos de alta dimensionalidade. O
método foi aplicado a trés problemas de OED Bayesiano. O primeiro € um modelo ge-
nérico nao-linear, com dois parametros a serem otimizados e duas variaveis incertas.
Ja o segundo e o terceiro exemplo consistem em posicionar, vertical e horizontalmente,
extensdmetros com base nas deformagdes da viga pela teoria de Timoshenko. No
segundo exemplo, o objetivo é otimizar um Unico extensémetro para inferir sobre os
mddulos de elasticidade transversal e longitudinal da viga, resultando em dois para-
metros a serem otimizados e duas variaveis incertas. E o terceiro exemplo consiste
em posicionar dois extensémetros para caraterizar trés cargas verticais pontuais e
suas respectivas posicdes, resultando em quatro parametros a serem otimizados e
seis variaveis incertas. Os resultados demonstram que a dupla abordagem do Kriging
(EGO-KR) solucionou eficazmente os problemas analisados, proporcionando boa acu-
racia e economias computacionais significativas, especialmente no terceiro e mais
complexo exemplo.

Palavras-chave: Projeto Experimental Otimo 1. Inferéncia Bayesiana 2. Ganho de
Informacao Esperado 3. Kriging 4. Otimizacao Global Eficiente 5.



ABSTRACT

The analysis of experiments provides scientific knowledge across various fields of en-
gineering. In practical scenarios where experiments may be constrained by resource
availability, optimal experimental design (OED) stands out as an essential tool for maxi-
mizing the efficiency and relevance of the data obtained. The goal of OED is to obtain
the best experimental configuration by optimizing a metric that quantifies the informa-
tion gain from an experiment, ensuring that the collected data are the most informative
and relevant for the desired application. In the Bayesian context, the effectiveness of
an experiment can be quantified by the Shannon’s expected information gain (SEIG).
However, this method involves evaluating a double integral that presents two main
challenges. First, these integrals, which can be high-dimensional, rarely have an an-
alytical solution. Second, in several models, the calculation of SEIG requires the use
of computationally intensive numerical tools, such as finite element methods. These
characteristics make the SEIG optimization process computationally expensive. In this
work, we propose a two-step Kriging approach to efficiently solve Bayesian OED prob-
lems. To enhance computational efficiency in evaluating the SEIG, we introduced a
Kriging surrogate as a replacement for the original forward model (step 1 Kriging). This
surrogate is utilized within the double loop Monte Carlo method for SEIG estimation. We
employed the efficient global optimization (EGO) algorithm as the optimizer, which re-
quires the construction of a Kriging surrogate of the SEIG (step 2 Kriging). Within EGO,
the expected improvement infill criterion was employed. The underlying rationale of em-
ploying a two-step Kriging approach is to alleviate the curse of dimensionality typically
associated with Kriging surrogates. In this strategy, the first step of Kriging is focused
on surrogating the random parameter space, while the second step is dedicated to
modeling the design variable space. By taking this two-step approach, the need to build
a global replacement for the model in both spaces is avoided. This segmentation allows
for more efficient and accurate surrogate modeling, particularly in high-dimensional
spaces, enhancing the overall computational performance of the optimization process.
The method was applied to three OED problems. The first is a generic nonlinear model,
with two parameters to be optimized and two uncertain variables. The second and third
examples involve positioning strain gauges, both vertically and horizontally, based on
the beam deformations according to Timoshenko’s theory. In the second example, the
objective is to optimize a single strain gauge to infer the transverse and longitudinal
elasticity moduli of the beam, resulting in two parameters to be optimized and two un-
certain design variables. The third example involves positioning two strain gauges to
characterize three vertical point loads and their respective positions, resulting in four
parameters to be optimized and six uncertain design variables. The results demon-
strate that the proposed two-step Kriging approach (EGO-KR) effectively addressed
the analyzed problems, offering good precision and significant computational savings,
particularly in the third and more complex example.

Keywords: Optimal Experimental Design 1. Bayesian Inference 2. Expected informa-
tion gain 3. Kriging 4. Efficient Global Optimization 5.
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1 INTRODUGAO

Os experimentos cientificos sdo ferramentas utilizadas em diversas areas do
conhecimento, pois testam teorias, validam modelos e estabelecem relagdes de causa
e efeito, gerando conhecimento cientifico confiavel. Da observagao e coleta de dados
experimentais, € possivel realizar inferéncias estatisticas e obter informagdes sobre
os fendbmenos e quantidades de interesse em estudo. Para tanto, os experimentos
precisam fornecer dados informativos e relevantes que possam ser utilizados para
fundamentar as tomadas de decisao.

Nesse contexto, o projeto experimental étimo (OED, do inglés Optimal experi-
mental design) surge como uma ferramenta para otimizar o processo de tomada de
decisao experimental. Seu objetivo € maximizar a eficiéncia dos experimentos, bus-
cando a configuracdo que forneca os dados mais informativos e relevantes para a
aplicacédo de interesse (CHALONER; VERDINELLI, 1995; GALLY et al., 2021). Isso
implica em obter a melhor combinagao de variaveis de projeto, como geometria, propri-
edades dos materiais, condicdes de carga e parametros de teste, que sejam as mais
informativas para a finalidade do experimento. Como resultado, obtém-se dados mais
precisos com uma significativa economia de recursos.

Essa abordagem é aplicada em cenarios nos quais 0s experimentos sao custo-
sos em termos de tempo, recursos financeiros, materiais ou recursos computacionais.
Um exemplo pratico é a definicdo da melhor posicédo para realizar medicées em uma
ponte para monitoramento de integridade, ou deteccao e controle de danos. Os parame-
tros de projeto podem incluir a localizagéo de sensores e atuadores ou caracteristicas
da excitagao, como amplitude e caracteristicas da frequéncia. J4 as quantidades de
interesse incertas, que se deseja inferir, sdo variaveis como modos de vibragdo da es-
trutura, efeitos das cargas estaticas e dinamicas, distribuicdo de tensdes, entre outros
(PAPADIMITRIOU; HARALAMPIDIS; SOBCZYK, 2005; PAPADIMITRIOU; ARGYRIS,
2017; COSTAS; COSTAS; PANAGIOTIS, 2017).

Outro exemplo de aplicacdo do OED, abordado nos trabalhos de Ortega et al.
(2018), Rivas-Lopez et al. (2017) e Ganesan, Raj e Shashikala (2013), envolve a reali-
zacao de testes de fadiga do concreto, que avaliam a capacidade do material de resistir
a repetidos ciclos de carga e descarga, aplicados ao longo do tempo. Nesses testes
a quantidade de ciclos até a falha pode variar significativamente, de 100 a 100.000,
entre os corpos de prova, considerando as mesmas condi¢des de carga. Essa alta
dispersao de resultados pode acarretar testes prolongados e sem garantia de atingir
o ponto de falha. Neste caso, os parametros de projeto a serem otimizados incluem
a quantidade adequada de amostras e/ou 0 numero adequado de ciclos de carrega-
mento, para se ter resultados confiaveis com um erro controlado. E as quantidades de
interesse incertas, que se deseja inferir, incluem amplitude, frequéncia, configuracoes
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do corpo de prova (como quantidade, tamanho, forma e caracteristicas geométricas),
além de propriedades do material, como resisténcia, modulo de elasticidade e taxa de
endurecimento.

Para analises experimentais que consideram a existéncia de ruido nas observa-
coes, foram desenvolvidas formulacées de OED no contexto Bayesiano, baseadas em
métricas de desempenho que quantificam o valor das informagdes contidas nos dados.
A configuracéo étima do experimento € obtida pela maximizacao dessa métrica. Uma
opcéao € o ganho de informacao esperado de Shannon (SEIG, do inglés Shannon’s
expected information gain) (CHALONER; VERDINELLI, 1995; SOBCZYK; HOLOBUT,
2012).

Estimar o SEIG envolve a avaliagdo de uma integral dupla sobre o espaco dos
dados observados e 0 espago das quantidades de interesse (Qol, do inglés Quan-
tity of interest). Como discutido por Englezou, Waite e Woods (2022), o calculo do
SEIG enfrenta dois principais desafios. Primeiramente, as integrais, que podem ser
de alta dimenséo e, em geral, sdo analiticamente intrataveis. Em segundo lugar, em
diversos modelos, a computagdo do SEIG requer o uso de ferramentas numéricas
computacionalmente custosas, como o método dos elementos finitos.

Diante do exposto, estudos tém sido desenvolvidos para reduzir o custo compu-
tacional associado a avaliacao da integral dupla do SEIG dentro de um processo de
otimiza¢do para maximizar o ganho de informagéo. Dito isto, € proposta nessa tese a
abordagem do metamodelo do Kriging para a solucéo de problemas OED Bayesiano
utilizando o SEIG.

Os metamodelos sdo superficies preditoras construidas a partir de respostas
conhecidas do dominio de projeto. A utilizacdo de metamodelos ganha destaque em ce-
narios onde ha um alto custo computacional associado a avaliagdo da funcao objetivo.
Essa ferramenta permite realizar previsées e otimizacées de maneira mais eficiente,
visto que os resultados sao previstos sem recorrer a funcao original.

Entre os metamodelos, o Kriging se destaca por sua capacidade de fornecer
boas previsdes dos valores da fungdo em pontos ndo amostrados, ao mesmo tempo
em que quantifica a incerteza associada a essas previsdes por meio da variancia do
preditor (FORRESTER; KEANE; BRESSLOFF, 2006). Desenvolvido inicialmente por
Krige (1951) no campo da geoestatistica, o Kriging foi posteriormente adaptado para o
projeto e analise de experimentos computacionais por Sacks et al. (1989).

A abordagem do Kriging para otimizacao global apresenta algumas vantagens
principais. A técnica tem alto desempenho na solugcéo de problemas de otimizagéo
global com custo computacional limitado. E capaz de construir o modelo a partir de
previsdes de tendéncias dos dados ao invés de se mover passo a passo ao longo de
alguma trajetéria. Além disso, é a capaz de fornecer uma regra de parada confiavel com
base na melhoria esperada de pesquisas adicionais. Essa regra de parada é possivel
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porque 0 modelo estatistico fornece intervalos de confiangca no valor da funcdo em
pontos ndo amostrados (HUANG et al., 2006).

Um algoritmo de otimizacdo que aborda o Kriging é o Otimizacado Global Efi-
ciente (EGO, do inglés Efficient Global Optimization), que explora as informacdes
fornecidas pelo metamodelo para adicionar iterativamente novos pontos de suporte
ou pontos de preenchimento (IPs, do inglés Infill points), melhorando a precisao do
preditor e buscando o minimo global (JONES, 2001; HUANG et al., 2006).

Diante do exposto, esta tese apresenta uma nova metodologia baseada em uma
dupla abordagem do Kriging como uma alternativa para a solugdo de problemas OED
Bayesiano utilizando o SEIG como métrica de desempenho. Essa metodologia tem por
objetivo ser uma abordagem robusta e abrangente, reduzindo o custo computacional
sem comprometer a acuracia dos resultados.

Na metodologia proposta, a primeira abordagem do Kriging consiste na constru-
cao do metamodelo como substituto do modelo original direto, considerando o vetor
das Qol incerta, o qual se deseja inferir. Consequentemente, no processo de otimiza-
¢ao, a cada nova posicao, é construido um modelo substituto que é mais simples do
que o originalmente custoso, e o célculo do SEIG ocorre através deste.

E no processo de maximizacao do SEIG é empregado o algoritmo EGO, o que
requer a constru¢cdo de um modelo substituto pelo Kriging para o SEIG, considerando
0s parametros do experimento a serem otimizados, sendo essa a segunda abordagem.
Essa dupla abordagem do Kriging € denominada EGO-KR.

1.1 ESTADO DA ARTE

O OED é uma metodologia utilizada para otimizar os parametros do experimento,
visando maximizar sua eficiéncia e reduzir as dificuldades e custos envolvidos no
processo experimental (CHALONER; VERDINELLI, 1995; GALLY et al., 2021). No
OED, buscam-se os parametros de projeto 6timos que maximizam alguma medida de
eficiéncia de um experimento. Pesquisas vém sendo desenvolvidas para reduzir os
custos relacionados a abordagem do SEIG na solu¢do de problemas OED Bayesiano.

Uma abordagem tradicional para aproximar a integral dupla do SEIG é o método
de Monte Carlo de lago duplo (DLMC, do inglés Double loop Monte Carlo) (RYAN, 2003;
HUAN; MARZOUK, 2013; BARTUSKA; ESPATH; TEMPONE, 2022). Este estimador
requer a avaliacao de duas amostragens de Monte Carlo (MC) justapostas. A desvan-
tagem dessa abordagem é o alto custo computacional associado a amostragem de
MC justaposta, necessitando de um grande numero de pontos amostrais. Este custo
torna-se ainda mais significativo por ser combinado com algoritmos de otimizacao e
para modelos computacionalmente exigentes.

Uma alternativa envolve empregar o método de Laplace para aproximar a in-
tegral interna. Long et al. (2013) aplica uma aproximacao de Laplace a distribuicao
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a posteriori em modelos de projeto experimental de equacdes diferenciais parciais.
Essa abordagem é denominada Monte Carlo com aproximacao de Laplace (MCLA,
do inglés Monte Carlo with Laplace approximation). Embora evite a avaliagao do laco
interno, essa abordagem pode introduzir viés na aproximacgao, especialmente para pos-
terioris ndo Gaussianas. Outra abordagem, proposta por Beck et al. (2018), é realizar
uma amostragem por importéncia no lago interno da estrutura do DLMC, baseada na
aproximagao de Laplace, para obter amostras mais informativas, reduzindo o custo da
amostragem do DLMC. Este método foi denominado Monte Carlo de lago duplo com
amostragem por importancia (DLMCIS, do inglés Double loop Monte Carlo with impor-
tance sampling). Em Beck et al. (2020) foi proposto a abordagem do DLMC multinivel
e métodos de colocacao estocastica com amostragem por importancia para calcular o
SEIG de forma eficiente.

Para lidar com o custo computacional associado ao processo de otimizacao,
Carlon et al. (2020a) contribuiram derivando gradientes para DLMC, MCLA e DLMC
com amostragem por importancia, propondo o uso de algoritmos de descida de gradi-
ente estocastica (SGD, do inglés Stochastic gradient descent), resultando na reducao
do 6nus computacional associado ao problema. Outros estudos, como Goda et al.
(2022), introduziram novos algoritmos para resolver problemas de OED combinando
estimadores multivariados nao tendenciosos com o método SGD. Outra técnica de
otimizacdo abordada foi 0 método de Troca de Coordenadas Aproximada, explorado
por Overstall e Woods (2017), que utiliza uma série de emuladores unidimensionais
para o substituto do SEIG. Além disso, Englezou, Waite e Woods (2022) reduziram o
custo do MCLA no processo de otimizagao, eliminando alguns passos de otimizacéo e
introduzindo o método chamado amostragem por importancia aproximada de Laplace.

Outra abordagem para a redugéo do custo computacional foi através do uso de
modelos substitutos. Huan e Marzouk (2013) construiram um modelo substituto utili-
zando a expansao polinomial de Caos (PCE, do inglés Polynomial Chaos expansions)
tanto no espaco da variavel de projeto quanto no Qol. Em seguida, aplicaram um algo-
ritmo SGD, baseado em uma variacao do algoritmo de Kiefer-Wolfowitz (SPALL, 1988).
Em Huan e Marzouk (2014), foi realizado uma anélise comparativa entre a aproximacao
estocastica de Robbins-Monro (ROBBINS; MONRO, 1951) e a aproximacao da média
amostral combinada com um método deterministico quase-Newton para maximizar o
SEIG.

A maioria dos artigos citados abordaram otimizadores locais, pois a otimizacao
global no dominio do OED ¢é escassa na literatura (FOSTER et al., 2019; KLEINE-
GESSE; GUTMANN, 2019). Um exemplo de estudo que aborda otimizador global é o
de Foster et al. (2019), que se concentra no desenvolvimento de estimadores variaci-
onais para o ganho de informacao e emprega um esquema de otimizacao Bayesiana
(BO, do inglés Bayesian optimization) (SNOEK; LAROCHELLE; ADAMS, 2012) para
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resolver o problema de OED. Outro exemplo é o trabalho de Kleinegesse e Gutmann
(2019), que propds a inferéncia sem verossimilhanga por estimativa de razao para
aproximar a razao entre a posteriori e a priori. Mais recentemente, Carlon et al. (2023)
empregaram o algoritmo EGO baseado no metamodelo Kriging (ANKENMAN; NEL-
SON; STAUM, 2010), utilizando a aproximacao de Laplace e PCE para abordar a
otimizagédo do SEIG, reduzindo os custos computacionais e permitindo a abordagem
de problemas nao convexos. No entanto, a precisao da aproximacao de Laplace tem
algumas limitagdes, exigindo que a funcao a porteriori seja unimodal e simétrica. Isso,
por sua vez, pode produzir estimativas distorcidas se a distribuicdo a posteriori for
assimétrica ou multimodal.

Diante dos estudos apresentados, fica evidente que um dos principais desafios
na otimizagdo no OED Bayesiano é o alto custo computacional.

1.2 JUSTIFICATIVA E RELEVANCIA

A resolugéo de problemas OED Bayesianos utilizando o SEIG como métrica de
desempenho, requer a avaliacdo de uma integral dupla em um problema de otimiza-
¢ao, o que resulta em um alto custo computacional, especialmente para modelos que
demandam processamento intensivo. O aumento do espago de busca, por exemplo,
implica em um aumento exponencial do custo computacional.

O método classico de resolugéo através do DLMC requer uma grande quanti-
dade de pontos amostrais devido a sua estrutura de amostragem justaposta. A reducao
do numero de pontos amostrais pode comprometer a precisdo dos resultados, espe-
cialmente no lagco interno, onde podem ocorrer problemas de underflow numérico,
caracterizado pelo arredondamento de valores extremamente baixos para zero pelo
sistema computacional.

Uma alternativa é utilizar o DLMCIS, no qual a amostragem por importancia
€ aplicada ao lago interno do DLMC. Embora essa abordagem melhore a precisao
dos resultados, ela ainda exige um numero elevado de pontos amostrais € ndo reduz
significativamente o custo computacional associado a avaliacdo do modelo.

Outra estratégia é empregar o MCLA para aproximar a integral interna do SEIG
por meio de uma expansao de Taylor de segunda ordem seguida de integracdo Gaus-
siana, resultando em uma unica integral. No entanto, essa técnica apresenta algumas
limitagdes, exigindo que a funcao seja convexa e tenha uma distribuicao a posteriori
simétrica. Caso contrério, a aproximagao de Laplace néo sera precisa e pode gerar
um viés nas estimativas.

Diante desse cenario e para superar os desafios relacionados a maximizagao do
SEIG, esta tese propde uma dupla abordagem do Kriging. O metamodelo sera utilizado
como substituto do modelo direto na estrutura do DLMC, bem como na otimizagdo do
SEIG.
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Essa metodologia possibilita a solucao de problemas OED Bayesiano que en-
volvam modelos computacionalmente custosos de forma mais robusta, sendo capaz
de resolver problemas ndo convexos ou com distribuicdes a posteriori assimétricas ou
multimodais, sem comprometer a acuracia dos resultados e com menor custo compu-
tacional associado ao processo de otimizagao.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo desta pesquisa € contribuir para o avanco na resolugao de problemas
OED Bayesino utilizando o SEIG como métrica de desempenho por meio do desenvolvi-
mento de uma metodologia que seja eficiente, robusta e reduza o custo computacional,
principalmente para modelos computacionalmente custoso.

1.3.2 Objetivo especifico

Os principais objetivos especificos sao:
» Desenvolver uma metodologia de dupla abordagem do Kriging, estruturada
em duas etapas, para solucao de problemas OED Bayesiano pelo SEIG;

* Implementar o Kriging da primeira etapa, que consiste em utilizar o metamo-
delo do Kriging como preditor do modelo direto no espago das Qol, dentro da
estrutura do DLMGC, reduzindo o custo computacional associado ao modelo.
Além disso, essa abordagem néo introduz viés ao calculo do SEIG;

» Implementar o Kriging da segunda etapa, que utiliza o algoritmo EGO, base-
ado no metamodelo Kriging, para otimizar o vetor das variaveis de projeto,
possibilitando a busca eficiente dos parametros experimentais que maximi-
zam o ganho de informag&o. Esta etapa visa reduzir o nimero de pontos nos
quais o SEIG precisa ser avaliado, diminuindo assim o custo computacional
no processo de otimizacao;

+ Testar e validar a abordagem EGO-KR proposta;

» Comparar os resultados obtidos com outras metodologias existentes na li-
teratura para avaliar a eficacia da abordagem proposta em reduzir o custo
computacional, mantendo a acuracia dos resultados.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Esta tese é organizada em seis capitulos. No Capitulo 2 sédo introduzidos os
conceitos e formulacdes relacionadas ao Projeto Otimo de Experimentos Bayesiano.
E abordado a construcdo do problema Bayesiano, apresentando o teorema de Bayes
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e como aplica-lo ao modelo experimental. Além disso, é discutido a formulagdo do
SEIG como medida de desempenho empregada para a avaliagdo do problema OED
Bayesiano. Para estimar o SEIG é utilizado o método de DLMC, exposto ao final do
capitulo.

O objetivo deste trabalho é explorar a abordagem do metamodelo do Kriging
como substituto do modelo original e o algoritmo EGO, também baseado no Kriging,
no processo de maximizagao do SEIG. Desta forma, no Capitulo 3 é apresentada a
construcao do modelo substituto pelo Kriging para a representagcao do modelo, abor-
dando detalhes de sua formulagéo e ajuste dos parametros. Em seguida, aborda-se o
DLMC para a atualizagao do célculo do ganho de informacao.

No Capitulo 4, é apresentada a formulagéo do problema de otimizacao utilizando
o algoritmo EGO. O processo inclui a formulagédo do problema de otimizagao por meio
do metamodelo do Kriging, a estimativa dos parametros, a construcédo da superficie
preditora e a avaliagdo do erro extrinseco inerente. Em seguida, detalha-se a estru-
tura do critério de Melhoria Esperada (El, do inglés Expected Improvement criterion),
sendo este o critério de preenchimento abordado na busca pelo ponto de projeto que
maximiza o SEIG. Por fim, & apresentado um resumo da dupla abordagem do Kriging
na resolucao de problemas OED Bayesiano.

No Capitulo 5, sao avaliados trés problemas relacionados ao OED Bayesiano
utilizando o SEIG como métrica de desempenho. O procedimento proposto € aplicado
com o objetivo de avaliar sua eficiéncia, precisdo e acuracia. Os resultados obtidos
sdo comparados com os de outros métodos disponiveis na literatura.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes observadas com a aplicacéao
das formulacdes e procedimentos discutidos neste trabalho. Além disso, sao ofereci-
das sugestbes para pesquisas futuras, com o objetivo de aprimorar as técnicas de
resolucao de problemas OED Bayesiano.
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2 PROJETO EXPERIMENTAL OTIMO

Neste capitulo é abordada a formulacéo de problemas de OED Bayesiano, utili-
zando o ganho de informacao esperado de Shannon como medida de desempenho. O
SEIG é frequentemente empregado para avaliar a quantidade de informacao oferecida
pelo experimento, como abordado nos trabalhos de Nesterov (2013), Huan e Marzouk
(2013) e Carlon (2019). O conceito central desse método consiste em medir o ganho de
informac&o que uma nova observacao ou aquisicao de dados proporciona em relagao
a situacao atual (HUAN; MARZOUK, 2013).

A estimativa do SEIG baseia-se na divergéncia de Kullback-Leibler (Dg; ) entre a
funcao de densidade de probabilidade (PDF) a posteriori e a PDF a priori das variaveis
de interesse (CHALONER; VERDINELLI, 1995; SOBCZYK; HOLOBUT, 2012).

Uma abordagem direta para a aproximacao da integral dupla do SEIG é o
método DLMC (RYAN, 2003; HUAN; MARZOUK, 2013), um estimador de amostragem
de Monte Carlo que requer a avaliacao de duas amostragens MC justapostas.

Assim, neste capitulo, primeiramente € apresentada a formulacdo do método,
seguida de uma introdug&o a estrutura de inferéncia Bayesiana para o problema. Ao
final, &€ detalhada a estrutura do SEIG, partindo do Dg;, e o céalculo através do DLMC.

2.1 MODELO EXPERIMENTAL

A avaliacdo do modelo por meio da repeticdo de Ng experimentos pode ser
representada como um modelo computacional deterministico com um componente de
ruido observacional aditivo,

y,'(d,e,E,') =g(d,6)+£,-, i= 1,...,Ne (1)

em que, y; € Y C R é o vetor de observagdes do experimento, g(d,0) : R x R —
R é 0o modelo experimental, d € S ¢ R é o vetor com os parametros do experimento
a serem otimizados, em que S é o espaco de projeto, 8 € © C R™ é o vetor Qol a
serem recuperadas, em que © é o conjunto de eventos aleatorios e € € o vetor de ruido
das medigdes.

O ruido é amostrado de forma independente e identicamente distribuida (i.i.d.,
do inglés Independent and identically distributed), ou seja, é considerado independente
de g, d e 6. Além disso, segue uma distribuicdo Gaussiana com média zero e covarian-
cia X, € ~ N (0,%¢), em que a matriz de covariancia X, é simétrica e definida positiva.
O vetor de parametros 6 € considerado desconhecido, portanto € definido como um
vetor de varidveis aleatérias com distribuigao a priori 17(6).

O projeto 6timo de experimentos consiste em selecionar as condigdes experi-
mentais d que levem ao maior ganho de informagéo sobre 6. O objetivo € minimizar
a incerteza nos parametros estimados enquanto maximiza as informacdes obtidas do
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experimento. Um exemplo pratico seria realizar um teste de flexdo em uma viga de
forma a maximizar o ganho de informagéao sobre 0 médulo de elasticidade (E) estimado
do material. A viga é bi-apoiada submetida somente a uma carga pontual, com secao
transversal retangular de base b e altura h, como ilustrado na Figura 1.

Neste exemplo, o objetivo é posicionar um extensémetro de forma a fornecer
o0 maximo ganho de informacao sobre E. Nesse contexto, o parametro de projeto do
experimento que se busca otimizar é a posi¢ao, d = x, a quantidade de interesse
€ 0 E, y é a deflexdo observada, e o erro de observacao ao registrar os valores
de y é representado pelo €. O modelo adotado para calcular a deflexdo da viga é
baseado na teoria de Euler-Bernoulli, que relaciona E e x com a deflexdo y a partir de
9(x,E) = 62,:_—"7,7’1 <L2 —x%- 4), em que P é a carga aplicada, L é o comprimento da viga
e In € o momento de inércia da secao transversal da viga. Este exemplo simples sera
empregado no decorrer dos capitulos para ilustrar os conceitos introdutérios.

Neste exemplo, em que a posicao do extensémetro mais informativa sobre E
esta baseada em medi¢des da deflexdo, observa-se que o valor de E é diretamente
influenciado pela contribuicdo do momento fletor gerado pela carga concentrada. Desta
forma, a demostracao de que o ponto étimo é préximo a x* = 3 é trivial, pois é o ponto
que ocorre o momento fletor maximo.

Neste exemplo, o médulo de elasticidade longitudinal da viga é diretamente
influenciado pela contribuicdo do momento fletor gerado pela carga concentrada. Desta
forma, a demostracao de que o ponto étimo é préximo a x* = 3 é trivial, pois é o ponto
que ocorre 0 momento fletor maximo. Este ponto proporcionara o melhor ajuste entre
0 modelo e os dados medidos.

Figura 1 — Viga bi-apoiada para posicionamento de extensémetro.

v
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2.2 INFERENCIA BAYESIANA

A qualidade dos experimentos é avaliada a partir de uma analise de inferéncia
Bayesiana. Esta estrutura consiste em atualizar informagdes previamente conhecidas
sobre um parametro a medida que novos dados sdo obtidos, expressando os resulta-
dos em termos de probabilidades (HOFF, 2009). Ao combinar novas evidéncias com
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conhecimentos prévios através do uso da regra de Bayes, essa abordagem proporci-
ona a melhoria da precisao dos resultados.

Dado que a variavel de interesse, 6, € um vetor aleatério com distribuigéo a
priori 7(0), definido como 6 : Q™ — © C R, onde Q) representa o espacgo de eventos
aleatérios. Assume-se que o modelo g(d,0) € duas vezes diferenciavel, em relagao a
6 e em relagdo a d. Para Ng experimentos realizados com a mesma configuracao d,
o conjunto de dados observados é definido como Y = {y,-}l.’\i‘q. O teorema de Bayes
estabelece que:

p(Y16.d) - 7(6) @)
p(Yld) ’

em que m(0|Y,d) € a distribuicdo a posteriori, ou seja, a PDF atualizada do vetor de

variaveis aleatérias 6 dada as observacgdes Y; m(0) € a distribuicdo a priori, ou seja, a

PDF de 6 antes do experimento; p(Y |0, d) é a verossimilhanca, ou seja, a probabilidade

de observar Y dada a distribuicao a priori (@) conhecida anteriormente; e p(Y|d) é a

evidéncia, a probabilidade de Y ser observada.

Portanto, uma vez que os dados sao coletados, a PDF a priori, que representa
a crenca ou informacao disponivel a respeito do parametro antes de realizar o experi-
mento, é atualizada por meio da fungéo de verossimilhanga dos eventos, produzindo a
PDF a posteriori. A fungéo de verossimilhanga fornece uma medida de quao bem os
parametros do modelo explicam os dados observados. Logo, expressa a probabilidade
de obter os dados observados considerando os valores especificos do modelo.

No contexto de experimentos, a inferéncia Bayesiana é utilizada para estimar
uma PDF a posteriori de uma Qol dada uma PDF a priori e algumas observagdes Y
fornecidas pelo experimento.

Considerando o exemplo da viga mencionado anteriormente, o objetivo € obter a
posicao 6tima que melhor ajuste o valor do médulo de elasticidade do modelo, levando
em consideracao os valores obtidos para a deflexao e informacdes prévias de E. Como
por exemplo, E deve assumir somente valores positivos e de variancia finita.

A Figura 2 apresenta a curva PDF de distribuicdo a priori, com as informacodes
iniciais sobre E, e a curva a posteriori, obtida ap6s inserir informacdes do experimento.
Pode-se observar que houve uma reducgéo da dispersao dos dados apds o experimento,
o0 que significa que as informagdes obtidas foram relevantes sobre a Qol. A regido onde
a densidade de probabilidade da distribuicao a posteriori supera a da distribuicdo a
priori esta destacada em azul, enquanto a area onde a densidade a posteriori € inferior
a da priori esta destacada em vermelho.

A distribuicdo de probabilidade mais utilizada na literatura para modelar o conhe-
cimento prévio sobre a Qol é a Gaussiana (KAIPIO; SOMERSALOQO, 2006). No entanto,
outras distribuicbes também podem ser usadas. O unico requisito € que seja possivel
amostrar 6 a partir da distribuicdo a priori.

m0|Y,d) =
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Figura 2 — PDFs a priori e a posteriori de E para o exemplo da viga de Euler-Bernoulli.
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Considerando o modelo do experimento e o ruido aditivo com distribuicdo Gaus-
siana, Equacéo (1), a funcao de verossimilhanca, p(Y|0,d), ao observar Y dado6 e d
€ uma Gaussiana multivariada com média g(d, 8) e matriz de covariancia X,

_Ne
p(Y|0,d) = det (2m2,)" % exp Z\y, =9)\§;1 . (3)

Como a evidéncia p(Y|d) é desconhemda, € introduzida uma nova variavel
6* e substitui-se a evidéncia pela marginalizacao da verossimilhanga com respeito a
distribuicdo a priori m(6*), isto &,

p(Yl|d) = /@ p(Y|6".d)m(6%)d6". (4)

Nessa estrutura 6* e 6 sdo independentes, mas identicamente distribuidos e Y
depende de 6, d e g, ou seja, 0 parametro O usado para gerar Y é diferente de 6* na
integral dentro do logaritmo (RYAN, 2003).

A partir da Equacao (3), a PDF da verossimilhanca da integral da evidéncia é
dada por:

Ne
P(Y(d,0.€) | 0%,d) = det (2m%¢) 2" exp ——an (d0.0%6)|Z | (5)
i=1
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em que r;(d,0,0% &) = g(d,0)+e—g(d,0%) é o residuo dos i-ésimos dados experimentais.

2.3 GANHO DE INFORMAGCAO ESPERADO

2.3.1 Divergéncia de Kullback-Leibler

A ideia fundamental do OED consiste em encontrar a configuragao experimental
que produza dados que, em média, maximizem o conhecimento sobre a Qol. Um mé-
todo para estimar o quanto de informacao um experimento fornece é a divergéncia de
Kullback-Leibler (Dg; ) (KULLBACK; LEIBLER, 1951; KULLBACK, 1997). Este método
para experimentos foi utilizado por Long et al. (2013), Beck et al. (2018), Ben Issaid
(2015) e Carlon et al. (2023).

O Dg; , também conhecido como entropia relativa, € uma medida ndo simétrica
que quantifica a diferenga entre duas distribuicbes de probabilidade sobre a mesma
variavel (). O D, é utilizado para medir a diferenga informacional entre duas distri-
buicdes, indicando o quanto uma distribuicdo difere da outra em termos de informacao
que elas carregam (KULLBACK, 1997). Portanto, ela pode ser utilizada para avaliar
como novos dados alteram a distribuicdo de probabilidade subjacente, permitindo uma
escolha mais informativa e eficaz em relacao as agdes futuras.

O Dk, no contexto do OED é medido entre a PDF a posteriori m(6]Y,d), que
representa a distribuigdo tedrica calculada com maior precisao, e a PDF a priori (0),
que representa uma teoria, descricdo ou aproximacao sobre o parametro. Quanto
maior o valor de Dg;, mais informativa € m(0|Y,d) em relacdo a m(0). Por ndo ser
simétrica, a divergéncia Dy, de m(0|Y,d) para m(6) geralmente ndo € a mesma que a
divergéncia se medida da PDF a priori para a posteriori. Para avaliar a qualidade de
cada experimento tem-se:

m(0|Y,d)
Dy (d,Y) = /917(9|Y,d) log @)

Em resumo, o Dg; pode ser interpretado como uma medida de quéo diferente
uma distribuicdo € em relagdo a outra. Quanto maior o valor da divergéncia, maior a
diferenca entre as distribui¢gdes. Por outro lado, se a divergéncia for igual a zero, isso
indica que as distribui¢cdes sdo idénticas.

A Figura 3 ilustra a curva integral do Dy, (x,Y) para o exemplo da viga bi-
apoiada submetida a uma carga pontual, citado anteriormente, para o caso x = 3,0m.
As regides onde o integrando é positivo estdo sombreadas em verde, e as regioes
onde o integrando é negativo estdo sombreadas em vermelho. A entropia relativa é
construida entre a PDF a posteriori e a priori obtida para o parametro E, ver Figura 2.

Neste exemplo, 0 ganho maximo de informacgao sobre E ocorre em uma posicao
proxima a x = 3,0m. Na Figura 4, € apresentada uma comparag¢ao entre as curvas
PDF de E a priori, a PDF a posteriori otimizada, obtida em x = 3,0m, e a PDF a

ae. (6)
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Figura 3 — Curva da entropia relativa Dg; (d,Y) do problema da viga de Euler-Bernoulli.
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posteriori tragada para x = 1,5m, que representa o caso nao otimizado. Observa-se
que a distribuicdo a posteriori para a configuragdo otimizada € mais concentrada, em
comparacao a distribuicao a posteriori antes da otimizacao, indicando que a otimizacao
leva a estimativas mais precisas para E.

O grafico da Figura 5 apresenta a curva da integral do Dk; para as configuracdes
otimizada e n&o otimizada. Pode-se observar que o Dk, para o caso otimizado € maior
do que o da configuracao nao otimizada, como indicado pelas areas sob as curvas das
integrais.

Em suma, para maximizar o ganho de informagé@o de um experimento, é neces-
sario obter d* que forneca as observacdes Y* mais informativas, maximizando o valor
de DKL'

2.3.2 Ganho de Informacao Esperado de Shannon

Para estimar o ganho de informagéao levando em conta o ruido nas observagoes
devido as incertezas nas medi¢des, € necessario marginalizar o Dx; emrelagéoa 'y,
resultando no SEIG (SHANNON, 1948), expresso por:

/ / ( Oy, d)) m(0]Y,d)de p(Y|d)dY. (7)

Estimar Z requer a solugéo de uma integral dupla sobre o espagco amostral da
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Figura 4 — PDFs da priori e da posteriori de E para os casos otimizado e ndo otimizado
do exemplo da viga de Euler-Bernoulli.
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Qol (©) e das observacdes ()). Para utilizar a funcao de verossimilhanca apresentada
na Equacao (3), € reescrita a Equacgéao (7) utilizando a equacao de Bayes, apresentada
na Equacéo (2) e resultando em:

// ( D )) p(Y6,d)dY m(6)de. (8)

Reescrevendo o ganho de informagéo esperado substituindo a evidéncia, Equa-
cao (3), tem-se:

/ / log ( R ;f'e -d) o de*)p(Y|6,d)dY1T(6)d6. ©)

2.3.3 Meétodo de Monte Carlo

A avaliacéo de Z, na Equacéo (9), envolve a resolugéo da integral dupla sobre
© e ). Em muitos casos, essas integrais ndo possuem solucdo analitica, tornando
necessario o uso de méetodos numéricos para sua aproximacgao (ROBERT; CASELLA,
2010; HAMADA et al., 2001, 2001). Nesse contexto, para estimar os valores das inte-
grais sera utilizado método de integracao de Monte Carlo (MCI, do inglés Monte Carlo
integration).



Capitulo 2. Projeto Experimental Otimo 28

Figura 5 — Curva da entropia relativa Dk; (d,Y) para os casos otimizado e nao otimi-
zado do exemplo da viga de Euler-Bernoulli.
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No MCI, os valores da funcéo sao avaliados a partir de uma amostragem dentro
da regido de integracdo conhecida. Por exemplo, para® ¢ © c R™, e (@) : R™, a
integral de (@) no dominio 6 pode ser aproximada como:

1 N
/@f(e)dez/@dengf(en), (10)

em que 6, é amostrado uniformemente a partir de ©. Se f(0) esta sendo integrada
sobre alguma medida, por exemplo 1(0), sua integral pode ser aproximada como:

1 N
f de ~ de — » f£(6n),
| rermerde ~ [ o) N (1)

em que 6 é amostrado de (@). Sendo 7(6) uma PDF, a integral | (6)d6 resulta no
valor um.

O estimador de Monte Carlo converge para o valor real da integral a medida que
N — oco. Além disso a medida que N — oo, 0 erro na aproximagao de uma integral por
MCI converge para zero com taxa de 1/+/N (RUBINSTEIN; KROESE, 2016).
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A aproximacgao da Equacao (9) é realizada usando o MCI amostrando 6 a partir
da distribuicao a priori e Y a partir da verossimilhancga. Desta forma, o estimador de
Monte Carlo para o problema OED é definido como:

def 1 p(Ynl6n,d)
me = NZ' (fep (Y 0, d)rr (e’;,)de*)’ (12)

em que 6, € amostrado uniformemente a partir de ©. Nessa estrutura, os valores
de 6, sdo amostrados de forma independente e identicamente distribuida (i.i.d.), e o
ruido aditivo €n € amostrado i.i.d. a partir dos 8,. Empregando o MC para aproximar a
evidéncia, resulta no DLMC:

N
def 1 p(Ynl6n,d)
Ipimcld) = + > log ( ) : (13)
N n=1 Zm 1 P Yn|en m» )

em que Z,c € a estimativa do problema OED pelo DLMC, enquanto N e M sé&o
os respectivos tamanho das amostras nos lagos externo e interno. Os valores de
65, m usados no lago interno sdo amostrados i.i.d. tanto dos 8, quanto dos &, no lago
externo. Uma analise da Equacgao (13) revela que o estimador DLMC necessita de
N(M + 1) avaliagdes do modelo direto para aproximar o SEIG. Em alguns casos, um
valor grande para M € necessario para prevenir problemas de underflow numérico, isto
€, a representacao inadequada ou imprecisa de um numero muito pequeno em um
sistema numeérico (BECK et al., 2018).

Considerando o problema da viga discutido anteriormente, Figura 1, a Figura 6
apresenta a curva obtida pelo Zp; yc na posicdo com o maximo ganho de informacéo,
Xx = 3,0m, considerando N = 10000 e M = 4000. Nessa metodologia, para o calculo do
SEIG, a funcgéo original do modelo foi acessada 10000 x 4000, resultando num namero
de chamadas do modelo direto de = 4 x 107 vezes.

O Algoritmo 1 apresenta a rotina para solucao do problema OED pelo DLMC,
retornando a estimativa de 7, para uma determinada posigéo d.

2.4 MAXIMIZAGAO DO GANHO DE INFORMAGAO ESPERADO

O objetivo do projeto experimental 6timo Bayesiano é determinar a configuracao
experimental d* mais informativa sobre o vetor de parametros 6. Portanto, para esta
tese, o objetivo é maximizar a funcdo de utilidade do SEIG, denotado como Z(d), sobre
a regiao viavel d € S. A formulagéo do problema de otimizagdo para o OED é dada
pela maximizagao do valor esperado do SEIG:

d = arg max £[7(d)]. (14)
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Figura 6 — Curva da entropia relativa Zp; 4c do exemplo da viga de Euler-Bernoulli.
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Integrar o DLMC dentro de um procedimento de otimizagao, como na Equacgao
(14), pode ser computacionalmente inviavel, especialmente quando o modelo direto
envolve simulagdes computacionalmente custosas, como alguns casos de codigos de
elementos finitos. Portanto, nas secdes seguintes, € proposta uma dupla abordagem do
Kriging para aliviar os desafios computacionais associados a resolugao de problemas
de OED Bayesiano.
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Algoritimo 1 Pseudocédigo para o estimador DLMC para SEIG.

1:
2
3
4.
5:
6:
7
8

9:

10:

11:
12:
13:

14:

15:

16:
17:

18:
20:

funcao DLMC(d,N,M)

paran=12,... N fazer Lago externo
Amostrar 6, de (0)
Atualizar g(d,0n)
parai=12,..., Ng fazer
Amostrar €; ~ N(0,%)
yi < 9(d,6n) +¢;

finalizar para

Y < (vt

P(Y 5|0n,d) < det (211%) 2" exp <-% e \|r,-(d,6,6*,£)H§g1>

param=12 ... .M fazer Laco interno

Amostrar 67, para ()
Atualizar g(d,07,)

Ne
P(Y l0n,d) < det (22 % exp (=5 1% 1| vi™ () - 0(d. 0 12, )
finalizar para
p(Ynld) < 17 M p(Y 1l6}.d)
finalizar para

N Y,0,d
Ipimc < 7 Xon=1109 <p§3(Y|nld) )>

retornar Zp; psc(d)

21: finalizar funcao
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3 KRIGING APLICADO AO MODELO DO SEIG

Neste capitulo é apresentado a construcao do metamodelo do Kriging e o cal-
culo do SEIG, abordando o Kriging como um substituto para o modelo direto. Essa
metodologia permite minimizar o custo associado as chamadas do modelo durante o
célculo do SEIG e é denominado Kriging do estagio 1.

3.1 METAMODELO DO KRIGING

O propésito de um metamodelo € construir uma superficie preditora com base
em um conjunto finito de observagbes conhecidas dentro do dominio de projeto. A
partir dessa superficie, é possivel prever o comportamento de pontos desconhecidos.
Em problemas de otimizagao, os resultados passam entédo a ser previstos por meio
desse preditor, sem a necessidade de consultar diretamente a fungdo objetivo original.
Existe uma literatura que aborda diferentes técnicas de metamodelagem, dentre as
quais destaca-se o metamodelo do Kriging.

O Kriging € um metamodelo de base Gaussiana, que em sua forma padrédo é
definido como um método de interpolagao estocastica (LATANIOTIS; MARELLI; SU-
DRET, 2017). Algumas extensdes foram propostas para lidar com observacgdes ruido-
sas, ficando o Kriging também conhecido como modelo de Regressédo de Processo
Gaussiano (GPR, do inglés Gaussian Process Regression) (RASMUSSEN, 2003).

O Kriging é uma ferramenta altamente bem sucedida no projeto e andlise de
experimentos em simulagées computacionais e tem sido bastante aplicado no campo
da Engenharia (SANTNER et al., 2003). A principal vantagem desse metamodelo € a
quantificacao da incerteza da superficie de resposta através do erro quadratico médio
(MSE, do inglés Mean squared error), também conhecido como variancia do Kriging
(VAN BEERS; KLEIJNEN, 2003).

Quando aplicado no campo da otimizacdo, este metamodelo tem demonstrado
um 6timo desempenho para lidar com fungdes que apresentam nao convexidade, mul-
timodalidade e nao linearidade, se tornando uma alternativa aos métodos tradicionais
(PICHENY; WAGNER; GINSBOURGER, 2013; JALALI; VAN NIEUWENHUYSE; PI-
CHENY, 2017).

3.1.1 Conceitos basicos do Kriging

Seja G a representagédo de um modelo computacional, onde x = (xq,Xo, . . . ,an)T
€ o vetor de variaveis de projeto de dimensao ny, que produz um resultado escalar
uni-dimensional y, definido por G : x € Dx C R™ — y € R, em que Dy representa o do-
minio de projeto. Pelo metamodelo do Kriging, a superficie de resposta, obtida a partir
da k-ésima replicacado da simulagdo em x, pode ser representada como (ANKENMAN;
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NELSON; STAUM, 2010):

Gr(x) = BTE(x) + Z(x), (15)

em que ﬁTf(x) é a tendéncia constante de resposta do modelo, ou seja, o valor médio
do processo Gaussiano, sendo f(x) o vetor de valores conhecidos da fungéo e 8 o
vetor de parametros desconhecidos e de mesma dimensao. Enquanto Z(x) € definida
como um processo estocastico Gaussiano estacionario com média zero e variancia e
covariancia nao nulas entre os pontos, sendo esta responsavel por determinar como o
metamodelo interpola os dados e aproximar a fungcdo (FORRESTER; KEANE, 2009).
Dito isto, a parcela Z(x) representa a incerteza da predicao, referido como incerteza
extrinseca, pois € imposta ao problema para o desenvolvimento do metamodelo.

Ao assumir que a variavel de saida segue um modelo Gaussiano, € possivel
quantificar a incerteza associada as predicées em pontos ndo amostrados, abordando
conceitos estatisticos como o MSE, que mede a qualidade da aproximacao (JONES;
SCHONLAU; WELCH, 1998).

A Figura 7 ilustra uma superficie de resposta obtida através do metamodelo
do Kriging deterministico para a funcdo y(x) = (6x — 2)2sin(12x — 4). O metamodelo
foi construido com base em uma amostragem de seis pontos no dominio do projeto,
assumindo que a resposta do modelo nos pontos conhecidos é considerada livre de
ruido. Para o ponto x = 0,9, que nédo pertence ao conjunto de pontos de suporte, existe
um erro € associado ao processo estocastico Gaussiano subjacente ao Kriging. Esse
erro quantifica a incerteza da predicdo do metamodelo nesse ponto, decorrente da
natureza probabilistica do método.

O objetivo do metamodelo € obter uma previséo G, para um novo ponto arbitrario
x, dado uma amostragem inicial I = {x{!), ..., x("™)}T  de tamanho ny, e das respostas
y do modelo nesses pontos, dado por y = {y(1) = g(x(M), ...,y = g(x(MNT. Essas
previsdes sao baseadas nas propriedades do processo Gaussiano posterior, condi-
cionado aos dados observados. Assim, a predicdo do Kriging em x € uma variavel
aleatéria de distribuigdo normal com média 7 e desvio padréo 6, isto &, y ~ N (i, 6).
De acordo com a abordagem Gaussiana, o vetor composto pelas respostas verdadei-
ras do modelo, y, e pela previsao, y, segue uma distribuicdo conjunta normal, conforme
descrito em Sudret e Der Kiureghian (2000), definida como:

yx)| > |1 nf
o (LY

F é uma matriz de valores conhecidos da fungéo f(x);

em que,

h é o vetor de correlacao entre a nova previsao e os outros pontos amostrados;
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Figura 7 — Representacdo do metamodelo do Kriging deterministico.
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W ¢é a matriz de correlagdo do metamodelo.

3.1.2 Funcao de correlacao

A funcéo de correlacao do Kriging, também conhecida como kernel, contém
as suposicoes sobre a funcdo que esta sendo aproximada, sendo responsavel por
determinar como o metamodelo ir4 interpolar os dados e aproximar a fungao. A escolha
da fungao de correlagao influencia diretamente a capacidade do metamodelo do Kriging
em capturar as caracteristicas da funcéo de resposta (SUDRET; DER KIUREGHIAN,

2000). Ao incorporar informagées da variancia do processo Gaussiano, 02, essa fungéo
€ denominada de fungéo de covariancia e é definida como:
Cov [Z(x\), Z(xU))] = 6°h(x) xU)), (17)

em que, h(x(), x)) & o vetor de correlagdo (ou funcéo de base) entre os pontos x() e
xU), e 02 representa a variancia de Z(x) para todo x, ou seja, representa a variabilidade
de incerteza ocasionada pela constru¢cdo do modelo substituto medida por Z(x).

O valor de 02 é ajustado de acordo com os pontos de suporte x maximizando a
funcéo de verossimilhanca (MLE, do inglés Maximum likelihood estimation), juntamente
com os parametros da fungao de correlagédo, conforme sera explicado na Segéo 3.1.3.
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A funcéo de correlacdo a ser adotada deve ser positiva definida, garantindo
a existéncia de um processo Gaussiano associado e a positividade da matriz de co-
variancia, sendo esses aspectos importantes para a estimativa dos parametros do
metamodelo (RASMUSSEN, 2003). Além disso, as funcdes de correlacao utilizadas
em processos Gaussianos sao estacionarias, dependendo apenas da distancia eucli-
diana entre dois pontos, r = ||x() — xV)||. Essa propriedade implica que a correlagao
entre duas observagdes depende apenas de sua separagéo espacial e ndo de suas lo-
calizagbes absolutas (WILLIAMS; RASMUSSEN, 2006; SUDRET; DER KIUREGHIAN,
2000). As fungdes de correlagdo mais comumente empregadas no campo do processo
Gaussiano que apresentam essas caracteristicas sao:

* Linear: n
=3 XX, (18)
k=1
» Exponencial:
h(x\) xU exp[ Zc X\ xY ] (19)
* Matérn 3/2:
(/) e () _ L 0)
X X, ' —X
b [1 +le k |] exp [_ZWC—/(U] . (20)
k=1
* Matérn 5/2:
o > e () _ L U)
h(x(’),x(/)) _ (1 +V5r + %) exp (—\/Er) Jr= Z M, (21)
k=1 k
« Gaussiana:
h(X(i),XU _exp[ ch‘xk — X ‘pk] (22)
k=1

em que,
ny € o nuimero de variaveis de projeto;
Cks Pk S@o parametros do metamodelo.

Os parametros cy e py refletem a variancia do processo e devem ser ajustados
para cada dimensdo k do problema nos pontos de suporte. Em suma, a fungéo de
correlagdo h ira quantificar o grau de dependéncia entre os ny pontos de I', e dependem
apenas da distancia euclidiana entre os pontos amostrais ||x,((i) - x,g) | e os parametros

Ck € Pk-
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Cada tipo de funcao de correlagao representa diferentes niveis de suavidade
para os processos Gaussianos associados. Neste trabalho, adotou-se a covariancia
Gaussiana, também conhecida por covariancia exponencial quadratica estacionaria.

Por ser uma fungéo de covariancia infinitamente diferenciavel, ela proporciona
um comportamento suave entre os pontos amostrados, que resulta em uma solugéao
mais robusta e flexivel (RASMUSSEN, 2003). Além disso, a simplicidade analitica do
kernel Gaussiano facilita sua implementagéo e a interpretacdo dos resultados. Para
modelos com descontinuidades e variagoes abruptas, faz-se importante testar outros
kernels como o exponencial ou o de Matern, que permitem modelar diferentes graus
de suavidade (SUDRET; DER KIUREGHIAN, 2000).

Analisando a estruturas das fungdes de correlagao, observa-se que quando
ng) —x(,{)|| — 0, entdo a correlagéo entre eles tende para 1, ou seja, o preditor do
Kriging é exatamente o valor da funcdo em qualquer ponto de suporte. Por outro lado,
quando ||x) —xW)|| — o0, a correlagéo tende a zero, indicando que n&o hé influéncia
de um ponto de suporte sobre o outro e os pontos s&o considerados independentes
entre si (FORRESTER; KEANE, 2009).

Para os nj pontos de suporte do metamodelo, a matriz de correlagcéo W, pre-
sente na formulagéo do Kriging, Equacao (16), pode ser construida a partir da fungcéo
de correlacao, Equagéao (22), como:

hxM xM)  px( x(2)) h(x(1) x (1))
hx@ xM)  hx@ xC)) . ;@ x()

Y= _ : (23)
h(x(M) x(1)  px(M) @) p(x (M) x(k)y

A partir da analise da matriz de correlacao € possivel quantificar a importancia
relativa de cada variavel e identificar interacdes entre elas. Na Equacao (23), é possivel
observar que a predicao interpola os dados, pois em um dado ponto de suporte, o vetor
de correlagé@o entre a nova previsao do ponto e os outros ny pontos amostrados,h, é
uma coluna da matriz de correlagcdo W. Consequentemente, o erro € nulo nesses
pontos.

A préxima fase € estimar os parametros da funcao de correlacédo, Equacéao (22),
para realizar o ajuste do metamodelo do Kriging.

3.1.3 Estimativa dos parametros do Kriging

Os parametros ¢, e px na funcdo de correlagdo, Equagéo (22), desempenham
papéis distintos no comportamento da correlagdo. O paréametro p, pode ser inter-
pretado como um parédmetro de suavidade, que influencia a taxa de decaimento da
correlacdo a medida que a distancia entre os pontos aumenta, Figura 8. Por exemplo,
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quando py = 2, a correlagdo apresenta um comportamento suave com um gradiente
continuo. Enquanto que para valores menores, como py = 0,1, resultam em uma queda
acentuada da correlagdo. Assim, um valor muito baixo de py sugere uma correlagao
quase nula entre 0s pontos, o que pode ser interpretado como uma descontinuidade
na relacdo entre Z(x()) e Z(x)).

Por outro lado, para valores alto de pg, a fungdo de correlagdo decaira de forma
muito mais lenta a medida que a distancia entre os pontos aumenta. Consequente-
mente, os valores das variaveis preditas pelo Kriging serdao muito semelhantes, mesmo
para pontos distantes, resultando em previsées quase constantes, sem variagdes sig-
nificativas entre as amostras. Esse comportamento pode resultar em um metamodelo
excessivamente suave, com pouca capacidade de capturar variagcbes de comporta-
mento do problema.

Figura 8 — Influéncia do parametro p, na fungéo de correlagédo

exp (- - x | P)

Ja o parémetro c, determina a extenséo da influéncia de um ponto amostral
sobre outros, onde um valor baixo implica em uma alta correlacdo entre todos os
pontos e um valor elevado resulta em diferencas significativas entre os valores das
variaveis correlacionadas, conforme apresentado na Figura 9 (FORRESTER; KEANE,
2009).

Em suma, para a abordagem do metamodelo do Kriging, Equagéo (16), faz-se
necessario obter a estimativa dos valores da média e da variancia do Kriging, p e e
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Figura 9 — Influéncia do parametro ¢, na funcao de correlagéo

0.8 | - [ ili 3 = |
- ’ / . S
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0S parametros ¢, e py, que minimize o erro de generalizagdo do modelo. Na maioria
das aplicagdes praticas que abordam o Kriging, os parametros sao estimados a partir
de informagdes do dominio de projeto I' e das respostas do modelo y. Os métodos
mais comumente utilizados para essa estimativa sdo a maximiza¢ao da funcao de ve-
rossimilhanca e o método da validacao cruzada (SUDRET; DER KIUREGHIAN, 2000).
Neste trabalho foi abordado o método de maximizagéo da fungé@o de verossimilhanga
dos dados observados y.

Como y segue uma distribuicdo normal multivariada, a fungao de verossimi-
lhanca € dada por:

_ _ 1 _
Loy 116, 0, pe) = (2 2020 2 exp = =10 02 (y =10
- (2mo?) W R exp |-ty -1 TV -1 (24)
(0}

Para simplificar os calculos, € comum maximizar o logaritmo natural da funcao
de verossimilhanca, uma vez que este é uma fungdo monotbnica da verossimilhanca.
Temos que os parametros p, o2, Ckx € Pk, que sdo capazes de maximizar a Equa-
¢cao (24), também sdo minimizadores para a fungcéo negativa In(L(y | p,oz, Cks Pk))-
Desconsiderando os termos constantes, a fungao logaritmica negativa da verossimi-
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lhanca € dada por:

(y—1u) T (y - 1p)
202

Linly | 1,62, G, i) =~ @mo?) = LI - @

2

Para obter os valores da média uy e da variancia o2, presentes na fungéo de

verossimilhanca, € utilizado o conceito do gradiente, que indica a direcdo de menor

crescimento da fungdo Nascentes et al. (2019). Para tanto, é calculado as derivadas
parciais da Equacao (25) em relacdo a essas variaveis:

OLin(y | p, 02, ck, Pk)

_ 2

5 0, (26)
2

OLin(y | K 0%, Cks PK) _ (27)
do?

Substituindo a Equagéo (25) na Equacao (26), e resolvendo a derivada parcial,
obtém-se a estimativa da média y da seguinte forma:

’
——— 1Ty —1p) - (y—1p)T¥ 1] = 0,

202
L
— 1Ty (y—14) =0,
552 (y = 1u)
1Ty =1Tyy,
1Tty
T 28
H=1Ty-11 (28)

O mesmo é realizado para obter a estimativa do valor da variancia o2. Resol-
vendo agora a derivada parcial da Equacgao (27), substituindo novamente a Equa-
cao (25), tem-se:

n (y-1p) ¥ (y-1p)
-+ y o y _o

Ty—1
o2 —1p) ":‘ (y—1u) (29)

Uma vez que ambas as derivadas devem ser satisfeitas simultaneamente, o
estimador da média e da variancia do metamodelo é dado por:

Ty1

~ _nT _1 'P‘y
H=BY = TTgmip

52 =1 ¥y - 1)

- . . (31)
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Substituindo o valor de 1 e 6 na Equago (25), tem-se:

1
2

Ignorando os termos constantes, a equacgao da logaritmica da funcao negativa
da verossimilhanga resulta em:

Lin(Ck, PK) =—’§7 ING2—~1In |W|—g[|n(217) 1], (32)

n_ . 1
Lin(Ck. Pr) ~ = In(6%) = 5 In|¥. (33)

Na Equacao (33), o parametro ¢, esta implicito na matriz de correlagéo ¥. De-
vido a natureza n&o convexa e multimodal da £),,, uma abordagem de otimizag&o global
€ através de algoritmos metaheuristicos, como, por exemplo, o algoritmo Otimizacao
por Enxame de Particulas (PSO, do inglés Particle Swarm Otimization) (FORRESTER,;
KEANE; BRESSLOFF, 2006).

A etapa mais computacionalmente custosa na estimativa dos parametros do
metamodelo é a determinacao dos elementos da matriz de correlagdo W. O calculo da
inversa e do determinante dessa matriz pode tornar o processo computacionalmente
oneroso para matrizes de grande porte. Entretanto, a utilizacdo da base Gaussiana é
vantajosa neste aspecto, pois resulta em uma matriz de correlacao definida positiva
simétrica. Essa caracteristica possibilita empregar a decomposicao de Cholesky para
a matriz ¥, o que aumenta significativamente a eficiéncia do calculo (FORRESTER,;
KEANE; BRESSLOFF, 2006).

Outra estratégia para reducado do custo, adotada também neste trabalho, é
definir o valor do parametro py igual a 2, conforme abordado por Forrester e Keane
(2009) e Jalali, Van Nieuwenhuyse e Picheny (2017). Essa abordagem proporciona
suavidade a funcao de correlacao e uma boa representacado das caracteristicas do
modelo na maioria dos casos praticos.

Na préxima sec¢éo sera discutido, por fim, a construgao do preditor pelo Kriging.

3.1.4 Preditor do Kriging

Apo6s a determinacao dos parametros na Sec¢ao 3.1.3, o objetivo é obter o valor
da predicdo y no novo ponto x*. Para garantir a consisténcia dos resultados o mesmo
método sera adotado, ou seja, a minimizacdo do negativo da log-verossimilhanca
concentrada. Partindo da definicdo do metamodelo apresentada na Equacgao (16), o
vetor aumentado de respostas € dado por:

y={y.y, (34)

o vetor de correlagbes entre os dados observados e a nova previsao:
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h(x", x)
e a matriz de correlagdo aumentada ¥ da ordem (ny + 1) x (ny + 1) definida por:
~ Y h
Y= : 36
] 36)

em que [lil](,,+1)(n+1) = 1 representa a correlagéo entre x* e ele mesmo. Substituindo
a Equacao (34) e a Equacao (36) na funcao da log-verossimilhanca concentrada,
Equacao (25), tem-se:

- T/~ .
Lin(§) = —g In(2m) — 2 In(0?) - % (@ - V=10 (V- 10) (37)

2 202
Como apenas o Ultimo termo da Equacgéo (37) é dependente de y, podemos
simplificar a expressao da seguinte forma:

T -1 .
Lin(§) ~—— [“{’1”] [‘” h] [y’“’]. (38)

262 |y—p| |nT 1 y—fi
Para obter o valor da predicdo € necessario minimizar a Equagéao (38) em
relagdo a y. O primeiro passo é obter a inversa ¥. Considerando a hipétese de nao
singularidade de ¥, garante-se a existéncia de uma Unica inversa @ tal que ¢ P
Dito isto, para simplificar o célculo, a inversa pode ser expressa da seguinte forma:

—
A b
W= (bT c) , (39)

em que A é uma matriz ndo singular, b € um vetor qualquer com b’ sendo seu
transposto e, por fim, C é um escalar real. Logo, tem-se que:

4 A b\ /¥ n I 0
v¥-1= (bT C) <hT 1)=<0 1)' (40)

Resolvendo o sistema matricial, tem-se que:

A¥+bh' =1 (41)
Ah+b=0 (42)
b'wich’ =0 (43)
b’h+C=1. (44)
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Isolando b da Equacéo (43):

b’ =—ChTy (45)

Substituindo na Equacéao (44) e isolando b’ novamente:

b’ =—Ch Ty
Cl-h"wh) =1
C=(1-hTy'p
b7 =—(1=hTy h)y ThTy " (46)

Dado que o termo (1 —h7WTh)""h @1 é de um escalar e que ¥ = W, pois
¥ é uma matriz simétrica, entao aplicando as propriedades da transposicao matricial
(A1,A2)T = ATAT e [A7']T = [A]T, tem-se que:

: T
b=—|(1-hTgh)" thI"q

=— [nTy | ’ (1-nTy"h)| ’

- :tqu "h [(1 —thl-'_1h)T]_1

1

_— :WT} " (1 _hTy h)
—_yp (1 _hTy h>_1 . (47)

Substituindo o valor de b na Equacéao (41), tem-se que:

AY-¢~'h (1-nTy" h)_1 hT =1
AW =T+ 'h (1-nTy’ h)_1 h’
A= [I +9h (1-nTy h>_1 hT} e
A=y +qr1h(1 —thIF1h)_1 Wyl (48)

Reorganizando a Equacao (38):
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Ay=102+ b+ by -G -+ Co-pP| . (49)

Dessa Ultima equagao, considerando que a matriz ¢~ é simétrica, o segundo
termo seréa dado por:

b+b! =@ h (1 —hTW‘1h>_1 - (1 Ty h>‘1 LTy

_ ¥'n nTy
(1—hTw=1h) (1-hTy-Th)
Ty
_p MY (50)
(1—hTw-1h)

Eliminando o termo A(y — 1;))2 por ndo conter y, tem-se que:

. 1 .
Lln(}/) = 262(1 —hTW‘1 h)} (y_p)Z + [

hy=l(y—15)
2(1-hTy-1h

)] (v =p)- (51)

A Equacéo (51) expressa L;, em fungdo de y. Para determinar o valor do preditor
y, serd novamente utilizado o conceito de gradiente. O objetivo é encontrar o minimiza-
dor da funcao negativa da log-verossimilhanca. Para isso, realiza-se a derivada parcial
em relagcdo a y e iguala-se a zero, resultando em:

dLn(y)
3 =0, (52)
1 oo Tyl |
52(1—hTw—1h)](y_”)+[(ﬂﬁ-hw—m) =0 (53)
yxt) =+ h T (y—1p). (54)

em que,
[ é o estimador da média, Equagéo (30);

h é o vetor de correlagéo entre a nova previsao, x*, e os outros n, pontos amostrados,
Equacéo (22);

Y é a matriz de correlagdo do metamodelo, Equagéao (23);

y € o vetor de pontos amostrados.
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3.1.5 Erro na predicao

O preditor obtido na Secéao 3.1.4 representa a média da variavel aleatéria Gaus-
siana. A partir da variancia da variavel aleatoria Gaussiana fornecida pelo Kriging, é
possivel obter uma estimativa para o erro das respostas do metamodelo. O MSE, s2,
€ dado por (SANTNER et al., 2003):

1—1Ty1h

24y _ 211 _ nTw
s(x")=0“ [1-h'¥Y 'h+ T

(55)
Como discutido anteriormente durante a construcao da matriz de correlacao ¥,
o valor do preditor é igual ao valor da funcdo objetivo nos pontos amostrados, portanto,
0 erro é nulo nesses pontos. Isso € esperado, pois ndo héa incerteza sobre os pontos
conhecidos no caso deterministico.
ApGs apresentado a estrutura geral do Kriging, nas proximas subsecoes serao
discutidas a abordagem do Kriging para o problema OED.

3.2 CONSTRUGAO DO METAMODELO PARA O PROBLEMA OED

Para a construcdo do metamodelo do Kriging como um substituto do modelo
direto g(d(¥),8), a variavel do problema sera x = 6, sendo 6 considerado como a Unica
variavel independente. A varidvel 6 representa o vetor dos parametros incertos de
interesse e d¥) o vetor das variaveis de projeto. Desta forma, para um dado vetor fixo
d(k), é construida uma superficie preditora pelo Kriging &(0) = g(d¥),0) para aproximar
g(d,8). Entdo, em vez de executar o modelo direto durante o DLMC, sera empregado
o metamodelo criado, que é computacionalmente barato, reduzindo assim o custo
computacional associado as avaliacoes do modelo direto durante o calculo do SEIG.

Esse processo resulta na construcdao de um modelo substituto, denotado como
gj-(e), para cada resultado do experimento, onde j = 1,...,n,. No processo de otimi-
zacao, a cada novo ponto de projeto d(k), J novos metamodelos sdo gerados. Para
simplificar a notagéo, sera considerado o caso em que ny = 1, ou seja, considerando
apenas um resultado de experimento g. O substituto do modelo direto é construido
com base em um plano de amostragem de nj pontos:

-
Ig= [e<1>,e<2>, . ,e(”k)] , (56)

em que a amostragem é definida utilizando o método de Hipercubo Latino (LHS, do
inglés Latin hypercube sampling)(FORRESTER; SOBESTER; KEANE, 2008). Entéo,
o valor da fungédo objetivo g(e(”k)) de cada ponto do plano amostral é avaliado e
armazenado no vetor:

G =|g0"),g@®@),..., 90| . (57)
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Em linhas gerais, 0 metamodelo do Kriging coleta valores de saida G, resultado
de um conjunto de dados de entrada I'g, para realizar um mapeamento das demais
regides de g(d, 8) baseado nessas observagdes conhecidas.

O Kriging assume que a resposta do modelo, através da realizacao de um pro-
cesso Gaussiano, apresenta média constante y, variancia og e matriz de covariancia
2g. O que relaciona uma observagéo a outra € a fungdo de covariancia, Xy. Conside-
rando um plano de amostragem inicial, a covariancia entre quaisquer dois pontos de
entrada eﬁ(") e 6,({) sera dada por:

_ 42 () o)
zg];=03n (660, (58)
em que,
og € a variancia da incerteza ocasionada pela constru¢do do Kriging;

h € o vetor de correlacao, definido como:

N Mo . .
h(ef) 67) = exp [—Z ckloy —62’\2] , (59)
k=1

em que n, é o tamanho do vetor da varidvel de projeto 6 e ¢, € um parametro que
reflete a variancia do processo e deve ser ajustado para cada dimensao do problema
dos k pontos de suporte. O ¢, € estimado pelo MLE, minimizando o erro de generali-
zacao. Os limites de busca para o hiperparamétro € de -3 < ¢, < 2, utilizado em base
logaritmica de dez (FORRESTER; KEANE; BRESSLOFF, 2006). Para os n, pontos
de suporte do metamodelo, a partir da Equacgéao (59), a matriz de correlacéo ¥ é dada
por:

h©eM oMy (1) 6(2) h(e(1) o(n)
h©e® oMy he®@ )Y . hE? 6IMW)

Y= _ : (60)
h©e) () he() 6@) ek gk

A funcéo logaritmo concentrada (£,) negativa utilizada para obter os parame-
tros do metamodelo é dada por:

n 5 1
Lin(0g, k) = —59 In(63) - 3 . (61)

E o valor médio e a variancia do processo Gaussiano para o modelo é dado por:

1T(p—1g

1YY 62
Ho=9Tp11 ©2
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R 10y Gg-10
ogz=(g H) - G-1p) (63)

A minimizacao da Equacéo (61) sera realizada através do algoritmo Otimizacao
por Enxame de Particulas. Uma vez conhecido os hiperparamétros, a previsdo do
Kriging para um ponto especifico 8 no problema OED é dada por:

Média Incerteza d&metamode|o

. = - R
90%) = "fig + hTwl(G-1pg) |, (64)

em que,

fig € o estimador da média, Equagéo (62);

h é o vetor de correlacao entre a nova previsao 6* e os demais g pontos amostrados;
W ¢ a matriz de correlagdo do metamodelo, Equacéo (60);

G € o vetor de valores calculado de g(8) nos ny pontos amostrados.

O segundo termo no lado direito da Equacao (64) € tido como a incerteza do
modelo substituto, uma vez que seu valor é inferido com base no valor da funcéo
calculada nos pontos do plano amostral.

3.3 PROJETO EXPERIMENTAL OTIMO UTILIZANDO O KRIGING

O modelo, definido na Equacéo (1), agora € representado como:

A

yid) =gd®.e)+e;,  i=1,...,Ne, (65)

em que o modelo do Kriging g gerado substitui o procedimento original dispendioso
empregado para avaliar o modelo direto. Assim, a verossimilhanga da inferéncia Baye-
siana, conforme definida na Equacéo (3), € aproximada como:

Ne

: (K) _Ne 1
p(Y10,d'") = det (2mX¢)" 2 exp 5
i=1

y;(d"")—g(d(k),e);) . 6)
A Figura 10 apresenta o grafico do modelo para o exemplo da viga de Euler-
Bernoulli submetida a uma carga pontual, Figura 1, tragado para o modelo original e
através do metamodelo do Kriging, com uma amostragem de 10 pontos. A equagao
que define o modelo é g(x,E) = 62T’7L(L2x—4x—x3), e os graficos foram tracados para
a posicao x = 3m, ou seja, g(3,E), onde E é a variavel incerta a ser recuperada.
No Algoritmo 2 é apresentado a rotina de calculo do SEIG para uma dada posi-

cao d¥), utilizando o Kriging como substituto do modelo direto. Assim, a atualizagéo
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Figura 10 — Grafico do modelo e do metamodelo do Kriging para o exemplo da viga
de Euler-bernoulli na posicéo x = 3,0m.
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do valor do modelo através do DLMC é realizada através do metamodelo, g(d,0), li-
nhas 13 e 17 do Algoritmo 2. Ao empregar a superficie preditora do Kriging em vez do
modelo originalmente dispendioso, espera-se que o custo relacionado ao modelo seja
insignificante. Além disso, este método permite superar as instabilidades numéricas do
DLMC, além de lidar com problemas envolvendo variaveis discretas, descontinuidades
no dominio e distribuicdes de probabilidade ndo Gaussianas.
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Algoritimo 2 Pseudocédigo para o estimador SEIG abordando o Kriging.

1: funcao Zxpr(d)

2 Amostrar 6() obtendo I

3 Calcular g(d,0") nos pontos amostrados, obtendo G

4 Construir a superficie preditora g(d,0)

5: paran=12,... N fazer Lago externo
6: Amostrar 6, de 1(0)

7 Atualizar g(d,0n)

8 parai=12, ..., Ng fazer

9: Amostrar €; ~ N (0,%)

10: y,'%g(d,en)+£,'

11: finalizar para

12: Yn<«{ y,-}l.’\f1 .

13; P(Y 1l0n,d) < det (2115) 2" exp (—% e \|r,-(d,6,6*,£)H§g1>

14: param=12,... .M fazer Lago interno

15: Amostrar 6}, para ()

16: Atualizar g(d,07,)

17: P(Y nl0%,d) « det (25" F ex, (=52 1 v\ () - 6(d, 07 |2
: nl9m; € P32 Ily;(d)—g(d,6r) ||Zg1

18: finalizar para

19: P(Ynld) < 7 Xy P(Y nl6].d)

20: finalizar para
. N Yn en;d

211 Ipimc « § Lnetlog <w>

22: retornar Zp; psc(d)

23: finalizar funcao
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4 OTIMIZAGAO GLOBAL EFICIENTE

Algoritmos baseados no metamodelo do Kriging sdo amplamente utilizados em
problemas de otimizacao devido a sua capacidade de gerar previsdes em cenarios de
alto custo computacional, ao mesmo tempo que fornece estimativa dos erros dessas
previsdes. A incerteza na superficie de resposta é quantificada por meio do MSE,
possibilitando reduzir o numero de avaliagdes da fungéo objetivo.

Uma abordagem tradicional para otimizacao através do Kriging é o EGO (JO-
NES, 2001). Este método tem sido amplamente aplicado e se destacando por sua
eficiéncia na busca pelo 6timo global de fungdes complexas e caras de avaliar (NAS-
CENTES et al., 2019; CARRARO et al., 2019; MIGUEL et al., 2022; GU, 2021; CAR-
LON et al., 2023).

O algoritmo EGO comeca simulando um conjunto restrito de combinacdes de
entrada, denominado plano de amostragem inicial, para construir um modelo subtituto
pelo Kriging para Zxg(d). Subsequentemente, séo selecionados iterativamente novas
combinagdes de entrada, utilizando um critério de preenchimento (IC, do inglés Infill cri-
teria) que captura informacdes do metamodelo. Nesta pesquisa é empregado o critério
El para este propdsito. A superficie de resposta € entdo atualizada sequencialmente
com as informagdes adquiridas dos novos pontos simulados, chamados IPs. Este pro-
cesso é repetido até que o nivel de desempenho desejado seja alcangado, que, neste
trabalho, sera determinado pelo nimero maximo de chamadas do modelo direto.

Essa segunda abordagem do Kriging, aplicada ao processo de otimizacao do
SEIG utilizando o EGO, é denominada de etapa 2. Neste capitulo, é apresentado
a construcdo do metamodelo de Kriging para aproximar o SEIG e o processo de
maximizagao utilizando o algoritmo EGO, abordando o El para a sele¢do de novos
pontos. Por fim, é apresentado um esquema completo da abordagem em duas etapas
do Kriging para problemas de OED Bayesiano através do SEIG.

4.1 APROXIMAGAO DO SEIG PELO KRIGING

No processo de otimizacao, primeiramente € criado um plano de amostragem
do Kriging para o SEIG I contendo nj pontos, ou seja,

r={d"d@ . dsh, (67)

Para a obtencado das amostras é utilizado o método LHS (FORRESTER; SO-

BESTER; KEANE, 2008). Em seguida, é avaliado o valor da fungéo objetivo Zxg(d)
em cada um desses pontos, obtendo-se:

T = {Tigh T Tk (69)
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Na etapa seguinte, o modelo preditivo iKF; € construido com base nas informa-
cOes existentes do plano de amostragem inicial (I e Z) por meio do Kriging (SACKS
et al., 1989), conforme detalhado na Secdo 3.2. E importante observar que tal substi-
tuto é construido com base no vetor de variaveis de projeto d. A covariancia entre dois
pontos de entrada d?) edV) ¢ expressa da seguinte forma:

Ng . )
[%ol; = oF exp [—Z cr |of - af| ] , (69)
r=1

onde og € a variancia do processo Gaussiano. O parametro desconhecido ¢, é obtido
pelo MLE, Equacéo (70), com limite de =3 < ¢, < 2, em base logaritmica de dez.

n; = 1
Lin(0g, Cr) ~ —f In(G3) - > 4 (70)

Resultando na seguinte média e variancia do processo Gaussiano:

1Ty 17

= 71
1Ty-11 (71)

e

52 _ (Z=119) "¥(T 1)
0 Njs

(72)

Para otimizar a Equacéao (70) sera utilizado o algoritmo metaheuristico PSO
(FORRESTER; KEANE, 2009). Uma vez conhecido os hiperparamétros, a superficie
preditora e a variancia do Kriging para o SEIG em um determinado ponto d* é dada
por:

Ikr(d*) = fig + T (Z - 11g) (73)
s2(d*) = 63 1—thu-1h+“‘mﬁh)2 (74)
77T 1Ty-14

Em que,

Hg € o estimador da média, Equagao (71);

h € o vetor de correlagéo entre a nova previsdo d* e os outros njg pontos amostrados;
Y ¢é a matriz de correlacao do metamodelo, Equacéao (60);

Z é o vetor de valores calculado de g(6) nos n;s pontos amostrados.

Como discutido na Secao 3.2, na matriz de correlacao ¥, o valor do preditor é
igual ao valor da fungao objetivo nos pontos amostrados, portanto, o erro € nulo nesses
pontos. Isso € esperado pois supde-se um problema deterministico, portanto ndo ha
incerteza sobre pontos conhecidos.
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4.2 CRITERIO DE PREENCHIMENTO

As estimativas do erro associadas a constru¢ao do Kriging permitem fazer com-
pensacdes entre novas posicées de amostragem onde haja uma boa previsao (ex-
ploracéo local) e amostragem onde ha alta incerteza do preditor (exploracao global)
(FORRESTER; KEANE; BRESSLOFF, 2006). Ou seja, equilibrar a necessidade de
explorar o espaco de projeto através com a necessidade de melhorar a aproximacgao
local.

Neste trabalho é empregado o algoritmo EGO combinado com o critério de me-
lhoria esperada (El, do inglés Expected Improvement) como critério de preenchimento.
Este método estima a quantidade de melhoria esperada em um dado ponto ndo simu-
lado do dominio. A melhoria no ponto de projeto d € avaliada usando as informacoes
do preditor do Kriging iKF; (d) e sua variancia s2Z(d). Se a melhor solugdo encontrada
até a iteracao atual € Zmin = min {Iﬁ) ,IEF)?, e ,Ifgéf)}, entdo, conforme mostrado em
(FORRESTER; KEANE; BRESSLOFF, 2006), o El é analiticamente tratavel e dado
por:

. Zrmin — Zkra(d) Irin — ZkrR(d)
Eld) = |Zmin - Zxg(d)| @ | =M —_—KRZD ) | s/ (d)g | =M KR ) (75
(d) = | Zoin — Za(d)| ( — rd) | =m0 (75)
onde @(-) e ¢(-) s&o, respectivamente, a fungéo de distribuicdo cumulativa e a funcao
de densidade de probabilidade Gaussianas. Assim, a cada iteragéo do EGO, o seguinte
problema de otimizacao é resolvido para escolher o préximo IP:

d** = arg max(El(d)). (76)
de S

Em seguida, d** é adicionado ao plano de amostragem I', e um novo substituto para o
SEIG é construido. Esse processo € repetido até que um critério de convergéncia seja
alcancado, no caso trabalhado nessa pesquisa, até que o maximo numero de IPs seja
atingido.

A rotina da abordagem do EGO para a maximizacao do SEIG é representada
no Algoritmo 3. O processo consiste em obter a posi¢ao d,,;, mais promissora ma-
ximizando o El. No algoritmo, observa-se que, dada a amostragem inicial de d(7is) e
seus respectivos valores I}?”S), é tracada a superficie preditora do Kriging para o SEIG,
Zkpr. Os pontos amostrados compde o vetor inicial dos valores de projeto, dggpo €
Zeco- A partir do IP simulado, é calculado Zxr(d*) na nova posicéo. Esses valores
sao adicionados ao conjunto de solucdes viaveis e utilizados para atualizar o metamo-
delo Zxg(d*). O processo se repete até que o nimero de pontos adicionados atinja o
namero maximo de IPs desejado, e o valor do minimo seja obtido.
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Algoritimo 3 Pseudocédigo do algoritmo EGO.

funcao EGO

Amostrar d(s)_ obtendo I

Calcular Iﬁ(”,gf) nos pontos amostrados, obtendo Z

1:

2

3

4: Construir a superficie preditora Zxr
5: dego < T

6: IEGO +— T

7 Im,'n <+ min IEGO

8 enquanto n < nlPs

9: d* < max |Zyin —IK/:;(d)} 0] (I—”‘"‘S_jg’)?(d)) +s7(d)p (I—m'”sjg')?(d))
10: Ikr < funcao Zyxpr(d*) (Algoritmo 2)

11: dEGO<_[dEGO+d*]

12: ZeGo < [Zego + kRl

13: Atualizar Zxg a partirde dggo € Zego

14: se IKFw’ < Im,'n

15: Im,'n < IKF?

16: dip < d*

17: finalizar

18: finalizar
19:  retornar d,j, € Zpin
20: finalizar funcao

4.3 DUPLA ABORDAGEM DO KRIGING

A metodologia de dupla abordagem do Kriging proposta para a solucéo eficiente
de problemas OED Bayesiano ¢ ilustrada no fluxograma apresentado na Figura 11 e
sera denominada EGO-KR.

Como apresentado no fluxograma, o método proposto comeca construindo a
amostragem inicial I', composta dos d(is) pontos, referente ao parametro do experi-
mento a ser otimizado. Para cada ponto, é realizado o calculo do Zkgr, sendo este a
primeira etapa da dupla abordagem do Kriging. O processo consiste em construir uma
superficie preditora para o modelo direto do problema utilizando o Kriging, tendo o
parametro da quantidade de interesse desconhecida (6) como variavel de projeto. Em
seguida, serd utilizado essa superficie preditora para obter o Zxg através do DLMC. O
custo desse processo sera irrisorio, visto que sera utilizado a superficie preditora ao
invés da funcao obijetivo originalmente custosa.

Na segunda etapa, os Zxgr pontos irdo compor o vetor de amostragem inicial
7, que é utilizado para construir a superficie de resposta do SEIG, Zxg, utilizada
no processo de otimizacdo. Subsequentemente, é selecionado o novo IP, d**, que
apresente a maior melhoria, utilizando o El como métrica de preenchimento. A cada
novo IP, repete-se a etapa 1 do Kriging atualizando o modelo iKR com as novas
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Figura 11 — Fluxograma para o método de dupla abordagem do Kriging em problemas
OED Bayesiano.

Inicializacao do EGO-KR.

metamodelo dg Kriging
para SEIG, Igrg .
(Secdo 4.2)

L

r i | Amostragem inicial do :

em | SEIG. ;

| T ={dW,...,d"™)} |

| (Equacdo 28) '

-- Etapa 1 do Kriging ------------ ! i
e R T ;

Amostragem inicial parao | Tkr iy EaEiCUIGPEEQ ; :
modelo direto T',. ] (Equagdo 29) '
G={g(6"M),...,9(6")} i J §
(EquacBes 15 e 16) | Construcdo do

Construcdo do metamodelo
do Kriging para o modelo
direto, §(f) . (Secdo 3.1)

d** Busca do novo IP, d*".
(Equacdo 35)

W

Atualizacio de Tk, Toold™
utilizando o DLMC. | kr(d”) Adicionard”"a T
| e Txn(d™)3 I.

O critério de parada
foi atendido?

Retorna o maximo SEIG.

informagdes até que o critério de parada seja atendido.

Retomando o exemplo da viga de Euler Bernoulli submetida a uma carga pon-
tual, a Figura 12 apresenta graficamente o processo de maximizacao do SEIG utili-
zando o metamodelo de Kriging e o EI como métrica de preenchimento. Nesse caso, a
otimizagéo do SEIG é realizada como um projeto de minimizagao, invertendo o valor do
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SEIG ao multiplicar por —1. O metamodelo foi construido com base em 8 pontos de su-
porte d, representados pelos marcadores circulares laranjas, e o critério de parada foi
definido como a quantidade maxima de IPs igual a 4, representados pelos marcadores
laranja. O valor 6timo obtido é indicado pelo marcador em forma de estrela amarela.

Figura 12 — Estimativa do SEIG pelo EGO para o exemplo da viga de Euler-Bernoulli.

T T T T T T T T
| \ — — — modelo original
-0.5 “"]I \ Kriging .
\ \ @ amostragem Kriging
Sl R ® IPs 1
U |
| T -
1.6} \ "..
x '\
o -2 F \ I". o
b~ A
2.57 W, ]
x_\k
Y
-3 r —‘1‘-.._::“__ i
N
3.5 1.\‘:-\ §
Sl 4
-4 ke ke ke ke ok . L A . ke ol ok . L A W_Lh--
OO0 OoOO0OD0O0OoO0O000D000o0noQo0o
D OoOWNOoOnDoODOoOnOoOnoWnoOnoIWoOIInDo
— M T WO M~ OO MM N 00— O = I = 0O
— v v w v v— v 0 O O O O O
X|mm|

Observa-se que a métrica de preenchimento adotada aloca pontos ao longo
do dominio de busca, abrangendo regides de maior incerteza do metamodelo e uma
maior concentracao na area do minimo global. Isso indica um equilibrio eficaz entre a
exploracao global do metamodelo e a exploracéo local, visando obter uma estimativa
mais precisa do valor minimo da funcao. A superficie preditora ajustada passa pelos
pontos de suporte, mantendo uma boa representacao do problema. Além disso, o me-
tamodelo apresenta uma boa aproximacéao da curva da funcéo original, representado
pela linha pontilhada.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secédo, a eficiéncia e robustez da dupla abordagem Kriging proposta
(EGO-KR) ¢ avaliada na resolugao de problemas OED Bayesiano. Os resultados obti-
dos pelo EGO-KR sdao comparados com os obtidos por outros algoritmos da literatura,
bem como com o EGO-DLMC, que utiliza o EGO como ferramenta de otimizagdo sem
empregar o modelo substituto para avaliar o SEIG. Esta comparagéo visa verificar
se 0 uso da abordagem do modelo substituto nas duas etapas apresenta algum im-
pacto negativo na precisdo geral do algoritmo proposto. Além disso, o desempenho
da abordagem proposta é avaliado comparando os resultados com os de algoritmos
recentes e eficientes, como EGO-PCE e EGO-BCS (CARLON et al., 2023). Esses
algoritmos foram escolhidos para comparagao pois demonstraram ser mais eficientes
do que métodos de gradiente na resolucao de problemas de OED Bayesiano, conforme
demonstrado em Carlon et al. (2020b, 2023).

O desempenho do método proposto sera avaliado usando trés exemplos. O
primeiro exemplo envolve a resolugéo de um problema OED bidimensional, que apre-
senta ndo-linearidade nos parametros e nas variaveis de projeto. O segundo e o ter-
ceiro exemplos consistem em problemas de vigas modelados de acordo com a teoria
de Timoshenko. No segundo exemplo, o objetivo é otimizar o posicionamento de um
extensdmetro, definindo sua posi¢ao horizontal e vertical na viga, a fim de inferir sobre
propriedades mecanicas incertas, como os mddulos de elasticidade transversal e lon-
gitudinal. Por fim, no terceiro exemplo, o objetivo é posicionar dois extensémetros, ou
seja, quatro variaveis de projeto, a fim de caracterizar a posicao e magnitude de trés
cargas verticais aplicadas na viga, totalizando seis parametros incertos.

O custo computacional é avaliado através do numero de chamadas do modelo
direto (NCFM, do inglés Number of calls of the forward model) e é empregado como
critério de parada em todos os exemplos. O NCFM representa a frequéncia com que o
modelo direto dispendioso foi acessado durante o processo de maximizacao do SEIG.
Os resultados foram analisados considerando tanto o custo computacional associado
ao NCFM, quanto a precisdo dos resultados obtidos. O custo computacional para
estimar o maximo SEIG é calculado multiplicando o nimero necessario de chamadas
do modelo direto para construir o metamodelo, g, pelo numero de vezes que o SEIG
foi calculado durante o processo de otimizacdo EGO-KR, ou seja, ny x (njs + IPs).

Devido a natureza estocastica do SEIG, os resultados obtidos n&o sdo determi-
nisticos e podem mudar quando o algoritmo é executado varias vezes. Por essa razao,
serao apresentados a média, o desvio padrao (std) e o melhor valor obtido em um
conjunto de pelo menos 10 execuc¢des independentes para cada problema. Todos 0s
valores de SEIG (e suas médias e desvios padrao) apresentados nesta secao foram
avaliados utilizando DLMC e o modelo direto original (g). As Unicas excecdes sao 0s
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valores entre parénteses nas Tabelas 2 e 6, que fornecem a estimativa do SEIG utili-
zando DLMC+Kriging ou PCE+Laplace, respectivamente. Além disso, todos os valores
de SEIG foram calculados utilizando as mesmas realizacdes das variaveis aleatérias
On, €n € 6 m- O nimero de pontos amostrais nos lagos interno (M) e externo (N) é
detalhado no texto de cada exemplo.

As rotinas computacionais foram desenvolvidas utilizando o software comercial
Matlab® (MATHWORKS, 2021).

5.1 EXEMPLO 01: MODELO NAO LINEAR

Nesta secao é avaliado o modelo algébrico apresentado por Huan e Marzouk
(2013), o qual apresenta nao-linearidade nos parametros e nas variaveis de projeto.
O experimento visa inferir a posicao d que resulta no maximo ganho de informacéao
sobre o parametro de incerteza 6, com base em duas medicdes de y, ou seja, Ne = 2.
O problema é dado pelo seguinte modelo:

y(d,6) = g(d,0) +¢, (77)
= 0%d® + 0 exp(-|0.2—d|) +¢, (78)

em que yq o € a variavel escalar observavel, n, = 1, g(d, 6) € o modelo, 6 € a variavel
de interesse incerta a ser recuperada, ng = 1, que apresenta a distribuicao a priori
m(6) ~ U(0,1), d é o dominio de projeto dy,ds € [0,1], ny = 2, € € representa o erro de
medigao com distribuicdo Gaussiana &1 o ~ N(0,107%).

5.1.1 Resultados e discussoes

Neste exemplo, ambos os experimentos sdo descritos pelo mesmo modelo,
entretanto, os resultados de um experimento n&do podem ser usados para projetar o
outro. A Figura 13 apresenta a curva de comportamento do modelo g;, i = 1,2, nas
posi¢cdes d=0 e d=1 tragcados a partir do modelo original, curva azul, e através do
metamodelo do Kriging, linha tracejada laranja, usando uma amostragem de cinco
pontos para a construcao do preditor, representados pelas marcagdes redondas.

O desempenho do EGO-KR é comparado com os resultados obtidos pelo EGO-
DLMC e com os resultados obtidos por Huan e Marzouk (2013). Em ambos os algo-
ritmos, EGO-KR e EGO-DLMC, o numero de pontos amostrais para o lago externo foi
fixado em N=15000, enquanto M=1000 pontos amostrais foram usadas para o laco in-
terno. No processo de otimizagdo, uma amostragem inicial n;; = 10 foi empregada para
construir o substituto Kriging da fase 2, Zxs(d), e o critério de parada foi estabelecido
para 5 IPs.

Para construir o substituto Kriging da fase 1, g(0), dois orcamentos computaci-
onais foram analisados. No primeiro cenario, um plano de amostragem de ny = 20 foi
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Figura 13 — Representacao do modelo original e do metamodelo do Kriging nas posi-
coesd=0.2ed=1.0.
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Tabela 1 — Estatisticas das 10 execuc¢des independentes para o problema nao linear.

NCFM média std

EGO-DLMC 150x10% 4.1035 0.0229
EGO-KR 300 4.0969 0.0188
EGO-KR 150 4.0906 0.0226

Figura 14 — Estimativa do SEIG para o projeto de dois experimentos pelo EGO-KR: os
circulos laranja representam o plano de amostragem inicial, os circulos
azuis indicam os pontos de preenchimento e as estrelas representa o
minimo obtido.

utilizado, resultando em NCFM = 20 x (10 + 5) = 300. No segundo cenario,foi empre-
gado ny = 10, totalizando NCFM = 10 x (10 + 5) = 150. Cada algoritmo passou por dez
execucoes independentes, e as médias e desvios resultantes para o maximo SEIG sao
apresentadas na Tabela 1.

A partir dos resultados apresentados na Tabela 1, o algoritmo EGO-KR demons-
trou uma consisténcia em seus resultados para os diferentes orcamentos computacio-
nais analisados, mantendo um desvio padrao baixo. Um destaque significativo ocorre
no caso de ny, = 10, que exigiu apenas NCFM = 150, e forneceu resultados promis-
sores. O melhor resultado obtido pelo EGO-KR com ny, = 10 ocorreu em d = [1,1],
resultando em Z = 4.11560. De acordo com os resultados obtidos pelo EGO-DLMC
e apresentados por Huan e Marzouk (2013), o ganho maximo de informacao € en-
contrado nas regides de d = [0.2,1], d =[1,0.2] e d = [1,1]. A Figura 14 ilustra uma
execugao tipica do algoritmo EGO-KR.
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Figura 15 — Geometria da viga de Timoshenko e da secao transversal para o problema
de caracterizacao do material.

qo
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A andlise desses resultados revela que o EGO-KR alcanga um valor médio de
SEIG muito préximo ao obtido pelo EGO-DLMC, mas com um custo computacional
menor. Portanto, o algoritmo EGO-KR identifica com sucesso o ponto de maximo ganho
de informacao, apresentando precisao satisfatéria.

5.2 EXEMPLO 02: POSICIONAMENTO DE EXTENSOMETRO PARA CARACTERI-
ZACAO DAS PROPRIEDADES MECANICAS DA VIGA

O exemplo apresentado por Carlon et al. (2023) envolve posicionar um extenso-
metro na viga de forma a maximizar o ganho de informacédo sobre os médulos de
elasticidade longitudinal e de cisalhamento (E e G). Neste contexto, ha duas variaveis
de projeto, ny = 2, que representam as posigoes horizontal e vertical do extensémetro,
que serao obtidas fazendo inferéncia sobre a duas propriedades incertas do material,
ng = 2. A viga é simplesmente apoiada e submetida a uma carga uniformemente
distribuida, conforme ilustrado na Figura 15. Apresenta comprimento de 10 metros, e
secao transversal com altura de 2 metros e largura da base de 0,1 metro. O sistema de
coordenadas é definido com origem no apoio esquerdo da viga € na metade da altura
da secdo transversal, H/2. Uma carga transversal uniformemente distribuida de 1000
kN/m ¢ aplicada ao longo do eixo longitudinal da viga.

A viga é modelada utilizando a teoria de Timoshenko (TIMOSHENKO, 1921),
que € um modelo mecanico que considera as deformacdes resultantes tanto das
tensées normais quanto das tensbes de cisalhamento. O modelo é dado por:

L
KsGAre1a = 952 — qoxq,

QoX1(Le—X1) (79)
2

Eln€11 = Xo,

em que <11 € a deformacéo normal, 1o é a deformacéo de cisalhamento, x; e xo
sédo as posigdes do extensémetro nos eixos horizontal e vertical, respectivamente,
Qo € a carga uniforme, Le é o comprimento da viga, I, € o momento de inércia da
secao transversal, Ks € a constante de Timoshenko (Ks = 5/6 em todos os casos
considerados neste trabalho) e A, € a area da segéo transversal.
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Tabela 2 — Parametros da distribuicao a priori para o problema de caracterizacao das
propriedades mecanicas da viga.

Parameters 64(GPa) 65(GPa) o) (GPa) 03(GPa) o¢'(mm) oe ' (mm)
Valores 30 11.538 6 2310 6.25x10™% 1.30 x 107*

5.2.1 Formulacao Bayesiana

A posicao 6étima para o extensémetro, que fornece o maximo ganho de informa-
¢éo sobre os parametros desconhecidos E e G, € denotada por d* = (x{,x3). Portanto,
com base na Equacéo (79), o modelo de Timoshenko é representado como

y(d,e)=(511(d,9),512(d,6))+e,- i=1,2,...,Ng

2
_ (dg <QOLed1 —q0d1> %QO— %d1) sy (80)

2011 ' KsOoAr

em que (xq,Xo) e (E,G) sdo substituidos por (di,do) e (61,02), respectivamente. A
distribuicao a priori da Qol é () ~ N ((91 ,62)7, diag[(o})?, (05)2]) e o erro aditivo
da medicdo é &; ~ N (0, %), onde a matriz de covariancia é 5 = diag{ (0¢')2, (0£2)? }.
O valor numérico dessas quantidades usadas neste experimento esta detalhado na
Tabela 2.

Devido a simetria da estrutura, o espaco de projeto € di € [5,10l me db €
[-1,0] m. E por ultimo, para este caso, o nimero de experimentos para cada configura-
cao é Ng = 3.

5.2.2 Resultados e discussoes

Neste exemplo, sera comparado o desempenho do EGO-KR com os algoritmos
EGO-PCE (CARLON et al., 2023) e EGO-DLMC. Para os algoritmos EGO-KR e EGO-
PCE, o SEIG maximo foi recalculado nos pontos étimos utilizando DLMC, garantindo
uma comparagao justa entre os algoritmos. O EGO-DLMC foi exclusivamente empre-
gado para servir de referéncia, pois apresenta um custo computacional consideravel-
mente alto. Cada algoritmo foi executado independentemente 10 vezes. Analisamos o
EGO-KR e 0 EGO-PCE fixando o orcamento computacional como NCFM=150. Para
todos os algoritmos, o numero de pontos amostrais para o lago externo foi fixado em
N = 20000, e para o lago interno foram utilizadas M = 2000 pontos amostrais. Para o
EGO-KR, o numero de pontos amostrais para construir o modelo do Kriging da etapa 1,
g(@), foi analisado em dois cenarios, para n, = 10 e n, = 15. Para o modelo Kriging da
etapa 2 requerido pelo EGO, fKG(d), o plano de amostragem inicial nos dois cenarios
foi njg = 5, e o critério de parada foi mantido como 5 IPs. O que resulta em um custo
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Tabela 3 — Estatisticas das 10 execuc¢des independentes para o problema da viga de
caracterizacdo das propriedades mecanicas: os valores entre parénteses
indicam o SEIG estimado utilizando DLMC+Kriging no caso do EGO-KR, e
utilizando a aproximagao PCE+Laplace no caso do EGO-PCE

NCFM média std
EGO-DLMC 4x108  2.58 (-) 0.035 (-)
EGO-PCE 162  2.50(2.34) 0.14(0.13)

EGO-KR (n, =15) 150 2.57 (2.56) 0.016 (0.024)
EGO-KR (n, =10) 100  2.52 (2.61) 0.050 (0.045)

total para cada cenéario do EGO+KR de NCFM=10(5+5)=100 e NCFM=15(5+5)=150,
respectivamente. Para o algoritmo EGO-PCE, foi definido n;s = 3 e o critério de parada
igual a 3 IPs, totalizando NCFM = 162.

Na Tabela 3, é observado que a média e o desvio padréo do SEIG para EGO-
DLMC e EGO-KR foram muito proximos, com a diferenca entre eles sendo inferior a
0,5% para NCFM = 150 e inferior a 2.3% para NCFM = 100. Por outro lado, o EGO-PCE
alcanga um valor médio quase 3.1% menor do que o valor fornecido pelo EGO-DLMC.
Além disso, o desvio padrao dos resultados do EGO-PCE é consideravelmente maior
do que os outros métodos.

A Tabela 3 também apresenta, entre parénteses, o valor médio do SEIG obtido
diretamente pelo EGO-KR e EGO-PCE, sem recalcular o valor do SEIG nos pontos
6timos. Estes resultados mostram que a qualidade da aproximagao aumenta a medida
que ny € aumentado. Por exemplo, a diferenga percentual entre o valor do SEIG calcu-
lado pelo DLMC usando o modelo original e o Kriging da etapa 1 diminuiu de 3,6%, no
caso em que n, = 10 &€ empregado, para 0,8%, quando n, = 15 foi € aplicado. Além
disso, a qualidade dos étimos encontrados também ¢ influenciada pela qualidade do
modelo substituto, uma vez que os resultados obtidos pelo EGO-KR com ny = 15 sé@o
consideravelmente melhores do que os resultados quando n, = 10 é utilizado. Por
exemplo, o valor médio é mais alto e a dispersao é menor nos resultados do EGO-KR
quando n, = 15 € empregado, conforme ilustrado na Figura 16.

O melhor projeto experimental alcan¢ado pelo EGO-KR foi em d = [7991,7;
—1000,0] mm, o que resultou em Z = 2.6147. Considerando que o modulo de elastici-
dade longitudinal é influenciado pelo momento fletor (com o valor maximo ocorrendo
no meio do vao) e o moédulo de cisalhamento é afetado pelo esfor¢o cortante (com o
valor maximo ocorrendo nos apoios), a sugestao resultante de OED para posicionar o
sensor entre o meio do vao e o apoio direito é consistente. Essa recomendacgao implica
uma compensacgao no ganho de informacao relacionado aos médulos de elasticidade
longitudinal e cisalhamento.
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Figura 16 — Boxplots dos valores étimos obtidos em 10 execucdes independentes para
o problema de caracterizagéo de propriedades mecanicas da viga.
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5.3 EXAMPLO 3: POSICIONAMENTO DE EXTENSOMETROS PARA CARACTERI-
ZAGAO DE CARGAS EM VIGA.

Neste exemplo, apresentado em Carlon et al. (2023), o problema OED envolve
a localizacédo de dois extensdmetros na viga de forma a maximizar o ganho de infor-
magao sobre a magnitude e a posi¢ao de trés cargas pontuais verticais. Neste cenario,
tanto a magnitude quanto o posicionamento das cargas séo incertos, resultando em
seis variaveis de interesse (ng = 6). Este problema OED envolve quatro variaveis de
projeto (ng = 4), que sé@o as posigdes horizontal e vertical dos dois sensores de ex-
tensémetro. Isso implica que o experimento é projetado para fazer quatro medicdes de
deformacao para inferir seis parametros desconhecidos, 0, ou seja, determinar quatro
variaveis de projeto, d, através de um processo de otimizacdo destinado a maximizar a
informacao sobre 6. Assim, a representacdo do modelo direto de seis dimensdes é feita
por meio do metamodelo de Kriging. Esta abordagem minimizara o custo associado
as chamadas do modelo durante o célculo do SEIG.

A viga é simplesmente apoiada e sujeita a trés cargas pontuais verticais com
magnitudes Py, P> e Pz, juntamente com posigoes yq, yo e y3, conforme ilustrado
na Figura 17. Suas dimensdes sao as seguintes: um comprimento de 10 metros, e a
secao transversal tem uma altura de 20 cm e uma largura de base de 10 cm. O sistema
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Figura 17 — Geometria da viga de Timoshenko e secao transversal para o problema de
caracterizagdo das cargas verticais.
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de coordenadas de referéncia é definido com origem no apoio esquerdo da viga e na
base da seg¢éao transversal. Assume-se que o material da viga é isotrdpico e elastico
linear, com médulo de elasticidade longitudinal E = 200 GPa e coeficiente de Poisson
0.3.

A viga é modelada utilizando a teoria de Timoshenko (TIMOSHENKO, 1921),
pela qual podemos aproximar as deformagdes normal e de cisalhamento em qualquer
ponto x1, Xo do dominio por:

KsGAr€12 = Q(X1),
Elneq1 = M(x1)X2,

(81)

onde ¢4 € a deformagéo normal, 1o é a deformagéo de cisalhamento, xy e xo séo
as posicoes do extensd6metro nos eixos horizontal e vertical, respectivamente, Ks € a
constante de Timoshenko (Ks = 5/6 em todos os casos de teste), G e E sdo o mddulo
de elasticidade longitudinal e o mddulo de cisalhamento da viga, Ar € a area da segao
transversal, In € 0 momento de inércia da secéao transversal, Q é o esforco cortante e
M é o momento fletor.

O esforco cortante e 0 momento fletor na viga, em um ponto com uma distancia
X1 para o apoio esquerdo, sdo dados na Equagao (82) e Equagao (83), respectiva-
mente.

3 3
3 Pilo—vy;
Q(X1) _ 21_1 IL( e yl) _Z Pily,'<X1s (82)
i=1

3 3
_ Lt IL =L x1 =Y Pilxy = yi)lyex (83)
i=1

M(x4)

onde P; sdo as magnitudes das cargas pontuais verticais, y; sdo as posi¢des das P;, Le
€ 0 comprimento da viga e 1), especificamente nesta equacéo, representa a fungao
indicadora.
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Tabela 4 — Parametros da priori para o problema de caracterizagao de cargas na viga.

Carga 1 Carga 2 Carga 3
Py(kN) yi(mm) Po(kN) yo(mm) Pa(kN) yz(mm)
Hg 4000 1000 6000 3500 1000 7000
og 1000 100 500 500 300 800

Tabela 5 — Parametros do ruido aditivo para o problema da viga de caracterizacdo da
carga.

Parametros o] (mm) o2(mm) o2(mm) o (mm)

Valores 6.25x 104 13x10% 625x10% 1.3 x107%

5.3.1 Formulacao Bayesiana

Vamos representar os parametros desconhecidos como 6 = [P}, y;], onde | =
1,2,3 corresponde as cargas pontuais verticais. Esses parametros sdo modelados
como uma distribuicdo prévia Gaussiana (@) ~ /\/((pe)T, diag[(ae)2]>, conforme
especificado na Tabela 4.

O erro aditivo da medicéo é dado por &/ ~ N (0, X¢), onde a matriz de covariancia
é 3. = diag[(0})?, (02)2, (62)2, (6%)?], conforme fornecido na Tabela 5.

A posicao 6tima para cada extensémetro € denotada como x/, com j=12.0
vetor de projeto € d = (x],x],x2,x3), e o espago de projeto é definido da seguinte
forma: x{ € [0,10000] mm, x} € [0,100] mm, xZ € [0,10000] mm e x3 € [0,100] mm.
Neste caso, 0 numero de experimentos para cada configuragéo é Ne = 1.

5.3.2 Resultados e discussoes

Neste exemplo, comparamos o desempenho do EGO-KR com o EGO-BCS
(CARLON et al., 2023). O método EGO-BCS utiliza o PCE, avaliado usando a técnica
de Sensoriamento Compressivo Bayesiano (BCS) (MARELLI; SUDRET, 2015). Cada
algoritmo foi executado independentemente 10 vezes. Posteriormente, avaliamos a
precisédo dos resultados do EGO-KR e EGO-BCS recalculando o SEIG nos dez pontos
6timos, desta vez utilizando o método DLMC, e obtendo a média e o desvio padrao do
ganho maximo de informagéo.

No célculo do SEIG usando DLMC, o numero de pontos amostrais foi fixado
como N = 20000 e M = 4000. Para a construgdo do modelo substituto do Kriging
da etapa 1, g(0,d), foram analisados dois cenarios, para n, = 30 e ny = 40. No
processo de maximizagdo do SEIG usando EGO-KR, foram utilizados n;s = 10 pontos
para a construgcdo do modelo de substituicdo do Kriging da etapa 2, juntamente com
5 IPs no processo de otimizagao, resultando em um orcamento computacional total
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de NCFM = 30 x (10 + 5) = 450 e NCFM = 40 x (10 + 5) = 600, respectivamente.
Para a abordagem EGO-BCS, foram empregados n;s = 8 para o plano de amostragem
inicial em todos os casos, com 12 IPs para o BCS de primeira ordem e 3 |IPs para
o BCS de segunda ordem, resultando em NCFM = 1400 e 1925, respectivamente.
Os orcamentos computacionais alocados para PCE-BCS, embora consideravelmente
maiores do que os do EGO-KR, foram determinados como 0 minimo necessario para
alcancgar resultados razoaveis.

As estatisticas das 10 execucgdes independentes de cada algoritmo sédo apre-
sentadas na Tabela 6. Comparando os resultados dos trés algoritmos de otimizagao,
observamos que o método EGO-KR alcangou o maior valor médio de SEIG, com
um numero significativamente menor de avaliacbes do modelo direto em compara-
cdo com ambas as abordagens EGO-BCS. De fato, EGO-BCE de 12 ordem superou
0o EGO-BCS de 22 ordem exigindo menos de 40% do orcamento computacional. O
desempenho superior da abordagem proposta é ainda mais evidente ao analisar os
diagramas de caixa dos 6timos encontrados, como mostrado na Figura 18. Esses
resultados destacam a eficiéncia computacional superior do EGO-KR, pois alcangou
melhores resultados com menos avaliacbes do modelo direto. Vale ressaltar que o
EGO-BCS nao utiliza uma abordagem PCE comum; em vez disso, emprega uma abor-
dagem de regresséao eficiente, indicando que seu custo computacional ndo poderia
ser reduzido ainda mais usando técnicas mais avancadas. Isso enfatiza a eficiéncia da
abordagem proposta para resolver este problema de OED. E importante observar que
a qualidade dos étimos encontrados é influenciada pela precisdo do modelo substituto.
Isso & evidenciado pelos resultados obtidos utilizando o EGO-KR com ny = 40, que
foram notavelmente melhores do que os resultados com ny, = 30. Por exemplo, o valor
médio foi mais alto e os resultados apresentaram menor dispersdo quando ny = 40 foi
utilizado.

A Tabela 6 também apresenta os valores de SEIG estimados por DLMC + Kriging
no caso do EGO-KR, e pela aproximagéao PCE + Laplace no caso do EGO-PCE. Pode-
se observar que, embora a diferenga desses estimadores em comparagdo com a
solucao de referéncia (DLMC usando o modelo original) seja maior, os algoritmos de
otimizacao conseguem buscar pela solucao étima.

O melhor ponto encontrado pelo algoritmo EGO-KR para n, = 30 foi d =
[2501,7;100;5067,3; 100] mm, resultando em Z = 8.2545. Considerando que as forgas
aplicadas a viga estao posicionadas préximas as coordenadas y = [1000, 3500, 7000]
mm, pode-se inferir que 0 ganho maximo de informag&o sera alcangado posicionando
0s dois sensores entre as cargas aplicadas e no topo da viga. Portanto, o projeto étimo
para este problema de OED, com o objetivo de localizar os dois sensores, requer que
o primeiro sensor seja colocado mais a esquerda (em 2501 mm), enquanto o segundo
sensor deve ser posicionado entre as cargas centrais e da direita (em 5067 mm).
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Tabela 6 —

Estatisticas para o exemplo caracterizacdo da carga da viga: os valores
entre parénteses indicam o SEIG estimado utilizando DLMC+Kriging no
caso do EGO-KR, e utilizando a aproximagdo PCE+Laplace no caso do
EGO-PCE.

NCFM média std
EGO-BCS (12 ordem) 1400 6.37 (5.75) 0.87 (0.60)
EGO-BCS (22 ordem) 1925 6.13(5.45) 0.47 (0.39)
EGO-KR 600 7.05(8.32) 0.96 (1.02)
EGO-KR 450 6.68 (8.07) 1.65(1.24)

Figura 18 — Boxplots dos 6étimos obtidos para o problema de caracterizacao de carga
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6 CONCLUSAO

Nesta tese foi proposta uma metodologia de dupla abordagem do Kriging para
resolver problemas de projeto experimental 6timo Bayesiano, denominada EGO-KR. O
SEIG foi empregado como medida de informacéao. Para aumentar a eficiéncia computa-
cional na avaliagéo do SEIG, foi introduzido uma superficie preditora do Kriging como
substituto do modelo direto original (Kriging da etapa 1) e empregado o método de
Monte Carlo de lagco duplo para aproximar o ganho de informacéo utilizando o metamo-
delo. No processo de maximizacdo do ganho de informacéo, foi utilizado o algoritmo
EGO, que requer a construgdo de um modelo substituto do Kriging para o SEIG (Kri-
ging da etapa 2). A otimizag&o através do EGO empregou o critério de preenchimento
El para guiar a busca pela solugao global do problema OED.

O método foi aplicado e avaliado em trés problemas de OED com ruido nas
observacgdes e parametros estocasticos. O primeiro caso consistiu em um problema
nao linear com dois parametros incertos e duas variaveis de projeto. Os dois problemas
subsequentes foram baseados em vigas, utilizando o0 modelo de Timoshenko. No se-
gundo problema, o objetivo foi obter a posicao horizontal e vertical de um extensémetro
de forma a maximizar o ganho de informacéo de duas propriedades desconhecidas
dos materiais da estrutura, resultando em dois parametros incertos e duas variaveis
de projeto. O terceiro problema, consistiu em determinar a posicao vertical e horizontal
de dois extensdmetros dada a intensidade e posicéo incertas de trés cargas pontuais
atuantes na estrutura, resultando em seis parametros aleatérios e quatro variaveis de
projeto.

O custo computacional foi avaliado com base no NCFM, enquanto a preciséo
e eficacia, através da comparacao dos resultados com a abordagem do DLMC sem
0 uso do preditor como substituto do modelo e a abordagem EGO-PCE e EGO-BCE
(CARLON et al., 2023), que empregam a aproximagao de Laplace.

Os resultados indicam que a abordagem proposta EGO-KR resolveu efetiva-
mente os problemas analisados, com boa precisao e fornecendo economias computa-
cionais significativas em comparacao com o EGO usando o modelo direto original ou
o método EGO-PCE, representando um método competitivo em problemas de OED
Bayesiano. No terceiro e mais complexo exemplo, foi observada uma reducéao signifi-
cativa no NCFM, obtendo resultados com precisdo superior.

Em resumo, a estrutura proposta permite lidar com problemas computacional-
mente caros sem comprometer a precisao. Também tem o potencial de lidar com casos
de distribui¢cdes posteriores assimétricas ou multimodais e fungdes ndo convexas, ja
que o EGO-KR nao depende da aproximacao de Laplace.
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6.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestao para o aprimoramento de métodos de solugdao de problemas
OED bayesiano, propde-se para trabalhos futuros:

 Aperfeigcoar o método de dupla abordagem do Kriging explorando o aprendi-
zado ativo para otimizar amostras no Kriging da etapa 1. Os resultados dessa
pesquisa evidenciam que a representacdo do modelo impacta diretamente
na precisao no calculo do SEIG. Desta forma, sugere-se o aprimoramento
dessa etapa através do projeto de experimentos (DoE), ou seja, utilizando
uma selecéo inteligente de entrada de projeto experimental;

» Determinar automaticamente o tamanho das amostras do Kriging da etapa
1. Aproveitar o potencial do aprendizado ativo para realizar esse processo
de forma adaptativa e eficiente;

* Investigar a eficiéncia de outros metamodelo, com as redes neurais artificiais,
para a representacdo do modelo;

» Explorar uma abordagem alternativa a dupla abordagem do Kriging, consi-
derando tanto os parametros incertos quanto as variaveis de interesse na
construgédo do metamodelo durante o processo de maximizagao do SEIG;
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