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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo comparar os principais modelos paramétricos
e ndo parameétricos de estimacdo da estrutura a termo da taxa de juros, aplicando-os
para a estrutura a termo da taxa de juros brasileira. Nesse sentido, foi realizada uma
revisdo de conceitos elementares acerca de titulos de renda fixa, taxas de juros,
curva de juros e metodologias para estimacdo da curva de juros. Do lado de
modelos paramétricos, foram utilizados os modelos de Nelson Siegel (1987) e de
Svensson (1994); enquanto dos modelos ndo paramétricos, foi empregado o método
de cubic splines proposto por McCulloch (1971). Os resultados obtidos demonstram
a superioridade dos modelos baseados em splines em termos de ajuste da curva
quando comparados com o0s modelos paramétricos. Além disso, foi possivel
observar que o modelo de Svensson apresenta uma capacidade de ajuste superior
ao modelo de Nelson Siegel, sobretudo para maturidades mais curtas e em casos
em que a estrutura a termo exibe inflexdes mais significativas em termos de
inclinacao.

Palavras-chave: Estrutura a termo da taxa de juros; modelos paramétricos; modelos
nao-paramétricos.



ABSTRACT

The present work aims to compare the main parametric and non-parametric models
for estimating the term structure of interest rates, applying them to the Brazilian term
structure of interest rates. In this regard, a review of elementary concepts about fixed
income securities, interest rates, yield curve, and methodologies for estimating the
yield curve was conducted. On the parametric models side, Nelson Siegel (1987) and
Svensson (1994) models were used; while from non-parametric models, McCulloch's
(1971) cubic splines method was employed. The results obtained demonstrate the
superiority of spline-based models in terms of curve fitting when compared to
parametric models. Furthermore, it was possible to observe that the Svensson model
presents a superior fitting capacity compared to the Nelson Siegel model, especially
for shorter maturities and in cases where the term structure exhibits more significant
inflections in terms of slope.

Keywords: Term structure of interest rates; parametric models; non-parametric

models.
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1INTRODUCAO

De maneira geral, os agentes econdmicos enfrentam algum grau de
incerteza durante o processo de decisbes como consumo, investimento ou
formulacdo de politicas publicas. Nesse sentido, as expectativas constituem
elemento central para a tomada de decisdo, permitindo que o agente fundamente,
ao menos em parte, sua decisdo. Uma das fontes frequentemente utilizadas para
extrair informacgdes Uteis acerca da economia e avaliar as expectativas do mercado
guanto a diversos indicadores econémicos € a curva de juros, ou estrutura a termo
da taxa de juros.

A estrutura a termo da taxa de juros consiste na representacao da funcao
que relaciona as taxas de juros de determinado instrumento financeiro, como titulos
de divida, as suas respectivas maturidades em determinado ponto no tempo (Bodie;
Kane; Marcus, 2021). A partir dessa relacdo, os participantes do mercado podem
extrair informacdes relevantes acerca da trajetéria de varidveis econ6micas de
grande interesse para os formuladores de politica econdmica, como o crescimento
futuro do produto e as expectativas de inflacdo; bem como para a gestdo de
portfélios de renda fixa por parte de administradores de fundos de investimento,
através da precificacdo de ativos e instrumentos derivativos utilizando informacdes
fornecidas pela curva de juros (Caldeira, 2011).

O poder preditivo da estrutura a termo da taxa de juros para estimar o0 curso
de variaveis centrais para a economia ja foi testado sob diversas oOticas: Estrella e
Hardouvelis (1991) apresentam evidéncias de que a inclinacdo da curva de juros
pode prever mudancas cumulativas no crescimento do produto real em um horizonte
de até quatro anos, bem como mudancas marginais no PIB até um ano e meio para
a economia americana. Complementarmente, Harvey (1989) demonstra que
modelos de previsdo baseados na estrutura a termo da taxa de juros foram capazes
de explicar mais da metade da variacdo do PIB em paises que compde o G-7 de
1969 a 1984.

Além disso, a estrutura a termo da taxa de juros contém informacdes
relevantes para estimar a inflacdo futura, variavel de importante interesse para a
autoridade monetaria e agentes do mercado em geral. De acordo com Minshkin
(1990), para maturidades entre nove e doze meses, a curva de juros americana é

capaz de fornecer informacdes significativas acerca da trajetéria futura da inflacao;
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enquanto maturidades menores do que seis meses fornecem informacdes
relevantes sobre a estrutura a termo das taxas reais de juros.

Conforme apresentado, a ETTJ fornece informacbes fundamentais para
andlises financeiras e macroecondmicas. Contudo, uma limitacdo pratica é que o0s
dados disponiveis geralmente ndo permitem a construcdo direta de uma curva
continua, apresentando-se apenas como um conjunto discreto de pontos e suas
respectivas maturidades (Caldeira; 2011). Dessa forma, é necessario utilizar
métodos de interpolacdo para construir uma curva continua a partir desses dados
discretos.

A literatura vigente apresenta diversos métodos utilizados por instituicdes
como bancos centrais para estimar de maneira eficiente a estrutura a termo da taxa
de juros. Os métodos amplamente utilizados podem ser divididos entre modelos
paramétricos, como os modelos de interpolacdo paramétrica propostos por Nelson e
Siegel (1987) e Svensson (1994); e modelos de interpolacdo ndo paramétricos,
como modelos baseados em cubic splines e exponencial splines (Caldeira, 2011).
Cada um dos métodos estudados pela literatura possui vantagens e restricdes
especificas durante o processo de modelagem e estimacdo, de modo que néo ha
alternativa definitiva que impligue no descarte das outras.

O intuito do presente trabalho reside, portanto, na revisdo da literatura atual
e na avaliacdo empirica dos principais métodos paramétricos e nao paramétricos no
processo de estimacdo da estrutura a termo da taxa de juros, aplicando-os para a
ETTJ brasileira.

1.1  OBJETIVOS

Os objetivos do presente trabalho podem ser divididos em geral e

especificos.

1.1.1 Objetivo Geral

Avaliar os métodos paramétricos e ndao paramétricos mais utilizados no
processo de modelagem e estimacdo da estrutura a termo da taxa de juros através

da aplicacdo destes utilizando dados da curva de juros brasileira.
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1.1.2 Objetivos Especificos

Dentre os objetivos especificos, busca-se:

Apresentar a literatura atual acerca das teorias da estrutura a termo

da taxa de juros;

e Apresentar os principais métodos paramétricos e ndo paramétricos
utilizados na estimacao da curva de juros;

e Testar individualmente cada um dos métodos utilizando a curva de
juros brasileira;

e Avaliar os resultados obtidos com cada modelo, comparando o ajuste

entre eles.

1.2 METODOLOGIA

O presente trabalho possui como objetivo empregar modelos de estimacéo e
modelagem da estrutura a termo da taxa de juros. Nesse sentido, 0 presente
trabalho possui uma abordagem majoritariamente quantitativa: serdo empregadas
técnicas econométricas para a estimacao da curva de juros.

Inicialmente, sera realizada uma apresentacdo descritiva da literatura
existente acerca da estrutura a termo da taxa de juros, elucidando as teorias que
buscam explicar o seu comportamento. Conforme Prodanov e Freitas (2013),
procura-se através dessa revisdo bibliografica a exposicdo e contextualizagdo do
tema a luz dos ultimos avangos e marcos alcancados pela comunidade cientifica.
Com o mesmo objetivo, serdo apresentados e discutidos os principais métodos de
modelagem e estimagéo utilizados atualmente por instituicdes como bancos centrais
e agentes do mercado, sendo esses modelos divididos entre modelos paramétricos
e nao paramétricos, elucidando a aplicabilidade de cada método segundo a
literatura.

Em seguida, serdo estimados os modelos e apresentados os resultados
efetivamente obtidos com cada uma das técnicas. Os dados utilizados no processo
da construcdo da curva de juros compreendem as taxas efetivas do DI pré para 252

dias Uteis, disponibilizadas diretamente pela BM&F, onde sdo negociados 0s
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contratos futuros. A partir delas, pretende-se estimar as curvas de juros através dos
seguintes modelos: cubic splines, Nelson-Siegel e Svensson.

Por fim, com as curvas efetivamente estimadas, seus resultados serao
sujeitos a analise comparativa. Complementarmente, através de medidas
estatisticas de ajuste, serdo avaliados os resultados obtidos entre os modelos
paramétricos, visando elucidar a capacidade de ajuste de cada um as diferentes

maturidades.
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2TITULOS E A CURVA DE JUROS

2.1 TITULOS ZERO-CUPOM

Um titulo pode ser descrito como um instrumento financeiro de divida que
concede ao seu detentor o direito sob determinado fluxo de pagamentos futuros em
datas predeterminadas (Shiller; Mcculloch, 1987). Tais titulos sdo frequentemente
utilizados por empresas e governos como ferramentas para o financiamento de suas
atividades, e em contraste com as a¢fes, ndo concedem ao seu detentor o direito de
propriedade sobre a firma (Caldeira, 2011).

Existem essencialmente duas grandes classes de titulos: aqueles que
realizam pagamentos periddicos, denominados cupons, além do seu valor de face; e
titulos zero-cupom. Os titulos zero-cupom, também denominados como de desconto
puro, consistem em uma classe de titulos renda fixa através da qual o emissor se
compromete a realizar um Unico pagamento futuro ao detentor do titulo, chamado de
principal ou valor de face, sem fluxos de pagamento intermediarios. Essa classe de
titulos é vendida com desconto, e espera-se que seu preco aumente gradualmente
ao longo do tempo até a sua maturidade, momento em que alcanca o seu preco
maximo (por convencdo, $1) e é realizado o pagamento do principal (Shiller;
Mcculloch, 1987). Cabe destacar que essa caracterizacdo parte de um cenario ideal,
no qual ndo h& possibilidade de default (inadimpléncia) pelo emissor do titulo.

2.2 TAXAS DE JUROS SPOT

No ambito de titulos zero-cupom, a taxa a vista, também denominada spot
rate ou yield to maturity, € a taxa de juros que vigora hoje para um periodo
correspondente ao vencimento de determinado titulo (Bodie, Kane, Marcus; 2021).
Para o investidor, ela representa o percentual de ganho de capital sobre o preco de
compra desse titulo, que conforme descrito anteriormente, é vendido com desconto
e aprecia ao longo do tempo; e pode ser definida como como a taxa estavel a qual o
preco de um titulo deveria crescer para que este atinja o valor de $1 no vencimento
(Caldeira, 2011). Formalmente, para um titulo zero-cupom de maturidade t (t > t),
a relacdo entre seu preco hoje, P;(t), e a taxa spot y,(t) pode ser expressa pela

equacao:
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P.(T) = e V(DT W

De maneira equivalente, podemos determinar as taxas spot a partir dos

precos observados no mercado por meio da expressao:

_ loH(Pt(T))

ye(@) = — == @

2.3 TAXAS FORWARD

As taxas forward, também chamadas de taxas futuras ou taxas a termo,
representam as taxas de juros implicitas em contratos futuros acordados hoje para
investimentos que come¢cam em uma data futura. Na pratica, estas taxas podem ser
obtidas através de operacfes simultaneas com titulos zero-cupom: uma operacao de
venda de um titulo com vencimento na data de inicio do contrato futuro, combinada
com a compra de outro titulo que vence na data final do contrato (Caldeira, 2011).

Denotando f;(r4,7,) como a taxa a termo implicita contratada no tempo t
para um investimento que inicia em t; (a data de liquidacdo) e termina em 7, (a
maturidade), sendo que 7, > t; > t, a taxa forward relaciona-se com a taxa spot a
partir da seguinte expressao:

T T,) — T T
f(t,Ty) = 2Yt( iz _ T1Yt( 1) 3)

Contratos baseados em taxas futuras sdo amplamente utilizados por
investidores como forma de protecdo com relacdo as incertezas quanto as taxas de

juros futuras.

24 ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE JUROS

A estrutura a termo da taxa de juros pode ser definida como a fungéo que
relaciona determinada variavel financeira ou parametro a suas respectivas
maturidades (Caldeira, 2011). E possivel observar inimeras estruturas a termo, mas
para os propositos deste trabalho, e se tratando de titulos de renda fixa, a curva de
juros consiste na representacdo grafica da fungdo que relaciona o prazo de
vencimento de um titulo com a sua taxa de juros correspondente em determinado

ponto no tempo.
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Apesar do amplo espectro de maturidades presentes nos mercados de
titulos de renda fixa, tanto os que pagam cupom quanto os de desconto puro, 0S
dados disponiveis ndo fornecem uma representacdo completa da estrutura a termo,
mas sim um conjunto discreto de taxas para diferentes maturidades. Dessa maneira,
a modelagem da curva de juros precisa levar em consideracdo algum método de

interpolacdo que sirva para construir uma curva continua (Caldeira; 2011).

2.5 TEORIAS DE DETERMINACAO DA CURVA DE JUROS

Diversas teorias buscam descrever os comportamentos e formatos das
curvas de juros ao longo do tempo. E possivel dividi-las em dois grupos principais: a
teoria de segmentacdo de mercados; e a teoria das expectativas, que por sua vez, é
composta pela teoria das expectativas pura, a teoria da preferéncia pela liquidez e a
teoria do habitat preferido. No caso do ultimo grupo, as teorias compartilham
hipteses sobre o comportamento das taxas forward de curto prazo e partem do
principio de que estas estdo intimamente relacionadas com as expectativas de
mercado acerca das taxas futuras de curto prazo, mas diferem quanto a como outros

fatores influenciam o comportamento da curva de juros (Fabozzi; Mann, 2005).

2.5.1 TEORIA DAS EXPECTATIVAS PURA

A teoria das expectativas pura estabelece a hipotese de que as taxas
forward correspondentes a determinado periodo representam as taxas de juros de
curto prazo futuras esperadas para esse mesmo periodo. Dessa forma, o formato da
curva de juros em um dado momento refletiria as expectativas correntes do mercado
acerca das taxas de curto prazo futuras. Aplicando a teoria para o caso de uma
estrutura a termo tipica, pode-se inferir que o formato ascendente da curva seria um
indicativo de que o mercado espera que as taxas de juros de curto prazo deverao

ser mais elevadas no futuro (Fabozzi; Mann, 2005).

2.5.2 TEORIA DA PREFERENCIA PELA LIQUIDEZ
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Assim como a teoria das expectativas pura, a teoria da preferéncia pela
liquidez também assume que as taxas forward representam as expectativas das
futuras taxas de curto prazo, mas nesse caso as taxas a termo também refletem um
prémio pela liquidez. Mesmo no caso de um titulo hipotético em que a saude do
emissor ndo é uma preocupacao, o investimento em titulos ainda embute o risco de
preco, por meio do qual o preco de determinado titulo pode ser menor do que ao
longo do horizonte de investimento, risco que tende a ser mais elevado quanto maior
a maturidade do titulo; e o risco de reinvestimento, por meio do qual existe incerteza
guanto a taxa de reinvestimento de titulos a serem adquiridos no futuro.

Dessa forma, os investidores demandariam uma compensacao pelos riscos
inerentes a investir em titulos de maturidades mais longas, e, portanto, as taxas a
termo refletiiam ndo apenas as taxas de curto prazo futuras, mas também um
prémio de risco, que deve crescer conforme crescem as maturidades dos titulos
(Fabozzi; Mann, 2005).

2.5.3 TEORIA DO HABITAT PREFERIDO

A teoria do habitat preferido propde a ideia de que os participantes de
mercado possuem preferéncias por determinados prazos, “habitats”, definidos pela
natureza de suas obrigacdes financeiras. A tese incorpora a concepcdo de que a
curva de juros reflete tanto as expectativas das taxas de juros futuras quanto o
prémio pelo risco, mas rejeita a ideia de que esse prémio cresg¢a uniformemente com
a maturidade: seria através de desbalancos entre oferta e demanda por titulos de
determinadas maturidades que os participantes de mercado seriam induzidos a
migrar suas posicdes para maturidades que ndo correspondem ao seu habitat
preferido. No entanto, estes teriam de ser compensados por um prémio de risco
adequado, positivo ou negativo, que compense a percepc¢ao do investidor quanto
aos riscos de preco ou reinvestimento (Fabozzi; Mann, 2005).

O formato da curva de juros, portanto, seria determinado conjuntamente
tanto pelas expectativas do mercado quanto a trajetoria futura das taxas de juros
guanto pelo prémio de risco que incentivaria 0s investidores a migrarem para outros

horizontes temporais (Fabozzi; Mann, 2005).
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2.5.4 TEORIA DA SEGMENTACAO DE MERCADOS

Por fim, a teoria de segmentacédo de mercados pode ser descrita como uma
versdo mais rigida da teoria do habitat preferido, dado que também reconhece a
existéncia de prazos preferidos pelos investidores determinados pela natureza de
suas obrigacdes. No entanto, a teoria da segmentacdo postula que restricdes na
gestdo de ativos e passivos, sejam estas impostas por regulamentacdo ou pelos
proprios participantes, tem como consequéncia o fato de que nem investidores e
nem tomadores estdo dispostos a migrar para outros prazos, independente das
possibilidades de ganho existentes entre expectativas e taxas a termo. O formato da
curva de juros, portanto, reflete exclusivamente a relagéo de oferta e demanda para

cada segmentacao de maturidade (Fabozzi; Mann, 2005).



19

3MODELOS DE ESTIMACAO DA CURVA DE JUROS

3.1 PERSPECTIVA GERAL

Sao diversos os métodos atualmente disponiveis e descritos pela literatura
no processo de estimacdo da estrutura a termo da taxa de juros. A partir dessa
secao, busca-se realizar uma exposi¢ao inicial dos principais métodos utilizados por
agentes e instituicdes financeiras no processo de modelagem da curva de juros.

O processo de estimacédo e interpretacdo da estrutura a termo da taxa de
juros tém sido um tépico relevante para as areas de economia e financas nas
Ultimas décadas, tornando relativamente extensa a literatura existente sobre o tema.
Fundamentalmente, € possivel agrupar os modelos de construgdo e estimacdo da
curva de juros em trés vertentes: modelos que examinam a dinamica da estrutura a
partir da perspectiva de equilibrio geral, modelos que impéem condi¢cdes de nao
arbitragem e, por fim, modelos que incorporam varidveis macroecondmicas para
acompanhar o nivel, a inclinacdo e a curvatura da curva de juros (Fernandes;
Nunes; Reis, 2020).

Dentre os modelos que examinam a dinamica da curva de juros através da
ideia de equilibrio geral — modelos afins — destacam-se os trabalhos de Vasicek
(1977) e Cox (1985), por meio dos quais os autores descrevem que a dinamica das
taxas das maturidades mais curtas determina a estrutura a termo como um todo. A
guestdo com esses modelos, no entanto, é que eles possuem baixo poder preditivo,
podendo ser frequentemente superados através de modelos que assumem que as
taxas seguem um passeio aleatorio; e para além disso, eles tendem a produzir erros
de estimacdo negativamente correlacionados com a inclinagdo da curva de juros
(Duffee, 2002).

No caso de modelos baseados na condigcdo de auséncia de arbitragem,
temos que estes frequentemente combinam variaveis macroeconémicas e variaveis
latentes no processo de construcdo e estimacéo da estrutura a termo. Um exemplo
notavel é o trabalho de Ang e Piazzesi (2003), no qual os autores empregam um
modelo de vetores autorregressivos utilizando varidveis macroecondmicas tais como
inflagdo e medidas de crescimento econOmico conjuntamente com variaveis
latentes. O resultado do trabalho sugere que a imposi¢cdo de uma condi¢do de nao

arbitragem é capaz de melhorar a performance preditiva em comparacdo a modelos
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de vetores autorregressivos que nao presumem essa condicdo, e que a
incorporacdo de fatores macroecondémicos descreve principalmente a dinamica de
maturidades de curto e médio prazo, enquanto as variaveis ndo diretamente
observéaveis explicam melhor os movimentos da parcela mais longa da curva.

A terceira classe de modelos, os paramétricos, partem fundamentalmente da
especificacdo de uma funcdo valor definida para todas as maturidades e da
determinacdo dos parametros utilizados no modelo a partir da minimizacdo dos
desvios quadrados dos precos observados em relagdo aos precos tedricos
(Caldeira, 2011). Pode-se destacar dentre estes os modelos propostos por Nelson e
Siegel (1987) e Svensson (1994), que descrevem a dinamica de nivel, curvatura e
inclinacéo da curva de juros, incorporando uma série de variaveis macroeconémicas
no processo. Tais modelos destacam-se em relacdo aos seus pares por
caracteristicas como a facilidade de implementacao, a boa performance com relacéo
ao seu poder preditivo e a possibilidade de interpretacdo econémica dos fatores
utilizados, mas geralmente apresentam um ajuste pior da estrutura a termo com
relacdo a modelos ndo-paramétricos (Caldeira, 2011).

Compreendendo que cada um dos modelos descritos na literatura pertinente
acerca da curva de juros possui suas préprias particularidades, vantagens e
desvantagens, é preciso delimitar eficientemente o objetivo e as intencdes do
pesquisador com relacdo a estrutura a termo. Se o empenho visa obter um ajuste
perfeito da curva ou realizar previsdes acerca de valores futuros dela, por exemplo,
essa é uma questdo que deve ser bem delimitada, de modo que seja implementado
o modelo que idealmente forneca os melhores resultados com relacdo ao objetivo

individual do pesquisador.

3.2 MODELOS NAO PARAMETRICOS

3.2.1 INTRODUCAO

Os modelos ndo paramétricos, também denominados modelos baseados em
splines, tratam de um conjunto de métodos de interpolacdo que visam obter o ajuste
perfeito da curva de juros em um determinado ponto no tempo através da utilizacao
de polinbmios por partes (piecewise). Diferente de modelos paramétricos, que

partem da especificagdo de uma forma funcional para todo o conjunto de
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maturidades, os métodos ndo paramétricos partem da definicdo de uma funcao
spline através da qual cada segmento individual da curva de juros é conectado
suavemente através dos knot points, ou vértices da curva de juros (Caldeira, 2011).

Para o caso de um intervalo fechado, é possivel aproximar uma funcéo
continua através da selecdo de um polinbmio arbitrario, que frequentemente é um
polindmio de baixa ordem, como polinémios quadréaticos ou cubicos. Polindbmios de
alta ordem, por outro lado, geralmente possuem melhor qualidade de ajuste, mas
apresentam propriedades insuficientes de suavizacao (BIS, 2005).

Laurini e Moura (2010) destacam trés vantagens importantes dessa classe
de modelos em relacdo aos paramétricos: (i) métodos ndo paramétricos sao
tipicamente robustos a erros de ma especificacdo, dado que ndo assumem uma
forma funcional particular; (i) sua estimacdo pode ser bastante factivel para
amostras peguenas, contanto que sejam impostas restricdes adequadas a sua forma
e; (iii) podem ser utilizados como um primeiro passo na analise dos dados para
orientar os esforcos de especificacdo. Além disso, os modelos ndo paramétricos
possuem a capacidade de assegurar a impossibilidade de arbitragem, tornando-os

favoraveis para o aprecamento de derivativos (Caldeira; 2011).

3.2.2 CUBIC SPLINES

A utilizacdo de cubic splines para a estimacdo da estrutura a termo da taxa
de juros foi introduzida originalmente por McCulloch (1971; 1975), que propls a
interpolacdo de uma funcéo de desconto para construcdo da curva de juros, e seu
trabalho representa uma contribuicdo significativa para a literatura posterior acerca
do tema.

Conforme apresentado em Caldeira (2011), um cubic spline pode ser
descrito como um polinbmio cubico por pontos, restrito nos vértices de modo que
seu nivel e suas duas primeiras derivadas séo idénticos. Inicialmente, partimos da
especificacdo de uma série de pontos conhecidos (14, v1), (T2, ¥2), ..., (T, Vo), €M
que Tn representa a maturidade e Vn
a taxa de juros correspondente. Para cada intervalo entre dois pontos consecutivos,

define-se um polinbmio cubico caracterizado por quatro coeficientes distintos (a;, b;,
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c; e d;), a partir do qual teremos uma funcéo valor para qualquer maturidade t,
definida por:
y(@) = a; + bi(r — 1) + ¢;(r — 1)* + d;(r — 1,)° (4)

Bem como a sua primeira, segunda e terceira derivada, sendo estas

definidas respectivamente como:

y' (1) = b; + 2¢;(t — ;) + 3d; (1 — 1;)? %)
y"'(1) = 2¢; + 6d;(t— 1;) (6)
y'"' (1) = 6d; (7)

Entdo, sdo impostas restricbes de continuidade na funcdo e em suas
derivadas nos pontos de juncao, visando garantir a suavidade da curva resultante.
Tais condicdes estabelecem que a funcdo deve passar por todos os pontos
conhecidos, bem como manter-se continuamente diferenciavel ao longo de toda a
sua extensdo. Assumindo h; como o intervalo entre pontos consecutivos, de modo

que h; = ;41 — T;, t€MOS que:

a =y;parai =1,2,..,n—1 (8)
a1 = a; + bihi + Cihiz + dlh? parai =12,..,n—2 (9)
b; + 2¢;h; + 3d;h? = b;y, parai =1,2,..,n—2 (10)

Além disso, para garantir a diferenciabilidade da funcao de interpolacao, é
dy(t)

necessario assegurar que a funcéo forward f(t) = —oT seja continua, de modo
que temos:
f(@)=a;+bQ2t;—1) +c;(r; — )BT — 1) + d;(t — 11)*(47 — 1) (11)

A determinacédo dos coeficientes do spline, portanto, envolve a resolucéo de
um sistema de equacgdes que incorpora todas estas restricdes. Para um conjunto de
n pontos, tem-se 3n — 4 equagdes com 4n — 4 parametros desconhecidos (Caldeira,
2011). Ao definirmos:
by = bp_1 + 2¢q_1hn_q +3dn_1 b7, 12)

Podemos encontrar também a determinacdo para 0os conjuntos (cy, ¢, ..., Cy)

e (d,, d,, ...,d,). Para cada segmento i, o sistema pode ser expresso por duas
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equacOes de dois parametros desconhecidos, cuja solucdo pode ser encontrada

através das equacdes (Caldeira; 2011):
G T4

2 hi (13)
3m; —b;,1 — 2b
¢ =— g? ‘ (14)
l
bii 1+ b; — 2m;
. i+1 i 4 (15)
h;

3.3 MODELOS PARAMETRICOS

3.3.1 INTRODUCAO

No ambito da estimacao da estrutura a termo da taxa de juros, os modelos
paramétricos constituem uma classe fundamentada na especificacdo de uma funcéo
valor que abrange todo o espectro de maturidades (Caldeira, 2011). De acordo com
o Bank for International Settlements (BIS, 2005), embora existam diferentes
abordagens quanto a selecao dessa funcdo, todas as metodologias convergem em
um principio fundamental: a determinacdo dos parametros ocorre por meio de um
processo de otimizacdo que minimiza os desvios quadrados entre 0s precos teéricos
e 0S precos observados no mercado.

Quando comparados com os modelos baseados em splines, os modelos
paramétricos possuem algumas caracteristicas que os tornam desejaveis do ponto
de vista de bancos centrais e participantes do mercado financeiro. Além da
interpretabilidade econémica dos parametros, como veremos a seguir, oS modelos
paramétricos frequentemente assumem especificacbes parcimoniosas e possuem
desempenho notavel no ambito de previsées da curva de juros com dados fora da
amostra (Caldeira; 2011).

3.3.2 MODELO DE NELSON-SIEGEL

Publicado em 1987, o trabalho seminal de Nelson e Siegel apresenta uma

contribuicdo fundamental a literatura acerca da estimacdo da ETTJ. O modelo
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originalmente proposto pelos autores surge com o objetivo de descrever a curva de
juros através de uma abordagem mais parcimoniosa e compacta, e que ainda assim
fosse flexivel o suficiente para representar os formatos tradicionalmente mais
observados das curvas de juros: monotonico, corcunda e em formato de S.

Além disso, os autores pretendiam solucionar alguns problemas associados
aos metodos anteriormente vigentes, como 0s propostos por McCulloch (1971;
1975) e Vasicek e Fong (1982). Ambos os métodos sdo baseados em splines, e
possuem elevada capacidade de ajuste da curva de juros em termos de
observacdes dentro da amostra, mas apresentam uma tendéncia a gerar curvas com
inflexBes acentuadas préximo ao intervalo amostral, 0 que contrasta com o aspecto
suave esperado da curva de juros e implica em baixa capacidade preditiva (Nelson,
Siegel; 1987).

A forma funcional proposta pelos autores consiste em um modelo estatico
gue combina linearmente trés funcdes suaves, através do qual a curva de juros pode
ser ajustada de forma eficiente para um determinado ponto no tempo (Caldeira,
Moura, Santos; 2016). Podemos descrevé-lo como:

1 — —AT 1— —AT
y(©) =B1 + B, <A—i> + B3 <Ti - e_h> (55)

Em que os fatores B,, B, € f3 sao interpretados como 0s termos
representativos das taxas de longo, curto e médio prazo; enquanto A; representa o
termo de decaimento exponencial.

A contribuicdo de Nelson e Siegel (1987) foi posteriormente reinterpretada
por Diebold e Li (2006): os autores propuseram uma abordagem que utiliza o
arcabouco de componentes exponenciais de Nelson e Siegel para descrever a curva
de juros a partir de um vetor tridimensional de parametros que evolui
dinamicamente. Esses parametros podem ser interpretados como os fatores do
modelo, representando o nivel, inclinagdo e curvatura da estrutura a termo da taxa
de juros. A forma funcional do modelo pode ser expressa como:

1-— e‘ltf 1— e‘lt":
0@ = b+ () + (T ) 16)

Através do qual temos os fatores latentes dinamicos pfi:, L2t € Bae-

Interpretando o modelo, temos que B;; pode ser caracterizado por uma carga
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constante e uniforme que nao decai a zero no limite, qualificando-o como o termo de

longo prazo e, dessa forma, o fator representante do nivel da curva de juros. f,; é

_eMT

uma funcdo que inicia em 1, mas dada a carga de , decai rapido e

tT
monotonicamente a zero, caracterizando-o como 0 termo de curto prazo e
consequentemente o fator que representa a curvatura da ETTJ. A carga em S5, por

1-e M7 _ L . .
= — e~MT : o termo inicia em 0, aumenta e por fim decai a zero.

sua vez, é de
AtT

Dessa forma, S5, € o termo de médio prazo do modelo, representando o fator de
curvatura da curva de juros (Diebold, Li; 2006).

Além dos fatores latentes dinamicos, e similarmente ao modelo original, o
paradmetro A, descreve a taxa de decaimento exponencial das cargas dos fatores,
bem como o ponto maximo da carga de fB5;. Valores pequenos de A, implicam em
uma taxa mais lenta de decaimento, proporcionando um ajuste eficiente nas partes
mais longas da curva de juros; enquanto valores altos de A;, na medida em que
implicam em uma taxa mais rapida de decaimento, proporcionam um melhor ajuste
da parte curta da curva de juros (Diebold, Li; 2006).

Uma das contribuicdes mais significativas do modelo proposto por Diebold e
Li (2006) consiste na demonstracdo do notavel poder preditivo do modelo de Nelson
Siegel em sua formulacdo dinamica, sobretudo quando sdo considerados horizontes
mais longos de previsdo. Até a publicagdo da forma dindmica do modelo, diversos
bancos centrais, como o da lItalia, Franca, Finlandia e Bélgica empregavam o
modelo estatico de Nelson Siegel, devido a sua simplicidade, parcimbnia e
interpretabilidade econémica, bem como grande capacidade de ajuste a diversos

formatos da curva de juros, conforme detalhado pelo BIS (2005).

3.3.3 MODELO DE SVENSSON

A metodologia desenvolvida por Svensson em 1994 constituiu notavel
avanco para a literatura da estimacdo da ETTJ. Trata-se de uma extensdo do
método proposto por Nelson e Siegel em 1987, a partir do qual o autor propde a
utilizacdo de um quarto parametro no modelo, representativo de um segundo

componente de curvatura. Dessa forma, a curva de juros seria representada por:



26

1—e M7 1—e M7 N 1—e et N
= _ - pMT - p—AgT
y(1) Bl+82( AT )+B3< AT e >+B4< At e ) (17)

As trés primeiras funcdes do modelo mantém a estrutura fundamental do
modelo de Nelson e Siegel (1987). A inovacdo metodolégica consiste na
incorporacao de uma quarta funcao, caracterizada pelo parametro 3, e por seu fator
de decaimento exponencial préprio A,, que possibilitam a modelagem de um
componente adicional de curvatura, proporcionando maior flexibilidade do ajuste as
taxas de juros observadas (Svensson, 1994). Dessa forma, o modelo resultaria em
um melhor ajuste da curva de juros a custa da necessidade de estimacao dos dois

novos parametros (BIS, 2005).
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4DADOS UTILIZADOS

O conjunto de dados utilizado na elaboragcdo dos modelos consiste em uma
série temporal de observacfes mensais das taxas de juros praticadas em contratos
de DI futuro durante o periodo de janeiro de 2006 a maio de 2024, coletados atraves
da Central de Custddia e Liquidacao Financeira de Titulos Privados (CETIP). Nesse
caso, foram utilizadas as maturidades de 3, 6, 12, 15, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 60, 72,
84, 96, 108 e 120 meses, permitindo uma representacdo das partes curta, média e
longa da curva de juros.

O contrato futuro de DI consiste em um instrumento futuro que visa negociar
a taxa de juros acumulada nos depdésitos interfinanceiros (DI) em uma base diaria,
sendo extensamente utilizado tanto por instituicdes financeiras, na troca de reservas
no curtissimo prazo por exemplo; quanto por participantes do mercado em geral,
como em operacdes de hedge e arbitragem (Hull, 2016). Como consequéncia, esses
contratos apresentam elevada liquidez e multiplos prazos disponiveis, caracteristicas
que os tornam uma alternativa viavel para a construcao da estrutura a termo da taxa
de juros brasileira.

A cotacdo do contrato é feita em taxa de juros efetiva anual com base em
252 dias Uteis, mas sua operacao € registrada com base no seu prec¢o unitario (PU):
no vencimento, o PU vale 100.000 pontos, e cada ponto equivale a R$1. Dessa
forma, as taxas de juros negociadas sdo expressas em preco unitario, obtidas
mediante o desconto do valor futuro do contrato utilizando a taxa de juros efetiva i,
vigente no periodo de n dias Uteis até o vencimento do contrato, a partir do qual

obtemos o valor presente, conforme Hull (2016). Dessa forma, a cotacéo é dada por:
100.000

(1+ﬁ-0)n/252 (18)

PU =

A seguir, através da Tabela 1, sdo apresentadas estatisticas descritivas
acerca de cada uma das maturidades utilizadas no presente trabalho. Inicialmente, é
possivel observar que a curva de juros brasileira € usualmente ascendente, podendo
representar um prémio de risco crescente, dado que tanto as médias quanto
medianas das taxas aumentam conforme crescem as maturidades. Fica evidente
também que a amplitude entre taxas minimas e maximas € bastante elevada,

indicando variacdo substancial no nivel da curva de juros ao longo do tempo. Além
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disso, é possivel notar que a volatilidade decresce monotonicamente em funcao do
aumento das maturidades, fato que esta em conformidade com a literatura acerca da

curva de juros (Caldeira; 2011).

Tabela 1: Estatisticas Descritivas dos Veértices — janeiro de 2006 a maio de 2024.

Maturidade Média Mediana Desv~|o Minimo Maximo Assimetria Curtose
(meses) Padréao

M3 0.1014 0.1088 0.0345 0.0194 0.1748 -0.5755  -0.3496
M6 0.1017 0.1084 0.0342 0.0196  0.1707 -0.5827  -0.3845
M12 0.1034  0.1102 0.0325 0.0232  0.1660 -0.5767 -0.3395
M15 0.1044  0.1110 0.0316 0.0257  0.1643 -0.5644  -0.2936
M18 0.1054  0.1123 0.0306  0.0284  0.1629 -0.5474  -0.2442
M24 0.1073  0.1137 0.0288  0.0338  0.1663 -0.5045 -0.1502
M30 0.1089  0.1151  0.0274 0.0389  0.1712 -0.4558  -0.0691
M36 0.1102 0.1156  0.0262  0.0434  0.1753 -0.4061  0.0020
M42 0.1113  0.1159  0.0253  0.0473  0.1785 -0.3580  0.0670
M48 0.1123  0.1162 0.0246  0.0507  0.1810 -0.3131  0.1277
M60 0.1137 0.1173 0.0235 0.0562  0.1842 -0.2354  0.2342
M72 0.1148  0.1179  0.0227 0.0603  0.1853 -0.1745  0.3135
M84 0.1155 0.1184  0.0221  0.0635 0.1851 -0.1287  0.3625
M96 0.1161  0.1186  0.0216  0.0655  0.1840 -0.0949  0.3853
M108 0.1166  0.1188 0.0212 0.0667  0.1823 -0.0701  0.3897
M120 0.1170  0.1191  0.0209  0.0677  0.1803 -0.0515  0.3840

Fonte: Elaborado pelo Autor

E possivel observar uma reducdo na magnitude da assimetria negativa
conforme avancamos para maturidades intermediarias e longas, sugerindo maior
efeito de choques e efeitos da politica monetaria nas taxas mais curtas.

A seguir, apresentamos através da Figura 1 a estrutura a termo da taxa de
juros brasileira referente a base de dados utilizada, permitindo uma melhor
visualizacdo da dinamica, nivel e inclinacdo da curva ao longo do tempo; bem como

o0 comportamento de cada uma das maturidades ao longo da amostra.
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Figura 1: Curva de juros brasileira de jan/2006 a mai/2024
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5RESULTADOS E COMPARACOES ENTRE MODELOS

A seguir, apresentamos as curvas estimadas através de cada um dos
métodos debatidos ao longo do trabalho, visando comparar o ajuste de cada modelo
através de momentos em que as curvas apresentam formatos distintos, com
inclinacdes positivas, negativas e com multiplas inversées. Do lado dos métodos
paramétricos, as curvas sao construidas a partir dos modelos propostos por Nelson
e Siegel (1987) e Svensson (1994); enquanto para os modelos ndo paramétricos a
estimacdo da curva de juros foi realizada através de cubic splines, conforme
originalmente introduzidos por McCulloch (1971; 1975). A escolha dos modelos foi
motivada por sua ampla utlizagdo tanto por Bancos Centrais quanto por
participantes do mercado em geral, conforme destacado pelo Relatério do BIS
(2005).

Figura 2: Curva de Juros Observada e Ajustada — 30/06/2006
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Fonte: Elaborado pelo Autor

A Figura 2 traz a curva de juros para o dia 30/06/2006, momento em que a
estrutura a termo assumia um formato razoavelmente mais tipico de inclinagcédo
positiva, mas incorporava uma inversdo na parte mais curta. Inicialmente, fica
evidente a superioridade do método de cubic splines quando consideramos

observacdes dentro da amostra: 0 método € capaz de ajustar perfeitamente a curva
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a todos os pontos observados de maneira suave. No caso dos modelos
paramétricos, ambos os modelos sofrem com a inflexdo na parte curta da curva, mas
no geral apresentam boa capacidade de ajuste, com uma pequena vantagem para o
modelo de Svensson, sobretudo em maturidades mais curtas, resultado atribuivel a
incorporacao de um fator adicional de curvatura no modelo.

De maneira geral, quando consideramos momentos em que a estrutura a
termo da taxa de juros apresenta um formato com inclinagéo positiva e bem definida,
0os resultados esperados sao similares aos da Figura 2. Ambos os métodos
apresentam uma boa capacidade de ajuste, frequentemente com alguma vantagem
para o modelo de Svensson. A seguir, a Figura 3 representa um periodo cujo
formato da ETTJ é parecido com a Figura 2: sdo esperadas taxas mais altas para
maturidades mais longas, mas dessa vez, ndo hé inflex&o significativa na parte mais
curta da curva:

Figura 3: Curva de Juros Observada e Ajustada — 30/10/2009
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Fonte: Elaborado pelo Autor

Os resultados séo similares aos observados na Figura 2. Para curvas tipicas
e bem definidas, ambos os modelos paramétricos capturam bem a dindmica da
curva de juros, com um ajuste ligeiramente superior observado através do modelo
de Svensson. Por outro lado, a Figura 4 ilustra um momento em que a curva assume

uma forma tipicamente ascendente, como na Figura 3, mas com um formato um
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pouco mais plano em sua parte mais longa. Nesse caso, o resultado parece indicar
uma superioridade mais significativa em termos de ajuste pelo modelo de Svensson,
sobretudo entre as maturidades de 40 a 96 meses, em que € possivel observar que

o modelo de Nelson Siegel apresentou uma qualidade inferior de ajuste:

Figura 4: Curva de Juros Observada e Ajustada — 31/05/2024
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Fonte: Elaborado pelo Autor

A Figura 5 ilustra a curva referente ao dia 31/01/2007. Nesse momento, a
curva de juros refletia taxas mais elevadas nas maturidades mais curtas com relacéo
as mais longas, também sem inflexdes significativas em sua inclinacdo. Assim como
nos casos discutidos anteriormente para curvas ascendentes, os resultados
sugerem gque ambos 0os modelos possuem uma boa capacidade de ajuste, com uma

vantagem sutil do modelo de Svensson em relacdo ao modelo de Nelson Siegel.



Figura 5: Curva de Juros Observada e Ajustada — 31/01/2007
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Fonte: Elaborado pelo Autor

A Figura 6 traz a curva referente ao dia 30/09/2022, momento em que a
ETTJ possui um formato invertido com inflexdo significativa na regidao mais curta,
refletindo as expectativas de desaceleracdo econdmica por parte do mercado. E
possivel observar um aumento nas taxas observadas para maturidade de 3 para 6
meses seguida por uma reducdo acentuada nas taxas para maturidades de 12
meses e periodos subsequentes. Nesse caso, a qualidade do ajuste pelo modelo de
Svensson se mostra consideravelmente superior a do modelo de Nelson Siegel, nédo
apenas no que diz respeito as taxas de prazo mais curto, mas especialmente nas
zonas em que ocorre a transi¢cao da curvatura. A auséncia de um fator adicional para
a curvatura parece ter um impacto razoavel para o ajuste de Nelson Siegel em

curvas que apresentam inflexdes significativas, de modo que o modelo apresenta
grande penalizacao na qualidade do ajuste.
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Figura 6: Curva de Juros Observada e Ajustada — 30/09/2022
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Um comportamento equivalente pode ser observado através da Figura 7,

que traz a curva referente ao dia 30/04/2015:

Figura 7: Curva de Juros Observada e Ajustada — 30/04/2015
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De maneira similar a Figura 6, a Figura 7 ilustra o resultado da
implementacdo de um fator adicional pelo modelo de Svensson quando comparado
com Nelson e Siegel. Ainda assim, nesse caso ambos 0os modelos paramétricos
tiveram uma penalizacdo razoavel em termos de ajuste, sobretudo no momento da
inflexdo entre o periodo de 6 e 12 meses.

Como forma de complementar a analise grafica do ajuste de cada modelo,
através da Tabela 2, apresentamos algumas medidas estatisticas de ajuste para os
modelos de Nelson Siegel e Svensson, visando complementar a andlise grafica
realizada até entdo. Sao apresentados, respectivamente, o erro médio absoluto
(Mean Absolute Error), o erro percentual médio absoluto (Mean Average Percentage
Error) e a raiz do erro quadratico médio (Root Mean Squared Error) para cada um
dos modelos paramétricos. Os resultados obtidos sugerem que, de maneira geral, o
modelo de Svensson oferece um ajuste superior ao modelo de Nelson-Siegel,
sobretudo quando consideramos as maturidades mais curtas, o que pode ser
atribuido em parte pela implementacdo de um componente adicional de curvatura ao
modelo. No entanto, quando consideramos maturidades mais longas, como apés 84
meses, 0s resultados parecem indicar certa convergéncia entre o ajuste obtido com

cada um dos modelos.

Tabela 2 - Medidas de Ajuste dos Modelos Paramétricos

Nelson Siegel Svensson

Maturidades MAE MAPE RMSE MAE MAPE RMSE

M3 0.00127 0.01597 0.00195 0.00055 0.00689 0.00075
M6 0.00058 0.00669 0.00078 0.00029 0.00689 0.00044
M12 0.00089 0.01026 0.00136 0.00044 0.00504 0.00064
M15 0.00072 0.00801 0.00118 0.00020 0.00221 0.00032
M18 0.00062 0.00659 0.00094 0.00016 0.00163 0.00024
M24 0.00044 0.00442 0.00059 0.00038 0.00387 0.00050
M30 0.00038 0.00374 0.00053 0.00038 0.00379 0.00054
M36 0.00042 0.00414 0.00063 0.00026 0.00262 0.00042
M42 0.00047 0.00448 0.00072 0.00015 0.00145 0.00026
M48 0.00052 0.00494 0.00077 0.00015 0.00142 0.00023
M60 0.00054 0.00496 0.00075 0.00033 0.00309 0.00043
M72 0.00045 0.00409 0.00061 0.00037 0.00347 0.00053
M84 0.00028 0.00246 0.00041 0.00028 0.00250 0.00044
M96 0.00018 0.00162 0.00028 0.00012 0.00106 0.00022
M108 0.00034 0.00304 0.00050 0.00016 0.00145 0.00021
M120 0.00065 0.00567 0.00089 0.00044 0.00395 0.00063

Fonte: Elaborado pelo Autor
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Tendo em vista os resultados apresentados tanto nos graficos como na
Tabela 2, é possivel observar que a incorporacao de um fator adicional permite uma
melhor capacidade de ajuste ao modelo de Svensson quando comparado ao modelo
de Nelson Siegel. No entanto, ambos os modelos paramétricos apresentados séo
capazes de capturar grande parte da dinamica da curva de juros de maneira eficaz,
com excegdes para momentos de inflexdes muito significativas entre maturidades
proximas, de modo que a escolha entre eles pode depender de um trade-off entre
precisao e parcimonia.

Considerando os modelos ndo paramétricos, especificamente via cubic
splines, temos que estes apresentam perfeito ajuste aos valores observados para
cada maturidade, mas o fazem a custa de uma implementagcdo mais complexa e
carecem da interpretabilidade econdmica de fatores como nivel, curva e inclinagéo,
aspectos importantes para operacdes de hedge em carteiras de renda fixa, por

exemplo (Caldeira; 2011).
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo apresentar os principais métodos
paramétricos e ndo paramétricos de estimacdo da estrutura a termo da taxa de
juros, utilizando contratos futuros de DI como dados representativos da curva de
juros brasileira, e comparar a qualidade do ajuste de cada método.

Inicialmente, apresentamos alguns conceitos elementares que servem de
base tedrica para a compreensao da curva de juros, como titulos de desconto puro,
taxas de juros a vista, taxas de juros a termo, a estrutura a termo da taxa de juros as
principais teorias que buscam explicar a sua dindmica. Apresentamos também as
classes de modelos utilizados para estimar a ETTJ, descrevendo as caracteristicas
fundamentais e diferencas entre os modelos paramétricos e 0s ndo paramétricos,
destacando os mais utilizados por Bancos Centrais e participantes do mercado
financeiro no geral.

Os modelos selecionados para representar a classe dos paramétricos foram
métodos propostos por Nelson Siegel e Svensson; enquanto para representacdo dos
nao parametricos foi utilizado o método de cubic splines proposto por McCulloch. Os
resultados obtidos com cada modelo estdo aderentes com a literatura vigente: o
modelo de quatro fatores de Svensson apresenta superioridade em termos de ajuste
quando comparado com o modelo de Nelson Siegel, principalmente para
maturidades mais curtas. Conforme consideramos maturidades mais longas, o0s
resultados parecem sugerir que 0s modelos paramétricos aparentam certa
convergéncia, sendo que ambos capturam parte significativa da dinamica da curva
de juros. Ademais, € possivel perceber que a modelagem via cubic splines
apresenta o melhor resultado em termos de ajuste das curvas, de modo que o
método consegue atingir o ajuste perfeito ETTJ para os dados da amostra, mas o
faz a custa de uma implementacdo mais complexa e sem a interpretabilidade
econdmica oferecida pelos métodos paramétricos.

Considerando trabalhos posteriores, sugere-se utilizar os mesmos modelos
para uma andlise mais extensa que contemple ndo apenas o ajuste de cada um dos
modelos aos dados presentes na amostra, mas o poder preditivo de cada um deles

para dados fora da amostra.
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