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Resumo

A compreensao do comportamento estatico e dindmico de uma estrutura é fundamental
para a concepcao de estruturas mais leves e esbeltas, mantendo o padrao de seguranca e
qualidade. Assim, torna-se necessario empregar analises mais detalhadas, como formulagoes
nao lineares. No entanto, desenvolver um problema nao linear pode ser desafiador, uma
vez que alguns problemas nao lineares nao possuem solugoes analiticas, recorrendo-se a
processos numéricos a fim de apurar esses sistemas. Tais solu¢oes sao implementadas por
processos incrementais e iterativos, caracteristicas apropriadas para rotinas computacionais.
Considerando essas informacoes, o objetivo deste trabalho é implementar uma rotina
computacional em MATLAB capaz de fornecer anélises dindmicas nao lineares de estruturas
elasticas com péndulos simples e duplos acoplados. A rotina implementada baseia-se em
conceitos matematicos, como o uso da matriz Jacobiana para tratar a nao linearidade
apresentada pelos péndulos e a aplicagdo do método Newmark-Newton/Raphson para
resolver as equacoOes diferenciais que descrevem os sistemas analisados. Além disso, a
implementacao do algoritmo ocorre de forma gradativa, iniciando pelo desenvolvimento
do péndulo simples até chegar a acoplagem do péndulo duplo a uma coluna. A coluna
utilizada na analise foi discretizada usando o método dos elementos finitos, possibilitando
a concatenacao do péndulo duplo a estrutura. Inicialmente, o algoritmo foi compilado para
angulos menores e, posteriormente, esses valores foram aumentados com o intuito de testar
a robustez do algoritmo. Diversas configuracgoes iniciais foram aplicadas ao sistema de
péndulo acoplado a coluna, visando observar a interacao entre os sistemas desenvolvidos.
Os resultados obtidos foram validados com o software de elementos finitos ABAQUS.
Apoés a andlise dos resultados, conclui-se que o algoritmo desenvolvido é capaz de analisar

problemas dindmicos nao lineares com péndulos simples e duplos acoplados.

Palavras-chaves: Analise nao linear de estruturas; Péndulo simples e duplo; Mecanica

de Lagrange; Analise modal.



Abstract

Understanding the static and dynamic behavior of a structure is crucial for designing
lighter and slender structures while maintaining safety and quality standards. Thus, it
becomes necessary to employ more detailed analyses, such as non-linear formulations.
However, developing a non-linear problem can be difficult, since some non-linear problems
do not possess analytical answers, requiring numerical processes to purify these systems.
Such solutions are implemented through incremental and iterative processes, which are
suitable for computational routines. Considering this information, the aim of this study
is to implement a computational routine in MATLAB capable of providing non-linear
dynamic analyses of elastic structures with single and double pendulums coupled. The
implemented routine is based on mathematical concepts, such as the use of the Jacobian
matrix to address the non-linearity presented by the pendulums and the application of
the Newmark-Newton/Raphson method to solve the differential equations describing the
analyzed systems. Moreover, the algorithm implementation occurs gradually, starting from
the development of the simple pendulum up to the coupling of the double pendulum to a
column. The column used in the analysis is discretized using the finite element method,
enabling the concatenation of the double pendulum to the structure. Initially, the algorithm
is compiled for smaller angles, and subsequently, these values are increased to test the
robustness of the algorithm. Various initial configurations are applied to the pendulum
system coupled to the column, aiming to observe the interaction between the developed
systems. The obtained results are validated with the finite element software ABAQUS.
After analyzing the results, it is concluded that the developed algorithm is capable of

analyzing non-linear dynamic problems with coupled single and double pendulums.

Key-words: Nonlinear analysis of structures; Single and double pendulum; Lagrange

mechanics; Modal analysis.
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1 INTRODUCAO

Em estruturas reais, as analises dinamicas nao lineares vém ganhando espaco na
engenharia. Com estruturas cada vez mais altas e esbeltas, evidencia-se a importancia
do desenvolvimento de rotinas computacionais e programas de calculo que permitam a
realizacao de andlises estruturais cada vez mais préximas da realidade. Segundo Lapa
(1987), a andlise dindmica é necessaria em situagoes de exposigao da estrutura as agoes que
variam com o tempo, como vento, pessoas caminhando, trafego, explosoes e abalos sismicos,
conhecidos popularmente como terremotos. No que diz respeito ao desenvolvimento de
analises dinamicas nao lineares, cresce o nimero de pesquisas retratando o comportamento

dindmico de sistemas, através de modelos matematicos simplificados.

O péndulo e o sistema massa-mola-amortecedor, como mostrado na Figura 1, sao
exemplos recorrentes de sistemas dinamicos relatados na literatura. Esses sistemas podem
ser representados por equagoes diferenciais que descrevem o seu movimento em func¢ao do
tempo. A solugdo dessas equagdes de movimento, em alguns casos, pode ser trabalhosa,
dificultando a sua resolucao de forma analitica. Recorre-se entao a métodos numéricos,
como Newmark e Newton-Raphson, para a discretizagao temporal do sistema (HISSA,
2022). Esse procedimento numérico implica na transformagao dos sistemas formados
por equacoes diferenciais em sistemas com equacoes algébricas, tornando mais simples a
sua solucao (SAVI, 2006). Além disso, os métodos numéricos sao processos incrementais

iterativos, o que viabiliza a otimizagao dessas solugdes por rotinas computacionais.

Figura 1 — (a) Sistema massa-mola-amortecedor. (b) Péndulo simples.

(a) (b)

— ()

Fonte: Autor.
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O sistema apresentado na Figura 1 (a) é composto por uma massa m acoplada a
uma mola de constante de rigidez igual a k£ e a um amortecedor linear de constante de
amortecimento igual a c¢. A mola presente nesse sistema é fixa em uma de suas extremidades
e na outra ponta acoplada & massa, permitindo o seu livre deslocamento na horizontal

quando excitada por uma for¢a F'(t), e esse movimento é descrito pela equagao diferencial:

mi + ci + kx = F(t). (1.1)

A Figura 1 (b) apresenta a configuragao de um péndulo simples, composto por
uma haste de comprimento L, massa m e oscila em fungao da sua posicao de equilibrio,

realizando um movimento oscilatério em funcao de 6, descrevendo a equacao:

mL*0 + mgLsenf = 0. (1.2)

Neste trabalho, propde-se implementar uma rotina computacional desenvolvida
em MATLAB (2018) para anélises dindmicas nao lineares de estruturas eldsticas com
péndulos simples e duplos acoplados. Para tal finalidade, estudou-se a implementagao de
uma coluna com péndulo duplo ligado ao topo. Além disso, empregou-se conhecimentos
matematicos relevantes como Newmark e Newton-Raphson, associados a matriz Jacobiana,

para tratar a nao linearidade presente no péndulo (HISSA, 2022).

A pesquisa foi desenvolvida seguindo a analogia demonstrada na Figura 2, onde o
aprimoramento do problema ocorre de forma gradativa, evoluindo de problemas menores,
como o péndulo simples e duplo, passando pelo desenvolvimento do sistema de 3 graus de
liberdade (massa-mola-amortecedor ligado ao péndulo duplo) até chegar ao problema da
coluna acoplada ao péndulo. Cada sistema exposto na Figura 2 é caracterizado por equagoes
diferenciais previamente implementadas neste trabalho. A obtencao dessas equagoes foram
realizadas usando a mecanica de Lagrange e a discretizacao da coluna por meio do método
dos elementos finitos (MEF). Em um contexto matematico, a discretizacao da coluna por
elementos finitos decorre da obtengao das matrizes de massa [M] e rigidez [K] da estrutura
(SILVA, 2009). Essa organizagao em forma matricial dos sistemas viabilizou a acoplagem

do péndulo a coluna, como mostrado na Figura 2.

Em sintese, um dos principais desafios ao implementar o algoritmo de andlise
dindmica nao linear com péndulos esta relacionado a composicao conjunta das matrizes de
massa [M], rigidez K] e da matriz Jacobiana. Essa interacao das matrizes é demonstrada
nesse trabalho, enfatizando a importancia da definicao dos graus de liberdade da coluna

que fara o contato com o péndulo.
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Figura 2 — Analogia das anélises.
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1.1 Objetivos

O objetivo geral desta pesquisa é desenvolver uma rotina computacional para
realizar analises dinamicas nao lineares em estruturas elasticas com péndulos simples e

duplos acoplados. Para atingir esse objetivo geral, os objetivos especificos sao:

e desenvolver e validar um algoritmo em MATLAB para analisar o problema do
péndulo simples e do péndulo duplo, utilizando um software comercial baseado no

método dos elementos finitos como referéncia;

e estender o algoritmo do péndulo duplo para incluir um sistema massa-mola, re-
sultando em um sistema com trés graus de liberdade, e valida-lo com o software

comercial baseado no método dos elementos finitos;

e implementar uma rotina computacional para discretizar uma coluna usando o método

dos elementos finitos;

e acoplar o péndulo duplo a coluna e analisar as respostas dindmicas geradas pela

rotina computacional sob diferentes condig¢oes iniciais;

e Validar a acoplagem do péndulo duplo com a coluna e os resultados das andlises

dindmicas usando o software comercial de elementos finitos.

1.2 Motivacao

A motivagao para o desenvolvimento deste estudo é a analise da interacao entre
péndulos e colunas. Essa implementacao possibilitara estudos futuros voltados ao dimensi-
onamento e a aplicagao de péndulos como amortecedores de massa sintonizadas (AMS)

em estruturas brasileiras.

O Brasil, localizado no centro da placa tectonica sul-americana, apresenta baixa
incidéncia de terremotos, conforme a Rede Sismografica Brasileira (BRASIL, 2005). A
atividade sismica no pais nao é considerada relevante ou perigosa (Figura 3), nao sendo
uma forca dindmica prioritaria na construgao de edificios ou torres de transmissao. A
maior parte do territério brasileiro encontra-se na zona sismica 0, onde, segundo a norma

sismica brasileira, nao sao exigidos requisitos de resisténcia sismica.

Por outro lado, o vento é uma forca natural significativa no pais. O Brasil, sendo o
5° maior em extensao territorial, possui diversas torres de transmissao, construidas com
estruturas metalicas, que também sofrem com vibragoes causadas pelos ventos. Edificios
também sao afetados por essa forca da natureza. Na regiao Sul, os ventos sdo mais fortes

(Figura 4), e nas cidades litoraneas, tornam-se uma forga dindmica consideravel.
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Figura 3 — Zonas sistimas no Brasil.

Fonte: ABNT (2006)

Figura 4 — Isopletas da velocidade basica de vento no Brasil.

|
—_— —— e

onte: ABNT (1988).

Um exemplo na regiao Sul é a cidade de Balneario Camborit, em Santa Catarina,
conhecida por seus altos e esbeltos edificios, que ficam expostos a forga dos ventos na
costa brasileira. Assim, tanto as torres de transmissao quanto os edificios altos podem ser

analisados em relagao as for¢as dindmicas presentes em estruturas com péndulos simples e
duplos acoplados (Figura 5).
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Figura 5 — Analise dindmica de estruturas: (a) Torre de transmissao, (b) Pértico
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Fonte: Autor

A Figura 5 (a) mostra a configuracao de uma torre de transmissao conectada a
um isolador, que por sua vez esta ligado ao cabo de transmissao de eletricidade. Essa
configuragao é semelhante a um péndulo duplo, ja que o isolador possui uma massa m,
um comprimento [ e oscila em torno de uma posi¢ao de equilibrio. De maneira anédloga, o

cabo conectado ao isolador forma uma catenéria entre as torres e se assemelha a segunda
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haste do péndulo duplo, com um comprimento /, uma massa m e oscilacao em torno de
uma posigao de equilibrio. J& a Figura 5 (b) apresenta um edificio com um amortecedor
de massa sintonizada em formato de péndulo duplo acoplado ao topo da estrutura. O
dispositivo esta contido em uma estrutura de protecao que permite ao AMS se movimentar

para dissipar as forcas externas.

1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho estd dividido em cinco capitulos, finalizando com a bibliografia

utilizada na pesquisa. Eles sao:

Capitulo 1 - Introdugao: Apresenta uma visao geral do assunto abordado, os

objetivos da pesquisa e a estrutura da dissertacao.

Capitulo 2 - Revisao de literatura: Nesta secao, é discutido sobre a mecanica
dos péndulos simples, duplos e do massa-mola acoplado ao péndulo. E apresentada a
equagao diferencial que descreve o movimento do péndulo simples, bem como as equagoes
diferenciais que descrevem os movimentos do péndulo duplo e do massa-mola acoplado ao

péndulo, derivadas por meio da mecanica lagrangeana.

Capitulo 3 - Metodologia da pesquisa: Sao apresentados todos os métodos utilizados
para desenvolver a rotina computacional, levando em consideracao aspectos como analise
modal, frequéncia e modo de vibracao da coluna, elemento de discretizacao da coluna,

acoplamento do péndulo a coluna e fluxograma do algoritmo.

Capitulo 4 - Resultados e discussoes: Sao apresentados os resultados obtidos por
meio da rotina computacional desenvolvida, expondo a validagao do péndulo simples e
duplo, bem como do sistema de trés graus de liberdade. Sao discutidos os resultados obtidos
na validagao das frequéncias naturais da estrutura e, por fim, é apresentada a escolha
de angulos aleatérios para os testes dos efeitos das forcas dinamicas sobre o elemento

estudado.

Capitulo 5 - Conclusoes: Nesta secao sao apresentadas as conclusoes da pesquisa,
assim como suas contribui¢des para outras problematicas e andlises. A estrutura do trabalho

esta organizada de forma clara e objetiva, permitindo uma facil compreensao do leitor.
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2 Revisao de literatura

Neste capitulo, conduz-se uma investigacao do sistema de péndulos empregando o
formalismo de Lagrange e os métodos de Newmark e Newton-Raphson. Diversos modelos
e aplicagoes que envolvem péndulos sao encontrados na literatura cientifica. Dentre os

modelos analisados, ressaltam-se os que se seguem.

2.1 Mecanica de Lagrange

Lagrange estabeleceu uma formulacao de mecanica mais usual em comparacao
a de Newton, uma vez que essa nova abordagem utiliza escalares em vez de vetores,
simplificando a resolugao de sistemas descritos pela mecanica analitica (GOMES et al.,
2021). Para um sistema dindmico de N particulas, podemos escrever os trabalhos virtuais
através do principio de D’Alembert, que pode ser entendido como um equilibrio de forgas

para cada instante de tempo:

M=

@
Il
—_

Aproveitando-se da caracteristica que as forgas de vinculo nao realizam trabalho

virtuais em sistemas holonomicos, podemos expandir f em f = f4 + f:

N
i=1

M=

s
Il
—

Mas 3" fVdr; sempre seré zero. Portanto:
i=1

M=

.
Il
—

(mr — f;“) or; = 0. (2.3)

A condicao necesséria e suficiente para que um sistema permanega em equilibrio
¢ que seja nula a soma dos trabalhos virtuais das forgas aplicadas ao sistema, num
deslocamento reversivel qualquer (OLIVEIRA, 2016).

Como o espago de configuracao é (3N —m) dimensional, em fungao dos m vinculos,
podemos tirar vantagem dessa caracteristica na aplicagao do principio dos trabalhos
virtuais (P.T.V). Passa-se, entao, a examinar os beneficios da aplicagao do P.T.V. com
a reducao de coordenadas admitidas no espaco de configuracao. Definindo um vetor r;

(t=1:N particulas) em termos do novo conjunto de n (j=1:n coordenadas) coordenadas:



Capitulo 2. Revisao de literatura 26

r; = 1:(q1, 492,03, s Gn, 1), (2.4)

Tomando a derivada de r; em relagdo ao tempo:

dI‘i . 8ri . aI‘i Ori 8I'i

=V; + jo + i3+ ... + —Gqn, 2.6

dt o TP g ! (26)
" or; (‘3ri
j=1 an I ot

Ao derivar a ultima expressao em relacao a ¢;, resta um tnico termo nao nulo:

A 2.8
9q;  0g; (28)

Agora precisa-se escrever dr; em termos de coordenadas generalizadas. Para isso
faz-se uma expansao de r;(¢ + dq) em série de Taylor (em que dr; = r;(q¢ + 9q) — r;(q)).

Tomando dq infinitesimal, os termos de ordem superior a 1 se anulam:

v 8[’7;

j=1
Substituindo no P.T.V.:

> (miri = £4) 3 :aq'aqj = 0. (2.10)
Jj=1

J

1=

[y

A ordem da soma nao faz diferenga, portanto podemos deslocar a segunda para o

inicio

n [N O,
> [Z (mm - f;“) aqz] 5q; = 0. (2.11)

Ao realizar a distributiva, tem-se:

(91‘1»

g

n [N .
5 {Z (mrar g
j=1

i=1 9g;

)] 8g; = 0. (2.12)

Observando que o primeiro termo pode equivaler a:

(2.13)

dt \ ' 9g; ‘q;  '0gq;
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O segundo termo da expressao acima é equivalente ao primeiro termo da equagcao

anterior:

. or; or; d ( 8r1> (2.14)

Yog ~ og T at \Mag,

Substituindo a equacao 2.14 na equagao 2.12:

Aar’ (2.15)

I—I

-3 S (550) - - o

7j=1 |i=1
Como é sempre mais conveniente escrever a equa(;éo em termos de energla, pois e

uma grandeza escalar, entao, lembrando da definicdo de energia cinética:

.. .. ..
T = §m1r1r1 + §m2r2r2 + ... = Z imiriri. (216)
Derivando T em relacao a ¢;, tem-se:
or N1 /on i O
— =) -m; ( P ) Zmzrz—. (2.17)
04 =2 "\ g
8 % 8 7 ~
Lembrando que LA entao
dq;  0g;
N
3T 81'1'
=3 mii, (2.18)
94 oy
que é igual ao primeiro termo da expressao. Agora fazendo
or N ok
9q; = 9q;
que equivale ao segundo termo. Definindo "forcas generalizadas" como:
Jr;
e (2.20)

fA
Syl
sao as forgas aplicadas na dire¢ao das coordenadas generalizadas. Entao:
< or\ or
> l ( ) Q]] dq; =0, (2.21)

0q; Gq]

Jj=1

como 6g; # 0, portanto:
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d (0T oT
- Q.= 2.22
dt (8%) Jg, i =0 ( )

para todas as coordenadas generalizadas.

As primeiras equagoes 2.22 de Lagrange foram apresentadas acima. Elas podem
ser aplicadas a quaisquer forgas envolvidas no sistema (GOMES et al., 2021). Para
forcas conservativas, assume-se a existéncia de uma funcao das posigoes dos elementos

V= (I‘i, ...,I'N,t),

F=-V,V. (2.23)
Em que V é o vetor gradiente:
g. o0. 0 o o0 0

Expandindo o produto escalar da (eq. 2.20), entao:

N
or; 81’1 8% 0z
N o N 9% L R 5 2.25
0=yl S (RO ) 2.5
E escrevendo as forgas com a defini¢ao da (eq. 2.23):
| = + + . 2.26

Como V' = (rq,ra,13,...,Ty), é funcdo dos vetores posi¢ao r, entdo podemos escrever
V em termos das coordenadas generalizadas. Observa-se que a expressao anterior representa

a derivada parcial de V em relacao a g;, logo:

oV
= 2.27
Finalmente,
d (0T or oV
- |-+ —=0, 2.28
(3%) dq; g (228)

Quando além de forcas conservativas, existe a presenca de forcas aplicadas exter-
namente, entao as forcas generalizadas correspondentes sao escritas no lado direito da

equacao.
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d <8T> or OV _ . (2.20)

— == -5+t =
dt \0q¢; ) 9q; g
Definindo L = T'—V como funcao Lagrangeana, ou apenas, Lagrangeano, apresenta-

se:

d (0L oL
— = ]—-—=—=0, 7=1,...,n. (2.30)
dt \dq; ) 0q;

Essas equacoes representam um sistema de n equagoes diferenciais ordinarias de

segunda ordem, sendo n o nimero de graus de liberdade do sistema.

Apés o desenvolvimento dessas equagoes por Lagrange, diversos trabalhos cienti-
ficos foram realizados utilizando os beneficios do método, como a utilizagdo minima de
coordenadas e a auséncia explicita das forcas de vinculo nas equacoes, o que facilita a
resolucao de problemas mecanicos. Outra vantagem é o emprego de variaveis escalares,
uma vez que as energias cinética e potencial sao variaveis escalares. Entre os estudos que
serviram de referéncia para esta dissertagao, destacam-se: Cardoso (2022), Taylor (2013),
Oliveira e Ladeira (2016), Aguiar (2011), Junior (2018), Franca e Matsumura (2011),
Lemos (2007) e Chabu (2011).

2.2 Mecanica do péndulo

Galileu Galilei foi um dos pioneiros na investigacao do movimento pendular e na
descoberta de sua regularidade, estabelecendo a relagao entre o comprimento da haste do
péndulo e seu periodo de oscilagdo. A partir deste estudo inicial, diversos pesquisadores
contribuiram para o avango do conhecimento sobre o péndulo e seus distintos tipos de

movimento e comportamento.

Vanké (2006) conduziu uma pesquisa acerca do comportamento cadtico de um
péndulo duplo, visando empregar tal experimento em laboratorios de ensino de fisica
basica. Os resultados do estudo apontaram que o experimento com o péndulo duplo pode
ser uma ferramenta valiosa para a observagao do movimento descrito pelas equagoes em

relacdo a realidade.

Christini, Collins e Linsay (1996) realizaram um estudo sobre o controle experi-
mental do caos de alta dimensao em um péndulo duplo acionado, objetivando investigar
as caracteristicas do sistema dindmico e as possibilidades de controla-lo. Os resultados
da pesquisa demonstraram que a analise do caos em sistemas de alta dimensao pode ser

alcangada com sucesso por meio de técnicas experimentais.

De acordo com Skeldon (1994), o estudo da dindmica de um péndulo duplo excitado

parametricamente pode ser 1til para compreender fendmenos complexos, como ressonancia
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e instabilidade, em sistemas fisicos. Os resultados do estudo podem ter aplicacoes em

diversas areas, incluindo engenharia e ciéncias naturais.

Jackel e Mullin (1998) afirmam que um péndulo duplo pode exibir um comporta-
mento cadtico quando excitado apropriadamente. A andlise do sistema dindmico revelou
que o movimento do péndulo duplo ¢ altamente sensivel as condigoes iniciais, caracteristica
marcante dos sistemas cadticos. Ademais, a pesquisa identificou algumas propriedades do
caos no péndulo duplo, como a presenca de atragoes estranhas e a auto-similaridade das

trajetorias orbitais.

Shinbrot et al. (1992) corroboram que um péndulo duplo pode apresentar um
comportamento cadtico quando excitado adequadamente. A analise do sistema dinadmico
revelou que descrever o movimento do péndulo duplo por meio de equagoes diferenciais é
altamente trabalhoso. Além disso, a pesquisa realizou simulagoes numéricas em modelos

idealizados que apresentaram bons resultados de convergéncia com os experimentos reais.

Levien e Tan (1993) conduziram um estudo sobre o comportamento cadtico do
péndulo duplo, concluindo que esse experimento pode ser uma ferramenta 1til para ensinar
conceitos de fisica, como dindmica nao-linear e caos, além de estimular a curiosidade e o
interesse dos estudantes em ciéncias da natureza. Os resultados da pesquisa demonstraram
que, ao variar as condigoes iniciais do sistema, é possivel obter uma ampla variedade
de comportamentos dinamicos, evidenciando a sensibilidade do sistema as perturbacoes

externas e as condicgoes iniciais.

Jafri (2003) realizou uma pesquisa sobre a andlise e o controle das bifurcagoes em um
péndulo duplo, com o objetivo de investigar a dindmica do sistema em diferentes condigoes.
Os resultados da pesquisa indicaram que as bifurcacoes podem ser controladas por meio de
técnicas de controle de estabilidade, o que é importante para o desenvolvimento de sistemas
dindmicos mais estaveis e confidveis. Além disso, a andlise detalhada das bifurcagoes pode
fornecer informacoes valiosas sobre a dinamica do sistema e suas propriedades emergentes,

COINo ressonancia e caos.

Zhou e Whiteman (1996) realizaram uma pesquisa sobre as diferentes formas
de movimento de um péndulo duplo, analisando os efeitos de parametros como massa,
comprimento e angulo inicial. Os resultados da pesquisa mostraram que o péndulo duplo
pode apresentar uma ampla variedade de movimentos, incluindo oscilagoes periddicas,
quase periddicas e cadticas, dependendo das condigoes iniciais e dos parametros do sistema.
Além disso, a pesquisa evidenciou que o péndulo duplo é um exemplo interessante de sistema

dindmico nao-linear, que pode ser utilizado para ensinar conceitos de fisica avangados.

Em resumo, a mecanica do péndulo e o estudo do péndulo duplo tém sido objeto
de investigacao de diversos pesquisadores ao longo dos anos. Esses estudos tém contribuido

significativamente para o entendimento do comportamento e da dindmica de sistemas
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cadticos, bem como para o desenvolvimento de técnicas de controle e analise. A analise
das propriedades e caracteristicas desses sistemas fornece informagoes valiosas que podem

ser aplicadas em diversas areas, incluindo engenharia e ciéncias naturais.

2.2.1 O péndulo simples

Um péndulo simples consiste em uma massa pontual m suspensa por um fio
inextensivel, massa despresivel e comprimento [, que oscila livremente em torno de um
ponto fixo (FIRMO, 2007). O movimento do péndulo simples é determinado pela interacao
entre a forca peso da massa e a tensao do fio, podendo ser descrito pelas equagoes de
movimento de mecénica analitica (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2013). A Figura 6

ilustra a configuragdo de um péndulo simples.

Figura 6 — Péndulo Simples

£ o

A |

Fonte: Autor

A descrigao da posigao da massa m usando-se coordenadas cartesianas (x, y) em

funcao de 0, sao:

® +y? =1 (2.31)

x = lsenf; y =lcosb,

i = lcoshf; g = —lsenbd. (2.32)

O sistema apresentado na Figura 6 é nao linear e possui uma forca restauradora
simétrica proporcional ao seno do angulo #. Para pequenas oscilacoes, é possivel empre-
gar uma aproximagao linear (SANTOS et al., 2018). Portanto, ao modelar o sistema
do péndulo simples nota-se que x e y nao sao completamente independentes, pois a
massa nao pode mover-se livremente mas esta sempre ligada a corda de comprimento [
(SCHWICHTENBERG, 2019). Matematicamente, isso significa que existe o vinculo (eq.
2.31).
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Sendo a L lagrangiana do péndulo a subtracao da energia cinética T" pela energia

potencial V' do péndulo simples. Portanto,

1
L=T-V=gm (4% +57) + mgy. (2.33)

A equacao de Lagrange é valida para qualquer escolha de sistema de coordenada.

Contudo, substitui-se as coordenadas em func¢ao de 6 na equagao da lagrangeana 2.33,

L= ;m {(lcas@éf + (—lsen@é) 2} + mglcost. (2.34)

Matematicamente, a lagrangia do péndulo (eq.2.34) pode ser simplificada, sendo:

1 . .
L= om {120052662 + l256n2992} + mglcost
1 242 2 2
L= gm [l 0 (cos 0 + sen 9)] + mglcosf

L= ;m [ZQQQ} -+ mglcosf

1 ..
L= iml292 + mglcosf (2.35)

Aplica-se agora a equacao de Lagrange (eq. 2.30) para ¢ = 0:

oL d (0L
i e N 2.36

00  dt < 00 > (2.36)
Ao substituir a equagao 2.35 na equagao 2.36, calculando as derivadas e reorgani-

zando a equacao, encontra-se:

0+ %Sene =0, (2.37)

onde:

0 - é a posicao angular; g - é a constante gravitacional; 6 - é a aceleracao angular e

[ - é o comprimento da hates.

Em sintese, no formalismo lagrangiano ao encontrar as coordenadas adequadas para
as quais os vinculos tornam-se trivialmente verdadeiros, ignora-se os vinculos. Isso ocorre
porque os vinculos sao implementados no formalismo lagrangiano usando multiplicadores
de Lagrange e, para uma escolha adequada de coordenadas, os termos envolvendo os

multiplicadores de Lagrange se anulam.
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2.2.2 O péndulo duplo amortecido

O péndulo duplo é um sistema composto por duas massas acopladas a um pivo e
interligadas por meio de suas extremidades, permitindo a rotagdo (AGRAWAL, 2001). As
massas estao sujeitas a forga restauradora causada pela gravidade. A Figura 7 apresenta
o sistema de péndulo duplo, no qual as massas m; e my sao conectadas por duas hastes
rigidas de comprimento [; e l5. Os angulos entre as hastes e o eixo vertical sdio denominados

(91 (§ 62.

Figura 7 — Péndulo Duplo

ma
Fonte: Autor

A mecanica Lagrangeana ¢ uma abordagem matematica utilizada para obter as
equagoes de movimento de sistemas fisicos mais complexos, como o péndulo duplo. Baseia-
se no principio da minima agao, que estabelece que a trajetéria real de um sistema é
aquela que minimiza a a¢do, definida como a integral do lagrangiano do sistema ao longo

do tempo.

No caso do péndulo duplo, o lagrangiano é uma funcao que depende das posigoes
e velocidades angulares das massas, bem como de seus momentos em relacdo ao pivo.
A partir do lagrangiano, é possivel aplicar as equagoes de Euler-Lagrange para obter as
equagoes de movimento do sistema, que descrevem o comportamento das massas ao longo
do tempo. A mecéanica Lagrangeana é considerada uma abordagem simplificada para obter
essas equagoes para o péndulo duplo, tornando-se relevante para o estudo e andlise desse

sistema.

Ao calcular a energia cinética T' do sistema, tem-se:
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(mq 4+ ma)
2

T = (1262) + maly1o6,65c05(6; — 0s) + %(zgeg). (2.38)

Obtendo a energia potencial V', tem-se:

V = —(mq + ma)glicos(6y) — maglacos(6s). (2.39)

A lagrangeana, como é chamado o método por muitos pesquisadores, é obtida pela
equagdo L =T — V. Ou seja, pela subtracao da energia cinética T' (eq. 2.38) pela energia

potencial V' (eq. 2.39), resultando na equagao 2.40:

(m1 + mg)
2

L= l%@% + %(l%@%) +malyls6:0,c05(01 — 03) + (M +ms) glicost; +maglacosts.

(2.40)

A introduc¢do do amortecimento pode resultar em equacgoes de movimento mais
elaboradas, onde essas equacoes fornecem informacgoes valiosas sobre o comportamento
do sistema em situagoes mais realistas. Para a deducao das equacgoes, foram adotados

amortecimentos lineares para as massas.

Apés obter a lagrangeana (eq. 2.40), é possivel derivar as equagoes diferenciais em

relacdo a 0; e 6s.
O(OL) 0L _, (2.41)
ot 8%’ 8%’

Sendo: L - a lagrangeana (eq. 2.40); j - a coordenada generalizada variando de 1

até n, em que n é o nimero total de graus de liberdade; ¢ - representa as variaveis em

questao, em relacao ao péndulo duplo, ¢ = 6.

A primeira equacao em relacao a 6; é:

(m1 —|—m2)lf91 —l—mglllgé'gcos(é’l —92) +m2l1l29§sen(€1 —02) + (m1 +m2)gllsen91 +Cll%91 = 0.
(2.42)

Usando a analogia para 65, onde:

m2l§92 + mglllgélCOS(el - 62) - mﬂdﬁ%sen(@l - 62) + mggl236n02 + l%CQéQ = 0, (243)

COo1:

8; - Posigao angular; éj - Velocidade angular; éj - Aceleragao angular; g - Constante

gravitacional.

De posse das equagoes 2.42 e 2.43, tem-se um sistema de equagoes diferenciais que

descreve as rotagoes dos péndulos.
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2.2.3  Solu¢do numérica via Newmark - Newton /Raphson

Neste trabalho, apresentaremos o método de Newmark acoplado ao Newton-
Raphson para determinar a solug¢ao das equagoes de movimento, conforme ilustrado

na Figura 8.

Figura 8 — Solugao do sistema dinamico.

(a) (b)

o)

Fonte: Savi (2006).

Uma vez que a solugao do sistema dindmico ¢(t) é apresentada em alguns pontos
do dominio continuo. Na Figura 8 (a), temos a solu¢ao continua e, em (b), a solugao

numérica aproximada.

A solu¢do numérica de um sistema é viabilizada pela idealizagao de um sistema
analogo ao problema real. Nesse sentido, o sistema analogo utilizado precisa apresentar o

mesmo comportamento descrito pelo modelo real, como mostrado na Figura 9.

Figura 9 — Esquema sobre a relacao entre o modelo original proposto para descrever uma
situacao fisica e o modelo discreto associado ao modelo original.

‘ Modelo Qriginal ‘HI:> Resposta Original ‘

=

Compatibilidade

Método
Numérico

v {}

Modelo Discreto [|[||:> Resposta Discretizada

Fonte: Savi (2006).
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Thai e Kim (2011) ressaltam que, na andlise dindmica nao linear pelo método
de Newmark, a cada iteracao i, ocorre um novo incremento de carga, resultando em

incrementos de deslocamento @41y (eq. 2.44), velocidade 0,1y (eq. 2.47) e aceleracio

0+1) (eq. 2.46), para um dado instante genérico (i+1).

0(14.1) = 91 -+ BZAt + Atz {(2 — 04N> ez + aNo(i—i-l) , (244)

Oi11) = 0i + At[(1— 63)0; + 5n B 11)]. (2.45)

Com a equacao 2.44 é possivel determinar a aceleragao é(iﬂ):

1

. 1 3

(i+1) an

Substituindo (eq. 2.46) em (eq. 2.45), encontra-se a velocidade 9(1-“):

. . ) Sy . 1 :

Em conformidade com os valores conhecidos de i, dispoe-se de uma dependéncia

entre as equacoes é(iﬂ) e 9(i+1) em funcao de 6 ;).

Ao desenvolver Newmark, efetua-se o particionamento das equagoes 2.42 e 2.43 em

instantes genéricos (i+1).

(mq + mz)l%él(iﬂ) + m2l1l29§(i+1)005(91(¢+1) — Oai41)) + m251129§(i+1)56n(91(¢+1) — O3i41))
—l—(m1 =+ mg)gllsenel(iH) -+ Clliél(i—l—l) = 0 (248)
e
m2139§(¢+1) + m2lll2é1(i+1)605(91(i+1) - 82(i+1)) - m2lll29%(i+1)5€n(91(i+1) - 02(i+1)>

+mggl286n92(i+1) + l%CQéQ(H_l) = 0(249)

Consequentemente, em relacao as equacoes 2.42 e 2.43, e conhecendo as condi¢oes
iniciais, sendo o deslocamento inicial #(0) e velocidade inicial 6(0), é possivel determinar a
aceleracao inicial 0(0) Simplificam-se as equagoes 2.42 e 2.43 por [y e [, respectivamente,

e reorganiza-se na forma matricial:

i(0) = [A](0)7'B(0). (2.50)

Onde:
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(m1 + mg)h m212608(91 (O) — 92(0))

, (2.51)
MQllCOS(Ql(O) - 02(0)) m2l2

[A] =

—malysen(6:(0) — 62(0))62(0) — (my + ma)gsen(61(0)) — 116, (0)
B = . (2.52)
meolysen(6;(0) — 02(0))8?(0) — magsen(65(0)) — lacy65(0)

Ao determinar a acelera¢ao inicial 9(0) da equacao 2.50, inicia-se o algoritmo
incremental-iterativo. Por fim, denota-se uma funcao final e deriva-se em funcao de
0i+1) (eq. 2.44). Observa-se que as equagoes diferenciais foram substituidas por equacoes
algébricas, uma vez que foram utilizadas as expressoes de Newmark para relacionar é(Hl)
(eq. 2.46) e Q(iﬂ) (eq. 2.47) com 611y (eq. 2.44).

Pode-se concatenar as matrizes anteriores em uma tnica matriz, sendo:

—(my + ma) 101y 1) + Malacos(AO)fagi 1y + malysen(A0)03 11

+(my 4+ my)gsen(tiy1y) + l10191(i+1)
Fiw) = . (2.53)
—m2l2ég(i+1) + mgllcos(AQ)él(iH) — mQleen(AQ)éf@H)

+maogsen(fagit1)) + 120292(z‘+1) |

A equagao (2.54) é uma simplificagdo para a diferenga apresentada entre os angulos

A@ = 01(i+1) - 92(i+1)- (254)

Devido a nao linearidade, o método de Newton-Raphson pode ser aplicado. Assim,

a fungao residuo (Eq. (2.82)) é expandida em série de Taylor, onde i é o incremento e k a

iteracao:
O(F (ir1))k ~
(F+n) ey = (Fn)e + W(Ae(iﬂ))(kﬂ) =0, (2.55)
(i+1)
O(F (i1))k ~
(Farn)e = _@(Ae(iﬁ-l))(k—&-l) =0, (2.56)
00 (i1 1)

(OF (i41))k
A8; = Dk 2.57
( ( +1))(k+1) a(F(H-l))k ( )

96 (i1 1)
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O(F(i1))k
00 i41)

e (2.49) escrita em forma matricial e duas variaveis 01(i+1) € O2¢i4+1). Novamente, observa-se

Faz-se necessario, entao, calcular . Nota-se que tem-se as equagoes (2.48)
que as equagoes de Newmark (2.44) e (2.45) fornecem uma dependéncia de 6 511 e
91,2(z‘+1) com 91,2(1;+1)-

Sendo assim, a matriz Jacobiana é expressa por:

OF 1(i+1) 8F1(i+1)

001341y O03i41)
[J](H(iﬂ)) = : (2.58)
OF3i+1)  OF2311)

001(i+1)  O0(i41)

Considerando que F; 1) (eq. 2.82) esta escrita em forma de dois termos, podemos
calcular separadamente. Para isso, é necessario utilizar regras de derivagao, como a regra

da cadeia, decorrente da relagao de 9.1,2(141) e 0'1,2(“1) com 61 241y, € a derivada do produto.

Com A(0(i41)) (k1) em cada iteragao, calculamos as correcoes:

(O+1) (k+1) = (O(i+1))k + (AB(it1)) or1), (2.59)
. . «
Oarn)iwen = Orn)s + 555 (A0 ), (2.60)
. . 1
Ocrn)iwen = Orn)s + 555 (A0 o). (2.61)

2.3 Mecanica do massa mola acoplado ao péndulo duplo

Neste capitulo, sao apresentados os conceitos tedricos envolvendo a conexao entre
uma massa-mola e um péndulo duplo. O comportamento dinamico deste sistema sera
discutido, incluindo a abordagem de sistemas com mais graus de liberdade e a utilizacao

de ferramentas matematicas para a resolugao destes problemas.

O sistema massa-mola juntamente com o péndulo duplo apresenta comportamentos
dindmicos comuns, incluindo a trajetéria desenvolvida pelo movimento em torno de uma
posicao de equilibrio (TIPLER; MOSCA, 2020). De acordo com Halliday, Resnick e Krane

(1984), estes dois tipos de movimento harménico simples sdo amplamente estudados.

A composicao mais simples do sistema massa-mola acoplada ao péndulo duplo
consiste em uma massa m conectada a uma mola de massa desprezivel e constante elastica

k, que estd fixa em um ponto e permite que a massa-mola se mova livremente na horizontal,
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conectada ao péndulo duplo. Este sistema, representado na Figura 10, pode ser utilizado

para representar o comportamento dinamico de componentes estruturais.

Para descrever o movimento harmonico do sistema, sao utilizadas as seguintes
grandezas: amplitude (A), frequéncia (f) e periodo (T). A amplitude mede a maior distancia
que o corpo oscilante pode alcancar em relacao a posicao de equilibrio, sendo medida em
metros (m) no sistema internacional (SI). A frequéncia representa o niimero de oscilagoes
realizadas em cada unidade de tempo, sendo medida em Hertz (Hz) no sistema internacional.
O periodo ¢é o tempo gasto para completar uma oscilagao, ou seja, o tempo necessario
para o sistema passar pela posigao de equilibrio, sendo medido em segundos (s) no sistema

internacional.

Ferramentas computacionais sao importantes para a compreensao do movimento
harmonico simples. Neste contexto, o autor dedicou-se a explorar os aspectos do movimento

harmonico simples, especificamente do sistema massa-mola horizontal.

Varios estudos foram realizados para compreender a dinamica de estruturas leves
e flexiveis de edificios altos submetidos aos efeitos dindmicos do vento. Desses estudos,
alguns se concentraram em compreender as complexidades associadas a essas estruturas.
Por exemplo, Trein (2005) realizou um estudo experimental que utilizou tinel de vento
com modelos reduzidos para simular situac¢oes reais e conduzir analises precisas. Chavez
(2006) realizou uma andlise dindmica no dominio do tempo para avaliar os deslocamentos,
aceleragoes e agoes do vento em edificios altos. Teixeira et al. (2015) realizaram um estudo
sobre a resposta dindmica de edificios residenciais com alturas variando de 30 a 70 metros.
Oliveira (2014) conduziu um estudo sobre o efeito do vento em edificios altos, considerando

a interagao do vento com as estruturas.

Outros estudos também se concentraram na aplicagao de ferramentas computa-
cionais para aprender e compreender o comportamento dindmico dessas estruturas. Por
exemplo, Filho et al. (2012) investigaram o comportamento estatico e dindmico de um
edificio misto de 20 pavimentos construido em aco e concreto, utilizando técnicas de
discretizacao e o sistema fisico da massa mola, com o método dos elementos finitos. Santos
et al. (2017) conduziram um estudo comparativo entre o método do vento sintético e o
método Discreto NBR 6123 para andlise de edificios em concreto armado com maultiplos
pavimentos. Em geral, os estudos mencionados acima tém como objetivo compreender
a dindmica dessas estruturas e fornecer dados precisos para a analise de edificios altos
sujeitos aos efeitos dindmicos do vento. Além disso, muitos desses estudos utilizam o
sistema massa-mola como base para a modelagem matematica, o que permite representar

o comportamento dindmico de pecas estruturais.
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2.3.1 Sistema com 3 graus de liberdade

Um sistema com trés graus de liberdade é um modelo mateméatico que representa
um sistema fisico que possui trés variaveis independentes que descrevem seu movimento
no espaco e no tempo. Esse tipo de modelo é comumente usado em areas como engenharia,

fisica e matematica aplicada para descrever o comportamento de sistemas dinamicos
complexos (PAIN, 2005).

As deducgoes das equagoes do sistema com 3 graus de liberdade sdo andlogas as
dedugoes das equagoes que descrevem o péndulo duplo apresentadas anteriormente. Para
a compreensao sistematica de todo o processo, optou-se por desenvolver e ilustrar todo o

desenvolvimento das equacoes.

Figura 10 — Representacao do sistema massa-mola com péndulo duplo acoplado.

Legee
M

Fonte: Autor

Ao obter as coordenadas generalizadas, tem-se:

Vig = jﬂ'l =+ 119100861; Vy = 3)1 = —llélsen91, (262)
Voy — jﬁ'g =T+ l19100891 + ZQQQCOSQQ; Voy = QQ == —llélsenel — l29286n92, (263)
V3e = i’g = [l"f; U3y = yg = 0. (264)

Ao calcular a energia cinética T' do sistema, tem-se:
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Mi'z 4 ma (%2 + 2j7l19100801 + l%@%)

T —
2 2
+m2(x'2 + l%@f + l%@g + 2[191[292008(91 — 02) + 2itl19100891 + Qj,'lQéQCOSQQ) (2 65)
5 (2.
Obtendo a energia potencial V', tem-se:
Ka?
V= 5 (my + ma)glicosdy — maglacosts. (2.66)
Ao desenvolver as equagoes em funcao de cada grau de liberdade do sistema.
Para 6;, toma-se:
0 (0L oL
i i I 2.67
ot <891) 00, ’ ( )
oL _ ) ) . '
50 = mqxlicosly + mil70; + moli0y + malilafacos(0y — O2) + mailicoshy, (2.68)
1
o (0L ) o . .
a 87 = mlxllcosel — mlxllﬁlsenﬁl + (m1 + m2)1191 + m2l11292605(91 — 62)
1

—mglllgégélsen(ﬁl - 02) + mglllgégsen(el - 92) —i—m29'él100591 - m2$119156n91,(2.69)

L . . .
g& = —myzl101senl; — molilabsb sen(0y — O2) — maoili0ysenby — (my + ma)glysenby,
1
(2.70)

Organizando a primeira equacao, tem-se:

(m1 + mz):}illcos@l + (m1 + m2)l%91 + m2l1l29ﬂ2005(91 — 92) + m2111292236n(91 — 92)

+(my 4+ mg)glysenb; + cllfél =0.(2.71)

Para 65, toma-se:

0 (0L OL
el i I 2.72
ot (a@) o6, " (2.72)
oL . . ‘
—— = mal50s + malils0icos(01 — 02) + mailacoshs, (2.73)

00,



Capitulo 2. Revisao de literatura 42

0 (0L . . . ..
o (86’) = mal20s + malilo0,cos (01 — 0) — mali o607 sen(0) — 03) + malilo0,055en(0; — 0)
2
o lac0805 — mailalssents, (2.74)
oL . .
% = —m2l112916286n(91 - (92) — m2$l29286n92 — mgglgseneg, (275)
2
Ao organizar a segunda equacgao, tem-se:
MoZlacosly + mglgéé + mgllé'llzcos(el —0) — m2l1l291236n(91 — 05) + moglysenfy
Para z, toma-se:
0 (0L oL
I il I 2.
ot (83:) ox 0 (2.77)
oL ) ) . ) . .
i Mz + mqix + mqli61cos0 + mad + mol161c0s61 + malsbacoshs, (2.78)
z
0 oL . . A A2 - N N2
A = M3 + mq@ + myly01costy — myly07senty + mod + mal1601costy — moly 07 sent
z

+mylybycoshs — mglgégsenQQ, (2.79)

oL _
or

Organizando a terceira equacao, tem-se:

— K, (2.80)

(M 4+ my + mg)i + (mq + mg)llé.lcosel — (m1+ mg)lléfsenﬁl + miglafyc086y

-mylyf3sendy + ka + csi = 0. (2.81)
Onde:

0; - é a posicao angular; 0, - é a velocidade angular; 0; - é a aceleragao angular; ¥ -
¢é a aceleragao do massa mola; x - é a posicao do massa mola; k - é a constante elastica
da mola; g - ¢ a constante gravitacional; ¢; - ¢ a constante de amortecimento; [; - é o

comprimento da haste dos péndulos.

De posse das equagoes (2.71),(2.76) e (2.81), faz-se o particionamento delas na

matriz [A] e no vetor B.
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(my +mg)l? malylacos(61(0) — 05(0))  (mq + ma)licos(61(0))
[A] = | malilycos(6,(0) — 65(0)) mal3 malacos(62(0)) :
(mq 4+ ma)licos(01(0)) malacos(65(0)) (M 4+ my + ms)
(2.82)

—malylysen(0;(0) — 05(0))83(0) — (ma + ma)ligsen(61(0)) — c11261(0)

B = +malilysen(6y(0) — 05(0))62(0) — malagsen(62(0)) — c2l26,(0) |, (2.83)

(my + mg)l1912sen(01(0)) + m2l2922(0)sen(91(0)) — Kx(0) — c32(0)

(m1 + mg)llcosﬁli + (m1 + mg)lfﬁl + m2l1l2605(91 — 92)92 + m211l2sen(91 — 92)6%
+(m1 + mg)l1986n91 + 01@91

P Mailycosty + malilacos(8y — 02)01 4+ myl30, — mylylysen(6; — 92)9% + malagsentds

+Cgl§92

(M +mq + mg)f + (m1 + m2>l100$919.1 + m2l200$929.2 — (m1 + m2)1191286n91

—m21292256n92 + Kz + c3%

(2.84)
Desenvolvendo-se a matriz Jacobiana:
r OF, OF; OF; T
00, 06, Ox
oFy 0Fy OF,
J = 2.85
s 06, 00, Ox (285)
OF; O0F; OFs
L 691 602 @CC i
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2.3.2 Fluxograma do algoritmo

No inicio do processo, as equagoes sao separadas em termos, utilizando-se a matriz

N

[A] e o vetor B, onde a matriz [A] é composta pelos termos relacionados a aceleragao
0j+1)- A fim de se resolver o sistema formado pelas equacoes diferenciais, é necessario
converté-lo em um sistema de equacoes algébricas. Isolando-se os termos em um sistema

algébrico e resolvendo-o, sao obtidas as aceleracgoes iniciais.

O passo subsequente do algoritmo consiste no processo iterativo de Newton-Raphson,
até que a precisao definida pelo operador do algoritmo seja alcancada. A precisdo é uma
medida do grau de acuracia desejado no resultado obtido. Dentro do processo iterativo do
método de Newton-Raphson, a matriz Jacobiana desempenha um papel importante. A
matriz Jacobiana é a melhor aproximacao linear de uma funcao diferenciavel em torno
de um ponto. Essa aproximacao ¢ de grande importancia na computacao numérica, onde
a matriz Jacobiana e o seu determinante sao usados para resolver sistemas nao-lineares
pelo método de Newton. Essencialmente, o Jacobiano define a relagao dindmica entre duas

representacoes diferentes de um sistema.

O método de Newton-Raphson, no qual o Jacobiano esta inserido, minimiza o valor
da funcao de iteragao no ponto fixo e acelera a convergéncia do método. Em resumo, a
matriz Jacobiana é um conceito fundamental no calculo numérico e o seu uso é crucial na
resolucao de sistemas nao-lineares pelo método de Newton-Raphson. Durante o processo
iterativo, o algoritmo é executado até que se atinja o passo de tempo desejado pelo
operador do algotmo. Ao final deste passo, os resultados obtidos sao as respostas esperadas,

incluindo a aceleracao, velocidade e deslocamento do sistema analisado.
Sendo:

m;

péndulos; ¢; - € a constante de amortecimento dos péndulos; @ - é a aceleracao inicial

- ¢ a massa de cada item do sistema; [; - ¢ o comprimento das hastes dos

do sistema; & - é a velocidade inicial do sistema; k - é a constante elastica da mola; g -
é a constante gravitacional; f - é a forga de excitagdo do sistema; J(nzn) - é a matriz

Jacobiana.
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Figura 11 — Fluxograma do algoritmo.

INICIO

ENTRADA:
my; My; Ma; Ly; Ly; €4; €3;
C3;k1ika,8 AL, X, Xo,f

[ COMPOSICAD DAS MATRIZES W

AeB

v
OBTENDO AS ACELERAGOES INICIAIS ‘

£o= A\(f:. 1) + B)

v
PROCESS0 INTERATIVOPARA
NEWMARK

.

For 1:nimero de passo de tempo
x(:.j+ 1)
£(.j+ 1)
Kol j+ 1)

¥

[ CALCULO DO RESIDUQ SUPQSTO SER ZERO MA CLASSIFICACAD (1+1) ]

h 4
ITERACAC DE NEWTON-RAPHSON NAS INCOGNITAS NA CLASSIFICACAO ({1+1) ATEQUE A
CONDIGAOD ESTABELECIDA SEJA SATISFEITA

While (norm(residuo) = precisdo)

CALCULO DA MATRIZ JACOBIANA

J(nxm)

I

[ CALCULO DAS INCOGNITAS CORRIGIDAS ]

DBTENC}?«D DAS INCOGNITAS
x(GDL:)
#GDL.:)
#o(GDL.:)

FIM

Fonte: Autor
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3 Metodologia

Neste capitulo, apresentamos a discretizacao de uma coluna utilizando o método
dos elementos finitos, bem como os procedimentos empregados para a obten¢ao das analises
dindmicas. A selecao da coluna para essas analises nao restringe a aplicagao da rotina
computacional apenas a esse tipo de estrutura, sendo o comportamento fisico da estrutura
e sua discretizagao por elementos finitos os dois tinicos requisitos para a realizacdo deste

estudo, conforme ilustrado na Figura 5.

A discretizacao da coluna visa simplificar a realidade. A evolugao progressiva dos
modelos evidencia a dificuldade em representar de forma precisa o mundo fisico. Portanto,
a analise de modelos mais simples orienta as analises mais elaboradas, como torres de

transmissao e edificios.

Figura 12 — Sequéncia de modelos aplicada a coluna aplocada ao péndulo duplo

Realidade Modelo fisico Moderlc.) Modelo _
matematico elementos finitos
[Al{x}={b}

Fonte: Autor

Ao analisar a sequéncia apresentada na Figura 12, no inicio a esquerda, temos
o modelo fisico, a ideia real da estrutura, que depende da geometria, do material e da
interagdo do corpo com o ambiente circundante. O modelo fisico para esta pesquisa sera
uma coluna simples com um péndulo acoplado ao seu topo. O proximo passo da sequéncia
é a representacao do modelo fisico, onde sao caracterizadas as leis fisicas que descrevem a
estrutura anterior. O modelo matematico é apresentado em seguida, sendo responsavel
pela deducao das equagoes diferenciais que descrevem os modelos fisicos e as condigoes
de contorno que viabilizam a resolucao dessas equagoes. Por fim, é apresentado o modelo
de elementos finitos, caracterizado pela resolucao das equagoes diferenciais por meio de

métodos numeéricos.
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3.1 Método dos elementos finitos

Ao examinar um sistema estrutural usando o método dos elementos finitos, uma
estrutura continua (reticulada, plana ou tridimensional) é aproximada por um conjunto
de elementos finitos com geometria simples e propriedades conhecidas, conectados em
nés. Ao longo do elemento finito, determina-se o deslocamento da estrutura com base nos
deslocamentos dos nds desse elemento. Os deslocamentos dos nés tornam-se as incognitas
do problema, a partir dos quais se pode determinar qualquer tensao ao longo do sistema
estrutural, como tensoes e deformacoes. Partindo de um sistema de forcas em equilibrio
com o sistema de tensoes, obtém-se um conjunto de equagoes principais que descrevem o

equilibrio do elemento:

[K]eu. = F., (3.1)

onde: [K] é a matriz de rigidez do elemento local; u. é o vetor de deslocamento do

elemento local; F. é o vetor de forcas externas.

Ao agrupar os elementos associados aos mesmos graus de liberdade e introduzir as
condigoes de contorno, obtém-se as condig¢oes de equilibrio do sistema estrutural para o

equilibrio global, que pode ser reescritas na forma (SIMOES, 2015).

[K]u=F, (3.2)

onde: [K] é a matriz de rigidez global da estrutura; u é o vetor de deslocamento

global da estrutura; F é o vetor de forgas externas.

A primeira etapa do método dos elementos finitos envolve a definicdo do modelo
numérico ou modelo de calculo de andlise da estrutura. O primeiro passo dessa etapa
consiste em discretizar a estrutura a ser analisada, considerada como um dominio continuo,
em um conjunto discreto de elementos finitos interligados nos pontos nodais, denominado
malha de elementos finitos. Em seguida, pode-se definir as propriedades do material, as
condigoes de apoio e as condi¢oes de carregamento. A partir dos valores dos deslocamentos
dos nés da malha de elementos finitos, calculam-se as deformacoes e tensdes em nivel

elementar por meio das seguintes expressoes (MARTINS, 2021).

3.1.1 Analise modal

Almeida (1990) afirma que toda estrutura possui infinitos modos naturais de
vibragao, sendo esses modos inerentes a composicao estrutural. Entretanto, por meio
da discretizacao, como no caso estudado pelo método dos elementos finitos, a estrutura
apresenta um numero finito de modos, igual ao nimero de graus de liberdade do modelo

numeérico.
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A equacao classica de movimento é apresentada a seguir:

[M]it, + [Cla, + [K]u; = F, (3.3)

onde: [M] é a matriz de massa; [C] é a matriz de amortecimento; [K] é a matriz de
rigidez; 1; é o vetor de aceleragao; u; € o vetor de velocidade; u; é o vetor de deslocamento;

F ¢ o vetor de forcas externas.

A determinacao dos modos naturais de vibracao, também conhecidos como frequén-
cias naturais, pode ser realizada por meio da analise de vibragoes livres, utilizando apenas
as matrizes de massa e rigidez na equacao de movimento. Portanto, a equagao 3.3 é

reescrita na forma:

[M]ii; + [KJu, = 0. (3.4)

Assumindo-se um movimento oscilatério livre como uma simples oscilagao, o

deslocamento no tempo pode ser expresso como:

u = ¢sen(wt + p), (3.5)

onde:

¢ - é um vetor que expressa a forma modal de vibragao;
w - € a frequéncia de vibracao;

© - € o angulo de fase.

Ao relacionar e substituir a equagao 3.5 na equagao 3.4, tem-se:

([K] — w?[M])¢ = 0. (3.6)

A equagao 3.6 apresentada anteriormente, é um problema recorrente de autovetores
e autovalores, onde w? representam os autovalores, sendo eles as frequéncias naturais e o ¢

representa as formas modais de vibragoes.

A raizes nao-triviais para ¢ na equagao 3.6, acontece se:

det([K] — w?[M]) = 0. (3.7)

Assim, o determinante apresentado anteriormente apresenta as frequéncias e os

modos de vibragao em funcao de cada frequéncia.
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Comitantemente, Sommer (2002) reitera que para a elaboragdo da matriz de
amortecimento [C] para estruturas de n graus de liberdade, utiliza-se a formulacao de

Rayleigh:

[C] = o[M] + BIK]. (3.8)

onde: [C] é a matriz de amortecimento; [M] é a matriz de massa; [K] é a matriz
de rigidez; o é a taxa de contribuicao da matriz de massa; J é a taxa de contribuicao da

matriz de rigidez.

Assim, tem-se a matriz de amortecimento [C], conhecida como matriz proporcional,
devido a sua apresentagdo como matriz diagonal em uma transformacao modal (CLOUGH;
PENZIEN, 1975).

Por meio de operacgao algébrica na equagao 3.8, obtém-se a expressao:

G Boi
25 T2

¢ (3.9)

onde: (; é o fator de amortecimento associado a cada modo de vibragao ¢;.

3.2 Elemento de discretizacao da coluna

A Anaélise Matricial de Estruturas e, consequentemente, o Método dos Elementos
Finitos tém como fundamento inicial a relacao entre forcas e deslocamentos nodais para
cada elemento individual. Essa ideia crucial estd associada ao conceito de rigidez; assim, a
obtencao das matrizes de rigidez e de massa referentes a coluna foram desenvolvidas como

elementos de barras, conforme mostrado a seguir:

Figura 13 — Elemento de barra.

Fi (e) Fi

Ui l{qj
I\ A 0
né 15 o |
| |
I L I

Fonte: Autor
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12 6L —12 6L

EI| 6L 4I? —6L 2L?
Kl =— , 3.10
K] L | —12 —6L 12 —6L (3.10)

6L 2L?> —6L 4L?
onde:
E - é o médulo de elasticidade longitudinal do aco;

I - é o momento de inércia da colua;

L - é o comprimento do elemento.

156 221 54 —13L
_pAL| 22L  41* 13L  3L?
420 54 13L 156 —22L |’

_13L —31%2 —22L  AL?

(3.11)

onde:
p - é a massa especifica do material, em especifico do ago;
A - é a area da secao transversal do elemento;

L - é o comprimento do elemento.

3.3 Fluxograma da analise da coluna

A Figura 14 apresenta um fluxograma ilustrando a andlise da coluna por meio do

Método dos Elementos Finitos.

O algoritmo inicia com a defini¢do de condic¢oes iniciais pelo usuéario, como proprie-
dades do material, e executa um processo iterativo para criar o nimero total de elementos
na estrutura, conforme especificado pelo usuario. Posteriormente, o algoritmo compila as
matrizes de massa [M] e de rigidez [K], utilizando o capitulo de elemento de discretizacao

da coluna como referéncia.

Assim que as matrizes [M] e [K] sdo geradas, as condigoes de contorno sao aplicadas.
Tais condigoes sao dependentes do tipo de suporte ao qual a coluna esta submetida. Neste
caso, a coluna estd apoiada com uma condicao de engaste na extremidade inferior e livre

na extremidade superior.

Por fim, os autovalores representando as frequéncias da estrutura e os autovetores

expressando a maneira como a estrutura vibra quando excitada sao extraidos.
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Figura 14 — Fluxograma do algoritmo.

INIfIO

ENTRADA:

Propriedades mecanica da estrutura (Coluna)
Area, Inércia, comprimento, massa e madulo de
elasticidade.
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elemento.
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DE ELEMENTOS
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COMPOSICAD DAS MATRIZES DE
MAS5A E RIGIDEZ

MeK

b

[ APLICANDO AS CONDICOES DE CONTORNO ]

¥

[ CALCULO DAS FREQUENCIAS DA COLUNA

.

PLOTAGEM DAS ANALISES

(FIM |

Fonte: Autor

onde:
M: é a massa da coluna;

K é a rigidez da coluna.
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3.4 Acoplamento do péndulo a Coluna

Inicialmente, para acoplar o péndulo a estrutura, é necessario reorganizar as

equagoes do sistema massa-mola com péndulo duplo no formato matricial.

A abordagem estrutural para acoplar o péndulo a estrutura envolve a combinacao
das matrizes de massa e rigidez da coluna com as respectivas matrizes de massa e rigidez
do péndulo, conforme ilustrado nas figuras abaixo. E importante notar que a posi¢do ao
somar as matrizes respeita o grau de liberdade em que ocorre o contato entre o péndulo e

a estrutura, devido a discretizagdo do problema.

Ao discretizar a coluna utilizando o método dos elementos finitos, o né 12 foi
identificado como o elemento de topo da estrutura, né em que a acoplagem com o péndulo

sera realizada, uma vez que o n6 12 também representa o deslocamento horizontal da

estrutura.
Figura 15 — Matriz de massa generalizada.
‘&
0)'
'é*"‘é(\}
M= My +(my +my) (my+my)l, CosB, m;l;c056, ¥no
(nxn)
(my+my)l; Cos6, (my+m,)12 myly1,Cos(6, — 63) g,
m2l260592 mzlliZCOS(Bl = 92) mzlf éz
(n+ 2)x(n +2) (nx1)

Fonte: Autor

Figura 16 — Matriz de rigidez generalizada.

O
&
o
B e (=(m + mz)lléfsengl)/91 (—mzlzﬂ.{!senﬂl)/ez Xno
nxn
((my+m;)glysend,)/6, (myl 1,62sen (8, — 6,))/6 6,
(_mzlllzéfsen(91 —6,))/6, (mglzsendz))/8; 0,
(n+ 2)x(n+2) o (mT)
Fonte: Autor
sendo:

8; - Posicao angular;

6; - Velocidade angular;
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0; - Aceleragao angular;

I - Aceleracdo do N6 em questao;
x - Posicao do N6 em questao;

l; - Comprimento das hastes;

m - Massa dos elementos;

g - Constante gravitacional.

n - numero de nds da estrutura discretizada.

E importante enfatizar que a matriz jacobiana desenvolvida anteriormente para
tratar a nao linearidade do péndulo precisara contemplar toda a estrutura, incluindo a
coluna que apresenta um comportamento linear. Isso pode ser observado na formacao da

matriz jacobiana, mostrada na Figura 17.

Figura 17 — Matriz Jacobiana.

GDLs X12 6, 6,

)=

(n#2xn+2)
X12 dF,, /08, 0Fy5/80,
. (nxn)
(1 2 : OF 3 /0%, dF,3/30, 0F,3/00,
6, OFy4/0x12 dF,, /00, dF,,/06,
T (n+2xn+2)
Fonte: Autor
onde:

GDLs - Graus de liberdades da estrutura com o péndulo acoplado;
212 - Deslocamento do né localizado no topo da estrutura;
0, - Posigao angular do primeiro péndulo;

0y - Posicao angular do segundo péndulo.

E relevante lembrar que a diagonal principal da matriz Jacobiana deve estar

preenchida, considerando que o algoritmo utilizard a inversa da matriz Jacobiana.
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3.4.1 Fluxograma do algoritmo

Finalmente, para proporcionar uma melhor compreensao da rotina computacional,

apresenta-se um fluxograma ilustrando o procedimento de calculo dos sistemas mencionados

anteriormente.

Figura 18 — Fluxograma do algoritmo para acoplar o péndulo a coluna.

INICIO

ENTRADA:

Propriedades mecanica da estrutura (Coluna)
Area, Inércia, comprimento, massa e madulo de
elasticidade.

Nimero de elementos e nimero de nds por
elemento.

I

PROCESSO INTERATIVO PARA O NUMERO TOTAL
DE ELEMENTOS

}

CDMPDSIQ&D DAS MATRIZES DE
MASSA E RIGIDEZ

MeK

}

[ APLICANDO AS CONDIGOES DE CONTORNO }

I

[ CALCULD DAS FREQUENCIAS DA COLUNA ]

!

( COMNCATENANDO AS MATRIZES DE MASSA E
RIGIDEZ DA COLUNA COM AS RESPECTIVAS
MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ DO PENDULO
DUPLO.

I

CHAMANDO A ROTINA COMPUTACIONAL DO PENDULO
DUPLO PARA RESOLVER A COLUMA ACOPLADA AO
PENDULO

I

[ PLOTAGEM DAS ANALISES ]

Fonte: Autor

\

Neste contexto:
m - representa a massa da coluna; k - denota a rigidez da coluna.

A tarjeta vermelha ilustra a soma das matrizes de massa, conforme apresentado na

Figura 15, e das matrizes de rigidez, conforme exibido na Figura 16.
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4 Resultado e discussao

Para verificar a consisténcia da rotina computacional implementada em MATLAB,
optou-se pelo software ABAQUS devido a familiaridade do autor. Os resultados dos
problemas analisados sao apresentados em graficos que fornecem o deslocamento dos
graus de liberdade em funcao do tempo. Essas andlises estao relacionadas aos objetivos

especificos do trabalho, que podem ser resumidos como:

e validar o algoritmo em MATLAB para a andlise do problema do péndulo simples e

do péndulo duplo;
e validar o sistema de trés graus de liberdade;

e validar a rotina computacional para a discretizagdo de uma coluna usando o método

dos elementos finitos;

e validar a acoplamento do péndulo duplo a coluna por meio da variacao das posi¢oes

angulares iniciais.

4.1 Modelagem do péndulo simples a 60°
A Figura 19 apresenta a disposicdo do péndulo. As condicoes iniciais para a analise
do péndulo simples sao estabelecidas aleatoriamente.

Sendo: m; = 68 kg, 1 = 3 m, ¢, =5 Ns/m, g = 9,81 m/s*, At = 3e™* s e

91:60

Figura 19 — Representacao grafica do péndulo simples com as configuracoes iniciais.

YIIIII I Y
X

60°

3m

A |

Fonte: Autor

kg



Capitulo 4. Resultado e discussdo 56

Figura 20 — Evolucao temporal de #; validando o péndulo simples

—r\ﬂa‘dab-&1
-- -Abaqus-r’u'1

o 5 10 15 20 25 30

Tempo(s)
Fonte: Autor

Segundo Arnold et al. (2011), a forga responsével pela diminuigao das oscilagoes é
proporcional & velocidade (cz). A utilizagdo das simulagdes possibilitou avaliar o compor-
tamento do péndulo, pois, ao analisar os resultados, observa-se que o algoritmo descreveu
de maneira coerente as oscilagoes propostas neste estudo, justificando assim a importancia
do uso de simulagoes computacionais e ferramentas tecnologicas no estudo da dindmica de
sistemas lineares e nao lineares (WILLERS; KREMER; WEBLER, 1995).

Durante o processo de validagao do péndulo simples, nao foi constatada variacao
significativa nos resultados obtidos da rotina computacional em comparacao ao ABAQUS.
Observando o deslocamento da massa em fungao do tempo, é possivel perceber a sobreposi-
cao dos resultados. Vale ressaltar que o algoritmo desenvolvido convergiu com o ABAQUS,
usando como condicao inicial um angulo expressivo de 60°, que nao pertence ao intervalo

de linearizacao.

No entanto, por se tratar de um sistema simples, o algoritmo necessitaria de poucas
iteragOes para a convergéncia da matriz Jacobiana a cada incremento de tempo. Para
essa verificacao, foi utilizado um contador para registrar a quantidade de iteragoes. O
contador foi impresso em formato de vetor, sendo que cada posigao desse vetor é preenchida
pela quantidade de iteracoes na matriz Jacobiana. Essas iteracoes apresentaram valores
pequenos, sendo que, no maximo, foram utilizadas trés iteragoes para a convergéncia da

matriz Jacobiana.



Capitulo 4. Resultado e discussdo 57

4.2 Modelagem do péndulo duplo a 60° e 50°

Ao considerar as seguintes condigoes iniciais: my; = 60 kg, mo = 30 kg, l; = 3 m,
ly=2m,c;=5Ns/m,co =5 Ns/m, g=29,81 m/s?>, At = 3e™* s, 6, = 60° e O = 50°.

Figura 21 — Representacao grafica do péndulo duplo com as configuragoes iniciais

s

X

60°

A |

3]0, kg

50°
2m

9 kg

Fonte: Autor

Figura 22 — Evolugao temporal de #; validando o péndulo simples

—Matlab-b'1
1 - .Jl‘«baqus-r’a'1 7

Rotacao(rad)

s \ \ I I I
0 5 10 15 20 25 30

Tempo(s)
Fonte: Autor
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Figura 23 — Evolugao temporal de 6, validando o péndulo duplo

——NMatlab-¢,
- - -Abaqus-4,

05—

05

Rotacéo(rad)

0 5 10 15 20 25
Tempo(s)

Fonte: Autor

Sousa (2022) descreve a interferéncia observada entre as oscilagdes obtidas em
simulagoes do péndulo duplo, visto que um péndulo gera perturbacao no movimento do
outro. No entanto, ainda é possivel observar que as interferéncias apresentam uma certa
simetria e que o segundo péndulo sofre uma maior interferéncia por possuir uma massa
menor que a primeira (BENVEGNU, 2016).

No caso do péndulo duplo, os resultados apresentados indicam que o método de
Newmark-Newton/Raphson é adequado para integrar as equagoes envolvidas no péndulo
duplo. O algoritmo convergiu de forma satisfatéria, mesmo utilizando uma condicao de
parada rigorosa para Newton/Raphson na ordem de le'l. Tsso sugere que essa condigdo
de parada poderia ser ajustada visando maior agilidade na obtencao dos resultados do

péndulo duplo.

Outro aspecto interessante a destacar é o tempo gasto para a simulacao do péndulo
duplo em MATLAB comparado ao ABAQUS, uma vez que a rotina desenvolvida em
MATLAB apresentou um desempenho notavel em relacao ao ABAQUS. A eficiéncia em
termos de tempo computacional ja era esperada, pois a rotina computacional nao possui
interface grafica para a visualizacao do pés-processamento, contando apenas com a exibigao

dos resultados plotados em forma de graficos, como mostrado nas Figuras 22 e 23.

Por fim, é possivel observar a reducao da amplitude do movimento em funcao da

constante de amortecimento.

30
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4.3 Modelagem do massa mola acoplado ao péndulo duplo

Devido a evolugao gradativa da rotina computacional, este topico apresenta a
validagao numérica do sistema de trés graus de liberdade composto pelo sistema massa-
mola e o péndulo duplo. Considerando as seguintes condigoes iniciais totalmente aleatorias:
My =90 kg, My =90 kg, M =90 kg, l; =3 m, ls =2m, K =100 N/m, c; =5 Ns/m,
o =5 Ns/m, c3 =10 Ns/m, g=9,81 m/s*>, At =3e ™t s, 6, =60°e 0y =50

Figura 24 — Sistema com trés graus de liberdade.

100 N/m

5 Ns/m

Fonte: Autor

Figura 25 — Evolucao temporal do Massa mola.

4 T T
—Matlab-Massa mola
— Abaqus-Massa mola

Deslocamento (m)

| | l | |
o 5 10 15 20 25 30

Tempo(s)

Fonte: Autor
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Figura 26 — Evolugao temporal do 6;.

—Matlab-t,
—Abaqus-f?1

LU VT p W\ o

) o 5 10 15 20 25 30
Tempo(s)

Fonte: Autor

Figura 27 — Evolugao temporal do 6s.
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Fonte: Autor

Silva et al. (2010) relatam que hé interferéncia entre o péndulo duplo e o sistema
massa-mola-amortecedor, sendo possivel observar as distor¢oes apresentadas na propagacgao
em todos os percursos da evolucao temporal do sistema. Recomenda-se que o algoritmo
desenvolvido para analisar o péndulo duplo sobre um carro possua as seguintes caracteris-
ticas: robustez para lidar com as nao linearidades do modelo; projeto simples, uma vez
que o sistema possui trés graus de liberdade (FIGUEIREDO; DANTAS, ).

O sistema massa-mola parte do ponto de repouso, sendo que as condi¢oes iniciais

sao aplicadas apenas ao péndulo duplo, ou seja, o péndulo que movimenta o sistema
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massa-mola. E, embora as posi¢coes angulares sejam as mesmas simuladas no péndulo
duplo anterior, a evolugao temporal dos angulos nao apresentou semelhanca com o caso
do péndulo isolado. Essa divergéncia é caracterizada pela interferéncia do movimento do

sistema massa-mola no péndulo.

4.4 Modelagem da coluna: frequéncia e modo de vibracao

Para a determinacao da frequéncia e do modo de vibragao, emprega-se as matrizes

de massa e rigidez. Dessa forma, a convergéncia dos resultados comprova a validacao entre
MATLAB e ABAQUS.

A tabela a seguir exibe os valores encontrados referentes as frequéncias de uma
coluna de ago com médulo de elasticidade de 210 G'Pa, massa especifica de 7850 kg/m?,

comprimento de 6 metros e se¢ao transversal de 20 ecm por 30 cm.

Figura 28 — Modos de vibragao da coluna 20 ¢m por 30 cm obtidos por meio do ABAQUS.

1* modo 2° modo 3" modo

Fonte: Autor

Tabela 1 — Abaqus x Matlab - Coluna 20x30 [cm]

H Abaqus (Hz) Matlab (Hz) Erro absoluto (Hz) H

6.7804 6.7949 0.0145
42.6 42.6038 0.0038
119.58 119.6606 0.0806
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A quantidade de frequéncias naturais apresentadas é determinada pelo usuéario.
Neste exemplo, sao mostradas as trés frequéncias mais baixas da estrutura, apresentando

um erro entre MATLAB e ABAQUS na casa de até 8%.

Por interesse de analises futuras, apresenta-se também as frequéncias e os modos
de vibragao para uma coluna com as mesmas caracteristicas iniciais, variando apenas a

secao transversal para um perfil circular de raio de 2 cm.

Figura 29 — - Modos de vibragdo da coluna de 2 cm de raio obtidos atravéz do ABAQUS.

|I I \‘
|

ﬁ

1% modo 2° modo 3" modo

Fonte: Autor

Tabela 2 — Abaqus x Matlab - Coluna 2 c¢m de raio.
H Abaqus (Hz) Matlab (Hz) Erro absoluto (Hz) H

0.78449 0.7846 0.00011
4.9144 4.9195 0.0051
13.755 13.8172 0.0622

Araujo et al. (2010) apresentam frequéncias naturais de colunas de aco obtidas por
andlises de elementos finitos. Os dados demonstram modos de vibragao semelhantes aos
obtidos em ABAQUS nesta pesquisa. As frequéncias obtidas sdo diretamente proporcionais
a massa da estrutura (NINA, 2020). Contudo, é possivel observar essa diferenca nas

frequéncias da estrutura em funcao da mudanca da caracteristica geométrica da coluna.

E possivel observar as frequéncias obtidas diretamente via ABAQUS no ANEXO
A deste trabalho.
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4.5 Modelagem do péndulo duplo acoplado a coluna

Inicialmente, os angulos foram selecionados aleatoriamente com a tnica finalidade
de testar a robustez do algoritmo. A experimentagdao comecou com angulos baixos e
progrediu até as condic¢bes iniciais com angulos maiores. A configuragdo que provocou
movimento na coluna refere-se a ideia de que, anteriormente, os péndulos iniciaram o
movimento e, com as configuragoes iniciais, o péndulo foi capaz de mover a coluna em
pequena amplitude. A medida que os angulos aumentavam, a movimentacao da coluna

também aumentava.

A configuragdo que provocou movimento na coluna foi realizada com os péndulos
em condigoes iniciais de equilibrio e, em seguida, a barra foi submetida a uma forca. O
objetivo era investigar a interagao entre a barra e o péndulo. Era conhecido que, quando
o péndulo entrava em movimento, ele movimentava a coluna e a questao era verificar
se, a0 mover a coluna, era possivel mover o péndulo. Essa andlise esta relacionada com
o movimento resultante de uma agao externa que movimenta a estrutura e a estrutura
transfere a oscilacdo para o péndulo, cumprindo a funcao de dissipagao dessas forcas

externas.

Segundo Filho et al. (2019), a resposta dindmica de uma coluna submetida a uma
carga dinamica é apresentada por oscilagoes que variam em fungao das caracteristicas
fisicas e geométricas. O deslocamento da coluna é condicionado a rigidez, assim, os maiores

deslocamentos ocorrem para estruturas mais flexiveis.

Boscolo (2018) apresentou andlises semelhantes as anélises discutidas nesta se¢ao. As
respostas apresentadas sao referentes a um péndulo duplo em diversas configuragoes iniciais

ligado a uma haste fixa. Os resultados correspondem aos resultados aqui apresentados.

Oliveira (2012) realizou anélises mais aprofundadas, visando observar parametros
para dimensionar péndulos duplos na condicao de amortecedores de massa sintonizados.
Essas analises resultaram em situagoes semelhantes as que foram analisadas aqui. Sendo

possivel atenuar o movimento da estrutura adotando um amortecimento ao péndulo.

45.1 Coluna modelada com 2 péndulos a 30° e 20°

As configuragoes iniciais para modelar a coluna foram: se¢do retangular de 20 cm
x 30 cm, material constituinte de ago, comprimento da coluna de 6 m, 6; = 30°, 65 = 20°,
comprimento das hastes respectivamente iguais a 3 m e 2 m, primeira massa do péndulo
igual a 2 kg, segunda massa do péndulo igual a 3 kg, coeficiente de amortecimento de
c1 = 0,3 Ns/m, co = 0,3 Ns/m, E = 210 GPa, gravidade igual a 9,81 m/s? e massa
especifica do aco = 7850 Kg/m?3.
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Rotacao(rad)

Figura 30 — Coluna modela com péndulo duplo a 30° e 20°.
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Figura 31 — Evolucao temporal de 6.
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Figura 32 — Evolucao temporal de 6,.
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Figura 33 — Evolucao temporal do N6 12 referente a coluna.
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Os angulos iniciais foram selecionados de forma arbitraria, desde que atendessem
ao requisito de estarem fora do regime linear. Fica claro que, devido a elevada rigidez
da coluna e ao baixo peso do péndulo, a oscilagao da coluna ¢é praticamente inexistente.
Esses angulos sao de grande importancia em estruturas reais, pois é crucial evitar que a

estrutura oscile a ponto de permitir que os péndulos ultrapassem essas condigoes iniciais.
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4.5.2 Coluna modelada com 2 péndulos a 40° e 30°

Considerando as condigOes iniciais a seguir: coluna com 30 c¢m por 20 ecm, E =
210 G Pa, massa especifica do aco = 7850 Kg/m3, My = 2 kg, My = 3 kg, l; = 3 m,
ly=2m,c;=0,3 Ns/m, co=0,3 Ns/m, c3=0,3 Ns/m, g=29,81 m/s* At =3¢ s,
01 = 40° e 0y = 30°.

Figura 34 — Coluna modelada com péndulo duplo a 40° e 30°.
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Figura 35 — Evolucao temporal do 6.
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Figura 36 — Evolugao temporal do 6s.
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Figura 37 — Evolucao temporal do N6 12 da coluna.
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Gradualmente, os dngulos iniciais foram ajustados para aumentar o grau de nao
linearidade dos péndulos. Devido ao pequeno deslocamento do né 12, é possivel observar
o comportamento inalterado do péndulo duplo. Isso implica que, ao modelar apenas o
péndulo duplo com as mesmas condigoes iniciais, os resultados serao os mesmos para 6, e

65, devido a minima influéncia da coluna no péndulo em fung¢do de sua alta rigidez.
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4.5.3 Coluna modelada com 2 péndulos a 60° e 50°.

Ao considerar as seguintes condigoes iniciais: Coluna com 30 ¢m por 20 cm, E
= 210 G'Pa, massa especifica do aco = 7850 Kg/m?, My = 2 kg, My = 3 kg, I, = 3 m,
ly=2m,c;=0,3 Ns/m, co=0,3 Ns/m, c3=0,3 Ns/m, g=29,81 m/s* At =3¢ s,
01 = 60° e Oy = 50°.

Figura 38 — Coluna modelada com péndulo duplo a 60° e 50°.
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Figura 39 — Evolucao temporal de 6;.
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Figura 40 — Evolucao temporal de 6,.
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Figura 41 — Evolugao temporal do N6 12 da coluna.
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Nesta nova configuragao, a validacao da eficiéncia do algoritmo é realizada. Nova-

mente, todos os angulos estao fora do regime linear, e a rotina computacional, por meio

da matriz jacobiana, conseguiu lidar com a nao linearidade presente no péndulo. Apesar

das posi¢oes angulares impostas ao péndulo duplo corresponderem as mesmas usadas

na validacao do péndulo duplo, é importante lembrar que as massas e a constante de

amortecimento sdo diferentes. Portanto, os resultados nao podem ser coincidentes.
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4.5.4 Coluna modelada com 2 péndulos a 85° e 20°

A configuracao subsequente foi selecionada por apresentar uma maior distancia
entre os angulos iniciais, sendo ambos os angulos nao lineares. Também se modificou a
secao transversal da coluna para um perfil circular macico de 4 ¢m de didmetro e as demais
configuragoes sendo: E = 210 G Pa, massa especifica do ago = 7850 Kg/m?, M; = 2 kg,
My =3kg, Iy =3m,ly =2m,c, =0,3 Ns/m, co =0,3 Ns/m, g=9,81m/s?
At=3e*s, 6, =85¢e 6, =20°.

Figura 42 — Coluna modelada com pédulo duplo a 85° e 20°.

Fonte: Autor

Figura 43 — Evolucao temporal de 6;.
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Figura 44 — Evolucao temporal de 6,.
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Figura 45 — Evolucao temporal do N6 12 da coluna.
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A alteracao do perfil da coluna, juntamente com a reducao de sua inércia, teve
como objetivo permitir uma maior interferéncia do péndulo em relacao a coluna. Apds a
modificagdo da coluna, foi possivel observar um aumento consideravel no deslocamento
do topo da coluna em centimetros. Mesmo com essa alteracao significativa, a rotina

computacional conseguiu lidar com essa nova configuracao.
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455 Coluna modelada com 2 péndulos a 0° e aplicando uma forca dinamica

na estrutura.

Neste novo teste, o péndulo duplo foi posicionado em condi¢oes de equilibrio
com angulos iniciais iguais a zero e a secao circular macica de 3,5 cm de didmetro.
Posteriormente, uma forca dinamica foi aplicada a coluna, e a interacao entre a coluna
e o péndulo duplo foi observada. Sendo: F = 210 GPa, massa especifica do aco = 7850
Kg/m? My =1kg, My =2kg,l1 =10 cm, ly =5 cm, c; =0,3 Ns/m, ¢y =0,3 Ns/m,
f(t) = 1000 * sin(m) N, g=9,81 m/s*, At =3¢ s, 0, =0%¢ 0y =10°,

Figura 46 — Aplicando uma for¢a dindmica a coluna.
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Fonte: Autor

A reducao das hastes dos péndulos e a consequente alteracao das massas foram rea-
lizadas com o objetivo de aumentar o deslocamento dos péndulos sem alterar a intensidade

da forca dindmica aplicada a coluna.
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Figura 47 — Evolugao temporal do N6 12 na coluna.
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Figura 48 — Evolucao temporal de 6;.
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Observa-se que, ao oscilar o péndulo, a evolucao temporal do 6, ultrapassa 0,26
rad, que, ao converter para graus, resulta em 15°, angulo este que ja esté fora do intervalo
de linearizacao. A importancia desses testes reside na interacdo entre a coluna e o péndulo,
na qual se observa que, ao forgar a coluna, o péndulo responde com oscilagoes. Essa
configuracao é relevante para situagoes reais de abalos sismicos, nas quais a forga da
natureza perturba a estrutura e esta transfere a perturbacao ao péndulo, provocando sua

oscilagao.
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Figura 49 — Evolugao temporal de 65 em Abaqus.
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4.5.6 Coluna modelada com 2 péndulos a 0° e aplicando uma forca dinamica

nos péndulos.

No pentltimo teste, optou-se por retornar as configuragoes iniciais do péndulo e
aplicar uma forca dinamica no préprio péndulo em condig¢oes de equilibrio. Sendo: Sendo:
My =2kg, Moy =3kg, M =90 kg, l; =3m,lo=2m,c; =0,3 Ns/m, ca=0,3 Ns/m,
f(t)=15%sin(r) N, g=19,81 m/s*, At =3¢t s, 6, =0%¢ 6, =0

Figura 50 — Analise da coluna com as novas configuragoes.
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Figura 51 — Evolugao temporal do N6 12 na coluna.
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Figura 52 — Evolugao temporal de 6.
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Essa configuragao reproduz situacoes em que o péndulo é perturbado por ac¢oes
externas e transfere essas agoes, provocando deslocamentos na estrutura. Na realidade, essa
perturbacao externa ocorreria por meio de forcas dindmicas, como o vento, por exemplo.
O deslocamento da coluna, por mais que apresente uma rigidez pequena, nao ultrapassa
a casa dos milimetros, uma vez que, nessa configuragao, a forga estd sendo aplicada no

péndulo, mais especificamente na primeira massa do péndulo duplo.
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Figura 53 — Evolucao temporal de #, em Abaqus.
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4.6 Coluna modelada com 2 péndulos a 45° e 45°

Finalmente, é apresentado o teste que modifica as constantes de amortecimento
para observar o comportamento da estrutura com e sem amortecimento nos péndulos
duplos. Para essa analise, foi utilizado um perfil circular com diametro de 4 ¢cm e as demais
condi¢des iniciais foram: E = 210 G Pa, massa especifica do ago = 7850 Kg/m?, M, = 2 kg,
My =3kg, Iy =3m,lo =2m,c; =0,5 Ns/m, ¢ =0,5 Ns/m, g=9,81 m/s?
At=3e"*s, 6 =45°e 6, = 45°.

Figura 54 — Coluna modelada com pédulo duplo a 45° e 45°.
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Figura 55 — Evolucao temporal de 6.
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Figura 56 — Evolucao temporal de 65.
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A oscilagao do péndulo duplo em estruturas reais dificilmente ultrapassaria o angulo
de 45, sendo esse requisito fundamental para a utilizacao dessa configuragao inicial. Além
disso, a utilizacdo de Angulos maiores que 45° nas analises anteriores est4 ligada & robustez

. N a7 .~ A . o
do algoritmo e a confiabilidade caso essas condig¢oes extremas de angulos maiores que 45
ocorram.
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Figura 57 — Evolugao temporal do N6 12 da coluna.
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E possivel observar na Figura 57 que a estrutura apresenta uma atenuacio de seu
movimento com o tempo, devido a inser¢ao dos amortecedores no péndulo duplo. Como
resultado da reducgao do deslocamento da estrutura, ha também uma reducao da aceleragao
e da velocidade, respectivamente apresentadas nas Figuras 58 e 59 (KRONBAUER, 2013).
A velocidade esta relacionada ao estado limite ultimo da estrutura e a aceleragao esta

ligada ao estado limite de servigo.

Figura 58 — Aceleracao do N6 12 da coluna.
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Figura 59 — Velocidade do N6 12 da coluna.

0.15

Velocidade (nmv/s)

—— Sem amortecimento

£ I | | I T
o 5 10 15 20 25
Tempo(s)

Fonte: Autor

O objetivo original do teste é analisar as variagoes das oscilagoes da coluna, uma vez
que ela nao pode oscilar perto de suas frequéncias naturais, evitando, assim, o fenémeno
de ressonancia. Esse controle estrutural podera ser realizado futuramente em estruturas

reais usando a rotina computacional implementada neste trabalho, alterando as constantes
de amortecimento dos péndulos.
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5 Conclusao

Neste estudo, propos-se o desenvolvimento de um algoritmo em MATLAB para
realizar analise dinamica nao linear de estruturas com péndulos simples e duplos acoplados.
O objetivo consiste em fornecer medigoes de deslocamentos e outras grandezas relacionadas

ao movimento dos péndulos, a fim de analisar as vibragoes que ocorrem nas estruturas.

O principio do péndulo é amplamente utilizado em diversas areas da engenharia
e dispositivos, sendo, portanto, objeto de pesquisa para compreender o comportamento

dinamico dessas estruturas.

Analisaram-se as equagoes diferenciais de movimento para péndulos simples e
duplos, utilizando as leis de Newton, as equacoes de energia cinética e potencial e as
equacoes de Lagrange. Propos-se uma solucao utilizando o método incremental iterativo
de Newmark-Newton/Raphson e comparou-se essa solugdo com a solucao fornecida pelo
software de elementos finitos ABAQUS. O sistema resultante, composto por duas equagoes
diferenciais de segunda ordem, apresenta nao linearidade devido a presenca do produto de
incognitas e de fungoes trigonométricas dessas incognitas, tornando a solucao analitica

desafiadora e a solu¢ao numérica trabalhosa.

Durante os testes realizados, observou-se a capacidade robusta da rotina compu-
tacional em lidar com problemas altamente nao lineares. Nesse sentido, a combinacao
e ampliacao das matrizes de massa, rigidez e, especialmente, a matriz jacobiana para
solugdo dos problemas nao lineares demonstraram-se eficientes. E importante destacar que
em problemas reais, os angulos trabalhados podem chegar a 50°, portanto, o algoritmo

apresentou robustez ao trabalhar com angulos hipotéticos de 85°.

Nas andlises realizadas, os péndulos foram configurados em diversas condigoes
iniciais, variando a interacao entre a estrutura e os péndulos. Conforme esperado, a
interacao ocorreu sem problemas e foi validada pelo software de elementos finitos ABAQUS,
concluindo assim um estudo inteiramente académico capaz de lidar com nao linearidades

presentes em analises dinamicas.

Nesse contexto, essa pesquisa foca no avanco do estudo de como as estruturas

reagem as cargas altamente variaveis ao longo do tempo.
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ANEXO A - Configuracao da coluna para

analise de frequéncia

Configurando o comprimento de 6 metros da coluna em ABAQUS.

Figura 60 — Comprimento da coluna.

Fonte: Autor

Criando a secao circular com raio de 2 cm.

Figura 61 — Secao transversal da coluna.

Mame: Profile-2

Shape: Circular

Cancel

Fonte: Autor
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Logo abaixo, tem-se as frequéncias da estrutura obtida em MATLAB e em ABAQUS.

Figura 62 — Frequéncias obtidas através do ABAQUS.

S Step/Frame bt

Step Name . Description

| frequencia

Description

0 Increment (v Base State
1 1: Value = 24296 Freq= 0.73449 (cycles/time)
gi g 2 2:Value= 95345 Freg= 49144 (cycles/time]
e 3 Mode 3: Value= 7460.1 Freq= 13.755 (cycles/time)
/‘\‘ gﬁ 4 Mode 4 Value= 28654, Freq= 26941 (cycles/time)
. 5 Mode S Value= 78219, Freq= 44512 (cycles/time)

Apply

2y % | [ irc / standard Student Edition

| Field Output.. | | Cancel

Tue Dec

Fonte: Autor

Figura 63 — Frequéncias obtidas através do MATLAB.

Aguarde!! A estrutura sScera analisada!
EEEEEEEERA A A AR AR ARk wn ANATLTISE MODRL & & b b b o i i b b i i i i d R R R R

Determinado as 3 primeiras fregquéncias em 6.33e-05 =.
freqg Hz =

0.7846
4.9155
13.8172

Iniciando o processamento da estrutura por Newmark
Sy Ry Ry R Ry R R Ry Ry R R R R R Ry R R R R R R o R R R R o o R R R R R ol o R R ol R R o o R R R R o R R R R R

Estrutura calculada por Newmark em 0.8146&677 s.

Fonte: Autor
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ANEXO B - Configuracao dos angulos dos

testes

B.1 Configuracdo 30° e 20°

Figura 64 — Conferéncia do angulo inicial de ; = 30° e Ly = 3m

Fonte: Autor

Figura 65 — Conferéncia do angulo inicial de 8; = 20° e Ly = 2m

Fonte: Autor
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B.2 Configuracdo 40° e 30°

Figura 66 — Conferéncia do angulo inicial de 6; = 40° e Ly = 3m.

Fonte: Autor

Figura 67 — Conferéncia do angulo inicial de 8, = 30° e L; = 2m.

Fonte: Autor
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B.3 Configuracdo 60° e 50°

Figura 68 — Conferéncia do angulo inicial de 6; = 60° e L; = 3m.

Fonte: Autor

Figura 69 — Conferéncia do angulo inicial de 6, = 50° e L; = 2m.

Fonte: Autor
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B.4 Configuracdo 85° e 20°

Figura 70 — Conferéncia do angulo inicial de 8; = 85° ¢ L; = 3m.

Fonte: Autor

Figura 71 — Conferéncia do angulo inicial de 5 = 20° e L1 = 2m.

Fonte: Autor
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B.5 Configuracio forcando a barra

Figura 72 — Configuracao da for¢a dindmica.

9 Assembly defoults ) 2

Viedel  Results Module: ‘3 Load ¥ Modek: ‘: Model-1 | Step: ‘: Step-1
S Model Database v 5 E1 T T Lk FR) S EditLoad x
#3 Models (1) - | Name: Load-2
& Mod-= .l
B Type  Concentrated force
wff vl chais
| Step:  Step-1 (Dynamic, Explicit)
47 Name Step-1 & Seci0 Iy
g egion: Set-
'; ¥ Load-1 Created ?
|| Loas-2 cs¥s: (Glebal) R A
Distribution: | Uniform he|  fio
CF1 1000
— crz 0

| Step procedure: Dynamic, Explicit
| Load type: Concentrated force CFr3: 0

|Load status:  Created in this step Amplitude: |sin B P

Create. Copy... Rename.. I O Foliow nedal rotation

l ur ENGINEErNng reatures |
; Mih = Note: Forcewill e applied per node.
il column oK Cancel
=P Materials (1)
v
. St 5 “= | X| Fill out the Edit Load dialog 1775 SIMULIR

Fonte: Autor

Figura 73 — Configuracao da haste 1 em Abaqus.

Fonte: Autor

Figura 74 — Configuracao da haste 2 em Abaqus.

Fonte: Autor

B.6 Configuracdo forcando o péndulo

Figura 75 — Configuracao da for¢a dindmica em Abaqus.

>del [FResults Module: [3 Load M Modek [2 Model-1 | step: [FTatep-1 [

Model Database M & [ %, @ [Ly 4 EditLoad X
@8 Profiles (3) ~ - N Load-2
P TN [Iq? s P Lo
a Type  Concentrated foree
e
o e Step:  Step-1 (Dynamic, Explicit)
4 lame ep-
B Region: Set-Q
EE v Load-1 Created 7 R
i v Load-2 csvs: (Globaly [p A
i Distribution: | Uniform F ™
i
§ CF1 15
i = cr2 0
7 Step procedure: Dynamic, Explict
Loadtype:  Concentrated force CF3 0
G osises Gt inths slep | Amplitude: [sin o N
B | Creste.. Copy. Rename. [ Follow nodal rotation

fy ampimuaes (3 —r
Note: Force will be applied per node.

[ Loads ()

@k BCs @)
B Predefined Fields
Remeshing Rules
[ Optimization Tasks

oK Cancel

Fonte: Autor
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