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Prefacio

Podemos dizer que dentre as atividades intelectuais humanas, as principais sao

a ciéncia e a filosofia. Dentre estas, as consideradas mais importantes para o
mundo atual sdo a matematica, a fisica, a ciéncia da computagao e a filosofia. Mas a
natureza da computagao como ciéncia, mas precisamente, a computacao quantica
tem como raiz e foco, vinculados a histéria da fisica quantica e a filosofia.

Assim é a teoria quantica. Postulados, conceitos, principios e teoremas estao em um
contexto histérico em que o homem, em seu desejo de aprender foi estabelecendo
as bases da computacao quantica durante a construcao de sua trajetéria rumo a
sociedade da informagao.

Durante sua evolucao histérica a computagao quantica vem passando de niveis,
de total complexidade para maior utilizagdo nas suas areas de dominio. Ou seja,
desde as primeiras ideias de Planck, Einstein, Niels Bohr, Schrédinger, os
principios como o de Heisenberg, aos teoremas da mecanica quantica, ou mesmo
aos operadores como os hamiltonianos da mecanica quantica, que cada problema
e solucao estao ligados a historia que deve ser conceitualmente compreendida em
relacdo ao tempo e espaco.

Nao temos como entender a computabilidade quantica sem a sua perspectiva his-
torica. Assim, liga-se a histéria ao tempo-espaco dos problemas e a histéria liga
Hilbert com John von Neumann, e mais Planck, Einstein, Heisenberg, Di-
rac, Schrodinger, Niels Bohr e outros, mostrando como as principais teorias da
fisica moderna foram criadas.

A perspectiva histérica também é importante para compreender como Einstein
chegou, nao s6 a teoria da relatividade, mas também ao mundo quantico, e a sua
busca pela teoria geral do universo, ou como Heisenberg chegou ao principio da
incerteza buscando pela posicao do elétron. Como todos se relacionam? Se relacionam
por meio da transformacao histérica de conceitos que vao se juntando como um
enorme quebra-cabeca. S6 a histéria pode mostrar que as teorias que estudamos hoje
foi gerada por um processo construido no tempo da jornada da humanidade. Uma
jornada de milhares de anos de teorias obtidas pela ciéncia e experimento. Assim,
surgiu a mecanica quantica, que aplicada a ciéncia da computac¢ao, vem causando o
surgimento dos computadores quanticos.

A histéria, na verdade, é quem molda as teorias. A relatividade de Einstein nunca
foi sua principal teoria. Um dos matematicos da teoria quantica era von Neu-
mann que propos o modelo da computagao deterministica. Vejam que paradoxo!
Um dos cientistas da teoria quantica, nada deterministica, propoe um modelo de
arquitetura para o computador classico como uma maquina de estados deterministica.



XX Prefdcio

Podemos dizer que a ciéncia é investigativa, mas grande parte nasce da criatividade,
da intuicao e da interatividade humana, ou seja, do processo histérico. Portanto, ha
que se diferenciar entre o modelo investigativo da Fisica, entre o modelo tedrico e o
experimental. Sendo a Fisica quantica uma ciéncia com base em postulados toda
validagao de resultados dessa Fisica como modelo investigativo teérico, é corroborado
por ela mesma como ciéncia experimental. Desta forma podemos dizer que o contexto
histérico é fundamental para a compreensao do seu contetido. Certamente, a mecanica
quantica atingiu, hoje, uma importancia crucial para a construgdo do computador
quantico.

A computacao quantica tem uma teia de relagoes com varias areas do conhecimento.
As relagoes da computacao quantica e outras ciéncias ja podem ser observadas
desde a década de 40, no século XX. Assim forma-se a base para a um livro de
suma importancia para um primeiro aprendizado. Um livro que é fundamental
para a compreensao, pelo leitor, de como surgiram as ideias quanticas. Antes de
deduzir e demonstrar os teoremas principais ou mais elaborados da matematica,
é importante mostrar ao leitor as bases a partir das quais foram enunciados os
problemas e como foi conduzida sua solucdo com o alicerce matematico existente.
Mas o livro nao para por ai. Trata-se de uma leitura que nos transporta a visao
de problemas e solugoes quanticas em seu tempo; na sua origem; ou na sua fonte.
Organizado, preferencialmente numa linha temporal, o livro aborda os diversos
problemas/fendmemos de uma maneira interdependente, mostrando que os conceitos
fundamentais se mantém e, se aplicam as descobertas fisicas cada vez mais complexas.

Evitando a grande dificuldade de expor e demonstrar as modernas teorias quanticas,
o livro compensa pela facilidade de expor as ideias sobre elas e como foram elabo-
radas, questionadas e resolvidas. Torna-se mais facil entender e mais evidente de
se constatar as relagoes conceituais do homem e sua obra no contexto temporal da
evolucdo desta ciéncia. E como compreender de que maneira a computacio quantica
vai se revelando a si mesma e por si mesma. E a histéria permitindo a formacio do
homem acostumado a discussao cientifica e ao pensamento matematico na ciéncia
da computacao. Resta-me apenas desejar uma boa leitura.

Florianépolis, Junho de 2019

Joao Candido Dovicchi
Departamento de Informatica e Estatistica da UFSC



Apresentacao

[ Yste é o terceiro volume da série de livros intitulada Pensamento Matematico @

|_J Ciéncia da Computacao, disponibilizado em sua primeira forma de publicacao,
no Repositério Institucional da UFSC, como resultado do projeto de extensao Sigpex
2016.11146, INE/UFSC.

A computagdo quantica é a ciéncia que estuda as aplicagoes das teorias e pro-
priedades da mecanica quantica na ciéncia da computagao. Dessa forma seu principal
foco é o desenvolvimento do computador quantico. Embora, na comunidade acadé-
mica brasileira ja se encontre, ha muito tempo, diversos trabalhos direcionados a
computacao quantica, os trabalhos no INE (Departamento de Informatica e Esta-
tistica da UFSC) e no PPGCC/UFSC, somente agora comegam a despertar para
o futuro da ciéncia da computacdo. Louva-se a iniciativa pessoal do Prof. Joao
Candido Dovicchi, quando ainda no seu trabalho no dia-a-dia do departamento,
nao chegou a ser amplamente difundida.

Da parte dos autores deste trabalho, a publicacao dos dois primeiros volumes da
série Pensamento Matematico @ Ciéncia da Computagao - "Dos Primordios
da Matemdtica aos Sistemas Formais da Ciéncia da Computagao"(Volume I) e "Da
Computabilidade Formal as Mdquinas Programdveis'(Volume II) - criou a oportuni-
dade de organizarmos este terceiro volume, no sentido de reunir num tnico lugar, a
historia fascinante da Teoria Quantica na primeira parte deste volume, organizando
os fundamentos da matematica algébrica na segunda parte, e abordando na sua
terceira parte, a computagao quantica, numa visao dos fundamentos de um sistema
quantico computacional. Esta terceira parte traz a tona, os conceitos relevantes que
norteiam a constru¢ao do computador quantico. Paralelamente a este trabalho, a
Profa. Jerusa Marchi (INE/UFSC) vem evoluindo, junto com o grupo de pesquisa
do Departamento de Fisica da UFSC, no sentido de conhecer a area. A iniciativa do
grupo da Fisica na UFSC ¢ facilitada pelo conhecimento da mecanica quantica, base
da computagao quantica. E vem se constituindo na iniciativa mais forte no sentido
da ciéncia da computacao quantica na UFSC.

O ensino da computacao quantica no INE, precisa passar por mudancas signifi-
cativas, pois estamos atrasados com relagao a conjuntura das instituicoes brasileiras
constituindo a comunidade quantica. Nem mesmo aulas expositivas convencionais sao
predominantes no nosso meio. A proposta deste livro procura contribuir para essa
mudanca. Assim, damos atencao a marcos historicos no desenvolvimento quéantico,
como o inicio de aprendizagem. Além disso, a atividade de pesquisa de mestrado,
a partir de agora, podera incluir uma linha de pesquisa, mesmo teodrica, como tem
sido o aprendizado em outros programas de poés-graduagao no Brasil, e possa ser
utilizado por outros professores de forma independente do mestrado.
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Nossa proposta ¢ modesta. Este livro apresenta a histéria fantastica, desde a base
conceitual dos experimentos reveladores da mecanica quantica até os conceitos basi-
cos da computacgao quantica. Tal contetido nao aparece, ainda, nos curriculos dos
cursos de ciéncia da computacao. A intencao do material do livro é servir de apoio na
aquisicao do conhecimento sobre a computacao quantica, quanto aos seus aspectos
fisicos e matemaéticos (algébricos), num curso de ciéncia da computagdo. Embora
trate-se de uma tem abstrato, pensamos no principal diferencial deste trabalho ser de
carater pedagbgico, direcionado a um publico abrangente, que nao necessariamente
tenha conhecimentos prévios sobre mecanica quantica. Dai, a ordem natural dos
capitulos, no sentido de amenizar a dificuldade de entendimento do tema.

O trabalho dos autores consistiu num levantamento bibliografico e retine neste
volume, uma forma mais organizada em relacao ao material que estd espalhado
na literatura, em varios livros e na Internet, sobre o tema quantico. Este livro foi
organizado como um texto de apoio aos docentes e alunos, e aborda os temas gerais
com fatos histéricos, experiéncias reveladoras, conceitos quanticos, a matematica
algébrica dos sistemas quanticos e, chegando-se aos aspectos da computacao quantica,
no que tange a construcao de um computador quantico. A escolha dos capitulos e
sua apresentacao sao, obviamente, autorais. Os capitulos seguem uma ordem natural,
no sentido de mostrarmos as raizes da computacao quantica. Consequentemente, nao
se trata de um livro totalmente didatico de Computacao Quantica independente de
outros bons textos disponiveis. No entanto, pode ser de apoio ao entendimento inicial
do tema quantico. O principal diferencial deste trabalho é o seu carater motivador,
direcionado a um publico abrangente, que nao necessariamente tenha conhecimentos
prévios sobre mecanica quantica.

Tratamos da transicao da Fisica classico-quantica. Nossa abordagem mostra uma
area nao muito simples de ser entendida, abstrata por natureza, mas colocada do
ponto de vista historico, mostra as grandes ideias e alguns dos personagens de renome
como (JJ Thomson (1897), Max Planck (1900), Albert Einstein (1905), Ernest
Rutherford (1911), Neils Bohr (1913), Erwin Schrodinger (1926), Werner
Heisenberg (1927), Paul Dirac (1928), Wolfgang Pauli (1931), Paul Benioff
(1980), Richard Feynman (1980), Bennett (1984), Deutsch (1985), Shor (1994),
Grover (1996) entre outros, nos fatos mais marcantes da fisica, da matematica e da
computacao quantica.

Aqui é mostrada a iniciativa matematica de John von Neumann. Por essa altura,
conheceu David Hilbert, um matematico que viria a ter grande influéncia no seu
trabalho. John von Neumann dedicou-se a axiomatizagao da mecéanica quantica
em 1926, quando percebeu que um sistema quantico podia ser considerado um ponto
num espaco Hilberteano, e usou a matematica algébrica para modelar esses sistemas,
utilizando-se dos espacos de Hilbert. E a fisica da mecanica quantica foi reduzida a
matematica de operadores hermitianos/hamiltonianos em espagos de Hilbert.

Na terceira parte do livro, abordamos trés capitulos, destinados a introduzir a
computacao quantica, do ponto de vista das portas logicas quanticas e o ultimo,
abordando o conceito de algoritmo quéantico e computacao quantica. E por fim,
mostrar o campo da criptografia quantica, destacando os trabalhos mais conhecidos.

A série de livros intitulada Pensamento Matematico @ Ciéncia da Computa-
cao ¢ aberta aos que lidam com matematica, logica e ciéncia da computacao, a qual
nao seria possivel de ser constituida a baixo custo, sem o template Latex ABNTeX2
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para edicao, sem o prefixo editorial acessivel na Agéncia Brasileira do ISBN, sem o
servigo de catalogacao da BU-UFSC e o meio imediato de publicacdo no Repositorio
Institucional da UFSC.

Os autores imaginam que este trabalho proporcione as pessoas os meios de co-
mecar a entender este tema, que serd mais apreciado, para os que se adaptarem a
abstracao dessas ciéncias. Desejamos assim, contribuir para que graduandos, mes-
trandos e professores e demais interessados possam entender e refletir sobre o futuro
da ciéncia da computacao: a computagao quantica. Boa leitura.

Florianépolis, Julho de 2019

Joao Bosco M. Sobral

- Departamento de Informatica e Estatistica da UFSC

Renato Bobsin Machado

- Pés-Graduacao em Engenharia Elétrica e Computacao da UNIOESTE-Foz do
[guacu.
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CAPITULO

Da Fisica Classica ao Inicio da
Fisica Quantica

Pode-se tracar a histéria da Fisica a partir do momento em que a humanidade

comecgou a ver e analisar os fendomenos naturais de modo racional, abandonando
explicagoes misticas ou divinas. As primeiras tentativas racionais de explicacao da
natureza vieram com os indianos e com os gregos antigos. Apods ter visto um momento
de esplendor na Grécia Antiga, tendo como nome principal Aristoteles, a Fisica
entrou em declinio na Idade Média, tendo revivido apenas durante o Renascimento
- o periodo da histéria da Europa, aproximadamente entre meados do século XIV e
o fim do século XVI. Apesar das transformacoes serem bem evidentes na cultura,
sociedade, economia, politica e religiao, caracterizando a transi¢ao do feudalismo
para o capitalismo e significando uma evolugao em relacao as estruturas medievais, o
termo é mais comumente empregado para descrever seus efeitos nas artes, na filosofia
e nas ciéncias, no periodo marcado pela Revolu¢do Cientifica.

1.1 Galileu Galilei

Galileu Galilei (1564-1642) é considerado o primeiro fisico em seu sentido
moderno, adotando a matematica como ferramenta principal.

A frase histérica de Galileu -

"A wverdade € filha do tempo, e ndo da autoridade. Se raciocinar fosse como carregar
pedras, entdo vdrios raciocinadores seriam melhores que um. Mas raciocinar nao e
como carregar pedras. E como wma corrida, em que um tnico cavalo galopante
supera facilmente uma centena de cavalos puxando carrocas com pedras.'

Galileu foi um dos primeiros a descrever o real objetivo de um cientista: "sua func¢ao
¢ apenas descrever os fenomenos em vez de tentar explica-los". Galileu Galilei foi
personalidade fundamental na Revolug¢io Cientifica. Na historia da ciéncia, chama-se
Revolugio Clentifica ao periodo que comecou no século XVI e prolongou-se até
o século XVIII . A partirdesse periodo, a Ciéncia, que até entdo estava atrelada
a Teologia, separa-se desta, e passa a ser um conhecimento mais estruturado e pratico.
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Figura 1 — Galileu Galilei - por Justus Sustermans 1636.
Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Galileu Galilei>

Se o século XVIII foi o século da Mecanica classica, do estudo das forcas e do
movimento de macro-objetos, o século XIX foi o estudo da Energia. Nos séculos
XVIII e XIX surgiram os fundamentos da termodinamica e do eletromagnetismo,
destacando-se Orsted (1777-1851), Ampére (), Charles (), Michael Faraday (),
Nicolas Carnot (1796-1832), James Prescott Joule (), James Clerk Maxwell
(), Rudolf Clausius (), Kelvin (), e que realizou outra grande unificagdo da Fisica
ao fundir eletricidade e magnetismo sob as mesmas descri¢des matematicas, sendo
que toda a Optica pdde ser derivada da teoria eletromagnética de Maxwell.

Bem antes da adocao da teoria quantica, um dos principais problemas, do que
agora é referido como a Fisica classica, era a natureza dupla da luz. Enquanto sua
propagacao linear e a falta de um meio fisico pareciam sugerir um comportamento
semelhante a particulas, fendmenos como interferéncia e difracdo sdo propriedades
bem conhecidas de ondas. E surgia a discussao se luz era particula ou onda.

1.2 Huygens - 1690

Em 1690, Christiaan Huygens (1629-1695) explicou a optical birefringence
em seu " Trait’e de la lumiére", onde ele desenvolveu uma ampla teoria de ondas da luz
(HERMANN, 1978). Huygens foi um fisico, matematico e astronomo holandez. Em
Fisica, Huygens ¢é bastante lembrado por seus estudos sobre luz e cores, percepc¢ao
do som, estudo da forca, entre outros.
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Figura 2 — Christiaan Huygens - Em 1690, desenvolveu uma ampla teoria das ondas
da luz.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens>

1.3 Newton - 1704

Ja dotado de um método cientifico, a Fisica teve uma notavel evolu¢ao com
Isaac Newton (1643-1727), que realizou a primeira grande unificagdo da Fisica ao
unir o Fspaco Cosmico e a Terra sob as mesmas leis da Fisica, a gravitacao universal.

Em 1704, 14 anos depois, Isaac Newton publicou seus "Opticks'em que explicou
fendmenos como reflexao, dispersao, cor e polarizacao pela interpretagao como um
fluxo de particulas de tamanho diferente.

Newton desenvolveu, entre outras coisas, a teoria das cores baseada na observacao
que um prisma decompoe a luz branca em varias cores do espectro visivel. Ele
também formulou uma lei empirica de resfriamento e estudou a velocidade do som.
Além de seu trabalho em cdlculo infinitesimal, como matematico, Newton contribuiu
para o estudo das séries de poténcias, generalizou o teorema binomial para expoentes
nao inteiros, e desenvolveu o método de Newton para a aproximacao das raizes de
uma funcao, além de muitas outras contribuig¢oes importantes.

1.4 Ampere
André-Marie Ampeére (1775-1836) foi um fisico, filésofo, cientista e mate-

matico francés que fez importantes contribuicoes para o estudo do eletromagnetismo.
Ocupou-se com varios ramos do conhecimento humano, deixando obras de importan-


https://pt.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens
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Figura 3 — Newton - Retratado por Godfrey Kneller, 1689, com 46 anos de idade.
Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton>

Figura 4 — Issac Newton - Sua obra, Principios Matemdticos da Filosofia Natural é
considerada uma das mais influentes na histéria da ciéncia.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac_ Newton>

cia, principalmente no dominio da Fisica e da Matematica. Partindo das experiéncias
feitas pelo dinamarqués Hans Christian Orsted sobre o efeito magnético da cor-
rente elétrica, soube estruturar e criar a teoria que possibilitou a construcao de um
grande numero de aparelhos eletromagnéticos. Além disso, descobriu as leis que regem
as atragoes e repulsoes das correntes elétricas entre si. Idealizou o galvanometro,
inventou o primeiro telégrafo elétrico e o eletroima. Em sua homenagem, foi dado
o nome de ampere (simbolo: A) & unidade de medida da intensidade de corrente
elétrica.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
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Figura 5 — Ampere - Fez importantes contribuigoes para o estudo do eletromagne-
tismo.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Andre-Marie Ampere>

1.5 Thomas Young e Jean Fresnel

A teoria corpuscular da luz (a luz vista como particula) dominou a discussao
cientifica até o inicio do século XIX, quando Thomas Young e Augustin Jean
Fresnel demonstraram varias deficiéncias da teoria que podem ser resolvidas assu-
mindo ondas de luz, transversal, em um meio universal chamado FEther.

Thomas Young (1773-1829) foi um fisico britdnico. Em 1801 foi nomeado professor
de filosofia natural do Royal Institution. Conhecido pela experiéncia da dupla fenda,
que possibilitou a determinagao do caracter ondulatorio da luz.

Figura 6 — Thomas Young - Juntamente com Fresnel demonstrou varias deficiéncias
da teoria corpuscular da luz.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Young>

Augustin-Jean Fresnel (1788-1827) foi um fisico francés. Fresnel contribuiu
significativamente para a teoria da optica ondulatoria. Estudou o comportamento


https://pt.wikipedia.org/wiki/Andre-Marie_Ampere
https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Young
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da luz, tanto tedrico, como experimentalmente. E considerado o fundador da o6ptica
moderna.

Figura 7 — Augustin Fresnel - Trabalhando com Young, demonstrou varias deficién-
cias da teoria corpuscular da luz, que podem ser resolvidas assumindo
ondas de luz, transversal, em um meio universal chamado Ether.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Augustin_ Jean_ Fresnel>

1.6 Charles - 1787

Jacques Alexandre César Charles (1746-1823) foi um importante quimico
e fisico que estudou os gases. Desenvolveu a teoria que leva o seu nome, a Lei de
Charles. Por volta de 1787, Charles desenvolveu sua teoria, a Lei de Charles. Ele nao
chegou a publici-la mas Gay-Lussac a publicou quinze anos depois. Seus trabalhos
eram baseados no estudo dos gases. Ele redesenhou a forma como baldes de ar
quente foram construidos. Inventou a linha de valvulas dentre outros equipamentos
para acondicionamento de gases. Mas a sua invensao mais conhecida, sem duavida
foi a Lei de Charles, que diz que a um volume constante, a pressao de uma
determinada massa de gas ¢ diretamente proporcional a sua temperatura absoluta,
ou seja, constante. Esta é uma das leis dos gases perfeitos ou gas ideal.

1.7 Orsted - 1806

Hans Christian Orsted (1777-1851) foi um fisico e quimico dinamarqués.
E conhecido sobretudo por ter descoberto que as correntes eléctricas podem criar
campos magnéticos que sao parte importante do Eletromagnetismo. Na Alemanha
comecou a acreditar na existéncia de uma ligagao entre eletricidade e magnetismo.
A existéncia dessa ligagdo fez sentido para Orsted, uma vez que acreditava na
unidade da natureza, e, como tal, que haveria necessariamente uma ligacao entre
muitos fendmenos naturais. Essas pressuposicoes levaram Orsted ao estudo da
Fisica. Tornou-se professor na Universidade de Copenhague em 1806 e continuou a
sua pesquisa sobre a corrente elétrica e a acustica.
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Figura 8 — Charles - A um volume constante, a pressao de uma determinada massa
de gas é diretamente proporcional a sua temperatura absoluta.

Fonte: <en.wikipedia.org>, <http://soq.com.br/biografias/jacques_ charles/>

Figura 9 — Orsted - A ligacao entre eletricidade e magnetismo.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Hans_ Christian_ Orsted> <en.wikipedia.org>


en.wikipedia.org
http://soq.com.br/biografias/jacques_charles/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hans_Christian_Orsted
en.wikipedia.org
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1.8 Carnot - 1824

A Termodinadmica se inicia como ciéncia. Em 1824, Nicolas Carnot (1796-
1892), um fisico, matematico e engenheiro francés, estudou os primeiros problemas
em um modo cientifico e matematico.

A Primeira Lei da Termodinadmica determina, basicamente, que "a energia
se conserva'. Isso quer dizer que nos processos fisicos a energia nao se perde,
ela se converte de um tipo em outro. Por exemplo, uma maquina utiliza energia
para realizar trabalho e nesse processo a maquina aquece. Ou seja, a energia meca-
nica esta sendo degradada em energia térmica. A energia térmica nao se transforma
novamente em energia mecanica (se isso acontecesse a maquina nunca deixaria de
funcionar), portanto o processo € irreversivel.

Figura 10 — Carnot e Primeira Lei da Termodinamica - Nos processos fisicos a energia
nao se perde, ela se converte em um outro tipo de energia.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Léonard_Sadi_Carnot

Carnot foi quem deu o primeiro modelo tedrico de sucesso sobre as maquinas
térmicas, o ciclo de Carnot, e apresentou os fundamentos da Segunda Lei da
Termodinamica. Em suas pesquisas sobre transformacao da energia mecanica em
térmica, e vice-versa, ele constatou que seria impossivel que existisse uma maquina
com eficiéncia total.

Até meados do século XIX, acreditava-se ser possivel a construcdo de uma ma-
quina térmica ideal, que seria capaz de transformar toda a energia fornecida em
trabalho, obtendo um rendimento total (100%). Para demonstrar que nao seria possi-
vel, Nicolas Carnot propos uma maquina térmica tedrica que se comportava como
uma maquina de rendimento total, estabelecendo um ciclo de rendimento maximo,
que mais tarde passou a ser chamado Ciclo de Carnot. Carnot concluiu que para
que houvesse 100% de rendimento, todo o calor vindo de uma fonte de aquecimento
deveria ser transformado em trabalho, pois a temperatura absoluta de uma fonte de
resfriamento deveria ser 0K (zero graus Kelvin). Partindo dai concluiu que o zero
absoluto nao é possivel para um sistema fisico. O conceito de entropia comecava a
ser desenvolvido por Carnot.
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1.9 Faraday - 1831

Michael Faraday (1791-1867) foi um fisico e quimico inglés. As descobertas
de Faraday cobrem areas significativas das modernas fisica e quimica, e a tecnologia
desenvolvida baseada no seu trabalho estd ainda mais presente (ALVES, 2017). Suas
descobertas em eletromagnetismo forneceram a base para os trabalhos de engenharia
no fim do século XIX para que Edison, Siemens, Tesla e Westinghouse tornas-
sem possivel a eletrificacao das sociedades industrializadas.

Na fisica, foi um dos primeiros a estudar as relagoes entre eletricidade e mag-
netismo. Em 1821, logo apés Oersted descobrir que a eletricidade e o magnetismo
eram associados entre si, Faraday publicou um trabalho que chamou de rotag¢do
eletromagnética, elaborando os principios de funcionamento do motor elétrico. Em
1831, Faraday descobriu a indugao eletromagnética, o principio por tras do gera-
dor elétrico e do transformador elétrico. Suas ideias sobre os campos elétricos e os
magnéticos, e a natureza dos campos em geral, inspiraram trabalhos posteriores
fundamentais nessa area, como as equagoes de Maxwell. Seus estudos sobre campos
eletromagnéticos sao conceitos-chave da fisica atual.

Figura 11 — Faraday - Um pioneiro no estudo da eletricidade e magnetismo e desco-
bridor da inducao eletromagnética.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Michael Faraday>

Seus trabalhos em eletroquimica sao amplamente usados em quimica industrial.
Talvez a sua maior contribuicao tenha sido virtualmente fundar a eletroquimica.
Faraday criou termos como eletrélito, d&nodo, catodo, eletrodo, e fon (ALVES,

2017).

1.10 Balmer - 1848

Johann Balmer (1825-1898) (na Figura 12) foi um fisico e matematico suigo.
Seu nome é particularmente conhecido pela descoberta da formula que determina
o comprimento das linhas espectrais do hidrogénio atomico em 1848. Na época,
Balmer conseguiu encontrar uma equagdo matematica muito simples para descrever
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o comprimento de onda associado as raias produzidas pela emisao de uma lampada
de hidrogénio ao atravessar um prisma.

Figura 12 — Johann Balmer - O primeiro indicio da "revolu¢ao quantica'surgiu em
1885 com Balmer.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Johann_ Jakob_ Balmer>

O primeiro indicio da "revolu¢ao quéantica'surgiu em 1885 com Balmer (COBO;
ZANATTA, 2013).

1.11 Joule - 1849

James Prescott Joule (1818-1889) foi um fisico britanico. Em 1849, Joule
demonstrou a equivaléncia entre trabalho e calor, ao medir o aumento da temperatura
de uma amostra de agua quando uma roda de pés é rotacionada dentro dessa amostra
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Joule>. Referente ao seu nome o termo "joules'é a
unidade tradicionalmente usada para medir energia mecénica (trabalho), também
utilizada para medir energia térmica (calor).No Sistema Internacional de Unidades
(SI), todo trabalho ou energia sao medidos em joules.

1.12 Clausius - 1850 e 1865

Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822-1888) foi um fisico e matemé-
tico alemao, considerado um dos fundadores centrais da ciéncia da termodinamica.
Por reafirmar o principio de Carnot conhecido como ciclo de Carnot, ele pos a
teoria do calor numa base mais sélida e mais verdadeira. Em seu artigo mais im-
portante, Sobre a teoria mecénica do calor, publicado em 1850, expos pela primeira
vez as ideias basicas da Segunda lei da termodinamica. Clausius demonstrou que
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Figura 13 — James Joule - A equivaléncia entre trabalho e calor.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Joule>,

era possivel compatibilizar o Principio de Carnot com a Teoria Cinética dos Ga-
ses, se a conservacao do calor se transformasse no principio de conservagao de energia.

Em 1865, Clausius introduziu o conceito de entropia. A entropia seria a me-
dida da quantidade de energia térmica que nao pode ser revertida em
energia mecinica (nao pode realizar trabalho) em uma determinada temperatura.
Clausius desenvolveu uma féormula matematica para a variacao da entropia (AS)
que ¢ utilizada atualmente, em funcao de @, o calor transferido e, T" a temperatura.

Figura 14 — Rudolf Clausius - Introduziu o conceito de entropia, a medida da quanti-
dade de energia térmica que nao pode ser revertida em energia mecanica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Rudolf Clausius>,

A entropia é uma grandeza termodindmica que mensura o grau de irreversibilidade
de um sistema, encontrando-se geralmente associada ao que se denomina por "desor-
dem"de um sistema termodindmico. Entropia é a medida do grau de desordem de
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um sistema. E uma grandeza fisica que estd relacionada com a Segunda Lei da
Termodindmica e que tende a aumentar naturalmente num sistema termodinédmico.
A "desordem"'nao deve ser compreendida como "bagunca'e sim como a forma de
organizacao das moléculas no sistema. Um exemplo simples para entender a desordem
das moléculas em um sistema é o gelo que derrete. As moléculas no estado sélido
estao mais proximas e tém menor possibilidade de movimentacao, portanto elas estao
mais organizadas.

1.13 Kelvin

Lord Kelvin (1824-1907) foi um matematico e fisico irlandés, cujo nome
verdadeiro era William Thomson. Veja Kelvin na Figura 15. Aos 68 anos de
idade, receberia o titulo de nobreza de Primeiro Barao Kelvin de Largs, pela grande
importancia de seu trabalho cientifico. As propriedades do calor foram um dos
sistemas preferidos de Kelvin. Analisou com mais profundidades as descobertas
de Jacques Charles sobre a variacao de volume dos gases em func¢ao da variagao
da temperatura. Charles concluiu, com base em experimentos e calculos, que a
temperatura de —273°C todos os gases teriam volume igual a zero. Kelvin
propos outra conclusao: nao era o volume da matéria que se anularia nessa
temperatura, mas sim a energia cinética de suas moléculas. Sugeriu entao
que essa temperatura deveria ser considerada a mais baixa possivel e chamou-a de zero
absoluto. A partir dela, propos uma nova escala termométrica (que posteriormente
recebeu o nome de escala Kelvin), a qual permitiria maior simplicidade para a
expressao matematica das relagoes entre grandezas termodinamicas. Kelvin também
concluiu, analisando os trabalhos do francés Carnot, que era impossivel utilizar
toda a energia de um sistema na forma de trabalho. Uma parte dessa energia é
inevitavelmente perdida na forma de calor. Mais tarde o Lord Kelvin complementou
as pesquisas de Carnot sobre a irreversibilidade dos processos termodinamicos, dando
origem as bases da Segunda Lei da Termodinamica.

Figura 15 — Lord Kelvin - Complementou as pesquisas de Carnot sobre a irreversibi-
lidade dos processos termodinamicos, dando origem as bases da Segunda
Lei da Termodinamica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/William _Thomson>,


https://pt.wikipedia.org/wiki/William_Thomson

1.14. Gustav Kirchhoff - 1859 13

1.14 Gustav Kirchhoff - 1859

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) foi um fisico nascido na antiga
Prissia em Konigsberg, atualmente Kaliningrado, Rissia. Suas contribuigbes cienti-
ficas foram principalmente no campo dos circuitos elétricos, na espectroscopia, na
emissao de radiagdo dos corpos negros e na teoria da elasticidade (modelo de placas
de Kirchhoff-Love). Kirchhoff propds o nome de radiagdo do corpo negro em

1862. E autor de duas leis fundamentais da teoria classica dos circuitos elétricos e
da emissao térmica. Kirchhoff formulou as leis dos nodos e das malhas na andlise
de circuitos elétricos (Leis de Kirchhoff) em 1845, quando ainda era um estudante.
Propos a lei da emissdo de radiacao térmica em 1859, comprovando-a em 1861. Em
1854 transferiu-se para a Universidade de Heidelberg, onde colaborou em traba-
lhos sobre espectroscopia com Robert Bunsen (um quimico aleméao), descobrindo
juntamente com este, os elementos césio e rubidio em 1861.

Figura 16 — Kirchhoff - O pioneiro no estudo da emissao de radiacdo de um corpo
negro.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Gustav_ Kirchhoff>

Posteriormente propos as trés leis que descrevem a emissao de luz por objetos
incandescentes:

1. Um objeto sélido aquecido produz luz com espectro continuo.

2. Um gas ténue produz luz com linhas espectrais em comprimentos de onda
discretos que dependem da composi¢cao quimica do gas.

3. Um objeto solido a alta temperatura rodeado de um gas ténue a temperaturas
inferiores produz luz num espectro continuo com vazios em comprimentos de
onda discretos cujas posi¢oes dependem da composicao quimica do gas.
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A existéncia destas leis foi explicada mais tarde por Niels Bohr, contribuindo deci-
sivamente para o nascimento da mecanica quantica. Seu livro "Vorlesungen iiber
mathematische Physik, Mechanik", 1897, é actualmente fonte béasica de referéncia.

A Lei de Kirchhoff para radiacao térmica é uma declaracao geral igualando emissao
e absorgdo em objetos aquecidos, proposta por Kirchhoff em 1859 (e demonstrada
em 1861), a partir de consideragdes gerais de equilibrio termodinédmico.

Um objeto a uma temperatura diferente de zero irradia energia eletromagné-
tica. Se esse objeto ¢ um corpo negro perfeito, absorvendo toda a luz que incide
sobre ele, ele irradia energia de acordo com a férmula de radiagao do corpo negro.
De maneira geral, ele irradia com alguma emissividade multiplicada pela formula do
corpo negro. A lei de Kirchhoff declara: "em equilibrio térmico, a emissividade de
um corpo (ou superficie) é igual a seu poder de absor¢ao.

1.15 Maxwell - 1864 e 1873

James Clerk Maxwell (1831-1879) foi um fisico e matematico escocés. E
mais conhecido por ter dado forma final a teoria moderna do eletromagnetismo, que
une a eletricidade, o magnetismo e a 6ptica. Esta é a teoria que surge das equacoes de
Maxwell, assim chamadas em sua honra e porque foi o primeiro a escrevé-las juntando
a lei de Ampere modificada por Maxwell, a lei de Gauss, e a lei da indugao de
Faraday. Maxwell demonstrou que os campos elétricos e magnéticos se propagam
com a velocidade da luz. Ele apresentou uma teoria detalhada da luz como um efeito
electromagnético, isto é, que a luz corresponde a propagacao de ondas eléctricas e
magnéticas, hipotese que tinha sido posta por Faraday. Foi demonstrado em 1864
que as forcas elétricas e magnéticas tém a mesma natureza: uma forca elétrica em
determinado referencial pode tornar-se magnética se analisada noutro, e vice-versa.
Ele também desenvolveu um trabalho importante em mecanica estatistica, estudou
a teoria cinética dos gases e descobriu a distribuicao de Mlaxwell-Boltzmann. Seu
trabalho em eletromagnetismo foi a base da relatividade restrita de Einstein e o
seu trabalho em teoria cinética de gases fundamental ao desenvolvimento posterior
da mecanica quantica.

Em 1873 em seu Tratado sobre Eletricidade e Magnetismo, Maxwell publicou um
conjunto de 4 equagoes diferenciais parciais que langam as bases para a eletrodinamica
classica e, elegantemente, explica a luz como ondas eletromagnéticas. A teoria de
Maxwell, contudo, ainda era incapaz de explicar a radiagdo dos corpos negros, bem
como o espectro de energia discreta de atomos.

1.16 John Strutt (Lord Rayleigh) - 1877 e 1889

John William Strutt (1842-1919), um matematico e fisico inglés, de co-
dinome terceiro Baron Rayleigh, foi um dos poucos membros da alta nobreza
britdnica que ganhou fama como um cientista excepcional. Strutt era conhecido
por suas pesquisas em fendmenos ondulatorios. As primeiras pesquisas de Lord
Rayleigh foram principalmente matemaéticas, relativas a ética e sistemas vibratorios,
mas seu trabalho posterior abrange quase todo o campo da Fisica, abrangendo
som, teoria de onda, visao de cores, eletrodinamica, eletromagnetismo, dispersao de
luz, fluxo de liquidos, hidrodindmica, densidade. de gases, viscosidade, capilaridade,
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Figura 17 — Maxwell - E mais conhecido por ter dado forma final & teoria moderna
do eletromagnetismo, que une a eletricidade, o magnetismo e a éptica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/James Clerk Maxwell>

elasticidade e fotografia. Seus experimentos levaram ao estabelecimento dos padroes
de resisténcia, corrente e forca eletromotriz; e seu trabalho posterior foi concentrado
em problemas elétricos e magnéticos. Lord Rayleigh foi um excelente instrutor e,
sob sua supervisao ativa, um sistema de instrucao pratica em Fisica experimental
foi criado em Cambridge, desenvolvendo-se de uma classe de cinco ou seis alunos a
uma escola avangada de cerca de setenta fisicos experimentais. Sua teoria do som foi
publicada em dois volumes durante 1877-1878.

Mas, o problema desafiador, tratava da radiacao provenientes de objetos incan-
descentes. Neste caso a questao parecia ser relativamente simples, uma vez que
o resultado deveria ser func¢ao exclusiva da temperatura do objeto. Contudo, os
trabalhos realizados por Strutt (Lord Rayleigh) deixaram evidentes varias incon-
sisténcias entre os resultados experimentais e os modelos (classicos) utilizados. Na
época, era evidente que o fendmeno devia-se as caracteristicas dos atomos conside-
rados, mas as caracteristicas e o processo associado, no entanto, nao eram conhecidos.

Outros estudos extensivos de Strutt sao relatados em seus trabalhos cientificos
- seis volumes publicados durante 1889-1920. Ele também contribuiu para a Enciclo-
pédia Britanica. John William Strutt foi Prémio Nobel de Fisica em 1904.

1.17 Os resultados de Stefan-Boltzmann - 1879

Em 1879, o fisico esloveno Jozef Stefan (1835-1893) deduziu, a partir de
resultados experimentais, que a poténcia P (energia irradiada por segundo) de um
corpo negro é diretamente proporcional a sua temperatura T elevada a quarta
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Figura 18 — John Strutt - as evidéncias de inconsisténcias entre trabalhos experime-
nais e o modelos matematicos classicos utilizados.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/John William Strutt>

poténcia e também diretamente proporcional a area A da superficie emissora. Essa
relagdo foi chamada de Lei de Stefan.

Figura 19 — Jozef Stefan - Em 1879 estabeleceu que a radiacao total de um corpo
negro ¢ proporcional a quarta poténcia de sua temperatura.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph__ Stefan>

P=ocT"
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Onde o = 5,67x1078W /m?K* é a constante de Stefan.

Apoiando-se nas leis da termodinamica e da eletrodindmica de Maxwell, o fisico
austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906) desenvolveu em 1884, a fundamentacao
tedrica da Lei de Stefan. A Lei de Stefan-Boltzmann pode ser assim enuciada: a
poténcia total da radiagdo emitida (a drea sob a curva) aumenta com a temperatura.

I(4T)
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Figura 20 — Lei de Stefan-Boltzmann - A poténcia total da radiacdo emitida (a drea
sob a curva) aumenta com a temperatura.

Fonte: <http://professor.ufabc.edu.br/~joseantonio.souza/wp-content /uploads/2016/07/
Aula-8-Corpo__negro.pdf>

1.18 Rydberg e os comprimentos de onda de fotons - 1888

Johannes Robert Rydberg (1854-1919) foi um fisico sueco. E conhecido
principalmente pela concepcao da féormula de Rydberg, em 1888, usada para fazer
previsdo dos comprimentos de onda da radiacao de fétons (de luz e outras radiagoes
electromagnéticas) emitidos devido a alteragoes do nivel de energia de um elétron
num atomo.

A férmula de Rydberg (féormula de Rydberg-Ritz) ou equagdo de Rydberg
¢ utilizada em fisica atomica para determinar todo o espectro da luz emitida pelo
hidrogénio, posteriormente estendida para uso com qualquer elemento quimico. O
espectro é o conjunto de comprimentos de onda dos fétons emitidos quando o elétron
pula entre niveis de energia discretos, "camadas'ao redor do atomo de um certo
elemento quimico. A descoberta posteriormente promoveu motivagao para
a criagao da Fisica Quantica. A férmula foi inventada pelo fisico sueco Johannes
Rydberg e apresentada em 5 de novembro de 1888. Ver o trabalho de Rydberg
em (GALLAS, 1986).

O resultado de Balmer foi complementado e adaptado em 1888 pelo fisico sueco
Johannes Rydberg (1854-1919) que, ja ha algum tempo, vinha trabalhando sobre
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Figura 21 — Ludwig Boltzmann aos 24 anos em 1869 - Leis da radiacdo de um corpo
negro, juntamente com Jozef Stefan.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_ Boltzmann.>

Figura 22 — Rydberg - A previsao dos comprimentos de onda da radigao de fétons.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Rydberg>

os espectros de emissdao de metais alcalinos (RYDBERG, 1888). E conhecido princi-
palmente pela concepcao da férmula de Rydberg em 1888, usada para fazer previsao
dos comprimentos de onda de fétons (de luz e outras radiagoes electromagnéticas)
emitidos devido a alteracoes do nivel de energia de um elétron num atomo.

1.19 Wilhelm Wien - 1893

Um outro resultado também relevante é a Lei dos Deslocamentos de
Wien. Wilhelm Wien (1864-1928) um fisico alemao que, em 1893, usou as teorias
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Figura 23 — Férmula de Rydberg - Um pedaco do documento original que detalha a
formula de Rydberg.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Rydberg>

Figura 24 — Rydberg - O trabalho sobre espectros de emissao de metais alcalinos.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes Rydberg>

sobre o calor e eletromagnetismo para deduzir a lei do deslocamento de Wien, que
calcula a emissao de um corpo negro a qualquer temperatura a partir da emissao em
qualquer uma temperatura de referéncia. Ele descobriu que a intensidade mazrima
da radiagdo de corpo negro desloca-se para comprimentos de onda menores (a
fregiiéncias maiores) a medida que o corpo é aquecido. Veja o A na Figura . Os
resultados foram fundamentais para a formulacao da Mecanica Quantica. Wien em
1911 recebeu o Prémio Nobel por seu trabalho sobre a radiacao do calor.

1.20 JJ Thomson -1897

Joseph John Thomson, mais conhecido como J. J. Thomson, foi um fisico
britanico que descobriu o elétron. Estudou engenharia no Owens College e depois
no Trinity College em Cambridge. Em 1897, JJ Thomson (1856-1940) descobriu o
elétron, a primeira particula subatomica descoberta. Pela descoberta dos elétrons,
J.J. Thomson recebeu o Nobel de Fisica de 1906.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Rydberg
https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Rydberg

20 Capitulo 1. Da Fisica Cldssica ao Inicio da Fisica Qudntica

Figura 25 — Wilhelm Wien - A intensidade maxima da radiagdo de um corpo negro
desloca-se para comprimentos de onda menores e frequéncias maiores.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Wilhelm Wien>

Figura 26 — J. J. Thomson - O descobridor do elétron em 1897.

Fonte: <https://www.misteriosdouniverso.net/2016/10/20-fisicos-que-revolucionaram-nossa.html>

As experiéncias de Thomson podem ser consideradas o inicio do entendimento da
estrutura atomica. Suas experiéncias com o tubo de raios catédicos permitiu concluir
irrefutavelmente a existéncia dos elétrons. Com a descoberta dos elétrons de carga
negativa, concluiu-se também a existéncia dos proétons. Isso originava um modelo
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de dtomo constituido de carga elétrica positiva (prétons), que continha elétrons de
carga negativa.

1.21 Lummer e Pringshein, 1899, as primeiras medidas de um
COrpo negro

Era 1899. Na época, muitos pesquisadores dedicaram-se a medir e descrever
a distribuicao de energia emitida por corpos negros em diferentes temperaturas.
s primeiras medidas precisas foram dos fisicos alemaes Otto Richard Lummer
(1860-1925) e Ernst Pringsheim (1859-1917) que ocorreram em 1899. Embora as
principais propriedades fossem conhecidas, a Fisica classica nao oferecia meios de
descrever a distribui¢ao por inteiro <http://professor.ufabc.edu.br/~joseantonio.
souza/wp-content/uploads/2016,/07/Aula-8-Corpo_ negro.pdf>.

Figura 27 — Lummer em 1902 - Primeiras medidas de energia emitida por um corpo
negro.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Otto_ Lummer>

1.22 O inicio da mecanica quantica

No fim do século XIX, a historia da mecanica quantica, entrelacada com
a historia da quimica quantica, comeca essencialmente com o descobrimento dos
raios catddicos em 1838 realizado por Michael Faraday, a introducao do termo
corpo negro por Gustav Kirchhoff no inverno de 1859-1860, e a sugestao feita
por Ludwig Boltzmann em 1877 sobre que os estados de energia de um sistema
fisico deveriam ser discretos. A histéria comega em 1879 com Stefan-Boltzmann, se-
guido por Rydberg (1854-1919) em 1888, o trabalho de Wilhelm Wien em 1893 e,
depois por Lummer e Pringshein em 1899. Em 1900, surge a Lei de Rayleigh-Jeans.

Quando o século XIX chegava ao fim, os fisicos ao redor do mundo comecavam
a pensar que sua época ja havia passado. A Fisica teria acabado e os fisicos deveriam
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Figura 28 — Pringshein - Juntamente com Lummer, as primeiras medidas de energia
emitida por um corpo negro.

Fonte: Google Images <amazon.com>

buscar novas carreiras. Naquela época, o sentimento é que o futuro da Fisica consis-
tiria, somente, na tarefa de medir as constantes fisicas do universo, com niveis cada
vez maiores de exatidao. Mesmo assim, havia, aparentemente, problemas menores
que ainda esperavam uma solucao. Uma das questoes em aberto se relacionava com
o modo como um objeto emitia radiagao.

No final do século XIX pensava-se que todos os fendmenos fisicos poderiam ser expli-
cados dentro das teorias correntes. Entretanto, certos "fendomenos rebeldes"fugiam
do alcance dos cientistas. Fatos que a Fisica classica ndo podia explicar:

e O espectro do corpo negro;
e Os espectros de linhas atémicas;

e A estabilidade do 4tomo.

No ambito cientifico um espectro é uma representacao das amplitudes ou intensidades
- 0 que geralmente traduz-se por energia - dos componentes ondulatorios de um sis-
tema quando discriminadas uma das outras em funcao de suas respectivas frequéncias
(ou comprimentos de onda). Em um espectro as componentes ondulatérias (fases)
distinguem-se fisicamente umas das outras nao por suas naturezas, mas sim, pelas
suas frequéncias.

A radiacao eletromagnética é uma oscilagao em fase dos campos elétricos e magnéticos
que, autossustentando-se, encontram-se desacoplados das cargas elétricas que lhe
deram origem. As oscilagdes dos campos magnéticos e elétricos sao perpendiculares
entre si e podem ser entendidas como a propagacao de uma onda transversal, cujas
oscilagoes sdo perpendiculares a direcdo do movimento da onda (como as ondas da
superficie de uma lamina de dgua), que pode se deslocar através do vicuo. Dentro
do ponto de vista da mecanica quantica, podem ser entendidas, ainda, como o deslo-
camento de pequenas particulas, os fotons. O espectro visivel, ou simplesmente luz


amazon.com

1.23. Rayleigh-Jeans e a distribuicao espectral de um corpo negro 23

visivel, é apenas uma pequena parte de todo o espectro da radiacao eletromagnética
possivel, que vai desde as ondas de radio aos raios gama. A existéncia de ondas
eletromagnéticas foi prevista por James Clerk Maxwell e confirmada experimental-
mente por Heinrich Hertz. A radiagao eletromagnética encontra aplica¢oes como a
radiotransmissdo, seu emprego no aquecimento de alimentos (fornos de micro-ondas),
em lasers para corte de materiais ou mesmo na simples lampada incandescente.

A radiagdo térmica é a radiagao eletromagnética gerada pelo movimento térmico
das particulas carregadas na matéria. Toda matéria com uma temperatura maior
que o zero absoluto emite radiacdo térmica. O movimento de particulas resulta
em aceleracao que produz radiagao eletromagnética; no entanto, uma interferéncia
destrutiva pode cancelar toda a radiacao. Muitas vezes a radiagcao térmica é
chamada de radiacao de corpo negro, uma radiacao eletromagnética-térmica
dentro ou ao redor de um corpo, em que um objeto emissor de radiagao atende as
caracteristicas fisicas de um corpo negro em equilibrio termodinamico. Exemplos
de radiagao térmica incluem a luz visivel e a luz infravermelha emitidas por uma
lampada incandescente. Sobre um corpo negro, o que realmente ocorre quando um
objeto ¢ aquecido a temperaturas cada vez mais altas é que, em principio, a maior
parte da energia é irradiada como infravermelho. Ap6s um determinado aquecimento
o corpo comeca a brilhar em vermelho visivel incandescente e se o aquecimento
continuar, teremos laranja, e azul esbranquigado. Quanto mais quente o corpo, menor
é o comprimento de onda que a maior parte de sua energia ¢é irradiada. Ainda que
um pouco da energia seja irradiada em comprimentos de onda maiores e menores, o
pico de emissdao de um corpo negro é centrado em uma faixa estreita de comprimento
de onda, que depende apenas da temperatura.

e A radiagao emitida por um corpo devido a sua temperatura é chamada radiagao
térmica;

e Se um corpo tiver temperatura maior que a ambiente, ele irradia, caso contrario
ele absorve;

e Um corpo negro é qualquer corpo que absorve toda a radiagdo incidente sobre
ele.

1.23 Rayleigh-Jeans e a distribuicao espectral de um corpo
negro

James Hopwood Jeans (1877-1946) foi um fisico, astronomo e matematico
britanico, que juntamente com Rayleigh, ajudou a descobrir a lei de Rayleigh-Jeans
(1900).

Férmula Rayleigh-Jeans (1900-1905) - Lord Rayleigh usou as teorias classicas
do eletromagnetismo e da termodinamica para mostrar que a distribuicao espectral
de um corpo negro deveria ser:

Onde I é funcao de A e T. Para comprimentos de ondas grandes esta equagao se
ajusta aos resultados experimentais, mas para os comprimentos de onda curtos ha
uma discordancia muito grande entre esta teoria e a experiéncia. Esta discordancia é
chamada de catastrofe do ultravioleta. A lei agregava umas medidas experimentais
para comprimentos de onda. Entretanto, esta predizia uma producao de energia
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Figura 29 — Férmula de Rayleigh-Jeans para mostrar a distribuicao espectral de um
COrpo negro.

Fonte: <http://professor.ufabc.edu.br/~joseantonio.souza/wp-content /uploads/2016/07/
Aula-8-Corpo__negro.pdf>

Figura 30 — John William Strutt - Prémio Nobel de Fisica em 1904.

Fonte: <https://www.nobelprize.org/nobel prizes/physics/laureates/1904/strutt-bio.html>

que tendia ao infinito ja que o comprimento de onda se fazia cada vez menor. Esta
ideia nao se sustentava pelos experimentos e a falha se conheceu como a "catastrofe
ultravioleta"; entretanto, nao foi, como as vezes se afirma nos livros-texto de Fisica,
uma motivagao para a teoria quantica. Veja esta discordancia na Figura 32 seguinte:

Em 1900, Max Planck revisou a lei de Rayleigh-Jeans, obtendo uma lei um
tanto diferente. Posteriormente, uma derivagao mais completa, a qual incluia uma
constante de proporcionalidade, foi apresentada por Rayleigh-Jeans em 1905.
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Figura 31 — James Jeans - Ajudou a descobrir a lei de Rayleigh-Jeans.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/James Hopwood_ Jeans>
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Figura 32 — Férmula de Rayleigh-Jeans mostrando a catastrofe ultravioleta quanto
a distribuicao espectral de um corpo negro.

Fonte: <http://professor.ufabc.edu.br/~joseantonio.souza/wp-content /uploads/2016/07/
Aula-8-Corpo__negro.pdf>
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CAPITULO

O Século da Fisica Quantica

APartir do final do século XIX e inicio do século XX, diversos fendmenos desafi-

avam a capacidade de explicacdo das teorias fisicas vigentes. A grande revolucao
cientifica no século XX teve inicio, a partir de uma crise que a Fisica atravessava no
fim do século XIX, pois neste periodo haviam alguns fené6menos naturais que nao
eram explicados pelas teorias fisicas até entao existentes. No inicio do século XX,
a Fisica classica enfrentava dificuldades em descrever alguns fenémenos observados
a época. Dentre esses fendmenos, pode-se citar a (a) radigdo de corpo negro, (b) o
efeito fotoelétrico, (c) as caracteristicas ondulatérias do elétron em experimento de
dupla fenda e o experimento de Stern-Gerlach.

A mecanica quantica é produto das tentativas de se explicar esses fendomenos de
modo compativel com o que se observa experimentalmente. Nesse escopo, existe uma
data precisa para o nascimento da Fisica Quéantica. Trata-se do dia 14 de dezembro
de 1900, quando o cientista Planck explica a emissao de radiacao do corpo negro.
Essa crise culminou na criagao da mecanica quantica, que se consolidou por volta da
década de 1920, e tem sido aplicada com sucesso em diversos fenomenos (NIELSEN;
CHUANG, 2010)(p.2). Apés os primeiros indicios da revolu¢ao quéntica que viria
acontecer, este capitulo focaliza os resultados mais relevantes no desenvolvimento da
Fisica Quantica no século XX, que redundaram no surgimento da Teoria Quantica. A
posterior realizagao do classico experimento da fenda dupla com elétrons demonstrou
que também as particulas poderiam apresentar comportamento ondulatorio. Nao
apenas o que sempre fora tido como onda, poderia apresentar comportamento de
particula como a luz, mas entidades classicamente consideradas particulas poderiam
ter comportamento de onda como os elétrons.

2.1 A emissao de radiacao do corpo negro

Na Fisica, um corpo negro é aquele que absorve toda a radiagao eletromag-
nética que nele incide; nenhuma luz nele o atravessa e nem é refletida. Um corpo
com essa propriedade, em principio, nao pode ser visto, dal o nome corpo negro. A
explicacao elaborada por Planck foi baseada na hipdtese de que a radiagao deveria
ser quantizada. Um "corpo negro"é o nome que se da para um corpo perfeitamente
escuro, que absorva qualquer radiacao que incida sobre ele. Sabemos que corpos aque-
cidos acima do zero absoluto radiam calor de volta para o ambiente. Podemos prever
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qual vai ser o espectro de emissao de um corpo em equilibrio térmico baseando-nos
nas leis da Fisica cldssica. Ao tentar estudar o problema do emissor ideal (o tal
corpo negro) em equilibrio térmico, chegou-se a um impasse: a Fisica classica previa
que ele deveria emitir uma quantidade infinita de radiacao, porque todos os modos
de vibracao do campo eletromagnético continuo tinham que ter a mesma energia.
E como a teoria previa um espectro continuo infinito, a energia emitida devia ser
infinita também (STEIN, 2008).

Em fins do século XIX, uma das dificuldades da Fisica consistia na interpreta-
¢ao das leis que governam a emissao de radiagao por parte dos corpos negros. Tais
corpos sao dotados de alto coeficiente de absor¢ao de radiagées. Por isso, parecem
negros para a visao humana. Em 1899, apds pesquisar as radiacoes eletromagnéticas,
descobriu-se uma nova constante fundamental, batizada posteriormente em sua
homenagem como Constante de Planck. Um ano depois, Planck descobriu a lei da
radiacdo térmica, chamada Lei de Planck da Radiagdo. Essa foi a base da teoria
quantica, que surgiu dez anos depois com a colaboracao de Albert Einstein e Niels
Bohr.

Figura 33 — Mark Planck - Explicou a emissao de radiacao do corpo negro.

Fonte: <https://en.wikipedia.or/wiki/Mark__plank>

2.2  Marx Planck - 1900

Marx Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) foi um fisico aleméo. E
neste cenario de descobertas e de duvidas que, o fisico alemao Marx Planck
(1858-1947) introduziu a ideia de que a energia é uma grandeza discreta (o con-
ceito de energia quantizada) (WIKIPEDIA, 1999). Ao contrario dos preceitos da
Fisica classica, sua sugestao foi que a energia ocorrria em pequenas porgoes, chama-
das de quanta (plural de quantum). Atualmente um quantum é chamado de fdéton
<http://brasilescola.uol.com.br/quimica/teoria-max-planck.htm>.
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Dentro deste contexto, admitindo-se que um atomo vibre com uma frequéncia
v, quer seja para dar oriegem as raias espectrais da lampada de hidrogénio, ou a
emissao de um corpo negro, a energia associada F pode existir apenas em quatidades
muito bem definidas F = hv, onde h é a constante de Planck (6.62 x 10734 Js),
como em <https://physics.aps.org/story/v3/st23>. Ao trabaho de Planck seguiram
outras importantes contribui¢des que deram origem a chamada Fisica Quantica.

Ambas as deficiéncias (radiagdo dos corpos negros e o espectro de energia dis-
creta de atomos), se revelariam cruciais no desenvolvimento da teoria quantica.
A expressao teoria quantica tem origem no termo latino quantum, que significa
unidade minima, indivisivel. Foi utilizada por Max Planck em 1900, no trabalho
que deu inicio ao desenvolvimento da mecéanica quantica.

Figura 34 — Marx Planck - introduziu o conceito de energia quantizada.

Fonte: <http://brasilescola.uol.com.br/quimica/teoria-max-planck.htm>

Era 14 de Dezembro de 1900. Numa reuniao, Max Planck apresentou seu artigo 'So-
bre a Teoria da Lei de Distribuicao de Energia do Espectro Normal". Isso foi o inicio
de uma revolucao na Fisica - a Fisica Quéntica! Assim como a Teoria da Relatividade,
a Fisica Quéntica representa uma generalizagdo da Fisica cldssica (a velocidade da
luz, como constante universal). A Teoria da Relatividade estende as leis fisicas
para a regiao de grandes velocidades. A Fisica Quantica estende esse campo a re-
gioes de dimensoes microscopicas. A constante de Planck caracteriza a fisica quantica.

No contexto do bem-sucedido desenvolvimento da Mecanica Classica, do Eletromag-
netismo e da Termodinamica, os fisicos do inicio do século XX buscavam solucionar
questoes cruciais que estavam na fronteira da ciéncia da época. O interesse pre-
dominante se concentrava na obtencao de um modelo definitivo para o atomo e
na explicacdo dos fendmenos relacionados a natureza da luz. A efervescéncia da
busca pelas respostas corretas fez com que o primeiro quarto do século passado fosse
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marcado pelo nascimento de um dos maiores triunfos cientificos de todos os tempos:
a fisica quantica.

Um dos principais problemas de entao consistia em explicar a maneira pela
qual a energia da radiacao térmica se distribuia ao longo das diversas
frequéncias do espectro eletromagnético. A dificuldade foi resolvida em 1900,
quando o fisico alemao Max Planck (1858-1947) assumiu que a energia era
liberada de modo discreto, e nao continuo, na forma de varios pequenos "pa-
cotes'com energia proporcional a frequéncia da radiagao - aos quais ele denominou
quanta, plural da palavra latina quantum. No inicio do século XX, ao tentar explicar,
matematicamente, a radiacao de corpo negro, Max Planck introduziu o conceito
de quantum de energia.

2.2.1 Planck resolveu o problema

Foi Planck quem resolveu o problema 35:

e A resposta a esse problema foi dada por Max Planck em 1900. Planck
percebeu que o problema poderia ser resolvido, se os objetos radiantes (4tomos)
s6 pudessem emitir (ou absorver) energia em determinadas quantidades fixas,
que ele chamou de quanta (plural de quantum).

e A teoria de Planck resolveu o problema. Objetos frios nao tem energia suficiente
para produzir muitos quanta de alta frequéncia. Eles s6 conseguem irradiar
energia na faixa de frequéncia em que a energia disponivel em cada atomo seja
comparavel a dos quanta envolvidos na radiacao.

e Ele utilizou a estatistica de Boltzmann para obter uma equacgao tedrica que
concordava com os resultados experimentais para todos os comprimentos de
onda.

e Planck utilizou apenas um artificio para resolver o problema! Mas sem emba-
samento fisico !

H& 118 anos, quando Max Planck publicou o artigo que deu origem a mecanica
quantica, a histéria continua. A histéria revela, no entanto, que Planck nao percebeu
imediatamente as consequéncias de seu trabalho e, se tornou revolucionario contra
sua vontade (WORLD, 2000). H& 100 anos atras, Planck foi o prémio Nobel de
Fisica em 1918. Planck ficou considerado o pai da Fisica Quantica e um dos fisicos
mais importantes do século XX.

2.2.2 A ideia da quantica: energia existente apenas em certos niveis

Certo dia, em 1900, o fisico Mark Planck (1858-1947) fez uma suposi¢ao bizarra,
numa tentativa de escapar a catdstrofe ultravioleta. Em vez de supor que a energia
poderia ser irradiada em qualquer frequéncia, ele presumiu que apenas um namero
finito de frequéncias era possivel, e estes eram todos multiplos de uma frequéncia
minima. Em analogia com a velocidade de um carro, a hipotese de Planck seria
de que, por exemplo, somentes velocidades que fossem multiplas de 5, como 15
Km/h, 35 Km/h, 60 Km/h, entre outras, seriam possiveis. Ele conseguiu mostrar
quase imediatamente que essa hipotese contra-intuitiva resolveria o problema. E as
curvas de radiagao que ele obteve ao fazer essas suposicao corresponderiam aquelas
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Lei da Radiacao de Planck |
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Planck fez duas modificacdes na teoria classica:

* Os osciladores (de origem electromagnética) podem ter apenas certas energias discretas:
E.=nhf
onde n € um numero inteiro, f é a frequéncia, e h é chamada de constante de Planck:

h=6.6261x107"J.s

* Os osciladores podem absorver ou emitir energia em multiplos discretos de um quantum fundamental

de energia dada por:
AE= hf

Figura 35 — A Lei da Radiacao de Planck.

Fonte: <http://professor.ufabc.edu.br/~joseantonio.souza/wp-content /uploads/2016/07/
Aula-8-Corpo__negro.pdf>

registradas experimentalmente. Naquele dia, enquanto caminhava com seu filho
pequeno depois do almoco, ele disse:

"Hoje, tive uma ideia tao revoluciondria e grandiosa quanto aquela de Newton."

Outros fisicos, seus colegas, de inicio, nao viram a ideia de Planck dessa maneira.
Planck era um fisico respeitado, mas a ideia da Quéntica - energia existente apenas
em certos niveis - nao foi, a principio, levada a sério. Foi vista como uma espécie de
truque matematico que resolvia a catdstrofe ultravioleta, mas o fazia recorrendo a
regras as quais o mundo real nao obedecia.

De 1905 a 1909, Planck atuou como diretor-chefe da Deutsche Physikalische Ge-
sellschaft (Sociedade Alema de Fisica). Em 1913, foi nomeado reitor da Universidade
de Berlim. Planck foi laureado com o Nobel de Fisica de 1918 (PRIZE, 2014), por
suas contribuigoes na area da Fisica Quantica.

2.3 Einstein e o efeito fotoelétrico - 1905

A deia de Mark Planck se arrastou por cinco anos, até que Albert Einstein
(1879-1955) a usou em 1905, para explicar o efeito fotoelétrico, que era outro fenémeno
nao explicado pela teoria ondulatoria da luz. O efeito fotoelétrico consiste na emissdo
de elétrons por uma superficie metdlica bombardeada por um feixe de luz. Embora
muitos de nds nao saibamos, tal efeito é bem familiar, pois esta presente em nosso
cotidiano, como por exemplo, como era o funcionamento dos tubos de raios catodicos
(em televisdo e videos em computadores mais antigos), as portas que abrem e fecham
automaticamente, e um exemplo mais moderno, a geracao energia elétrica através de
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placas fotovoltaicas a partir da luz do sol, que tém o funcionamento baseado nesse
fenomeno. Einstein explicou o efeito fotoelétrico admitindo a hipotese de que a luz
é constituida por pacotes concentrados de energia, que atualmente denominamos
fotons, e assim, o fendomeno em questao é facilmente explicado quando consideramos
a colisao entre os fotons da radiagao incidente e os elétrons dos metais.

Figura 36 — Albert Einstein - Prémio Nobel de Fisica de 1921, por suas contribui¢oes
a fisica tedrica e, especialmente, por sua descoberta da lei do efeito
fotoelétrico, que foi fundamental no estabelecimento da teoria quantica.

Fonte: <https://en.wikipedia.or/wiki/Albert_ Einstein>

E importante notarmos que os trabalhos de Einstein e Planck sugeriam a quan-
tizacao, mas nao explicavam o porqué. A hipdtese se mostrou capaz de explicar
matematicamente a distribuicao de energia, e foi o passo primordial de todo o desen-
volvimento subsequente.

Einstein explicou o efeito fotoelétrico postulando a existéncia de particulas leves,
mais tarde chamados fétons, com a energia F = hv

Em 1905, Albert Einstein apresentou, também, sob a forma de cinco artigos, as
base da Relatividade e da mecanica quantica. Tais "fenomenos rebeldes"finalmente
foram explicados. Embora a época nao fosse admitida outra forma de propagacao da
luz, sendo a ondulatoria, intrigava a existéncia de um fendémeno cujo mecanismo nao
podia ser explicado em termos da luz enquanto onda.

Verificava-se, entdo, o chamado efeito fotoelétrico quando uma placa metalica era
bombardeada por um feixe luz e tinha elétrons arrancados de sua superficie. Einstein
explicou o efeito a partir de uma mudanca fundamental de paradigma: segundo
ele, a prépria luz era constituida de quanta, e eram essas particulas de luz, mais
tarde denominadas fdotons, que interagiam com os elétrons do metal individualmente.
Descobria-se, assim, a dualidade onda-particula da radiagao eletromagnética: de-
pendendo do experimento, a natureza da luz poderia ser percebida como
ondulatoéria ou corpuscular.
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Figura 37 — Einstein - O efeito fotoelétrico, a emissao de elétrons por um material,
geralmente metalico, quando exposto a uma radiacao eletromagnética
(como a luz) de frequéncia suficientemente alta, que depende do material,
causa a placa perder elétrons.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Efeito_ fotoeletrico>

2.4 O modelo atomico de Rutherford - 1911

No ano de 1911, Ernest Rutherford (1871-1937), um fisico e quimico
neozelandés naturalizado britanico, se tornou conhecido como o pai da fisica nuclear.
Foi premiado com o Nobel de Quimica em 1908, por suas investigagoes sobre a
desintegracao dos elementos e a quimica das substancias radioativas. Ele defendeu
que os atomos tém sua carga positiva concentrada em um pequeno ntcleo, e, desse
modo, foi criado o modelo atomico de Rutherford. Ele propés um modelo atémico
no qual os elétrons circulavam o niicleo de carga positiva. Embora fosse simples
e coerente, esse modelo apresentava um erro incorrigivel, pois toda particula que
descreve um movimento circular possui aceleragdo. Dessa forma, como havia explicado
Maxwell, através de suas equagoes, por ter aceleracao o elétron deveria emitir luz,
perdendo energia gradualmente até se chocar com o nicleo.

2.5 Niels Bohr: um novo modelo de atomo adotando uma abor-
dagem quantica - 1913

Em 1913, oito anos mais tarde de Einstein e dois anos apenas de Rutherford,
Niels Henrick David Bohr (1885-1962), um fisico dinamarqués cujos trabalhos
contribuiram decisivamente para a compreensao da estrutura atomica e da Fisica
Quaéntica, a utilizou para explicar o espectro do atomo do hidrogénio. Dezoito anos
mais tarde (1918), Planck ganharia o Prémio Nobel de Fisica ¢ Bohr receberia
o Nobel de Fisica em 1922, e a mecéanica quantica se tornaria uma das teorias
fundamentais da Fisica, explicando o comportamento do mundo dos atomos e
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Figura 38 — Ernest Rutherford - O pai da fisica nuclear: a desintegrac¢ao dos elementos
e a quimica das substancias radioativas.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ernest_ Rutherford>

tornando possiveis muitas das industrias de alta tecnologia dos dias de hoje.

Na época, era ainda misteriosa a origem do tipo de luz emitida por gases aquecidos.
Sabia-se que o espectro resultante era discreto, com emissao de radiacao apenas em
certas frequéncias. A causa, porém, era completamente desconhecida. A solugdo do
enigma foi dada por Niels Bohr (1885-1962), que desenvolveu um novo modelo de
atomo adotando uma abordagem quantica. Segundo Bohr, os elétrons orbitavam o
nucleo atomico e podiam ocupar apenas certas orbitas, caracterizadas por quantida-
des especificas de energia. Os elétrons podiam ainda saltar de uma érbita a outra
conforme perdessem ou ganhassem energia, liberando ou absorvendo um féton de
energia equivalente. O modelo se mostrou extremamente adequado para explicar a
estranha emissao: aquecendo-se um gas, os elétrons de seus atomos ganhavam energia
e realizavam um salto quantico para uma orbita superior; no salto de retorno a érbita
original, liberavam um fdton com energia igual a inicialmente recebida. Niels Bohr,
baseando-se nos conceitos de quantizacao, estipulou que a energia dos elétrons em
suas Orbitas em torno do ntcleo também era quantizada. Isto é, em um atomo como
o do hidrogénio existem varias orbitas estaveis possiveis para o elétron, cada uma
com energia diferente. Assim, ele pode corrigir o modelo de Rutherford.

Em 1913, Niels Bohr calculou o valor da constante de Rydberg, assumindo que o
momento angular de elétrons que orbitam o niicleo satisfaz a condigao de quantizacao
L = n.h/27. Essa restricao poderia ser justificada atribuindo-se propriedades da
onda ao elétron e exigindo que suas fungoes de onda correspondentes formassem uma
onda estavel; no entanto, esse tipo da teoria hibrida permaneceu insatisfatoria.
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Figura 39 — Niels Bohr - Contribuiu decisivamente para a compreensao da estrutura
atomica e da Fisica Quéantica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Niels Bohr>

Com a ascensao do nazismo (nacional-socialismo, mais comumente conhecido como
nazismo, é a ideologia associada ao Partido Nazista, ao Estado nazista), a ciéncia
alema sofreu severamente. Muitos dos cientistas de ponta eram judeus ou tinham
parentes judeus, e fugiram do pais. Muitos outros reagiram com horror ao regime
nazista, e também partiram. Planck, embora condenando os nazistas, resolveu ficar
na Alemanha. Essa se revelaria uma escolha tragica. Em 1945, o filho mais novo de
Planck foi executado por sua participacdo numa revolta, uma tentativa fracassada
para assassinar Hitler.

2.6 A contribuicao de Schrodinger - 1925

Na mecanica quantica, a equagdo de Schrodinger é uma equagao diferencial
parcial que descreve como o estado quantico de um sistema fisico muda com o tempo.
Foi formulada no final de 1925, e publicado em 1926, pelo fisico austriaco Erwin
Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961).

Com o trabalho de Schrédinger e Werner Karl Heisenberg (1901-1976), em
1925, é que a teoria quantica se estabeleceu. Schrodinger foi um fisico tedrico
austriaco, conhecido por suas contribuicoes a mecanica quantica, especialmente a
equagdo de Schrodinger. Ele postulou uma equacao que permite calcular os niveis de
energia e a probabilidade de se encontrar uma particula em determinada regiao.

Em janeiro de 1926, ele publicou no Annalen der Physik o trabalho "Quantisi-
erung als Eigenwertproblem'(Quantizacao como um Problema de Autovalor) em
mecénica de ondas e que hoje é conhecido como a equagdo de Schrodinger. Este traba-
lho tem sido universalmente considerado como uma das conquistas mais importantes
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do século XX, criando uma revolu¢ao na mecanica quantica. Ver no capitulo seguinte
em 2.6. Neste trabalho ele deu uma "derivacao'da equacao de onda para sistemas
independentes de tempo, e mostrou que fornecia autovalores de energia corretos para
o atomo de hidrogéneo. Este trabalho tem sido universalmente considerado como uma
das conquistas mais importantes do século XX, criando uma revolugdo na mecanica
quantica, e na verdade em toda a Fisica e a Quimica. Um segundo documento foi
apresentado, que resolveu o oscilador harmoénico quantico e a molécula diatémica, e
da uma nova derivacao da equacao de Schrodinger. Um terceiro documento mostrou
a equivaléncia da sua abordagem a de Heisenberg. Um quarto trabalho de sua série
mais marcante mostrou como tratar os problemas nos quais o sistema muda com o
tempo, como nos problemas de dispersao. Estes trabalhos foram os principais de sua
carreira e foram imediatamente reconhecidos como tendo grande importancia pela
comunidade cientifica. A Teoria Quantica, por sua vez, calcula a probabilidade de se
encontrar o elétron (ou outra particula) em uma regiao do espago, usando a equagao
de Schrodinger.

Na mecénica cléssica, a equacao de movimento é a segunda lei de Newton (F = m.a)
utilizada para prever matematicamente o que o sistema fara a qualquer momento
apos as condicoes iniciais do sistema. Na mecanica quantica, o andlogo da segunda
lei de Newton é a equagio de Schridinger para o sistema quantico (geralmente
atomos, moléculas e particulas subatdmicas sejam elas livres, ligadas ou localizadas).
Nao é uma equacao algébrica simples, mas, em geral, uma equacgao diferencial parcial
linear, que descreve o tempo de evolugao da fungio de onda do sistema (também
chamada de "funcao de estado"). (GRIFFITHS, 2004)

Usando a notagao de Dirac (1902-1984), o vetor de estados r é dado, em um
instante ¢, por (7, t)) '

A equacao de Schrodinger dependente do tempo, entao, escreve-se:

B (7, 0) = i [6(7,0)

Figura 40 — Equagao de Schrodinger dependente do tempo.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa¢~aodeSchrodinger>

Em que ¢ é a unidade imagindria em C, % é a constante de Planck dividida por 2,
e o Hamiltoniano H é um operador auto-adjunto atuando no vetor de estados 7. Em
mecanica quantica, o Hamiltoniano H é o observavel correspondente a energia total
do sistema. Como todos os observaveis, o espectro do Hamiltoniano é o conjunto de
possiveis resultados quando mede-se a energia total de um sistema.

O conceito de uma fungio de onda é um postulado fundamental da mecanica
quantica. A equagao de Schrodinger também é muitas vezes apresentada como
um postulado separado, mas alguns autores (BALLENTINE, 1998), afirmam que
pode ser derivada de principios de simetria (Teoria dos Grupos). Geralmente, "de-
rivagoes'da equagao demonstrando sua plausibilidade matematica para descrever

1 Um vetor |..) é chamado ket (em contraponto com {(..|, que serd definido posteriormente, e serd

chamado bra).
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dualidade particula-onda.

Na interpretacao padrao da mecanica quantica, a fungdo de onda é a descrigao
mais completa que pode ser dada a um sistema fisico. As solugdes para a equacao
de Schrodinger descrevem nao sé sistemas moleculares, atémicas e subatomicas,
mas também os sistemas macroscopicos, possivelmente, até mesmo todo o universo
(LALOE, 2012). A equacao de Schrodinger, em sua forma mais geral, é compativel,
tanto com a mecanica classica, mas a formulagao original do proprio Schréodinger
era nao-relativista.

A equacao de Schrédinger nao é a Unica maneira de fazer previsdes em meca-
nica quantica - outras formula¢oes podem ser utilizadas, tais como a mecanica
matricial de Werner Heisenberg (uma formulagdo da mecénica quéantica criada
por Werner Heisenberg, Max Born, e Pascual Jordan em 1925. Foi a primeira
definigdo completa e correta da mecanica quantica. Ela estendeu o modelo de Bohr),
e o trajeto da integragdo funcional (uma integragdo de funcionais sobre espagos
funcionais) de Richard Feynman.

2.7 Principio da Incerteza de Heisenberg - 1927

Um resultado importante da mecanica quantica é o chamado principio da
incerteza, formulado em 1926 e publicado em 1927 pelo fisico alemao Werner Hei-
senberg (1902-1976). O principio estabelece que é impossivel medir simultaneamente
a posicao e a velocidade de uma particula com uma precisao melhor do que um
nimero dado por h/4w, onde h é a constante de Planck %. Se tentarmos medir a
velocidade e uma particula com grande precisao, perdemos informacgao sobre sua
localizagao (posigao). Por outro lado, podemos nos fixar na posigao, mas af a incerteza
no valor da velocidade aumenta, pois perdemos informacao sobre sua velocidade.

Isso pode ser interpretado de uma forma simples como a afirmacdo de que uma
medida inevitavelmente perturba o sistema sendo observado. Em um sentido mais
amplo, a razao pela qual nao podemos medir posi¢ao e velocidade ao mesmo tempo
com uma precisao arbitraria é que o conceito de posicao e velocidade nao existem ao
mesmo tempo. Nossa experiéncia com sistemas classicos nos leva a acreditar que um
fendmeno microscépico pode ser descrito em termos de conceitos tais como posicao
e velocidade, que surgiram com a observacao do movimento de objetos macroscopicos.

O principio da incerteza leva a efeitos drasticos na escala atomica, mas que nao
sao percebidos na vida cotidiana, pois sao muito pequenos. Descobriu-se depois
que o principio da incerteza podia ser obtido diretamente a partir da equacao de
Schrodinger, junto com o postulado de Bohr.

O principio da incerteza e a ideia de que a fungdo de onda 1 representava todo nosso
conhecimento sobre um sistema foi desenvolvido por Niels Bohr em uma nova filo-
sofia da Fisica que ficou conhecida com interpretacio de Copenhague. Segundo Bohr,
nao faz sentido perguntar onde esta localizado uma elétron na realidade. Para ele, a
tinica realidade da qual podemos falar é aquela resultante de um processo de medida *

Homenagem ao fisico alemao Max Planck (1847-1947), pioneiro nos estudos da teoria quintica.
O fisico russo, naturalizado americano, George Gamow (1904-1968) que ficou conhecido pelos
seus varios livros de divulgacao, contava que Bohr, apesar de muito inteligente, tinha o raciocinio

3
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A interpretacio de Copenhagen descreve o que acontece quando um observador
faz uma medida, mas o observador e o ato de medir sdo tratados classicamente. * Da
mesma forma que existe uma relagdo de incerteza entre velocidade e posigao, como
explicado acima, existe outra entre energia e tempo dada por:

AE.At > h/An

Essa ¢ a relacao importante quando analisamos particulas virtuais: como eles existem
por um tempo curto, podem fazer "surgir'energia, desde que obedecam ao principio
da incerteza.

Em 1927, Heisenberg formulou o principio da incerteza, que formalizou a comple-
mentaridade da onda e a imagem de particulas, reivindicada por Bohr que, embora
mutuamente exclusivo, sao ambos essenciais para uma completa descricao de eventos
quanticos.

O principio da incerteza, de Heisenberg é relativamente simples de ser enunci-
ado e tem uma ideia simples. Na fisica tradicional newtoniana, também chamada de
Fisica cléassica, acreditava-se que se soubermos a posi¢ao inicial e 0 momento (massa
e velocidade) de todas as particulas de um sistema, serfamos capaz de calcular suas
interacoes e prever como ele se comportara. Isto parece correto, se soubermos descre-
ver com precisdo as interagoes entre essas particulas, mas parte de um pressuposto
bastante forte: o de que, de fato, conhecemos a posi¢do e o momento de todas as
particulas.

Segundo o principio da incerteza, niao se pode conhecer com precisao absoluta, a
posi¢cao ou o momento (e, portanto, a velocidade) de uma particula. Isto acontece
porque para medir qualquer um desses valores acabamos os alterando, e isto nao é
uma questao de medicao, mas sim de fisica quantica e da natureza das particulas. O
principio da incerteza é equacionado através da férmula:

AxAp > %

No seu nivel mais fundamental, o principio da incerteza é uma conseqiiéncia da dua-
lidade particula-onda e do principio de Broglie. Se uma particula encontra-se
em uma regiao com erro Az, entdo seu comprimento de onda natural deve ser menor
que Az, o que requer um momento elevado, variando entre ;—g e Z—z. At estd a
incerteza! O raciocinio é analogo para a indeterminacao do momento. Heisenberg
recebeu o Nobel de Fisica de 1932, "pela criacdo da mecéanica quantica, cujas apli-

cacoes levaram a descoberta, entre outras, das formas alotrépicas do hidrogénio".

lento. Ele gostava de filmes de faroeste, mas ninguém queria acompanhé-lo ao cinema, porque
ele custava a entender o enredo e ficava fazendo perguntas o tempo todo, para desagrado dos
demais expectadores. Quando ele assistia uma palestra, custava a entender o que o palestrante
estava dizendo. Todos comegavam a explicar a Bohr o que ele nao havia entendido e, no final,
ele acabava por entender mais do problema do que os outros, inclusive o préprio palestrante.
Famosas sao as obje¢oes que Einstein levantava contra a mecénica quantica e que eram, depois
de algum tempo, respondidas por Bohr.

O fisico norte-americano Steven Weinberg (1933-) dizia que isso estava errado: os fisicos e
seus equipamentos deveriam ser governados pelas mesmas regras quanticas que governam o
Universo como um todo.
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Schrodinger recebeu o Nobel de Fisica em 1933.

Eles colocaram a base tedrica da mecanica quantica, para a Interpretagdo de Cope-
nhague (CASSIDY, 1998).

"We regard quantum mechanics as a complete theory for which the fundamental
physical and mathematical hypotheses are no longer susceptible of modification."

Werner Heisenberg and Max Born, Solvay Congress of 1927.

Na década de 1920, as interpretagoes do comportamento ondulatorio da matéria e o
formalismo matematico desenvolvido conduziram a uma formulacdo da mecanica
adequada ao mundo microscopico, a mecanica quantica, delimitando decisivamente
os revoluciondrios limiares da Fisica moderna (EISBERG; RESNICK, 1979a) (FEYN-
MAN;, 2008) (HEWITT, 2015). A ontologia deterministica estrita, caracteristica da
mecanica newtoniana - foi abalada seriamente, apés a publicacao do Principio da
Incerteza de Werner Heisenberg em 1927, e do Principio da Complementaridade
de Niels Bohr.

Embora a explicacdo de fendmenos quanticos como emaranhamento quantico ou
medi¢cdo quantica ainda parece um pouco insatisfatério, mesmo apds 75 anos, a
Interpretagdo de Copenhague, ainda pode ser considerada como a corrente filoséfica
principal em Fisica quantica. As contradigoes aparentes como o paradoxo EPR
(EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935) nao tém apenas sido verificado experi-
mentalmente, mas também servem como principios fundamentais para novos campos
de pesquisa como criptografia quantica e computacdo quantica.
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CAPITULO

A Revolucao Quantica

UMa teoria (do grego, ’contemplacao’, 'reflexao’, ’introspecc¢ao’) indica, na lingua-

gem comum, uma ideia nascida com base em alguma hipdtese, conjectura ou
suposi¢cao, mesmo abstrata, sobre uma realidade. Também designa o conhecimento
descritivo puramente racional ou a forma de pensar e entender algum fenémeno a
partir da observacao.

A Teoria Qudantica também é conhecida como mecanica quantica ou Fisica Quantica,
e tem como foco principal de estudo, o mundo microscopico. A Teoria Quantica deve
ser sempre referida destacando-se os trabalhos de Planck, Einstein, Rutherford,
Bohr, Schréodinger, Dirac e Pauli, entre outros. Os principios da quantizacao
da energia, propostos por Einstein e Planck, e as observagoes experimentais do
espectro atomico dos elementos mostravam que as leis de Newton nao produziam
resultados corretos quando aplicadas a sistemas muito pequenos, como atomos e
moléculas. Para explicar o movimento dos elétrons em torno do ntcleo foi criada - por
Planck, Bohr, Einstein e Schrodinger - uma nova teoria, a da mecanica quantica.
Apesar de seu enorme sucesso, a teoria de Bohr tinha varias lacunas. O espectro de
atomos mais complexos nao podia ser explicado, gerando perguntas como: por que
algumas raias do espectro sdo mais intensas do que outras? E, principalmente, como
os atomos interagem uns com os outros formando sistemas estaveis?

3.1 A revolucao quantica

A ideia revolucionaria de Mark Planck fez mais do que simplesmente re-
solver a catdstrofe ultravioleta. Possivelmente, s6 outro momento da ciéncia abriu
um portal para um mundo tao inesperado - quando Anton von Leeuwenhoek
(1632-1723), um cientista e construtor de microscépios holandés, usou seu microscépio
primitivo e examinou com ele uma gota de agua, para entao descobrir formas de
vida jamais imaginadas ou vistas até entao.

Um problema parecido surgiu quando o fisico dinamarqués Niels Bohr, em 1913,
introduziu o seu modelo atomico, no qual sup6s que o elétron poderia se mover
somente em Orbitas determinadas, onde nao emitia radiacao eletromagnética. A
radiacao era emitida somente quando o elétron passava de uma orbita para outra.
Com esse modelo, Bohr solucionou a estabilidade atémica e explicou o espectro
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discreto de radiagao para o atomo de hidrogénio, porém, nao ficou claro o motivo
pelo qual o elétron nao poderia ocupar posi¢oes intermediarias no espaco.

Assim, por meio desses exemplos, percebemos que a teoria quantica desenvolvida até
o primeiro quarto do século XX possuia bases tedricas e conceituais frageis (com uma
rosa, as teorias eram frageis, mas nao fracas), pois os principios eram esparsos e os
enunciados eram criados com a finalidade especifica de atender a uma necessidade (ou
problema) pontual. Nesse escopo, os fisicos ressentiam-se de postulados auténticos
e principios gerais dos quais poderiam formular uma teoria consistente, eficiente e
abrangente. Esse desejo dos fisicos se tornou realidade com o surgimento da mecanica

quantica (PIRES; CARVALHO, 2014) (GRIFFITHS, 2004).

A revolugao quéantica mudou nosso mundo - tecnoldgica, cientifica e filosoficamente.
Boa parte da incrivel tecologia que foi desenvolvida desde a década de 1930 - o
computador, os scanners médicos, os lasers, todas as coisas com um chip dentro -
resulta da aplicacao da teoria quantica a compreensao do comportamento do mundo
subatomico. A mecanica quantica nao apenas gerou ciéncias que nao existiam antes
dela, mas também enriqueceu imensamente algumas das mais veneraveis areas de
estudo, como a Quimica e a Fisica. Por fim, a mecanica quantica fomentou descober-
tas tao profundas que nos fazem refletir sobre a natureza essencial da realidade, um
assunto que tem sido matéria de intenso debate filoséfico ha milénios. Bibliotecas
inteiras poderiam ser montadas contendo somente livros devotados as discussoes
sobre mecanica quantica, mas nos dedicaremos, por enquanto, apenas a trés topicos,
os mais desconcertantes da mecénica quantica: (a) a dualidade onda/particula, (b) o
principio da incerteza e, (¢) o emaranhamento qudntico. (STEIN, 2008)

3.2 Cinco conceitos para se comecar a entender a mecanica
quantica

A mecéanica quantica é o ramo da Fisica que estuda os objetos em escala
muito pequenas, e a fisica moderna é dominada pelos seus conceitos.

Durante o século passado, o mundo fisico era explicado de acordo com os prin-
cipios da mecanica classica, ou newtoniana. No entanto, no final do século, essa
mecanica ja nao era suficiente para explicar alguns questionamentos que comecgaram
a aparecer. Por isso, foram desenvolvidas as Teorias da Relatividade e da mecénica
quantica.

A Relatividade (ROVELLI, 2015) é a teoria que descreve a fisica de objetos
muito macicos e de alta velocidade, enquanto a mecénica quantica, ou Fisica Quan-
tica, estuda a fisica de objetos muito pequenos.

Muitas das equacoes da mecanica classica, que descrevem como as coisas se mo-
vem em tamanhos e velocidades no nosso cotidiano, deixam de ser tteis na escala
de atomos e elétrons, que agora pode ser explicada pelos principios da mecanica
quantica.



3.2.  Cinco conceitos para se comegar a entender a mecinica quantica 47

3.2.1 As particulas s3o ondas, e vice-versa

Na escala macroscopica, estamos habituados a dois tipos de fendmenos: ondas e
particulas.

As particulas ocupam determinado lugar no espago, transportando massa e energia
a medida que se movem. Ja as ondas se propagam por todo o espaco, transportando
energia a medida que se movem, mas sem massa.

Quando as particulas colidem, elas assumem trajetérias definidas, que podem ser
calculadas por meio das leis de movimento de Newton. Ja as ondas, quando passam
por fendas, geram novas ondas, que ao colidir, podem se reforcar ou se anular.

Porém, na mecanica quantica, essa distin¢ao entre ondas e particulas ja nao existe. Os
objetos que normalmente vemos como particulas, como os elétrons, podem comportar-
se como ondas em certas situagoes, enquanto objetos que normalmente pensamos
como ondas, como a luz, podem comportar-se como particulas.

Assim, os elétrons podem criar padroes de difracdo de onda ao passar por fen-
das estreitas, assim como as ondas surgem em um lago quando jogamos uma pedra
na agua. Por outro lado, o efeito fotoelétrico (ou seja, a absor¢ao de luz por elétrons
em objetos sélidos) s6 pode ser explicado se a luz estiver como particula.

Tais ideias levaram De Broglie a concluir que todas as entidades tinham aspectos
de onda e de particulas, e que diferentes aspectos eram manifestados de acordo
com o tipo de processo submetido. Isso se tornou conhecido como o Principio da
dualidade Particula-Onda.

3.2.2 Tudo o que podemos saber sdo probabilidades

Mas como a probabilidade entra no coragao da Fisica (ROVELLI, 2015)7 A me-
canica quantica prevé que o movimento de cada coisa diminuta ocorre ao acaso.
Isso poes em jogo a probabilidade. Podemos nao saber alguma coisa de maneira
completa, mas podemos atribuir uma probabilidade maior ou menor a alguma coisa.
De qualquer modo, para a maior parte dos objetos fisicos, nés sabemos algo de
seu estado, mas nao sabemos tudo, assim, podemos fazer previsoes baseadas na
probabilidade. Embora nao se possa prever tudo exatamente,podemos prever a
probabilidade de que aconteca alguma coisa, ou alguma outra coisa. A parte da
Fisica que esclarece essas coisas é a Fisica Estatistica, e um dos trunfos da Fisica
Estatistica, a partir de Boltzmann, é a de compreender a origem probabilistica
do comportamento de certos fendmenos fisicos, como calor, temperatura, ou
seja a termodinamica. A previsibilidade ou imprevisibilidade do comportamento
nao concernem a um estado exato. Concernem a limitada classe de propriedades
do fendmenos, com as quais interagimos. Essa classe de propriedades depende do
nosso especifico modo de interagir com objetos. Por conseguinte, a probabilidade nao
concerne a evolugao dos corpos e si. Concerne a evolucao dos valores de subclasses
de propriedades dos corpos quando estes interagem com outros corpos. No decorrer
so século XX, a Fisica Estatistica (mecanica estatistica), a ciéncia da probabilidade
dos diversos movimentos, foi estendida também aos campos eletromagnéticos e aos
fendmenos quanticos (ROVELLI, 2015).

Quando os fisicos usam a mecéanica quantica para prever os resultados de uma
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experiéncia, a tnica coisa que podem prever é a probabilidade de detectar um
dos possiveis resultados.

Por exemplo, se fizermos um experimento onde um elétron ird parar no lugar
A ou B, ao fim, poderemos dizer que existe uma probabilidade de 17% de encontré-lo
no ponto A e uma probabilidade de 83% de encontréa-lo no ponto B. Porém, nunca
poderemos dizer com certeza que o elétron definitivamente acabara em A ou em B.
Nao importa quao cuidadoso seja o preparo de cada elétron, nao poderemos saber
definitivamente qual serd o resultado do experimento. Cada elétron é uma experiéncia
completamente nova, e o resultado final é aleatoério.

3.2.3 O uso da probabilidade - o sim, o ndo e o talvez

O uso da probabilidade nos calculo da Fisica deu excelente resultado, levando a uma
formidavel ampliacao dos horizontes do conhecimento e a inventos como a TV e o
raio laser. Mas a probabilidade também tem as suas limitacoes e, quando aplicada a
uma teoria fundamental, como é o caso da mecanica quantica, provoca certa inquie-
tacao. Uma coisa, por exemplo, é alguém olhar um carro em movimento e dizer: "A
velocidade daquele carro é de 100 quilometros por hora". Outra, bem diferente, é dizer:

"Aquele carro nao tem wvelocidade definida; é provdvel que seja 100 quilometros
por hora, mas também pode ser 80 ou 120".

Nas duas situagoes, existem informacgoes basicas sobre o carro - calcular a velo-
cidade é um dado absolutamente fundamental para qualquer teoria fisica. Mas, na
primeira, a informacao é inequivoca: um tnico nimero. Em lugar disso, a resposta
probabilistica fornece um conjunto de niimeros, como se o carro pudesse desenvolver
diversas velocidades ao mesmo tempo. Do ponto de vista cientifico, as respostas
multiplas da mecanica quantica significam apenas isso: a teoria, em certos casos,
oferece um conjunto de resultados mais ou menos provaveis para determinado calculo.
Qualquer interpretacao, além disso, é simples exercicio de imaginagdao. Um problema
¢ que, no caso de um corpo como o carro, a Fisica sempre dd uma resposta tnica e
taxativa - a probabilidade s6 afeta os corpos microscopicos.

Esse fato for¢ga uma divisdo do mundo fisico em duas partes, numa das quais valem leis
probabilisticas e deterministas, e no outro, apenas leis probabilisticas. Atual-
mente, a grande maioria dos cientistas aceita, sem preconceito, as equagoes probabilis-
ticas. Veja em <https://super.abril.com.br/ciencia/a-revolucao-da-teoria-quantica/
>,

3.2.4 As correlacdes quanticas ndo sao locais

Uma das consequéncias mais estranhas e mais importantes dessa fisica é a ideia
de "emaranhamento quéntico'. Quando duas particulas quanticas interagem, seus
estados irao depender um do outro, independentemente de quao distantes estejam.
Vocé pode segurar uma particula no Brasil e enviar a outra para Portugal, e depois
medi-las simultaneamente. O resultado da medicao no Brasil determinara o resultado
da medida em Portugal e vice-versa. A correlagdo entre esses estados nao pode ser
descrita por qualquer teoria local, na qual as particulas possuem estados definidos.
Esses estados sao indeterminados até o instante em que um ¢ medido, porém no
momento em que os estados de ambos forem determinados, ndo importa o quao
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distante eles estejam. Isso foi confirmado experimentalmente dezenas de vezes ao
longo dos ultimos trinta anos, com atomos pares, e cada nova experiéncia refor¢ou
essa teoria. Apesar da medida em Portugal determinar o estado de uma particula
no Brasil, o resultado de cada medida serda completamente aleatorio. Nao ha como
manipular a particula portuguesa para produzir um resultado especifico no Brasil. A
correlagao entre as medidas s serd evidente apds a acao, quando os dois resultados
forem comparados, e esse processo deve ocorrer em velocidades mais lentas do que a
da luz. O experimento com uma fenda dupla confirma essa indeterminagao. Até que
a posicao do elétron seja medido no lado oposto da fenda, ele poderd existir em todos
os caminhos possiveis. Uma particula quantica pode e vai ocupar varios estados até o
momento em que for medida, e apds sua medicao ela existird em apenas um estado.

3.2.5 A Fisica quéantica é real

Apesar da mecénica quantica ter muitos recursos que desafiam nossa intuigao classica,
como os estados indeterminados, medidas probabilisticas e efeitos nao locais, ela
ainda estd sujeita a regras.

Por mais estranhas que sejam suas previsoes, a mecanica quantica nao contra-
ria os principios fundamentais da fisica. Ou seja, vocé nao pode explorar os efeitos
quanticos para construir uma nave que viaje na velocidade da luz, ou inventar a
telepatia.

A mecanica quantica é uma ciéncia matematica rigorosa e precisa, e todo efeito que
vocé ouve sobre ela é real e confirmado por experiéncias.

E onde encontro a fisica quantica no meu dia-a-dia? A fisica quéntica estd ao
nosso redor, e determina tudo sobre o mundo em que vivemos. O brilho vermelho
no metal quando aquecido e a cor da luz de uma lampada de néon sao devidos a
natureza quantica da luz e dos atomos.

O proprio Sol é alimentado pela fisica quantica! Se nao fosse pelo efeito quan-
tico conhecido como "tunelamento", o Sol ndo seria capaz de fundir hidrogénio em
hélio, produzindo a luz que permite a vida na Terra.

Além disso, os computadores modernos que temos sao construidos em chips de
silicio, que contém milhoes de pequenos transistores. Sem entender a fisica quantica
de como atomos e elétrons agem, seria impossivel construir um tnico transistor, e
muito menos milhdes deles.

As redes de telecomunica¢bes modernas, como a Internet, também dependem da
mecéanica quantica. Nelas, as informagoes sao transmitidas por meio de pulsos de luz
que viajam por cabos de fibra éptica.

Esses pulsos de luz sao produzidos por lasers de diodo, que usam pequenos chips de
semicondutores para gerar feixes intensos de luz. A construcao dos lasers que carre-
gam a Internet seria impossivel sem entender a fisica quantica dos semicondutores e
a natureza quantica da luz.

Ou seja, muito da tecnologia que temos hoje em dia existe gragas a mecénica
quantica.
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3.3 A revolucido da Teoria Quantica

A teoria quantica ndo mudou apenas as ideias dos cientistas sobre o comportamento
da matéria. Mudou a propria ideia de matéria. Dentro do dtomo, nada estaria
definido, tudo seria probabilidade. (Paul Davis) !

As verdadeiras revolugoes cientificas sao aquelas que além de ampliar os conhe-
cimentos existentes, se fazem também acompanhar de uma mudanca nas ideias
bésicas sobre a realidade. Um exemplo célebre foi a revolugao do polonés Nicolau
Copérnico no século XVI, que derrubou o conceito segundo o qual a Terra estava
imo6vel no centro do Universo, afirmando em vez disso que nosso planeta gira em
torno do Sol. Depois, o inglés Isaac Newton suplantou o conceito de espago absoluto
e dois séculos mais tarde o alemao Albert Einstein aposentou também a ideia do
tempo absoluto. Embora importantes, nenhuma dessas grandes revolugoes na ciéncia
pode rivalizar com o impacto da revolucao quantica. A partir dela, os fisicos foram
forcados a abandonar, ndo apenas os conceitos do homem sobre a realidade - mas a
propria realidade. Nao admira que a Fisica Quantica tenha adquirido a reputacao de
algo bizarro ou mistico. Tanto que o dinamarqués Niels Bohr, um dos criadores
da nova ciéncia, chegou a afirmar certa vez que s6 nao se escandalizou com a Fisica
Quantica quem nao a entendeu.

O ponto de partida para chegar as ideias quanticas é o atomo, ja conhecido dos
filosofos gregos, na Antiguidade. Eles acreditavam que toda matéria era constituida
por mintsculos fragmentos indestrutiveis. Ora, o dominio da Fisica Quéntica é
formado justamente pelos fragmentos desses fragmentos. Desde 1909, de fato, o
inglés Ernest Rutherford estabeleceu que os dtomos, aparentemente indivisiveis,
sao compostos por um ntcleo ao redor do qual giram outras particulas, os elétrons.
Segundo esse modelo, o nicleo podia ser comparado ao Sol, enquanto os elétrons
seriam os planetas orbitando a sua volta. E importante salientar a ideia de que os
elétrons seguiam trajetérias bem definidas, de tal modo que a qualquer momento
seria possivel determinar a sua posi¢ao e a sua velocidade.

O problema ¢é que, ao contrario dos planetas, os elétrons nao seguem um trajeto
claro e inequivoco quando se movem. Seus caminhos caprichosos so seriam revelados
anos depois do modelo atéomico proposto por Rutherford. O primeiro sinal de que
a visao "planetaria'nao funcionava surgiu em 1911, quando Neils Bohr escreveu
uma nova férmula sobre a emissao de energia pelos atomos. Para surpresa geral, a
formula mostrava que havia lugares proibidos para o atomo - regides inteiras, em
torno do ntucleo atémico, onde os elétrons nao podiam girar. Podiam saltar de uma
orbita mais distante a outra mais proxima, mas nao podiam ocupar diversas érbitas
intermediarias. E, nesse caso, emitiam um pacote inteiro de energia - nunca menos
de certa quantidade bem definida, desde entao chamada quantum de energia.

Era estranho, ja que os planetas podiam girar a qualquer distancia do Sol e mudar de
6rbita alterando o seu nivel energético em qualquer quantidade, sem limite. Apesar
disso, a formula de Bohr explicava com precisao os fatos conhecidos sobre a emissao
de luz pelos atomos, de modo que a nova Fisica do quantum acabou se impondo com

1 Paul Davis - E um desenvolvedor de software britdnico mais conhecido por seu trabalho em

software de dudio (JACK) para o sistema operacional Linux e por seu papel como um dos
primeiros programadores da Amazon.com.
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firmeza. Dez anos mais tarde, o enigma das érbitas proibidas foi resolvido de uma
maneira que afastou ainda mais do atomo a ideia de um sistema solar em miniatura.
Desde a década de 20, com efeito, as orbitas dos elétrons passaram a ser vistas como
algo semelhante as ondas sonoras que compoem as notas de um instrumento musi-
cal: portanto, uma imagem muito distante dos corpos sélidos girando em torno do Sol.

O primeiro passo na direcao das ondas eletronicas surgiu em experiéncias nas
quais um feixe de elétrons atravessava um cristal e se espalhava mais ou menos
como a luz ao formar um arco-iris. O fisico francés Louis de Broglie mostrou que
o comprimento dessas inesperadas ondas podia ser relacionado com a velocidade
dos elétrons. Segundo De Broglie, elétrons em alta velocidade se comportam como
ondas curtas e elétrons em baixa velocidade, como ondas longas. Assim, tornou-se
possivel transformar uma caracteristica dos movimentos mecanicos - a velocidade -
em um trago tipico dos fendémenos ondulatoérios, o comprimento de onda.

Essa foi a deixa que o alemao Erwin Schrodinger aproveitou para criar a imagem
musical do d&tomo mostrando que ela desvelava o enigma das érbitas proibidas. Basta
ver que, ao vibrar, uma corda de violao produz uma nota fundamental, como o
mi por exemplo, e diversas outras notas geralmente inaudiveis, que enriquecem o
som mais forte. Sao os chamados harmonicos, cujas vibragoes sao sempre multiplos
inteiros da vibragao principal: pelo menos duas vezes mais rapidas do que esta, mas
nunca 2.5 vezes, ou 3.5 vezes. O mesmo ocorre no atomo, imaginou Schrodinger:
nesse caso, o elétron s6 gira onde o tamanho da 6rbita lhe permite formar ondas
inteiras, excluindo as érbitas que, para serem completadas, exigiriam uma fracao de
onda.

O resultado confirmava a férmula intuitiva de Bohr. dando inicio a uma nova
teoria fisica, dai para a frente chamada mecanica quantica. Sua grande marca foi
a introducao do conceito de onda de maneira tao fundamental quanto a noc¢ao de
particula. Coube ao alemao Max Born, outro dos grandes pioneiros do século,
explicar como um elétron podia ser ao mesmo tempo onda e particula.
Para ele, a onda nao era nenhum tipo de substancia material, mas um meio de
avaliar certas medidas, como a velocidade ou a posicao de uma particula, "Onda
eletronica’, na verdade, seria uma expressao com o mesmo sentido que se atribui a
expressao "onda de criminalidade'. Assim, quando hd uma onda de crimes numa ci-
dade, ha grande probabilidade de um crime ocorrer nessa cidade, a qualquer momento.

A onda associada a um elétron descreve a distribuicao estatistica dessa particula,
determinando onde é mais provavel que ela esteja. A ondulagao nada tem a ver com a
substancia do elétron, mas em cada ponto do espaco diz qual a probabilidade de que
ele se encontre ali. Essa interpretacao de Max Born poderia parecer frustrante para
quem esperasse ver as ondas ligadas a algum segredo sobre a natureza da matéria,
mas é uma mudanca na propria ciéncia. Até entao, havia grande conviccao de que
o Universo fosse estritamente deterministico e de que, portanto, sempre se poderia
conhecer com precisao a posicao de um corpo. Para a mecanica quantica, porém, o
Universo é inerentemente nao-deterministico, uma ideia que Albert Einstein nunca
aceitou. "Deus nao joga dados com o Universo", respondia ele aos que argumentavam
em favor da probabilidade quantica. Mas existe um método poderoso para tentar
adivinhar os lances dos dados divinos: trata-se do célebre Principio da Incerteza,
enunciado pelo fisico Werner Heisenberg em 1927.

Sua base é uma férmula para medir pares de valores, como por exemplo veloci-
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dade e posicao. O principio diz que, se a posi¢ao for medida com grande precisao,
é possivel ter uma certa ideia do valor da velocidade. Se, em vez disso, se medir a
velocidade com precisao, a posicao pode ser avaliada dentro de certos limites. A regra
vale para outros pares de valores, como tempo e energia. Muitas vezes, o principio
tem sido explicado como uma interferéncia do medidor sobre o objeto medido: para
saber a posi¢ao de um elétron é preciso agir sobre ele, por meio de um raio de luz,
por exemplo. O raio incide sobre o alvo e, dependendo do desvio que sofra permite
avaliar a posi¢ao do alvo.

E o0 mesmo procedimento que se usa para ver um objeto grande, como um carro,
e determinar onde estd. E claro que o levissimo impacto de um ponto de luz nio
tem nenhum efeito mensuravel sobre o movimento do carro, enquanto no caso do
elétron o choque é devastador, perturbando a medi¢do. Em conseqiiéncia, haveria
uma incerteza inerente a toda medicao em escala microscopica. Na realidade, segundo
a concepc¢ao moderna, nao hé sentido dizer que um elétron tem ao mesmo tempo
posicao e velocidade bem definidas. A incerteza seria inseparavel da prépria natureza
dos corpos quanticos.

E mais ficil imaginar que um elétron tem duas caras - como um ator desempe-
nhando dois papéis em um filme. Ao medir sua posicao, se estard observando O
"elétron-em-posicao", um dos papéis do ator. O "elétron-em-velocidade"entra em cena
quando se faz uma medida de velocidade. No primeiro caso, o elétron se assemelha
mais a uma particula, ja que a imagem que temos é a de um corpo bem localizado
no espaco. Quando a medida mais precisa é a da velocidade e o corpo nao tem uma
posicao definida - ha diversos lugares com igual probabilidade - entao surge com mais
forca a sua caracteristica de onda.

A experiéncia que melhor ressalta a dupla face dos elétrons é a das fendas de
interferéncia, inicialmente realizada com luz pelo inglés Thomas Young, no inicio
do século XIX. A comparagao com a luz é importante. Um raio luminoso ¢ dirigido
para uma tela com uma estreita fenda de modo a projetar uma imagem difusa em
uma segunda tela colocada atras da primeira. Se a primeira tela tiver duas fendas
em vez de uma, surgirdao duas imagens difusas, mais ou menos circulares, que se
sobreporao parcialmente. Mas as imagens sobrepostas nao se tornam uma simples
soma de luzes: em vez disso, aparecem diversas faixas intercaladas de luz e sombra.
Sao as chamadas franjas de interferéncia.

O mesmo efeito é obtido se, em lugar de luz, se usar um feixe de elétrons. A
franja eletronica, desenhada em uma tela de TV, é uma demonstracao da natureza
ondulatéria do elétron. As faixas "claras', nesse caso, representam as posicoes onde é
mais provavel encontrar os elétrons. E impossivel explicar a interferéncia de elétrons
por meio da nocgao tradicional de particula mecanica. E claro que um elétron nao
pode passar pelas duas fendas ao mesmo tempo, pelo menos enquanto se mantiver
apenas como uma particula, a maneira antiga. Mas a interferéncia é uma combinacao
daquilo que acontece nas duas fendas ao mesmo tempo. Entao, se o elétron passa
por uma unica fenda, como serda que a existéncia da outra fenda, por si s6, pode
criar as franjas claras e escuras?

A resposta é que a particula estd se comportando como uma onda. Mesmo quando
s6 um elétron é atirado contra as fendas, o padrao de interferéncia surge na tela,
nterferindo, por assim dizer, consigo mesmo. Segundo o principio da incerteza é
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possivel fazer uma medida precisa da posi¢ao do elétron e decidir em qual das duas
fendas ele esta, mas o prego a pagar é uma perda de precisao sobre o rumo que ele
tomara em seguida. De modo que se tera apenas uma vaga ideia de seu movimento
entre uma placa e outra: a maior probabilidade é de que na segunda placa se formara
uma imagem difusa e aproximadamente circular.

Nao é possivel avaliar a precisa distribuicao de claros e escuros das franjas de
interferéncia. Caso se queira medir diretamente esse padrao, serd preciso abandonar
qualquer pretensao de saber por qual fenda o elétron passou: é igualmente provavel
que tenha passado por qualquer uma delas, o que significa uma incerteza sobre sua
posi¢ao. Um meio de entender tudo isso é imaginar que existam dois mundos, de tal
forma que em um deles o elétron passe pela primeira fenda e no outro, pela segunda.
Os dois mundos coexistem, misturando suas realidades, até o momento em que se
faca uma medida direta da posicao do elétron. Nesse caso, as franjas de interferéncia
- formarao uma realidade bem definida apenas enquanto nao se medir a posicao do
elétron em uma ou outra fenda.

O fato é que os pesquisadores podem escolher o que querem ver - uma outra
face do elétron - e por isso se costuma dizer que a natureza do elétron depende do
homem. Nem todos os fisicos levam a sério a ideia de duas realidades existindo uma
ao lado da outra, mas é possivel puxar pela imaginacgdo e penetrar ainda mais profun-
damente nos seus paradoxos. No caso do experimento com as franjas de interferéncia,
o que aconteceria se o feixe de elétrons dirigido para as fendas alcangasse a segunda
tela, sem que ninguém observasse o resultado? A tela poderia ser fotografada e a
foto, arquivada, para que nao fosse vista. Assim, algo teria acontecido, mas, como
nao foi observado, ndo poderia existir como realidade concreta - até que alguém
finalmente se decidisse a lancar um olhar criador para o fantasma perpetuado no filme.

Trata-se de um célebre quebra-cabega criado por Erwin Schrodinger e desde
entao apelidado "paradoxo do gato'. Esse experimento mental, como dizia o fisico,
funciona da seguinte forma: um gato é aprisionado numa caixa junto com uma
garrafa selada contendo gas venenoso. Sobre a garrafa pende um martelo pronto
para quebra-la. O gatilho dessa armadilha é uma substancia radioativa que emite
particulas a alta velocidade. Em 1 minuto, hd uma chance de 50% de que a substancia
emita radiacao e solte o martelo. fazendo quebrar a garrafa e liberar o gas venenoso.
Assim, ao cabo de 1 minuto, coexistem dois mundos possiveis. Num deles, o gatilho
foi acionado e o gato estd morto; no outro, nao houve emissao de radiagao e o gato
esta vivo. Enquanto nao se abrir a caixa, nenhuma das duas possibilidades podera
ser considerada real e o gato nao serd muito diferente dos mortos-vivos das histo-
rias de terror. Ele permanece numa superposi¢ao de realidades, entre a vida e a morte.

O fisico inglés Anthony Leggett imagina que os enigmas quanticos nao valem
para os gatos - eles sdo complexos demais, do ponto de vista fisico, para ficarem sus-
pensos entre dois mundos-fantasmas. A mecéanica probabilistica esta definitivamente
confinada ao universo das particulas fundamentais, as formas mais simples da

O fisico americano Eugene Wigner, por sua vez, criou uma especulacio radi-
cal segundo a qual é a mente do fisico que cria toda a realidade. Seria a consciéncia
do homem que filtra a confusao quantica do Universo e gera uma realidade bem
definida. Roger Penrose é outro cientista a imaginar um entrelacamento entre
a mente e a realidade. Ele pensa que os mecanismos mentais do raciocinio estao
submetidos as flutuacdes quanticas, dando origem, por exemplo, as inexplicaveis
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explosoes criativas dos miisicos ou dos matematicos. Muitos pensadores, como Fritjof
Capra, supoem além disso um paralelo entre a realidade quantica e as concepgoes
misticas orientais.

Todas essas especulagoes indicam como sao profundos os paradoxos que, ha sessenta
anos, entraram para os livros de Fisica por meio da mecanica quantica. O fato
de continuarem sendo debatidos por tanto tempo pode nao impressionar aqueles
cientistas para os quais as teorias servem apenas como instrumento de trabalho. Mas

poucos adotariam a opiniao radicalmente cética de Einstein que, nas suas proprias
palavras, enterrou a cabeca na areia "de medo do temivel quantum".

3.4 Bibliografia e Fonte de Consulta

Os 5 conceitos para entender mecanica quantica - <https://www.hipercultura.com/
entendas-os-principais-conceitos-da-mecanica-quantica/>

A revolugao quantica - https://super.abril.com.br/ciencia/a-revolucao-da-teoria-
quantica/

A procura do gato de Shrodinger, John Gribbin, Editorial Presenca, Lisboa, 1986

Pensando a Fisica, Mario Schenberg, Editora Brasiliense, Sao Paulo, 1984.

3.5 Referéncias e Leitura Recomendada

Schrodinger, E. (1926). An Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecu-
les (PDF). Physical Review (em inglés). 28 (6): 1049-1070. Bibcode:1926PhRuv...28.1049S.
doi:10.1103/PhysRev.28.1049

Griffiths, David J. (2004). Introduction to Quantum Mechanics (2nd ed.) (em inglés).
Upper Saddle River, Nova Jérsei: Prentice Hall. ISBN 0-13-111892-7

Ballentine, Leslie (1998). Quantum Mechanics: A Modern Development (em in-
glés). Nova Jérsei: World Scientific Publishing Co. ISBN 9810241054

Laloe, Franck (2012). Do We Really Understand Quantum Mechanics (em inglés).
Cambridge: Cambridge University Press. ISBN 978-1-107-02501-1

Fleming, Henrique. A energia e a equacao de Schrodinger. e-fisica.
Martins, Jorge Sa. Equacdo de Schridinger. Youtube. 21 de jun de 2011.

Martins, Jorge Sa. A Equacao de Schrodinger em 2 e 8 Dimensodes. Youtube. 6
de set de 2011.

Martins, Jorge Sa. Oscilador Harmonico Quantico. Youtube. 19 de jul de 2011.
Karl Grandin, ed. (1933). Erwin Schrodinger Biography <http://nobelprize.org/

nobel _prizes/physics/laureates/1933 /schrodinger-bio.html>. Les Prix Nobel (em
inglés). The Nobel Foundation. Consultado em 29 de julho de 2008.


https://www.hipercultura.com/entendas-os-principais-conceitos-da-mecanica-quantica/
https://www.hipercultura.com/entendas-os-principais-conceitos-da-mecanica-quantica/
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1933/schrodinger-bio.html
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1933/schrodinger-bio.html

CAPITULO

A Base Experimental da Mecanica
Quantica

AFisica de particulas (particula é uma concentragao localizada de massa cujas
dimensoes mostrem-se despreziveis em relagdo as demais dimensoes espaciais),
estudada pela mecénica quantica (parte da Fisica Moderna), busca o fundamental, o
nivel mais basico da matéria e da Natureza. Todo o nosso mundo visivel se funda-
menta nesse nivel invisivel das particulas elementares. Podemos chamar de particulas
elementares toda a porgao indivisivel da matéria (aparentemente nao tem tamanho,
mas podem ter massa) como os [éptons (elétron e, pdsitron e+, mion p, tauon 7,
neutrinos, antineutrinos) e os hddrons (tem tamanho e uma estrutura interna) como
os (prétons, neutrons, quarks). O fisico americano Murray Gell-Mann (1929-)
propds um modelo onde os hddrons eram constituidos de particulas que ele chamou
de quarks. Os hardrons, protons (compostos de quarks) e neutrons (compostos de

quarks), sao constituidos de combinagoes de quarks chamadas de bdrions ou mésons
(PIRES; CARVALHO, 2014).

Em fisica de particulas e na quimica quantica, antimatéria é a extensao do conceito de
antiparticula da matéria, por meio de que a antimatéria ¢ composta de antiparticulas
da mesma maneira que a matéria normal estda composta das particulas subatomicas
(JUNIOR, 2018). Como antiparticulas das particulas subatomicas, temos, por exem-
plo, as antiparticulas pdsitrons (elétrons com carga positiva), antiprétons (prétons
com carga negativa) e antinéutrons (com carga nula como os néutrons) poderiam dar
forma a antidtomos da mesma maneira que elétrons, protons e néutrons dao forma a
textitatomos normais da matéria. Quando o pésitron é "aniquilado"com um elétron,
as massas de ambos sdo totalmente transformadas em fétons (radiagdo gama) ~.
O sistema formado por um pésitron e um elétron, formando um dtomo exdtico, é
definido como um atomo normal em que uma ou mais particulas sub-atomicas foram
'substituidas'por outras particulas de mesma carga. Um féton surge quando ocorre a
transicdo de um elétron de um atomo entre dois estados de energias diferentes, o
elétron ao passar de uma camada mais interna para uma mais externa, ao receber
energia e retornar para o estado inicial, emite a energia correspondente a essa di-
ferenca. Também, uma particula tem a tendéncia de "decair ou se transformar'em
outras particulas, a nao ser que uma lei de conservacao impeca esse decaimento.

A fisica de particulas é um ramo da Fisica que estuda os constituintes elementares da
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matéria e da radiacdo, e a interacdo entre eles e suas aplicacdes. E também chamada
de Fisica de altas energias, porque muitas particulas elementares s6 podem ser criadas
a energias elevadas, logo a deteccao destas também é possivel apenas a altas energias
de aceleracao. O elétron e o proton foram as tnicas particulas aceleradas até os dias de
hoje. Outras nunca foram nem detectadas e as restantes foram detectadas através da
radiacao cosmica. O elétron é uma particula subatomica, com carga elétrica negativa.
O proton é uma particula subatomica, com uma carga elétrica positiva. O neutron
¢ uma particula subatomica, eletricamente neutro. Os prétons e os neutrons sao
referidos coletivamente como "nucleon". Prétons e neutrons estao presentes no nucleo
de um atomo. O ntcleo atomico é constituido por préotons, que possuem carga elétrica
positiva, e neutrons que possuem ambas as cargas elétricas (negativa e positiva), o
que o torna neutro. Um atomo é uma unidade basica de matéria que consiste num
nucleo central de carga elétrica positiva envolto por uma nuvem de elétrons de carga
negativa. Os elétrons de um atomo estao ligados ao ntcleo por forca eletromagné-
tica. Da mesma forma, um grupo de atomos pode estar ligado entre si através de
ligacoes quimicas baseadas na mesma forca eletromagnética, formando uma molécula.

A mecanica quantica é a teoria que descreve corretamente a estrutura e as pro-
priedades dos atomos. O conjunto dos prétons e neutrons, ligados entre si num
atomo, formam o ntucleo atomico. Em 1913, o fisico Niels Bohr propds um modelo
no qual se assumia que os elétrons de um atomo orbitavam o niicleo, mas que s6 o
podiam fazer ao longo de um conjunto finito de érbitas e que podiam saltar entre
essas orbitas, apenas através de alteracoes de energia correspondentes a absorcao ou
radiagdo de um foton. (PIRES; CARVALHO, 2014)

O foton é a particula elementar mediadora da forca eletromagnética. O féton também
¢ o quantum da radiagio eletromagnética (incluindo a luz). O termo fdton foi criado
por Gilbert Newton Lewis em 1926 (LEWIS, 1926). Fdtons possuem spin. A
troca de fotons entre as particulas como os elétrons e os prétons é descrita pela
eletrodinamica quantica, a qual é a parte mais antiga do modelo padrao da fisica
de particulas. Ele interage com os elétrons e niicleo atomico sendo responsavel por
muitas das propriedades da matéria, tais como a existéncia e estabilidades dos
atomos, moléculas, e sélidos. Em alguns aspectos, um foton atua como uma particula,
sendo que a explicagao satisfatéria para esse efeito foi dada em 1905, por Albert
Einstein pelo Efeito fotoelétrico. Em outras ocasides, um foton se comporta como
uma onda, quando passa através de uma lente 6tica. De acordo com a conhecida
dualidade particula-onda da mecanica quantica, é natural para um foéton apresentar
ambos aspectos na sua natureza, de acordo com as circunstancias em que se encontra.
Normalmente, a luz é formada por um grande niimero de fétons, tendo a sua inten-
sidade ou brilho ligada ao nimero deles (AMSLER, 2008). O f6ton ndo tem uma
massa de repouso, ele nao pode estar em repouso, pois surge com velocidade, lem-
bramos que no instante que ele nasce é lhe constituido como tendo a velocidade da luz.

Um estado quantico é qualquer estado possivel em que um sistema mecanico quantico
possa se encontrar. Um estado quantico plenamente especificado pode ser descrito
por um vetor de estado (num espaco de Hilbert 8), por uma funcdo de onda
ou por um conjunto completo de numeros qudinticos para um dado sistema. Ao es-
tado quantico de menor energia possivel da-se o nome de estado quantico fundamental.

O fato de ser impossivel atribuir ao mesmo tempo uma posicao e uma velocidade
exatas a uma particula, renunciando-se assim ao conceito de trajetoria, ¢ vital em
Mecéanica classica. Ao invés da trajetéria, o movimento de particulas em mecanica
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quantica é descrito por meio de uma fungao de onda, que é uma funcao da posicao
da particula e do tempo. A funcio de onda é interpretada por Max Born como uma
medida da probabilidade de se encontrar a particula em determinada posi¢ao e em
determinado tempo. Esta interpretagao é a mais aceita pelos fisicos hoje, no conjunto
de atribui¢des da mecanica quantica regulamentados pela escola de Copenhagen.
Para descrever a dinamica de um sistema quantico deve-se, portanto, achar sua
fungdo de onda, e para este efeito usam-se as equagoes de movimento, propostas por
Werner Heisenberg ¢ Erwin Schrédinger, independentemente.

Na mecénica quantica o termo spin (em inglés "giro") associa-se, sem rigor, as
possiveis orientagoes que particulas subatomicas carregadas, como o proton e o
elétron, e alguns nicleos atomicos podem apresentar quando imersas em um campo
magnético. o termo spin é encarado simplesmente como um quarto niimero quantico
Os nimeros quanticos descrevem as energias dos elétrons nos 4tomos e sao de enorme
relevancia quando se trata de descrever a posi¢ao dos elétrons nos atomos. Ntumeros
quanticos sao necessarios a definicao dos estados qudnticos destas particulas quando
em estados discretos de energia em sistemas confinados, a exemplo nos orbitais em
um atomo. O termo spin em mecanica quantica liga-se ao vetor momento angu-
lar intrinseco de uma particula e as diferentes orientagoes (quénticas) deste no espaco.

Momento angular (quantidade de movimento angular) de um corpo é uma grandeza
fisica associada a rotagao desse corpo. Deve-se dizer que, com o advento da mecanica
quantica, o status da grandeza fisica quantidade de movimento angular sofreu uma
severa modificagao. A grandeza nao pode, no contexto da mecanica quantica, ser
definida em termos de duas grandezas que sao relacionadas pelo principio da incerteza
como o rato vetor e a velocidade angular. Tais grandezas sao complementares e nao
podem ser, simultanea e de forma totalmente precisa, determinadas. A pares de
grandezas assim relacionadas da-se o nome de grandezas complementares.

Raios cosmicos sao particulas extremamente penetrantes, dotadas de alta ener-
gia, que se deslocam a velocidades préoximas a da luz no espago sideral. Portanto,
raios cosmicos nao sao raios, mas particulas.

4.1 A luz é onda ou particula?

E provével que nenhuma outra questdo na ciéncia tenha causado maior con-
trovérsia por um periodo de tempo do que a natureza da luz. Filésofos gregos e
medievais especulavam sobre essa questao, dispondo teorias que diziam que aluz
er uma substancia, ou que era uma onda, ou uma vobragao. Quase dois milénios
se passaram, quando Isaac Newton apareceu e entrou no debate. Newton, além
da Matemadtica, Mecanica ou Gravitacao, inventou a ciéncia da Optica. Newton,
acabou por definir a natureza da luz como uma substincia. (STEIN, 2008)

Uma substancia, em Quimica, é qualquer espécie de matéria formada por ato-
mos de elementos especificos em proporgoes especificas. Cada substancia possui um
conjunto definido de propriedades e uma composi¢ao quimica. Elas também podem
ser inorgénicas (como a dgua e os sais minerais) ou orgdnicas (como a proteina,
carboidratos, lipideos, dcido nucleico e vitaminas). Todas as substincias quimicas
possuem a unidade de sua estrutura (moléculas) iguais entre si; possuem composi¢ao
e caracteristicas fixas, ndo ha alteragdo da temperatura durante os processos de
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mudangas de Estados fisicos da matéria (como fusao e ebuli¢do); sua composicao fixa
garante que podem ser representados com féormulas. Conhecemos as caracteristicas
das substancias, mas quais sao as caracteristicas das ondas? Nem todas as ondas
se comportam da mesma maneira. O som, um exemplo classico de uma onda, pode
fazer curvas, Mas, a luz ndo pode. Ondas de agua podem interferir entre si. Por mais
de um século, poucos esforcos foram feitos quer para afirmar ou negar a teoria da
luz como onda. Mesmo que Christian Huygens (1629-1695) favoresse a ideia de
que a luz era um fenémeno ondular.

Quem, enfim, realizou o experimento definitivo foi Thomas Young (1773-1829). Ele
fez contribuigoes significativas para a teoria dos materiais, descrevendo a elasticidade
de substancias. Ele construiu uma teoria sobre a visao das cores, observando que,
para ser capaz de enxergar todas as cores, era somente necessario ser capaz de
enxergar o vermelho, o azul e o verde.

G it o ek ry

Figura 41 — Thomas Young - Conhecido pela experiéncia da dupla fenda, que em
1802 possibilitou a determinac¢ao do caracter ondulatério da luz.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas Young>

O fascinio de Young pelos olhos levou-o a iniciar investigagoes sobre a visao das
cores e sobre a natureza da luz. Em 1802, ele executou o experimento que mostraria,
de uma vez por todas que a luz era um fen6meno ondulatério: a experiéncia
da dupla fenda, que possibilitou a determinagao da natureza ondulatoria da luz.
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4.2 Einstein e o efeito fotoelétrico

O experimento da dupla fenda de Young parecia encerrar a questao relativa
ao fato de a luz ser uma onda ou uma particula - até que Albert Einstein (1879-
1955) deu sua contribuigao, em 1905. Um dos seus artigos da época explicava o efeito
fotoelétrico. Quando a luz recai sobre um material fotoelétrico, como por exemplo, o
selénio, a energia na luz é algumas vezes suficiente para jogar elétrons para fora da
superficie do metal. A luz pode produzir eletricidade, dai o nome fotoelétrico.

A teoria das ondas de luz previa que, quanto maior era a intensidade da luz, maior
seria a energia dos elétrons emitidos. Num experimento classico feito em 1902, Phi-
lipp Lenard (1862-1947) mostrou que nao era o caso, e que a energia dos elétrons
emitidos era independente da intensidade da luz. Nao importava quao forte fosse a
fonte de luz, os elétrons emitidos tinham a mesma energia. Lenard também mostrou
que a energia dos elétrons emitidos dependia da cor da luz incidente; se fosse usada
uma luz de menor comprimento de onda, a energia dos elétrons emitidos era maior
do que se fosse usada uma luz de comprimento de onda maior.

Figura 42 — Philipp Lenard - A energia dos elétrons emitidos era independente da
intensidade da luz.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Philipp_ Lenard>

O orientador de Lenard na University of Heidelberg, o quimico alemao, Robert
Bunsen (1811-1899) havia descoberto que os padroes de luz, reconhecidos com faixas
de cores diferentes, caracterizavam cada elemento. Esse experimento seminal fez com
que Lenard merecesse o Prémio Nobel em 1905, o mesmo ano em que Einstein
explicava as razoes por tras dos fendomenos que Lenard viria a descobrir.
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Figura 43 — Robert Bunsen - Os padrdes de luz, reconhecidos com faixas de cores
diferentes

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/RobertBunsen>

Einstein explicou o efeito fotoelétrico através da ideia de Planck sobre os quanta.
Ele presumiu ge a luz se comportava como uma cole¢cao de particulas, onde cada
particula é chamada um foton. E cada féton carregando uma energia que dependia da
frequéncia da luz. Quanto menor o comprimento de onda, maior a energia do foton.
Quando os fétons de alta energia (com menor comprimento de onda) atingem um
elétron com energia suficiente para joga-lo para fora do metal, aquele elétron adquire
mais energia, do que quando atingido por um féton de maior comprimento de onda
(baixa energia). A explicagao do efeito fotoelétrico deu a Einstein, o Prémio Nobel
em 1921. (STEIN, 2008)

4.3 A matéria é onda ou particula? -1924

Em 1924, Louis Broglie (1892-1987) escreveu uma tese, na qual lancava
a nova ideia de que a matéria também poderia ter qualidades similares as das
ondas. A tese concluia uma tinica equacao expressando uma relacao simples entre
o comprimento de onda da particula (obviamente, uma propriedade de onda) e seu
momento (uma propriedade da particula, definida em termos de sua massa e sua
velocidade). Em 1927, isso foi experimentalmente confirmado, e Broglie recebeu o
Prémio Nobel de 1929.

Para entender essa notavel ideia, imagine que ajustemos o spray de tinta que des-
crevemos anteriormente de modo que as particulas de tinta saiam em linha reta ,
e bem lentamente. - talvez uma tnica particula de tinta a cada poucos segundos.
Direcionamos esse spray de tinta para a formagao de duplas fendas e, apds esperarmos
um periodo de tempo, olhamos por tras das fendas para ver como estd a peca de
papeldo traseira. Sem surpresa alguma, sua aparéncia é basicamente igual a quando
usamos o spray com o jato maximo - as duas manchas de margens difusas centradas
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Figura 44 — Louis Broglie - A natureza ondulatoria dos elétrons.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Louis_ de_ Broglie>

atrds de cada uma das duas fendas.

Particulas microscopicas, como elétrons, tém um comportamento peculiar ao passar
por uma fenda dupla. Este comportamento é diferente tanto de projéteis como
de ondas. Ele tem caracteristicas de ambos, o que designamos como dualidade
onda-particula. E necessario aprender também a usar a mateméatica das ondas para
calcular as probabilidades de encontrar o elétron em determinadas posi¢oes do espago.
(<https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod /cederj/aula02.pdf>)

Execute esse mesmo experimento usando , em vez de spray de tinta, um canhao de
elétrons, disparando elétrons em vez de particulas de tinta (e usando um detector
que registra o impacto de cada elétron, iluminando cada pixel no ponto de impacto),
e algo estranho e totalmente inesperado acontecera. Em vermos duas manchas de
luz com margens difusas, veremos franjas escuras e franjas claras em alternancia
- a assinatura da interferéncia de onda. A conclusao é - sob tais circunstancias, o
elétron se comporta como uma onda. A matéria, como a luz, algumas vezes se
comporta como particula; outras vezes, como onda. (STEIN, 2008)

4.4 Decisoes divididas: Experimentos com divisores de feixes

Para o entendimento desta secao lancaremos mao do campo de jogo de
Baseball, em alusao ao experimento com divisores de feixes.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Louis_de_Broglie
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441 O Campo

O campo de Baseball tem um territério valido e um territério invalido. Duas linhas
laterais ("foul lines") que seguem perpendicularmente do "home plate'aos fundos, de-
marcam o territorio valido dentro que as jogadas acontecem (com algumas excegoes).
O territério valido tem duas partes: o campo interno ("infield") e o campo externo
("outfield").

Campo Interno ("Infield") - Os pontos principais do campo interno siao: a Pri-
meira (1*) Base, a Segunda (2*) Base, a Terceira (3*) Base, o "Home Plate"(casa-base
e a Placa de Arremessador.

Campo Externo ("Outfield") - O campo externo, também chamado os fundos, é
grande e é dividido em trés areas gerais (ndo marcadas): o Fundo Direto, o Fundo
Central e o Fundo Esquerdo.

Dimensoes de um campo de beisebol - Um campo de baseball ocupa um area
equivalente a quase dois campos de futebol. Nao hd medidas oficiais para o tamanho
de campo, mas tipicamente a distancia do "home plate'ao limite do campo é aproxi-
madamente (100 m) ao longo das linhas laterais aumentando a mais que (120 m) no
centro. O campo interno tem medidas oficiais: (27,4 m) entres as bases que formam
um diamente com a placa de arremessador localizada a (18,4 m) do "home plate". E
comun se chamar as partes do campo pelos nomes abreviados: primeira, segunda,
terceira, "home", esquerdo, centro, e direto. Um campo de baseball é representado
na Figura 46 seguinte.

mura do campo axtarno

27.4 metros

barraira

b circulo de
p a "i'; treino do
08 )00a00res 1 atedor seguinte

204 Merriam-wWabster, Ine.

Figura 45 — Componentes de um campo de Baseball.

Fonte: Google Images

4,42 O que é Baseball - uma breve explicacio

O basebaal é um jogo composto por dois times de nove jogadores que se alternam
entre turnos de ataque e defesa. Uma partida é dividida em "entradas'que consistem
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Figura 46 — Um campo de Baseball - a posicao dos jogadores.

Fonte: <https://ceramicabeisebol.com/beisebol />

em dois turnos: um time ataca no primeiro turno e defende no segundo, e vice-versa.
No ataque, os jogadores, um por vez, entram em campo no "home plate'com um
bastao, a fim de rebater a bola lancada pelo arremessador do time adversario que
estd na defesa. Se um rebatedor acerta a bola na area valida, ele torna-se corredor e
tenta alcangar em seguida, a primeira, segunda e terceira base sem ser eliminado
pela defesa, até que chega novamente ao "home plate". Ele nao precisa completar a
volta em uma jogada so, podendo avancar uma ou mais bases por vez durante os
rebatimentos dos seus colegas. Cada volta completada marca um ponto, chamado de
"corrida’, para o time no ataque. Um time continua no ataque até que trés jogadores
sejam eliminados, ai entao acontece uma troca, e o time que atacava vai para a
defesa e, o que defendia vai para o ataque. Ao final da partida, o time que marcou
mais corridas vence. Em caso de empate, sdo disputadas entradas extras até que se
tenha um vencedor.

As Tarefas Bésicas do Baseball - Objetivos:

Defesa - (¢) Langar, Apanhar/Pegar. Tem que eliminar atacantes sem ceder
pontos.

Ataque - (a) Rebater (b) Correr as bases. Atacantes tem de marcar pontos
através de rebatidas e fazer os percursos das bases sem ser eliminado.

4.4.3 O experimento com divisores de feixes

Uma série de experimentos intrigantes nessa area sao conduzidos com divisores de
feizes. Pode-se suspeitar que os fétons simplesmente assumem um ou outro compor-
tamento - onda ou particula - quando atingem o divisor de feixes.

Imaginemos que um féton (um atacante-rebatedor) comece sua jornada numa das
bases de um campo de baseball e consiga um duplo, conseguindo dar dois saltos no
percurso das bases, passando para a segunda base. Nesse experimento o féton pode
chegar a segunda base passando pela rota usual - passando pela primeira base, até


https://ceramicabeisebol.com/beisebol/
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chegar a segunda - ou por um caminho que, no baseball, tiraria o batedor do jogo -
passando pela terceira, até chegar a segunda.

Essa é a versao moderna do experimento da dupla fenda, é conduzida, agora, com
divisores de feixes (uma espécie de bifurca¢io na estrada ética). Existe um detector
de luz que registra o impacto do féton. Os caminhos que os fétons podem seguir,
convergem de modo que a interferéncia de onda, se existe, pode ser detectada.

O divisor de feixes envia o féoton por uma das duas rotas, através da terceira ou
primeira base, e o faz aleatoriamente, mas com probabilidades iguais de usar qualquer
uma das rotas. Nessa variagao, o detector de luz revela os padr eos de interferén-
cia, assim como fez o experimento de dupla fenda. Os f6tons estao agindo como ondas.

Agora, mudando o experimento um pouco. Posicione um detector de fotons por tras
da primeira base ou da terceira. Um treinador (o técnico) sempre sabe quando um
jogador passou por ele - ou se nenhum jogador passou por ele. Da mesma forma um
detector de fotons pode determinar se um féton passou ou nao. Isso tem um efeito
decisivo sobre o padrao de luz atras da segunda base; o fo6ton agora é composto de
duas faixas de luz, indicando que os fotons se comportam como particulas.

Objetos quanticos sao notavelmente esquivos. Considere um féton como exemplo.
O quantum de luz (f6ton) pode agir como particula, seguindo um caminho bem
definido como se fosse um mindsculo projétil; e no momento seguinte agir como uma
onda, sobrepondo-se a outras para produzir padroes de interferéncia muito parecidos
com ondulagoes na agua.

A dualidade onda-particula é uma caracteristica fundamental da mecanica quéntica,
uma que nao se compreende facilmente nos termos intuitivos da experiéncia cotidiana.
Mas a natureza dupla de entidades quantico-mecanicas fica ainda mais estranha.
Novos experimentos demonstram que fétons nao apenas mudam de ondas para
particulas, e de volta para ondas; mas que podem, na verdade, exibir tendéncias
de ondas e particulas ao mesmo tempo. De fato, um féton pode atravessar um
complexo aparato 6tico e desaparecer para sempre em um detector sem ter decidido
sua identidade - assumindo uma natureza de onda ou particula s6 depois de ja ter
sido destruido.

H& poucos anos, fisicos mostraram que um féton "escolhe'se quer agir como onda
ou particula quando é forcado a isso. Se, por exemplo, um féton for enviado a um
de dois caminhos por um divisor de feizes, e cada um desses caminhos levar a um
detector de fétons, o foton terd a mesma probabilidade de aparecer em qualquer
um dos detectores. Em outras palavras, o féton simplesmente escolhe uma das rotas e
a segue com probabilidades iguais. Mas se os caminhos divididos se recombinarem-se
antes dos detectores, permitindo que os conteidos dos dois canais interfiram como
ondas que se reencontram do outro lado, um féton demonstra efeitos de interferéncia
ondulatoéria, essencialmente passando pelos dois caminhos ao mesmo tempo. Se vocé
mede um féton como uma onda, ele age como uma. (STEIN, 2008)

4.5 Como os fétons sabem ?

Quando observados por um detector de f6tons, esses (os fétons) se comportam
como particulas. Quando nao observados (quando nao ha detector de fétons), os
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Figura 47 — A dualidade onda-particula é uma caracteristica fundamental da meca-
nica quantica.

Fonte: <http://www2.uol.com.br/sciam/noticias/o_comportamento_dos_fotons mostra__
mais_surpresas.html>

fotons de comportam como ondas. Isto é algo estranho. Veja na Figurab0. Mas, como
é que um féton sabe se estd sendo observado ou nao? Esse é um dos enigmas que
estdo no centro da mecéanica quantica e, que aparece sob diferentes versoes. A estra-
nheza aumenta ainda mais. Na década de 70, John Archibald Wheeler propos
um experimento brilhante, conhecido como o Experimento da Fscolha Retardada.

Posicione um detector de fétons bem longe da "altima base'e, equipe-o com um in-
terruptor de liga/desliga. Se o detector de fétons esté ligado, os fétons se comportam
como particulas; se estiver desligado, os fétons se comportam como ondas. Isto é,
essencialmente, uma combinagao dos dois experimentos anteriores (com detector ou
sem detector). (STEIN, 2008)

A sugestao de Wheeler foi ligar ou desligar o detector de fétons depois de o féton
ter deixado a ultima base. Isto é conhecido como o experimento da escolha retar-
dada, porque a escolha de ligar/desligar o detector é retardada até que o féton tenha,
presumivelmente, cumprido sua escolha entre se comportar como particula ou como
onda. Parece haver duas possibilidades - o comportamento do féton é determinado no
instante em que deixa a tltima base (mas, se for assim, como ele sabe se detector esté
ligado ou desligado 7), ou o comportamento do f6ton é determinado pelo estado final
do detector de fétons. Se a ultima hipétese for a correta (como de modo conclusivo,
demonstrou-se pelos experimentos), o féton deve simultaneamente estar em ambos
os estados, quando deixa a ultima base, ou estd num estado ambiguo que é resolvido
ou quando passa pelo detector de fétons e aprende que esta sendo observado, ou
chega a segunda base sem ter sido observado.

Como foi previamente mencionado, a descricio matematica do fendmeno quan-
tico é feita por meio de probabilidade. Um elétron, antes de ser observado, nao
tem uma posicao definida no espaco, sua localiza¢ao é definida por uma onda de
probabilidade, que d& a probabilidade de que o elétron esteja localizado em certa
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Figura 48 — John Weeler - Em 1970, o experimento da escolha retardada.

Fonte: <http://www.manhattanprojectvoices.org> (Google Images)
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Figura 49 — John Weeler com Einstein -

Fonte: <http://www.manhattanprojectvoices.org> (Google Images)

porcao do espaco. Antes de ser observado, o elétron estd em todo lugar - embora
seja mais provavel que esteja em alguns lugares do que em outros. Além disso, ao se
deslocar, usa todas as rotas possiveis disponiveis para tanto. Entretanto, o processo
de observacao "colapsa'a func¢ao de onda, de modo que o elétron nao pode mais
estar em todos os lugares, e, em vez disso permanece em algum lugar especifico. A
observacao também quebra a capacidade do elétron de ir daqui para 14 por todas as
rotas possiveis e, em vez disso, seleciona uma rota dentre um nimero indeterminado
muito grande de rotas possiveis.

Wheeler também propos que a natureza podia ilustrar o quanto a mecanica quantica
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é contra-intuitiva, por meio de um experimento grandioso de escolha retardada. Em
vez de um divisor de feixes em um laboratério, um quasar a bilhoes de anos-luz de
distancia, agindo como lente gravitacional, faria com que o divisor de feixes faz -
permite que o féton venha a Terra por um de dois caminhos diferentes. Esses cami-
nhos deveriam ser focados no espaco; se nenhum detector de fétons fosse posicionado
nesses caminhos, resultaria num padrao de interferéncia, e se houvesse detector de
fotons colocados, os fétons agiriam como particulas. O aspecto contra-intuitivo é que
o foéton, bilhoes de anos atras, quando passava pela lente gravitacional, parece ter
tomado a decisao de agir como onda ou particula.Experimento mostram que essa
decisao nao é tomada pelo foton, mas sim pelo universo - se uma observacao é feita
o féton age como particula;caso contrario, age como onda.

4.6 O Comportamento do féton

Objetos quénticos sao notavelmente esquivos. Alguns experimentos mostram
o féton como particula ou como onda ao mesmo tempo. Tome um foéton, como
exemplo. O quantum de luz (féton) pode agir como particula, seguindo um caminho
bem definido como se fosse um mintusculo projétil; e no momento seguinte agir como
uma onda, sobrepondo-se a outras para produzir padroes de interferéncia muito
parecidos com ondulagoes na agua.

A dualidade onda-particula é uma caracteristica fundamental da mecanica quéntica,
uma que nao se compreende facilmente nos termos intuitivos da experiéncia cotidiana.
Mas a natureza dupla de entidades quantico-mecanicas fica ainda mais estranha.
Novos experimentos demonstram que fotons nao apenas mudam de ondas para
particulas, e de volta para ondas; mas que podem, na verdade, exibir tendéncias de
ondas e particulas ao mesmo tempo. De fato, um féton pode atravessar um complexo
aparato otico e desaparecer para sempre em um detector sem ter decidido sua identi-
dade, assumindo uma natureza de onda ou particula s6 depois de ja ter sido destruido.

Ha poucos anos, fisicos mostraram que um foton "escolhe'se quer agir como onda ou
particula quando é forcado a isso. Se, por exemplo, um féton for enviado a um de
dois caminhos por um divisor de feixes (uma espécie de bifurcagdo na estrada dtica),
e cada um desses caminhos levar a um detector de fotons, o foton tera a mesma
probabilidade de aparecer em qualquer um dos detectores. Em outras palavras, o
féton simplesmente escolhe uma das rotas e a segue até o fim, como uma bolinha
de gude em um tubo. Mas se os caminhos divididos se recombinarem antes dos
detectores, permitindo que os conteiidos dos dois canais interfiram como ondas que
fluem ao redor de um pilar e se reencontram do outro lado, um féton demonstra
efeitos de interferéncia ondulatéria, essencialmente passando pelos dois caminhos ao
mesmo tempo. Se vocé mede um féton como uma onda, ele age como uma. (STEIN,
2008)

Pode-se suspeitar que os fotons simplesmente assumem um ou outro comportamento
- onda ou particula - com antecedéncia, ou quando atingem o divisor de feixes. Mas
um experimento de 2007 sobre a "escolha retardada'eliminou essa possibilidade.
Fisicos usando um interferémetro, um dispositivo experimental que inclui o divisor
de feixes, alternaram entre combinar os caminhos e manté-los separados. Mas eles s6
decidiam entre um ou outro, depois de o fé6ton ter passado pelo divisor de ondas.
Mesmo assim os fétons demonstraram efeitos de interferéncia quando recombinados,
ainda que (pelo menos em um mundo simples) as particulas ji devessem ter sido
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Figura 50 — Novos experimentos exploram a continua transicao de fétons agindo
como particulas ou como ondas.

Fonte: <http://www2.uol.com.br/sciam/noticias/o_comportamento dos_ fotons mostra__
mais_ surpresas.html>

forcadas a escolher qual caminho tomar.

Agora dois grupos de pesquisa utilizaram uma versdo ainda mais bizarra do ex-
perimento de escolha retardada. Em dois estudos publicados em edicao da Nature,
uma equipe sediada na Franca e um grupo da Inglaterra relataram usar um in-
terruptor quantico para modificar o dispositivo experimental. Exceto que, nesse
experimento, o interruptor so foi ativado - assim forcando o féton a agir como onda
ou como particula - depois que os fisicos ja haviam identificado o fé6ton em um dos
detectores.

Ao mudar as configuragdes do dispositivo, as duas equipes nao apenas conseguiram
forcar o féton experimental a se comportar como particula ou onda, mas também
conseguiram explorar estados intermediarios. "Podemos mudar o comportamento do
foton de teste, de onda para particula, continuamente', declara Sébastien Tanzilli
(..), co-autor do estudo e fisico especializado em 6tica quantica do Centro Nacional
de Pesquisas Fisicas em Paris (CNRS), LPMC, Nice - "Entre os dois extremos,
nos temos estados que surgem com interferéncia reduzida. Entao temos
uma superposicao de onda e particula'.

A chave dos dois experimentos é o uso de um interruptor quantico no aparato,
que permite ao interferémetro ficar em superposi¢do para medir comportamentos
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Figura 51 — Tanzilli - Entre os dois extremos, os estados que surgem da interferéncia.

Fonte: <https://scholar.google.fr/citations?user=bHKWqpYAAAAJ&hl=en>

ondulatérios ou particulados. "Nos tradicionais experimentos de escolha tardia,
sempre ha um grande interruptor binario classico em algum lugar do aparato’,
explica Peter Shadbolt (1947-), coautor do outro estudo e aluno de doutorado em
mecanica quantica da University of Bristol, na Inglaterra. "Ele tem 'onda’ escrito de
um lado e ’particula’ do outro. O que fazemos é substituir o interruptor classico com
um qubit, um bit quantico, que é um segundo féton em nosso experimento’.

Figura 52 — Peter Shadbolt - Substituindo o interruptor classico por um bit quantico,
que é um segundo féton no experimento.

Fonte: <hk.linkedin.com> (Google Images)

O interruptor quantico determina a natureza do aparato - se os dois caminhos 6ticos
se recombinam para formar um interferometro fechado, que mede propriedades
ondulatérias, ou se permanecem separados para formar um interferémetro aberto,
que detecta particulas discretas. Mas em ambos os casos a abertura ou fechamento
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do interferdbmetro - e a passagem do féton pelo aparato como particula ou onda,
respectivamente - nao era determinada até que os fisicos medissem um segundo
foton. O destino do primeiro féton estava ligado ao estado do segundo pelo fenémeno
do emaranhamento quantico, em que objetos quanticos compartilham propriedades
correlatas.

No experimento do grupo da University of Bristol, o estado do segundo féton
determina se o interferdmetro esta aberto, fechado, ou em uma superposicao de
ambos, o que por sua vez determina a identidade de particula do primeiro fo6ton. "Em
nosso caso, essa escolha esta mais para uma escolha quantica', observa Shadbolt.
"Sem esse tipo de abordagem, nao seriamos capazes de ver essa transformacao entre
onda e particula'.

O dispositivo construido pelo grupo de Tanzilli funciona de maneira semelhante
- o interferémetro fica fechado para fétons verticalmente polarizados (agem como
ondas) e aberto para fétons horizontalmente polarizados (que se comportam como
particulas). Tendo enviado um féton de teste pelo aparato, os pesquisadores mediram
um companheiro emaranhado do féton 20 nanosegundos depois, para determinar
a polarizacao do féton de teste e assim identificar em qual dos lados da divisao
onda-particula ele estava.

Gragas a estrutura do experimento e a natureza do emaranhamento, a natureza de
onda ou particula do féton de teste s6 foi determinada quando o segundo féton foi
medido - em outras palavras, 20 nanosegundos depois do fato. "O féton de teste nasce
no interferémetro e é detectado, o que significa que é destruido’, aponta Tanzilli.
"Depois disso, determinamos seu comportamento'. Essa ordem de operagoes leva o
conceito de escolha tardia (retardada) ao extremo. "Isso significa que espago e tempo
parecem nao ter qualquer papel nesse caso".

O pesquisador de informagdes quanticas Seth Lloyd (1960-...), do Massachusetts
Institute of Technology, em um comentario para a Scientific America Brasil que
acompanhava os dois artigos, batizou o fendomeno de "procrastinacdo quantica', ou
"proquanstinac¢ao”. "Na presenga do emaranhamento quantico (no qual os resultados
das medidas sdo mantidos juntos)", escreveu ele, "é possivel evitar tomar uma decisao,
mesmo se os eventos parecerem ja terem feito isso".

Os novos experimentos adicionam outra ruga no estranho mundo da mecanica
quantica, onde um féton aparentemente pode ser o que quiser, quando quiser.
Richard Feynman (1918-1988), foi um fisico norte-americano do século XX, um
dos pioneiros da eletrodinamica quantica, e Nobel de Fisica de 1965. Feynman dizia
que esse era o verdadeiro mistério da mecanica quantica. Shadbolt lembra, falando
sobre a dualidade onda-particula. "E profundamente, profundamente estranho. A
mecanica quantica é profundamente estranha, completamente sem analogos cléssicos,
e tudo o que podemos fazer é aceita-la assim".

A formulacao de Feynman da mecéanica quantica ou formulagao de integrais de
caminho da mecanica quantica é uma descricao da teoria quantica que generaliza a
acao da mecanica classica. Ela substitui a noc¢ao classica de uma unica trajetoria
para um sistema por uma soma ou integral funcional, por meio de uma infinidade
de trajetorias possiveis para calcular a amplitude quantica (FEYNMAN, 2010). A
ideia basica da formulagao de integral de caminho é originaria de Norbert Wiener,
que apresentou o processo para a solucionar problemas de difusao e do movimento
Browniano (CHAICHIAN; DEMICHEV, 2001).
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Figura 53 — Seth Lloyd - O fendmeno da "procrastinacao quantica'.

Fonte: <www.youtube.com> (Google Images)

Figura 54 — Richard Feynman - A formula¢ao de Feynman da mecanica quantica
ou formulagao de integrais de caminho da mecéanica quantica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Richard__Feynman> (Google Images)

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) foi um fisico teérico britanico. Estudou
engenharia elétrica na Universidade de Bristol, completando o curso em 1921. Em
1923 graduou-se em matematica e recebeu uma bolsa de pesquisa no St John’s Col-
lege, na Universidade de Cambridge. Esta ideia da integral de caminho foi estendida
por Paul A. M. Dirac (1902-1984), para o uso do método lagrangiano na mecénica
quéntica, em seu artigo de 1933 (DIRAC, 1933). O método completo foi desenvol-
vido em 1948 por Richard Feynman. Algumas preliminares foram trabalhados


www.youtube.com
https://pt.wikipedia.org/wiki/Richard_Feynman

72 Capitulo 4. A Base Experimental da Mecinica Quantica

anteriormente, no curso de sua tese de doutorado no trabalho de John Archibald
Wheeler. A motivacao original surgiu da aspiragao de obter uma formulagao da
Mecéanica Quantica para a Teoria de Ac¢ao a Distancia de Wheeler e Feynman
usando um operador Lagrangeano (ao invés de um operador Hamiltoniano) como
ponto de partida.

A

Figura 55 — Estes sao apenas trés dos caminhos que contribuem para amplitude
quéantica de uma particula movendo-se do ponto A em tempo %, para o
ponto B em ¢;.

Fonte: Google Images <http://www.amath.washington.edu/~qian/gif/dirac.gif>

4.7 Ondas de probabilidade e observacdes: Um exemplo hu-
mano

Embora possa parecer misteriosa a ideia de ondas de probabilidade e obser-
vagoes que as colapsam, héd um analogo simples que ocorre anualmente em todas as
universidades do pais. Muitos estudantes entram como graduandos nao declarados
- incertos, onde esta seu futuro, ou seja, em qual curso é mais adequado para sua
vocagao? Como resultado, frequentam varios cursos encorajados pela politica geral e
pedagdégica da universidade, que requer que os alunos frequentem cursos em uma
variedade de disciplinas.Esses estudantes sao como ondas de probabilidade; suas
especialidades, ainda nao selecionadas, sao um amalgama probabilistico de varias
alternativas de cursos. (STEIN, 2008)

Em algum momento, contudo, o estudante devera escolher sua especializacao, o
que normalmente ¢é feita depois da conversa com um orientador, que apresenta ao
aluno as opgoes disponiveis, os requisitos das varias especializagoes e os caminhos de
carreira que cada uma delas abre (no caso do aluno ainda nao saber), e o estudante
faz sua escolha. Essa escolha colapsa a onda de probabilidade, e o estudante agora é
um graduando declarado.

4.8 Vocé nao é ninguém antes de ser observado

Na nossa vida real, isto ¢ uma verdade. Na mecanica quantica, ocorre o mesmo.
Voceé é considerado apenas uma onda de probabilidade, até vocé ser observado por
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Figura 56 — Paul Dirac - A formulagdo da integral de caminho estendida para o
método lagrangeano na mecanica quantica.

Fonte: Google Images <http://www.amath.washington.edu/~qian/gif/dirac.gif>

alguém, ou por algo. O que constitui uma observagdo no universo fisico e quando
ela se d4? Uma visdo amplamente aceita na comunidade da Fisica é a de que uma
observacao consiste em uma interacao com o universo. Nossa nocao intuitiva de
realidade - de que as coisas tem estados e atributos definidos - entra em colisdo com
o mundo apresentado pela mecanica quantica, no qual as coisas tem uma mistura
probabilisitca de estados e atributos, e somente a interagdo com o universo pode criar
uma realidade do que era inicialmente apenas uma possibilidade (STEIN, 2008).

4.9 O gato de Schrodinger

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961) foi um fisico
tedrico austriaco, conhecido por suas contribuig¢oes a mecanica quantica, especial-
mente a equacao de Schrodinger, pela qual recebeu o Nobel de Fisica em 1933. Ele
lancou um modo de visualizar a esquisitice inerente ao comportamento quantico. Ele
imaginou uma caixa contendo um gato, um frasco de gas venenoso e atomo radiotivo,
que tem uma probabilidade de 50% de decair no espaco de tempo de 1 hora. Se
decair, coloca em funcionamento um mecanismo que libera o gas venenoso, que pode
matar o gato. Uma hora se passa. Em qual estado estara o gato?

A resposta convencional a pergunta é que o gato estard morto ou vivo, e descobrire-
mos quando abrirmos a caixa. A mecanica quantica responde a esta questao dizendo
que o gato estd meio morto e meio vivo (ou que ndo estd nem uma coisa nem outra),
e a resposta sera conhecida quando a caixa for aberta.
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Figura 57 — Erwin Schrodinger - O modo esquisito de visualizar o comportamento
quantico.

Fonte: <https://es.wikipedia.org/wiki/Erwin_ Schrodinger>

Nao importa quao contra-intuitivo o gato meio-morto, meio-vivo possa ser, essa é a
interpretacao que a mecanica quantica da - e como podemos refuta-la? Sem uma
observagao (que nao necessariamente consiste em examinar o gato, mas simplesmente
em obter infrmagoes sobre o estado atomo radioativo cuja decadéncia determina o
resultado), como poderemos saber?

Como método computacional, a mecanica quantica provavelmente é o mais exato na
Fisica. A alguns fisicos parece que isso é tudo o que a Fisica pode fazer - prover regras
de calculo que nos permitem construir computadores ou aparelhos de ressonancia
magnética. Um nimero bem maior de fisicos pensa que isso nos diz algo profundo e
importante sobre a realidade. Mas a comunidade da Fisica ainda nao chegou a um
consenso sobre o que seja a realidade. (STEIN, 2008)

4.10 Apagadores quanticos

A ideia de que fétons e elétrons sao ondas de probabilidade até que sejam
observados, momento em que viram particulas (STEIN, 2008), tem sido assunto de
iniimeros experimentos. Um tipo especialmente engenhoso de experimento é o do
apagador quantico, concebido inicialmente por Marlan Scully (1939-) e Kai Druhl
(..) em 2000. Ver Kai Druhl em <http://www.thetruelight.net/personalstories/
kaidruhl.htm>

Marlan Orvil Scully é um fisico estadunidense. E conhecido por seu trabalho
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Figura 58 — Marlan Scully - O experimento do apagador quantico, concebido junta-
mente com Kai Druhl.

Fonte: Google Images

em 6ptica quantica tedrica. E atualmente professor da Texas A&M University e da
Universidade de Princeton.

Figura 59 — Kai Druhl - O experimento do apagador quantico, concebido juntamente
com Marlan Scully.

Fonte: Google Images in <www.twitter.com>


www.twitter.com
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Voltando a versao "beisebolistica", imaginemos que quando um féton passa por um
dos técnicos, o técnico lhe d& um tapa nas costas (ndo muito diferente de um técnico
de baseball real), colando um rétulo identificador que nos habilita a saber qual rota
o féton usa. Quando isso acontece, claramente faz-se uma observagao, e o féton age
como particula - o padrao do detector atras da segunda base sao as ja conhecidas
duas manchas que caracterizam as particulas.

Agora suponha que, de algum modo, assim como os fétons rotulados chegam a
segunda base, os rétulos sdo removidos (essa rotulagao e desrotulagao de fétons, ha
um meio de fazer isto, mas os detalhes nao importam para esta discussdo). Deixa
de haver, entdo, a evidéncia da rotulacao - os rétulos foram apagados (dai o termos
apagadores quanticos). Nao havendo evidéncia de qual caminho os f6tons usaram
para chegar a segunda base, o padrao de interferancia reermege.

Esse foi exatamente o resultado previsto por Marlan Scully e Kai Druhl. Entende-
mos o que a Mecanica Quantica esta nos dizendo: que fétons e elétrons sao
ondas de probabilidade até que interajam com o universo, quando entao
viram particulas. Se nao podemos determinar se eles, de fato, interagiram com o
universo - e ¢ isso que o apagador quantico realiza - eles sdo ondas de probabilidade.
Dentre as coisas que jamais poderemos conhecer é o porqué de isso ser assim, e se
poderia ser de outra maneira. Este ¢ um dos objetivos de longo prazo da Fisica:
dizer-nos nao s6 como ¢é o universo, mas porque este é o inico modo possivel - ou se
poderia ser de alguma outra forma. (STEIN, 2008)

4.11 O principio da incerteza

Alguns ramos da Matemaética, como por exemplo, a Geometria, sao altamente
visuais. Outros, como a Algebra, sdo altamente simbdlicos, embora muitos resulta-
dos importantes tenham sido obtidos ao se olhar geometricamente para problemas
algébricos ou algebricamente para problemas geométricos. Entretanto, a maioria das
pessoas tem uma preferéncia por olhar as coisas de uma forma ou de outra.

Einstein tinha um belo jeito de expressar isso: em seus ultimos anos, ele observou
que pouquissimas vezes pensara em Fisica usando palavras. Era possivel que ele
visse figuras; talvez até mesmo relacoes entre conceitos. Pensar em figuras, sdo quase
sempre derivadas das palavras que as descrevem.

A medida que a Fisica investigava cada vez mais a fundo o mundo subatdémico
nas primeiras décadas do século XX, tornou-se cada vez mais dificil visualizar os
fenomenos estudados. Como resultado, alguns fisicos - incluindo Werner Heisen-
berg - preferiram tratar o mundo subatomico somente por representagoes simbolicas.
Werner Heisenberger (1901-1976), foi um fisico alemao, ganhador do Prémio
Nobel de Fisica em 1932, por suas contribuigoes a mecanica quantica.

Ele se tornou um dos assistentes de Niels Bohr. Heisenberg ganhou familiaridade
com o modelo do 4tomo de Bohr, nos quais elétrons eram vistos como orbitando
em seu nucleo.

Naquela época o modelo de Bohr encontrava certas dificuldades tedricas, e varios
fisicos se dedicavam a sua resolucao. Um deles era Erwin Schrodinger. A solucao
de Schrodinger tratava o mundo subatomico como composto de ondas, em vez de
particulas. Heisenberg adotou uma abordagem diferente. Ele concebeu um modelo
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Figura 60 — Heisenberg em 1933 - O principio da incerteza da mecéanica quéntica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Werner Heisenberg>

matematico composto por matrizes que podiam ser manipuladas de tal maneira a
gerar resultados experimentais conhecidos. As abordagens de Schrodinger e Hei-
senberg funcionavam, ja que davam conta de mais fendmenos do que o modelo
atomico de Bohr. Mais tarde mostrou-se que ambas as teorias eram equivalentes,
gerando os mesmos resultados com o uso de diferentes ideias.

Em 1927, Heisenberg estava prestes a fazer a descoberta que nao s6 lhe daria
o Prémio Nobel, como também mudaria para sempre o panorama filoséfico sobre a
teoria quantica.

Determinismo ¢é a teoria filoséfica de que todo acontecimento (inclusive o mental)
é explicado pela determinagdo, ou seja, por relagoes de causalidade. O matematico
francés Pierre Laplace (1749-1827) acreditava fortemente no determinismo. No
final do século XVIII, Laplace enunciou a quintesséncia do determinismo cientifico,
afirmando que, ao saber a posi¢cdo e o momento (produto de sua massa por sua
velocidade) de cada objeto do universo, seria possivel calcular exatamente onde cada
objeto estaria em todos os instantes futuros. Laplace dizia "Nds podemos tomar o
estado presente do universo como o efeito do seu passado e a causa do seu futuro ...
". Enquanto Laplace via primeiramente problemas praticos para que a humanidade
atingisse tal estado final de conhecimento e computagao, interpretacdes da mecanica
quantica posteriores, foram adotadas por filésofos. A teoria das probabilidades é o
estudo matematico das probabilidades de que eventos venham a ocorrer. Pierre
Simon Laplace é considerado o fundador da Teoria das Probabilidades.

O principio da incerteza de Heisenberg declara - que tanto é impossivel saber
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Figura 61 — Niels Bohr em 1922 - O modelo de atomo nos quais elétrons eram vistos
como orbitando seu nicleo.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Niels_ Bohr>

exatamente onde qualquer coisa estd, quanto para onde estd indo em qualquer instante
determinado.

Essas dificuldades, na verdade, nao se manisfestam no mundo macroscépico - se
alguém joga uma bola de boliche em sua dire¢do, vocé normalmente consegue prever
a posicao futura da bola de boliche e, quem sabe até manobrar para sair da frente
dela. Por outro lado, se tanto vocé quanto a bola de boliche forem do tamanho de
elétrons, vocé terda problemas em descobrir para que lado se mover, pois nao vai
saber para onde estd indo a bola de boliche microscopica.

Podemos entender algo da ideia subjacente no principio da incerteza de Heisenberg
olhando para um acontecimento cotidiano - a compra de combustivel em um posto.
O custo da transacao consiste em um ntmero de reais e centavos até sua terceira
casa decimal - o centavo e quantum de nosso sistema monetario, a menor unidade
irredutivel da moeda. O custo é calculado, arredondando-se até o centavo mais pré-
ximo, e isso torna impossivel para determinarmos com precisao quanto combustivel
foi de fato comprado, mesmo que saibamos o prego exato do litro do combustivel,
por exemplo, R$3,099. (STEIN, 2008)

... Quanto menor o custo do combustivel, maior serd a incerteza posicional.

O principio da incerteza de Heisenberg opera de acordo com linhas parecidas.
Ele declara que o produto das incertezas de duas variaveis relacionadas, chamadas


https://pt.wikipedia.org/wiki/Niels_Bohr

4.11. O principio da incerteza 79

Figura 62 — Laplace - O estado presente do universo como o efeito do seu passado e
a causa do seu futuro ...

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_ Laplace>

variaveis conjugadas, deve ser maior do que alguma quantidade fixa predeter-
minada. Possivelmente as variaveis conjugadas mais conhecidas sejam a duracao
de uma nota musical e sua frequéncia - quanto mais tempo a nota for sustentada,
com mais exatidao poderemos determinar sua frequéncia. Uma nota tocada por um
periodo infinitesimalmente pequeno de tempo, tem simplesmente o som de um clique;
e assim é impossivel determinarmos sua frequéncia.

No entanto, o detalhe problematico do principio da incerteza é o fato de que a
posi¢io e o momento (momento é o produto de massa e velocidade) sdo varidveis
conjugadas. Quanto mais acuradamente pudermos definir a posicao de uma particula,
menos informacoes teremos sobre seu momento. E se pudermos determinar seu
momento com alto grau de exatidao, teremos somente uma noc¢ao limitada de onde
a particula estd. Como momento é produto de massa e velocidade, uma quantidade
microscopica de momento que resultaria numa velocidade quase nula no caso de um
automovel, resulta numa grande velocidade no caso de um elétron.

O principio da incerteza de Heisenberg ¢ uma declaracao sobre as limita-
¢oes do conhecimento, e uma consequéncia direta da visao que a mecanica quantica
tem do mundo. Como parte fundamental da mecanica quantica, o principio da
incerteza de Heisenberg tem ramificacbes no mundo real para a construgao de
itens do dia-a-dia, tais como lasers e computadores. Ele baniu a simples perspectiva
de causa e efeito do universo, que se mantivera sem questionamentos desde a sua
primeira enunciacao pelos fildsofos gregos. (STEIN, 2008)

Formulando sobre uma das consequéncias do principio da incerteza, Heisenberg
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...... Nos experimentos sobre eventos atomicos temos de lidar com coisas e fatos,
com fenomenos que sao tao reais quanto qualquer fenomeno da vida didria. Mas os
proprios atomos ou particulas elementares nao sao tao reais; eles formam um
mundo de potencialidades ou possibilidades, e nao um mundo de coisas ou fatos ... .

Atomos néo sio coisas."

Se atomos nao sao coisas, o que sao entao? Mais de 85 anos depois da revelagao
de Heisenberg, fisicos e filésofos, ainda lutam com essa questao. A resposta que
achamos anteriormente, de que atomos sdo ondas de probabilidade até que sejam
observados e, depois disso, coisas, nao sao inteiramente satisfatoria, mas é o melhor
que poderemos fazer até agora.

4.12 Emaranhamento e o experimento EPR de Einstein, Po-
dolsky e Rosen

Muitas propriedades da mecanica quantica sao parecidas como o dilema
onda-particula engendrado pelos fotons - até que uma medicao seja feita a proprie-
dade existe em uma superposicao de varias possibilidades diferentes. Uma dessas
propriedades é a rotacao em torno de um eixo. Um féton pode girar para a esquerda
ou para a direita, em torno de um eixo, uma vez que aquele eixo seja selecionado e o
fdton observado, mas terd um spin para a esquerda 50% das vezes e, para a direita,
outros 50% das veze, e fard isso de modo aleatério. Mas, na mecanica quintica nao
faz sentido dizer que uma particula "gira'em torno de um eixo. Esta é apenas uma
imagem para se estabelecer uma analogia com algo mais familiar. Essa propriedade
é chamado spin da particula, termo inglés usado internacionalmente. (STEIN, 2008)

O que é o spin de uma particula? O spin é uma propriedade intrinsica da mesma,
assim como sua massa e sua carga elétrica. Dizemos que o spin é um niimero quantico
das particulas. O nimero quantico s é um nimero inteiro e é denominado de nimero
quéntico de spin. E uma constante fundamental da teoria quantica.

Quando um atomo de calcio emite energia e, mais tarde volta ao seu estado inicial,
emite dois fétons. Diz-se que os fotons estdo emaranhados - o resultado da medigao
do spin de um foton automaticamente determina o resultado do spin do outro foton,
muito embora, inicialmente, nenhum féton possua um spin definido, mas apenas
uma onda de probabilidade que deixa espaco igual para spins a esquerda ou a direita.
Ao menos, esse é um ponto de vista amplamente aceito pelos fisicos.

Einstein ficava extremamente inquieto diante dessa perspectiva, e entao, junto
com os fisicos Boris Podolsky e Nathan Rosen desenvolveu um experimento hi-
potético, conhecido como o experimento EPR (vem das iniciais de Albert Einstein,
Boris Podolsky e Nathan Rosen), que desafiava aquela ideia. Einstein, Podolsky
e Rosen faziam objecdo a ideia de que, antes das medi¢es, nenhum spin é conhecido.

Esta versao do experimento ERP foi trabalhada pelo estadunidense David Bohm
(1917-1992), que foi professor da University of Princeton, mas posteriormente, veio
para o Brasil trabalhar na USP (Universidade do Estado de Sao Paulo) entre 1951 e
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1955. David Bohm converteu o experimento mental inicial em algo proximo a um
experimento viavel.

Figura 63 — David Bohm - Converteu o experimento ERP mental inicial em algo
préoximo a um experimento viavel.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/David_Bohm>,

A reinterpretacao da teoria quantica proposta por David Bohm - O interesse de
David Bohm pelos fundamentos da teoria quantica nao esgotou-se na redacao do
seu livro Quantum Theory. Concluido o texto ele enviou-o a W. Pauli, N. Bohr e A.
Finstein. Pauli manifestou-se elogiando o contetido, mas Bohr nao respondeu. Eins-
tein, que trabalhava em Princeton, convidou-o para discussoes quando expds sua
propria apreciacao a respeito desta teoria. Estas discussoes contribuiram para motivar
Bohm a buscar uma nova abordagem para estes problemas. O trabalho publicado
em 1952 consiste na construcao de um modelo fisico capaz de reproduzir todos os
resultados que podem ser obtidos com a teoria quantica, na sua interpretacao usual,
mas apoiado em um "quadro conceituai mais amplo"que, com o auxilio de parametros
adicionais (ocultos), "permite uma descri¢do continua, detalhada e causal de todos os
processos', mesmo no nivel quantico. O leitor pode ler sobre David Bohm em <http:
//www.scielo.br/scielo.php?script=sci__ arttext&pid=S0103-40141994000100012>.

Albert Einstein foi um fisico tedrico alemao. Entre seus principais trabalhos
desenvolveu a teoria da relatividade geral, ao lado da mecanica quantica um dos dois
pilares da Fisica moderna.

Boris Podolsky (1896-1966) foi um fisico russo que imigrou para os Estados Unidos.
Trabalhou com Albert Einstein e Nathan Rosen e concebeu o Paradoxo EPR,
que é de maxima importancia para a Fisica quantica.

Nathan Rosen (1909-1995) foi um fisico estadunidense naturalizado israelense.
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Figura 64 — Albert Einstein em 1947 - Juntamente com Podolsky e Rose imaginaram
o experimento ERP.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Albert Einstein>

Figura 65 — Boris Podolsky - Juntamente com Einstein e Rose imaginaram o experi-
mento ERP.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Boris_ Podolsky>

E conhecido por seus estudos sobre a estrutura da molécula de hidrogénio e seu
trabalho com Albert Einstein e Boris Podolsky resultando no paradoxo EPR
(Einstein-Podolsky-Rosen).
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Figura 66 — Nathan Rose - A estrutura da molécula de hidrogénio, e juntamente
com Einstein e Podolsky imaginou o experimento ERP.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Nathan Rose>

Suas contribuigoes para a Fisica, principalmente na area da mecanica quantica,
foram significativas. Seu primeiro livro, Teoria Quantica, publicado em 1951, foi
considerado por Einstein a exposicao mais clara que ele ja havia visto sobre o
assunto. Insatisfeito com a abordagem ortodoxa da Fisica Quantica descrita por ele
neste mesmo livro, desenvolveu sua propria interpretagao, uma teoria deterministica
da varidvel oculta ndo-local cujas predigdes concordam perfeitamente com as teorias
quanticas nao-deterministicas. Seu trabalho foi um dos motivadores da desigualdade
de Bell, cujas consequéncias ainda estao sendo investigadas.

O EPR surgiu em meio a um contexto historico onde buscava-se, em vista das predi-
¢oes da mecanica quantica, a compreensao da realidade adjacente a uma particula des-
crita por um estado emaranhado. O EPR é um paradoxo no seguinte sentido:
tomando-se a mecanica quantica e a ela adicionando-se uma condicao
aparentemente razoavel - tal como "localidade", "realismo"ou "inteireza-
presentes em outras teorias como a classica ou relativistica, obtém-se uma
contradicao. Porém, a mecanica quantica por si s6 nao apresenta nenhuma inconsis-
téncia interna, tao pouco deixa indicios de como estas poderiam sugerir; também nao
contradiz a teoria relativistica de Einstein ou mesmo a mecanica classica de New-
ton; e mais, implica esta ultima no limite macroscépico - quando tem-se agregados
de numerosas particulas. Ver em <https://pt.wikipedia.org/wiki/Paradoxo EPR>.

O entrelacamento quéintico (ou emaranhamento quéintico, como é mais co-
nhecido na comunidade cientifica) é um fenémeno da mecéinica quantica que
permite que dois ou mais objetos estejam de alguma forma tao ligados que
um objeto nao possa ser corretamente descrito sem que a sua contra-parte
seja mencionada - mesmo que os objetos possam estar espacialmente se-
parados por milhoes de anos-luz. Isso leva a correlagoes muito fortes entre as
propriedades fisicas observaveis das diversas particulas subatomicas.
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Essas fortes correlagoes fazem com que as medidas realizadas numa delas pare-
cam estar a influenciar instantaneamente a outra com a qual ficou entrelacada, e
sugerem que alguma influéncia estaria a propagar-se instantaneamente, apesar da
separacao entre eles. Mas o entrelacamento quantico nao permite a transmissao a
uma velocidade superior a da velocidade da luz, porque nenhuma informacao ttil
pode ser transmitida desse modo. Sé é possivel a transmissao de informagao usando
um conjunto de estados entrelagados em conjugacao com um canal de informagao
classico - aquilo a que se chama o teletransporte quantico. Isto da a entender que
tudo esta conectado por "forcas'"que nao vemos e que permanecem no tempo, ou
estao fora do sistema que denominamos, entendemos ou concebemos como sistema
temporal.

O entrelacamento quantico é a base para tecnologias emergentes, tais como compu-
tacao quantica, criptografia quantica e tem sido usado para experiéncias como
o teletransporte quantico. Ao mesmo tempo, isto produz alguns dos aspectos
teodricos e filoséficos mais perturbadores da teoria, ja que as correlagoes previstas
pela mecanica quantica sao inconsistentes com o principio intuitivo do realismo
local, que diz que cada particula deve ter um estado bem definido, sem que seja
necessario fazer referéncia a outros sistemas distantes. Os diferentes enfoques sobre o
que esta a acontecer no processo do entrelagamento quantico dao origem a diferentes
interpretacoes da mecanica quantica.
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oefeito quintico conhecido como “emaranhamento™
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Figura 67 — O experimento que comprovou com imagens, o efeito quantico conhecido
como emaranhamento/entrelagamento quantico. Miltiplas particulas
estao ligadas entre si de uma forma tal que a medi¢ao do estado quéantico
de uma particula determina os possiveis estados quanticos das outras
particulas.

Fonte: Google Images
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4.12.1 Exemplo classico de Emaranhamento Quantico

O exemplo classico de entrelagamento quantico é chamado o paradoxo EPR ou
(Einstein, Podolsky e Rosen). Em uma versiao simplificada deste caso, considere
uma particula quantica com rotacao 0 que se decompoe em duas novas particulas,
particulas A e B. Cada particula, A e B, encabecam em dire¢des opostas. No entanto,
a particula original tinha um spin quantico 0. Cada uma das novas particulas tem
um spin quantico 1/2, mas, como elas tém que se somar e resultar a 0, uma deve ser
+1/2 e outra, -1/2.

Esta relacao significa que as duas particulas estdo emaranhadas. Quando vocé
mede o spin das Particulas A, a medida tem um impacto sobre os possiveis resultados
que voceé poderia ter quando medisse o spin da particula B. E isso nao é apenas uma
previsao tedrica interessante, mas foi verificada experimentalmente através de testes
de Teorema de Bell.

Uma coisa importante a lembrar é que, na fisica quantica, a incerteza inicial sobre o
estado quantico da particula ndao é apenas uma falta de conhecimento. A propriedade
fundamental da teoria quantica é que, antes do ato de medir, a particula realmente
nao tem um estado definitivo, mas é em uma superposicao de todos os estados
possiveis. O principio da superposicao é a ideia de que um sistema esta em
todos os estados possiveis ao mesmo tempo, até que seja medido. Apés
a medicao, ele cai em um dos estados base que formam a superposicao,
destruindo assim a configuracao original. Este é o que é melhor modelado pelo
experimento mental quantico classico da Fisica, o gato de Schrodinger, onde a
abordagem da mecanica quantica resulta em um gato nao observado que esta vivo e
morto ao mesmo tempo. Einstein chamou isso de efeito fantasmagorico a distancia.

(STEIN, 2008)
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Eisntein, Podolsky e Rosen foram os trés defensores do ponto de vista
realista que apresentaram este experimento mental em um trabalho de 1935, no
intuito de demonstrar que a mecanica quantica nao é uma teoria fisica completa,
faltando a func¢do de onda que descreve o estado emaranhado o que eles chamaram de
"variaveis ocultas', com as quais seria possivel restaurar-se a explicagao estritamente
realista que defendiam.

Suponha que dois grupos de experimentadores, anos-luz distantes um do outro,
decidissem medir os spins desses fétons. Se o spin do féton A é medido e, segundos
depois, o spin do fo6ton B é medido, a mecanica quantica prevé que o féton B "sabe-
ria"o resultado da medicao do spin do féton A, mesmo nao havendo tempo suficiente
para que um sinal do foton A alcangasse o foton B, e informasse o féton B de como
deve ser seu spin!

De acordo com Einstein, duas escolhas restavam. Era possivel aceitar a chamada
Interpretacao de Copenhagen da mecanica quantica, que se deve a Niels Bohr,
no sentido de que o féton B saberia o que aconteceu ao féton A, mesmo sem que
uma comunicagao ocorra entre eles. Alternativamente, poder-se-ia acreditar que
existe uma realidade mais aprofundada, manifestada em alguma propriedade fisica
ainda nao encontrada nem medida, que explicaria esse fenomeno. Einstein faleceu
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firmemente apegado a esse segundo ponto de vista, que é conhecido na comunidade
da Fisica como "varidveis ocultas". (STEIN, 2008)

4.13.1 A Interpretacdo de Copenhagen

A Interpretagio de Copenhagen é a interpretacao mais comum da mecanica quantica
e foi desenvolvida por Niels Bohr ¢ Werner Heisenberg que trabalhavam juntos
em Copenhagen (Dinamarca) em 1927. Pode ser condensada em trés teses:

e As previsoes probabilisticas feitas pela mecénica quantica sao irredutiveis no
sentido em que nao sao um mero reflexo da falta de conhecimento de hipotéticas
variaveis escondidas. No lancamento de dados, usamos probabilidades para
prever o resultado porque nao possuimos informacao suficiente apesar de
acreditarmos que o processo é deterministico. As probabilidades sao utilizadas
para completar o nosso conhecimento. A interpretacao de Copenhagen defende
que em Mecanica Quantica, os resultados sao indeterministicos.

e A Fisica é a ciéncia dos resultados de processos de medida. Nao faz sentido
especular para além daquilo que pode ser medido. A interpretacio de Cope-
nhagen considera sem sentido, perguntas como "onde estava a particula antes
da sua posicao ter sido medida?".

e O ato de observar provoca o "colapso da funcao de onda", o que significa que,
embora antes da medicao o estado do sistema permitisse muitas possibilidades,
apenas uma delas foi escolhida aleatoriamente pelo processo de medicao, e a
funcao de onda modifica-se instantaneamente para refletir essa escolha.

A complexidade da mecénica uantica foi atacada pela experiéncia (imaginéria) de
Einstein-Podolsky-Rosen, que pretendia mostrar que tém que existir variaveis
ocultas para evitar "efeitos ndo locais e instantaneos a distancia". As desigualdades
de Bell sobre os resultados de uma tal experiéncia foi derivada do pressuposto de
que existem varidveis ocultas e nao existem "efeitos ndao-locais". Em 1982, Alain
Aspect () levou a cabo a experiéncia e descobriu que as desigualdades de Bell eram
violadas, rejeitando interpretagoes que postulavam variaveis ocultas e efeitos locais.
Esta experiéncia foi alvo de varias criticas e novas experiéncias realizadas por Weihs
e Rowe confirmaram os resultados de Aspect.

Alain Aspect (1947-) é um fisico francés conhecido como o primeiro fisico a
conduzir testes experimentais conclusivos sobre o paradoxo EPR. Os experimentos
de Aspect foram considerados uma prova incontestavel para suportar a teste que
desigualdades de Bell foram violadas.

Muitos fisicos e filésofos notaveis tém criticado a Interpretacao de Copenhagen, com
base, quer no fato de ndo ser deterministica, quer no fato de propor que a realidade
¢ criada por um processo de observacao nao fisico. Einstein ilustra a posi¢ao dos
criticos. A experiéncia do Gato de Schroedinger foi proposta para mostrar que a
Interpretacao de Copenhagen é absurda. A alternativa principal a Interpretacao de
Copenhagen é a Interpretacdo dos Muito Mundos de Hugh Everett.

4.13.2 A Interpretacao dos Muitos Mundos

A Interpretagao de Muitos Mundos (ou IMM) é uma interpretacao da mecénica
quantica que propoe a existéncia de multiplos "universos paralelos". A IMM foi
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Figura 68 — Alain Aspect em Tel-Aviv University aos 70 anos - Em 1982, ele descobriu
que as desigualdades de Bell eram violadas.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Alain_ Aspect>

formulada inicialmente por Hugh Everett para a explicacao de alguns processos
nao deterministicos (tais como medigdo) na mecanica quantica. Embora varias
versoes de IMM tenham sido propostas desde o trabalho original de Everett, todas
compartilham duas ideias-chave:

e A primeira delas é a existéncia de uma funcao estado para todo universo a
qual obedece a equacao de Schrodinger para todo tempo e para a qual ndo ha
processo de colapso da onda.

e A segunda ideia é que este estado universal é uma sobreposicao quantica de
varios, possivelmente infinitos, estados de idénticos universos paralelos nao
comunicantes.

Hugh Everett (1930-1982) foi um fisico estadunidense que propos a interpretagao
de muitos mundos (IMM) da fisica quantica, que ele chamou formulacao do "estado
relativo". As ideias da IMM originaram-se na tese de Ph.D. de Hugh Everett na
Universidade de Princeton, mas a frase "muitos mundos'é devida a Bryce DeWitt
(1923-2004), um fisico tedrico estadunidense que posteriormente desenvolveu algumas
das ideias presentes no trabalho original de Hugh Everett, que avangou na sua
formaulacao original. A formulacao de Bryce DeWitt tornou-se tao popular que
muitos confundem-na com o trabalho original de Everett. IMM é uma das muitas
hipoteses de multiversoes na Fisica e na Filosofia.
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Figura 69 — Hugh Everett - A interpretacdo da mecanica quantica que propoe a
existéncia de multiplos "universos paralelos".

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Hugh Everett>

4.14 O Teorema de Bell

Mais de uma centena de artigos foi escrita entre 1935 e 1964, discutindo
os pros e contras a hipotese das varidveis ocultas, mas eram apenas discussoes e
argumentos - até que o fisico irlandés John Bell veio com um experimento, que
colocaria verdadeiramente em teste a teoria das varidveis ocultas.

Como um resultado de desenvolvimentos tedricos e experimentais seguintes ao
trabalho original do EPR - destaca-se o Teorema de Bell (publicado em meados de
1960) e os resultados experimentais oriundos da investigacao deste - demonstrou-se
que se a visao realista estivesse correta ela implicaria ndo apenas a mecanica quantica
como uma teoria incompleta, mas sim, como um teoria completamente incorreta, e
por outro lado, se a mecanica quantica estivesse correta, entao nenhuma variavel
oculta seria capaz de salvar a teoria da ndo-localidade, que Einstein considerava
tao absurda. Restava decidir-se pela posicao realista ou ortodoxa.

John Stewart Bell (1928-1990) foi um fisico que se tornou conhecido como o
criador do Teorema de Bell, apontado por alguns na comunidade da fisica quantica
como uns dos teoremas mais importantes do século 20. (STEIN, 2008)

Em 1964, um ano apds ter deixado o CERN (o qual passou na Universidade de
Stanford, Universidade de Wisconsin e Universidade Brandeis), ele deduziu o seu
famoso Teorema de Bell, concluindo que nenhuma teoria de variaveis locais
ocultas poderia ser valida no contexto da mecinica quéantica.
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Figura 70 — Bryce DeWitt - Quem desenvolveu algumas das ideias presentes no
trabalho original de Hugh Everett.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Bryce_ DeWitt>

O teorema de Bell é o legado mais importante do fisico teérico John Bell, pu-
blicado em 1964, que estabelece uma distingao absoluta entre a mecanica quantica e
a mecanica cldssica, ou seja, nao existe regime de variaveis ocultas locais que possam
reproduzir todos os resultados da mecanica quantica.

Na realidade, o teorema de Bell consistia em uma classe de desigualidades, uma
das quais foi demonstrada por John Bell, que no meado dos anos 60 examinou
criticamente a proposta apresentada por John von Neumann, da nao-existéncia
de variaveis ocultas. Bell mostrou que a hipdtese do realismo local, ou seja, que:

1. Uma particula possui valores definitivos que nao dependem do processo de
observagao e,

2. A velocidade de propagacao dos efeitos fisicos € finita e, nao é compativel com
a mecanica quantica.

O Teorema de Bell ofereceu uma forma de quantificar alguns conceitos associados
com o paradoxo EPR e permitiu, por fim, os testes experimentais de rede quantica
versus realismo local. Foi comprovado pela primeira vez em 1972 por John Clauser,
de Berkeley.

O fendémeno do entrelacamento quantico que estd por tras da violagao das desigual-
dades de Bell é um dos elementos da Fisica Quantica que nao pode ser representado
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Figura 71 — John Bell - Concluiu que nenhuma teoria de variaveis locais ocultas
poderia ser valida no contexto da mecanica quantica.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/John Bell>

em qualquer outra visao classica da Fisica.

Alguns defensores da ideia das waridveis ocultas preferem aceitar a opinido de
que estes experimentos sao controlados de fora por varidveis ocultas locais. Eles estao
prontos para abrir mao da localidade, explicando a violacao da desigualdades de Bell
por meio de uma teoria de varidveis ocultas nao locais, na qual as particulas trocam
informacao a respeito de seus estados. Esta é a base do interpretagao de Bell da
mecanica quantica.

Bell foi o primeiro a mostrar que a prova de John von Neumann, contra o
determinismo da mecanica quantica possuia falhas e, que o trabalho de David
Bohm contornava as obje¢oes de John von Neumann. A falha na prova de von
Neumann’s foi primeiramente descoberta por Grete Hermann (1901-1984) em
1935, mas nao tornou-se conhecida até ser redescoberta por Bell.

Grete Hermann foi uma filésofa e matematica alema. Estudou matematica em
Gottingen, onde recebeu seu Ph.D. em 1926. Sua tese de doutorado, Die Frage der
endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale, publicada em Mathematische
Annalen é o trabalho inicial para dlgebra computacional. Este trabalho é o primeiro a
estabelecer a existéncia de algoritmos (incluindo nivel de complexidade) para muitos
dos problemas basicos da dlgebra abstrata, tais como agrupamentos ideais para
anéis polinomiais. O algoritmo de Hermann para decomposicao priméria é ainda
usado hoje. Como uma filésofa, Grete Hermann tinha um interesse particular pelos
fundamentos da Fisica. Em 1935 ela descobriu uma falha na suposta prova de John
von Neumann, de 1932, que uma teoria de variaveis ocultas da mecanica quantica
era impossivel. Este resultado passou despercebido pela comunidade cientifica até


https://en.wikipedia.org/wiki/John_Bell

4.14. O Teorema de Bell 91

Figura 72 — John von Neumann - A proposta da nao-existéncia de variaveis ocultas

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_ Neumann>

que foi redescoberto, vinte anos mais tarde, por John Stewart Bell.

Em 1972 a primeira de muitas experiéncias que mostrariam a violacao da Desigualdade
de Bell foi realizada. Foi comprovado pela primeira vez em 1972 por John Clauser
(1942-...), de Berkeley, um fisico tedrico e experimental estadunidense, conhecido por
suas contribuigoes aos fundamentos da mecanica quantica.

Este fato mostrou que o destino de teorias envolvendo varidveis locais ocultas estava
selado. O teorema de Bell podia ser considerado como uma prova de que uma
teoria universal deve envolver mecanica quantica. Bell tornou-se um suporte para
a interpretacao de David Bohm, uma teoria de varidveis ocultas nao locais envol-
vendo sinais, e comegou a defender o seu trabalho contra aqueles que favoreciam o
indeterminismo da mecanica quantica tais como a Interpretagao de Copenhague e a
Interpretacao de Muitos Mundos.

Os resultados das experiéncias, mostrando que eles violavam suas desigualdades, ndao
fizeram John Bell particularmente feliz: ele esperava que essas pudessem sempre
ser satisfeitos na natureza, e que as experiéncias eventualmente negariam a mecéanica
quantica. Apesar de observar as violagoes, ele manteve alguma esperanca que as
experiéncias futuras deveriam mudar a situacdo. Nao obstante, ele estava pronto
para aceitar a validade da mecéanica quantica ortodoxa. Seguidores do realismo local
e teoria quantica continuam igualmente a procurar por solugoes que expliquem as
aparentes falhas da realidade local nos experimentos de teste de Bell.

Os resultados das experiéncias, mostrando que eles violavam suas desigualdades, nao
fizeram John Bell particularmente feliz: ele esperava que eles pudessem sempre
ser satisfeitos na natureza, e que as experiéncias eventualmente negar a mecanica
quantica. Apesar de observar as violagoes, ele manteve alguma esperanca que as
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Figura 73 — Grete Hermann - O trabalho precursor para a algebra computacional.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Grete_Hermann>

experiéncias futuras deveriam mudar a situagao. Nao obstante, ele estava pronto
para aceitar a validade da mecénica quantica ortodoxa. Referindo-se aos teste dos
experimentos de Bell, um comentario seu é frequentemente citado:

'E dificil para eu acreditar que a mecinica quintica, funcionado muito bem para
actuais parametros prdaticos, nao obstante venham a falhar completamente com a
melhoria da eficiéncia dos experimentos...” (Ref 1, page 109) Bell (1987)

Algumas pessoas continuam a acreditar que a mecanica qudintica probabilistica deva
estar errada. Seguidores do realismo local e teoria quantica continuam igualmente
a procuram por solucoes que expliquem as aparentes falhas da realidade local nos
experimentos do teste de Bell.

Em vistas dos resultados experimentais oriundos, entre outros, de investigacoes
quanto a desigualdade de Bell, a maioria dos fisicos atuais concorda que o paradoxo
EPR é decidido a favor de que a mecanica quantica esta além dos limites da Fisica
Classica e da Relatividade Restrita; e ndo a favor de que teoria quantica seja uma
teoria incompleta, falha ou mesmo incompativel com a descricao da natureza em
sua esséncia mais profunda. Os dados experimentais até o momento decidem a favor
da compreensao ortodoza do estado emaranhado (a chamada Interpretacao de Cope-
nhagen). Um razoével esfor¢o da comunidade de fisicos tem sido despendido desde
entao no intuito de elaborar-se uma teoria quanto-relativistica que possibilitasse uma
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Figura 74 — John Clauser - A prova da violagao das desigualdades de John Bell.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/John_ Clause>

descrigao mais acurada da natureza, do que a fornecida pelas duas teorias, quando
em suas formas independentes.

4.15 O primeiro round

Samuel Johnson (1709-1784) foi um escritor e pensador inglés conhecido
por suas notaveis contribuicoes a lingua inglesa como poeta, ensaista, bidgrafo,
critico literario e lexicografo. Ele foi a person who records in detail the life of a
usually famous contemporary, mas John Archibald Wheeler (1911-2008), um
fisico tedrico estadunidense, um dos tltimos colaboradores de Albert Einstein,
nao ficou atras. Ele tentou formular a concepcao de Einstein, sobre uma teoria
do campo unificado e introduziu a Matriz S, fundamental na Fisica de Particulas.
(STEIN, 2008)

John Wheeler certamente merece este patamar - pois, possivelmente nenhum outro
fisico ou matematico sera capaz de sintetizar os dilemas enfrentados pela ciéncia
de modo tao sucinto. Um componente-chave da incompatibilidade entre a Fisica
do grande (relatividade) e a Fisica do pequeno (mecénica quintica) é o modelo
matematico usado para descrevé-la. No nivel do muito pequeno, o vencedor inconteste
- por enquanto - é a wvisao discreta, pois a hipétese de Mark Planck resultou em
descrigoes discretas que se mostraram inacreditavelmente eficientes para prever os
valores de todas as quantidades fisicas relevantes do nivel do muito pequeno.
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Figura 75 — John Archibald Wheeler - Fisico estadunidense, um dos ultimos colabo-
radores de Einstein.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/John_ Archibald_ Wheeler>

4.16 A incerteza por principio

A Fisica classica é fundamentada pela descricdo dos movimentos dos corpos
introduzida por Isaac Newton (1643-1727) Newton (1999), e também pela descrigao
do comportamento dos campos e ondas eletromagnéticas compilada por James Clerk
Maxwell(1831-1879).

As varias teorias, teoremas e experimentos construidos ao longo dos ultimos séculos
pelos sucessores e até mesmo antecessores de Newton e Maxwell demonstraram que
as equacgoes da mecanica e do eletromagnetismo descrevem com grande sucesso os
fatos observados. No inicio do século passado, alguns experimentos ficavam inexpli-
cados: por exemplo, pela teoria do eletromagnetismos, um elétron quando acelerado
emite energia na forma de radiacdo eletromagnética e com isto, baseado no principio
da conservacao da energia, diminui sua prépria energia de movimento. Decorrente
deste fato, um elétron submetido a a¢ao de uma forca centripeta em um movimento
ao redor do niicleo, deve perder sua energia e se precipitar no niicleo, o que nao ocorre.

Outras contradigoes entre fatos reais/experimentais e previsoes tedricas surgiram,
entre eles um famoso problema, a catastrofe do ultravioleta de Rayleigh e Jeans
(BAGGOT, 2004). O problema considera que um corpo negro teria uma energia
infinita, a energia é fungao da temperatura e da frequéncia da radiacao eletromagética.
Dada uma frequéncia, a energia obtida é uma integral em um intervalo continuo e isto
faz com que esta integral resulte em valor infinito quando calculada para frequéncias
na regiao do ultravioleta. Max Planck resolveu este problema, ele propos que a
energia nao assuma valores continuos, e sim multiplos de um valor minimo: £ = n.h,
sendo a frequéncia, h uma constante (constante de Planck) e n valores inteiros, o
valor minimo possivel: £ = n.h é o quanta de energia. Com isto a energia total
passou a ser uma soma discreta, e ndo mais uma integral (soma continua), coerente
com os resultados experimentais. Com a definicdo do quanta de energia, os valores
de energia possiveis sdo, agora, "quanticos". Este foi o primeiro trabalho que deu
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inicio a Fisica Quantica.

Heisenberg em seu trabalho sobre principios da teoria quantica (HEISENBERG,
1949), trouxe uma compilagdo de varios experimentos que apresentava a ambigui-
dade entre a natureza corpuscular e ondulatéria da matéria. Por exemplo, raios ao
passarem por uma camara de bolhas deixam um rastro compativel com a natureza
de uma particula, e é possivel determinar massa e velocidade. Por outro lado, os
raios ao atravessarem um filme fino de material cristalino formam uma figura de
difracdo em um anteparo, compativel com a natureza de uma onda, e é possivel
medir sua frequéncia. Isto significa que um feixe de raios pode ser descrito tanto
como uma frente de onda quanto como um conjunto de particulas.

O mesmo foi observado para os raios X, que como sao radiagoes eletromagnéti-
cas, possuem a natureza de onda. Quando um feixe deste raio atravessa um vapor
supersaturado de agua, ¢ deixado um rastro tal qual um conjunto de particulas,
também se observa o efeito de difracao para o raio X. Decorrente da natureza dual
particula-onda, Heisenberg deduziu que o conhecimento da posicao de uma parti-
cula com a precisao z, e o conhecimento do momento (velocidade) da particula com
a precisao p, deve obedecer o limite: zAp > h, sendo h a constante de Planck. Este
resultado é conhecido como o Principio da Incerteza de Heisenberg, e deriva
diretamente da dualidade particula-onda, nao sendo possivel conhecer simultane-
amente a posicao e velocidade de uma particula, exceto dentro de um limite de
incerteza, que é pequeno comparado ao valor da massa de corpos do nosso cotidiano,
mas é expressivo em um mundo subatdémico.

Enquanto realizava experiéncias para evidenciar a dualidade particula-onda também
para a luz que é uma forma de radiacao eletro-magnética, Eisntein demonstrou
através do efeito foto-elétrico, o que lhe valeu um prémio Nobel, que a luz também
pode ser interpretada na forma de particula, chamada féton. Com base nisso, propos
uma experiéncia na obtencao de figuras de difracao a partir de fétons (RAE, 1986-
2004). Nesta experiéncia emite-se luz com intensidade bem baixa, quase que um
féton por vez, de forma a passar por um anteparo com dois furos, observa-se que
no resultado cada féton imprime uma imagem que compoe ao longo do tempo, com
a imagem de outros fotons, a figura da difracao. Isto indica que a natureza onda
do féton permite que este, mesmo sendo uma tnica particula, atravesse ao mesmo
tempo ambos furos formando a figura de difracao, e cada féton acaba sendo impresso
como um ponto, ou particula, no anteparo. Se for colocado um tipo de deteccao, logo
na saida dos furos para identificar por qual furo o féton passa, de fato, observa-se
que cada foton passa por um unico furo, no entanto perde-se a figura de difracdo. A
medida da posi¢ao ou velocidade do féton afeta seu estado.

O principio da incerteza e o resultado de que uma medida afeta o estado de

uma particula nos limites quanticos, nos permitira entender o modelo da computacao
quantica. (STEIN, 2008)
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CAPITULO

Os Experimentos da Dupla-Fenda

Articulas e ondas se comportam de maneiras diferentes quando passam através
de fendas. As ondas sdao perturbagoes que se propagam no espacgo ou em meios
materiais transportando energia.

5.1 Um experiéncia com projéteis

Para mostrar que os objetos microscopicos nao se comportam nem
como ondas nem como particulas, escolhemos um experimento onde este com-
portamento se manifesta de forma marcante: a experiéncia de interferéncia por uma
fenda dupla. Tornaremos a tratar deste caso (ondas) em breve, mas, inicialmente,
iremos descrever o comportamento de projéteis (balas de canhao ou bolinhas de
gude, por exemplo) ao passar por uma fenda dupla. Em seguida, iremos analisar
o comportamento das ondas e, finalmente, o comportamento de objetos microsco-
picos, como os elétrons. O aparato experimental estd esquematizado na Figura 76 (a).

H&4 uma metralhadora que dispara projéteis, um de cada vez, em direcoes alea-
torias. Em frente a metralhadora, hd uma parede que impede a passagem dos
projéteis, exceto por dois pequenos buracos. Mais adiante, hd um anteparo, onde os
projéteis que conseguem passar pelos buracos se alojam, e sua chegada é verificada
por um detetor deslocavel. Este detetor pode ser uma caixa com areia, por exemplo,
onde os projéteis se depositam. Depois, podemos contar quantos projéteis chegaram
em cada posi¢ao da parede em um certo intervalo de tempo. A posi¢ao ao longo da
parede é descrita por uma coordenada z, medida a partir do centro.

Nossa primeira observagao parece um pouco 6bvia, dada nossa grande intuicao
com particulas classicas: cada projétil chega intacto ao detetor, como se fossem
"pacotes'idénticos, um de cada vez. E claro, estamos supondo que sdo projéteis
indestrutiveis... Nao se observa a chegada de "meio projétil'ou a chegada de dois
projéteis simultaneamente em lugares diferentes. Projéteis sempre chegam em paco-
tes idénticos. Em seguida, usando esse aparato simples, podemos tentar responder
a seguinte pergunta: "Qual a probabilidade de um projétil acertar a posicao z?7"
Naturalmente, temos de falar em probabilidades, pois é impossivel saber com cer-
teza absoluta a trajetoria de cada particula, ja que elas sao lancadas em diregoes
aleatérias e podem ricochetear de forma imprevisivel nas bordas dos buracos. Mas
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Figura 76 — Experimento da Dupla Fenda com Projéteis - (a) Esquema do expe-
rimento de fenda dupla com projéteis. (b) Situagdo experimental e
distribui¢oes de probabilidades obtidas quando uma das fendas é fe-
chada. (c) Situagao experimental e distribuigdo de probabilidade obtida
quando as duas fendas estao abertas.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula01.pdf>

a probabilidade pode ser facilmente medida, tomando-se a fracdo de projéteis que
chegam a uma certa posi¢ao em relagdo ao nimero total de projéteis que acertam
todo o anteparo, no mesmo intervalo de tempo. Se fizermos a medida, obteremos a
distribuicao de probabilidades Pjs mostrada na Figura 76 (¢), que tem este nome
porque os projéteis podem passar tanto pelo buraco 1, como pelo buraco 2. A curva
P15 tem um maximo em torno de x = 0 e decai para valores muito pequenos se
tomamos valores de x muito distantes da origem.

Mas, por que o valor maximo de Pj5 fica em torno de z = 07 De fato, isto acontece
apenas se a distancia entre os buracos for suficientemente pequena, mas é com
esta situagao que queremos lidar. Podemos entender isto se fizermos novamente o
experimento, mas, desta vez, fechando um dos buracos, como mostra a Figura 76 (b).
Se fechamos o buraco 2, medimos a distribui¢cdo de probabilidades P; mostrada no
painel superior. E se fechamos o buraco 1, medimos a distribuigdo P, mostrada do
painel inferior. Como esperado, a distribuicao P; tem seu valor méaximo na posicao
x na parede que estd ao longo da reta tracejada que vai da metralhadora ao buraco
1. E a distribuicao P, se comporta de forma analoga. A distribui¢do conjunta Py é
simplesmente a soma das distribuicoes parciais:

P12:P1+P2 (51)

Ou seja, o efeito obtido quando temos os dois buracos abertos é a soma dos efeitos de
cada buraco individualmente. Isto quer dizer que projéteis nao sofrem interferéncia,
como veremos a seguir que ocorrem com ondas. Isto resume nosso entendimento
sobre projéteis incidindo em uma fenda dupla: primeiro, eles chegam em pacotes
idénticos; segundo, nao apresentam interferéncia.

Veja este exemplo. Uma metralhadora despeja balas em uma fenda dupla, como
mostrado na Figura 76. As balas passam pelo buraco 1. Elas, entao, se depositam no


https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula01.pdf

5.2. Uma experiéncia com ondas de dgua 101

anteparo, de acordo com uma distribuicao de probabilidades que pode ser aproximada
por uma gaussiana com largura, e maximo em z = d, ou seja, Pi(z) = A.e*(x*d)2/202,
onde A é um fator de normalizagao. J& as balas que passam pelo buraco 2 se deposi-
tam em torno de z = —d de forma andloga: Py(z) = A.e~@+9* /952 Se a largura o
for muito maior que d, a distribuicdo resultante (Pjo = Py 4+ Py) terd um tnico pico,
como na Figura 76 (c). Porém, se o for muito menor que d, a distribuigao resultante
tera dois picos. O que pode ser encontrado neste experimento é, em funcao de d, o
valor de o que separa estes dois regimes.

Graficamente, é muito claro observar, se uma curva tem um pico ou dois picos.
A dificuldade deste problema esta em expressar matematicamente estas situacoes.
Bem, sabemos que uma fungao que apresenta um maximo local tem derivada nula
neste ponto e derivada segunda negativa. Ja se a fun¢ao tiver um minimo local, ela
tera derivada nula e derivada segunda positiva. Faca agora um esbogo da distribuicao
P15 nas duas situagoes: com um pico e com dois picos. Quais as diferencas essenciais
entre os dois graficos que vocé fez? Uma delas é ébvia: uma distribuicdo tem um
pico e a outra tem dois. Mas repare também no comportamento de P na posicao
z = 0. Note que Pjs serd méaxima neste ponto se tiver um pico (na verdade, o pico
ocorre precisamente em z = 0) ou serd minima se tiver dois picos. Como dissemos, o
que distingue matematicamente estas duas situagoes é o sinal da derivada segunda.
Assim, o valor limitrofe de d, que separa estes dois regimes, pode ser encontrado
impondo a condi¢ao de derivada nula, ou seja, nem positiva nem negativa. Portanto,
impondo a condicao:

d2
22 P12 |a=0=0

chegaremos na resposta, depois de algum algebrismo.

5.2 Uma experiéncia com ondas de agua

Se imaginarmos ondas batendo num litoral (ondas de agua), bloqueadas
por um cais de pedra com uma abertura estreita, as ondas se espalham para fora em
circulos concéntricos em volta da abertura. Se houver duas aberturas razoavelmente
préoximas uma da outra, as ondas se espalham para fora em circulos concéntricos
em volta de cada abertura. Mas as ondas de cada abertura interferem com as ondas
da outra abertura. Onde os pontos mais altos das ondas de um conjunto de ondas
encontramos mais mais altos de outro conjunto de ondas, esses pontos mais altos
ficam reforgados. Quando os pontos mais baixos de um conjunto de ondas encontram
os pontos mais baixo de outro conjunto de ondas, elas tendem a neutralizacao mutua,
dminuindo a amplitude dos pontos mais baixos, onde esses pontos mais baixos se
encontram.

O comportamento das particulas ao encontrarem uma colecdo de aberturas es-
treitas, é diferente. Se duas pecas de papelao estao alinhadas em paralelo uma atras
da outra, e uma tunica fenda estreita é cortada numa delas, quando um spray de
tinta é dirigido a fenda, uma tnica mancha de tinta aparecerda na peca mais distante
de papelao, diretamente atras da fenda. As margens da mancha nao sao claramente
definidas. As particulas de tinta se espalharam a partir do centro, mas diminuem em
densidade a medida que se afastam do centro. Contendo-se duas fendas paralelas
proximas, na pega com a primeira fenda e direcione o spray de tinta a ambas as
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fendas. Manchas similares aparecerao na peca de papelao mais distante, diretamente
atras das fendas.

Vamos ver agora o que acontece quando usamos o mesmo aparato experimental para
estudar o comportamento de ondas de dgua (e nao mais de projéteis). O esquema
da experiéncia estd mostrado na Figura 77. No lugar do canhéao, temos agora um
dispositivo gerador de ondas circulares, uma fonte de ondas. Pode ser, por exemplo,
um pequeno objeto que oscila para cima e para baixo na superficie da agua. Temos
ainda a parede com dois buracos e, mais adiante, um anteparo absorvedor de ondas,
construido de modo que as ondas nao sejam refletidas ao incidirem sobre ele (uma
praia em miniatura, por exemplo). No anteparo absorvedor, coloca-se um pequeno
detetor da intensidade das ondas, do qual podemos variar a posicao x. Este detetor
pode ser uma pequena bdia que oscila para cima e para baixo, ao sabor das ondas
que chegam até ela: a intensidade da onda nao é exatamente a amplitude da
oscilagao deste objeto, mas sim proporcional ao quadrado da amplitude!

O que observamos quando fazemos o experimento? Em primeiro lugar, observa-
se que a onda que chega ao detetor pode ter qualquer intensidade. Ou seja, a bdia
pode ser mover com qualquer amplitude, ainda que seja muito pequena. Este resul-
tado é bastante diferente do que observamos com projéteis: particulas "chegam'ou
"nao chegam"em pacotes iguais, ou seja, com intensidades "discretas'ou "quantizadas".
Ja as ondas chegam com qualquer intensidade, ou seja, a intensidade varia de forma
"continua'.

Detetor
i

I

Anteparo

Figura 77 — Esquema do experimento de fenda dupla com ondas. As intensidades
I1 e I2 correspondem as situagoes onde apenas os buracos 1 ou 2 estao
abertos, respectivamente. Ja a intensidade 112 corresponde a situacao
em que os dois buracos estao abertos simultanemente.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula01.pdf>

Quando medimos a intensidade da onda ;5 em funcao da posicao x do detetor,
obtemos o grafico mostrado na Figura 77. Note que a intensidade oscila fortemente
com a posigao, passando por valores maximos (picos) e minimos (vales). Este grafico
nos é familiar dos nossos estudos em fisica ondulatoria e dtica: trata-se do conhecido
padrao de interferéncia por uma fenda dupla. Conceitualmente, ele pode ser entendido
a partir da ideia de que os buracos atuam como geradores de novas ondas circulares,
que interferem construtiva ou destrutivamente. Se tamparmos um dos buracos, a
interferéncia desaparece. A curva [; da referida figura corresponde a situacdo em
que apenas o buraco 1 é deixado aberto e, para a curva [, apenas o buraco 2 é
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aberto. Note que estas curvas nao tém as oscilagoes fortes da curva I3, de modo que,
claramente, notamos que hy # I} + L.

Analisamos o experimento de fenda dupla realizado de duas formas distintas: uma
com projéteis e a outra com ondas. Observamos que projéteis chegam ao detetor
em pacotes idénticos e nao apresentam interferéncia. Em contraste com este com-
portamento, as ondas podem ser detetadas com qualquer intensidade e apresentam
interferéncia. Esses comportamentos sao caracteristicos das particulas e das on-
das classicas. Sera interessante compard-los com o comportamento de particulas
quanticas, o que faremos na proxima aula.

5.3 Uma experiéncia com ondas de luz

A experiéncia da dupla-fenda consiste em deixar que a luz visivel se difracte
através de duas fendas, produzindo bandas. As bandas formadas, ou padroes de
interferéncia, mostram regioes claras e escuras que correspondem aos locais onde as
ondas luminosas interferiram entre si construtivamente e destrutivamente. Young
contruiu um experimento que se aproveitava dessa diferenca. Ele cortou duas fendas
paralelas em uma peca de papelao e projetou uma luz por essas fendas, sobre um
fundo escurecido. Ele observou bandas brilhantes de luz alternadas, intercaladas
com regioes totalmente escuras. Essa é a forma cléssica de interferéncia de onda.
As bandas brilhantes ocorriam onde os pontos altos da luz coincidiam, enquanto as
bandas escuras, onde os pontos baixos de uma onda de luz eram canceladas pelos
pontos baixos da outra onda de luz. Ver a Figura 79

Figura 78 — Thomas Young - Fisico, a experiéncia da dupla fenda com ondas de luz.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Young>

5.4 Uma experiéncia com ondas de um feixe eletronico

No caso da realizacado da experiéncia da dupla fenda com um feixe eletronico,
imaginemos uma tela opaca aos elétrons, e nela fazemos duas pequenas fendas.
Observando o passar do feixe de elétrons por uma destas fendas, com a outra fechada,
obtemos numa tela plana colocada atras da fenda uma certa figura de distribuicao
das intensidades; da mesma maneira obtemos outra figura semelhante a primeira
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Figura 79 — Experimento da Dupla Fenda - a luz visivel se difracta através de duas
fendas.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Experiencia_ da_ dupla_ fenda>

abrindo a segunda fenda e fechando a primeira.

Mas, observando a imagem que se faz dos elétrons passando pelas duas fendas
abertas ao mesmo tempo, baseando-nos nas ideias ordinarias, deveriamos observar
uma figura consistente onde houvesse a simples superposicao dos feixes complementa-
res. Ou seja, a soma natural dos dois feixes que se projetariam na tela, uma vez que
cada elétron particula material movendo-se em sua trajetoria fixa e bem delineada
passa pela fenda sem exercer influéncia alguma sobre os outros elétrons que passam
pela outra fenda.

O fendémeno da difragao eletronica mostra que na realidade obtemos uma figura de
difracdo que ocorre em virtude da interferéncia e nao se reduz de modo algum a
simples soma das figuras produzidas por cada uma das fendas separadamente. Isso
pode ser explicado simplesmente se for observado que em pontos mais distantes do
lado direito da figura as ondas provenientes da fenda direita chegam primeiro do que
as ondas da fenda esquerda, ocasionando um atraso no comprimento de onda original
(que estavam exatamente sobrepostos no ponto central entre as fendas) gerando uma
destruic¢ao ou construcao da luz.

Diferenca de Fase - Esta claro que é impossivel fazer coincidir este resultado com a
ideia de movimento dos elétrons por uma trajetoria. Pois a interferéncia que aparece
é devido a somatéria ora construtiva, ora destrutiva que indica diferencas de fase,
isto é, neste caso, se ha diferenca de fase, entao temos a natureza ondulatéria dos
elétrons que devem ser encarados, em analogia, como onda eletromagnética que se
propaga pelo espaco e nao como particula material com movimento balistico, isto é
disparada.

Mecanica Quantica x Mecanica Classica - A experiéncia da dupla fenda prova
inequivocamente a chamada mecanica quantica ou ondulatoria, que deve basear-se
em nogoes essencialmente diferentes da mecanica classica. Pois na quantica nao
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existe o conceito de trajetoria da particula. Esta circunstancia constitui o contetido
do chamado principio da incerteza, que é um dos fundamentais da mecanica quantica
e foi proposto em 1927 por Werner Heisenberg.

5.5 Uma experiéncia com elétrons

- Vamos ver agora o que acontece quando realizamos o mesmo experimento
de fenda dupla, mas agora com elétrons. Para isso, foi usado um canhao de elétrons.
Este pode ser um fio metalico de tungsténio (como o filamento de uma lampada)
que, quando aquecido, emite elétrons. Como nos dois experimentos descritos na aula
anterior, os elétrons incidem sobre uma parede que tem dois buracos e atingem um
anteparo no qual ha um detetor deslocavel. Um detetor para elétrons pode ser um
Contador Geiger ou um multiplicador de elétrons que, conectado a um alto-falante,
produz um ruido toda vez que for atingido por um elétron. A primeira coisa que
pode ser notado é que a chegada dos elétrons no detetor produz sons de "cliques"bem
definidos, vindos do alto-falante. Se interpretamos um som de "clique'como sendo a
chegada de um elétron no detetor, quase todas as observacoes levam a crer que os
elétrons se comportam como projéteis:

e a. Todos os "cliques'sao idénticos: nao existem "meios-cliques", por exemplo.
Portanto, os elétrons chegam em pacotes idénticos.

e b. Os "cliques"acontecem de forma aleatéria, ou seja, ouve-se algo como: cli-
que.... clique......... clique-clique.. clique..... clique-clique-clique...... ...... clique.
A analise desse padrao parece indicar que o instante de chegada de cada elétron
é imprevisivel.

e c¢. Nunca escutamos dois "cliques'simultaneamente, mesmo que coloquemos
varios detetores cobrindo totalmente o anteparo. Isso quer dizer que os elétrons
chegam um de cada vez.

e d. Se aumentarmos a temperatura do fio, teremos mais elétrons chegando ao
detetor por unidade de tempo. Assim como fizemos com projéteis, podemos
associar a taxa média de chegada dos elétrons a probabilidade de chegada,
para cada posicao x no anteparo.

As probabilidades P; e P, correspondem,respectivamente, as situagdes nas quais
apenas os buracos 1 ou 2 estao abertos. Ja a probabilidade P;5 corresponde a situacao
em que os dois buracos estao abertos simultanemente.

O que acontece entao quando computamos esta probabilidade? Bem, todos os
resultados descritos anteriormente parecem ser consistentes com o fato de o elétron
ser um projétil, como uma pequenissima bolinha de gude. Portanto, nada mais
razoavel do que esperar que observemos a mesma curva descrita na Figura 76. Alids,
toda a nossa intuicao classica nos leva a pensar no elétron como uma "bolinha". Pois
bem, este é o momento crucial em que nossa intuicao falha. A probabilidade P15 que
medimos para o elétron estd mostrada na Figura 80. Note que ela tem oscilagoes
que nao existiam no caso dos projéteis. De fato, elas lembram muito as oscilagoes
que observamos no caso das ondas e que interpretamos como interferéncia.
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Figura 80 — Esquema do experimento de fenda dupla com elétrons.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula02.pdf>

5.5.1 Interferéncia de ondas de elétrons

Mas como pode surgir um padrao de interferéncia de projéteis? Vimos, no caso
das ondas, que ha uma interferéncia entre as ondas que passam pelo buraco 1 e as
que passam pelo buraco 2. As ondas passam ao mesmo tempo pelos dois buracos.
Poderiam os elétrons que passam pelo buraco 1 estar interferindo de alguma forma
com os que passam pelo buraco 27 Sabemos que os elétrons sao particulas carregadas
negativamente e que, portanto, devem interagir entre si de acordo com a Lei de
Coulomb. A Lei de Coulomb é uma lei da fisica que descreve a interacao eletrostatica
entre particulas eletricamente carregadas. Foi formulada e publicada pela primeira
vez em 1783 pelo fisico francés Charles Augustin de Coulomb e foi essencial
para o desenvolvimento do estudo da Eletricidade.

Poderia o padrao complicado de interferéncia surgir por meio da interacdo cou-
lombiana ou, em outras palavras, a partir de um intrincado mecanismo de colisoes
entre os elétrons? Podemos testar experimentalmente esta hipdtese. Ja dissemos
que os elétrons chegam um de cada vez no anteparo. Mas talvez eles estejam sendo
emitidos com uma taxa muito alta, de modo que possamos ter varios elétrons "em
v60"ao mesmo tempo e, portanto, interferindo uns nas trajetorias dos outros. Mas se
reduzirmos bastante a temperatura do filamento, podemos diminuir cada vez mais a
taxa de emissao de elétrons, até o limite em que tivermos certeza de que ha apenas
um elétron viajando de cada vez desde o emissor até o anteparo. Dessa forma, nao ha
como ocorrer uma interacao entre eles. Se fizermos o experimento, a taxa de deteccao
dos elétrons no anteparo realmente diminui bastante. Os "cliques'se tornam cada vez
mais espacados.

Mas, depois de deixarmos o experimento funcionando por um longo tempo, vai
se formando, lentamente, o mesmo padrao de interferéncia que observamos anterior-
mente. Nada muda. Parece incrivel, mas os elétrons passam um de cada vez pelos
buracos e, ainda assim, interferem! E como se o elétron "interferisse com ele mesmo"!

Dizer que um elétron interfere com ele mesmo parece ser uma contradicao. Afi-
nal, a prépria palavra "interferéncia'sugere a atuacao de dois ou mais objetos no
processo. Quem primeiro propos esta expressao, propositalmente contraditéria, para
enfatizar a natureza nao-intuitiva da interferéncia quantica, foi o fisico inglés Paul
Dirac. Na ocasiao, ele se referia a experiéncia da fenda dupla realizada com fétons e
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as particulas de luz que ja foram mencionadas. Mas a mesma ideia vale para elétrons
também.

Na sua edicao de setembro de 2002, a revista Physics World elegeu o experimento
de fenda dupla com elétrons como o mais belo da histéria da Fisical Veja este artigo
em <http://physicsweb.org/articles/world/15/9/1>.

5.6 Experimento da Dupla-Fenda Virtual

Ha varios sites na Internet nos quais podemos explorar o experimento de
fenda dupla de forma "virtual". Aprender a interagir com um experimento virtual,
serda muito tutil para entender o fendmeno que estamos descrevendo.

O leitor poderda ver uma montagem do experimento de fenda dupla, por exem-
plo, como a reproduzida na Figura 81. Esta montagem consiste em uma fonte de
particulas, uma fenda dupla, uma lampada e um anteparo.

Figura 81 — Montagem experimental e painel de controle do experimento virtual de
interferéncia por uma fenda dupla.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula02.pdf>

5.6.1 A experiéncia com elétrons

Deve ser observado que os elétrons colidem um de cada vez com o anteparo. Mas,
gradualmente, surgira na tela o padrao de interferéncias!

Ora, mas se os elétrons sao pacotes idénticos e indivisiveis, poderiamos dizer que,
diferentemente das ondas, eles passam ou por um buraco ou pelo outro, e nao pelos
dois a0 mesmo tempo ?

Uma hipotese que pode ser testada:

Hipotese - Cada elétron passa ou pelo buraco 1 ou pelo buraco 2. Pela nossa intuicao
com particulas cldssicas, nada parece mais certo do que isso. Supondo que isto seja
correto, todos os elétrons que atingem o anteparo se dividem em dois grupos: aqueles
que passaram pelo buraco 1 e aqueles que passaram pelo buraco 2. Se isto for ver-
dade, a curva P15 deve ser obtida pela soma de duas curvas: Py, a distribuicdo de
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probabilidades computada, usando apenas os elétrons que passaram pelo buraco 1, e
P, usando apenas os elétrons que passaram pelo buraco 2. Serd que podemos fazer
este experimento?

Fazendo-se o experimento, o resultado esta reproduzido esquematicamente na Figura
81. O resultado experimental mostrara que Pio = Py + Ps.

Tudo parecera muito misterioso. Elétrons chegam em "pacotes'e, ainda assim, exibem
interferéncia tipica das ondas. Este é um dos mistérios fundamentais da mecanica
quantica: a dualidade onda-particula no contexto do féton. Como o fisico americano
Richard Feynman sugeriu -

Vamos deixzar de lado as tentativas de entender esse mistério. Tenha certeza de que
muitos fisicos famosos dedicaram boa parte de suas vidas tentando fazé-lo, sem
sucesso. Vamos apenas aceitd-lo e explord-lo um pouco mais. Ainda vamos descobrir
coisas muito interessantes em consequéncia dele!

A experiéncia de interferéncia de elétrons por uma fenda dupla foi realizada pela
primeira vez por Claus J6nsson (1930-). Ele é um fisico alemao que realizou em
1961, pela primeira vez, a versao do experimento da dupla fenda usando elétrons.

Figura 82 — Claus Jonsson - Em 1961, a primeira experiéncia de interferéncia de
elétrons por fenda dupla.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula02.pdf>

Mais recentemente, em 1991, Carnal e Mlynek realizaram a mesma experiéncia
com atomos em vez de elétrons. Sim, atomos, que sao milhares de vezes mais pesados
que os elétrons, e ainda assim sao particulas quanticas. Em 1999, Markus Arndt
(1965-), professor of Quantum Nanophysics, na Faculty of Physics, University of
Vienna e outros colaboradores, viram a interferéncia de fenda dupla com moléculas
de carbono C60, também chamadas de buckyballs. Estas moléculas, mostradas na
Figura 83, contém 60 atomos de carbono, dispostos como se formassem uma bola
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Figura 2.3: Uma molécula de C,, ou
buckyball, formada por 60 atomos de
carbono dispostos de forma idéntica
a uma bola de futebol.

Figura 83 — Molécula de carbono 60 - A interferéncia de fenda dupla com moléculas
de C60.

Fonte: <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod /cederj/aula02.pdf>

de futebol. Sdo centenas de milhares de vezes mais pesadas que um elétron. Entao,
qual o limite que separa o mundo classico do mundo quantico?.

Figura 84 — Markus Arndt - Em 1999, o fisico que verificou a interferéncia de fenda
dupla com moléculas de carbono C60.

Fonte: <https://de.wikipedia.org/wiki/Markus_ Arndt>

Se P15 = P; + P5, havera alguma outra maneira de obtermos P12 a partir de P1 e
P27 Surpreendentemente, a resposta é bastante simples. Basta usarmos a matematica
das ondas. Note que a curva P12 é muito parecida com a curva de intensidades 112
que obtivemos na Aula 1 para as ondas. Como no caso das ondas, a intensidade nao
é a quantidade fundamental, mas sim a funcao de onda. Lembre-se: para ondas na
superficie da dgua, a funcdo de onda mais conveniente era a da altura do nivel da
agua, que é considerada como uma variavel complexa, para facilitar a matematica.

O fisico francés Pierre de Broglie foi o primeiro a associar uma onda ao elé-
tron. Na ocasiao, essas ondas eram chamadas de "ondas de matéria". Segundo de
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Broglie, um elétron (ou qualquer particula microscopica) que se desloca com mo-
mento linear p tem associada a si uma onda com comprimento de onda A tal que:
A=nh/p (2.1), onde h = 6,63 x 10731 J.s é a constante de Planck. Vamos supor que
o elétron é descrito por uma fun¢do de onda complexa 1. Cada situacao corresponde
a uma funcdo de onda diferente. Na Figura 81, se apenas o buraco 1 estiver aberto,
teremos a funcao de onda 1)1; se apenas o buraco 2 estiver aberto, teremos a funcao
de onda 9; e se ambos os buracos, 1 e 2, estiverem abertos, teremos a func¢ao de
onda 5. Em analogia com as ondas, temos que 115 = 11 + 9. A partir dai, como
podemos obter as probabilidades relativas a 1, e 1?7 Podemos lembrar do caso das
ondas, onde a intensidade era proporcional ao quadrado da amplitude da onda, pois
algo analogo ocorre com o elétron, sendo que agora a probabilidade é proporcional ao
modulo quadrado da fungdo de onda. Como fizemos com as ondas na aula anterior,
ignoramos, por enquanto, o coeficiente de proporcionalidade e escrevemos:

P = |1 Py = [tha|® Pra = |31 + 2o/’

Diz-se que a fung¢do de onda de uma particula quantica é uma amplitude de probabi-

lidade.

Lembre-se: para calcular o médulo ao quadrado de um niimero complexo, multiplica-
) . . 2 2

se o nimero pelo seu complexo conjugado, ou seja, |1|” = 1. Note que | 1|” deve

ser um numero real e positivo. Afinal, toda probabilidade que se preza deve ser real

e positiva.

Como se vé, a matematica das ondas nos explica naturalmente o resultado en-
contrado no experimento, pois dela surge naturalmente o fenomeno de interferéncia
entre ondas. Mas entao, se a soma dos efeitos de cada uma das ondas oriundas
das fendas é diferente do efeito conjunto dos duas fendas abertos, a Hipotese A
esta incorreta! Nao é verdade que os elétrons passam por uma fenda ou pela outra
fenda. Mas como pode ser isto, se eles chegam em pacotes? Serd que eles fazem algo
complicado, como se dividir em dois, passar pelas fendas e depois se juntar novamente
em um s67 Somos tentados a imaginar qualquer coisa, por mais absurda que seja,
para salvar os conceitos classicos de particula e trajetoria, bastante consolidados
em nossa intuicao fisica. Esta nos parece tao afrontada que nao resistimos: temos
de fazer um outro experimento para testar a Hipotese A. Serd que nao é possivel
observar os elétrons e ver por onde eles passam?

Particulas microscopicas, como elétrons, tém um comportamento peculiar ao passar
por uma fenda dupla. Este comportamento ¢é diferente tanto de projéteis como de
ondas. Ele tem caracteristicas de ambos, o que designamos como dualidade onda-

particula. E necessario aprender também a usar a mateméatica das ondas para calcular
as probabilidades de encontrar o elétron em determinadas posigdes do espago.
5.7 Polarizacao de Fétons

Como em (RIEFFEL; POLAK, 2000), vamos exemplificar um experimento
simples para nos familiarizarmos com alguns fenémenos quéanticos e exemplificar

observacoes de fotons e medigoes realizadas por filtros de polarizacoes.

Os fotons sao as Unicas particulas que podemos observar diretamente. A seguinte
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experiéncia simples pode ser executada com o minimo de equipamento: uma fonte
de luz forte, como um apontador laser, e trés polaréides (filtros de polarizagio)
que podem ser conseguidos em qualquer loja de suprimentos de cameras. O experi-
mento demonstra alguns dos principios da mecéanica quantica através de fétons e sua

polarizacio (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004).

5.7.1 O experimento
(RIEFFEL; POLAK, 2000)

Um feixe de luz brilha em uma tela de projecao. Filtros A, B e C, onde A é polarizado
horizontalmente, B a 450 e C verticalmente.) e pode ser colocado de modo a cruzar
o feixe de luz. Primeiro, insira o filtro A. Supondo que a luz que entra é polarizada
aleatoriamente (produza fétons com polarizagao aleatéria), a intensidade da saida
terd metade da intensidade da luz recebida. Os fétons de saida agora estao todos
polarizados horizontalmente. O filtro A medird 50% de todos os fétons polarizados
horizontalmente. Estes fotons passarao pelo filtro A e seu estado serdo |—).

4y

fonte de luz S | —)

| ) |—)

A

Figura 85 — Polarizacao de fétons - Filtro A.
Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)

Um féton pode estar polarizado verticalmente (representado por (|1)), horizon-
talmente (representado por (|—)), ou numa superposigao destes estados, ou seja,
a|ty+p5|—=), com a, f € C. Assumindo que a luz gerada é aleatoriamente polarizada,
cerca de metade dos fétons emitidos serao polarizados horizontalmente por A e o
atravessam. Note que A deixa passar apenas os fotons com o =0e 5= 1.

Figura 86 — Polarizacao de fétons - Filtro A.

Fonte: An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicists - Eleanor Rieffel, FX Palo Alto
Labratory and Wolfgang Polak, Consultant, <arXiv:quant-ph/9809016v2>, Jan 19, 2000.

A funcao do filtro A nao pode ser explicada como uma "peneira'que s permite
que esses fétons passem que ja estao polarizados horizontalmente. Se fosse esse o
caso, poucos dos aleatoriamente fétons entrantes polarizados seriam polarizados
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horizontalmente, entao esperariamos muito maior atenuacao da luz a medida que
passa pelo filtro.

Em seguida, quando o filtro C é inserido, a intensidade da saida cai para zero.
Nenhum dos fétons polarizados horizontalmente podem passar pelo filtro vertical.
Os fétons polarizados horizontalmente nao passam pelo filtro vertical C. Um modelo
de peneira poderia explicar esse comportamento.

4y

fonte de luz | =) | —)

| # ) |—)

A C

Figura 87 — Polarizacao de fétons inicial em A - Filtro A.

Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)

Figura 88 — Polarizacao de fétons - Filtros A e C.

Fonte: An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicists - Eleanor Rieffel, FX Palo Alto
Labratory and Wolfgang Polak, Consultant, <arXiv:quant-ph/9809016v2>, Jan 19, 2000.

Porém, se adicionarmos B entre A e C, observaremos que 1/8 dos f6tons emitidos
pela fonte atravessam C (veja a Figura 90). Apés o filtro B ser inserido entre A e C,
uma pequena quantidade de luz serd visivel na tela (C), exatamente um oitavo da
quantidade original de luz.

Aqui nés temos um efeito nao intuitivo. A experiéncia classica sugere que adicionar
um filtro deveria somente ser capaz de diminuir o nimero de fétons passando. Como
isso pode aumentar?

5.7.2 A explicacao

O estado de polarizagao de um féton pode ser modelado por um vetor unitario apon-
tando na direcao apropriada. Qualquer polarizacio arbitraria pode ser expressa como
combinagao linear « |1) + f|—) dos dois vetores base |—) (polarizagdo horizontal) e
|1} (polarizagao vertical).
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Pewerewn I ESRINGE
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Figura 89 — Polarizacao de fotons - Filtros A, B e C.

Fonte: An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicists - Eleanor Rieffel, FX Palo Alto
Labratory and Wolfgang Polak, Consultant, <arXiv:quant-ph/9809016v2>, Jan. 19, 2000.

Figura 90 — Polarizacao de fétons - Filtros A, B e C.

Fonte: An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicists - Eleanor Rieffel, FX Palo Alto
Labratory and Wolfgang Polak, Consultant, <arXiv:quant-ph/9809016v2>, Jan. 19, 2000.

Como estamos interessados apenas na diregdo da polarizagao (a nogdo de "mag-

nitude'ndo ¢é significativa), o vetor de estado serd um vetor unitdrio, ou seja,
2 2 L .

la|” + 5] = 1. Em geral, a polarizagdo de um féton pode ser expressa como

a|[1) + B |—), onde v e B sdo niimeros complexos tal que |af” + |3]> = 1. Note que a

escolha da base para esta representagao é completamente arbitraria: quaisquer dois

vetores unitarios ortogonais servirao (por exemplo, {|\) , |/)} ou{].”) . \)})-

O postulado de medicao da mecanica quantica afirma que qualquer dispositivo
que mede sistema 2-dimensional tem uma base ortonormal associada em relacao ao
qual a medi¢ao de um estado quantico ocorre. A medi¢ao de um estado transforma o
estado em um dos vetores de base associados ao dispositivo de medi¢ao. A probabili-
dade de que o estado seja medido como o vetor de base |u) é o quadrado da norma
da amplitude do componente do estado original, na diregao do vetor de base |u). Por
exemplo, dado um dispositivo para medir a polarizacao de fétons com base associada
{|1),]=)}, o estado ¢ = a 1) + 8 |—) é medido como |1) com probabilidade |a|* e
como |—) com probabilidade |3]* (veja a Figura 91). Nota que diferentes dispositivos
de medicao tém diferentes bases associadas e medi¢oes usando esses dispositivos tera
resultados diferentes. Como as medi¢oes sao sempre feitas com respeito a uma base
ortonormal, durante todo o restante deste livro, todas as bases serao assumidas ser
ortonormal.

Além disso, a medi¢cdo do estado quantico mudara o estado para o resultado da
medicao. Isto é, se a medi¢ao de ¢ = «|1) + f|—) resultar em |1), entdo o estado ¢
muda para |1) e uma segunda medi¢ao com relagdo a mesma base retornard |1) com
probabilidade 1. Assim, a menos que o estado original tenha sido um dos vetores
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base, a medi¢do mudara esse estado, e nao é possivel determinar o que o original
estado era.

\

Figura 91 — Um medicao - E uma projegao sobre a base, onde a = a e b = [5.

Fonte: An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicists - Eleanor Rieffel, FX Palo Alto
Labratory and Wolfgang Polak, Consultant, <arXiv:quant-ph/9809016v2>, Jan 19, 2000.

A mecénica quantica explica esse fenomeno do seguinte modo. Em A, ocorre uma me-
digao do féton, de acordo com o observavel Oy = { £, E»}, onde E; e E; sdo gerados,
respectivamente, por |1) e por |—=), ele estard no estado |1) com probabilidade |«|?
e no estado |—) com probabilidade |3 |2. Apenas estes tltimos, projetados sobre
E,, atravessam A.

Em C ocorre uma medi¢ao de acordo com o mesmo observavel O, porém ape-
nas os fétons projetados sobre F; pela medicao atravessam o polardide. Se B nao
estiver entre A e C, todos os fétons chegando a C sao da forma 0[1) + 1|—) e
portanto nao é possivel que nenhum deles o atravesse.

Entretanto, caso B seja interposto entre A e C, ele realizard uma medi¢ao de
, ’ ’ ’ / ~ .
acordo com o observavel O = {El, EQ}, onde E, e £, sao gerados respectivamente

por | /) e por |\), onde
L) = (1) + 1)) e [N = (1) — =),

Com isso, metade dos fétons polarizados horizontalmente que atingem B é projetada
sobre F; e o atravessa, enquanto a outra metade é projetada sobre £, e é absorvida
ou refletida.

Agora os fétons que chegam a C nao terafo maisa=0e =1, esima=(§ = \/Li

Desta forma, metade deles serd projetada sobre Ej e atravessara C e a outra metade
é absorvida ou refletida. Assim, cerca de 1/8 do total de fétons emitidos pela fonte
atravessa A, B e C, como observado experimentalmente.

Em outras palavras, como em (RIEFFEL; POLAK, 2000)

A mecanica quantica pode explicar o experimento de polarizacao da seguinte forma:
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uma polardide mede o estado quantico dos fétons em relagdo a base que consiste
no vetor correspondendo a sua polarizacao, junto com um vetor ortogonal a sua
polarizagao. Os fétons que, depois de medidos pelo filtro, coincidirem com a po-
larizagao do filtro sao liberados. Os outros sao refletidos e tem uma polarizagao
perpendicular a do filtro. Por exemplo, o filtro A mede a polarizacao de fétons com
relagdo a base vetor |—), correspondente a sua polarizagao. Os fétons que passam
pelo filtro A todos tem polarizagao |—). Aqueles que sao refletidos pelo filtro, todos
tém polarizagao |1).

Assumindo que a fonte de luz produza f6tons com polarizagao aleatoéria, o filtro A
medird 50% de todos os fotons polarizados horizontalmente. Estes fotons passarao
pelo filtro A e seu estado serdo |—). O filtro C medira esses fétons em relagdo a
[1). Mas o estado |—) = 0]1) + 1|—) serd projetado em |1) com probabilidade 0 e
nenhum os fétons passarao pelo filtro C.

Finalmente, o filtro B mede o estado quantico em respeito a base:
{ &I +1—=0), (11 = =)}

a qual escrevenos comos.

{1170, 1N}

Note que:

=) =1 =D et =Z1+IN)

Aqueles fotons que sao medidos como | ) passam através do filtro. Fétons passando
através do filtro A com |—) serdo medidos pelo filtro B como | ) com probabilidade
% e assim 50% dos fotons passando através de A, passardo através de B e estard no
estado | ).

Como anteriormente, esses fotons serdao medidos pelo filtro C' |1) com probabilidade
%. Assim, somente % do fotons originais conseguem passar através dos filtros A, Be C.

A polarizagao de fétons sera utilizada na construcao de protocolos quanticos para
criptografia, como mostrado no capitulo 12.

5.8 Principios da Incerteza e da Complementaridade

O principio da incerteza consiste num enunciado da mecanica quantica for-
mulado em 1927 por Werner Heisenberg. Tal principio estabelece um limite na
precisao com que certos pares de propriedades de uma dada particula fisica, conheci-
das como varidveis complementares (tais como posi¢do e momento linear), podem
ser conhecidos. Em seu artigo de 1927, Heisenberg propoe que em nivel quantico
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quanto menor for a incerteza na medida da posicao de uma particula, maior sera a
incerteza de seu momento linear (quantidade de movimento medido de uma particula)
e vice-versa (HEISENBERG, 1927b).

O principio da incerteza ¢ um dos aspectos mais conhecidos da fisica do sé-
culo XX e é comumente apresentado como um exemplo claro de como a mecanica
quéntica se diferencia das premissas elementares das teorias fisicas classicas (HEISEN-
BERG, 1927a). Isso porque na mecénica classica quando conhecemos as condigoes
iniciais conseguimos com precisao determinar o movimento e a posi¢ao dos corpos
de forma simultanea. Ainda que o principio da incerteza tenha sua validade restrita
ao nivel subatdémico, ao inserir valores como indeterminagao e probabilidade no
campo do experimento empirico, tal principio constitui uma transformacao epistemo-
légica fundamental para a ciéncia do século XX. Gaston Bachelard (1884-1962)
¢ um filésofo francés, suas obras referem-se as questoes ligadas a epistemologia e
a filosofia da ciéncia. Grande parte da obra bachelariana é marcada pelo contexto
da revolucao cientifica promovida no inicio do século XX (1905) pela Teoria da
Relatividade, formulada por Albert Einstein <https://farofafilosofica.com/2018/
03/11/gaston-bachelard-10-livros-para-download-em-pdf/>.

O principio da complementaridade foi enunciado por Niels Bohr em 1928
e assevera que: a natureza da matéria e radiacao é dual e os aspectos on-
dulatério e corpuscular nao sao contraditorios, mas complementares. Dai
vem o nome do principio.

Isto significa que a natureza corpuscular (particula) e ondulatéria sao ambas de-
tectaveis separadamente e surgem de acordo com o tipo de experiéncia. Assim,
textbfna experiéncia da dupla-fenda a natureza evidenciada da luz é ondulatoéria,
a0 passo que na experiéncia do efeito fotoelétrico, a natureza que ressalta
é a corpuscular (particula), como demonstrou Einstein. Argumentos similares
valem também para a matéria. Assim, o principio da complementaridade atesta a
ambiguidade e natureza dupla da matéria e energia.

5.9 Bibliografia e Fonte de Consulta

Experimento da dupla-fenda de Young, realizado com elétrons,
<http://www.if.ufrgs.br /historia/young.html>, acessado em 16/10,/2017.

Experiéncias com projéteis e ondas - <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/
cederj/aula0l.pdf>. Descrever experiéncias de interferéncia por uma fenda dupla
com projéteis e ondas.

Experiéncias com elétrons - <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/ceder;j/
aula02.pdf>. Descrever uma experiéncia de interferéncia por uma fenda dupla com
particulas quanticas.

O Principio da Complementaridade e o papel do observador na mecanica quan-
tica - <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod /cederj/aula03.pdf>. Descrever a
experiéncia de interferéncia por uma fenda dupla com elétrons, na qual a trajetéria
destes é observada por particulas de luz (f6tons).

Fungao de onda e Equagao de Schrodinger - <https://www.fing.edu.uy /if/cursos/


https://farofafilosofica.com/2018/03/11/gaston-bachelard-10-livros-para-download-em-pdf/
https://farofafilosofica.com/2018/03/11/gaston-bachelard-10-livros-para-download-em-pdf/
http://www.if.ufrgs.br/historia/young.html
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula01.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula01.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula02.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula02.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula03.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula04.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula04.pdf
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fismod/cederj/aula04.pdf>. Introduzir a fungdo de onda e a Equagao de Schrodinger.

Operadores momento e energia e o Principio da Incerteza - <https://www.fing.
edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula05.pdf>. Definir os operadores quanticos do
momento linear e da energia e enunciar o Principio da Incerteza de Heisenberg.

Momento linear (quantidade de movimento) - Helerbrock, Rafael. "O que é momento
linear?"; Brasil Escola. Disponivel em <https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/
fisica/o-que-e-momento-linear.htm>. Acesso em 24 de abril de 2019.

5.10 Referéncias e Leitura Recomendada

José Leite Lopes, A estrutura quantica da matéria - do dtomo pré-socrdatico as parti-
culas elementares, UFRJ, Editora/Academia Brasileira de Ciéncias/ERCA-Editora e
Grafica limitada - Rio de Janeiro

Heisenberg, W. (1927), "Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen
Kinematik und Mechanik", Zeitschrift fiir Physik (in German), 43 (3-4): 172-198,
Bibcode:1927ZPhy...43..172H, doi:10.1007/BF01397280.. Annotated pre-publication
proof sheet of Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik
und Mechanik, March 21, 1927.

"The uncertainty principle", in. Standford Encyclopedia of philosophy. Disponi-
vel em: https://plato.stanford.edu/entries/qt-uncertainty /

BACHELARD, G. in L’expérience de l’espace dans la physique contemporaine.
Paris, Felix Alcan, 1997.

O caso estacionario em uma dimensao - <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/
cederj/aula06.pdf>. Aplicar o formalismo quéntico no caso de o potencial ser inde-
pendente do tempo.

A particula livre - <https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula07.pdf>.
Estudar o movimento de uma particula quantica livre, ou seja, aquela que nao sofre
a agao de nenhuma forca.

O degrau de potencial. Caso I: energia menor que o degrau - <https://www.fing.edu.
uy/if /cursos/fismod /cederj/aula08.pdf>. Aplicar o formalismo quéntico ao caso de
uma particula quantica que incide sobre um potencial V(x) que tem a forma de um
degrau, ou seja, tem um valor 0 para z < 0 e um valor V, > 0 para x > 0. Vamos
considerar inicialmente o caso em que a energia da particula é menor que a altura
do degrau.

O degrau de potencial. Caso II: energia maior que o degrau - <https://www.fing.
edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula09.pdf>. Aplicar o formalismo quéntico ao caso
de uma particula quéntica que incide sobre o degrau de potencial, definido na Aula
8. Vamos considerar agora o caso em que a energia da particula é maior que a altura
do degrau.

Exercicios - <https://www.fing.edu.uy/if /cursos/fismod/cederj/aulal0.pdf>. Apli-
car o formalismo quantico estudado neste modulo a resolucao de um conjunto de


https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula04.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula04.pdf
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https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula05.pdf
https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/fisica/o-que-e-momento-linear.htm
https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/fisica/o-que-e-momento-linear.htm
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula06.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula06.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula07.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula08.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula08.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula09.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula09.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula10.pdf
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exercicios.

A barreira de potencial: casos E < Vy e £ > V. <https://www.fing.edu.uy/
if /cursos/fismod /cederj/aulall.pdf>. Aplicar o formalismo quantico ao caso de uma
particula que incide sobre uma barreira de potencial, em que a energia potencial tem
um valor 0 para x < 0 e para z > a, e um valor Vy > 0 para 0 < z < a.

S. Gerlich, S. Eibenberger, M. Tomandl, S. Nimmrichter, Klaus Hornberger, Paul J.
Fagan, Jens Tiixen, Marcel Mayor, Markus Arndt - Quantum interference of large
organic molecules, - Nature communications, 2011.


https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula11.pdf
https://www.fing.edu.uy/if/cursos/fismod/cederj/aula11.pdf
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CAPITULO

A Base Matematica Algébrica

NEste capitulo, as formulacoes matematicas sdo os formalismos matematicos que

permitam uma descricao rigorosa da mecanica quantica. Estas, por sua vez, se
distinguem do formalismo matemético da mecanica classica, pelo uso de estruturas
matematicas abstratas, tais como os Espacos de Hilbert de dimensao infinita e
operadores sobre estes espacos.

Muitas destas estruturas sao retiradas da Andlise Funcional, uma area de pesquisa
dentro Matematica que foi influenciada, em parte, pelas necessidades da mecanica
quantica. Em resumo, os valores fisicos observaveis, tais como energia e momento ja
nao eram considerados como valores de fungoes em um FEspaco de Fase - a represen-
tagao das varidaveis dinamicas relevantes de um sistema; uma trajetoria no espaco
de fase representa a evolugao temporal do sistema, através da evolugao temporal
de suas variaveis relevantes. O Espacgo de Fase é uma ferramenta til na compre-
ensao do comportamento dos sistemas - mas como autovalores, mais precisamente:
como valores espectrais de operadores lineares nos Espagos de Hilbert como em

(AMARAL, 2006).

6.1 Analise Funcional

A Andlise Funcional é o ramo da matematica, e mais especificamente da
Anélise Matematica, que trata do estudo de espacos de fungoes. Tem suas raizes
histéricas no estudo das transformacoes, tais como a Transformada de Fourier, e no
estudo de equacoes diferenciais e equagoes integrais.

A palavra funcional remonta ao Cdlculo das Variagoes, implicando uma funcgao
cujo argumento é uma funcd. Em matemética, em especial na Algebra linear e
Andlise Matemdtica, define-se como um funcional, toda funcao cujo dominio é um
espaco vetorial e a imagem é um corpo de escalares. Intuitivamente, pode-se dizer
que um funcional é uma "funcao de uma funcao”.

Definig¢ao (O que é um Funcional)

Em matemadtica, define-se como um funcional, toda fun¢ao cujo dominio é um
espaco vetorial e a imagem é o corpo de escalares que define o mesmo espago.
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Intuitivamente, pode-se dizer que um funcional é uma "funcao de uma funcgao".

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K, entdo um funcional é qualquer
funcao V — K. O conjunto V, o dominio, ¢ uma classe de fungoes. O conjunto de
nimeros reais associados com as fungdes em V é chamado de conjunto imagem do
funcional. Como este espago vetorial V (dominio de um funcional) geralmente é de
fungoes, ha outra defini¢ao especifica para este caso:

Um funcional ® é uma regra de correspondéncia que associa a cada funcao f
em uma certa classe Yum tinico niimero real.

Exemplo (Funcional de R? — R)

Considere R? sobre o corpo dos ntimeros reais, onde cada vetor pode ser deno-
tado por x = (7, 22) . Eis alguns exemplos de funcionais:

l1<X> =1

h(x) =

L(x) = [Ix[| = v/2f + 23

l4<X> =Xy =TW -+ T2Ya2,

onde y = (41, 42) é um vetor dado.

Um funcional é dito funcional linear se for linear, ou seja, se a e 3 sdo escala-
res:

l(az + fy) = a.l(z) + B.1(y)

O Cdlculo das Variagoes resolve o problema mateméatico que consiste em buscar
maximos e minimos (ou, mais geralmente, extremos relativos) de fungdes continuas
definidas sobre algum espaco funcional. Constitue uma generalizagao do Cdlculo
ordinario de maximos e minimos de fungoes reais de uma variavel. Ao contrario deste,
o Cdlculo das Variagoes lida com os funcionais (fungoes de fungoes), enquanto o
calculo ordinario trata de funcoes.

Funcionais podem, por exemplo, ser formados por integrais envolvendo uma funcao
incégnita e suas derivadas. O interesse esta em fungoes extremas - aquelas que fazem
o funcional atingir um valor maximo ou minimo - ou de fungoes fizas - aquelas onde
a taxa de variacao do funcional é precisamente zero.

Um grande impulso para o avan¢o da Andlise Funcional durante o século XX
foi a modelagem da mecanica quantica em Espagos de Hilbert, devida a John
von Neumann.

O leitor pode ler sobre John von Neumann (matemético, 16gico e ciéncia da
compputacao) e David Hilbert (matematico, idealizador do que se chama forma-
lismo), nos capitulos referentes a eles no volume I (Dos Primérdios da Matemética
aos Sistemas Formais), nesta mesma série. Para entendimento destas éreas da Mate-
mética, as disciplinas de Célculos (I, II, III, IV) como s@o ensinadas em cursos de
graduagdo, sao muito bem-vindas. Mas, como ressaltadas no Capitulo I do Volume I
desta série, fazem parte da base matematica para se estudar os sistemas continuos,
nao considerados nos volumes I e II, os quais tratam da matemdtica dos sistemas
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discretos.

Talvez a melhor contribuicao para a Matemaética tenha sido os Espacos de Hilbert.
Esses sao uma generalizacao do conceito de espago euclidiano, mas que nao precisam
estar restrito a um ntmero finito de dimensdes. E um espaco vetorial dotado de
produto interno, ou seja, com nogoes de distancia e angulos. Os Espagos de Hil-
bert permitem que, de certa maneira, nogoes intuitivas sejam aplicadas em espacos
funcionais (de fungoes). Os Espagos de Hilbert sdo de importancia crucial para a
mecanica quantica.

Algebra abstrata é a sub-drea da matemética que estuda as estruturas algébri-
cas como grupos, anéis, corpos, espagos vetoriais e algebras em geral. O termo
abstrata é utilizado para diferenciar essa area da algebra elementar estudada no
ensino fundamental, na qual sdo abordadas regras para manipular (somar, multiplicar,
...) expressoes algébricas em que aparecem variaveis e nimeros reais ou complexos.
A algebra abstrata é estudada em Matematica, mas também é utilizada na Fisica e
Ciéncia da Computacao.

6.2 Teoria dos Grupos algébricos

Em Matematica (Algebra), teoria dos grupos é o ramo que estuda as estrutu-
ras algébricas chamadas de grupos. De outra forma - "Teoria dos grupos é o ramo
da matemaética que responde a questao: O que é simetria?"

O conceito de grupo ¢é fundamental para a algebra abstrata: outras bem conhecidas
estruturas algébricas, como os anéis, corpos, e espagos vetoriais.

A teoria de Galois, que é a origem histoérica do conceito de grupo, procura des-
crever as simetrias das equacoes satisfeitas pelas solugdes de uma equagao polinomial.

Grupos abelianos (comutativos) estdo presentes em varias estruturas estudadas
em algebra abstrata, como anéis, corpos, e médulos.

Grupos sao usados na Mateméatica e nas ciéncias em geral para capturar a si-
metria interna de uma estrutura na forma de automorfismos de grupo. Uma simetria
interna estda normalmente associada com alguma propriedade invariante, e o con-
junto de transformagoes que preserva este invariante, juntamente com a operagao de
composicao de transformacoes, forma um grupo chamado um grupo de simetria.

Na topologia algébrica, grupos sao usados para descrever os invariantes de espagos
topoldgicos. Eles sao chamados de "invariantes'porque nao mudam se o espaco é
submetido a uma transformacao. Exemplos incluem o grupo fundamental, grupo de
homologias e o grupo de cohomologias.

Os grupos algébricos lineares e os grupos de Lie sdo dois ramos da teoria
dos grupos que experimentaram enormes avangos e por isso sao estudados como
sub-matérias de maior importancia.

O conceito de grupo de Lie (em homenagem ao matemético Sophus Lie) é im-
portante no estudo de equagoes diferenciais em variedades; ele combina andlise e
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teoria de grupos e é portanto a ferramenta certa para descrever as simetrias das
estruturas analiticas. Analise neste e outros grupos é chamada de anélise harménica.
A andlise harmonica é o ramo da matematica que estuda a representacao de funcoes
ou sinais como a sobreposicao de ondas base. Ela investiga e generaliza as nog¢oes
das séries de Fourier e da transformacao de Fourier. As ondas bésicas sao chamadas
de harmonicas, e este ramo da matematica logo passou a ser conhecido pelo nome de
"andlise harmonica'. Nos dois séculos passados (XIX e XX), tornou-se um tema vasto,
com aplicagOes em &areas tao diversas como o processamento de sinais, mecanica
quantica, e ciéncia neuronal.

Na analise combinatdria, a no¢ao de grupo de permutacao e o conceito de agao de
um grupo sao frequentemente utilizados para simplificar a contagem de um conjunto
de objetos.

A compreensao da teoria de grupos é fundamental na Fisica, onde é utilizada
para descrever as simetrias que as leis da Fisica devem obedecer. O interesse da
Fisica na representacao de grupos é grande, especialmente em grupos de Lie, pois
suas representagoes podem apontar o caminho para "possiveis'teorias fisicas. Em
Quimica, grupos sao utilizados para classificar estruturas cristalinas e a simetrias
das moléculas.

Uma das mais importantes realizagoes matematicas do século XX foi o esforco
colaborativo, que ocupou mais de 10.000 paginas de periédicos na maior parte
publicados entre 1960 e 1980, e que culminou na completa classificacao dos grupos
finitos, utilizados em curvas elipticas aplicadas a seguranca computacional em algo-
ritmos de criptografia.

Definicao (O que é um grupo)

Seja G' um conjunto e considere x uma operacao binaria definida sobre G. O par
ordenado (G, *) é um grupo, se sao satisfeitas as seguintes propriedades:

(Associatividade) - Quaisquer elementos a,b,c pertencentes a G, tal que (a*xb)xc =
ax(bxc)e(axb)xc=ax(bxc).

(Existéncia do elemento neutro) - Existe um elemento e em G tal que e * a =
axe=aeexa=axe=a, para todo a pertencente a G.

(Existéncia do elemento simétrico) - Para qualquer elemento a em G, existe
outro elemento a’ em G, tal que, ax o’ = a’ x a = e , onde e é o elemento neutro

previamente mencionado.

E possivel denominar por grupo um conjunto G, desde que a operacio em questo
esteja evidente. Veja a Figura 92.

Defini¢ao (Ordem em um grupo)
A ordem de um grupo (G,*), onde G é finito, é o ntimero de elementos do conjunto G.

Exemplos (Grupos)

e O menor grupo é formado por um tnico elemento.
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6.3

N Simbolo da Elemento Simétrico de um
Operagao . Elemento
operagao neutro elemento
Adicéo + 0 (Zero) a -a (Oposto de a)
o a! (Inverso de
Multiplicagao . 1 (Um) a )
a
Composigao de o i(X)=x a(x) 3'1(x) (Fungao
fungées (identidade) inversa de a(x))

Figura 92 — Denominagoes em determinados grupos.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_ (matematica)>

O conjunto {1,-1} é um grupo relativamente & multiplicacao usual.

O conjunto de todas as bijecgdes do conjunto {1,2,...,n} em si préprio é
um grupo se, se considerar como operagao binaria a composicao. Este grupo
representa-se por S,. Ver abaixo um detalhamento deste exemplo.

Um exemplo de grupo de ordem finita é o grupo Klein, G = {e, a, b, c},
onde e é o elemento neutro, todo elemento é seu préprio inverso, e as demais
operagoes sao definidas de forma que se x, y e z sdo trés elementos distintos,
entao T x Yy =z e T x Yy = 2.

O conjunto (Z,, + ) formado pelos nimeros entre 0 e n-1, em que a soma é
feita mddulo n, é um grupo. Por exemplo, em (Z42,+), temos que 20 + 30 =
50 mod 42 = 8.

O grupo de simetrias de um poligono regular de n lados, chamado D,, ou grupo
diedral. Ver abaixo um detalhamento deste exemplo.

O conjunto M, (R) das matrizes quadradas de ordem 7, ndo forma um grupo sob
a multiplicacdo de matrizes, uma vez que a matriz nula, por exemplo, nao admite
um inverso. No entanto, o subconjunto GL,(R) = {M € M, (R) : det(M) # 0}
¢ um grupo sob a multiplicagao.

O conjunto das matrizes da forma:

1 b
0 c
0 1

onde a, b e ¢ sao nimero reais, forma grupo com a multiplicagdo usual de
matrizes. Esse é o chamado Grupo de Heisenberg.

O~

Grupo e Simetrias

Grupos das Simetrias de um quadrado - Quando construimos poligonos regu-

lares,

podemos ordenar os seus vértices para formar uma espécie de referéncia. Seja

um poligono regular de ordem n. Ao considerarmos apenas as diversas configuragoes
que nao alteram o formato do poligono - modificando, portanto, somente as posi¢oes
de seus vértices - temos o conjunto diedral de ordem n (representado por D). A
seguir, as possiveis configuragoes de um quadrado na Figura 93:


https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_(matem�tica)
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L1 L

(manté-lo como esta) | rq (rotagdo de 90° a direita) | r, (rotagdo de 180° a direita) r; (rotagdo de 270° a direita)
i, (Reflexdo Vertical) fi (Reflexdo Honzontal fa ( Reﬂexao Diagonal) f. (Reflexdo Contra-Diagonal)

As possiveis configuragdes (ou movimentos) obtidas a partir de rotagdes ou reflexées de um quadrado € denominado D,.

Figura 93 — Simetrias de um quadrado.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_ (matematica)>

Estabelecendo a operacao * sobre este conjunto, definida por: a,b € D,,a*x b = c,
onde ¢ é a configuracao obtida apds executar o movimento a e em seguida o movi-
mento b.

A partir da operacio entre quaisquer elementos de Dy, é possivel verificar que
o resultado também é um elemento de Dy. Por exemplo, r x 1 = n, f, * f, = id.
Como D, se trata de um conjunto finito, é perfeitamente possivel construir uma
tabela (Tabela de Cayley) conforme a Tabela 94, com os resultados da operagao
entre quaisquer dois de seus elementos.

Tabua de Cayley de Dy

c id ry ra ra fV fh fd 'l:

id id 4 ] ra fv | T fq | fc
rq rq ro K id ff. fd [\." fh

rp ] I id rq fn f\; [C fCl

rs I id 4 s fd fC fh fv

f\,- f\.- fd fn fC id > I I3

o hf | h |t

fd fd fn fC f\.- s I id >

fe | fc

-
=
—n

d fl‘l | Iy Is s id

Os elementos id, rq, I> & r; formam um

subgrupo de Dy, colorido em vermelho. Em
verde e amarelo, classes laterais esquerda
e direita desse subgrupo, respectivamente.

Figura 94 — Tabela de Cayley das simetrias de um quadrado.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_ (matematica)>

Com o auxilio desta tabela, verificamos as seguintes propriedades de D4 em relagao
a Operacgao *:

e Para quaisquer elementos a, b e ¢ de Dy, (a*b) *x c = a* (bx*c).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_(matem�tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_(matem�tica)
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e [Existe um elemento e que, operado a qualquer outro elemento y, resulta em y
ouseja: de € Dy:Vy € Dy,exy=y*xe=1y.

e Para todo elemento = € D, portando a ordem) resultam no elemento e do item
anterior, ou seja: Vo € Dy, da’ iz x 2’ = 2" x 2 = e.

Claramente, o elemento e em questao é id, pois ao opera-lo a qualquer elemento,
o mesmo nao tem sua configuracao alterada. A terceira propriedade é verificada
nas linhas e colunas da tabela dos possiveis resultados da operacao * em relagao
aos elementos de D;. Em cada linha e cada coluna, verificamos que o elemento id
aparece uma unica vez. Portanto, para qualquer elemento z, existe outro elemento
z' que, operado ao primeiro, resulta em id.

Propriedades Imediatas

1. A identidade de um grupo é tnica.

2. Um elemento de um grupo G possui apenas um inverso.

3. Em um grupo temos (zy)~' = y~tz~1

6.4 Teoria dos Anéis algébricos

Em Matematica, a teoria de anéis é o estudo das estruturas algébricas com
duas operagoes binarias, por exemplo, uma adi¢do '+’ e uma multiplicacao ’’, e que
possuem propriedades similares as dos niimeros inteiros.

O estudo de anéis originou-se da teoria de anéis de polinémios e da teoria de
inteiros algébricos. Richard Dedekind foi quem introduziu o conceito de anel e
também introduziu o conceito de ideal, baseado na noc¢ao de anel, por volta de 1879.
O termo anel (Zahlring) foi criado por David Hilbert no artigo Die Theorie der
algebraischen Zahlkorper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereiningung,
Vol. 4, 1897. A primeira definicdo axiomatica de anéis foi dada por Adolf Fraenkel
em um ensaio no Journal fir die reine und angewandte Mathematik (A. L. Crelle),
vol. 145, 1914. Em 1921, Emmy Noether criou a primeira base axiomatica da
teoria de anéis comutativos em seu monumental trabalho Ideal Theory in Rings.

Definigao (Anel)
Dado um conjunto A e duas operacoes binarias, dizemos que a estrutura algébrica
(A, +,.) forma um anel se:
1. Operagao de adigao (+) é associativa e comutativa.
Existe um elemento neutro na adigao, chamado de 0.
Existe um elemento inverso para a adicao, escrito como —zx.

A operagao de multiplicacao (.) é associativa.

A

A operacao de multiplicagao se distribui sobre a adicao:
a.(b+c)=ab+ac, Va, b, ceS (distributividade).
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Um anel que também possua um elemento neutro com relagdo a multiplicagao é
chamado de anel com unidade. Alguns autores incluem este axioma na definicao de
anel.

Um anel é chamado anel sem divisores de zero se:

Va,be A a-b=0,entao a =0 ou b =0.

Note que a estrutura (A, +) forma um grupo abeliano (grupo comutativo).

Exemplo: (Anel com divisor de zero)

O conjunto de matrizes reais 222, juntamente com as operacoes de adicao e multipli-
cacao de matrizes usuais, fornece um exemplo de anel com divisor de zero:

Neste anel de matrizes reais 222, a unidade 1 é representada pela matriz, e o
elemento 0 ¢é representada pela matriz nula, como seguem:

0
1

0 0
Zer00:<0 0)

Divisor de zero: seja a = ( 10 ) eb= (
).

O =

Unidade 1 = (

o O
)

),entéo a.b = (8 8>,mas

6.5 John von Neumann e a Teoria de Algebra de Operadores

0 0

nem a ou b sao iguais a zero (matrizes nulas

O texto aqui é parte do trabalho em (EXEL, 1996), que baseado na "Obra
e o Legado de John vou Neumann', organizou em 1995, na USP, um evento em
homenagem ao génio de John von Neumann. Um operador pode ser definido,
informalmente, como sendo uma regra que transforma uma funcao em outra, no
contexto da area da Matematica chamada de Analise Funcional. A teoria algébrica
dos operadores é extensa, mas aqui e colocado o que a introduz, no sentido de
justificar seu uso, aplicado a teoria quantica por John von Neumann.

Respondendo a um questionario elaborado pela National Academy of Sciences dos
EUA, John von Neumann considerou seu trabalho em teoria de operadores como
uma de suas trés contribuigoes cientificas mais importantes. Este trabalho, iniciado
no final da década de 20, tem origem no seu interesse em obter uma formalizagao
matematicamente precisa para diversas teorias emergentes na época, dentre as quais
se destaca a mecanica quantica.

No que veio a constituir aproximadamente um tergo de sua extensa lista de publica-
coes, John von Neumann desenvolveu sua teoria de operadores nos espacgos
de Hilbert, criando assim, nao apenas uma nova teoria matematica, que comporta
aplicagoes a teoria de representacoes de grupos infinitos, mas uma nova forma de
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pensamento, que permite modelar a logica da mecanica quantica e que, com os
avancos subsequentes, proporcionou uma abrangente unificagdo de diversos campos
da matematica. As portas abertas pelo seu trabalho continuam a provocar desenvol-
vimentos cruciais na fronteira da matematica dos dias de hoje.

Von Neumann rapidamente reconheceu que o estudo de operadores em espa-
cos de Hilbert requeria um ponto de vista mais amplo, no qual varios operadores
deveriam ser estudados em conjunto, e que as relagoes algébricas entre esses me-
receriam, talvez, mais atencao que o estudo das caracteristicas que cada operador
apresentava isoladamente. Entretanto, ndo se deve ignorar a importancia de seu
trabalho no estudo de single operator theory, sendo von Neumann um dos criadores
do importantissimo teorema espectral para operadores ilimitados.

Em 1929, no artigo Zur Algebra der Funktionaloperatoren und Theorie der nor-
malen Operatoren,John von Neumann iniciou seu estudo da teoria dos anéis
de operadores, que hoje em dia, muito propriamente, sio chamados de Algebras de
von Neumann. O conceito formal de anel, que surgiu pela primeira vez em 1921 com
Emmy Noether, em artigo no Mathematische Annalen, foi imediatamente reconhe-
cido como uma criagao de fundamental importancia na formula¢ao da matematica
moderna e, com von Neumann, ganhou alguns de seus mais importantes exemplos.

As teorias axiomaticas em Matematica muitas vezes permitem que se obtenha,
de forma relativamente simples, uma classificacdo completa dos objetos de estudo, a
exemplo da teoria dos espacos vetoriais: um espago vetorial fica inteiramente deter-
minado, uma vez que sua dimensao seja conhecida. Por outro lado, outras teorias
tratam de objetos tao gerais, que uma classificacdo completa é reconhecidamente
impossivel. Sao raras as vezes em que um sistema de axiomas define um conjunto de
objetos matematicos que sejam sofisticados e gerais o suficiente para fazer, de seu
estudo, um frutifero desafio intelectual, ao mesmo tempo que demarquem um terreno
definido o suficiente para suscitar a possibilidade de classificacao de todos os seus
modelos possiveis. A teoria dos grupos de Lie vem a mente como um exemplo
significativo. A andlise cuidadosa da conexao misteriosa entre as ciéncias naturais e a
Matematica é, frequentemente, o melhor meio para que o intelecto humano possa vir
a formular tais teorias. A teoria das algebras de von Neumann é um exemplo
importante deste método de criacao intelectual, sendo a mecanica quantica seu
ponto de conexao com o universo fisico.

Uma algebra de Von Neumann, tecnicamente falando, é uma colecao M de
operadores limitados no espago de Hilbert, aqui denotado por H, que, em pri-
meiro lugar, forma uma subélgebra da algebra L£(H) de todos os operadores limitados
em H. Em segundo lugar, requer-se que seja auto-adjunta, ou seja, que contenha o
adjunto de cada um dos seus elementos e, finalmente, que seja fechada na topologia
forte, isto é, na topologia da convergéncia pontual de operadores.

De fundamental importancia para os estagios iniciais do desenvolvimento da teoria
das algebras de von Neumann, é a série de quatro artigos intitulados On Rings
of Operators (1936: 116-229; 1937: 208-248; 1940:96-161; 1943:716-808), em trés dos
quais von Neumann contou com a importante contribuicao de F. J. Murray.

Ja foi dito que a motivacdo de von Neumann, no seu estudo de operadores, foi
entre outras, a tentativa de estabelecimento de uma base formal para a mecanica
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quantica. Entretanto, os observaveis fisicos sao frequentemente ilimitados, o que
faz com que os operadores ilimitados sejam objeto de grande interesse. Por outro
lado, a teoria de algebras de Von Neumann trata de operadores limitados, ja
que, em caso contrario, as propriedades algébricas tornam-se de dificil compreensao.
Por exemplo, dados operadores ilimitados 77 é Ty nao é, de forma alguma 6bvia,
como obter a soma T) + T5. O problema que se coloca é que os dominios de T}
e Ty podem ter interseccao vazia. Entretanto, em Fisica quantica, manipulagoes
formais com operadores ilimitados sao rotineiramente executadas, e a utilidade destes
calculos é inegavel. Murray e von Neumann obtiveram um sucesso importante
no sentido de atribuir significado matematico para calculos com operadores ilimitados.

Defini¢ao: (Operador Limitado)

Um operador 4 : D(A) C H — H ¢é chamado de limitado quando existe k €
R,k > 0, tal que para todo f € D(A), temos que ||Af| < k||f||. A norma do
operador A é o niimero que se indica por ||A]|, e definido por:

Al = sup {f € D(A) | £ # 0,131,

Um operador A é chamado de ilimitado quando néo é limitado (AMARAL, 2006).

6.6 Teoria de anéis de polindmios

O anel de polindomios com coefientes em um anel qualquer e qualquer nimero
de indeterminadas (sdo as incognitas x, y, ...) é a generalizacdo dos anéis em Ryz],
dos polindmios com coeficientes reais p(x) = a9 + @z + ... + a,z™.

De forma genérica, para definir-se o anel dos polinomios precisa-se:

e um anel A dos coeficientes,

e um conjunto S das indeterminadas.

As indeterminadas aqui tem um significado puramente abstrato, nao sendo exigido
que S tenha nenhuma estrutura. Assim, é conveniente que S seja um conjunto de
simbolos, e (para evitar ambiguidades) que seja disjunto de A.

Um polinémio com coeficientes em A e indeterminadas em S pode ser:

e O polinémio nulo, denominado 0 (exceto quando haja necessidade de fazer
alguma diferenca entre este polindmio e o elemento neutro de A; neste caso,
podem-se usar indices para marcar a diferenga entre eles: 04 e 04[5])

e Os mono6mios, que sdo representados pela justaposi¢ao de um elemento (nao-
nulo) de A seguido de um ntmero finito de elementos de S (podendo ser
nenhum) elevados a uma poténcia inteira positiva. Por exemplo, se 2 € A e
S = {z,y}, entdo 2, 22" e 22%y> sdo mondmios. Aqui é importante notar que
os produtos de poténcias de S comutam, por exemplo, 222y3 = 2y3z2. Quando
a poténcia for 1, representa-se o0 monémio sem este valor: 2z%y! = 222y.
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e Uma soma de dois ou mais monoémios (mas sempre uma quantidade finita), em
que a parte indeterminada de todas parcelas sao diferentes. Novamente, esta
soma é comutativa, de forma que duas somas que diferem por uma permutagao
das parcelas sao iguais. O anel de polindémios é este conjunto A[S] com duas
operagoes de soma de polindomios e produto de polinémios, definidas de forma
que: o polindémio nulo é elemento neutro aditivo, A[S] é um anel, o produto de
mondmios se comporta como se as indeterminadas comutassem entre si, e que
o produto de ™ com z™ seja z"T™.

Anéis de Polinomios consistem basicamente em traduzir férmulas de uma légica em
polinémios com coeficientes num corpo finito (ou corpo de Galois), e realizar dedu-
¢oes através de operagoes sobre esses polindomios. Através da introdugao de varidveis
ocultas, podem ser definidos anéis de polinomios para légicas nao-caracterizaveis por
matrizes finitas, como é o caso da ldgica paraconsistente mbC' e a logica modal S5

(CARNIELLI, 2010).

6.7 Polinomios de Hermite

Os polindmios de Hermite tem uma grande importancia na mecanica
quéntica, mecanica que trabalha com fendmenos microscépicos. E usada a equagéo
de Schrodinger independente do tempo, para a aplicacdo de tal modelo. De acordo
com Schrodinger mesmo que uma particula se mova em uma trajetoria definida ela
estara distribuida no espago como uma onda. Neste sentido, uma onda na mecanica
quantica equivaleria ao conceito de trajetoria na mecanica classica e seria representada
por uma func¢ao de onda (z). Nao precisando entrar em todos os detalhes destes
polinémios, o leitor pode ver uma explicagao detalhada em (GOUVEIA, 2014).

6.8 Corpos Algébricos

A Teoria dos Corpos é um ramo da algebra abstrata que estuda as proprieda-
des de estruturas algébricas chamadas corpos. Um corpo é uma estrutura algébrica
em que a adi¢do, a subtragao, a multiplicagdo e a divisdo sdo bem-definidas.

Os corpos sao importantes objetos de estudo na Algebra, visto que constituem
uma generalizagao 1til de muitos sistemas de niimeros, como os nimeros racionais
Q, os nimeros reais R e os nimeros complexos C. Em particular, as regras usuais de
associatividade, e comutatividade e distributividade valem numa estrutura alébrica
de corpo.

Histéria (Corpos Algébricos)

O conceito de corpo foi usado implicitamente por Niels Henrik Abel ¢ Eva-
riste Galois em seus trabalhos sobre resolucao de raizes de equagoes.

Em 1871, Richard Dedekind deu o nome de corpo a um conjunto de nimeros reais
ou complexos que sao fechados para as quatro operagoes aritméticas.

Em 1881, Leopold Kronecker definiu aquilo a que chamou "dominio de racio-
nalidade", e que hoje é geralmente conhecido como "corpo de polinémios".
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Em 1893, Heinrich Weber deu a primeira definicao clara de um corpo abstrato.

Em 1910, Ernst Steinitz publicou o influente artigo Algebraische Theorie der
Kérper (alemao: Teoria Algébrica dos Corpos). Neste artigo ele estuda axiomatica-
mente as propriedades dos corpos algébricos e define conceitos importantes da teoria
dos corpos, como corpo primo, corpo perfeito e o grau de transcendéncia de uma
extensao de corpo.

Galois é reconhecido como o primeiro matematico a unificar a teoria dos grupos
e a teoria dos corpos, originando a designacao teoria de Galois. No entanto, foi
Emil Artin, quem primeiro desenvolveu a relagao entre grupos e corpos de forma
mais desenvolvida 1928-1942.

A teoria dos corpos é um ramo da algebra abstrata que estuda as propriedades
dos corpos. Um corpo é uma estrutura algébrica em que a adi¢ado, a subtracao, a
multiplicacao e a divisdo sao bem-definidas. Os corpos sao importantes objetos de
estudo na &lgebra, visto constituirem uma generalizagao 1til de muitos sistemas de
nimeros, como 0s nimeros racionais, os nimeros reais e os nimeros complexos. Em
particular, as regras usuais de associatividade, e comutatividade e distributividade
valem nestes conjuntos numéricos.

O estudo de corpos numéricos algébricos e, mais geralmente, das extensoes al-
gébricas do corpo dos ntimeros racionais, é o tema central da teoria algébrica dos
nUMEeros.

Um corpo numérico algébrico (ou, simplesmente, corpo numérico) é uma exten-
sao de corpo de grau finito do corpo dos nimeros racionais.

Definig¢ao (O que é um Corpo algébrico)

Um corpo K é um anel comutativo (K, 4+, A) de tal forma que:

e 1 €K, com1#0;
e Vi eK, k#0, Ik €K, tal que kAL~ = 1.

non

Se K é um corpo, entao K* := K — 0 com a operacaoo "-"é um grupo abeliano
(comutativo).

Exemplos:
e Os numeros complexos C e seus subcorpos, entre os quais, o corpo dos niimeros
racionais Q.
e O corpo dos niimeros algébricos.
e O corpo dos nimeros reais R.

® 75, € o menor corpo finito, formado pelos niimeros 1 e 0, em que 1+ 1 = 0.
Este conjunto com as operagoes de adigao e multiplicacao satisfaz todos os
axiomas de um anel, é comutativo e tem unidade (elemento neutro). Além
disso, como em qualquer anel com unidade, 1 é o elemento inverso de 1.
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e 7Z,, onde p ¢ um numero primo ¢ um corpo finito com elementos:
Z,=1{0,1,2,...,p—1}.

e O menor e mais basico corpo numérico infinito é o corpo Q dos nimeros racio-
nais. Muitas propriedades dos corpos numéricos gerais, tais como a fatoracao
Unica, sao modeladas com base nas propriedades de Q.

Contra-exemplo: Z,, quando n nao é um nimero primo, ndo é um corpo, pois
tem divisores de zero.

6.9 Conceituando um Espaco matematico

Um espaco matemdtico é uma estrutura algébrica similar a de um conjunto, porém
dotada de alguma estrutura matemaéatica adicional.

6.10 Conceituando um Espaco Métrico

Definida uma métrica, podemos agora explicar o que vem a ser um espa¢o
métrico. Um conjunto em que ha uma métrica definida recebe o nome de espaco
métrico.

Em Matematica, um espago métrico é um conjunto onde as distancias entre quaisquer
de seus elementos é definida. Estas distancias sao dadas pela métrica definida no
conjunto.

O espaco métrico mais familiar é o espaco euclidiano. A métrica euclidiana de-
fine a distancia entre dois pontos como o comprimento do segmento de reta que
os conecta. Na verdade, a métrica ¢ uma generalizacao das quatro propriedades
conhecidas da distancia euclidiana.

Existem outros espacos métricos, por exemplo na geometria eliptica. Mesmo no
espaco euclidiano, podemos adotar uma medida diferente de distancia, como a
métrica de Manhattan, como mostrado na Figura 95:

Na Figura 95, a Métrica de Manhattan, pode ser vista com a linha em vermelho,
com a linha em amarelo, e com a linha em azul. Sao todas caminhos que tem o
comprimento mais curto entre os pontos de inicio e fim dos caminhos. Na geometria

euclidiana, a linha verde tem o comprimento 6v/2 ~ 8.496v/2 ~ 8.49, e é o tinico
caminho mais curto.

A partir dai, podemos definir propriedades topoldgicas como conjuntos abertos e
conjuntos fechados, que levam ao estudo de espacos topologicos mais abstratos.

Definigao (Espagos Métricos)

Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma funcao d :
X x X — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(z,y) >0 Vez,ye X ed(z,y) =0z =1y;
2. d(z,y) =d(y, o) Va,y€X;
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Vi

Vi

v

Figura 95 — Métrica de Manhattan versus Distancia Euclidiana.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Taxicab_ geometry>

3. d(z,2) < d(z,y)+d(y,z) Vz,y,z € X,
(essa propriedade é conhecida como desigualdade triangular).

Entao o par (X, d) é chamado um espago métrico.

Ignorando o rigor matemaéatico, para qualquer sistema de estradas e terrenos a
distancia entre duas localidades pode ser definida como o comprimento da rota mais
curta que liga esses locais. Para ser uma métrica, ndo deve haver estradas de mao
unica. A desigualdade triangular expressa o fato de que os desvios nao sao atalhos.

6.11 O conceito de Espaco Vetorial

Um dos conceitos basicos em Algebra Linear é o espaco vetorial. A nocao
comum de vetores como objetos com tamanho, direcao e sentido, juntamente com
as operacgoes de adicao de vetores e multiplicagao de vetores por ntimeros reais,
formam a ideia basica de um espacgo vetorial. Deste ponto de partida entao, para
definirmos um espaco vetorial, precisamos de um conjunto, uma operagao de adi¢ao de
elementos deste conjunto, e uma operagao de multiplicagio de escalares (por exemplo,
nimeros reais) por elementos deste conjunto. Polindmios de grau menor ou igual a n
(n € N) formam um espago vetorial, por exemplo; assim como os grupos de matrizes
m X n e o espaco de todas as fun¢oes de um conjunto no conjunto R dos niimeros reais.

Na geometria euclidiana e na mecanica cléssica, o espaco euclidiano tridimensi-
onal é um espacgo vetorial definido como o conjunto de posi¢oes que possa ser descrito
atribuindo-se a cada posic¢ao trés coordenadas, respeitadas duas condigoes: (a) vali-
dade do teorema de Pitdgoras, e (b) respeito a norma euclidiana.

Um espaco vetorial é usado para representar um universo de vetores.
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Nao é necessario que os vetores tenham interpretacdo geométrica, mas podem
ser quaisquer objetos que satisfacam os axiomas seguintes.

Defini¢ao (Espago Vetorial)

Um espago vetorial S, com um conjunto H sobre IC, é uma dlgebra
S = (H7+J_1 707K7+f7 xf70717')

tal que (H,+,7',0) é um grupo comutativo, K = (K, +, X;,0,1) é um corpo, e
. K xH — H é uma multiplicagdo escalar satisfazendo os seguintes axiomas para
quaisquer a, b € K e quaisquer ¢,y € H:

o a.(p+vY)=ad+arpe(a+rb)dp=0a¢p+0by
o (a.(b.9)=(axsb).o
e lL.o=2¢

Feita esta definicao, a partir de agora nao faremos mais distin¢ao entre os operadores
+, +7 e X5 , exceto quando necessario. Além disso, escreveremos (¢ — 1) no lugar

de (¢ +971).

6.12 Norma matematica

Em matematica, uma norma consiste em uma funcao que a cada vetor de um espagco
vetorial associa um ntmero real nao-negativo. O conceito de norma esta intuitiva-
mente relacionado a nocao geométrica de comprimento.

Defini¢ao (Norma)

Dado um espaco vetorial X sobre um corpo K dos niimeros reais ou complexos, uma

fungdo || - || : X — R* é chamada de norma se, para quaisquer z,y € X e todo
a e K

e ||z|]| = 0= 2z = 0. Se esta condigao nao for atendida, a fun¢do serd no maximo
uma seminorma.

o llaz]l =l af |z

o ||z +yl <|lz|| + ||yl (¢ a chamada desigualdade triangular).

Definigao (Espago Vetorial Normado)

Se o espaco vetorial X tem uma norma, ele passa a ser chamado de espaco ve-
torial normado, e denotado por (X, || - ).
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6.13 Métrica e topologia induzida

Toda norma induz, de forma natural, uma métrica d em X, cujos valores sao
dados por:

d(z,y) = [l = yl|

Em Matematica, uma métrica ¢ um conceito que generaliza a no¢ao geométrica de
distancia.

O conceito de norma também induz o que vem a ser uma topologia T que sera
definida a posteriori.

6.14 Conceituando um Espaco Topolégico

No campo da Matematica, a forma candnica refere-se de forma geral a forma
normal e classica de representar uma dada relagao.

Por exemplo, no espaco euclidiano R®, o produto interno candénico de vetores
u = (uy, up, uz) € v = (vy, v2, v3) é definido assim:

(u | v) = ur.vy + ug. v + uz.v3 = Zpi = Z (u;.v;) (6.1)

Outro exemplo é pensar em espagos vetoriais, utilizando a base canonica de geracao
de vetores, como no caso do espaco vetorial euclidiano R?, cuja base canonica { b, by}
¢ dada pelos vetores by = (z,y) = (1,0) e by = (z,y) = (0,1)

A todo espagco métrico esta associado, de forma candnica, um espago topoldgico.
Esse espaco topoldgico pode ser definido de varias maneiras equivalentes. Adotaremos
a definicao seguinte:

Espacos topologicos sao estruturas que permitem a formalizacao de conceitos tais
como convergéncia, conexidade e continuidade. Eles aparecem em praticamente todos
os ramos da matematica moderna e sao, hoje, uma noc¢ao unificadora central. O ramo

da Matematica que estuda os espacos topoldgicos é denominado Topologia. E ensinada
como uma disciplina de graduacao a alunos dos cursos de bacharelado em Matemaética.

Definigao (Espago Topoldgico)

Uma topologia em um conjunto X é uma colecdo 7 de partes de X, chamados
os conjuntos abertos da topologia 7, com a s seguintes propriedades:

1. X e
2. Se Ay, Ay € T, entao A1 N Ag € T;

3. Dada uma familia arbitraria (Ay)rer, com Ay € 7,V € Ltem-se (U, Ax) €
T.
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Um espago topoldgico é um par (X, 7), onde X é um conjunto e 7 é uma topologia
em X.

Exemplos de Topologias

e Se X é um conjunto, a topologia 7 = P(X), onde P(X) é o conjunto das partes
de X é denominada a topologia discreta sobre X.

e Se X é um conjunto, a topologia 7 = {&, X} é denominada a topologia
grosseira sobre X.

e Um espago métrico (X, d) tem uma estrutura natural de espago topoldgico
para 7 definido como o conjunto das unides de bolas abertas B(z,0) tal que
B(z,0) ={y e X :d(z,y) < }.

e Nada impede que, a um conjunto X, esteja associada a mais de uma topologia,
por exemplo, 71 e 75. Quando todo conjunto aberto de 7; for um aberto de 7o,
diz-se que a topologia 71 € mais grossa que Ty, ou, analogamente, que 7, € mais
fina que 7. Como o préprio nome indica, a topologia “grosseira” é mais grossa
que qualquer outra, e a topologia discreta é mais fina que qualquer outra.

6.15 Produto interno

Em matematica, chamamos de produto interno em um espaco vetorial, uma
funcao de dois vetores que satisfaz determinados axiomas. O produto escalar, comu-
mente usado na geometria euclidiana, ¢ um caso especial de produto interno.

Também em matematica, o produto vetorial, ¢ uma operacao binaria sobre ve-
tores em um espago vetorial. Seu resultado difere do produto interno (que tem como
resultado um escalar, um nimero) por ser também um vetor, ao invés de um escalar
(niimero). Seu principal uso baseia-se no fato que o resultado de um produto vetorial
¢é sempre perpendicular a ambos os vetores originais.

Definicao - (Produto Interno)

Seja X um espago vetorial sobre um corpo (R ou C). Um produto interno so-
bre X é uma fungao (. | .) : X x X — K que associa a cada par ordenado de vetores
z,y € X um escalar (z | y) chamado o produto interno de x por y, de modo que
sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer z,y,z € X, \ € K:

Ae+y)lz)=A]2)+A{y]2)

o (z]z)>0

(z|z)y=0=>2=0

(z|y)={(y|z)
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o (@[ AMy+2)=A{z[y) +A{z]2)

6.16 Norma a partir de um produto interno

Seja X um espaco vetorial munido de um produto interno (. | .). A partir de
(.].) construiremos uma funcao ||..|| : X — R, pondo |[z|| = (< z,z >)"/2,Vz € X.

A seguir, um importante resultado referente a funcao construida acima:
Teorema (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz) (CBS)

<z y > <zl yll, Vo, y € X

A fungdo ||..|| : X — R acima construida, a partir do produto interno (. |.) é
uma norma em X . Neste caso, dizemos que a norma ||..|| provém do produto interno
Exemplo

A) A norma euclidiana |..| : C — R (fungao médulo) dada por | a |= \/af + a3,
Va, a=a +i.a3 € C, provém do produto interno (.. | ..) dado por
<CL1 -+ ZGQ | bl -+ ’ng) = (Ll.bl -+ G;Q.bQ Va= ap + Z‘.GQ, b= bl + Zbg eC

6.17 Espacos completos
Em Matemaética, uma sucessao ou sequéncia de Cauchy ou sequéncia de Cauchy
¢ uma sucessao tal que a distancia entre os termos vai se aproximando de zero.

Deve o seu nome ao matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
Intuitivamente é uma sequéncia onde seus termos vao ficando cada vez mais proximos.

Definigao - (Sucessao de Cauchy para nimeros reais)

Uma sequéncia (z,), n € N é chamada de sequéncia de Cauchy, se para qual-
quer namero positivo €, 3n € N, ny, tal que se n, m sdao maiores do que ngy, a
distancia entre z, e z,, é menor do que €.

Em linguagem simbolica temos:

Ve>0,3ng € N:n,m > ng, |z, — x| <e

Nos reais R, uma sequéncia é convergente se, e somente se, for de Cauchy: esta
propriedade é chamada de completude e torna os nimeros reais R um espago completo.

Definigao - (Espagos métricos)
Estendendo a defini¢ao para espacgos métricos quaisquer, temos:

Se M é um espago métrico e d : M x M — R sua métrica, dizemos que (z,)ney C M
diz-se que:
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Figura 96 — Augustin Cauchy - Matematico francés que se destacou no estudo das
sequéncias e séries numéricas no século XVIII.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_ Cauchy>

Ve>03dng €N | n,m>ng= d(z,,z,) <e€

Em espacos normados, esta defini¢ao se escreve como:

Ve>03dngeN | n,m>ng=| 2, — 2, |<ce

Exemplos (Sequéncia de Cauchy)

() nen+ em R, dada por z, = 1/n, Vn € N.

De fato, dado € > 0, pela propriedade arquimediana, podemos encontrar ng, tal que

1/ng < €, entdo se n, m > ng, sem perda de generalidade, podemos supor que n > m,
assim, teremos 0 < 1/n < 1/m < 1/ny. De onde concluimos que:

|1/n—1/m|<|1/ng—0|=1/ng <e
e portanto (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Definicao - Convergéncia e espaco completo
Qualquer sucessao convergente (no sentido usual) é de Cauchy, no entanto existem
espacos contendo sucessoes de Cauchy nao convergentes. Por exemplo, a sucessao
(1/n) é de Cauchy, mas nao ¢ convergente no intervalo (0,1) (embora o seja em

R). Um espago onde todas as sucessoes de Cauchy sao convergentes chama-se um
espaco completo.
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Dado E um espago métrico qualquer, é possivel construir uma extensao de F que
é um espago métrico completo. Esta extensao é tnica (no sentido categorial), ou
seja, dadas duas completudes de E elas sao isométricas.

Um espago métrico é completo quando todas as sequéncias de Cauchy conver-
gem para um limite que pertence ao espago.

Exemplos - (Espagos Completos)
O conjuntos dos nimeros reais R com a métrica usual d(z, y) =| z — y | é completo.

Qualquer subconjunto fechado de R é completo.
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CAPITULO

Espacos de Hilbert

POr volta de 300 a.C., o matemético grego Euclides estabeleceu as leis do que veio

a ser chamado "Geometria Euclidiana', que é o estudo das relagdes entre angulos
e distancias num espaco de dimensao finita. Um espago euclidiano é um espaco
vetorial real (em R) de dimensao finita munido de um produto interno.

e; = (1,0,...,0),
e; = (0,1,...,0),

e, = (0,0,...,1).

Figura 97 — O espago vetorial R"” vem com uma base padrao (base candnica).

Um vetor arbitrario em R"™ pode entao ser escrito na formas:

z=(e|z)=20_ €.

R™ é o exemplo perfeito de um espaco vetorial real n, n-dimensional. Todo espaco
vetorial real n-dimensional V ¢ isomérfico a R". Entretanto, esse isomorfismo nao é
canonico. Uma escolha de isomorfismo ¢é equivalente a uma escolha da base para V
(olhando a imagem da base padrdo para R™ em V). A razao para se trabalhar com
espagos vetoriais arbitrarios em vez de R" é que, geralmente, é preferivel trabalhar de
uma maneira independente de coordenadas (isto é, sem escolher uma base preferida).

7.1 Espacos de Hilbert

Definicao - Na matematica, um espago de Hilbert é uma generalizacao do
espaco euclidiano que nao precisa estar restrita a um numero finito de dimensdes.

E um espaco vetorial dotado de produto interno, ou seja, com nocoes de distancia e
angulos. Esse espaco obedece uma relacao de completude, que garante que os limites
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existem quando esperados, o que permite e facilita diversas defini¢coes da Analise.

Os espacos de Hilbert permitem que, de certa maneira, noc¢oes intuitivas sejam
aplicadas em espacos funcionais. Por exemplo, com eles podemos generalizar os
conceitos de séries de Fourier em termos de polindomios ortogonais. Os espacos de
Hilbert sao de importancia crucial para a mecanica quantica.

Figura 98 — David Hilbert - Criacao dos espacos que levam seu nome, durante seus
trabalhos em andlise sobre equagoes integrais.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/David_ Hilbert>

Espacos de Hilbert foram criados por David Hilbert, que os estudou no contexto
de equagoes integrais. John von Neumann criou a nomenclatura "der abstrakte
Hilbertsche Raum'em seu famoso trabalho em operadores Hermitianos nao limitados
publicado em 1929. Talvez, John Von Neumann seja o matematico que melhor
reconheceu a importancia desse trabalho original.

Os elementos de espaco de Hilbert abstrato sao chamados vetores. Em aplica-
¢Oes, eles sao tipicamente sequéncias de niimeros complexos ou func¢oes. Na mecanica
quantica, por exemplo, um sistema fisico é descrito por um espago de Hilbert
complexo que contém os vetores de estado, que contém todas as informacoes do
sistema com suas complexidades.

Os espacos de Hilbert fornecem o formalismo apropriado para o estudo de conceitos
da mecanica quantica e, portanto, da computagdo quantica. Neste capitulo definimos
espacos de Hilbert, estabelecemos nossas notagoes e listamos algumas propriedades
importantes.

7.2 Base Canoénica

Definicao (Base Canonica)

Na matemaética, a base candnica de um espago vetorial (uma algebra vetorial) ou de
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outras estruturas algébricas semelhantes é a base mais primitiva (base geradora) e
intuitiva para a estrutura.

Por exemplo:

e No R? a base candnica é dada pelo conjunto {(1,0), (0,1)}.

e Analogamente, no R", a base canonica é formada pelos vetores que tem 1 em
uma coordenada e 0 nas demais (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 1990).

e De modo ainda mais genérico, no espago vetorial " para um corpo K qualquer,
a base canonica é o conjunto de n vetores v;, em que cada vetor v; tem a j-ésima
coordenada igual a d;;, sendo 6 a funcdo delta de Kronecker. Na matematica,
o § de Kronecker, assim chamado em honra a Leopold Kronecker (1823-
1891), é a notagao 0;; definida por:

5. — 1 se 1=y
910 se i#]

Figura 99 — Leopold Kronecker - Uma das suas frases mais famosas é: Deus criou os
inteiros; todo o resto é trabalho do homem.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker>

Note-se que, a rigor, o 0 de Kronecker nao é uma funcao, pois ele pode
ser usado com qualquer simbolo matematico. Seu uso mais comum é como
fungdo de dominio Z x Z mas pode ter outras restri¢des de dominios ou outros
conjuntos mais gerais.

Leopold Kronecker foi um matematico alemao. Kronecker estudou em
Berlim e obteve o grau de doutor em 1845, com uma tese sobre Teoria dos
Nuimeros. Suas principais contribuigoes para a matemética foram no campo da
algebra e continuidade de fungdes.
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e Na dlgebra K[z] dos polindmios com coeficientes no corpo K, a base canénica
¢ o conjunto enumerével {1, z,z?, ...}.

e Se um corpo FE é uma extensao finita simples do corpo F' a partir do elemento
a (ou seja, £ = Fla] ), a base candnica de E (como espago vetorial de F') é o
conjunto de n elementos {1, a,a?,...a" 1}, em que n é o grau de o em F.

7.3 Espaco vetorial com produto interno
Definig¢ao (Produto interno)

Um espaco com produto interno complexo H é um espaco vetorial com um con-
junto H sobre o corpo dos nimeros complexos, munido de um produto interno
(.].):H xH — C satisfazendo os seguintes axiomas. Para quaisquer ¢, ¢'; 1 € H
e quaisquer a, b € C:

o (V[o)=(o]v)
o (Y |) >0, com (Y | ) =0 se, e somente se, 1 = 0.

o (|agp+bd)=al|o)+b(Y]d)

7.4 Espaco vetorial, Produto interno e Norma
Defini¢ao (Norma)

Sejam S um espaco vetorial com produto interno complexo C e ¢, € S. A norma
de ¢ é definida por ||¢|| := /(¢ | ¢). A distancia entre os vetores ¢ e ¢ é dada por
dist(p, 1)) := [|¢ — ]|

Se tivermos H = C" e o produto interno definido como

(21, s 0) | (Y1, s Yn)) = Dty & i, entdo falamos sobre o espaco vetorial com

produto interno complexo n-dimensional.

Considere um espago com produto interno complexo H. Para quaisquer vetores ¢,
Y € H e qualquer ¢ € C, valem as seguintes propriedades:

a) (o | ) = c" (o] )
b) [lell = ¢ [ ¢l

(a)

(b)

e (@) (6 | ¥)] < Il 1Y (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
(
(

d) ||¢ + | < |9l + ||¢]] (desigualdade triangular)

o (e) lo+ >+ llo—v|* =28 + 2|[¢||* (lei do paralelogramo)

A demonstragao destas propriedades estao no Apendice A em (CARDONHA; SILVA;
FERNANDES, 2004).
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7.5 Definicoes do Espaco de Hilbert
Definig¢ao 1 (Espago de Hilbert)

Um espago de Hilbert ¢ um espago vetorial com produto interno que também
¢ um espac¢o de Banach com a norma canénica definida pelo produto interno:

z]] = /(2 | ).
Definigao 2 (Espago de Hilbert)

Um espaco de Hilbert H é um espago vetorial normado, dotado de produto in-
terno ( , ), tal que H é completo quando munido com a métrica d(u,v) = [|Ju — v|| =

V/{u—v | u—wv), onde ||..|| ¢ a norma que provém do produto interno { . | .).

Os elementos de um espaco de Hilbert abstrato sdo chamados vetores. Em aplica-
¢oes, esses espagos sao tipicamente sequéncias de fungoes.

Exemplos

(a) O espago C, munido do produto interno (a; + i.ag, by + i.be) = a1.by + ag.bs,
onde 7 = y/—1, é um espaco de Hilbert.

(b) O espago £2, munido do produto interno ((z,) | (yn)) = Yooy %i-Fi, ¢ um espago
de Hilbert.

Defini¢ao (Sequéncia infinita em H convergente)
Dada uma sequéncia infinita ¢q, ¢o,...,¢, € H, onde H é um espaco com pro-
duto interno complexo, dizemos que ela converge para ¢ € H se, para qualquer € > 0,

existir um nimero N (e) tal que ||¢; — @|| < ¢, para todo i > N ().

Além disso, tal sequéncia infinita é chamada de sequéncia de Cauchy se, para qual-
quer € > 0, existir um nimero M (e€) tal que ||¢; — ¢;|| < € para quaisquer 7,5 > M (e).

Se toda sequéncia de Cauchy em H converge, dizemos que H é completo.
Definigao 3 (Espago de Hilbert)

Um espacgo de Hilbert é um espaco vetorial H sobre o corpo dos complexos C
e dotado de um produto interno, tal que dados os vetores u, v € H — (u.v) € C. H

é dito ser um Espaco de Hilbert, se for completo em relagao a métrica d definida
por esse produto interno:

d(u,v) = |lu—v|| = \/{u—v,u—v), onde u, v € H.
Definigao 4 (Espago de Hilbert)

Um espaco de Hilbert é um espago completo com produto interno complexo C.
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Espaco de Banach

Em matematica, um espaco de Banach é um espago vetorial normado com-
pleto. Deve seu nome ao matemético a Stefan Banach (1892-1945), um matematico
polonés. Sua principal contribui¢ao foi a moderna Andlise Funcional (espagos de
fungoes).

Figura 100 — Stefan Banach - o criador da moderna Analise Funcional, que trata do
estudo de espacos de fungoes.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Stefan Banach>

Um grande impulso para o avango da andlise funcional durante o século XX foi a
modelagem, devida a John von Neumann (1903-1957), da mecénica quéantica
em espacos de Hilbert.

A Andlise Funcional é o ramo da matematica, e mais especificamente da andlise
matemdtica, que trata do estudo de espacos de fungoes. Tem suas raizes histéricas
no estudo de transformacoes, tais como a Transformada de Fourier, e no estudo de
equagoes diferenciais e equacoes integrais. A palavra funcional remonta ao Calculo
de Variagoes, implicando uma fungao cujo argumento é uma fungao. Seu uso em
geral ¢ atribuido ao matematico italiano Vito Volterra (1860-1940). Seu trabalho
mais relevante ¢é relacionado a equagoes integrais. Publicou em 1896 artigos sobre o
tema, conhecido como Equacoes Integrais de Volterra.

Os niimeros reais e os nimeros complexos sao espacos de Banach onde a norma
||..]|é o préprio valor absoluto |..|.

Exemplos:

e Qualquer espago de Hilbert é um espaco de Banach.

e O espago das fungdes continuas reais definidas no intervalo [0, 1], é um espago
de Banach com a norma do supremo:

11l = SUP;co,1] 1f ()]
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L LU LRRRRIY

Figura 101 — John von Neumann - Modelou a mecéanica quantica em um espago de
Hilbert.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/John von Neumann>

Figura 102 — Volterra - Quem criou a palavra "funcional'no Célculo das Variacoes.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Vito_ Volterra>

Toda fungao continua é limitada num conjunto compacto, portanto a norma esta
bem definida. Os axiomas da norma sao facilmente verificados. Ainda, convergéncia
nesta norma é equivalente a convergéncia uniforme. Como convergéncia uniforme


https://pt.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
https://pt.wikipedia.org/wiki/Vito_Volterra

148 Capitulo 7. Espagos de Hilbert

preserva continuidade, o espaco é completo.

Algebra de Banach - E quando o espaco é uma dlgebra sobre um corpo, com
propriedades consistentes entre o produto de vetores e a norma.

7.6 Espaco de Hilbert conjugado
Definigao (fungao linear)

Uma func¢ao f : H — C é dita linear se f(ap + b)) = af(¢) + bf (¢), para
quaisquer ¢, ¥ € H e quaisquer a, b € C. Dizemos também que f é um funcional.

E possivel provar que para todo funcional f, existe um tnico ¢; € H tal que

f() = {¢; | V), para todo ¢ € H.

O conjunto de todos os funcionais de um espago de Hilbert H é também um
espago de Hilbert (se definirmos a adigdo e a multiplicagdo da maneira usual).
Tal espago é denominado dual do espago de Hilbert H ou espago de Hilbert conju-
gado, denotado por H* , com produto interno (f | g) = (¢r | ¢,), para todo f, g € H*.

Desta forma, estabelece-se uma bijecao entre ‘H e H*, e portanto todo espaco
de Hilbert é isomorfo (existe um isomorfismo) ao seu dual.

Dado um elemento ¢ € H como um vetor na notagao de Dirac (DIRAC, 1939),
temos que para qualquer 1) € H, temos (¢ | ¥) representando o produto externo.

Se estivermos falando de um espaco de Hilbert n-dimensional podemos pensar

em |¢p) como um vetor coluna de dimensao n e ()| como um vetor linha de mesma
dimensao. Neste caso, a transformacao

)

Figura 103 — Em um espago de Hilbert n-dimensional, como podemos ver o produto
externo de estados.

Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)

corresponde a uma transposicio e uma conjugacio. O produto externo |¢( (1|
equivale, portanto, a uma matriz de dimensao n, utilizando-se a defini¢cao usual de
multiplicagdo de matrizes. O mesmo se aplica ao calculo do produto interno.
7.7 Ortogonalidade e Ortonormalidade

A ortogonalidade é um conceito de extrema importancia para a computacao
quantica. Numa medigao, s6 ¢ possivel distinguir estados quanticos mutuamente
ortogonais.

Definigao (Vetores Ortogonais)

Dois vetores nao-nulos ¢, 1 € H sao ortogonais, o que se denota por ¢l se
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(¢ | ¥)=0.Um conjunto S C H ¢ ortogonal se cada par de elementos distintos do
conjunto forem ortogonais.

Definigao (Vetores Ortonormais)
Um conjunto ortogonal é chamado ortonormal se todos seus elementos tém norma 1.

Proposicao Seja B C H um conjunto ortogonal com n elementos. Entao os vetores
de B sao linearmente independentes.

A demonstracdo estd na secao A.3, no Apéncice A em (CARDONHA; SILVA;
FERNANDES, 2004).

Definicao (Base Ortonormal)

Um conjunto ortonormal B € H é uma base ortonormal de H, se todo vetor v € H
pode ser escrito como: v = Z¢€B as®, com ay € C, para todo ¢ € B.

Definicao (Combinacao Linear dos elementos de uma base B)
Seja B = {¢;};_, uma base para um espago de Hilbert H e ¢ € H um vetor. Entao ¢
pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de B : ¢ = a1¢1 + - - - + a,0,,.

Chamamos (a, ..., a,) a representacao de ¢ na base B.

Pode-se provar que quaisquer espagos de Hilbert H; e H, de mesma dimensao
sao isomorfos. Assim, denotaremos um espaco de Hilbert d-dimensional por H,.

Dada uma base ortonormal B de um espaco de Hilbert H, é facil verificar as seguintes
propriedades, para quaisquer ¢, ¥, v € H:

. |G}> = Z_}reB<f},|©>‘h}.>

. Se {¢|y) = 0 para todo v € B, entao ¢ = 0.

3. (o) = 2@ (V1Y)

4, ||i'||2 = Zye B ‘(”|1) ‘2 (identidade de Parseval)

[a—y

]

Figura 104 — Propriedades numa base ortonormal de um espaco de Hilbert.

Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004) na Definicao A.10

7.8 Operadores lineares

Mostraremos nesta secdo um tipo especial de transformacao linear definidas so-
bre espacos com produto interno. Essas possuem propriedades que fazem com
que elas sejam de muita utilidade em aplicagoes fisicas. Na linguagem utilizada na
mecanica quantica, usa-se o termo operador ao invés de transformacao linear,
embora representem o mesmo objeto matematico. De agora em diante, chamaremos
as transformacoes lineares: operadores. A dlgebra dos operadores aplicados a teoria
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quantica é devido a John von Neumann.
Defini¢ao informal (O que é um operador)

Um operador é uma regra para transformar uma funcdo em outra funcgao. Tal
como: f(z) = g(z), onde é um operador.

Exemplo (Operador)

O operador % transforma uma fungdo f em sua primeira derivada f’.

7.8.1 Operadores e suas propriedades

A mecéanica quantica tem como base a solugao da equacgao de Schrédinger a
qual é uma equacao diferencial nas coordenadas espaciais e temporal. As grandezas
fisicas observaveis sao representadas, nesta teoria, por operadores que é um
ente matematico abstrato. Para tornar este procedimento abstrato um pouco mais
concreto, é necessario aplica-los dentro das regras da mecanica quantica, no sentido
obter as grandezas fisicas realmente observaveis. Este procedimento pode ser resumido
pela seguinte definigao:

Definimos como observdvets, o conjunto O de todas aquelas grandezas reais que
podem ser medidas em laboratorio as quais dentro da teoria quantica sao
representadas por operadores.

A mecénica quantica é a teoria fisica que obtém sucesso no estudo dos sistemas fisicos
cujas dimensoes sao proximas ou abaixo da escala atomica, tais como moléculas,
atomos, elétrons, prétons e de outras particulas subatomicas. A mecanica quantica
¢ formulada em termos de operadores sobre os espagos de Hilbert. E grandezas
fisicas observaveis sdo representadas, nesta nova teoria, por operadores que sao entes
matematicos abstratos.

7.8.2 Operadores num espaco de Hilbert
Definigao (Operador no espaco de Hilbert)

Seja H um espago de Hilbert. Um operador:

A:DA)CH—H

é uma aplicagdo que para cada elemento v € D(A) associa um tnico elemento f € H,
e nesse caso, indica~se f = Au. O conjunto D(A) é chamado dominio do operador A,
e o0 conjunto:

R(A)={fe€eH|f=Au,ue D(A)}

é chamado de conjunto imagem do operador A.

Definicao (Operador Linear)
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Considere o operador A : D(A) C H — H, onde D(A) é um subespago veto-
rial de H. O operador A é chamado de operador linear quando para quaisquer
elementos u, v € D(A) e para todo «, § € C, tem-se:

Alau + pv) = aAu + fAv

Denotaremos por L(H) o conjunto de todos os operadores lineares definidos em
D C H — H, que depende do operador H.

Definicao (Operador Linear num espago de Hilbert)

Um operador linear sobre um espaco de Hilbert H é uma funcao linear tal como:
A:H—H.

A aplicagao de um operador linear A em um vetor [¢)) é denotada por A |¢). Além
disso, A também é um operador linear de H*, levando (¢| a (¢| A. Quando (4| A é
aplicado a algum vetor v, primeiro realiza-se a aplicagao de A sobre 1 para depois

aplicar (¢|.

Um operador linear A é chamado positivo ou semi-definido, denotado por A > 0,
se, para qualquer |¢)) € H, tivermos (4| A) > 0.

Fixada uma base enumeravel B = |0;) : i € I de H, qualquer operador linear A
pode ser representado por uma matriz, indexada por elementos de I, tendo, como
entrada (7, 7), o valor (¢; | Af;). Essa matriz ¢ identificada com o préprio operador
A e denotada da mesma forma, quando nao houver perigo de confusdes por conta de
bases diferentes.

Definigao (Norma de um operador linear)

A norma de um operador linear A é supjg|=1 ||A¢||. Um operador linear A ¢ dito
limitado se || A|| < 0.

Definicao (Operadores projetores)

Uma classe de operadores lineares de extrema importancia sao os projetores. Como
foi visto anteriormente, se tivermos uma decomposicao ortogonal de H em W e
W, entao todo vetor de ¢ € H tem uma representagao tnica 1) = ¥; + 1y, com
Y € Wi, i =1,2. Os vetores 11 e 1y sao as projecoes de ¥ nos subespacos Wy e W,
respectivamente. Neste caso, o operador Py, que leva 1 a v, é chamado projetor
sobre o subespaco Wi;.

Se um subespago é gerado apenas por um vetor ¢, ||¢|| = 1, escrevemos P,. Pode-se
provar que Py, = |¢) (¢|. Veja em (TREFETHEN; BAU, 1997).

Também nao é dificil provar que todo projetor é idempotente, ou seja, que P2 = P.

Defini¢ao (Adjunto de um operador linear)
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O adjunto T* de um operador linear T limitado é um operador tal que, para
quaisquer ¢, v € H, (¥ | To)y = (T* | ¢). Um operador T tal que T* = T é
denominado auto-adjunto.

Normalmente utilizaremos a notagao (¢ | T'¢), ao invés de (¢ T'¢), de modo que:

(T [0y =W [ T[¢)= (Y| Te)

Se tomarmos a matriz A correspondente ao operador linear 7" em relagdo a uma base
qualquer, a matriz correspondente a 7™ é simplesmente A*, a conjugada transposta
de A.

Definicao (Matriz Adjunta). Seja T': U — V uma transformacao linear, onde U

e V sdo espacos vetoriais com produtos internos (. | .),; e (.| .),, , respectivamente.
Dizemos que uma aplicagao T : V — U é a matriz adjunta de T se esta satisfaz:

(v | T(uw), =(T*(v)|u),, paratodou e U,ve V.

Proposicao (Unicidade da 7™ Adjunta). Seja T : U — V uma transformagao
linear, onde U e V sao espacos vetoriais com produtos internos (. | .),; e (. |.)y ,
respectivamente. Caso exista 1™, esta é unica.

Proposicao (7% é linear) . Seja T : U — V uma transformacao linear, onde
U e V sao espagos vetoriais com produtos internos (. | .); e (.| .),, respectivamente.
Caso exista T™, esta é linear.

As demonstragoes destas proposigoes estao em (CARDONHA; SILVA; FERNANDES,
2004).
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CAPITULO

Espacos de Hilbert e a Teoria
Quantica

ohn von Neumann, nome original JaAnos Neumann, nascido em 28 de dezembro

de 1903, Budapeste, Hungria, morreu em 8 de fevereiro de 1957, Washington,
D.C., USA. Quando adulto, ele anexou von ao seu sobrenome: o titulo hereditario
fora concedido a seu pai em 1913. Von Neumann cresceu de crianca prodigio para
um dos matematicos mais proeminentes do mundo aos seus vinte e cinco anos. Um
trabalho importante na teoria dos conjuntos de Georg Cantor, inaugurou uma
carreira que tocou quase em todos os principais ramos da matematica. O dom de
John von Neumann para a matematica aplicada levou seu trabalho a diregoes
que influenciaram a teoria quantica.

Carreira Europeia, 1921-1930 - Von Neumann iniciou sua carreira intelec-
tual numa época em que a influéncia de David Hilbert e seu programa de esta-
belecimento de fundamentos axiomaticos para a matemaética estava no auge. Um
artigo de von Neumann, escrito enquanto ainda estava no Lutheran Gymnasium
("Introduction of Transfinite Ordinals', publicado em 1923), forneceu a definigao
agora convencional de um nimero ordinal como o conjunto de todos os nimeros
ordinais menores. Isso evita algumas das complicagoes levantadas pelos ntimeros
transfinitos de Georg Cantor. "Axiomatization of Set Theory'de Von Neumann
(1925) despertou a atencgao do préoprio Hilbert. De 1926 a 1927, von Neumann
fez um trabalho de pds-doutorado sob a orientacao de Hilbert na Universidade de
Gottingen. O objetivo de axiomatizar a matematica foi derrotado pelos teoremas
de incompletude de Kurt Godel, uma barreira que foi entendida imediatamente
por Hilbert ¢ von Neumann. Em meados dos anos 20, von Neumann se viu
apontado como um prodigio em conferéncias. (Ele alegou que os poderes mateméaticos
comecam a declinar aos 26 anos, ap6s os quais a experiéncia pode ocultar a deteriora-
¢ao por um tempo.) Von Neumann produziu uma sucessao impressionante de artigos
fundamentais em ldgica, teoria dos conjuntos, teoria dos grupos, teoria ergddica e teo-
ria dos operadores. Herman Goldstine e Eugene Wigner notaram que, de todos
os principais ramos da matemaética, foi apenas na topologia e na teoria dos nimeros
que von Neumann nao conseguiu dar uma contribuicao importante. Em 1929, von
Neumann foi convidado a dar uma palestra sobre teoria quantica na Universi-
dade de Princeton. Isso o levou a uma nomeagao como professor visitante (1930-1933).
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Princeton, 1930-1942 - Em 1933, Adolf Hitler chegou ao poder na Alemanha,
e John von Neumann renunciou a seus cargos académicos alemaes. No mesmo
ano, John von Neumann tornou-se um dos primeiros professores do Institute for
Advanced Study (IAS - <https://www.ias.edu>), em Princeton, New Jersey, USA.
Motivado por um desejo continuo de desenvolver técnicas matematicas adequadas
aos fendmenos quanticos, John von Neumann, de 1929 até a década de 1940,
introduziu a teoria de dlgebra de operadores, agora conhecida como dlgebras de von
Neumann.

8.1 Espacos Vetorial nos Nimeros Complexos

O conjunto das n-uplas (2, ..., z,—-1) de nimeros complexos com a soma e
o produto por escalar definidos ¢ um Espago Vetorial Complexo e é denotado por
C™. E conveniente representar esses elementos por vetores coluna. Tem-se entao:

20 Wo 2y + Wo 20 2.%
21 w 21 + u 21
+ . = : e z. . = z-21
. . . . Elenil
Zn—1 Wn—1 Zn—1 + Wn—1 Zn—1

Na teoria quantica, os vetores de C" costumam ser usados na notagao de Dirac

(DIRAC, 1939):

|¢z> - (20, 2, '7Zn—1) —

Zn—1

Os vetores se comportam de maneira semelhante aos niimeros no que diz respeito a
soma e subtragdo. Em particular, a soma é comutativa: |@) + [10) = |¢) + |¢), ha
um vetor nulo denotado por 0 ou |¢) = (0,0,...0,0) de tal forma que [)) + 0 = |¢))
e ainda vale — [¢)) = (—20,..., —2,—1) = —1.[¢).

O produto por escalar também se comporta de maneira semelhante ao produto
numérico, e valem as propriedades distributivas:

2(10) +19)) = (2.10) + 2. |¢) e (z + w) | psi) = z.[¢) + w. [¢).

Exemplo 8.1 (Espago de estados de 1 qubit): O espaco C? O conjunto

C2:{]w>:{g}},ondea,ﬂe(c.

¢ um espaco vetorial com soma e produto por escalar dados por:

b
{Z;]+[b;}:[al+bl,a2+b2]


https://www.ias.edu
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g

Esse espaco vetorial C? descreve o espaco de estados de 1 qubit para a computacao
quantica, e sera largamente utilizado nas segoes seguintes.

8.2 Bases e Dimensao

Uma base para o espaco vetorial C" é um conjunto de vetores linearmente
independentes e que geram o espaco. Demonstra-se que todas as bases de um espaco
vetorial tém o mesmo nimero de elementos, e define-se a dimensao do espago vetorial
pelo nimero de elementos de uma base.

O espacgo vetorial C" tem dimensao n, isto é, todas as suas bases tém n veto-
res. Uma base muito 1til é a chamada base computacional, ou base canénica !

Em computacdo quantica, utilizam-se estados quanticos em vez de estados clas-
sicos. O bit é, entao, substituido pelo bit quantico, um qubit, e os valores 0 e 1
de um bit classico sdo substituidos pelos vetores quanticos de estados |0) e [1),
representados por:

Essa notacao, utilizada em mecanica quantica, é conhecida por notagao de Dirac.
A diferenga entre um bit e um qubit é que um qubit genérico |¢)) pode também ser
uma combinagao linear dos vetores |0) e |1), ou seja:

[¥) = al0) + B1),

onde a e  s@o numeros complexos. Note que os vetores |0) e [1) formam uma
base ortonormal do espaco vetorial C2. Essa base é chamada de base computacional
e o vetor [¢) é chamado de superposi¢ao/sobreposigao dos vetores de estados |0)
e |1), com amplitudes probabilisticas « e 5. Em mecénica quantica, esse vetor é
também chamado de estado qudntico genérico. Usaremos os dois termos (sobreposi-
¢ao/superposigao ou estado quantico genérico) com o mesmo significado.

As amplitudes aqui, dizem respeito a amplitude de uma onda que é a medida
da magnitude de um distirbio em um meio, durante um ciclo de onda, que equivalem
neste modelo, aos niimeros complexos « e .

A interpretacao fisica do qubit 1)) é que ele estd simultaneamente nos estados
|0) e |1). Isso faz com que a quantidade de informagao que pode ser armazenada no
estado 1) seja infinita. Entretanto, essa informagao estd no nivel quantico, sem ser

L O adjetivo "canénico", na Matemaética, tem um sentido de "padréo", como na expressio "confi-

guragdo padrao".
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acessivel. Para torna-la acessivel, no nivel classico, precisamos fazer uma medida.
Mas, a mecanica quantica diz que o processo de medida altera o estado de um
qubit, fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade |a|*, ou o estado |1), com
probabilidade |3 |2 (isso significa que os valores o e 5 ndo podem ser conhecidos
através de uma medida). Entao, com apenas duas possibilidades, |0) ou [1), temos,
entao:

la* + 18" =1

Isso significa que a norma do vetor [¢) vale 1 (vetor unitario). Resumindo: matema-
ticamente, um qubit é um vetor de norma 1 de C2.

Na verdade, a definicdo da base computacional deveria ser:

pois todas as coordenadas de |0) e |1) sdo os nimeros complexos 1+ 0i e 0 + 0i
para |0), com 0+ 0i e 1+ 0i para |1) . Para simplificar a notagao, usou-se 1 para
representar (1,0) e 0 para representar (0, 0).

Na equacdo |a|® + || = 1, considere o = a + i.b(a, b € R) e B = ¢+ i.d(c,d € R).
Como |oz|2 + |ﬁ|2 = 1, podemos escrever que a? + b + ¢ + d?> = 1. Nesse caso,
podemos interpretar um qubit como sendo um vetor unitdrio de R*.

Entretanto, existe uma representacio geométrica de um qubit em R3: a esfera
de Bloch. Note que C é equivale ao espaco de coordenadas R?, e entdo C? equivale
ao R3, como se fossem dois planos ortogonais C.

Figura 105 — A esfera de Bloch mostra uma representacao de um qubit, o bloco de
construgao fundamental de computadores quanticos, representado na
superficie de uma esfera de raio 1.

Fonte: Wikipedia
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Espacos de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Teoria Quan-
tica e em varias areas da Matematica. Na Teoria Quéntica, por exemplo, um sistema
fisico é descrito por um Espago de Hilbert sobre o corpo dos niimeros complexos,
que contém os vetores de estados quanticos, e todas as informacoes do sistema e
suas complexidades. Por isto, forma a base matematica de qualquer pesquisa em
direcao ao estudo da criptografia quantica, a area da computagdo quantica mais
pesquisada e desenvolvida. Para os pretendentes em criptografia quantica, deve-se
comecar com a definicio de um Espacgo de Hilbert.

Um espago de Hilbert é uma generalizacao de um espaco euclidiano que nao precisa
estar restrito a um nimero finito de dimensdes. E um espaco dotado de um produto
interno, apresentado as nogoes de distancia e angulos. O elementos sao chamados

de vetores, os quais na teoria quantica representam informagoes completas sobre
um estado fisico, apresentados sob a notagao de Dirac (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Um sistema quéantico é representado por um espago de Hilbert H com a di-
mensao escolhida, apropriadamente. Para sua aplicacao a computacao quantica, esta
dimensao sempre sera finita de tamanho n. Se tivermos dois sistemas quéanticos
com seus correspondentes espagos de Hilbert H; e H,, entdao o espaco de Hilbert
correspondente a composicao destes sistemas serd H := H; ® Ho, que correspondente
ao produto tensorial entre os vetores de H; e Has.

Um computador quantico ¢ sistema quantico, um dispositivo que executa célculos
fazendo uso direto de propriedades da mecéanica quantica, tais como sobreposicao e
interferéncia. Em computagao quantica, utilizam-se estados quanticos em vez de
estados classicos. O bit ¢, entao, substituido pelo bit quantico, um qubit, e os valo-
res 0 e 1 de um bit cldssico sdo substituidos pelos vetores quanticos de estados |0) e |1).

Duas das noc¢oes mais importantes nas teorias fisicas sao as de estado e a de
grandeza fisica, quantidade ou magnitude fisica. De um modo geral, estados sao
caracterizacoes basicas dos objetos fisicos tratados pela teoria. As grandezas fisicas
sao as propriedades mensurdveis desses objetos, sdo representadas por funcoes. Exem-
plos simples seriam a posi¢ao, r, 0 momentum p (que sdo as grandezas que entram
na composigao do estado) de um objeto, a energia cinética e a energia potencial
armazenada numa mola, por exemplo.

Estados em geral evoluem com o tempo, em virtude de agoes exercidas sobre
o corpo. Na mecanica classica, a equacao fundamental que rege essa evolucao é, como
se sabe, a segunda lei de Newton, F' = m.a. Essa evolugao temporal é completamente
deterministica, ou seja, dado um estado inicial, (70, p0), e as forgas que agem sobre
o objeto, a equacao permite, em principio, o calculo do estado num outro instante
t qualquer, (7, pt). Passemos agora a situa¢ao na mecénica quantica. Um estado
quantico ¢é qualquer estado possivel em que um sistema mecanico quantico possa se
encontrar. Um estado quantico plenamente especificado pode ser descrito por um
vetor de estado, por uma fungio de onda ou por um conjunto completo de niumeros
quanticos para um dado sistema. Ao estado quantico de menor energia possivel dé-se
o nome de estado quantico fundamental.
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8.3 Postulados da mecanica quantica

Nesta se¢ao, o leitor podera ver com todos os detalhes em (COURTEILLE,
2017). Cinco postulados estao explicados nesta referéncia, nas paginas 9-13.

Principio de superposicao (Postulado 1)

Um sistema fisico pode se encontrar em varios estados, simultaneamente. Na me-
canica quantica, cada estado possivel é descrito por uma funcao de onda . As
fungoes de ondas podem ser fungoes de varios tipos de coordenadas, por exemplo da
posigao 1 = ¥(r), do momento ¢ = ¥(p) ou da energia 1) = ¥(F). A escolha das
coordenadas se chama representacao.

Existem sistemas que s6 podem existir num ntmero restrito de estados, como
o atomo de dois niveis. Outros podem existir num ndmero infinito de estados ou
mesmo numa distribuicdo continua de estados.

Schrodinger inventou a mecanica das ondas quando derivou a sua equacao de
ondas a partir da relagdo de dispersao para particulas massivas. Heisenberg in-
ventou a mecéanica (detalhada nas dltimas se¢oes) que ele chamou de mecanica das
matrizes. Mais tarde ele mostrou a equivaléncia formal das duas teorias.

Interpretagdo da fungio de onda (Postulado 2)

A funcao de estado (ou fungao de onda) caracteriza um sistema do qual podemos
calcular varias propriedades. A funcao pode adotar valores complexas destituidos de
interpretagao fisica imediata. De fato, a fungao de onda é sobretudo um construto
matematico.

Uma funcao de onda nao é uma onda real associada a uma particula.
Ela nao tem qualquer sentido fisico direto. Trata-se apenas de uma abs-
tragio (representacdo) matematica.

A onda da funcao de onda, no entanto, ndo é uma onda no espaco fisico; é
uma onda em um "espaco matemdtico abstrato".

Por outro lado, a norma [[4|* tem o significado de uma probabilidade do sistema
de estar no estado 1. Isso é a famosa interpretacdo de Max Born da func¢ao de onda.

Se ¥, com k = 1,2,... sd@o todos os estados possiveis de um sistema, a inter-
pretacdo como probabilidade requer 37, ||* =1 .

Isto é, a probabilidade precisa de normalizagao.
Observaveis (Postulado 3)

O tnico jeito de achar informacoes sobre um sistema consiste em medir os va-
lores de grandezas caracteristicas do sistema. Na mecanica quantica descrevemos
grandezas fisicas observaveis por operadores agindo sobre o espaco de Hilbert das
fungoes de onda, e cada sistema quantico “e completamente descrito por um conjunto
completo de observaveis. Para distinguir melhor os observdveis, colocamos um "acento
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circunflexo'no simbolo representando o observdvel.

Postulamos a substituicao das variaveis dindmicas caracterizando um sistema classico
por objetos abstratos chamado operadores.

Principio de correspondéncia (Postulado 4)
Operadores nao necessariamente comutam.
Equagao de Schrodinger e medidas quéinticas (Postulado 5)

Na mecanica quantica, a equagao de Schrodinger ¢ uma equagao diferencial
parcial que descreve como o estado quantico de um sistema fisico muda com
o tempo. Foi formulada no final de 1925, e publicado em 1926, pelo fisico austriaco
Erwin Schrodinger.

Na mecénica clédssica, a equagao de movimento é a segunda lei de Newton, (F = m.a)
utilizada para prever matematicamente o que o sistema fard a qualquer momento
apos as condicoes iniciais do sistema. Na mecanica quantica, o analogo da lei de
Newton é a equagao de Schrédinger para o sistema quéantico (geralmente dtomos,
moléculas e particulas subatomicas sejam elas livres, ligadas ou localizadas).

Nao é uma equacao algébrica simples, mas, em geral, uma equacao diferencial
parcial linear, que descreve o tempo de evolucdo da fungao de onda o sistema
(também chamada de "fungao de estado").

A onda da funcao de onda, no entanto, ndo é uma onda no espaco fisico; é
uma onda em um "espaco matemdtico abstrato".

Ha uma funcao de onda para todo o sistema, e ndo uma fun¢do de onda para cada
particula individual em certo sistema. Particulas elementares, como os elétrons, tém
spin, e a fungdo de onda deve incluir essa propriedade fundamental como um grau
de liberdade intrinseca.

A mecénica classica apenas assume o aspecto corpuscular (em forma de parti-
cula), donde é compreensivel que nao possa descrever a dinamica das particulas
materiais nos casos em que os aspectos ondulatorios sejam importantes. Assim, em
tais situagoes, as equacoes classicas de Newton, ou de Hamilton, terao de ser
substituidas por equagoes mais gerais que englobem a natureza dual da matéria
(FERNANDES, 2010).

Uma delas é a equacao de Schrodinger dependente do tempo t¢. Usando a no-
tagdo de Dirac (DIRAC, 1939), o vetor de estados em um instante ¢, dado por
|(Z,t)) é qualquer estado quantico em que o sistema possa se encontrar. A equagao
de Schrodinger dependente do tempo, entao, escreve-se:

H (3, 1)) = ihd (7, 1))

onde H é o operador Hamiltoniano auto-adjunto atuando no vetor de estados
|Y(Z,t)) (fungdo de onda), i = v/—1 ¢ h = h/2r é a constante de Planck
h, reduzida. A funcao de onda define, neste contexto, o estado do sistema
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quantico, e dela se pode obter toda a informagao que é possivel conhecer sobre o
sistema. A existéncia do nimero imaginario ¢ na equacao, antecipa que a fungao
de onda (solugoes da equagao) podem ser complexas. Como tal é importante uma
revisdo de alguns aspectos da andlise complexa (ver o texto TH em (FERNANDES,
2010)). Um operador representa uma agao sobre uma dada fungao produzindo uma
nova func¢ao. Em mecéanica quantica, as propriedadgs fisicas observaveis sdo sempre

representadas por operadores. O Hamiltoniano H é o operador que representa a
energia total do sistema (energia cinética + energia potencial). Assim como a forga
na segunda Lei de Newton, ele nao é definido pela equacgao e deve ser determinado
pelas propriedades fisicas do sistema.

Schrodinger estabeleceu a sua equagao a partir do caso, muito particular, de
uma particula livre (isto é, ndo sujeita a um potencial), e assumiu que a equagao é
valida em todas as situagoes. Portanto, tal como a equacao de Newton, F' = m.a, ndao
existe uma demonstragao cabal para essa equagao. A sua justificativa reside apenas
no acordo entre as previsoes que dela se deduzem e os resultados experimentais.
Assim, deve ser considerada como um postulado da teoria quantica (FERNANDES,
2010).

Desta forma, podemos dizer que: resolver a equagao de Schrodinger é encontrar os
autovalores e autofuncgoes do operador Hamiltoniano do sistema. Os autovalores
de um dado operador Hamiltoniano representam as grandezas fisicas observdveis
permitidas.

8.4 Operadores na mecanica quantica

Os operadores que correspondem a grandezas fisicas em mecénica quantica
sao lineares.

Na formulagdo da mecanica quantica se destacam duas classes de operadores
lineares:

e operadores hermitianos.

e operadores unitarios.

Defini¢ao (Operador Hermitiano)
Seja um espaco de Hilbert H, e H é um operador. Esse operador H é chamado de

hermitiano (no caso em que o corpo do espago vetorial K = C), desde que para
todo ¥ e ¢ se satisfaga que:

(v | o) = (i o)

Vale lembrar que o produto interno <1/1 | [Aiczﬁ> = <ﬁhp ] <b> e C.

Uma matriz A é hermitiana se A = A*. A cada operador auto-adjunto T cor-
responde uma matriz hermitiana A.
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Defini¢ao (O que é um Autovalor)

Um autovalor é o valor que se obtém ao se aplicar algum operador a um es-
tado de modo que o resultado da operacao seja o proprio estado multiplicado pelo
autovalor.

Definig¢ao (O que é um Observavel)

Em mecanica quantica, um observavel é um operador que, aplicado ao estado
de um sistema, produz como autovalores os possiveis valores de alguma grandeza
passivel de mensuracao. Todos os observaveis sao representados por operadores
hermitianos.

Defini¢ao (Operadores ortogonais e unitarios)
Seja um espaco de Hilbert H e um operador U : M — H . Esse operador é

chamado de ortogonal, no caso em que K = R, ou unitario, no caso em que
K = C), desde que preserve o produto interno. Isso quer dizer que vale:

(Uv ]| Uo)

Definicao (Matriz Ortogonal e Matriz Unitéria)

Uma matriz quadrada real ¢ chamada de ortogonal desde que a sua inversa seja
a sua transposta, e uma matriz quadrada complexa é chamada de unitaria
desde que a sua inversa seja a sua transposta conjugada.

E interessante estudar o que acontece com as matrizes associadas a operadores
unitarios em bases ortonormais. Para isso vamos enunciar a seguinte propriedade:

Seja um espago de Hilbert # e um operador unitario (ou ortogonal). Seja
B ={&,&, ..., &, } . Entdo, uma base ortonormal de H é Upp que define uma matriz
unitaria (ou ortogonal).

Podemos verificar que se U é um operador unitario, ele tem como consequéncia a
preservacao do produto interno dos operadores unitarios, preservam a norma de um
vetor, a distancia entre vetores e o angulo entre vetores.

Defini¢ao (Operadores simétricos e hermitianos)

Seja um espago de Hilbert H e um operador H :H — H. Esse operador é
chamado de simétrico (no caso K = R), ou hermitiano (no caso K = C), desde que

para todo ¥ e ¢, se satisfaca que <¢ | f]qﬁ> = <]:.i’1p | ¢>. Vale a pena relembrar que
o produto interno <w | ﬁ¢> = <]:[w | ¢> e K.
Defini¢ao (Matriz Simétrica) (SANTOS, 2016)

Chamamos de matriz simétrica a matriz A(mam), tal que A(mam) = AT (mzm).
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Isso implica em:

a) a; = ay, ou seja, seus elementos sd@o simetricamente organizados em relacao
a diagonal principal.

b) O produto A.AT produz uma matriz simétrica.

Se a matriz simétrica possuir apenas elementos formados por niimeros reais (chamada
de matriz simétrica real) sao validas as seguintes propriedades:

Propriedade 1) Todos os autovalores de uma matriz simétrica real sao reais
Propriedade 2) Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.
Defini¢ao (Matriz Hermitiana)

Matrizes Hermitianas (SANTOS, 2016)- As matrizes hermitianas sdo uma ex-
tensao das matrizes reais simétricas. No sistema complexo dizemos que uma matriz
quadrada é hermitiana quando é igual a sua conjugada transposta, ou seja,

A= Ax.

Tomemos, por exemplo, a matriz quadrada A, de ordem 2.

A= a1+’é.a2 b1—|—2b2
o Cl+’é.62 d1+2d2

A conjugada transposta é dada por:

A* — CL1+’L..GQ b1—|—Zb2
c1 + i.CQ dl + ZdQ

A= al—z'.ag Cl+i.62
| by +iby dy —i.dy

Se A é Hermitiana, entao A = A*. Logo, concluimos que:

o a b1+i.b2
A_[bl—i.bg dy }

Podemos expandir esse resultado para matrizes de ordem n. Dessa maneira, se uma
matriz A é hermitiana, entao sao validas as seguintes afirmacoes:

a) Os elementos da diagonal principal de A sdo nimeros reais.

b) O elemento a;; na i-ésima linha e na j-ésima coluna é o conjugado complexo
do elemento que esta na j-ésima linha e na i-ésima coluna.

Em homenagem a Charles Hermite (1822-1901), matematico francés, quem foi
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o primeiro a utilizar a terminologia "Matrizes Ortogonais'e a mostrar que se uma
matriz é igual a sua prépria conjugada transposta, entao seus autovalores serao
reais.

Figura 106 — Charles Hermite - Foi o primeiro a utilizar a terminologia "Matrizes
Ortogonais'e criador das matrizes hermitianas.

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre. Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_ Hermite>. Acesso em: 03 Abr. 2019.

E interessante estudar o que acontece com as matrizes associadas a operadores
simétricos (no caso K = R)ou hermitianos (no caso £ = C) em bases ortonor-
mais. Para isso, vamos enunciar a seguinte propriedade:

Seja um espago de Hilbert H# e um operador simétrico (ou hermitiano) H,
seja B = {&,&, - +,&,} uma base ortonormal de H, entdao Hgp ¢ uma matriz her-
mitiana (ou simétrica).

Exemplos:

1 5—2i
A:[5+% 5 }

Esta matriz nao é hermitiana pois apresenta elementos com a unidade imaginaria
na diagonal principal.

0 5-2
A:{5—m 5 ]

E uma matriz simétrica, mas nao é hermitiana pois o elemento da primeira
linha e segunda coluna nao ¢ o conjugado do elemento da segunda linha e primeira
coluna.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
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7 3—1 =9
A=| 3+ 0 1—-3¢
ot 1+ 31 0

¢ uma matriz hermitiana.

Toda matriz real simétrica é também uma matriz hermitiana, pois satisfaz as
propriedades enunciadas.

8.5 Problema de autovalores e autovetores
O problema de autovalores e autovetores de um operador ¢ muito importante

em diversas areas da Fisica. Trata-se de encontrar vetores nao nulos de um espago
vetorial e escalares tal que, se satisfaca a seguinte relacao :

Y= Ay, com Y € H.

A equagdo acima é conhecida pelo nome de equagao de autovalores e autoveto-
res do operador . Embora nao seja necessario, suporemos que o nosso espago vetorial
possui produto interno, ja que é esse o caso de maior interesse na Fisica (BUTKOV,
1968) (BOLDRINT et al., 1980).

Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Um operador admite uma representagao matricial. Por conta disso, vamos in-
troduzir o problema em termos de matrizes.

Defini¢ao (Autovetor de uma matriz)

Dada uma matriz A € K™, dizemos que a matriz coluna nao nula z € K™! é
autovetor da matriz A, desde que se satisfaca a relacao

Ax =Xz, com A € K

onde A é conhecido pelo nome de autovalor correspondente (ou associado) ao
autovetor z. A equacdo acima pode ser escrita também, da forma

Az — Az =0

onde 0 é a matriz coluna nula de ™!, ou ainda

Az — Az =00ou (A—A)z =0

sendo que I é a matriz identidade de K™ (BUTKOV, 1968) (BOLDRINI et al.,
1980).
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8.6 Operador Hamiltoniano

William Rowan Hamilton (1805-1865) foi um matemaético, fisico e astrénomo
irlandés. Contribuiu com trabalhos fundamentais ao desenvolvimento da algebra,
da Fisica, e é muito conhecido pelo seu trabalho que veio a ser influente nas areas
da mecanica quantica e da teoria quantica de campos. Em sua homenagem sao
designados os operadores hamiltonianos, por ele inventados.

Figura 107 — W. R. Hamilton - Operador Hamiltoniano, Autofun¢des e Autovalores.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/William g owang amilton

Um Hamiltoniano H é um operador observavel cujos autovalores sao as possiveis
energias do sistema. O Hamiltoniano H é um operador cujo observavel corres-
pondente a energia total do sistema. Como todos os observaveis, o espectro do
Hamiltoniano é o conjunto de possiveis resultados quando mede-se a energia total
de um sistema.

Os estados quanticos que permitem que isso ocorra sao os auto-estados daquele ope-
rador. Quando acontece de diferentes estados quénticos possuirem o mesmo autovalor
para um dado operador, tal autovalor é dito "degenerado". Entao aquele operador
nao permite identificar o estado em que o sistema se encontra. Para conseguir isso é
preciso aplicar outro operador que tenha os mesmos auto-estados mas para o qual
os auto-estados exibam autovalores distintos. Operadores que tenham os mesmos
auto-estados s@o os que comutam entre si, ou seja, que o resultado da agao conjunta
deles seja independente da ordem em que sejam aplicados.

Fisicamente, aplicar um operador a um estado quantico significa preparar um sistema
e aplicar uma agao que provoque alguma alteracao. Os auto-estados do Hamiltoni-
ano podem ser percebidos se medirmos a energia do sistema quantico pela aplicacao.
Por exemplo, de um campo elétrico. J& o momento angular pode ser observado
pela aplicagao de um campo magnético, que divide os estados degenerados do
Hamiltoniano nos subestados do momento angular, o que é chamado de "estrutura
fina"das raias espectrais reveladoras das energias dos estados do sistema quéntico. Ver
em: Ernesto von Riickert em <https://ask.fm/wolfedler /answers/127199746077>.


https://ask.fm/wolfedler/answers/127199746077
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Em mecanica quantica, o Hamiltoniano H é um operador cujo observavel cor-
respondente a energia total do sistema. Como todos os observaveis, o espectro do
Hamiltoniano ¢ o conjunto de possiveis resultados, quando mede-se a energia
total de um sistema.

O que é momento linear? Trata-se de uma grandeza que mede a quantidade de
movimento presente em um corpo.

O operador momento linear segundo o eixo dos x: p, = —iﬁa%, (expressoes
andlogas para as componentes y e z), onde 1 = /—1 e 12 = 1.

O operador posicao segundo o eixo dos x: & = z (expressoes analogas para
as componentes y e z).

O Hamiltoniano classico, para o caso particular de uma tunica particula mate-
rial a mover-se segundo o eixo dos x (uma generalizagao pode ser feita para o espaco
tridimensional e para um sistema de particulas)

H(ps, o) = 2 + U(z)

ou seja, a energia total da particula, E (soma das energias cinética e potencial).

De acordo com as regras anteriores, o respectivo operador Hamiltoniano é:

A

o 52 N 2 52
H(ps, @) = 35 + U(2) = — 32

Assim, a equagao de Schrodinger para este caso particular é:

2 920 (z, .3 0V(z,
—PIVED | U () Wz, t) = iiZl

Conhecida a energia potencial U(z) tudo o que ha a fazer é resolver esta equagao
diferencial de modo a encontrar as suas solugoes: as fung¢oes de onda ¥(z,t) que
definem os estados quanticos da particula, os quais contém toda a informacao fisica
que é possivel obter.

Note-se que se energia potencial for independente do tempo, um dos termos da
equagao estd apenas relacionado com a parte espacial (depende de x), e o outro com
o aspecto temporal (depende de ).

2 92U (x .2 0V(z
— 2TV 4 U () W(z) = ih2)

— BV L [ (g)h(x) — ihEUE = 0

2m  Ox2

Isto sugere que as solugoes da equacao tém a forma geral:

W(z, t) = (z).f(t)
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Introduzindo-a na equagao de Schrodinger e rearranjando:
2 d%yY(z ih d
[FEL 4 U(@)] v(@) - L =0

Supondo uma variacdo de z somente o termo entre parénteses poderia variar, pois o
outro termo ¢é independente de . Ora como a soma dos dois termos é nula, entao
ambos sdo iguais a uma constante que devera ser a energia total da particula, £. De
fato, o operador Hamiltoniano (presente no termo entre parénteses) representa a
energia total, a qual ¢ uma constante FE.

Assim, ¥ (z) é solugao da equagao:

e 4 U@)| = 8

que pode ser reescrita como:
[~ 2242 1 0(@)] o) = Bu()

ou H ¥ = FE1 | que se designa por equagao de Schrodinger independente do
tempo.

Definig¢ao (Autofungao)

Vimos que para extrair informacoes sobre um dado sistema quantico é necessa-
rio resolver a equacao de Schrédinger, cuja solu¢ao é uma fungao de onda (v).

Neste sentido dizemos que ¢ é uma autofuncao do operador Hamiltoniano H ,
isto é;
Hiy = Ev (equagao de autovalor)

As fungoes de onda 1 de um sistema sao autofungdes do operador Hamilto-
niano H , sendo os autovalores as energias permitidas . Onde E é a energia que é

representada pelo autovalor do operador H . Resumidamente, podemos dizer que a
equacao de Schrodinger é uma equacao de autovalor da forma:

(operador)(fungao) = (fator constante) x (mesma fungao)

onde o 'fator constante’ é o autovalor do operador Hea funcao (por exem-
plo, ¥) é uma autofungao. Veja na Figura 108 como segue:

Entao, na pratica, na mecanica quantica, estamos sempre procurando por funcoes
que sao autofungoes de um dado operador, especialmente do operador Hamilto-

niano H usado para se calcular a energia, isto é:
(operador Hamiltoniano)(fungao de onda) = (energia) x (a mesma fungao de onda)

Este procedimento é aplicavel a qualquer observavel. Isto significa que os auto-
valores de um dado operador devem ser nimeros reais, caso contrario eles nao
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Autofuncdes e Autovalores

ﬁlp = El/) Equacéo de autovalor

(Operador) (fungéo) = (fator constante) (mesma fungao)

As fungdes de onda iy de um sistema sdo autofungdes do operador
hamiltoniano H, sendo os autovalores as energias permitidas E.

| (operador correspondente a um observavel)y = (valor do observavel)y l

Figura 108 — Operador Hamiltoniano, Autofun¢oes e Autovalores.

Fonte: Postulados da Mecéanica Quéntica, Quimica Quéantica, Carla Dalmolin, (DALMOLIN, 2010)

representarao observaveis que possam ser medidos em laboratéorio. Em resumo pode-
mos dizer que as autofungdes de um dado operador geram sempre autovalores reais
e, portanto sao observaveis.

8.7 Autovalores, Autovetores e Representacao Espectral

Defini¢ao (Autovetor e Autovalor) - Dado um operador linear A sobre o espago de
Hilbert H,, A € Ce ¢ € H,, se Ap = A, entdo ¢ é um autovetor de A e X\ é o
autovalor associado a ¢. O espectro de A é o conjunto de todos seus autovalores.

Para um dado operador A, se tivermos A¢p = A¢ e A € C, entdo A(co) =
c(Ap) = c Ao = A(c¢) pela linearidade de A. Logo c¢ também é um autovetor
de A. Se Apy = Apy e Aps = Ao, com ¢y # @9, segue da mesma forma que

A(pr + ¢2) = A(d1 + ¢2), de modo que ¢; + ¢ também é autovetor de A. Como
A(0) = X.(0), temos que o conjunto de todos os autovetores associados a A é um
subespaco de H, chamado de auto-espago de H e denotado por H.,.

Se os autovalores distintos de uma matriz hermitiana A sao A, ..., A, e a dimensao
do autoespaco Hy ¢ m(i), entao Y ", m(i) = m, ou seja, o subespago gerado por
todos os autovetores tem dimensao n.

Proposi¢ao O determinante de uma matriz A é igual ao produto de seus au-
tovalores. Além disso, o tra¢o (soma dos elementos da diagonal) de uma matriz A,
denotado por Tr(A), é igual a soma dos autovalores de A.

A prova deste resultado pode ser vista em (TREFETHEN; BAU, 1997).

Proposicao Todos os autovalores de uma matriz hermitiana A sdo reais. Além
disso, autovetores de A correspondendo a autovalores diferentes sdo ortogonais, ou

seja, para A, # Ay, 61 Ly
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A prova deste resultado pode ser vista em (TREFETHEN; BAU, 1997).

Considere um espago de Hilbert #H, e uma matriz hermitiana A de dimensao
n com autovalores A, ..., A e respectivos autoespagos Hy , ..., Hy . Existe uma base
ortonormal By para cada autoespago Hy , 1 <1 < m.

Entdo B = Q. By, ¢ uma base ortonormal de H, pelos resultados apresenta-
dos acima.

Teorema 7.17 - (Representagao Espectral). Seja A uma matriz hermitiana e A, ..., A,

seus autovalores distintos. Entdo A = Zle A; Pi, onde P; é o projetor sobre o auto-
espago correspondente a A,.

A prova deste teorema se encontra na se¢ao A.5 em (CARDONHA; SILVA; FER-
NANDES, 2004)

8.8 Produto Tensorial

Tensores sao entidades geométricas introduzidas na Matematica e na Fisica
para generalizar a nocao de escalares, vetores e matrizes. Assim como tais entidades,
um tensor é uma forma de representacao associada a um conjunto de operagoes tais
como a soma e o produto, e que tem a ver com os conceitos de tensao e deformagdo
e suas respectivas analises de tensao e deformagao, muito estudadas nas engenharias
mecanica e civil.

Usa-se o termo tensor como uma transformacao linear de ¥V em V. Logo, um tensor
T é uma transformacao linear que associa a cada vetor u, um outro vetor v através
da operagao

v=T(u)
Assim para quaisquer u, v € V, tem-se:

o I'u+wv)="T(u)+ T(v),Vu,vey
e T(av)=aT(v),VveV,VaeR

De forma geral, dados os vetores uy, us, ..., u, € escalares aq, s, ..., a,, as relagoes
anteriores podem ser resumidas como:

T(oqgu+asug+...+anuy,) = ay T(uy)+ae T(ug)+... 4+, T(u,) = T(oyu;) = a; T(uy;)

O conjunto de todos os tensores forma o espaco vetorial, se a adi¢ao e a multiplicacao
por escalar forem definidas ponto a ponto, ou seja,

(S+ T) e aS (a € R) sdo os tensores definidos por
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o (S+T)v=S(v)+ T(v)
o (aS)v=aS(v)

A forma com a qual se definiu o conceito de tensor, acima, permite que se faca uma
associa¢ao biunivuca (um-a-um e inversamente) entre tensores e matrizes. Dessa
maneira, as operagoes matriciais equivalentes as duas ultimas operagoes tensoriais
sao, respectivamente, a soma e o produto por escalar usualmente conhecidos do
estudo de matrizes.

De um modo mais formal, tensores sao a generalizacdo dos conceitos de vetor,
funcional linear, transformacao linear, forma bilinear, e de modo geral, aplica¢oes
n-lineares que levam n; vetores a ny vetores. Tensores sao essenciais em diversas
areas da Fisica, como mecanica classica, electromagnetismo e a teoria da relatividade.

Assim como os componentes de um vetor mudam quando mudamos a base do
espago vetorial, os componentes de um tensor também mudam sob tal transformacao.

Em matematica, o produto tensorial, simbolizado por ® em (BOURBAKI, 1989),
pode ser aplicado em diferentes contextos a vetores, matrizes, espagos vetoriais,
algebras, espacos vetoriais topolégicos. Em cada caso o significado do simbolo
¢ 0 mesmo: a operagao bilinear (forma bilinear) mais geral. Em alguns contextos,
este produto é também referido como sendo produto externo.

Em matematica, sobretudo na algebra linear e na analise funcional, uma forma
bilinear definida em um espago vetorial (sobre um corpo K) é uma funcao
B:V x V — K, linear em ambas as variaveis.

Definicao 7 - Sejam H;, H, espagos de Hilbert com respectivas bases ortonormais.

Bl:{‘¢1>v"'7‘¢n>} € BZ:{‘¢1>7"'7W}TL>}

O produto tensorial de H; e H,, denotado por H; Q) Ha, é 0 espago de Hilbert H
gerado pelo conjunto:

B:=B1 x By ={(|¢:), 1)) : [¢:) € By, [1h) € Ba}
com produto interno entre:
(19i) s 115)) e (Iox) » [41))

dado por (¢ | ¢x) , (1 | ¥), para quaisquer ¢;, ¢p € By e 1y, ¥ € Bs.

Da defini¢ao, os elementos de B sao ortonormais, de forma que B, o conjunto
gerador, é também uma base para H; ® Hs e, portanto,

dim (Hl X HQ) = dim 7‘[1 dim?—[z
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O produto interno entre quaisquer elementos de H,, ® He € totalmente determinado
pelo produto interno entre os elementos dessa base, que foi definido acima.

Definimos o produto tensorial por:
0) @ [¥) = 2201 >oj i di(|di) , |psiy))

Algumas vezes serd mais conveniente escrevermos |¢) [¢) ou |¢p1) ou |¢) , 1) no

lugar de [¢) @ [¢).

Como observado acima, o produto interno, entre os elementos de By e By, de-
termina o produto interno entre quaisquer elementos de H; ® Ho.

Em particular, pode-se provar facilmente que o produto interno entre |¢) ® |v)
e |¢") ® [¢') é dado por:

(@1 ¢ | W14

para quaisquer |¢), |¢) € Hy e [¢), [¢) € Ha.

Seguem as seguintes propriedades do produto tensorial, para quaisquer vetores
|6) € Ha, [) € Ha, |y) € Hs e ¢ € C como na Figura 109:

1 (J¢) @) ® |v) = |¢) @ (|¥) ® |7)) (propriedade associativa)

2. c(16) ® [9)) = (clé)) ® 1) = |} ® (cl)

3. (|o)+1) @)y) = |o)@|v)+ )@ |y) (propriedade distributiva & esquerda)
4. |0y @ (|) +17)) = |y @ |¥) +|¢) @ |7) (propriedade distributiva a direita)

Figura 109 — Propriedades associativa e distributiva de tensores.

Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)

O simbolo ® foi usado nos primérdios pelos fenicios, na letra teth, mas a moderna
notagao ¢é presumivelmente uma modificacao do sinal de multiplicagao x.

Sejam By, ..., B,, bases ortonormais dos espacgos de Hilbert H, ..., H,,.

Entao o conjunto,

é uma base para o espaco de Hilbert.

Hi®...QH,, = ®21H¢
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Exemplo:

Considere o espago de Hilbert bidimensional H? com base B* = {|0),|1)}, onde

Entao o conjunto
QR B2 ={|m)®..|z.) : @, .2, € {0,137}
¢ uma base ortogonal do espaco de Hilbert
Ho = Qi M

de dimensao 2".

Estendendo o produto tensorial para matrizes correspondentes a operadores li-
neares.

Considere as matrizes:

ail ... Qip b11 bln
A= e B=
Ap1 - Qpp bnl bnn

O produto tensorial de A e B, denotado por A ® B é definido por

aHB alnB
A®B=
a,1B ... a,,B

Seguem as seguintes propriedades na Figura 110:

—

. (A® B)(|¢) ® [¥)) = (Al¢)) ® (Blv))
(A® B)(C® D) = AC® BD

[SN]

Figura 110 — Propriedades algébricas para matrizes-tensores em espaco de matrizes.

Fonte: Apéndice A, se¢gdo A.6 em (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)
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CAPITULO

Da Mecanica Quantica a
Computacao Quantica

[ Vstritamente falando, a formulagao algébrica da mecénica quéntica (Hilbert),

|/ introduzida nos capitulos anteriores, nao é uma teoria fisica, mas em vez disso,
fornece uma estrutura para formular teorias fisicas no contexto quantico. Depen-
dendo sobre como exatamente os espacos de Hilbert (aqui nos interessa espagos de
Hilbert que descrevem os estados de um sistema quantico) sao construidos, surgem
teorias diferentes. A computagao quantica é mais uma teoria sobre o formalismo
mecanico quantico abstrato, construida em conceitos como qubits e portas quanticas,
independentemente do modelo fisico subjacente.

Esta abordagem de cima para baixo é, ao mesmo tempo, a maior for¢a e a maior
fraqueza da computagao quantica. Embora garanta que o modelo computacional é
de fato o mais geral, que ¢é fisicamente realizavel, num universo mecanico quantico, a
falta de uma concreta e escalavel "implementacao de referéncia", como a maquina
Turing ¢é para computagao classica, deixa a questao de saber, se os computadores
quanticos, com mais de um punhado de qubits, sao de fato possiveis, sob pressupostos
realistas de precisao experimental.

9.1 Além da tese de Church-Turing

Em 1936, Alan Turing formalizou conceito do que é computavel, construindo
um dispositivo abstrato, chamado maquina de Turing, que ele provou ser capaz
de realizar qualquer computagao efetiva (isto é, mecénica, algoritmica). Na mesma
época, Alonzo Church mostrou que qualquer funcao de inteiros positivos é efetiva-
mente calculdvel, somente se for recursiva. Ambas as descobertas sao, na verdade,
equivalentes e sio comumente referidas como a Tese de Church-Turing. Na sua forma
forte, pode ser resumida como:

Qualquer processo algoritmico pode ser simulado eficientemente usando uma
maquina de Turing.

Isso significa que, independentemente do tipo de maquina que realmente é usada
para uma determinada computacao, pode ser encontrada uma maquina Turing
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equivalente que resolve o mesmo problema com apenas o custo polinomial.

A Tese da Church-Turing foi atacada quando, em 1977, Robert Solovay e Vol-
ker Strassen publicaram um teste rapido de Monte-Carlo para a primalidade
(SOLOVAY; STRASSEN, 1977), (NIELSEN; CHUANG, 2000), um problema para
o qual nenhum algoritmo deterministico eficiente era conhecido naquele tempo !
(AGRAWAL; KAYAL; SAXENA, 2004). Embora este desafio possa ser facilmente
resolvido usando uma maquina de Turing probabilistica, levanta a questao, se ainda
existem modelos de computagao mais poderosos.

Em 1985, David Deutsch (1953-), um professor visitante de Fisica no Centre
for Quantum Computation no Claredon Laboratory, Ozford University, adotou uma
abordagem mais geral e tentou desenvolver uma maquina abstrata, o Universal Quan-
tum Computer, que é nao visando alguma nocgao formal de computacao, mas deveria
ser capaz de efetivamente simular um sistema fisico arbitrario e, consequentemente,
qualquer dispositivo computacional realizavel (DEUTSCH, 1985), (SVOZIL, 1996).
Deutsch também descreveu um simples algoritmo quéntico que seria capaz de deter-
minar em um tnico passo, se uma determinada func¢do f : B — B (uma funcao de
previsdo) é ou constante ou balanceada. O algoritmo foi posteriormente generalizado
para fungoes de n bits f : B" — B (Problema Deutsch-Jozsa (DEUTSCH; JOZSA,
1992)) e demonstra que um computador quintico é, de fato, mais poderoso do que
uma maquina Turing-probabilistica.

Figura 111 — David Deutsch - O Universal Quantum Computer e seu simples algo-
ritmo quantico.

Fonte: <https://www.daviddeutsch.org.uk>

Ao mesmo tempo, 1985, Richard Feynman (1918-1988) foi um fisico norte-americano
do século XX, um dos pioneiros da eletrodinamica quantica e Nobel de Fisica de
1965. Ele, também, mostrou como Hamiltonianos locais (um campo Hamiltoniano,
em coordenadas locais, define um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (AL-
MEIDA, 2012), que pode ser construido para realizar calculos classicos arbitrarios
(FEYNMAN;, 1985). Em 1994, Peter Shor demonstrou como a fatora¢do priméaria

1 In 2002, Manindra Agrawal, Neeraj Kayal and Nitin Saxena encontraram um teste deterministico
de primalidade <https://en.wikipedia.org/wiki/AKS_ primality_test> e (CARDONHA; SILVA;
FERNANDES, 2004) (Apéncide D) com um pior caso de tempo na complexidade O(n'?).


https://www.daviddeutsch.org.uk
https://en.wikipedia.org/wiki/AKS_primality_test
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e o calculo do logaritmo discreto podiam ser eficientemente realizados em um com-
putador quantico (SHOR, 1994a) (SHOR, 1994b). A imensa importancia pratica
desses problemas para a criptografia, tornou o algoritmo de Shor, uma aplicacao da
computacao quantica, relevante.

Um ano depois, Lov Kumar Grover (1961-), um cientista indiano da ciéncia
da computacao, originou o algoritmo de busca em uma base de dados, usado na
computacao quantica. Ele é o inventor do que foi provado ser o mais rapido possivel
algoritmo de busca que pode ser executado em um computador quantico.

Peter Zoller (1952-) ¢ um fisico autriaco. Ele trabalha com 6ptica quintica e teoria
da informacao quéantica, conhecido principalmente por seu trabalho pioneiro sobre
computador quantico e também pela conexao entre Optica quéntica e fisica do estado
sélido. Juan Ignacio Cirac Sasturain (1965-), conhecido por Ignacio Cirac, é

um fisico espanhol. E diretor da secao Theorie no Instituto Max Planck de Optica
Quantica, em Garching bei Minchen. Naquele momento, Peter Zoller e Ignacio
Cirac demonstraram como uma linear ion trap (armadilha de ions) podia ser usada
para armazenar qubits e executar cdlculos quanticos (CIRAC; ZOLLER, 1995). Ver
em: <http://www.mpq.mpg.de/cms/mpq/people/Cirac_ Ignacio.shtml>

Figura 112 — Peter Zoller - O trabalho pioneiro sobre computador quantico.

Fonte: <https://iqoqi.at/en/zoller-gruppe>

Na teoria da complexidade computacional e em computacao quantica, o algoritmo de
Shor <https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_de Shor>, batizado em homena-
gem ao matematico Peter Shor (1959-) 114, é um algoritmo quantico (NIELSEN;
CHUANG, 2000) (MOSCA, 2008) para fatorar um niimero N nao primo de L bits.
Em 2001, uma equipe da IBM conseguiu implementar o algoritmo de Shor sobre um
computador quintico NMR7-qubit para fatorar o nimero 15 (CHUANG, 2001).

9.2 A necessidade da Computacdo Quantica

A computagdo quantica é a ciéncia que estuda as aplicacoes das teorias e
propriedades da mecéanica quéantica na Ciéncia da Computacao. Dessa forma seu
principal foco é o desenvolvimento do computador quantico.


http://www.mpq.mpg.de/cms/mpq/people/Cirac_Ignacio.shtml
https://iqoqi.at/en/zoller-gruppe
https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_de_Shor
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Figura 113 — Ignacio Cirac - A pesquisa para armazenar qubits e executar calculos
quanticos.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Juan_Ignacio_ Cirac_ Sasturain>

L =_’fi?i{// W

Figura 114 — Peter Shor - Aos 35 anos, quando criou o algoritmo quantico para
fatorar inteiros.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Peter Shor>

Na computacao classica o computador ¢ baseado na arquitetura de John von
Neumann, que faz uma distin¢ao clara entre elementos de processamento e ar-
mazenamento de dados, isto é, possui processador e memoria interligados por um
barramento de comunicacao, sendo seu processamento sequencial.


https://en.wikipedia.org/wiki/Juan_Ignacio_Cirac_Sasturain
https://pt.wikipedia.org/wiki/Peter_Shor
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Entretanto os computadores atuais possuem limita¢oes, como por exemplo na area
de Inteligéncia Artificial(IA) onde nao existem computadores com poténcia ou veloci-
dade de processamento suficiente para suportar uma IA avancada. Dessa forma surgiu
a necessidade da criacao de um computador alternativo dos usuais que resolvesse
problemas de TA, ou outros como a fatoracdo em primos de niimeros muito grandes,
logaritmos discretos e simulacao de problemas da Fisica Quéntica.

A Lei de Moore afirma que a velocidade de um computador é dobrada a cada
18 meses. Em 1965, Gordon Moore estabelece uma lei que diz que o ntimero de
transistores usados em um circuito integrado dobra a cada dois anos.Assim sempre
houve um crescimento constante na velocidade de processamento dos computadores.
Entretanto essa evolucao pode atingir um certo limite, um ponto onde nao sera
possivel aumentar essa velocidade, e entao se fez necessario uma revolucao signi-
ficativa na computacao para que este obstaculo fosse quebrado. Com a constante
miniaturizacao dos chips cogitou-se que tecnologia convencional utilizada para a
sua fabricacao esbarraria nas dificuldades impostas pela reducdo do tamanha dos
componentes. Os efeitos quianticos comegam a interferir no funcionamento
dos componentes a medida que eles diminuem. Uma possivel solugao: um
novo paradigma da computacao, usando a mecanica quantica para fazer
computacao. E assim as pesquisas em Computacdo Quantica se tornaram muito
importantes e a necessidade do desenvolvimento de uma maquina extremamente
eficiente se torna ainda maior.

9.3 O que é Computacdo Quantica?

Velocidade de processamento exponencialmente maior do que o mais avangado
computador atual: isso é uma das vantagens que se espera do sistema computa-
cional baseado nos conceitos da mecénica quantica: o computador quantico. A
computacao quantica é fundamentada em conceitos criados pela Fisica quantica
como o da sobreposi¢io (quando uma particula estd em diferentes condigoes con-
traditorias simultaneamente) e do entrelagamento (quando a alteracdo em uma
particula provoca o mesmo efeito em outra que se encontra distante). Os grandes
trunfos da Computacao Quantica sdo a sobreposigio/superposi¢ao e o emara-
nhamento/entrelacamento.

Qubits e espacos de Hilbert - Um qubit é um sistema quantico com dois es-
tados. Os qubits "moram'em um espaco de Hilbert, que é um espago vetorial
completo sobre C munido de produto interno. Em um espaco de Hilbert, uma porta
légica quantica é uma transformagao linear unitéria (i.e., que preserva a norma dos
vetores). Além disso, consequéncias do produto tensorial em espagos de Hilbert -
Nao-Clonagem: é impossivel copiar estados superpostos usando um circuito quantico;
Reversibilidade: é possivel voltar a alguma configuracao anterior em um processa-
mento ("desapagar"); Caracterizagao de estados emaranhados; Algoritmos qudnticos.

John von Neumann formalizou os conceitos da computagao quantica no con-
texto de um espaco de Hilbert. Os resultados deste capitulo estdo no contexto dos
espacos de Hilbert aplicados a computagao quantica. A principal referéncia para
esse capitulo é (NIELSEN; CHUANG, 2010).
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9.4 O qubit e suas propriedades

Podemos fazer uma representagao bastante simpléria de um qubit (bit quan-
tico) utilizando uma moeda. Para esse fim, representaremos o resultado ’cara’ com
0 '0’ e o resultado ’coroa’ com o ’l’. Conforme intuimos, a moedas sao objetos
macroscopicos, governados pela fisica classica, e por isso ao lancarmos a moeda
(girarmos como se roda um peao) s6 obtemos um dos resultados ('0’ ou ’1’) em cada
jogada (MATIELLO et al., 2012).

No entanto, se a moeda se comportasse como os objetos microscopicos, que obedecem
os principios da mecanica quantica, teriamos que as faces 'cara’ e 'coroa’ poderiam
ser vistas ao mesmo tempo, ou seja, no lancamento de uma moeda, o resultado cara
e coroa coexistiriam. Esse resultado é possivel gracas a uma das propriedades da
mecanica quintica, denominada de sobreposicio (superposi¢do). Se novamente supu-
sermos que uma moeda é um objeto quantico, os resultados 1’ e 0’ sao denominados
de estados basicos (fundamentais) e sdo representados por |1) e |0), respectivamente,
e, nesse caminho, um estado quantico genérico desse qubit é representado por meio
da expressao abaixo:

p) = al0) + B[1),

onde « e [ sdo numeros complexos, associados as probabilidades de se encontrar, no
langamento de uma moeda |0) e |1), respectivamente, . A superposicio de estados,
apesar de parecer um pouco estranha, pode ser entendida mediante este exemplo, que
trata de uma forma simples de analisar o principio da superposicao das solucoes da
equacao de Schroedinger (FEYNMAN, 1982a) (PIZA, 2003) (FREIRE; PESSOA;
BROMBERG, 2010) (SAKURAI, 1994). Tal principio afirma que, se para um
determinado problema, a equacao de Schroedinger admitir duas soluc¢oes distintas
la) e |b), entdao o sistema pode ser descrito por meio da superposicao das duas
solugoes, o que é matematicamente escrito como (EISBERG; RESNICK, 1979b)
(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1992).

l©) = |a) + |b) (o sinal de '+’ significa sobreposigao)

onde os estados |a) e |b) existem simultaneamente. Contudo, quando observarmos o
sistema, ou seja, quando efetuarmos uma medigao, um dos estados colapsa (deixa
de existir) e o outro (o de maior probabilidade) é entdao detectado. Nesse sentido, o
exemplo da moeda faz alusao a essa curiosa propriedade quantica de superposicao.

Agora, se pensarmos nos bits 0 e 1, teremos, para a computacao quantica, os
estados quanticos correspondentes para representar os bits classicos 0 e 1 e, portanto,
o chamaremos qubit. Os valores 0 e 1 que um bit classico pode asssumir serao subs-
tituidos pelos vetores |0) e |1) representados por dois vetores do espago de Hilbert
2-dimensional de nimeros complexos C, com produto interno, tais como:

-(4) < n-(1)

Definigao (Vetores unitarios)



9.4. O qubit e suas propriedades 185

Os vetores |0) e |1) formam uma base ortonormal (vetores ortogonais e unitérios) do
espaco C?, que define uma base computacional.

Agora podemos ter um qubit genérico |p) resultado da combinagao linear dos estados
10) e [1)

|0) = a[0) + 5 1)

onde a e [ sao dois nimeros complexos representando amplitudes de probabilidades
dos estados quénticos |0) ou |1) virem a ocorrer, quando uma medida for tomada
para se obter um resultado quéntico.

|p) é chamado de superposigao/sobreposicao dos vetores da base com amplitudes

ae (.
|©) estd simultaneamente nos estados |0) e |1).

Nessa perspectiva, um qubit pode existir num estado continuo entre |0) e |1), até
que ele seja observado (medido). Uma evolugao temporal atua no nivel quantico,
mas nao temos acesso a essa! Podemos imaginar uma "quantidade de informacao
infinita"armazenada em |p). Essa informagao estd no mundo quéntico. Como
fazer para aproveitarmos toda essa informacao armazenada em um qubit? Precisamos
trazé-la ao mundo cldssico. E para trazé-la ao mundo classico precisamos fazer uma
medida. A medida faz a ligacdo entre o mundo quéntico e o mundo classico!

A tnica forma de averiguar o que 'realmente'aconteceu com a moeda serd rea-
lizar uma medida, interagindo com a moeda e observando o resultado. Em alguns
casos encontraremos a moeda em |0) e em outros em [1). Isso ocorre porque ao
realizar a medida, o observador interage com o sistema e o altera. A medida altera
o estado do qubit, rompendo a superposicao dos dois estados, fazendo com o que
o sistema seja observado em um dos dois estados possiveis (o de maior proba-
bilidade). E isso é uma forma simplista de explicar o que chamamos de colapso
de estados quénticos (ou colapso da funcao de onda), que é uma caracteristica
inerente ao processo de medicao em mecéanica quantica. E entdo, quando um qubit é
observado (medido), o resultado serd sempre |0) ou |1), probabilisticamente, ou seja,
imaginando-se as probabilidades da ocorréncia dos estados base |0) ou |1) teremos
entao:

e |0) com probabilidade |a/*; ou

e |1) com probabilidade |3|*.

< . , . ;o 2 2
« e  nao podem ser conhecidos através de uma medida. Além disso, |o|” + |B]” = 1.

Nao é possivel calcular exatamente os valores de || e |3] mesmo que tenhamos um
grande numero de estados |p) iguais. Mesmo apés repetidas medidas s6 teriamos
os resultados |0) ou |1). Mesmo com a quantidade infinita deles, isso s6 leva a um
. . . o1 2
valor aproximado desses coeficientes pois correspondem apenas a probabilidades |a/

e |8]> (PORTUGAL et al., 2004).
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Tanto sacrificio para se saber o valor de um tnico qubit!!

Mesmo que um bit quantico possa ser colocado em infinitos estados de super-
posicao, é apenas possivel extrair um tnico bit de informacao classica de
um unico bit quantico. A razao pela qual nao é possivel obter mais informagoes
de um qubit do que de um bit classico é que essa informagao s6 pode ser obtida
por medig¢ao. E quando um qubit é medido, a medicao muda o estado para um
dos estados basicos. Experimente rodar uma moeda e interagir para a parada dela.
Como cada medi¢ao pode resultar em apenas um dos dois estados quanticos, existem
apenas dois resultados possiveis, sendo o resultado associado a um dos vetores da
base, dado pelo dispositivo de medi¢ao, exatamente como no caso classico. Paradoxal!
Apesar de toda informacao contida em um qubit s6 temos acesso a 2 valores!! E
agora? (OLIVEIRA; PORTUGAL, 2008)

Temos ainda, um outro fendémeno que ocorre com um estado quantico. A me-
canica quantica nos diz que a evolucao temporal de um sistema quantico
isolado é descrita matematicamente por uma transformacao linear, mais
especificamente, como estamos tratando de vetores-base unitarios, teremos entao as
transformacoes unitarias:

U'U = UUT =1, onde Ut = (U*)T (matriz transposta conjugada) (PORTUGAL
et al., 2004)

Resumindo: temos, entdao, duas interagoes basicas de um computador quan-
tico com os dados de entrada: (a) transformacao unitaria e (b) medida. A
primeira, atuando no nivel quantico, e a segunda, fazendo a ligagdo entre o mundo
quantico e o classico.

Como a medicao muda o estado, nao se pode medir o estado de um qubit em duas
bases diferentes. Além disso, estados quanticos ndo podem ser clonados, entdo nao é
possivel medir um qubit de duas maneiras, mesmo indiretamente, digamos, copiando o
qubit e medindo a cépia em uma base diferente da original (RIEFFEL; POLAK, 2000).

Vale destacar, aqui, que os qubits sao objetos matematicos com certas proprie-
dades especificas que podem ser implementados como objetos fisicos reais. Alguns
exemplos de sistemas fisicos que podem ser utilizados em computadores quanticos
para representar qubits sao os seguintes: as polarizagoes diferentes de um féton; o
alinhamento de um spin nuclear em um campo magnético uniforme; e os dois estados
de um elétron orbitando ao redor do nicleo de um atomo.

O paradoxo do qubit é que ele parece conter uma quantidade infinita de infor-
macao, uma vez que seu estado é representado por dois graus continuos de liberdade.
Entretanto, esta conclusao é infundada, devido a uma propriedade adicional e ex-
tremamente importante de sistemas quanticos. (OLIVEIRA; PORTUGAL, 2008)
Quando um qubit é medido, apenas um de dois resultados sao obtidos: ou zero ou um.
Uma medicio de |1)) = a |0) + §]1) resultard em 0 com probabilidade |o|?, levando
ao estado [¢') = |0), ou em 1 com probabilidade |5]?, levando ao estado 0"y = [1).
Nota-se que o estado pds medicao do sistema é um novo estado, que é consistente
com o resultado da medi¢ao. Assim, de uma tnica medi¢ao, obtém-se apenas um
unico bit de informacao sobre v e § - e 0 paradoxo esta resolvido. Apenas se infini-
tamente muitos qubits preparados identicamente fossem medidos seria possivel obter
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a e [ completamente. Entao, em certo sentido, um qubit contém grande quantidade
de "informagao escondida', ou seja, enquanto ele nao é medido (ele se encontra em
estado de sobreposigao dos estados-bases). Esta é uma parte importante do que
serd explorado na computacao quantica, como sera visto adiante, considerando as
propriedades para multiplos qubits (MATIELLO et al., 2012). Apesar da estranheza,
qubits sao decididamente reais, sua existéncia e comportamento foram extensiva-
mente validados por experimentos, e alguns sistemas fisicos podem ser usados para se
concretizar qubits. E possivel realizar qubits através de duas diferentes polarizacoes
de um féton; do alinhamento de spin nuclear num campo magnético uniforme; ou

até de dois estados de um elétron orbitando um atomo, como no nosso exemplo
(RIEFFEL; POLAK, 2000).

A sobreposicao quantica é um dos principios fundamentais da mecanica quantica.
O principio afirma que estados quanticos validos podem ser unidos e o resultado sera
um outro estado quantico valido. Entretanto da mesma maneira que a sobreposicao
de estados permite a criacao do computador quantico é essa mesma propriedade que
dificulta a construcao desses estados. A sobreposi¢io é muito sensivel a qualquer
micro ruido eletromagnético que pode alterar o estado do qubit fazendo com que a
informacao que ele continha seja perdida.

E dificil imaginar a sobreposicdo quintica, porque tendemos a imaginar as "parti-
culas"subatomicas como objetos materiais no sentido tradicional do termo, como
se fossem mintsculas bolinhas de bilhar coloridas voando pelo espago ou ao redor
de atomos. De fato a teoria nao permite acessar esse nivel de detalhe. Mecanica
quantica é uma teoria que leva a um tipo de descricao probabilistica ondulatéria das
particulas e sabemos que duas ondas podem superpor-se - vemos nas ondas do mar
que se sobrepoem. No caso das "particulas quanticas', essa capacidade das ondas de
se superpor se manifesta como a possibilidade de se combinar estados fisicos distintos.

Suponhamos agora que temos dois qubits. Se estivéssemos trabalhando com a compu-
tacdo classica, terfamos quatro estados possiveis: 00, 01, 10 e 11. Como consequéncia,
temos que um sistema de dois gbits possui quatro estados na base computacional: |00)
,101) , [10) e |11). Contudo, de acordo com o principio da superposi¢ao, exemplificado
por Schroedinger, um par de qubits também pode existir em superposicoes desses
estados, ou seja, temos o seguinte estado

lo) = a|00) + 5 |01) 4+ x |10) + 0 |11)

onde os coeficientes a, £, x e § sdo numeros complexos, sendo uteis nos calculos de
probabilidades. Na esséncia, um computador quantico manipula a informacao, como
se os quatro estados de dois qubits existissem ao mesmo tempo, e essa propriedade
tornaria possivel uma capacidade computacional muito além da que temos acesso na
atualidade.

Se quisermos tratar de sistemas computacionais quanticos com mais de um qubit
temos que introduzir o conceito de produto tensorial definido num espaco de
Hilbert. Sejam dois estados:
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P1 71

P2 2
)= . e |y) =

Pn Tn

O produto tensorial entre eles resultard no vetor |x) = |p) ® |y) com m x p linhas.

9.4.1 Estados quanticos

O estado de um sistema fisico quantico composto de varios qubits
é expresso pelo produto tensorial dos vetores que representam cada qubit
individualmente.

Supondo os vetores P e () como seguem:

r=(i)

E necessario compreender a operacao do produto tensorial para facilitar a compreensao
dos circuitos quanticos, na construcao de algoritmos quanticos. O produto tensorial é
apenas o produto de cada elemento do vetor P por todos os elementos do vetor Q).

|
VR
IS
~

Assim, o qubits sao representados por vetores, operagoes unitarias sao representa-
das por matrizes, que também sao passiveis de aplicacao de produto tensorial.

Supondo as matrizes P e Q:

o ail Qa2 . bll b12
P_(Gm CL22> ¢ Q_(bm bm)

o produto tensorial entre P e () é apresentado como:

- biy bya i biy bio

( a1y Qg ) ® ( by byg ) _ byy boy by by
an azg J ~ \ ba by i b1t bio - b1y bi»
by; by B by byo

Figura 115 — Produto Tensorial entre P e Q.

Fonte: Feitosa, S., Uma Linguagem de Programacgao Quéantica Orientada a Objeto, Cap.2, Eq.2.5

onde o resultado do produto tensorial entre as matrizes P e () é dado como segue:

E necessario entender a operacdo produto tensorial, para facilitar a compreensao
dos algoritmos vistos pelos circuitos quanticos.
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aiitbi anbia @b aabio

(Gn a2 ) 2 ( bt bio ) _ aiibar  apibas  aiabia  aiaboo

@21 Q22 bar o azihiy  azibiz b azbis
asibor  asibas  @oabay  agabon

Figura 116 — Produto Tensorial entre P e Q.

Fonte: (Feitosa, S., Uma Linguagem de Programagcao Quéntica Orientada a Objeto ..., Cap.2.)

9.4.2 Observaveis e medicdes
Esta subsecao estd baseada em (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004). In-

formalmente, um observdvel é uma propriedade de um sistema quantico que pode
ser medida. Formalmente, definimos um observavel O como um operador auto-
adjunto em H .

Considere a representagao espectral de O, dada em ((CARDONHA; SILVA; FER-
NANDES, 2004) (Anexo A.17). De acordo com o teorema A.17 em (CARDONHA;
SILVA; FERNANDES, 2004) da representacao espectral, todo observavel O pode
ser escrito como:

O:Z)\GA)\'P)\

onde A é o espectro de O e, para A € A, P, é o projetor sobre W,, o autoespago
associado a A. A proposicao A.16 em (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)
nos garante que os autoespacos de O sao ortogonais, de modo que H = @, W. Al-
gumas vezes sera mais conveniente representarmos um observdvel pelo seu conjunto
de autoespacos. Nesta representacao, o observavel O seria dado por: { Wy:Ae A}.

Na mecanica quantica, medigoes sao fundamentalmente diferentes de medi¢oes
na Fisica classica: uma medicao altera irreversivelmente o estado quantico observado.
Além disso, o resultado das medigoes é probabilistico.

Medigoes sao feitas relativas a algum observavel O. O resultado numérico de uma
medicao com relacao a um observavel O é um autovalor de O.

9.5 Os Fundamentos da Computacdo Quantica

Nas subsecoes seguintes, os conceitos que fundamentam a origem da compu-
tagao quantica sao destacados.

9.5.1 Diferenciando estados quanticos

Por que um computador quantico poderia, em tese, realizar em minutos, cal-
culos que nem em bilhoes de anos os mais potentes supercomputadores conseguiriam
fazer?

Para entendermos a diferenca que ha entre o mundo classico e o quantico, para en-
tendermos porque um gato nao pode estar em dois lugares, mas os atomos podem,
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acho que temos de ser capazes de discriminar (diferenciar) os estados. Podemos
comegar com as seguintes explicagoes.

Um bit classico (bit) é um sistema de dois estados: 0 ou 1. E esses estados corres-
pondem a valores diferentes em tempos diferentes, definido como a menor unidade
em que a informagao pode ser codificada, armazenada e transmitida nos compu-
tadores atuais e nos sistemas de telecomunicagoes, como fibras épticas ou redes
sem fio. Num dado momento, um bit classico, também denominado digito binario,
s6 pode se encontrar em apenas um de dois valores ou estados possiveis: 0 ou 1,
por exemplo. Nos computadores de hoje em dia o 0 é representado pela interrup-
¢ao da voltagem num circuito (estado off) e o 1 pela liberagao da corrente (estado on).

O qubit é o analogo quantico do bit classico. Ha, no entanto, diferencas signi-
ficativas entre os dois conceitos.

Um bit quantico "qubit"é um sistema de trés estados: 0 ou 1 e, podem assumir estes
dois valores simultaneamente, considerando o principio da superposi¢ao quantica.
Veja a Figura 117. (PIVETTA, 2012)

A diferenca entre bit e qubit

BIT
O E a menor unidade r:] Analogo guantico do bit
& de informacao dos classico. Pode assumir dois
computadores atuais. T valores simultaneamente,
Representa apenas 0 e 1. Essa caracteristica
um de dois valores amplia a capacidade de
possiveis, 0ou1 fazer calculos em paralelo

Figura 117 — A diferenca entre um bit e um qubit.
Fonte: <http://revistapesquisa.fapesp.br/wp-content /uploads/2012/03/052-0571.pdf>

9.5.2 O Principio da Superposicao

Agora, considere um registrador composto por dois bits classicos. Qualquer regis-
trador classico pode armazenar, em um determinado momento, apenas um em cada
quatro nimeros diferentes, ou seja, o registrador pode estar em apenas uma
das quatro configuragoes possiveis, como 00, 01, 10, 11.

Entretanto, um registrador quantico composto por dois qubits pode armazenar
em um dado momento, ao mesmo tempo, os quatro nameros 00, 01, 10, 11,
considerando-se o principio da superposicao quantica.

Agora, considere um registrador composto por trés bits classicos. Qualquer re-
gistrador classico pode armazenar, em um determinado momento, apenas um, de
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oito nimeros diferentes, ou seja, o registrador pode estar em apenas uma das
oito configuragdes possiveis, como 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Um registrador quantico composto por trés qubits pode armazenar em um dado
momento, ao mesmo tempo, os oito nimeros 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110,
111, considerando-se o principio da superposigao quantica (118). Isto é bastante
notavel que todos os oito niimeros estao fisicamente presentes no registrador, mas
nao deve ser mais surpreendente do que 1 qubit estando em ambos os estados 0 e 1,
ao mesmo tempo. Como mostra a Figura 118.

Input register Output register

a, looo> oy F(looo>) o oo
+ | + i
a, [001> | a, F{loo1 =) b, 1001 >
+ +
ag 010> o5 F(lo10>]
+ P+
iy lo11> iCldFl:I{]'Il}]
+ . |
as 100> i
+ |
ag 101>
+
g, 110> as F{l110>]
+ +
aghni> agF(h11>)

Qg

Figura 118 — Iustracao do Principio da Superposigao.

Fonte: <http://cyber.sibsutis.ru:82/FIONOV/QC/.....htm>

Um computador classico com trés bits de memoéria pode apenas armazenar dois
estados légicos (uns ou zeros). Num determinado momento, pode conter os bits
"000"ou "001"ou "010"ou "011"ou "100"ou "101"ou "110"ou "111". Um computador
quantico pode atualmente armazenar 16 valores analogicos em pares para formar 8
nimeros complexos. Em um dado instante, ele poderia conter isto, como na Figura
119:

A primeira coluna mostra todos os estados possiveis para os trés bits. Um computador
classico apenas suporta um destes padroes de cada vez. Um computador quantico
pode colocar-se na super posi¢ao de assumir os 8 estados simultaneamente. A segunda
coluna mostra a "amplitude"para cada um dos 8 estados. Estes 8 niimeros complexos
sao uma imagem dos contetidos de um computador quantico num determinado
momento. Durante a computagao, estes 8 nimeros irdo modificar e interagir uns
com os outros. Neste sentido, um computador quantico de 3-qubit tem muito mais
memoria do que um computador classico de 3-bit. No entanto, nao existe nenhuma
forma de vermos diretamente estes 8 nimeros. Quando o algoritmo é terminado, é
feita uma tnica medida. A medida fornece uma simples linha de 3-bit, e elimina
todos os 8 niimeros complexos. A linha fornecida é gerada aleatoriamente.
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Estado Amplitude Probabilidade
* (a+ib) (a%+b?)
000 0.37 +i0.04 0.14
001 0.11 +10.18 0.04
010 0.09 +i0.31 0.10
011 0.30 +i0.30 0.18
100 0.35+10.43 0.31
101 040 +i0.01 0.16
110 0.09+10.12 0.02
11 0.15+i0.16 0.05

Figura 119 — Um computador quéantico de 3 qubits.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Computador__quantico>

A terceira coluna da tabela calcula a probabilidade de cada linha possivel. Neste
exemplo, hd uma probabilidade de 14% de que a linha fornecida seja "000", uma
de 4% de que seja "001", e assim por diante. Cada probabilidade é encontrada com
a execuc¢ao do quadrado do médulo do niimero complexo (ou a multiplicagdo do
complexo pelo seu conjugado - d4 no mesmo). O quadrado do mddulo de (a + i.b) é
(a? 4+ b?). As 8 probabilidades somam até 1.

Geralmente, um algoritmo num computador quéantico ira dar inicio a todos os
nimeros complexos de modo a se equivalerem a valores, por isso todos os estados
terdo probabilidades equivalentes. A lista de niimeros complexos pode ser vista como
um vector de 8 elementos. Em cada passo do algoritmo, esse vector é modificado ao
multiplicd-lo por uma matriz. A matriz advém da fisica da prépria maquina, e sera
sempre invertivel, e ird garantir que as probabilidades continuem a somar até 1 (ou
seja, a matriz serd sempre ortogonal).

Se continuarmos adicionando qubits ao registrador, aumentamos sua capaci-
dade de armazenamento exponencialmente, ou seja, trés qubits podem
armazenar 8 nimeros diferentes ao mesmo tempo, quatro qubits podem
armazenar 16 nimeros diferentes ao mesmo tempo, e assim por diante; E
em geral, L qubits podem armazenar 2’ niimeros ao mesmo tempo. De
forma simplificada, podemos dizer que dois qubits equivalem a 4 bits, 3 qubits
a 8 bits, 4 qubits a 16 bits, e assim por diante. Se existissem n qubits, entao esta
tabela teria 2n linhas.

Uma comparagdo do nimero de qubits de um computador quéantico, com re-
lacdo ao nimero de bits de um computador classico, pode ser vista na Tabela
120.

Um qubit é mais do que isso. Ele pode, simultaneamente, representar os valores
equivalentes a 0 e a 1. Pode estar numa superposicao de estados, uma estranha
propriedade quantica que potencializa a realizacao de calculos em paralelo. Os qubits
aumentam de maneira exponencial a capacidade de computacao.

A superposicao de estados é uma capacidade tipica dos sistemas quanticos (sejam
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1 qubit = 2 bits

2 qubits = 4 bits

3 qubits = 8 bits = 1 byte

4 qubits = 16 bits

5 qubits = 32 bits

6 qubits = 64 bits

7 qubits = 128 bits

8 qubits = 256 bits

9 qubits = 512 bits

10 qubits = 1.024 bits

13 qubits = 8.192 bits = 1 kilobytes

23 qubits = 8.388.608 bits = 1 megabyte
33 qubits = 8.589.934.592 bits = 1 gigabyte
43 qubits = 8.796.093.022.208 bits = 1 terabyte
44 qubits = 17.592.186.044.416 bits

45 qubits = 35.184.372.088.832 bits

n qubits = 2" bits

Figura 120 — Tabela Qubits versus Bits: atualmente, ja estamos em 79 qubits do
computador quantico IonQ.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Bit_ quintico>

eles formados por atomos, elétrons, fotons ou moléculas) de se comportar conco-

mitantemente como particula e onda. E a tal da dualidade particula-onda. A
situagao se torna menos surreal quando se toma como exemplo a onda criada por
uma pedra arremessada num lago. Ela causa oscilagoes na superficie da agua na
forma de circulos concéntricos que podem, ao mesmo tempo, atravessar duas pontes
vizinhas na beira do lago. Nesse caso, se uma ponte for a representacao do niimero
0 e outra do 1, parte da onda é 0 e parte é 1. A onda é 0 e 1 ao mesmo tempo.
Mas um computador quantico que desse duas respostas para um problema seria
de pouca valia. Afinal, apenas uma delas é a certa. Ai entra em agao um segundo
fendmeno quantico, a interferéncia de ondas. Retomando ao exemplo do lago, depois
de atravessar as duas pontes, a onda 1 e a onda 0 se reencontram. Essa interagao
pode ser destrutiva, as ondas se cancelam e o resultado final é 0. Ou construtiva, as
ondas se somam e a resposta é 1.

Durante essa evolucao, cada nimero na superposicao é afetado e, como resultado, ge-
ramos uma computacao paralela maciga, embora em uma peca de hardware quantico.
Isso significa que um computador quantico pode em apenas um passo computacional
executar a mesma operacio matematica em nimeros de entrada diferentes 2% codi-
ficados em superposicoes coerentes de L qubits. A fim de realizar a mesma tarefa,
qualquer computador cldssico deve repetir a mesma computacao em 2 ou um deve
usar dois processadores diferentes trabalhando em paralelo. Em outras palavras, um
computador quantico oferece um enorme ganho no uso de recursos computacionais,
como tempo e memoria.

Os chamados algoritmos quanticos sdo instrugoes matematicas, espécie de pro-
gramas, que aumentam a probabilidade da superposicdo de estados e da interacio de
ondas de levarem a resposta certa ao final do processamento de dados. Estranho? Sim.
Mas, bem-vindo ao mundo quantico. Uma vez que um registrador é preparado em
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A origem dos ganhos quanticos

Os efeitos da superposicao de estados e da interferéncia de ondas

Um gqubit pode ser

0 e1aop mesmo tBmpo
porgue sistemas
quanticos exibem

a dualidade particula-
-onda. 5e a onda passa
concomitantemente
pelas fendasDel a
SuUperposicao ocorme

- 4
.
-

A dualidade particula-onda

i
I

As fendas ddo origem

a dois tipos de ondas
denvadas da onda
inicial. Elas interagem
Podem se cancelar e
levar ao resultado final
0. Ou s& somar numa
onda maior, gue resulta
na resposia 1 (figuro)

Figura 121 — Superposi¢ao, Interferéncia e a dualidade particula-onda.

Fonte: <http://revistapesquisa.fapesp.br/wp-content /uploads/2012/03/052-0571.pdf>
(PIVETTA, 2012)

uma superposicao de nimeros diferentes, podemos executar operagoes sobre todos
esses numeros. Por exemplo, se qubits sao atomos, os pulsos de laser adequadamente
sintonizados afetam estados eletronicos atomicos e desenvolvem superposicoes iniciais
de ntimeros codificados em diferentes superposicoes.

Até 2007 parecia ndo haver outra resposta possivel para a pergunta acima, a nao ser
atribuir as vantagens de uma maquina impulsionada por qubits, os bits quanticos,
ao emaranhamento ou entrelacamento quantico, misterioso e estranho fenémeno
que aumentaria exponencialmente a capacidade de processamento de dados. Particu-
las, atomos ou moléculas descritos como emaranhados se encontram tao fortemente
ligados entre si - os fisicos usam o termo correlacionados - que sao capazes de trocar
informacao independentemente de estarem lado a lado ou a milhares de quilémetros
de distdncia. Apesar de poderoso, o entrelacamento é também fragil, e apenas se
mantém em situagoes especiais, em sistemas extremamente controlados, que nao
interagem com o ambiente externo (PIVETTA, 2012).

9.5.3 Implementando qubits

Qubits sao compostos de particulas controladas (por exemplo, dispositivos que aprisi-
onam particulas e as trocam de um estado para outro).

Em mecanica quantica, nivel de energia é um estado quantico de uma particula
(como um elétron, um &dtomo ou uma molécula, por exemplo) cuja energia esta
bem definida ao longo do tempo. Um bit quantico ("qubit") pode ser imaginado
considerando-se esses niveis de energia. Por exemplo, como o elétron nos dois niveis
mais baixos de energia de um atomo de Hidrogénio.
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Evidéncias de que os elétrons podem apresentar possiveis orientacoes em dois sentidos
diferentes, (o momento angular intrinseco chamado spin) foram obtidas em 1921
pelos fisicos alemaes Otto Stern (1888-1969) e Walther Gerlach (1889-1979).
Eles empregaram uma séries de experiéncias, com a finalidade de comprovar as suas
evidéncias.

Figura 122 — Otto Stern - um fisico estadunidense nascido na Alemanha, laureado
com o Nobel de Fisica de 1943.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Otto_ Stern>

Um computador quantico liquido - Dois qubits sdo codificados manipulando o
spin do nucleo de atomos de carbono e hidrogénio do cloroférmio. Ver a Figura 124
(PIVETTA, 2012).

Na mecénica quintica o termo spin (em inglés "giro") associa-se, sem rigor, as
possiveis orientagoes que particulas subatomicas carregadas, como o proton e o
elétron, e alguns nicleos atomicos podem apresentar quando imersas em um campo
magnético. O termo spin em mecéanica quantica liga-se ao vetor momento angular
intrinseco de uma particula e as diferentes orientagdes (quanticas) da particula
quando imersa em um campo magnético. Ver a Figura 125 e Figura 126 (PIVETTA,
2012).

O spin é uma propriedade que nao se compara com nada que existe em nossa volta.
Ele esta associado com a maneira como os elétrons ocupam os niveis de energia no
atomo. Um elétron pode ter o spin 'up’ (para cima) ou ’down’ (para baixo). Mas,
essa nomenclatura é apenas para diferenciar duas situagoes, pois nao existe 'para
cima’ e 'para baixo’ nos atomos. O spin é uma caracteristica intrinseca das particulas
elementares.

Mas por que a propriedade do spin é tao importante?
Propriedades magnéticas - O spin, no caso dos elétrons, quando combinado

com o momento angular que essas particulas possuem ao redor do atomo, € responsa-
vel pelas propriedades magnéticas da matéria. A interagdo entre o spin e o momento
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Figura 123 — Walther Gerlach - um fisico alemao, co-descobridor do experimento
que descobriu os spins de Stern-Gerlach.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Walther Gerlach>

MITROGENID LIGLIDO

HELID LiQuioo

TUBOD DE EMSAID
Contém S mi de clorofdrmia (CHC)

BOBINA SUPERCONDUTORA
CAMPO ELETROMAGNETICO

Mo aparelho de ressonancia
magnética nuclear, a amostra

de clorofdrmio é exposta a um
campo magnético de 12 teslas.
& bobina fica resfriada a -269°C,
mas o composto estd a 26°C

Figura 124 — Um computador quantico liquido.

Fonte: <http://revistapesquisa.fapesp.br/wp-content /uploads/2012/03/052-0571.pdf>
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O spindo niceo dos dtomos de carbono e hidrogénio
s alinha com a direcdo vertical do campo. Nessa
temperatura, aprocimadamente metade fica com o
spin para cima e metade para baixo

Figura 125 — Spins alinhados.
Fonte: <http://revistapesquisa.fapesp.br/wp-content /uploads/2012/03/052-0571.pdf>
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Figura 126 — Spins alterados e de volta a configuracao original.

Fonte: <http://revistapesquisa.fapesp.br/wp-content /uploads/2012/03/052-0571.pdf>

angular é que faz com que surja o magnetismo da matéria. Materiais magnéticos
tém uma infinidade de aplica¢oes - dos imas de geladeira para fixarmos os recados
que nao queremos esquecer aos imas utilizados em motores elétricos, passando pelos
materiais utilizados para a gravagao magnética de informacao nos discos rigidos dos
computadores.

A maior parte das informagoes existentes atualmente estd gravada magneticamente
em discos rigidos nos computadores espalhados por todo mundo. A gravacao de cada
informacao é feita por meio da aplicagdo de campos magnéticos sobre o material
magnético do o sistema de gravagao. As informagoes sdo gravadas na forma de um
c6digo bindrio, como uma sequéncia de 0’ e "1’ Pode-se representar, por exemplo, o
0’ como o polo norte de um pequeno ima apontando para cima e o '1’ com o polo
norte apontando para baixo.

Quando a frequéncia
deixa de ser aplicada,
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IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES

PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT AM MAIN, 4
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FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMGQUANTISIERUNG
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Figura 127 — A placa acima, no Instituto de Fisica de Frankfurt (Alemanha), co-
memora o experimento de Stern (& esquerda) e Gerlach que levou
a descoberta do ’spin’ (foto: Wikimedia Commons/Peng - CC 3.0
BY-SA).

Fonte: <http://www.cienciahoje.org.br/noticia/v/ler/id/2781/n/o_spin_que move_o_mundo>

Processamento de informacao - O spin dos elétrons também pode ser utili-
zado para uma nova aplicagdo que no momento esta em desenvolvimento, para nao
somente armazenar informagoes, mas também processa-las. Os computadores atuais
processam informagoes utilizando circuitos eletronicos baseados no controle do fluxo
de corrente elétrica através dos seus componentes. O processador de um computador
realiza centenas de milhdes de operagoes por segundo por meio do controle do fluxo
de corrente elétrica através dos milhdes de componentes em seu interior. Contudo,
h& um novo modelo que podera substituir essa forma de processar informagoes. Ela
se chama spintronica - a eletronica de spins, que tem como objetivo controlar
o fluxo de corrente em um dispositivo, ndo somente pela carga dos elétrons, mas
também pelo spin. A carga elétrica do elétron é afetada pela acao de campos elétricos,
mas o spin é afetado por campos magnéticos. Essa nova proposta podera produzir
dispositivos mais rapidos e que dissipem menos energia.

Além disso, a utilizagdo do spin no processamento de informagoes permitira o
desenvolvimento de novos algoritmos de computacao, que poderao utilizar as propri-
edades quanticas do spin. Esse novo ramo de conhecimento chama-se de computacdao
quantica. A descoberta de uma propriedade inusitada como o spin levou a uma melhor
compreensao dos fendmenos magnéticos e estes permitiram o desenvolvimento de
novas formas de processar e armazenar informagoes. Talvez em um futuro préximo
possamos utilizar essa propriedade de forma que sequer somos capazes de imaginar,
pois com certeza ainda nao esgotamos todas as possibilidades que a Fisica Quantica
nos apresenta.
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9.5.4 Caracterizando o Computador Universal Quantico

O computador quantico é primeiramente uma maquina que é uma construgao tedrica,
cujo proposito é permitir o processamento de informagao quantica ser analisado
formalmente. Em particular, ele estabelece o Principio de Church-Turing introduzido
na secao 9.1. Eis uma "receita"para um computador quantico, baseada naquela de
Deutsch: Um computador quantico é um conjunto de n qubits sobre os quais as
seguintes operacoes sao experimentalmente possiveis:

e Cada qubit pode ser preparado em algum estado, por exemplo, |0) ou [1).
e Cada qubit pode ser medido na base {|0),|1)}.

e Uma porta quantica universal (ou conjunto de portas) pode ser aplicada
para qualquer subconjunto de tamanho fixo dos qubits.

e Os qubits nao evoluem, a nao ser via as transformacoes supracitadas.

Estes itens circundam as ideias principais. O modelo fisico de computacao para
se projetar tal computador é o modelo em malha (network model), em que portas
légicas quanticas (ver se¢ao 3.4) sdo aplicadas sequencialmente em um conjunto
de qubits. Em um computador cléssico eletronico, portas logicas estao espalhadas
espacialmente em uma placa de circuitos, mas no computador quantico, tipicamente
imaginam-se as portas légicas como interagoes ligadas e desligadas no tempo (como
ja foi explicado), com os qubits em posigoes fixas.

O Computador Quantico

0 ou 1l

Ooul

T

[ty ) —— 0onl

Figura: Esquema genérico para um computador quintico

Figura 128 — O esquema genérico para um computador quantico de n qubits.

Fonte: <www.Incc.br/pdf consultar.php?idt_arquivo=2445&mostrar=1>
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CAPITULO

Uma Introducao a Computacao
Quantica

Hungaro de origem judaica John von Neumann (1903-1957), nascido Marygittai

Neumann Janos Lajos, foi um matematico naturalizado estadunidense. John von
Neumann cresceu de crianga prodigio para um dos matematicos mais proeminentes do
mundo aos seus vinte e cinco anos. Um trabalho importante na Teoria dos Conjuntos
de Georg Cantor, inaugurou uma carreira que tocou quase em todos os principais
ramos da Matematica. O dom de Von Neumann para a matematica aplicada levou
seu trabalho a dire¢oes que influenciaram, também, a Teoria Qudntica, iniciada a
partir Max Planck (1858-1947), um fisico alemdo, considerado o precurssor da
Fisica Quantica e um dos fisicos mais importantes do século XX, laureado com o
Nobel de Fisica de 1918, por suas contribui¢oes na area.

Figura 129 — John von Neumman - A modelagem algébrica da teoria quantica com
os espacos de Hilbert.

Fonte: Google Images <dailynewshungary.com>


dailynewshungary.com
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10.1 A contribuicao de John von Neumann a Teoria Quantica

Carreira Europeia (1921-1930) - David Hilbert foi um matemético ale-
mao. Foi eleito membro estrangeiro da Royal Society em 1928. David Hilbert ¢
um dos mais notaveis matematicos, e os topicos de suas pesquisas sao fundamentais
em diversos ramos da matematica atual. John von Neumann iniciou sua carreira
intelectual numa época em que a influéncia de David Hilbert (1862-1943) e seu
programa de estabelecimento de fundamentos axiomaticos para a Mateméatica estava
no auge. Um artigo escrito enquanto ainda estava no Lutheran Gymnasium (" Intro-
duction of Transfinite Ordinals", de 1923), forneceu a defini¢ao agora convencional de
um numero ordinal como o conjunto de todos os niimeros ordinais menores. Isso evita
algumas das complicagoes levantadas pelos nimeros transfinitos de Georg Cantor.
' Aziomatization of Set Theory'de Von Neumann (1925) despertou a atengao do
proprio Hilbert. De 1926 a 1927, Von Neumann fez um trabalho de pos-doutorado
sob a orientacdo de Hilbert na Universidade de Gottingen. O objetivo de axiomati-
zar a matemadtica foi derrotado pelos teoremas de incompletude de Kurt Gdédel,
uma barreira que foi entendida imediatamente por Hilbert e John von Neumann.

Em meados dos anos 20 - John von Neumann se viu apontado como um prodigio
em conferéncias. Von Neumann produziu uma sucessao impressionante de artigos
fundamentais em Loégica, Teoria dos Conjuntos, Teoria dos Grupos, Teoria Ergodica
e Teoria dos Operadores. Em 1929, John von Neumann foi convidado a dar uma
palestra sobre Teoria Quantica na University of Princeton. Isso o levou a uma
nomeagao como professor visitante nos anos de 1930 a 1933 e tornou-se um dos
primeiros professores do Advanced Studies Institute em Princeton, New Jersey, USA.
Motivado por um desejo continuo de desenvolver técnicas matematicas adequadas aos
fendomenos quanticos, Von Neumann, de 1929 até a década de 1940, introduziu uma
Teoria de Anéis de Operadores, agora conhecida como algebras de Von Neumann.

Princeton (1930-1942) - Computagao Quéntica - A velocidade de processa-
mento exponencialmente maior do que o mais avancado computador atual, deu
origem a Computagao Quantica. Isso é uma das vantagens que se espera do sistema
computacional baseado nos conceitos da Fisica Quantica: o computador quéantico. A
Computagao Quantica é fundamentada em conceitos criados pela Fisica Quantica
como o da sobreposicao/superposicio (quando uma particula estd em diferentes
condigbes contraditorias simultaneamente) e do entrelacamento/emaranhamento
(quando a alteragdo em uma particula provoca o mesmo efeito em outra que se
encontra distante). Nao se sabe se os eventos da mecénica quantica seriam todos
Turing-computdveis, mas se sabe que modelos rigorosos, como as Maquinas de Turing
Qudnticas (MTQ), j& foram construidos. Em 1932, John von Neumann publicou
o seu livro sobre os fundamentos matematicos da mecanica quantica, que pode ser
visto na Figura 130.

10.2 Maquina de computacao e o principio de Church-Turing
Na introdugao do artigo (DEUTSCH, 1985), Deutsch escreveu:

A teoria das maquinas de computacao foi extensamente desenvolvida durante as
ultimas décadas. Intuitivamente, uma maquina de computacao é qualquer sistema
fisico cuja evolugao dindmica leva de um conjunto de estados "de entrada'para um
de um conjunto de estados de "saida". Os estados sdo rotulados em alguma maneira
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Figura 130 — John von Neumann - The Mathematical Foundations of Quantum
Mechanics.

Fonte: <https://universosquanticos.wordpress.com/2017/04/26/pioneiros-quanticos-paul-benioff/>

canOnica maneira, a maquina ¢ preparada em um estado com um determinado rétulo
de entrada e, em seguida, apds alguma evolugao, o estado de saida ¢ medido. Para
um sistema deterministico classico, o rétulo de saida medido é uma funcao f do
rotulo de entrada; além disso, o valor desse rotulo pode, em principio, ser medido
por um observador externo (o "usuédrio") e a maquina é chamada para "computar'a
funcao f.

Duas maquinas computacionais deterministicas classicas sao "computacionalmente
equivalentes" sob determinadas rotulacoes de seus estados de entrada e saida, se
computarem a mesma func¢ao sob essas rotulagoes. Mas, maquinas de computagao
quantica e, na verdade, maquinas de computacao estocasticas classicas, nao 'com-
putam fungoes’ no sentido acima: o estado de saida de uma maquina estocastica é
aleatorio, onde somente a fun¢ao de distribuicao de probabilidade, para as possiveis
saldas, dependem do estado de entrada. O estado de saida de uma maquina quantica,
embora totalmente determinada pelo estado de entrada nao é um observavel e assim
0 o usuario nao pode, em geral, descobrir seu rétulo. No entanto, a no¢ao de equiva-
léncia computacional pode ser generalizada para aplicar a essas maquinas também.

Novamente, definimos a equivaléncia computacional sob certas rotulagoes, mas
agora ¢ necessario especificar, mais precisamente, o que deve ser rotulado. No que diz
respeito a entrada, os réotulos devem ser dados para cada um dos possiveis modos de
preparar a maquina, que correspondem, por definicdo, a todos os possiveis estados
de entrada. Isso é idéntico ao caso deterministico classico. No entanto, ha uma
assimetria entre a entrada e a saida porque existe uma assimetria entre a preparacao
e a medicao: enquanto que um sistema quantico pode ser preparado em qualquer
estado de entrada permitido, a medicao nao pode, em geral, determinar seu estado
de saida; em vez disso, deve-se medir o valor de alguns observdveis. Ao longo do
artigo (DEUTSCH, 1985), Deutsch utilizou a equagao de Schrédinger, na qual o
estado quantico é uma funcao do tempo, sendo os observaveis, operadores algébricos.
Assim, o que deve ser rotulado é o conjunto de pares ordenados, consistindo de uma
saida observdvel e um possivel valor medido daquele observavel (na teoria quantica,


https://universosquanticos.wordpress.com/2017/04/26/pioneiros-quanticos-paul-benioff/

206 Capitulo 10. Uma Introdugdo a Computacio Qudntica

um operador Hermitiano e um de seus autovalores). Esse par ordenado contém, com
efeito, a especificacdo de um possivel experimento que poderia ser feito na saida,
juntamente com um possivel resultado dessa experiéncia.

Duas maquinas de computagao sdo computacionalmente equivalentes sob deter-
minadas rotulagoes se, em qualquer experimento ou sequéncia de experimentos
possiveis, as suas entradas foram preparadas de forma equivalente sob as rotulacoes
de entrada e os observaveis correspondentes sob as rotulagoes de saida medidos,
os valores medidos desses observaveis para as duas maquinas sao estatisticamente
indistinguiveis. Isto é, as fungoes de distribuicao de probabilidade para as saidas das
duas maquinas devem ser idénticas.

No sentido que acabamos de descrever, uma dada maquina computacional M com-
puta no maximo uma fun¢ao. No entanto, nao deve haver diferenca fundamental entre
alterar o estado de entrada em que M ¢ preparada, e alterando sistematicamente a
constituicao de M para que se torne uma méaquina diferente M’ computando uma fun-
cao diferente. Para formalizar tais operagoes, muitas vezes é 1til considerar maquinas
com duas entradas, a prepara¢ao de uma constituindo um "programa'determinando
qual func¢ao da outra é para ser computada. Para cada uma dessas maquinas M,
corresponde um conjunto C(M) de 'M-fungoes computaveis. Uma fungao f é
M-computavel, se M puder calcular f quando preparada com algum programa.
O conjunto C(M) pode ser ampliado, estendendo-se o conjunto de mudangas na
constituicao de C'(M) que estao rotulados como possiveis programas-M. Dadas
duas maquinas M e M’, é possivel construir uma maquina composta, cujo conjunto
de fungoes computaveis, corresponde a unido de C(M) e C'(M’).

Nao ha razdao puramente légica para que alguém nao pudesse continuar ad infi-
nitum construindo mais poderosamente maquinas de computacao, nem porque deve
existir qualquer funcao que esteja fora do conjunto computavel de cada maquina fisi-
camente possivel. No entanto, embora a légica nao proiba o calculo fisico de fungoes
arbitrarias, parece que a Fisica o faz. Como é bem conhecido, ao projetar maquinas
de computacdo, uma maquina atinge rapidamente um ponto quando a adi¢ao de
hardware adicional nao altera o conjunto de fungoes computéveis da méquina (sob a
idealizagdo de que a capacidade de memoria é, na verdade, ilimitada); além disso,
para fungoes dos inteiros Z para Z, o conjunto C'(M) esta sempre contido em C(7),
onde T é a maquina de computagao universal de Turing (TURING, 1936) (On the
Computable Numbers with an application to the Entscheindugproblem). C(T) em si,
também conhecido como o conjunto de fungoes recursivas, é enumerdvel e, portanto,
infinitamente menor que o conjunto de todas as funcoes de Z a Z.

(CHURCH, 1936) e (TURING, 1936) conjecturaram que essas limitagdes sobre
o que pode ser computado, ndo sao impostas pelo estado-da-arte na concepgao de
maquinas de computagao, nem pela nossa ingenuidade em construir modelos para
computagao, mas sao universais. Isso é chamado de "Hipotese de Church-Turing";
de acordo com Turing:

Fvery “function which would naturally be regarded as computable’ can be computed
by the universal Turing machine. (1)
"Toda fungao naturalmente considerada como computavel, pode ser computada pela
maquina universal de Turing."
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A visdo convencional e nao-fisica desta hipdtese, interpreta-a como uma conjetura
quase matematica, que todas as formalizagdes possiveis da no¢ao matematica intui-
tiva de "algoritmo'ou "computacao'sao equivalentes entre si. Mas, Deutsch mostra
em (DEUTSCH, 1985), que também pode ser considerado como afirmando um novo
principio fisico, que Deutsch chamou de "Principio de Church-Turing', para
distingui-lo de outras implicagoes e conotagoes da conjectura (1). A "HipGtese
Church-Turing'(1) e outras formulagoes existentes na literatura (ver Hofstadter
(1979) para uma interessante discussao de varias versoes) sao muito vagas em com-
paracao com principios fisicos tais como as leis da termodinamica ou o principio da
equivaléncia gravitacional. Mas serd visto abaixo, que a declaragao de Deutsch, do
"Principio da Church-Turing"(2) ¢ manifestamente fisica e inequivoca. Deutsch
(DEUTSCH, 1985) mostrou que tem o mesmo status epistemolégico de outros prin-
cipios fisicos.

Deutsch propds reinterpretar as ’funcoes de Turing que naturalmente seriam consi-
deradas computdveis’ como as fungoes que podem, em principio, ser computadas por
um sistema fisico real. Pois, certamente, seria dificil considerar uma funcao 'natu-
ral’ como computavel, se nao pudesse ser computada in Nature, e contrariamente.
Para este fim, Deutsch definiu a nocao de ’simulagdo perfeita’. Uma méaquina de
computagao M é capaz de simular perfeitamente um sistema fisico S, sob uma dada
rotulagao de suas entradas e saidas, se existir um programa (S) para M, que torne
M computacionalmente equivalente a S nessa rotulagdo. Em outras palavras, (S)
converte (M) em uma ’caixa preta’ funcionalmente indistinguivel de (S). Com isso,
Deutsch pdde declarar a versao fisica do "Principio de Church-Turing":

" Fvery finitely realizable physical system can be perfectly simulated by a universal
model computing machine operating by finite means."(2)
"Cada sistema fisico finitamente realizavel pode ser perfeitamente simulado por uma
maquina de computacao de modelo universal operando por meios finitos."

Esta formulacdo é melhor definida e mais fisica do que a prépria maneira de Turing
(1), porque se refere exclusivamente a conceitos objetivos, como "medicao", "prepa-
racao'e "sistema fisico", que ja estdo presentes na teoria da medida. Isso evita a
terminologia como "naturalmente ser considerado", o que nao se encaixa bem na
estrutura existente da Fisica. Os sistemas fisicos "finitamente realizaveis'referidos
em (2) devem incluir qualquer objeto fisico em que a experimentagao é possivel. A
"maquina universal de computacgao”, por outro lado, precisa ser apenas um modelo
idealizado (mas, teoricamente permitido) finamente especificavel. As rotulagoes im-
plicitamente referidas em (2) deve também ser finitamente especificavel. A referéncia
em (1) a uma maquina de computacao universal especifica (Turing’s) tem sido
necessariamente substituida por (2), pelo requisito mais geral de que esta maquina
funcione "por meios finitos". (’Finite means’) podem ser definidos axiomaticamente,
sem hipdteses sobre a forma de leis fisicas (GANDY, 1953) (GANDY, 1980) !

Se pensarmos em uma maquina de computagdo como procedendo em uma sequéncia
de etapas cuja duragdo tem um limite inferior diferente de zero, entao ele opera por

! Robin Oliver Gandy (1919-1995) foi um matemético e légico britdnico. Era amigo, estudante

e sécio de Alan Turing, tendo sido supervisionado por Turing durante seu PhD na University
of Cambridge, onde eles trabalharam juntos.
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"meios finitos"se (i) apenas um subsistema finito (embora, nem sempre o mesmo)
estd em evolucao durante qualquer passo, e (ii) a evolugao s6 depende sobre o
estado de um subsistema finito, e (iii) a regra que especifica a evolu¢ao pode ser
dada finitamente no sentido matematico (por exemplo, como um inteiro). Maqui-
nas de Turing satisfazem essas condigoes, e assim, o computador quantico universal Q.

A afirmagao do principio da Church-Turing (2) é mais forte do que o estritamente
necessario por (1). De fato, é tao forte que nao é satisfeito pela maquina de Turing
na fisica classica. Em (DEUTSCH, 1985), na sua introdugao, a conclusdo é que, a
teoria quantica é compativel com a forma forte (2) da afirmativa empirica
do Principio de Church-Turing. O critério usual para o status empirico de uma
teoria é que ela seja experimentalmente falsificivel (POPPER, 1959) ("One of the
most important philosophical works of our century".), ou seja, que exista observagoes
em potencial que a contradiz.

Karl Raimund Popper (1902-1994) (Figura 131) foi um filésofo e professor austro-
britdnico. Amplamente considerado um dos maiores filésofos da ciéncia do século
20, Popper ¢ conhecido por sua rejeicao das visoes indutivistas classicas sobre o
método cientifico em favor do falsificacionismo.

Figura 131 — Karl Popper - considerado um dos maiores filosofos da ciéncia do século
20, pensador sobre a légica da pesquisa cientifica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Karl__Popper> Veja sobre Karl Popper no video
<https://www.youtube.com/watch?v=iamEsN__ Ap9Q>

10.3 Os pioneiros do computador quantico

Para aplicacoes com necessidade de capacidade de processamento exponenci-
almente maior do que os processadores classicos oferecem hoje, foram introduzidas
as primeiras ideias sobre o computador quantico, no inicio da década de 80, por


https://pt.wikipedia.org/wiki/Karl_Popper
https://www.youtube.com/watch?v=iamEsN_Ap9Q

10.3. Os pioneiros do computador qudantico 209

Paul Benioff (1930-). Em 1981, um fisico americano que ajudou a criar o campo da
computagao quantica no Argonne National Laboratory, Paul Benioff, foi o primeiro
a aplicar os principios da fisica quantica a computacao, teorizando sobre a criacao
de uma mdquina de Turing quantica.

Benioff (1982) construiu um modelo para computagdo dentro da cinematica e
dindmica quantica, mas ainda é efetivamente classico no sentido da sec¢ao ante-
rior. E construido de modo que, no final de cada etapa computacional elementar,
nenhuma propriedade caracteristicamente quantica do modelo - interferéncia, nao-
separabilidade, ou indeterminismo - pode ser detectado. Seus calculos podem ser
perfeitamente simulados por uma maquina de Turing (DEUTSCH, 1985). Paul A.
Benioff é um fisico Benioff é mais conhecido por sua pesquisa em teoria da infor-
macao quantica que demonstrou a possibilidade teérica de computadores quanticos.
Em 2000, Benioff recebeu o Quantum Communication Award of the International
Organization for Quantum Communication, Computing, and Measurement, bem
como o Quantum Computing and Communication Prize da Universidade de Tama-
gawa, no Japao. Tornou-se membro fellow da Sociedade Americana de Fisica em
2001. No ano seguinte, foi agraciado com the Special University of Chicago Medal
for Distinguished Performance at Argonne National Laboratory. Em 2016, Argonne
realizou uma conferéncia em homenagem ao seu trabalho de computagao quantica.

Figura 132 — Paul Benioff - Pioneiro na pesquisa em teoria da informacao quéntica
que demonstrou a possibilidade tedrica de computadores quanticos.

Fonte: <https://universosquanticos.wordpress.com/2017/04/26 /pioneiros-quanticos-paul-benioff />

Benioff deixou muitos artigos escritos sobre diversos aspectos da computacao
quantica, e muitos podem ser lidos nos links que seguem:

e Artigos de Benioff no site da Argonne National Lab (<https://www.phy.anl.
gov/theory /staff/Benioff P.html>)

o Artigos de Benioff no site Arxiv (<https://arxiv.org/a/benioff p_1.html>)

Em 2016 um simposio em homenagem as suas contribuic¢oes foi realizado em Ar-
gonne, com o nome "Quantum Computing: Beginnings to Current Frontiers'. As
mais importantes contribui¢oes de Benioff para a computacao quantica foram 3
artigos escritos no inicio da década de 80, foram eles:

The computer as a physical system: A microscopic quantum mechanical Hamiltonian


https://universosquanticos.wordpress.com/2017/04/26/pioneiros-quanticos-paul-benioff/
https://www.phy.anl.gov/theory/staff/Benioff_P.html
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model of computers as represented by Turing machines - Neste artigo, Benioff desen-
volveu o primeiro modelo quantico com mecanica hamiltoniana para uma mdquina
de Turing. Ver em: <https://link.springer.com /article/10.1007%2FBF01011339>.

Quantum mechanical Hamiltonian models of discrete processes that erase their
own histories: Application to Turing machines. - Neste artigo, Benioff esten-
deu o seu trabalho anterior. Ver em: <https://link.springer.com/article/10.1007%
2FBFO01857725>

Quantum mechanical hamiltonian models of turing machines - Neste artigo, Beni-
off também estendeu o seu trabalho anterior. Ver em: <https://link.springer.com/
article/10.1007%2FBF01342185>

Estes 3 artigos da década de 80 formaram a fundacao tedrica em que se desen-
volveu a computacao quantica.

A primeira ideia de um aparato computacional (méquina de Turing) utilizando
propriedades quéanticas foi idealizada por Paul Benioff. Benioff (1982) construiu
um modelo para computacao dentro da cinematica e dinamica quantica, mas ainda é
efetivamente cldssico no sentido acima. E construido de modo que, no final de cada
etapa computacional elementar, nenhuma propriedade caracteristicamente quantica
do modelo - interferéncia, nao-separabilidade, ou indeterminismo - pode ser detec-
tado. Seus calculos podem ser perfeitamente simulados por uma maquina de Turing.

(DEUTSCH, 1985)

Foi Benioff quem primeiro reconheceu a importancia de um artigo de 1973 do
Charles Bennett (BENNETT, 1973), fisico da IBM, onde era mostrada a possibi-
lidade tedrica da realizagao de operagoes computacionais reversiveis. O autémato
de computagao de propoésito geral usual (por exemplo, uma maquina de Turing) é
logicamente irreversivel - sua funcao de transicdo nao possui um inverso de valor
unico. O trabalho de Bennett mostrou que tais méaquinas podem ser logicamente
reversiveis a cada passo, enquanto retém sua simplicidade e sua capacidade de fazer
calculos gerais. Este resultado é de grande interesse fisico porque torna plausivel
a existéncia de computadores termodinamicamente reversiveis que poderiam rea-
lizar calculos tteis a uma velocidade 1til, enquanto dissipam consideravelmente
menos energia por passo logico. No primeiro estédgio de sua computacao, o autémato
logicamente reversivel ¢ paralelo ao correspondente autémato irreversivel, exceto
pelo fato de salvar todos os resultados intermediarios, evitando assim a operacao
irreversivel do apagamento. O segundo estagio consiste em imprimir a saida desejada.
O terceiro estagio entao, reversivelmente, descarta todos os resultados intermediarios
indesejados (BENNETT, 1973).

No entanto, a proposta da maquina de Benioff nao era exatamente um computador
quantico, como explicado no segundo paragrafo desta secao.

Dois anos depois, a possibilidade de que efeitos quanticos poderiam oferecer algo ver-
dadeiramente novo foi apontada pela primeira vez por Richard Feynman (FEYN-
MAN;, 1982b). Em 1982, Richard Feynman considerou que efeitos quanticos pode-
riam oferecer algo realmente novo. Ele mostrou como um sistema quantico poderia
ser usado para fazer calculos. Além de explicar como tal maquina seria capaz de agir
como um simulador para a fisica quantica. Um fisico poderia realizar experiéncias de


https://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01011339
https://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01857725
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fisica quantica usando um computador baseado na mecanica quantica. Feynman
também argumentou que nenhuma maquina de Turing (cléssica) seria capaz de
simular alguns fendmenos quanticos sem introduzir um fator exponencial em seu
desempenho. Assim, ele propos que apenas um "simulador quantico universal'seria
capaz de simular um sistema quantico eficientemente. Surgia entao a ideia de
um computador quantico.

Richard Philips Feynman (1918-1988) foi um fisico norte-americano do século
XX, um dos pioneiros da eletrodinamica quantica, que também contribuiu com as
primeiras ideias do computador quantico. Feynman trabalhou como professor no
California Institute of Technology (1950-1988), foi um dos ganhadores do Prémio
Nobel de Fisica (1965) por pesquisas em eletrodindmica quéantica, juntamente com
outro americano da Harvard University, Cambridge, MA, Julian Schwinger, e o
japonés Shin’Ichiro Tomonaga da Tokio Education University.

Figura 133 — Richard Feynman - O pioneiro na eletrodindmica quéntica e na area
de computacao quantica, introduzindo o conceito de nanotecnologia.

Fonte: Google Images <brasil.elpais.com>

Feynmam estudou no Massachusetts Institute of Technology onde obteve seu B.
Sc. (1939) e na Princeton University onde obteve seu Ph.D. (1942). Foi research
assistant em Princeton (1940-1941), professor of Theoretical Physics na Cornell Uni-
versity 1945-1950), visiting professor e, professor of Theoretical Physics no California
Institute of Technology (1950-1959 ). Feynman foi membro da American Physical
Society e da National Academy of Science, foi também eleito membro estrangeiro da
Royal Society, London (1965). Além do Nobel recebeu varias outras honrarias como


brasil.elpais.com
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o Albert Einstein Award (1954, Princeton) e a Lawrence Award (1962). Richard
Feynman (1982) foi um passo mais perto de um verdadeiro computador quantico
com seu simulador "quantum universal'. A ideia consistiu em um "lattice of spin
systems"livremente especificavel. Embora, possa certamente simular qualquer sis-
tema com um espago de estados de dimensao finita, Deutsch nao entendeu porque
Feynman duvidou que pudesse simular sistemas de férmions), ndo é uma méaquina
no sentido deste artigo. 'Programacao’ o simulador consiste em dota-lo com as leis
dindmicas desejadas e, em seguida, coloca-lo em um estado inicial desejado. Mas
0 mecanismo que permite selecionar leis dindmicas arbitrarias ndo é modelado. A
dindmica de um verdadeiro "computador quantico"', imaginado por Deutsch, deve
ser dada de uma vez por todas, e a programacao deve consistir inteiramente em
prepara-lo em um estado adequado.

Adicionalmente a seus trabalhos sobre fisica tedrica, Feynman foi pioneiro na
area de computacao quantica, introduzindo o conceito de nanotecnologia, no encontro
anual da Sociedade Americana de Fisica, em 29 de dezembro de 1959, em sua palestra
sobre o controle e manipulacdo da matéria em escala atomica, embora nao tenha
utilizado este termo em sua palestra, onde apresentou pela primeira vez suas ideias
acerca do assunto. Defendeu a hipdtese de que ndo existe qualquer obstaculo tedrico
a construgao de pequenos dispositivos compostos por elementos muito pequenos, no
limite atomico, nem mesmo o principio da incerteza. A nanotecnologia é uma ciéncia
que se dedica ao estudo da manipulacao da matéria numa escala atémica e molecular
lidando com estruturas entre 1 e 1000 nanémetros. A palavra "nanotecnologia'foi
utilizada pela primeira vez pelo professor Norio Taniguchi em 1974 para descrever
as tecnologias que permitam a construcao de materiais a uma escala de 1 nanémetro
(1072 metro). Para se perceber o que isto significa, considere uma praia de 1000 km
(1.000.000.000 mm) de extensao e um grao de areia de 1 mm, este grao esta para esta
praia como um nanoémetro esta para o metro . Nanotecnologia pode ser utilizada em
diferentes areas como, a medicina, eletronica, ciéncia da computacao, fisica, quimica,
biologia e engenharia dos materiais.

David Z. Albert (1983) (Figura 134) - E professor de Filosofia e Diretor do
Programa M.A. em The Philosophical Foundations of Physics na Columbia Univer-
sity em New York. Albert descreveu uma medida na mecénica quantica (baseada
num "autémato') e observou que suas propriedades ao serem ajustadas para se
medir (ALBERT, 1983), nao tém andlogo entre os autdématos classicos. Os autématos
de Albert, embora nao sejam maquinas de computacao de proposito geral, sao
verdadeiros computadores quanticos, membros da classe geral, como estudada no
artigo "Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal quantum

computer'(DEUTSCH, 1985).

Em 1989, Deutsch introduziu o modelo de circuitos quanticos (DEUTSCH, 1989),
e isto fez crescer ainda mais o interesse em computacao quantica.

O algoritmo de Deutsch reescrito na nova linguagem (qubits) (1992) teve, en-
tao, uma ampla repercussao, pois a linguagem dos qubits (analogo quintico ao bit
classico) abriu um paralelismo entre a linguagem de circuitos quénticos e os digitais
classicos. Apés as ideias precursoras que levaram a nocao de computadores quanti-
cos, David Deutsch, em 1985 (DEUTSCH, 1985), publicou a primeira proposta
tedrica para um algoritmo onde se faz uso explicito do paralelismo computacional
que surge do principio da superposicao de estados quanticos, na resoluc¢ao de um
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Figura 134 — David Albert - descreveu uma medida na mecénica quantica, baseada
num autémato.

Fonte: <https://www.mathematik.uni-muenchen.de>

problema matematico especifico sobre fungoes bindrias. Este foi o primeiro algoritmo
quantico a ser criado, e demonstrou o poder da computacao quantica sobre a clas-
sica, pois resolve um problema utilizando um método que nao possui analogo classico.

Em 1994 surgiu o trabalho que fez eclodir o interesse por computacao quantica,
publicado por Peter Shor. Neste artigo, Shor propoe um esquema para fatoracao
de nimeros grandes com ganho exponencial de tempo, quando comparado com
algoritmos classicos. O algoritmo de Shor é uma evidéncia de que o modelo com-
putacional quantico proposto pode superar de fato o modelo classico derivado das
maquinas de Turing. O resultado de Shor impulsionou a pesquisa por sistemas
fisicos onde estas ideias pudessem ser implementadas, objetivando a construcao de
um computador que funciona sujeito as leis da fisica quantica, ou melhor, utilizando
suas extraordinarias propriedades.

Em 1996, Lov Grover publicou um outro trabalho de grande importancia, onde
reporta a criacao de um algoritmo quantico de busca em listas desordenadas, que ¢é
quadraticamente mais rapido do que seus andlogos classicos. Os trabalhos de Shor e
Grover sao frequentemente citados como os dois grandes motivadores para estudos
em computacao quantica, pois estes sao demonstragoes comprovadas do poder da
computacao quantica sobre a classica. Estes estudos justificam as pesquisas por
mais algoritmos quanticos, por dispositivos e materiais capazes de serem utilizados
como chips quanticos e também por técnicas experimentais capazes de manipular os
estados quanticos dos qubits com alta precisao.

Estes algoritmos quénticos serao abordados no capitulo 11.
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10.4 Os principios do computador quantico

Este capitulo esta baseado no trabalho de Hamilton José Brumatto, In-
trodugdo a Computagao Quantica (BRUMATTO, 2012).

A evolugao dos computadores, de hoje, esta limitada por duas barreiras inatin-
giveis para o modelo atual: velocidade da luz no processamento da informacao e
a dimensao da ordem de grandeza atomica, no tamanho dos componentes em um chip.

A Computacdo Quéntica é a continuidade natural na evolucao dos computadores
para fisicamente tentar atingir estas barreiras. O Principio da Incerteza associado a
estrutura quantica da matéria define um mecanismo para que computadores quanticos
implementem uma mdquina probabilistica de Turing. Assim, os computadores quanti-
cos poderao ser utilizados na solucao de problemas intrataveis da classe NP-completo
<https://pt.wikipedia.org/wiki/NP-completo>. E possivel definir bits quanticos,
ou qubits, para representacao da informagao e construir um conjunto universal de
portas quanticas para operar sobre os qubits, seguindo uma programacao pré-definida.
Alguns protétipos ja demonstram a implementacao da computacao quantica, no
entanto, sao apenas modelos experimentais. Assim, a computagdo quantica apresenta
uma perspectiva positiva de futuro.

A Lei de Moore Moore (1965) traz uma predicdo que tem se confirmado nos
ultimos anos (HENNESSY; PATTERSON, 2008), no entanto nao é possivel que a
taxa de crescimento predita ou medida se mantenha, e isto é evidenciado por uma
quebra mais recente no ritmo do crescimento (HENNESSY; PATTERSON, 2008).
Um dos motivos da dificuldade de manter o crescimento é que o aumento do nimero
de componentes em um chip implica na diminui¢ao do tamanho de cada componente,
neste caso, se a taxa de crescimento se mantiver teremos componentes atingindo o
tamanho de um atomo, o que é uma situacao impossivel. Outro fator a se considerar
é o limite na solucao de problemas computacionais que a arquitetura concebida no
modelo da Maquina de Turing oferece, por mais rapido que sejam as maquinas ainda
nao é possivel resolver problemas considerados NP-completos (MOORE, 1965) para
uma entrada suficientemente grande. Conclui-se entdao que ha a necessidade de se
criar um novo paradigma na construcao de hardware.

Uma maquina probabilistica de Turing (CORMEN et al., 2001) é suficiente para
resolver problemas definidos NP-completos em tempo polinomial. Com base nesta
ideia, David Deutsch procurou definir um dispositivo computacional capaz de
simular eficientemente sistemas fisicos arbitrarios (NIELSEN; CHUANG, 2000) como
base para a construcao de uma maquina probabilistica. Como esses sistemas fisicos
sao basicamente ditados pela mecanica quantica, surgiu a proposta inicial de cons-
trucao de computadores quanticos. Esta ideia tem sido desenvolvida até a concepcao
moderna da computacao quantica.

A base da computacao quantica é a representagao de um bit quantico, o qubit.
De forma analoga a um sistema computacional classico, é necessario um sistema
quantico que apresente um qubit com dois estados bem definidos, que serdo indicados
por |0) e |1). pesar de possuir estes dois estados quinticos fundamentais, o sistema
utilizado podera se encontrar em um estado que € na realidade uma sobreposicdo dos
estados fundamentais. A sobreposicio é indicada por uma distribuicdo probabilistica
através dos estados fundamentais. Um estado do sistema fica, entao, descrito por um
vetor, no qual cada posi¢ao desse vetor esta associada a um estado fundamental e o


https://pt.wikipedia.org/wiki/NP-completo

10.5. A incerteza por principio 215

valor representado define a probabilidade do qubit estar naquele estado fundamental.
Em um sistema com n qubits teremos 2" estados fundamentais possiveis. Ao medir
o sistema obtemos um tnico valor que indica apenas o conjunto de estados funda-
mentais nos quais cada qubit do sistema se encontra. O estado medido segue uma
distribuicao probabilistica. Este mecanismo é a base de concep¢ao de uma mdquina
probabilistica de Turing.

Uma arquitetura de um sistema quantico pode ser construida de forma semelhante a
arquitetura classica: Mleméria, ULA (Unidade Logica e Aritmética) e Circuito de
Controle. Memoria e ULA serao dispositivos quanticos, o Circuito de Controle
pode possuir uma interface na computagao classica para gerenciar o controle de fluxo
quantico e mecanismos de correcao de erros. A ULA poderia ser construida através de
um conjunto universal de portas logicas quanticas. Algumas propriedades fisicas tém
sido exploradas para implementar uma maquina real, no entanto os prototipos ainda
trabalham com cerca de uma centena de qubits, o que pode ser ainda insuficiente
para qualquer resultado pratico.

10.5 A incerteza por principio

A Fisica classica é fundamentada pela descricdo dos movimentos dos cor-
pos introduzida por Isaac Newton (NEWTON, 1999), e também pela descrigao
do comportamento dos campos e ondas eletromagnéticas compilada por James
Clerk Maxwell (MAXWELL, 1954). As vérias teorias, teoremas e experimentos
construidos ao longo dos ultimos séculos pelos sucessores e até mesmo antecessores
de Newton e Maxwell demonstraram que as equacoes da mecanica e do eletro-
magnetismo descrevem com grande sucesso os fatos observados. No inicio do século
passado, alguns experimentos ficaram inexplicados: por exemplo, pela teoria do
eletromagnetismo, um elétron quando acelerado emite energia na forma de radiacao
eletromagnética e com isto, baseado no principio da conservacao da energia, diminui
sua propria energia de movimento, e decorrente disto um elétron submetido a acao
de uma forga (aceleracdo) centripeta em um movimento ao redor do ntcleo deve
perder sua energia e se precipitar no nicleo, o que nao ocorre.

Outras contradigdes entre fatos reais/experimentais e previsoes tedricas surgiram,
entre eles um famoso problema, a catastrofe do ultravioleta de Rayleigh e Jeans
(EKERT; HAYDEN; INAMORI, 2001). O problema considera que um corpo negro
teria uma energia infinita, e a energia é funcao da temperatura e da frequéncia da
radiacao eletromagnética. Dada uma frequéncia, a energia obtida ¢ uma integral
em um intervalo continuo e isto faz com que esta integral resulte em valor infinito,
quando calculada para frequéncias na regiao do ultravioleta. Max Planck resolveu
este problema, ele propds que a energia nao assuma valores continuos, e sim multiplos
de um valor minimo: £ = n.h.f, sendo f a frequéncia, h uma constante (constante
de Planck) e n valores inteiros. O valor minimo possivel, £ = hv é o quanta de
energia. Com isto a energia total passou a ser uma soma discreta e ndo mais uma
integral, coerente com os resultados experimentais. Com a definicao do quanta de
energia, os valores de energia possiveis sao quanticos'. Este foi o primeiro trabalho
que deu inicio a Fisica Quéantica.

Heisenberg (HEISENBERG, 1949) em seu trabalho sobre principios da teoria
quantica, trouxe uma compilacao de varios experimentos que apresentava a ambigui-
dade entre a natureza corpuscular e ondulatoria da matéria. Por exemplo, raios 5 ao
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passarem por uma camara de bolhas deixam um rastro compativel com a natureza de
uma particula, é possivel determinar massa e velocidade. Por outro lado, os raios
ao atravessarem um filme fino de material cristalino formam uma figura de difracao
em um anteparo, compativel com a natureza de uma onda, é possivel medir sua
frequéncia. Isto significa que um feixe de raios pode ser descrito, tanto como uma
frente de onda, quanto como um conjunto de particulas. O mesmo foi observado para
os raios X, que como sao radiagoes eletromagnéticas, possuem a natureza de onda.
Quando um feixe deste raio atravessa um vapor supersaturado de agua, é deixado
um rastro tal qual um conjunto de particulas, também se observa o efeito de difracao
para o raio X. Decorrente da natureza dual particula-onda Heisenberg deduziu que
o conhecimento da posi¢do de uma particula com a precisdo Az e o conhecimento
do momento (velocidade) da particula com a precisao Ap deve obedecer o limite:
Az.Ap > h/(4m) , sendo h a constante de Planck. Este resultado é conhecido
como o Principio de Incerteza de Heisenberg, e deriva diretamente da dualidade
particula-onda, nao ¢é possivel conhecer simultaneamente a posicao e velocidade de
uma particula, exceto dentro de um limite de incerteza, que é pequeno comparado
ao valor da massa de corpos do nosso cotidiano, mas é expressivo em um mundo
subatomico.

Enquanto realizava experiéncias para evidenciar a dualidade particula-onda também
para a luz, que é uma forma de radiagdo eletro-magnética, Eisntein demonstrou
através do efeito foto-elétrico, o que lhe valeu um prémio Nobel, que a luz também
pode ser interpretada na forma de particula, chamada féton. Com base nisso propos-
se uma experiéncia na obtengao de figuras de difracao a partir de f6tons (RAE, 1986).
Nesta experiéncia emite-se luz com intensidade bem baixa, quase que um féton por
vez, de forma a passar por um anteparo com dois furos, observa-se que no resultado,
cada féton imprime uma imagem que compoe ao longo do tempo, com a imagem de
outros fotons, a figura da difracao, isto indica que a natureza onda do féton permite
que este, mesmo sendo uma unica particula, atravesse ao mesmo tempo ambos furos
formando a figura de difragao, e cada féton acaba sendo impresso como um ponto,
ou particula, no anteparo. Se for colocado um tipo de deteccao, logo na saida dos
furos para identificar por qual furo o féton passa, de fato, observa-se que cada féton
passa por um unico furo, e no entanto perde-se a figura de difracao. A medida da
posicao ou velocidade do féton afeta seu estado.

O principio da incerteza e o resultado de que uma medida afeta o estado de uma
particula nos limites quanticos nos permitira entender o modelo da computagdo
quantica.

10.6 Bits e quBits

Diversos itens sao aqui descritos no que diz respeito a bits convencionais e bits
quanticos, os qubits. Veja na Figura 135 um visao comparativa entre um computador
classical e um computador quantico.

e A unidade basica de informagao em computadores digitais é o bit. Um bit pode
ter os valores logicos "0"ou "1".

e Nos computadores digitais, um bits é fisicamente representado pela presenca
ou nao de correntes elétrica em componentes eletronicos dentro dos chips: a
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Figura 135 — Visao comparativa entre um computador classico e um quantico.

Fonte: <http://qoqms.phys.strath.ac.uk/research_ qgc.html>

presenca da corrente indica o estado logico 1 e a sua auséncia o estado logico
0. Portanto, os dois valores l6gicos de um bit sdo mutuamente excludentes.

e Um computador classico tem uma memoria feita de bits. Cada bit guarda um
"1"ou um "0"de informacao. Um computador quantico mantém um conjunto
de qubits. Um qubit pode conter um "1", um "0"ou uma sobreposicao destes.
Em outras palavras, pode conter tanto um "1"'como um "0"ao mesmo tempo. O
computador quantico funciona pela manipulagao destes qubits.

e Em outras palavras, a unidade de informacgao quantica é o bit quantico, ou
qubit (do inglés quantum binary digit), o qual pode assumir os valores légicos
'0", "1"ou qualquer sobreposicao destes.

e Fisicamente, um qubit é representado por qualquer objeto quantico que possua
dois estados bem distintos, como estados de polarizacao de um féton ou as
orientacoes de spins nucleares.

e Os estados quanticos de 1 qubit sdo representados por |0) e |1). A sobre-
posicao quantica é um dos principios fundamentais da mecénica quantica

(AZAMBUJA, 2016) que afirma que:

Um sistema fisico existe parcialmente em todos os estados teoricamente
possivets, simultaneamente, antes de ser medido. Porém quando medido ou
observado, o sistema se mostra em um unico estado. Como representar tais
superposicoes? A notacdo utilizada na computagdo quantica sdo para esses

casos, como: |0) ou [1) ou |01) ou |10).

O conceito dos bits quanticos, em (EKERT; HAYDEN; INAMORI, 2001),
leva em consideracao estados quanticos da matéria. Um bit quantico pode ser
representado por um sistema quéantico que possua dois estados fundamentais,
que podem ser indicados como [0) ou |1) 2. Se um sistema for medido no

2 A notacdo apresentada é a notacdo bra-ket definida por Paul Dirac para representacio de

estados quanticos (DIRAC, 1939).
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estado representado como |0), entdo nao estd no estado |1). No entanto, os
estados quanticos que um sistema pode, ndao necessariamente, recair em um
ou outro estado fundamental, o Principio da Incerteza nos diz que ha uma
probabilidade de o sistema simultaneamente estar em um ou outro estado
fundamental, um determinado estado que pode ser representado de acordo com
esta probabilidade como:

[¥) = «|0) + 8[1)

Como os estados sdo representados por vetores ortogonais, devemos ter o> +/3% =
1, e o? e B2 representam as probabilidades do sistema estar em um ou outro
estado. Um conceito mais geral considera estas constantes como ntumeros
complexos, como nos espacos vetoriais de Hilbert sobre C.

e Um sistema quantico composto por varios qubits também é chamado de regis-
trador quantico. Na esséncia, um computador quantico manipula a informacao,
como se os quatro estados quanticos provenientes dos dois qubits existissem
a0 mesmo tempo, e essa propriedade torna possivel uma capacidade computaci-
onal muito além da que temos acesso na atualidade. Um computador quantico
é um dispositivo que executa calculos, fazendo uso direto de propriedades
da mecanica quantica, tais como sobreposicao, interferéncia e o principio da
incerteza.

10.7 O uso da probabilidade

O uso da probabilidade nos calculo da Fisica deu excelente resultado,
levando a uma ampliacao dos horizontes do conhecimento e a inventos como a
televisao e o raio laser. Mas a probabilidade também tem as suas limitagoes e, quando
aplicada a uma teoria fundamental, como é o caso da mecanica quantica, provoca
certa inquietagdo. Uma coisa, por exemplo, é alguém olhar um carro e dizer: "A
velocidade daquele carro é de 100 quilémetros por hora'. Outra, bem diferente, é
dizer: "Aquele carro nao tem velocidade definida; é provavel que seja 100 quilometros
por hora, mas também pode ser 80 ou 120". Nas duas situagoes, existem informacoes
bésicas sobre o carro - calcular a velocidade é um dado fundamental para qualquer
teoria fisica. Mas, na primeira, a informacao é inequivoca: um unico nimero. Em
lugar disso, a resposta probabilistica fornece um conjunto de ntimeros, como
se o carro pudesse desenvolver diversas velocidades ao mesmo tempo. Do ponto
de vista cientifico, as respostas miltiplas da mecanica quantica significam apenas
isso: a teoria, em certos casos, oferece um conjunto de resultados mais ou
menos provaveis para determinado calculo. Qualquer interpretacao além disso
¢ simples imaginacao. Um problema é que, no caso de um corpo como o carro, a
Fisica sempre da uma resposta unica e taxativa - a probabilidade s6 afeta os
corpos microscopicos. Esse fato forca uma divisao do mundo fisico em duas partes,
numa das quais valem leis probabilisticas e deterministas, e no outro, apenas
leis probabilisticas. Atualmente, a grande maioria dos cientistas aceita as equagoes
probabilisticas.

10.8 Entendendo estados quanticos com dois qubits

Agora, se estivéssemos trabalhando com a computacgao classica, com os dois
bits convencionais "0"e "1", terfamos quatro estados possiveis: {00,01,10,11}. Se
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forem quatro estados classicos poderao representar dois qubits simultdneos em
seus estados fundamentais representados como {|00),|01),]10),[11)} .

Para a manipulacao dos estados quanticos com dois qubits, utiliza-se o seguinte
raciocinio: suponhamos agora que temos dois qubits, como consequéncia, temos que
um sistema quantico, com dois qubits possuindo quatro estados quanticos representa-
dos na base computacional: {|00),|01),]10),[11)}.

Contudo, de acordo com o principio da superposigao, exemplificado por Schroe-
dinger, como um par de qubits também pode existir, para um determinado instante
de tempo, em superposigoes destes estados, entao obtém-se coeficientes complexos
associados a cada um dos estados - associa-se uma amplitude de probabilidade ao
estado genérico |1). Dessa forma pode-se representar o vetor de estado qudntico
genérico como:

) = 00 [00) + a1 [01) + ai|10) + an |11)
onde os coeficientes oy, ag1, 19 € a1 sdo nimeros complexos, onde
> ref0,1)? la,|* = 1 (condicdo de normalizacio),

sendo tuteis nos calculos de probabilidades.

Similarmente ao caso para um qubit s6, o resultado da medicao de z ocorre com
probabilidade |a,|?, resultando no estado |z).

Pode-se, também, medir apenas um subconjunto dos qubits; o resultado é similar:
medir o primeiro qubit resultaria em 0 com probabilidade |ago|” + |avo1|?, resultando
no estado de pés-medigao:

‘w{> — a00\00>+a01|01>

v/ leoo)®+|ao1 |

Note como |¢)') é renormalizado para ter comprimento unitério.

Este conceito pode se expandir a sistemas quanticos que apresentem varios es-
tados fundamentais, e o sistema podera estar em uma distribuicdo probabilistica
sobre esses estados, para descrever um estado genérico |¢) .

Para tratar da unidade basica de informagao em computadores quanticos, ¢ ne-
cessario recorrer ao conceito de espaco de Hilbert e da Fsfera de Bloch.

Um espago de Hilbert (H) é um espago vetorial complexo provido de uma métrica
dada por um produto escalar. Em um espaco vetorial H, uma combinacao linear
de dois elementos pertencentes a H, |11) e |1)), também pertence a H, ou seja, da-
dos [¢1) € H e |1he) € H, entdo a |1)1)+b|12) € H, onde a e b sdo nliimeros complexos.

Sendo os estados de um qubit sdo representados por |0) e |[1). O conjunto des-
ses estados {|0), |1)} forma uma base no espaco de Hilbert de duas dimensoes, tal
que:
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Tabela 1 — Pontos especiais sobre a Esfera de Bloch

0] ]| |¥) ‘ Comentario
00 |0) Polo Norte

7|0 1) Polo Sul

210 (/0)+[1))/v2 | Equador, sobre o eixo x
21 21 (|0) +71))/v2 | Equador, sobre o eixo y

o-[3]en-[2]

O estado genérico (sobreposicao de estados) de um qubit é representado por:
1)) = a|0) + b 1), onde a e b sdo niimeros complexos tais que |a|> + [b]* = 1.

Este estado genérico pode ser parametrizado por angulos 6 e ¢, fazendo-se:
a.cos($) e b = exp(jp).sen(s),
o que produz:
[y =15 ]10) + [ exp(ip).sen(5) ] |1)

Esta representacao permite que o estado de um qubit corresponda a um ponto
sobre a superficie de uma esfera. Tal esfera é chamada de Esfera de Bloch, a qual é
apresentada nas Figuras 136, 137:

® 0 o

®! 1)
Classical Bit Qubit

Figura 136 — Visao comparativa entre o bit classico e um bit quantico (qubit).

Fonte: <http://qoqms.phys.strath.ac.uk/research_qc.html>

Pontos especiais sobre a esfera de Bloch sao mostrados na Tabela 1:

Fica evidenciado, portanto, que um tnico qubit pode armazenar uma, dentre infinitas
informacoes, que sao todas as combinagoes lineares possiveis dos nimeros complexos
a e b, sempre respeitando a? 4+ b2 = 1. Essas combinacoes lineares sao chamadas de
superposicoes dos auto-estados.

Nao importando em que estado de superposicao se encontre um qubit, a leitura


http://qoqms.phys.strath.ac.uk/research_qc.html

10.8. Entendendo estados qudanticos com dois qubits 221

|1}
Figura 137 — Esfera de Bloch.

Fonte: TA013 - Introducdo & Computagdao Natural - Prof. Fernando J. Von Zuben,
DCA/FEEC/Unicamp.

de seu valor serd sempre |0) ou |1). Isso ocorre porque a leitura promove o colapso
do estado para um dos auto-estados.

O estado do qubit vai colapsar em |0) com probabilidade a? ou vai colapsar em |1)
com probabilidade b2.

O Espaco de Hilbert de dois qubits é expandido pelos vetores formados pelo produto
tensorial:

{10), 10} @ {0}, |1)} = {]00) , [01) , [10) , [11) }

A representacao desses auto-estados (estados fundamentais) é dada por:

0) = ;|01) = » [10) = ;1) =

_—o OO

1 0
0 1
0 0
0 0

Ao trabalhar com sistemas que possuam dois qubits, um qubit estard no estado |¢)
e o outro no estado |¢), cada qual representado por uma distribui¢ao probabilistica:

com isso teremos no final uma sobreposicao probabilistica desses estados genéricos,
representando o estado do sistema quantico, pelo produto tensorial de um espaco de
Hilbert, tal que:

A 1ltima linha da equacio acima apresenta uma notagao mais simples para os estados
fundamentais quanticos em sistemas com dois qubits. Fica claro que um sistema
quantico que apesenta quatro estados fundamentais pode ser representar um sistema
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Y >=al0 > +6|1 > e
| >=n|0 > +4|1 >

Figura 138 — Dois estado quénticos genéricos [¢) e |¢).

Fonte: (BRUMATTO, 2012)

o> = |[v>|o>
= (a|0 > +8I1 >) @ (n|0 > +4[1 >)
= an(|0>®[0>)+ad (|0 > 2|1 >)
+06n (|1 > [0 >)+ 36 (|1 > @[1 >)
= an|00 > 4+ad|01 > +5n|10 > +56[11 >
= oan|l > 4ad|2 > +06n(3 > +56/14 > (3.4)

| > ®

Figura 139 — Produto tensorial de dois estados quanticos genéricos [1)) e |®).

Fonte: (BRUMATTO, 2012)

com dois qubits. Outro detalhe na equacao acima é a linearidade, isto é possivel,
pois os estados sdo bem descritos por um vetor, ou seja, os estados |0) e |1) sdo
ambos auto-vetores (vetores da base do espago vetorial H) que representam solugoes
possiveis para um estado quantico:

a|0>+.3|1>:“{{1]]+'5[?}:{g}

Figura 140 — Um vetor de estado quantico genérico [1).

Fonte: (BRUMATTO, 2012), as equagdes (3.5)

Pode-se representar o produto tensorial de desta forma:

o)
S R e ad
?>=1351916 |~ 8y

| ]

Figura 141 — Um produto tensorial de estados genéricos 1) e |¢).

b > ®

Fonte: (BRUMATTO, 2012), as equagoes (3.6)

Prosseguindo com este raciocinio, conclui-se que um computador quantico com n
qubits em superposicao vai ter 2" auto-estados. Este conceito pode ser generalizado a
sistemas quanticos que apresentem varios estados fundamentais, e o sistema quantico



10.9. Portas logicas cldssicas 223

podera ter uma distribuicao probabilistica sobre esses estados.

Dada a linearidade, quando realizamos uma medida no sistema acima em ape-
nas um qubit, o qubit seguinte pode se apresentar em qualquer outro estado. Feita a
medida, e supondo que o primeiro bit se encontra no estado m, m € {0, 1}, o estado
resultante é:

¥ >=n|m,0 > +4§|m,1 >

Figura 142 — Linearidade quando apenas um qubit de dois qubits é medido.

Fonte: (BRUMATTO, 2012), equagdes (3.7)

isto é, medindo apenas 1 qubit, o outro qubit podera estar em qualquer outro estado.

Porém, nem todos os estados podem ser descritos por uma combinacao linear de
dois estados separados. Considere o estado representado pela equacao:

¥ >=7|0,0 > +4|1,1 >

Figura 143 — Quando a medida de dois qubits nao ¢é feita separada.

Fonte: (BRUMATTO, 2012), equagoes (3.8)

uma vez feita a leitura do primeiro qubit, no estado m, o segundo qubit, necessa-
riamente, estara no mesmo estado m. Este estado é conhecido como Estado de
Bell, e este estado nao é atingivel por uma combinacao linear de estados
individuais dos qubits. O Estado de Bell ou também conhecido como o par EPR
(Einstein, Podolsky e Rosen) - porque estamos considerando dois estados genéricos
medidos juntos - apresenta correlagoes fortes, maiores que quaisquer outras que
poderiam existir em sistemas classicos (NIELSEN; CHUANG, 2000). Este estado é
a chave para o teleporte-quantico que falaremos mais a frente.

Se considerarmos um sistema com n qubits, teremos um estado final que ¢é a juncao
dos varios estados individuais 4, conforme vemos na equacao abaixo, além dos Estados
de Bell para o sistema de multiplos qubits medidos juntos. Os estados possiveis do
sistema crescem de forma exponencial.

As operacgoes em um computador quantico ocorrem através de portas quanticas
sobre estados quanticos do sistema, as medidas sao obtidas com base na distribuicao
probabilistica na descricdo de cada estado quantico genérico. A partir do momento
que temos um conjunto de medidas sobre a distribuicao probabilistica nos estados
genéricos do sistema, podemos intuir que um computador baseado em sistemas quan-
ticos representa uma implementagdo da méquina probabilistica de Turing (OMER,
2000) e (OMER, 2009). Em Teoria da Computabilidade, uma mdaquina de Turing pro-
babilistica é uma maquina de Turing nao deterministica que escolhe aleatoriamente
dentre as transicoes a cada ponto, de acordo com alguma distribuicao de probabilidade
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Maquina__de_ Turing_probabilistica>.
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& >= |11 > Dty > VY3 > D... 9 |¢hn >

Figura 144 — A medida do estado genérico do sistema quéntico corresponde ao

produto tensorial dos estados genéricos individuais de cada qubit.

Fonte: (BRUMATTO, 2012), equagoes (3.9)

Historico

0 Em meados do século XIX o
matematico inglés George Boole
desenvolveu um sistema
matematico de analise logica

0 Em meados do século XX, o
americano Claude Elwood
Shannon sugeriu que a Algebra
Booleana poderia ser usada para
analise e projeto de circuitos de
comutacgao

Claude Elwood Shannon (1916-2001)

Figura 145 — Historico das portas légicas classicas.

Fonte:
<http://dem.ffelrp.usp.br/~augusto /teaching/aba/AB-Funcoes- Logicas- Portas- Logicas.pdf>

10.9 Portas légicas classicas

A portas logicas classicas podem operar na entrada, 1 bit (chamadas operacoes

undrias) ou sobre 2 bits (operacoes bindrias). E possivel estender o conceito de uma
porta logica operar sobre um nimero qualquer de bits de entrada.

10.10 Portas logicas quanticas

Na teoria da informacao quantica, um circuito quantico é um modelo para a
computacao quantica em que uma computacao ¢ uma sequéncia de portas quanticas,
que sao transformagoes reversiveis em um registrador quantico de n-qubits.

Tal como na computacao classica, as portas logicas devem operar sobre bits de
entrada gerando bits na saida, a diferenca é que na computacgdo quantica as portas
devem operar sobre estados quanticos. Podemos definir uma porta légica quantica
como um dispositivo que consegue realizar, em um periodo finito de tempo, uma
operagao unitaria definida em um conjunto especifico de qubits (EKERT; HAYDEN;
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Algebra Booleana

2 Na algebra de Boole, ha somente dois estados
(valores ou simbolos) permitidos
= Estado 0 (zero)
* Estado 1 (um)

0 Em geral
® O estado zero representa nao, falso, aparelho
desligado, auséncia de tensao, chave elétrica
desligada, etc

= O estado um representa sim, verdadeiro, aparelho
ligado, presenca de tensdo, chave ligada, etc

Figura 146 — Os valores légicos na Algebra Booleana.

Fonte:
<http://dem.ffclrp.usp.br /~augusto/teaching/aba/AB-Funcoes-Logicas-Portas-Logicas.pdf>

Algebra Booleana

0 Assim, na algebra booleana, se
representarmos por 0 uma situacéo, a
situacdo contraria é representada por 1

0 Portanto, em qualquer bloco (porta ou
funcdo) l6gico somente esses dois estados
(0 ou 1) sao permitidos em suas entradas e
saidas

0 Uma variavel booleana também sé assume
um dos dois estados permitidos (0 ou 1)

Figura 147 — Os valores 16gicos na Algebra Booleana.

Fonte:
<http://dem.ffclrp.usp.br/~augusto/teaching/aba/AB-Funcoes-Logicas-Portas-Logicas.pdf>
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Algebra Booleana

0 Nesta apresentacao trataremos dos seguintes blocos
l6gicos
= E (AND)
= OU (OR)
* NAO (NOT)
* NAO E (NAND)
* NAO OU (NOR)
* OU EXCLUSIVO (XOR)
0 Apéds, veremos a correspondéncia entre expressdes,
circuitos e tabelas verdade

0 Por ultimo, veremos a equivaléncia entre blocos logicos

Figura 148 — Os valores légicos na Algebra Booleana.

Fonte:
<http://dem.ffelrp.usp.br/~augusto /teaching/aba/AB-Funcoes- Logicas- Portas- Logicas.pdf>

INAMORI, 2001).

Por motivos de pratica de engenharia, normalmente estuda-se portas apenas para
valores pequenos de n, ou seja n=1, n=2 ou n=3. Estas portas podem ser facilmente
descritas por tabelas.

10.11 Portas de 1 qubit

Portas quanticas unarias (que operam sobre um tnico qubit) sdo represen-
tadas por matrizes 2 X 2 unitarias, sendo capazes apenas de rotacionar o qubit na
esfera de Bloch, levando o qubit a um outro estado de sobreposicao. Esta é a razao
pela qual toda porta quantica é reversivel.

A Figura 1 apresenta um diagrama para a porta NOT (NAO) incluindo a tabela
verdade que indica a saida conforme a entrada. Esta ¢é a tinica porta logica reversivel
de um computador classico. Na tabela-verdade que indica a saida conforme a entrada:
se entra 0, sai 1 e vice-versa, se entra 1, sai 0. Esta é, a porta NOT de saida binaria.

10.11.1 Porta NOT quantica

O que esperamos para uma porta NOT quantica é a capacidade de, dado um estado
quantico fundamental como entrada, resultar no estado quéantico inverso. Se esta porta
operar sobre o estado |0) devemos obter como saida o estado |1) e também o inverso.
Como os estados quanticos sao representados por uma notacao vetorial
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E > 5

Porta NAO da légica bindria

= OIm
=y I

Figura 149 — Porta NOT da légica binaria.

Fonte: Introducao & Computagao Quéantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP.

(ou seja, podem ser representados por vetores), os operadores que modificam
estes estados sao representados por matrizes.

10.11.2 Porta CNOT quantica

A porta CNOT quéntica, chamada de Porta X (que troca o bit quantico) 150, quando
aplicada sobre o estado |0) resulta no estado |1) e vice-versa. O uso da porta X pode
ser visto na equagao 151.

X

Figura 150 — Porta X quantica (CNOT quéntica).
Fonte: (BRUMATTO, 2012)

Aplicando a porta X quéntica a estados quanticos temos:

X0>=[1> e X[]1>=[|0>

X(e0>+811>) = aX|0>+pX|1>
= all>+8/0>
o 0 1 « 3
5] - [vells]-[]

Figura 151 — Porta U unitaria.
Fonte: (BRUMATTO, 2012)

10.11.3 Porta U unitaria

Aplicar uma porta sobre um qubit é o mesmo que utilizar uma matriz 2z2. Uma
porta quantica deve ser unitdria. Dada uma porta U qualquer, para que ela seja
unitaria, a seguinte relacao deve ser valida, Figura 152:
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. . |10
UU-I-[O 1}

Figura 152 — Porta U unitéaria.
Fonte: (BRUMATTO, 2012)

Na equacdo acima, U' é o adjunto do operador U, ou seja, é o operador definido
pela matriz transposta e conjugada. B facil ver que X7.X = I. O mais curioso ¢ que
sO existe esta restricdo para construcao de portas quanticas.

Para o qubit podemos definir outras portas além da porta X.

Temos por exemplo, a Porta Z, que nao altera o estado |0), mas muda o sinal
do estado |1) para — |1).
1 0
Z =

Figura 153 — Porta Z.
Fonte: (BRUMATTO, 2012)

10.11.4 Porta Hadamard

Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) foi um matemaético francés que contri-
buiu na teoria dos conjuntos, teoria das fungoes complexas, geometria diferencial,
e equagoes diferenciais parciais. Por trabalhar com matriz, criou-se a uma porta
quantica baseada em uma matriz apropriada.

A porta Hadamard H atua sobre 1 qubit e mapeia |0) para % e mapeia |1) para

|0>\;§‘1>, que significa que uma medida em 1 qubit tem as probabilidades de ser 1 ou 0,

0 que representa a sobreposi¢ao).

A porta H, a porta de Hadamard, na Figura 155, ela é conhecida como 'raiz
quadrada de NOT". H é uma matriz unitaria, ja que H.H* = I, a matriz identidade.

A porta nao é de fato a raiz quadrada de NOT, pois H? = I, ou seja, aplicar H
duas vezes nao ird alterar o estado de um qubit. H aplicada em |0) transforma em
(|0) + [1))/v/2 e aplicada em |1) transforma em (|0) |1))/2, ambos sdo estados que
estdo no meio do caminho de |0) e |1). Por isso é chamada de raiz quadrada, ela faz
uma meia troca de bit, podemos interpretar como um deslocamento de fase.

10.11.5 As portas de Pauli

Wolfgang Pauli (1900-1958) é bem conhecido por seu trabalho em teoria do spin e
a teoria quantica, bem como sua descoberta do principio de exclusao de Pauli em
1925. Em 1931, ele previu a existéncia de neutrinos, particulas de interagao fraca
que viajam através do Universo quase a velocidade da luz.
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Figura 154 — Jacques Hadamard - Teve uma de suas matrizes aplicada para definir
uma porta quantica.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Jacques_Hadamard>

=l ]

Figura 155 — Porta H: Hadamard.
Fonte: (BRUMATTO, 2012)

As portas X e Z sao portas chamadas Pauli-X e Pauli-Z, na Figura 158, e estas
compoem com a porta Y (Pauli-Y), as portas de inversio. As portas S (Fase) e T
(m/8) completam, com a porta H, as portas de deslocamento de fase e ndo podemos
esquecer que os estados quanticos podem ser representados por niimeros complexos.
Podemos interpretar os indices de probabilidade na distribui¢ao sobre os estados
fundamentais como representacao de fase na superficie de uma esfera de raio 1. As
operacgoes aplicadas através das portas quanticas sao apenas operagoes de rotacoes
nesta superficie, algumas portas indicam inversao (flip), e outras portas, rotagdes
de um eixo para outro. Existem portas que oferecem uma rotacao de fase menor
que 7/2. A porta de Fase S é considerada a raiz quadrada da porta Z de Pauli e a
porta 7/8 é a raiz quadrada da porta de Fase, tal qual a porta Hadamard é a raiz
quadrada da porta X.

Na realidade podem existir infinitas portas para um tnico qubit, no entanto, como
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Figura 156 — Wolfgang Pauli - Teoria do Spin e o principio de exclusdo em 1925.

Fonte: Dominio publico

NAD & a 8 ou
ﬂ_[:f“?— t;:' XcLusivo b
a— aeb 8 — NAOE D
b )° =

fJ:D_aﬂu b gi:}am.ﬁ.c:l ou b

Figura 157 — Portas de 2 bits da logica classica.

Fonte: (BRUMATTO, 2012)

as portas sao unitarias, qualquer porta pode ser representada por um conjunto de
rotagoes no campo dos nimeros complexos.

10.12 Portas de n qubits e Operacées Quanticas

Se um sistema quantico possui multiplos qubits, espera-se que as portas
logicas interajam com todos qubits, nao apenas como operagoes isoladas em cada bit.
Podemos fazer uma comparagdo com o modelo de dois bits classicos, onde definimos
um conjunto de portas que podem ser vista na Figura 157. Dentre estas, as portas
NOT e (NOT AND) sao consideradas universais, pois a partir destas duas é possivel
construir quaisquer outras portas. Algo semelhante se aplica a computacao quantica.
Na légica classica, uma porta AND possui duas entradas e fornece uma tnica saida.
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Pauli —Y : YE{Q _E]

1 0
1 0
Fase : S:{D 3}
iy 1 0
8 T:{D e”“}

Figura 158 — As portas Y (Pauli-Y ) as portas de inversdo. As portas S (Fase) e T
(7/8).

Fonte: (BRUMATTO, 2012)

Na légica quéantica, como os estados sdo representados por vetores de dimensao 2" (n
é a quantidade de qubits) e os operadores sdo representados por matrizes de tamanho
(2™ x 2™) entdo a saida terd o mesmo nimero de entradas.

10.12.1 Porta CNOT quantica : NOT controlada

NAO - controlado

A> l A> =

e == =
L T

o0 0O -
= Y o JEE Y

Figura 159 — Porta CNOT de 2 qubits da logica quantica.
Fonte: Introdugdo & Computacao Quantica (BRUMATTO, 2012)

A Figura 159 exibe a porta NOT controlada (CNOT) sobre dois qubits. A repre-
sentacao grafica indica duas linhas de entrada representando cada qubit, a porta
é representada como barra vertical com simbolos caracteristicos nas extremidades,
o circulo fechado representa o bit de controle da porta. Na mesma figura esta a
representacao matricial da porta.

A porta CNOT atua realizando a operagao da porta X no segundo qubit, somente
se o primeiro (qubit de controle) estiver no estado |1), caso contrario nao realiza
qualquer alteracao. Ou seja, a Tabela 160 abaixo indica entradas e saidas da porta

CNOT.

A porta CNOT pode ser interpretada também através do uso da operacao XOR (OR-
eXclusive - @), como esté representado na Figura 159 Ugy |A, B) — |4, A ® B), ou
seja, a operagao XOR entre o qubit de controle e o qubit alvo é armazenado no qubit
alvo. Existem muitas outras portas para sistemas de 2 qubits, ou mesmo sistemas
maiores, no entanto, a porta CNOT junto com portas de 1 qubit sao protdtipos para
todas as outras portas, por causa do resultado notavel sobre a universalidade das
portas: Qualquer porta logica de maultiplos qubits pode ser construida a partir da
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|00 >+ |00 >
|01 >+ |01 >
110 > |11 >
|11 >+ |10 >

Figura 160 — Tabela do operador CNOT aplicada aos estados fundamentais de um
sistema de 2 qubits da logica quéntica.

Fonte: (BRUMATTO, 2012)

porta CNOT (NOT Controlada) e das portas de um qubit (NIELSEN; CHUANG,
2000).

Como exemplo, podemos ver na Figura 161 uma porta de TROCA que faz justamente
a troca dos estados entre os dois qubits. As operagoes podem ser acompanhadas na
equacao abaixo:

la,b> +— |a,a®b>
— |la®(adb)>=|b,acdb>
— |b,(a®b)®b>=|b,a>

Figura 161 — Porta TROCA construida a partir de porta CNOT, que faz a troca
dos estados entre os dois qubits.

Fonte: Introducao & Computagdo Quantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP.

A Figura 161 nos dé a ideia de um circuito qudantico, o qual é representado por fios que
indicam a passagem de cada qubit atravessando as portas quanticas. Existem algumas
agoes que nao sao permitidas nos circuitos quanticos, por exemplo a realimentacao,
permitida em circuitos légicos cléssicos, e diz-se que os circuitos quanticos sao
aciclicos.

10.12.2 Porta U controlada para dois qubits

Portas para n qubits podem ser construidas conforme apresentado na Figura 162.

10.12.3 Medindo um qubit

Um dultimo circuito importante, ndo que os demais sejam menos importantes, é o
circuito para medir o qubit. Segundo os postulados da mecanica quantica (OMER,
2000), a medida M de um observavel | ¢) somente é deterministica, se for um
dos auto-estados (estado fundamental). Assim os comandos de teste nao sao mais
resultados booleanos do sistema e sim, operacoes de medidas probabilisticas.

A medida do qubit, deve resultar, no entanto, o valor 0, ou 1, pois a medida de um
estado quantico deve resultar um valor classico. A Figura 163 indica um circuito
onde os qubits sao representados por linha simples, enquanto que os valores medidos
para o sistema e indicados por bits classicos sao representados por linhas duplas.
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Porta U-Controlada para n Qubits

Figura 162 — Porta U controlada para 2 qubits.

Fonte: Introducao a Computagao Quéantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP.

¥> M

Circuito para medir o valor de um QQubit

Figura 163 — Circuito para medir o valor de um qubit.

Fonte: Introducao a Computagdo Quantica, Hamilton J. Brumatto, UNICAMP.

Devemos lembrar que a medida obtida do qubit que esté no estado [¢)) = o |0) + 5 |1)
tem probabilidade o? de ser o valor 0 e 32 de ser o valor 1, mas somente um valor
serd medido.

10.13 Computacao reversivel

O principio de Landauer é um principio fisico relativo ao limite teérico mais baixo
do consumo de energia da computacao. Ele sustenta que "qualquer manipulacao
logicamente irreversivel da informacao, como o apagamento de um bit ou a fusao
de duas trajetérias de computacao, deve ser acompanhada por um aumento de
entropia correspondente em graus de liberdade sem informacao do dispositivo de
processamento de informagao (o processador) ou seu ambiente.

De acordo com o Principio de Landauer, é possivel construir um computador que
dissipe uma quantidade de calor arbitrariamente pequena. Uma condi¢ao necessaria
para isso é que nenhuma informacao seja perdida na computacao. Desse ponto de
vista, um outro modelo de computacao torna-se necessario, tendo em mente que
o atual, baseado em légica irreversivel, nao atende a tal especificidade. Entao, a
logica reversivel tem papel fundamental neste novo modelo, observando que no
limite tedrico, um dispositivo construido sobre este alicerce nao dissiparia calor.
Neste trabalho, apresentamos a teoria da logica reversivel, mais especificamente,
descrevemos as portas logicas reversiveis, explorando o fato de que elas formam
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um grupo simétrico e, assim, podemos empregar o ferramental da teoria dos grupos.

Entao, é conveniente estarmos interessados em construir operagoes reversiveis no
modelo classico. Ao contrario de muitas portas logicas classicas, as portas logicas
quanticas sao reversiveis. Para isso, precisaremos de mais duas portas para cons-
truir as fungoes desejadas. Denominaremos estas portas FANOUT e EXCHANGE. A
primeira servird para gerar dois "fios"com o mesmo pulso (ou bit) que o original. Ja
a segunda servira para trocar os bits entre dois fios. A porta NAND nao é reversivel.
Da mesma forma, outras portas, como AND,OR, XOR e outras, também nao sdo. A
unica porta reversivel é a NOT. Por exemplo, a porta quantica de Toffoli reversivel
pode implementar todas as fungoes booleanas aplicadas no caso classico.

Como melhor pratica da engenharia, queremos construir circuitos reversiveis, nao
sera possivel utilizar tais portas. Um exemplo de porta reversivel é a porta NOT.
Ao analisar a saida gerada por ela, sabemos qual foi o sinal recebido na entrada.
Para construir o conjunto de portas necessarias para representar todas as fungoes de
decisdo, vamos utilizar, junto com a porta NOT, as portas Controlled Not (CNOT)
e Controlled Controlled Not (CCNOT) (Toffoli gate, criada por Tommaso Tof-
foli). Estamos nos baseando nos estudos de Charles Bennett ¢ Gilles Brassard
(BENNNET; BRASSARD, 1984) sobre computadores reversiveis. A porta CNOT é
um dispositivo com duas entradas A e B e duas saidas Ag e By. Podemos resumir
o funcionamento dessa porta da seguinte maneira: o valor de Ay é sempre igual ao
valor de A. Ja o valor de By depende dos valores de A e de B. Se A =1, entao B
vai ser a negacao de B. Caso contrario, By = B.

Analisando seu funcionamento, é facil ver que esta porta é reversivel. Além disso,
podemos ver By como sendo a saida da fungao zor aplicada sobre as entradas A e B.
A partir de uma porta CN, podemos construir também um circuito para a funcao
fanout e um circuito para a fungdo exchange. Como as quatro operagoes que temos,
com as portas N e CN (NOT, XOR, FANOUT e EXCHANGFE) nao sao suficientes
para representar todas as fungbes, precisaremos de mais portas. Para que o conjunto
fique completo, usaremos a porta CCN. O funcionamento da porta CCN é muito
parecido com o da CN. Essa porta tem trés entradas, A, B e C, e trés saidas, A,
By e Cy. Analogamente a porta CNOT, teremos Ag = A e By = B. Ja o valor de (j
dependera do valor de A e B. Se A = B = 1, entao ( tera o valor inverso de C.
Caso contrario, Cy = C'. Esta porta é bastante poderosa. Se colocarmos sinal 1 na
porta A, temos que B, C, By e Cy formam uma porta CN. Além disso, ao colocar
sinal 0 em C', obtemos uma porta AND, tendo como entrada A e B e como saida Cp.

Neste ponto, temos as portas AND, NOT, FANOUT e EXCHANGE, que sao
suficientes para o que queremos. Logo, chegamos a um conjunto de portas que
podem montar qualquer funcao de decisao desejada e que sao todas reversiveis. Isso
sugere que o poder computacional desses componentes nao ¢ inferior ao poder dos
componentes usados para operagoes nao-reversiveis.

10.14 Juntando as partes

Na se¢ao anterior vimos uma introducao a construgao de circuitos quanticos
que permite dar os primeiros passos para a construgao da arquitetura. Por exemplo,
podemos ver na Figura 164 a construgao de um circuito que realiza a "soma'de
qubits.



10.15. Teleporte Qudntico 235

|21) — 9| 71) | 1) | 21)

|Z2) — ¢ [x9) E2Y — SUM = |21 & a9)

ly) ——tmra dy) |0) — CARRY = |z122)
TOFFOLI GATE QUANTUM ADDER

Figura 164 — Circuito de um somador quantico.

Fonte: Ekert, A., Hayden, P. M., and Inamori, H. Basic Concepts in Quantum Computation, vol.
72/2001 of Les Houches. Springer Berlin/Heidelberg, 2001.

Podemos imaginar, entao, que a construcao de um computador quantico é realizada
integrando as diversas portas quanticas em uma rede quantica. No entanto varias
complicagoes surgem Isailovic (2004). Primeiro, nao existe o similar a um fio metélico
que permita ligar as portas e carregar os qubits, muito pelo contrario, os qubits, no
deslocamento, podem interagir com o ambiente alterando seu estado em um processo
chamado Descoeréncia. Entao é necessario um processo especifico para transporte
dos volateis qubits.

De acordo com o teorema da Nao-Clonagem (ISAILOVIC, 2004) é impossi-
vel criar uma copia exata de um qubit arbitrario o |0) + 5 |1). O teorema da
Nao-Clonagem possui consequéncias severas no transporte quantico. Cada qubit
precisa ser movido ponta-a-ponta e nao copiado, desta forma é necessario construir
fios confidveis para este transporte. A ideia simplista de arremessar um qubit da
origem ao destino é impraticavel, pois o efeito de Descoeréncia pode ocorrer em
varios momentos, na saida, ao longo do caminho e também na entrada, logo o qubit
recebido nao estara no estado inicial em que se pretendia transmitir.

Uma proposta (ISAILOVIC, 2004) mais vidvel é o uso da operagao de troca, onde
varios qubits alinhados operam a troca de forma que a informagao de um qubit saia
da origem e atinja o ultimo qubit. O problema é que precisariamos de uma rede de
portas quanticas, e isto poderia aumentar o problema de Descoeréncia.

Um outro mecanismo importante é o teleporte quantico. Tanto a rede de troca,
quanto o teleporte sdo viaveis no transporte da informacao, mas ambos apresentam
problemas, uma rede de troca nao pode ser muito longa, pois o efeito da Descoe-
réncia acaba afetando o qubit, e isto impoe um limitante maximo para o caminho,
e o teleporte implica em um mecanismo maior, inserido no caminho, o que limita o
comprimento minimo do caminho.

10.15 Teleporte Quantico

A Figura 165 apresenta um circuito que realiza o teleporte, onde é necessario
um par EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) para funcionar. O estado do qubit inicial
que desejamos teleportar é |U).

Vamos trabalhar com um sistema que utiliza o par EPR conhecido como: |Sgo). O
estado geral do sistema que envolve o qubit original e o par EPR |¥g) é:
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Figura 165 — Circuito quéntico de teleporte (ISAILOVIC, 2004).

Fonte: Introducao & Computagdo Quantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP em
(BRUMATTO, 2012).

[Wo) = [P) |Boo) = 5ler[0) (|00) + [11)) + B [1) (|00) + [11))]
(10.1)

O par EPR em um FEstado de Bell é responsavel pelo teleporte, o primeiro qubit
estd associado a origem e o segundo qubit do par esta associado ao destino. Como
vemos esta correlagdo na Figura 165 (ISAILOVIC, 2004). A equagao acima na sua
ultima linha apresenta o sistema inicial, associando o estado original do qubit a ser
teleportado com o par EPR. Os dois primeiros qubits representam a origem, e o
terceiro qubit, o destino. Ao aplicar CNOT com o qubit | ¥) como controle da porta
NOT, atingimos o estado |¥;) para o conjunto:

1) = —=o[0) (100) + [11)) + B]1) ([10) + [o1))] (10.2)

V2

Observe que na probabilidade 32 do estado original ser 1, o primeiro bit do par EPR
foi trocado através da porta NOT. Agora, aplicando-se a porta Hadamard sobre o
bit original, ficamos com o estado | Ws):
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W) = %[a(|0> +11))(100) + |11)) + 5(|0) — [1))([10) +[01))] (10.3)

Apés a medida dos dois qubits que descrevem o estado na origem representado na
equagao (10.9) (5.4) teremos somente o ultimo qubit em um estado quantico: |Us),
neste caso, seu estado ¢ decorrente da correlagao existente no par EPR, o estado
|W3), serd representado por apenas uma das quatro parcelas da soma acima. A
Tabela 166 indica qual o estado final de |¥3) de acordo com o estado lido para os
dois primeiros qubits. Para que o estado final do qubit no destino seja o estado do
qubit original deve-se operar a troca de fase de acordo com os valores medidos: se
o estado medido for |00) entao o estado de |W¥3) ja é uma copia do estado original

teleportado, se o estado medido for |01) para atingir o estado original. E necessé-
rio fazer |W3) passar por uma porta X, se for |10) deve-se passar por uma porta
Z e, se a medida indicar o estado |11) deve-se passar pelas portas X e Z em sequéncia.

Alguns pontos interessantes no teleporte: é necessaria uma medida classica para
que ele funcione, por outro lado a medida classica impoe restricdo na velocidade,
nao é possivel teleportar um qubit em velocidades superiores a velocidade da luz,
decorrente disto, ndo é possivel teleportar uma informacao para o passado (seguindo
os preceitos da teoria da relatividade) (NIELSEN; CHUANG, 2000). Outro fato
¢é que o teleporte nao é uma cépia do estado de um qubit, pois o qubit original se
perdeu a partir do momento em que foi realizada a medida, restando somente o
segundo qubit do par EPR original em um estado quantico idéntico ao estado do
qubit original.

|00 >= |0 > +3|1 >
01 >=all > +3]0 >
|10 >= |0 > —5|1 >
11 >=a|1l > 3|0 >

Tabela 2: Estado do Qubit teleportado apoés a reali-
zagao da medida nos Qubits originais

Figura 166 — Estado do qubit teleportado apds a realizacao da medida nos qubits
originais.

Fonte: Introdugdo & Computagdo Quantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP.

Claude Crépeau é membro do corpo docente da McGill University desde 1998. Ele
foi um membro do Instituto Canadense de Pesquisa Avancada em Processamento
de Informacao Quantica de 2002 a 2012. Em 1993, juntamente com Charles H.
Bennett, Gilles Brassard, Richard Jozsa, Asher Peres e William Wootters,
criou o teleporte quantico.

10.16 Construindo a Arquitetura

Para construir uma arquitetura com base nas portas loégicas quanticas, en-
frentamos para o transporte e armazenamento do qubit o problema da Descoeréncia,
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@ Em 1993 Charles Bennett e colaboradores da IBM mostram que a
teleportacdo é de fato possivel, desde que se destrua a amostra
originalll

(top, left) Richard Jozsa, William K. Woolters, Charles H.
Bennett. (bottom, left) Gillos Brassard, Claude Crépeau,
Asher Peres. Pheto: André Berthiaume.

Figura 167 — Teleporte quantico é de fato possivel.

Fonte: (OLIVEIRA; PORTUGAL, 2008)

o estado de um qubit é volatil, e ele se perde principalmente por interacao com o
ambiente ou outra fonte de ruidos.

Para uma arquitetura viavel é necessario mecanismos de correcao dos qubits a
fim de evitar resultados incorretos decorrente da Descoeréncia .

Esta tarefa apresenta duas dificuldades Oskin, Chong e Chuang (2002):

e A correcdo de um qubit difere de um bit classico, pois o estado de um qubit é
uma distribuica probabilistica de um estado quéntico, os erros ocorrem em um
valor continuo e nao em um valor discreto como em bits classicos, pequenas
mudancas de fase ja sao fontes de erro.

e Outro motivo de dificuldade é o fato de que o estado deve ser corrigido sem que
tenhamos conhecimento de qual é o estado, pois qualquer medida ira colapsar
em um valor de estado fundamental.

Existe um mecanismo de correcao eficiente (OSKIN; CHONG; CHUANG, 2002),
utiliza-se um cédigo [n; k|, onde n qubits sdo utilizados para codificar k qubits
de dados. O circuito de correcao de erro utiliza k qubits de dados e n — k qubits
auxiliares. Estes sdo construidos a partir do estado | 0). A decodifica¢do verifica os n
qubits, k sao qubits de dados possivelmente erroneos, e n — k qubits que, com grande
probabilidade, descreve o erro ocorrido. O circuito de corregao, entao aplica uma
das 2(n — k) operacdes para corrigir o erro. O custo do mecanismo de correcdo de
erro é a sobrecarga necessaria para criar os estados codificados e executar os passos
periddicos de correcao de erro, na qual cada passo é uma operagao tolerante a falhas
(OSKIN; CHONG; CHUANG, 2002), que no entanto a eficiéncia é alta. Esta técnica
aplicada recursivamente consegue que a taxa de erro caia exponencialmente com um
custo polinomial do circuito de corregao de erro.

Uma proposta de arquitetura de computador quantico pode ser vista na Figura
168, construida com base em caminhos de dados confidveis e meméria quantica
eficiente. Podemos notar que a estrutura da arquitetura para computacao quantica é
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semelhante a classica, no entanto alguns aspectos sao tinicos do dominio quantico.
Como a Figura 168 mostra sao definidos trés componentes principais: a unidade
légica-aritmética quantica (QULA), a memoéria quantica e um escalonador dindmico.
E necessario usar a técnica de teleporte no transpote da informagao quantica.
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Figura 168 — Proposta de Arquitetura de Computador Quantico (OSKIN; CHONG;
CHUANG, 2002).

Fonte: Introduc¢ao & Computacao Quantica, Hamilton José Brumatto, UNICAMP.

Em eletronica e circuitos digitais, o flip-flop ou multivibrador biestavel é um circuito
digital pulsado capaz de servir como uma memoria de um bit. Um flip-flop tipica-
mente inclui zero, um ou dois sinais de input, um sinal de clock, e um sinal de output,
apesar de muitos flip-flops comerciais proverem adicionalmente o complemento do
sinal de output. Alguns flip-flops também incluem um sinal clear, que limpam a saida
atual. A pulsagao ou mudanca no sinal do clock faz com que o flip-flop mude ou
retenha seu sinal de saida, baseado nos valores dos sinais de entrada e na equacao
caracteristica do flip-flop. O primeiro flip-flop eletronico foi inventado em 1919 por
William Eccles e F. W. Jordan. O nome posterior flip-flop descreve o som que é
produzido em um alto-falante conectado a uma saida de um amplificador durante
o processo de chaveamento do circuito. Precisar-se-a4 de algo similar a um flip-flop
para se construir um qubit?

A construcao de um mecanismo de memoéria confiavel recai no uso de sistemas
que oferecem uma taxa baixa de descoeréncia para qubits estaticos, mesmo assim, tal
qual uma memoria RAM, que "vaza'ao longo do tempo. O qubit armazenado ainda
sofre com a descoeréncia, e esses dispositivos necessitam de unidades de refresh, que
sdo menos complexas que uma qULA (Unidade Légica e Aritmética quintica), mas
também necessitam portas quanticas para gerar a correcao de erros. O mecanismo de
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refresh oferece a confiabilidade necessaria para o conjunto de memoria, no entanto,
como sao necessarios muitos qubits para garantir a confiabilidade de um segundo, o
mecanismo de correcao de erro, sao necessarios varios médulos de memoria. A qULA
no nucleo da arquitetura executa as operagoes, tanto para computagao, quanto para
correcao de erro. Ela é composta de um conjunto basico de portas quanticas:

o Hadamard

Identidade (I, ou NOP quéantico)

Flip de Bit - O mesmo que a manipulacao de bits que processa bits individuais
- (X, ou NOT quéantico)

Flip de Fase (Z)

Flip de Bit e Fase (Y)

Rotagao por 7/4 (S)

Rotacao por 7/8 (T)

NOT-controlada (C-NOT)

Estas portas formam o menor conjunto universal possivel Oskin, Chong e Chuang
(2002). As portas operam sobre dados codificados por corregao de erro para garantir
computacao tolerante a falhas. Como sdo necessarios os qubits auxiliares para a
codificacao e aplicagao da correcao de erro, um hardware especifico deve gerar os
qubits em estados elementares que serao utilizados pela qULA.

O transporte da informacgao é um desafio, como vimos, nao é possivel clonar um qubit,
entao optou-se por usar o mecanismo de teleporte, pois a rede de portas de troca
acaba inserindo um ruido muito grande, comparado com o mecanismo de teleporte.
O mecanismo de teleporte utiliza rede de portas de troca para transportar um dos
bits do par EPR para o destino, para tanto nao é necessario o uso de correcao de
erro, os bits do par EPR podem ser verificados facilmente por erro e independente
do qubit fisico a ser transmitido, ele pode ser descartado se houver erro e um novo
par gerado. Uma vez o par correto, um qubit do par na origem e outro no destino, o
bit fisico pode ser teleportado através da distancia desejada.

Esta arquitetura prevé um processador classico de alta performance no controle de
escalonamento dinamico. Este usa construgoes classicas de controle de fluxo e dina-
micamente traduz as operagoes légicas em operagoes sobre qubits fisicos individuais.
O algoritmo em execucao utiliza o tamanho dos dados de entrada e as taxas de erros
para os qubits fisicos, para construir um controle de escalonamento dinamico a fim de
controlar a qULA, a unidade aritmética quantica, o teleporte de cédigos e o refresh
das unidades da qRAM (RAM baseada em qubits).

10.17 Computadores Quanticos podem funcionar

Existem quatro requisitos basicos para a implementacao da computagao
quantica:
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e Representacao dos qubits.
e Operacao das portas quanticas.

e Preparacao dos estados iniciais.

Medida do estado final dos qubits.

Algumas sao as possibilidades abertas para construcao de computadores quanticos,
porém apenas duas representagoes fundamentais de qubits sao utilizadas (NIELSEN;
CHUANG, 2000): o spin e o féton.

Existem quatro requisitos basicos para a implementacao da computagao quantica:

Representagao dos qubits;

Evolucao unitaria controlavel (operagdo das portas quinticas);

Preparacao dos estados iniciais (como para criar o par EPR);

E a medida do estado final dos qubits.

Segue uma breve descricao de propostas de implementagoes que surgiram:

Computador Quantico Otico: o qubit é representado pela localizacao de um
tnico féton em duas cavidades representadas pelos modos: |01) e [10), ou mesmo
pela sua polarizagdo. As portas e transformagcoes sao construidas de deslocadores de
fase, divisores de feixe e meios nao-lineares que permite a modulagao relativa de dois
fotons. A dificuldade estd na construcao dos mecanismos nao-lineares.

Eletrodindmica Quantica de Cavidades Oticas - EDQ: baseado no acopla-
mento de um uUnico atomo com alguns poucos modos 6ticos através do confinamento
de atomos em cavidades com altos valores de Q (fator de qualidade). Nestas cavida-
des os dtomos apresentam estados eletromagnéticos (fétons), e a representacao dos
qubits é dada pela localizacdo de um tnico féton entre dois modos. As portas sao
construidas da mesma forma que no Computador Otico. A dificuldade também esté
no acoplamento de dois fétons, neste caso, mediado por um atomo.

Armadilhas I6nicas: uma das formas mais promissoras, os atomos aprisionados
sao resfriados até que sua energia cinética permita a distin¢ao dos estados de spin
do ntcleo e do elétron. Os estados quanticos sdo representados pelos Spins: —3/2,
—1/2, 1/2 e 3/2 que podem representar 2 qubits em seus quatro estados. As portas
sao construidas a partir de aplicacoes de pulsos de laser que manipulam os estados
atomicos externamente. As dificuldades sdao: o tempo de descoeréncia, pois o tempo
de vida dos fonons (estado de vibragao dos spins) é muito curto, e preparar os ions
no estado fundamental é uma tarefa dificil.

Ressonancia Magnética Nuclear: A representacao dos qubits se da pelo spin
de um nicleo atdémico e sua precessao pela aplicacao de campos magnéticos fortes.
As portas sao construidas pela aplicacdo de pulsos de campo magnético em um
forte campo magnético estatico. A dificuldade ocorre na preparagao dos estados
fundamentais e na leitura, o sinal de precessao é extremamente fraco.
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Outras propostas - Outros esquemas sao previstos, apesar da divulgagao da empresa
canadense D-Wave Systems ® de ja ter a construcao do computador quantico com
base em 128 qubits, a comunidade académica se restringe a reconhecer propostas
que evidenciam algumas naturezas quanticas principais, como teleporte quantico ou
estados EPR. Os prototipos existentes definem computadores que chegam a a alguns
qubits. O quadro da Figura 169 mostra as perspectivas (com eram vistas até 2012)
de futuro para a computagdo quantica. O progresso da pesquisa na computagao
quantica em direcado ao computador quantico pode ser encontrado em Quantum
Computation Roadmap.

The DiVincenzo Criteria
Qc Approach Quantum Computation QC Networkability

#1 #2 #3 a4 #5 #6 #7
NUR ® © & & | o ® | &
Trapped lon & & o & | & © &
Neutral Atom ®© & & & | © ®© | ©
Cavity QED ® & & & | & ®© | &
Optical & & | & | & | & © | &
Solid State @ 6 | & | & | & ® | &
Superconducting @ @ @ @ @ & ,6
Unique Qubits This feld is so diverse that it is not feasible to label the criteria with “Promise” symbols.

Legend: @ = Uma abordagem vidvel potencial atingiu prova suficiente do principio
@ = Uma abordagem vidvel potercial foi proposta, mas ndo ha prova suficiente do principio
6 = Nao @ conhecida nenhuma abordagem
#1 =Um sistema fisico escalavel com Qubits bem caracterizados
#2 = Habilidade de iniciar Qubits em um estado simples garantido
#3 = Tempo de descoeréncia longo, muito maior que o tempo de operagio da porta
#4 = Um conjunto universal cde portas quanticas
#5 = Capacidade de medir especificos Qubits
#6 = Capacidade de trocar Qubits estaciondarios @ em movimento
#7 = Capacidade de transmitir de forma segura Qubits em movimento entre posigoes especificas

Figura 169 — Perspectivas da Computac¢ao Quantica (HUGHES R., 2010).
Fonte: <http://qist.lanl.gov/qcomp map.shtml>

Quantum Computation Roadmap - The overall purpose of this roadmap is to
help facilitate the progress of quantum computation research towards the quantum
computer science era. It is a living document that will be updated at least annually.
Please e-mail comments on the quantum computation roadmap to Richard Hughes
with a copy to Malcolm Boshier.

10.18 Computador quantico x Computador digital

Esta secao diz respeito a algumas consideragoes sobre o computador digital e
o computador quantico.

3 http://www.dwavesys.com/
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Ja foi demonstrado que um computador digital pode ser simulado por um
computador quantico. Logo, conclui-se que o computador quantico é ao menos
tao poderoso quanto o computador digital.

Considerando agora a possibilidade de simular um computador quéantico em-
pregando um computador digital, cabem as seguintes constatacoes:

Um computador quantico com n qubits em superposicao vai ter 2™ autoestados.

Isso implica que cada estado de um registrador quantico é definido por 2"
numeros complexos.

Cada operador quantico para este computador quantico de n qubits é descrito
por uma matriz 2"x2" de elementos complexos.

A medida de cada qubit colapsa o estado em superposicao resulta para um dos
auto-estados, com certa probabilidade. O de maior probabilidade.

Portanto, para simular um algoritmo quantico em um computador digital, é necessario
0 seguinte:

Memoria suficiente para armazenar as 2" amplitudes complexas do registrador;

Memoria suficiente para armazenar as 2"z2" amplitudes complexas de cada
operador quantico;

Dispor de operagoes basicas de algebra matricial;

Usar geradores pseudo-aleatérios para simular os resultados das medidas reali-
zadas.

Por que simular computadores quanticos em maquinas convencionais? Simu-
lando computadores quanticos poderemos ter uma ideia das dificuldades a
serem enfrentadas no desenvolvimento de novos algoritmos destinados a compu-
tadores quanticos. E interessante observar que antes do primeiro computador
quantico ser construido, teremos diversos algoritmos especificos para compu-
tadores quanticos rodando em simulacao. Além disso, através de simulagoes,
teremos uma ideia muito aproximada do que poderemos esperar ao construir
computadores quanticos.

Em geral, vale a pena simular um sistema quando a simulacao é imensamente
menos custosa e ainda assim permite estudarmos os aspectos de interesse
do sistema real. Esse é exatamente o motivo pelo qual trabalharemos com
simuladores de maquinas quanticas.

Além de uma demanda exponencial por memoéria, deve-se considerar a im-
precisao numeérica da representagao em ponto flutuante para valores reais e a
imprecisao estatistica ao empregar-se geradores de niimeros pseudo-aleatorios
na computacgao digital.

Como um exemplo, supondo que um nimero real possa ser representado
aproximadamente por 4 bytes em um computador digital, sdo necesséarios 8
Gigabytes para representar um estado arbitrario de 30 qubits em superposicao:
21230 valores em ponto flutuante para as partes real e imaginaria dos niimeros
complexos, cada qual requerendo 4 bytes.
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10.19 O computador e a computacao quantica

Na mecanica quantica é possivel que uma particula esteja em dois ou mais
estados ao mesmo tempo. Um computador cldssico tem uma meméria feita de bits.
Cada bit guarda um "1"ou um "0"de informacgao. Mas, um computador quéantico
mantém um conjunto de qubits. Um qubit pode conter um "1", um "0"ou uma so-
breposicao destes. Em outras palavras, pode conter tanto um "1"como um "0"ao
mesmo tempo. O computador quantico funciona pela manipulacdo desses qubits.
Um exemplo desse fato é o gato de Schrodinger. Imagine que um gato esteja
dentro de uma caixa, com 50% de chances de estar vivo e 50% de chances de estar
morto; para a mecanica quantica, até abrirmos a caixa e verificarmos como estd o
gato, ele deve ser considerado vivo e morto ao mesmo tempo. A esta capacidade
de estar simultaneamente vivo ou morto, chama-se sobreposi¢ao/superposigao.
Mas, depois de aberta a caixa, um dos dois estados do gato deixa de existir (colapsa)
para um destes estados e prevalece o outro: vivo ou morto.

Um computador quantico é um dispositivo que executa célculos fazendo uso di-
reto de propriedades da mecanica quantica, tais como sobreposicao e entrelaca-
mento/emaranhamento /interferéncia.

A teoria da mecanica quantica, um dos pilares da Fisica do século XX, nos en-
sina que a estrutura fina da matéria é mais sutil do que nos parece. Um
computador quantico pode ser construido com alguns sistemas com particulas
muito pequenas, desde que obedegcam a natureza da matéria, descrita pela
mecanica quantica. Pode-se construir computadores quanticos com atomos que
podem estar excitados e nao excitados ao mesmo tempo, ou com fétons
que podem estar em dois lugares ao mesmo tempo, ou com prétons e néu-
trons, ou ainda com elétrons e pdsitrons que podem ter estados de spin
ao mesmo tempo "para cima"e "para baixo" e se movimentam em veloci-
dades préoximas a da luz. Com a utilizacao destes tipos de particulas da matéria,
ao invés de nano-cristais de silicio, o computador quantico tem o poder de
processamento, exponencialmente muito mais rapido.

Uma molécula microscopica pode conter muitos protons e néutrons, e pode ser
usada como computador quantico com muitos qubits. Cada um desses qubits pode
representar 0 ou 1 (como um bit convencional), mas também os dois valores ao

mesmo tempo, a chamada "sobreposicio de estados". E essa capacidade que aumenta
exponencialmente as velocidades computacionais num computador quantico.
Normalmente, a computagao em um computador quantico termina com uma medicao.
isso leva a um colapso do estado quantico a um dos estados-base. Pode ser dito que o
estado quantico é medido para estar no estado correto com uma probabilidade alta.

E neste ponto que residem os problemas. A maioria dos erros acontece quando um
qubit estd nos dois estados: eles podem voltar a ser apenas um 0 ou 1 (um destes
estados quanticos deixa de existir (o estado é colapsado), prevalecendo o de maior
probabilidade, e desacelerando a computacao.

Em computagao quantica, um algoritmo quantico é um algoritmo que funciona
em um modelo realistico de computagao quantica. (GERSHENFELD; CHUANG,
1998) (MOSCA, 2008). O modelo mais utilizado é o modelo do circuito de computagao
quantica (KITAEV, 1997). A terminologia em geral se refere aqueles algoritmos que
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utilizam das propriedades da computacao quantica, como a sobreposicao quantica
ou entrelagamento quantico. Exemplos de algoritmos quéanticos estdao em (MOSCA,
2008).

10.20 Simulacao de sistemas quanticos

Aqui estao alguns links que foram encontrados na Internet, no sentido de
podermos executar algum programa quantico. Provavelmente, cada um desses ambi-
entes, deve proporcionar os meios de submeter um programa-exemplo. Entretanto,
os autores ressaltam que estudos sobre algoritmos quanticos e sobre linguagens de
programacao quantica serao disponibilizados em volume separados na Série Pen-
samento Matematico @ Ciéncia da Computacao. Um trabalho interessante
sobre simulacdo de circuitos quanticos estd em (CABRAL; JR; LIMA, 2005) (Zeno
Simulator).

Alguns simuladores quanticos:

(1) Estados Quénticos Ligados - Particulas Quénticas, Pogo de Potencial -
Em <https://phet.colorado.edu/pt_ BR/simulation/bound-states>

(2) Simulagdo da transformada quéntica de fourier com o simulador Zeno -
Em <https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/ecop/article/view /7894 /6975 >

(3) Simulando Algoritmos Quénticos em um Computador Classico -
Em <https://app.uff.br/riuff/bitstream/1/5730/1/monografia.pdf>

(4) Experimente o "computador quintico em nuvem'da Google (tente procurar).

(5) O Computador Quantico da IBM e o IBM Quantum Experience -
Em <www.scielo.br/pdf/rbef/v39n1/1806-1117-rbef-39-01-e1301.pdf>

(6) OpenSimulator is an open source multi-platform, multi-user 3D application
server - Em <http://opensimulator.org/wiki/Main_ Page>

(7) A High Performance Quantum Computer Simulator (Using OpenCL and Python)
- Em <https://qcgpu.github.io/>

10.21 Dois tipos de computadores quanticos
A Figura 170 mostra dois tipos de computadores quanticos sendo atualmente

em pesquisa, imaginando-se aplicacoes, generalidade e poder computacional. O caso
analdgico é o que esta mais proximo, e que ja existem maquinas construidas.

10.22 Computadores quanticos - outros marcos importantes

e 1993 - Charles Henry Bennett (1943) (IBM): um fisico, criptégrafo e cien-

tista da computacdo estadunidense. E um dos descobridores do teletransporte
qudntico <https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_ Henry Bennett>. Charles


https://phet.colorado.edu/pt_BR/simulation/bound-states
https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/ecop/article/view/7894/6975
https://app.uff.br/riuff/bitstream/1/5730/1/monografia.pdf
www.scielo.br/pdf/rbef/v39n1/1806-1117-rbef-39-01-e1301.pdf
http://opensimulator.org/wiki/Main_Page
https://qcgpu.github.io/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_Henry_Bennett
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QUANTUM ANALOGICO

NIVEL DE DIFICULDADE
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Figura 170 — Dois tipos de computadores quanticos - Aplicacoes, generalidade e
poder computacional.

Fonte: <https:
//www.cryptoradar.com.br/tecnologia/a-computacao-quantica-pode-destruir-as-criptomoedas />

Bennett e colaboradores da IBM mostram que a teleportacgao é de fato possivel,
desde que se destrua a amostra original.

e 1994 - Peter Shor, no Bell Labs da AT&T em Nova Jersey, descobriu um
excelente algoritmo. Esse algoritmo permite a um computador quéantico fatorar
grandes inteiros rapidamente. Ele resolve tanto o problema da fatora¢ao quanto
o problema do logaritmo discreto. O algoritmo de Shor poderia, em teoria,
quebrar muitos dos sistemas criptograficos em uso atualmente. Essa descoberta
criou um enorme interesse nos computadores quanticos, até mesmo fora da
comunidade académica <https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_de_Shor>.

e 1996 - Lov K. Grover (1961) - E um cientista informatico indiano. Ele é
o originador do algoritmo de busca de base de dados, usado na computacao
quantica. Ele é o inventor do que foi provado ser o mais rapido possivel algoritmo
de busca que pode ser executado em um computador quantico. A proposta é a
de um algoritmo quéntico para busca em uma base de dados, quadraticamente


https://www.cryptoradar.com.br/tecnologia/a-computacao-quantica-pode-destruir-as-criptomoedas/
https://www.cryptoradar.com.br/tecnologia/a-computacao-quantica-pode-destruir-as-criptomoedas/
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mais rdpido que os andlogos classicos. E também proposto o primeiro esquema
para correcdo de erro quantico. Isso é uma aproximacgao a computadores
quanticos que podem processar grandes niimeros de qubits por longos periodos
de tempo. Erros sempre sao introduzidos, mas uma forma de correcao de erros
quanticos pode sobrescrevé-los e corrigi-los. Esta pode ser a chave tecnoldgica
para a producao em larga escala de computadores quanticos que realmente
funcionam. Estas propostas adiantadas tiveram um certo nimero de limitagoes.
Poderiam corrigir alguns erros, mas nao erros que ocorrem durante o préprio
processo da corregao. Algumas melhorias foram sugeridas, e a pesquisa sobre
este tema continua ativa (GROVER, 1996) (GROVER, 1999) (GROVER,
2001).

e 1998 - Isaac L. Chuang (1968) recebeu os graus de graduagao em fisica e
engenharia elétrica e mestrado em engenharia elétrica no MIT. Em 1997, ele
recebeu seu PhD em engenharia elétrica da Universidade de Stanford, e em
1998 desenvolveu o primeiro computador quantico de 1 qubit. Chuang lidera
um grupo de pesquisa no Massachusetts Institute of Technology.

Figura 171 — Isaac Chuang segura frasco com solugdo com as moléculas que funcio-
naram como um computador quantico; a dir., estrutura da molécula.
As operagoes que permitiram fatorar o nimero 15 foram realizadas
pelos atomos numerados de 1 a 7.

Fonte: <https://student.dei.uc.pt/~rsalgado/AC2/#links>

e 1999 - No MIT foram construidos os primeiros computadores quanticos baseados
em montagem térmica. O computador é, na verdade, uma unica molécula
pequena, que armazena qubits na rotagao (spin) de seus prétons e néutrons.
Trilhoes e trilhoes destas moléculas podem flutuar em um copo da agua. O
copo esta colocado em um equipamento de ressonancia magnética nuclear,
similar a imagem por ressonancia magnética das maquinas usadas em hospitais.
Quantum Computing with Molecules pode ser entendida em (GERSHENFELD;
CHUANG, 1998).

e 2001 - IBM: computador quantico de 7 qubits que fatora o nimero 15 usando
o algoritmo de Peter Shor. Em 1994, o cientista Peter Shor desenvolveu
um método tedrico para que computadores quanticos conseguissem fatorar um
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numero, ou seja, encontrar os numeros primos que, multiplicados, resultem no
numero inicial. O método, que ficou conhecido como algoritmo de Shor, previa
a utilizacao das propriedades quanticas dos atomos para agilizar operagoes
semelhantes as realizadas em computadores comuns, em que os dados sao
processados por chips de silicio.

2007 - Empresa canadense D-Wave afirmou ter desenvolvido um computador
hibrido chamado Orion que inclui um processador quantico de 16 qubits mas
que também processa bits convencionais <http://www.dwavesys.com/>.

2016 - Computador quantico da IBM agora esta disponivel para uso publico:
a IBM Quantum Ezperience com 16 quibts: <https://quantumexperience.ng.
bluemix.net/qx/editor>.

2017 - A D-Wave Systems langou comercialmente o 2000Q), um computador
quantico de 2000 qubits a médicos US$ 15 milhoes. O computador quantico
anterior da companhia tinha 1.000 qubits. Esses sistemas estao sendo testados
pelo Google, NASA e pela Lockheed Martin.

Remote Users on PC Interface

| E =

Dilution Refrigerator

Shielded Room

Fonte: http://www.dwavesys.com/

Figura 172 — Esquema de funcionamento do D-Wave-2.

Fonte: <revista.unilus.edu.br/index.php/ruep/article/download/745/u2016v13n31e745>

e 2017 - O fisico brasileiro Guilherme Tosi, juntamente com uma equipe de

pesquisadores da Universidade de Nova Gales do Sul, na Australia, inven-
tou uma nova arquitetura radical para a computacao quantica, baseada em
"flip-flop qubits’ que pode ser usada em um novo tipo de computador quan-
tico permitindo, assim, a fabricacao de processadores quanticos em larga
escala, sem a necessidade do processo complicado da colocacao precisa dos
atomos de silicio no processador <https://engenheironaweb.com/2017/09/12/
brasileiro-cria-nova-arquitetura-de-computacao-quantica-inovadora/>.

2019 - @ System One é o computador quantico da IBM DE 17 qubits criado
para empresas.
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https://engenheironaweb.com/2017/09/12/brasileiro-cria-nova-arquitetura-de-computacao-quantica-inovadora/
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e 2019 - Ion@ é o computador quantico da IonQ, de 79 qubits construido com
itérbio.

10.23 Conheca o lonQ

O Ion@ ¢ o tltimo computador quantico de que se noticiou em 04 de Janeiro
de 2019. Com 79 qubits, o dispositivo superou o Bristlecone, antigo recordista do
Google. Além das especificages superiores, o IonQQ também bateu todos os outros
computadores quanticos, no calculo de solugao de problemas matematicos, que é usado
para definir o potencial desse tipo de maquinas. Em vez do silicio super resfriado
a temperaturas préoximas do zero absoluto, usa ions do metal itérbio suspenso em
um campo eletromagnético, em uma abordagem batizada pelos criadores de "trapped
ion"(ou "fon capturado', em tradugdo direta). Nesse campo eletromagnético, em que
o itérbio fica aprisionado, engenheiros manipulam lasers que leem, armazenam e
enviam informagdes ao computador.

-

Figura 173 — Iong-chip - O TonQ funciona com a captura de ions de itérbio num
campo eletromagnético.

Fonte: Foto: Divulgacao/TonQ

Uma caracteristica do lon(@) que ganha destaque é sua alta precisao. A maquina
chega a 99.97% de precisao para um unico qubit, enquanto o recordista anterior
chegava a 99.5%, e 99.3% para o uso de dois qubits, valor maximo até entao de 95%.

O itérbio é um elemento quimico da tabela peridédica que apresenta simbolo Y
e nimero atomico 70 (70 prétons e 70 elétrons) com massa atémica 173 u.m.a (u).

O itérbio é um elemento metalico prateado e macio. E uma terra rara da série dos
lantanidios que é encontrado nos minerais gadolinita, monazita e xen6timo.

A empresa Ion() aposta no conceito de ions capturados como o futuro dos computado-
res quanticos, mas reconhece que sua solucao inovadora também tem seus problemas.
O projeto acaba forcando a criacdo de maquinas fisicamente muito maiores e a
velocidade por operagao ainda nao é competitiva frente a outras apostas. Apesar
disso, destaca que essa tecnologia é altamente escalavel, permitindo implementacoes
com muito mais qubits sem grandes modificagoes.
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10.24 Histéria, Startups e Perspectivas

A chamada Lei de Moore (Gordon Moore - 1965) previu o numero de
atomos necessarios para representar um bit de informagao nos computadores atu-
ais, alcangaria a escala atomica (NIELSEN; CHUANG, 2002). Nestas dimensoes
a descricao dos fenomenos fisicos deve ser feita através da mecanica quantica. A
Computagao Quantica (CQ), que baseada na estrutura fina da matéria, surgiu no
inicio da década de 80, é uma das alternativas tecnologicas mais importantes, pois
seu desenvolvimento permitira a criacdo de computadores extremamente rapidos,
que realizarao em minutos calculos que levariam centenas de anos, e redes segu-
ras de computadores, com o surgimento da criptografia quantica (MACHADO, 2008).

O grande interesse da comunidade cientifica em computacdo quantica, e também
em informacao quantica, se deve-se a larga gama de possiveis aplicagoes e desen-
volvimentos, em varias areas, como: matematica, fisica, quimica, entre outras areas.
Ainda nos seus primordios - pode-se comparar a época em que os transistores foram
descobertos- a computagao quantica surge como uma alternativa tecnolégica com
diversas vantagens sobre a computacao classica. Utilizando os conceitos desenvolvi-
dos na area, alguns algoritmos quanticos foram criados, como os apresentados neste
capitulo, e apresentaram um surpreendente desempenho, sendo muito mais rapidos
do que seus analogos classicos.

Outro desenvolvimento derivado da computacao quintica é a criptografia quan-
tica, ja utilizada em redes criadas, que impossibilita a acdo de "hackers'e possibilita
a distribuicao segura de chaves ptblicas. Ao mesmo tempo, sistemas magnéticos de
dimensoes reduzidas ou na forma de filmes finos ou de sistemas nano-estruturados
tém apresentado um amplo espectro de fendmenos interessantes nas ultimas décadas,
entre eles a utilizagao das propriedades magnéticas dos elétrons - o spin - para realizar
operagoes légicas quanticas. O crescente interesse em Computacao Quéntica (CQ) é
devido principalmente a dois fatores: (a) a descoberta desses algoritmos quanticos
ultra-rapidos, capazes de realizar em minutos ou horas tarefas que levariam bilhoes
de anos em computadores cléssicos; (b) o desenvolvimento de novas técnicas experi-
mentais e sistemas que permitiram a demonstracao experimental destes algoritmos.

A partir de 1997, a historia fantdstica da computagao quantica continua até os
dias de hoje, e o leitor pode ver parte desta histéria na introdugdo em (MACHADO,
2008), além de histéria e conceitos em (FALCAO; MOLINARI, 2016) e (ALVES,
2003). Existem os projetos de computagdo quantica das grandes corporagoes de
tecnologia como (IBM, Google, Microsoft, Intel). Além desses, ver D-Waves
Systems em <https://www.dwavesys.com/home>.

Existem diversas start-ups no ramo quéntico, tais como IonQ em <https://ionq.co>
e <https://en.wikipedia.org/wiki/TonQ>; a Rigetti Computing <https://www.
rigetti.com/>, uma desenvolvedora baseada em Berkeley, na Califérnia, de circui-
tos integrados quanticos usados em computadores quanticos. A empresa também
desenvolve uma plataforma de nuvem chamada Forest que permite que os pro-
gramadores escrevam algoritmos quéanticos; 1QBit Information Technologies
é uma empresa de software de computacdo quantica, com sede em Vancouver,
British Columbia. A 1QBit <http://www.lgbit.com/> (2012) e estabeleceu par-
cerias de hardware com a Microsoft, IBM, Fujitsu e D-Wave Systems; a qci em
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<https://quantumcircuits.com>; a CQC (Cambridge Quantum Computing)
é uma empresa de computacdo quantica independente, com sede em Cambridge,
Inglaterra. Fundado em 2014, o CQC cria ferramentas para a comercializagao
de tecnologias quanticas com foco em software quantico e seguranca cibernética
quantica; a QxBranch (2014) <http://www.qxbranch.com/> é uma empresa de
software de analise de dados e computacao quantica, com sede em Washington, DC.
A empresa fornece servigos de analise de dados e pesquisa e desenvolvimento para
a tecnologia de computagao quantica; a QC Ware em <https://qcware.com/>;
a Starngeworks (2017) em <https://strangeworks.com/>; a QuintessenceLabs
Pty Ltd. <https://www.quintessencelabs.com/> é uma empresa de seguranga
cibernética sediada em Canberra, Austrdlia, com escritérios em San Jose, Cali-
férnia, em ; a Zapata Computing em <http://zapatacomputing.com/>; a ar-
tist.qb em <https://artiste-qb.net>; a Horizon <http://horizonquantum.com/>;
a Quantum Benchmark em <http://quantumbenchmark.com/> e a IDQ (ID
Quantique) em <http://www.idquantique.com/>. Uma lista completa de empre-
sas no ramo quantico, contendo estas startups ja mencionadas, esta em <https:
//quantumcomputingreport.com /players/privatestartup/>.

Existem também a QISkit em <https://www.qiskit.org/> e a ProjectQ em
<https://projectq.ch/>, Embora nao sejam startups, também merecem uma mengao
como importantes projetos de software quantico.
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CAPITULO

Algoritmos e Computacao
Quantica

Ualquer pessoa que tenha algum conhecimento sobre computagao, sabe que para

um computador desenvolver determinada tarefa é necessario programa-lo. E
antes disso, é imprescindivel elaborar um bom algoritmo, que por sua vez, sao
implementados transformando-se em programas de computador. Contudo, com o
advento da computacao quantica, programas convencionais ficarao obsoletos. Ou
melhor, ndo somente esses programas, mas a teoria utilizada para elabora-los ficara
obsoleta. Dessa forma, quando essa nova revolugao ocorrer, os programas deverao
ser construidos a partir de algoritmos quanticos. E justamente neste ponto que
aparece um novo desafio, pois com esse novo paradigma, os futuros programadores
deverao conhecer bem a forma como a informacao deve ser tratada na perspectiva
quantica, de forma que deter conhecimento sobre mecanica quantica deixara de ser
um privilégio restrito aos fisicos.

11.1 Um Algoritmo Quantico em geral

e Um algoritmo quantico, em sua estrutura béasica, ¢ composto por:

1. Especificacao de n qubits;

2. Aplicagao sequencial de k operadores quanticos sobre quaisquer subcon-
juntos dos n qubits;

3. Medicao realizada sobre qualquer subconjunto de qubits.
e Logo, o resultado s6 pode ser auferido probabilisticamente.

e Multiplas execugoes do mesmo algoritmo (redundancia) e estratégias de projeto
podem fazer com que a solugao se aproxime de um resultado deterministico.

Um trabalho importante é a tese de doutorado em (KOWADA, 2006) que aborda a
construcao de algoritmos reversiveis e quanticos.

Existem alguns algoritmos quanticos propostos, que de certa forma apresentam
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consideravel vantagem sobre os algoritmos classicos. O primeiro deles, o algoritmo
de Deutsch-Jozsa é um algoritmo quantico, proposto por David Deutsch e Ri-
chard Jozsa in 1992 [1], e melhorado por Richard Cleve, Artur Ekert, Chiara
Macchiavello e Michele Mosca en 1998 [2]. Apesar de possuir uma aplicagao
pratica limitada, trata-se de um dos primeiros exemplos de um algoritmo quantico.
O segundo, o algoritmo de Peter Shor (1994). E o terceiro, aqui apresentado é o
algoritmo de Grover (1996). Mas, devido aos problemas de colocagao de figuras do
Latex, este texto mostra: (1) Shor; (2) Grover; (3) Deutsch-Jozsa.

11.2 Preparando para entender o algoritmo de Shor - 1994

Um segundo algoritmo quantico foi desenvolvido por Peter Shor em 1994
que serd mais detalhado na segdo 11.2.1. Na teoria da complexidade computacional e
em computacao quantica, o algoritmo de Shor é um algoritmo quantico, para fatorar
um numero N nao primo de L bits.

Usando bits quanticos, ou qubits reciclados, o calculo quantico de Shor é utili-
zado, explorando a mecanica quantica, para simplificar a fatoracdo de nimeros
em seus componentes principais - uma tarefa dificil para os computadores comuns,
quando os numeros ficam muito grande. Até 2012, o maior nimero fatorado usando
o algoritmo de Shor era 15.

11.2.1 Algoritmo de Fatoracdo de Shor

Peter Williston Shor (1959) é um matematico estadunidense. E professor do
Departamento de Matematica, na area de matematica aplicada no Instituto de
Tecnologia de Massachusetts (MIT). E conhecido por seu trabalho em computacgao
quantica, em particular pela elaboracao do algoritmo de Shor, um algoritmo quan-
tico para fatorar exponencialmente mais rapido que o melhor algoritmo conhecido
atualmente rodando em um computador classico. O trabalho de Shor, equivale
nos tempos de hoje, ao trabalho de Turing que, na década de 30, pensava em
computacao sem computador. Shor pensou em computacdo quantica sem ter um
computador quantico.

Com um computador digital cré-se ser capaz de simular qualquer dispositivo de
computacao fisica com um aumento no tempo de célculo de um fator de, no maximo,
polinomial. Isso nao pode ser verdade quando a mecanica quantica é levado em consi-
deragdo. O trabalho de Peter Shor em (<http://arxiv.org/abs/quant-ph/9508027>)
considera fatorar inteiros e encontrar logaritmos discretos, dois problemas
que sao geralmente dificeis em um computador classico e tém sido usados como a
base de varios sistemas criptograficos propostos (ver (TERADA, 2008)). Algorit-
mos aleatorios eficientes sao dadas para estes dois problemas em um computador
quantico hipotético. Estes algoritmos tomam uma série de etapas e é polinomial no ta-
manho da entrada, por exemplo, o nimero de digitos do niimero inteiro a ser fatorado.

Quando propos o algoritmo, Shor trabalhava na empresa AT&T e desenvolvia
pesquisas que apontavam vantagens dos computadores quanticos em relacao a ma-
quina de Turing. Nesse panorama, Shor formulou um algoritmo quantico que
permitia decompor um nimero com muitos algarismos em seus fatores primos. O
detalhe fundamental é que o algoritmo de Shor realiza essa tarefa em tempos muitos
menores do que os gastos por algoritmos classicos (porque é quantico). O problema


http://arxiv.org/abs/quant-ph/9508027

11.2. Preparando para entender o algoritmo de Shor - 1994 255

Figura 174 — Peter Shor - O algoritmo quéntico de fatoragdo de ntimeros primos
grandes.

Fonte: en.wikipedia.org.

da fatoracao é essencial para os sistemas criptograficos atuais, mas que nao trairiam
vantagens quanto a inviabilidade computacional 1til na criptografia convencional.
Notamos, ainda que, os sistemas criptograficos de seguranca baseados em chave
publica ficardo totalmente obsoletos a partir do momento em que o primeiro compu-
tador quantico iniciar o seu funcionamento. E conhecido do ponto de vista teérico, o
elevado potencial computacional dos sistemas quanticos.

11.2.2 Da teoria dos nameros ...

O que é nimero composto? E qualquer niimero natural que pode ser escrito como
resultado da multiplicacao entre niimeros primos.

Os numeros naturais sao divididos de muitas maneiras, em outros subconjuntos
numéricos. Os mais comuns sao: numeros pares, numeros impares, nimeros primos e
os numeros compostos. Os numeros compostos sao aqueles que resultam da multipli-
cacao de numeros primos. Para discutir com maior profundidade o que é um nimero
composto, é preciso conhecer bem o conjunto dos nimeros primos.

Um nimero natural é composto quando tem mais de dois divisores naturais distintos.
Alguns nimeros impares como o 9,15,21,25,27,33,35,39,45,49,51,55,57, ... sdo
compostos, pois sao divisiveis por mais de dois niimeros naturais distintos. Conclusao:
Todo o nimero inteiro nao-primo e diferente de 1 é composto.

Numeros primos - Para ser considerado primo, um nimero deve ser divisivel
apenas por si mesmo ou por 1. Dessa maneira, os nimeros primos constituem um

subconjunto infinito de nlimeros naturais cujos primeiros elementos sao:

{2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, ...}
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Observe que o Gnico nimero par que é primo é o 2. Isso acontece porque
qualquer outro niimero par ¢é divisivel por 2 e, por isso, ndo é primo.

Observe também que o niimero 1, embora seja divisivel apenas por si mesmo
e por 1, nao é um numero primo. Isso acontece por causa do teorema funda-
mental da aritmética, exposto a seguir.

Teorema fundamental da aritmética - Esse teorema é a regra matematica
que garante que todo nimero pode ser escrito como um produto de niimeros primos.
Observe:

"Todo niimero natural maior que 1 ou é primo ou pode ser escrito como produto de
nimeros primos."

Numeros compostos - Os niimeros compostos sao exatamente aqueles que podem
ser escritos como produtos de nimeros primos. Sao exemplos de nimeros compostos:
4=2x%x2,6=2x3,8=2x2x2e9=3x3. Observe que os fatores sao niimeros
primos. Quando nao forem, poderao ser decompostos novamente, originando fatores
primos. Observe: 40 =2 x20=2x2x10=2x 2 x 2 x 5.

15360| 2
7680| 2
3840| 2
1920| 2

g60| 2
480]| 2
240| 2
120| 2
60| 2
30| 2
15/ 3
51.5.

121935

Figura 175 — A fatoracdo de niimeros primos.
Fonte: <https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e¢/matematica/o-que-e-numero-composto.htm>
Para aqueles que, na decomposi¢ao da Figura 175, precisam ver os critérios

de divisibilidade, consulte o link: <https://brasilescola.uol.com.br /matematica/
criterios-divisibilidade.htm>.

11.2.3 Visao geral do algoritmo de Shor

O algoritmo de Shor é um algoritmo quéantico que encontra com alta probabilidade
a ordem de um elemento z € Z;. Uma de suas aplicacoes é a construgao de um
algoritmo que encontra fatores de n. (FREITAS, 2010)

O algoritmo de Shor resolve o problema da fatoracao de inteiros em primos e
consome tempo polinomial no tamanho da entrada. Os detalhes fundamentais do
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funcionamento deste algoritmo podem ser encontrados em (CARDONHA; SILVA;
FERNANDES, 2004) ou em (SILVA, 2004).

O algoritmo de Shor (SHOR, 1994a) (SHOR, 1994b) e (SHOR, 1997) ¢ um al-
goritmo quantico que, dado um inteiro n composto impar, que nao é poténcia de um
numero primo, devolve um fator de n com probabilidade limitada de erro.

As restrigoes para o valor de m nao representam problema algum. De fato, é tri-
vial encontrar um fator de um nimero par. Além disso, é facil desenvolver um
algoritmo eficiente que decide, se n = a*, para inteiros a e k > 1, e que devolve a
e k, neste caso. Veja o artigo de Bernstein (BERNSTEIN, 1998) para mais detalhes.

Um problema cuja complexidade continua em aberto, mesmo apds varias déca-
das de esforco para resolvé-lo, é o problema da fatoragcao de inteiros: dado um
inteiro, determinar a sua fatoracao em numeros primos. Recentemente, o seu
similar préximo, o problema de decidir se um ntimero inteiro é primo ou nao, cha-
mado de problema da primalidade, teve sua complexidade totalmente definida, com o
algoritmo AKS de Agrawal, Kayal e Saxena (AGRAWAL; KAYAL; SAXENA,
2004). Esse algoritmo mostra que o problema da primalidade esti na classe
P, resolvendo com isso uma questao em aberto ha anos. Nao se sabe até hoje,
no entanto, se existe um algoritmo eficiente para resolver o problema da
fatoracao de inteiros!

O problema computacional que é a fatoracao de inteiros para nimeros extrema-
mente grandes (com mais de 100 digitos decimais) tem motivado diversos estudos
devido a sua aplica¢do em sistemas de criptografia (MOLGORA, 2013). Quando os
nimeros sao muito grandes nao se conhece nenhum algoritmo que resolva eficien-
temente este problema; uma recente iniciativa de diversos pesquisadores concluida
em 2009, de fatorar um ntmero de 232 digitos (RSA-768) utilizando centenas de
maquinas demorou 3 anos e os pesquisadores estimaram que um modulo RSA de
1024 bits demoraria mais ou menos 3000 anos. Apesar disso, nao foi provado que
nenhum algoritmo eficiente exista. A suposta dificuldade é o nicleo de certos algo-
ritmos criptograficos, como o RSA. Muitas areas da matematica e da ciéncia da
computacao, como a teoria algébrica dos niimeros, as curvas elipticas, a computa-
cao distribuida <https://homepages.dcc.ufmg.br/~nivio/cursos/pa04/seminarios/
seminariol2/seminariol2.html> ou a computagio quantica, estao relacionadas
com este problema. Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatora-
¢ao de inteiros tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas criptograficos
bem-conhecidos. Se for descoberto um algoritmo eficiente para resolver o problema
da fatoragao, varios sistemas criptograficos importantes seriam quebrados, incluindo
o sistema RSA de chave ptblica criado por Rivest, Shamir e Adleman (RIVEST;
SHAMIR; ADLEMAN, 1978).

Ademais, podemos verificar em tempo polinomial, se n é composto, utilizando
o algoritmo AKS. Outra opcao é executar testes de primalidade probabilisticos, um
numero suficiente de vezes. Na pratica, isso é mais eficiente, pois os testes probabilis-
ticos sao, em geral, mais simples e rapidos que o AKS. O teste de Miller-Rabin
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Teste de primalidade de Miller-Rabin> ou em
(RABIN, 1980) é uma 6tima escolha para esta verificacao, por ser de facil implemen-
tagdo e ter complexidade de tempo O(lg®n), com uma constante pequena ocultada
pela notagao assintotica.
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Como n é produto de no maximo [gn inteiros, o algoritmo de Shor pode ser utilizado
para resolver o problema da fatoracao em tempo polinomial no tamanho da entrada.

O algoritmo de Shor baseia-se numa reducao do problema da busca de um fator de n
ao problema da busca do periodo de uma fungdo. Como a reducao utiliza aleatoriza-
¢ao, € possivel que ela falhe, isto é, que nenhum fator de n seja encontrado. Pois, a
probabilidade de ocorréncia deste evento é limitada. Apresentamos essa reducao e
limitamos a probabilidade de falha.

Apresentamos o algoritmo quantico eficiente para a busca do periodo da sequéncia
gerada pela redugdo. Seja n um inteiro composto impar que nao é poténcia de primo.
Vamos mostrar como reduzir o problema de encontrar um fator de n ao problema de
encontrar o periodo de uma funcao. Essa reducao utiliza aleatorizagao, de modo que
precisaremos limitar a probabilidade de falha do procedimento.

O algoritmo de Shor pode ser visto como:

Algoritmo Shor (n)

1 Escolha um inteiro 1 < z < n aleatoriamente.
2 Se mdc(z,n) > 1

3 __entao devolva mdc(z,n)

4 Seja r o periodo da funcao f(a) = z*mod n

5 Se r for fmpar ou z"/? = —1(mod n)

6 __entao "o procedimento falhou'

7 devolva mdc(z/? + 1, n)

O que vem a seguir depende de se conhecer a seguinte notagao (ATKINSON, 2001):

e 7, conjunto dos inteiros médulo n: Z,, = {0,1,...,n — 1}.
e 7% conjunto dos elementos z de Z, nao nulos, tais que mdc(z; n) = 1.

e 1 = ord,(x), r é o menor natural a tal que z* = 1mod n; r é dito ser a ordem
de £ médulo n, ou também a ordem de z em Z;,.

e z%mod n é exponenciacao modular.

Note que o algoritmo de Shor utiliza um tnico passo quantico: o calculo do
periodo da funcao na linha 4. Uma rotina quantica para encontrar o periodo de
funcoes exponenciais modulares é o nucleo do algoritmo de Shor no passo 4. A
rotina quéntica para encontrar o periodo de f(a) = z*mod n emprega um par
de registradores quanticos |z;) e |12). Veja (ATKINSON, 2001). A determinagao
r = ord,(z) é a parte mais dificil do algoritmo 2.1.1 em (ATKINSON, 2001) para
obtencao de fatores de n nao triviais.

Ordem como Periodo da fungao f(a) = z*mod n -

Escolhendo aleatoriamente a z € Z), sabemos qual a probabilidade de que r =
ord,(z) seja adequada para a determinacao de fatores nao-triviais de n. Para a

determinagao de r temos o algoritmo 2.1.5 em (ATKINSON, 2001). Uma outra
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maneira de determinar r ¢é calcular o periodo da funcao f(a) = z*mod n. O periodo
de funcoes f(a) = z%mod n esta relacionado com a ordem ord,(z) de elementos x
de Z! n (elementos de Z, nao nulos, tais que mdc(z; n) = 1);

A demonstracao dos varios teoremas relevantes na Teoria dos Numeros, pode ser
encontrada em (MILIES; COELHO, 1998).

Da Transformada de Fourier Discreta, temos a transformada de Fourier cldssica e
sua utilizagdo na determinagao do periodo de fungoes, e da transformada de Fou-
rier quantica e o modo de aplica-la sobre registradores quanticos. (ATKINSON, 2001).

Agora vamos mostrar que, se a reducao devolve uma resposta, ela esta correta.
Depois vamos delimitar superiormente a probabilidade de falha deste procedimento,
isto é, a probabilidade de o algoritmo terminar na linha 6.

Comecgamos observando que, se o algoritmo executa a linha 3, entao o valor devolvido,
de fato, é um fator de n.

Ja se mde(z,n) = 1, entdo = estd em Z*, o grupo multiplicativo médulo n, de
modo que a func¢do f(a) = x*mod n é peridédica com periodo dado pela ordem de
z, moédulo n. Isto é, o periodo r é o tamanho do subgrupo de Z; gerado por =z.
Equivalentemente, r é o menor inteiro positivo tal que z” = 1(mod n).

Para se estudar a prova do algoritmo de Shor, o leitor deve passar por trés etapas:

1. Redugao a busca do periodo de uma fungao (SILVA, 2004);
2. A busca do periodo (o passo quantico) (SILVA, 2004);

3. A transformada quéntica de Fourier (SILVA, 2004).

Nos trabalhos de (SILVA, 2004) e (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004),

apresenta-se essa reducao e uma delimitacdo superior para a probabilidade de falha. E
também mostrado o procedimento matematico para a busca do periodo da sequéncia
gerada pela reducao. E a utilizacao da transformada quantica de Fourier, que pode
ser implementada.

11.3 Algoritmo Quantico de Lov Grover - 1996

Um outro algoritmo quéntico que merece destaque foi proposto pelo indiano
Lov Grover (1961-). Trata-se de um cientista indiano-americano, originador do
algoritmo de busca em "base de dados'"usado em computacao quantica. Enquanto
trabalhava nos laboratérios de pesquisa Bell, nos Estados Unidos. Grover, em 1996,
propos um algoritmo de busca, o qual, como o préprio nome ja sugere, realiza a tarefa
de buscar numa base de dados, encontrando itens que tenham certas propriedades
desejadas. Estamos acostumados a utilizar algumas espécies de sistemas como esses,
quando usamos a Internet. Assim, como o algoritmo de Shor, a vantagem compu-
tacional apresentada pelo algoritmo de Grover foi excelente, pois em geral, numa
determinada tarefa onde classicamente precisamos fazer N buscas, quanticamente
sdo necessarias VN, que é um nimero muito menor. (GROVER, 1996)



260 Capitulo 11. Algoritmos e Computag¢do Qudntica

Figura 176 — Lov Grover - O inventor do algoritmo de busca quantico em uma base
de dados.

Fonte: Google Images - www.kennislink.nl.

A titulo de ilustracao, considere uma tarefa na qual classicamente necessitariamos
10000 buscas; dessa maneira, quanticamente seriam necessarias apenas 100 buscas.
O algoritmo de Grover pode ser aplicado com sucesso em problemas praticos da
biologia molecular e engenharia genética.

O algoritmo:

e Problema Encontrar um valor ¢ € A em um espago ‘H (banco de dados, vetor
ou outra estrutura/fonte de dados).

e H possui N = 2" entradas (posigoes).
e Grover:

— S&o necessario n qubits para enderegar o espago (mais o numero de qubits
para representar os elementos do espago).

— Sao necessarios O(y/(N)) passos.

Em computacio quantica, O algoritmo de Grover ou Algoritmo de Busca O(n'/?) ¢
um algoritmo quantico que encontra com alta probabilidade a entrada exclusiva para
uma funcao de caixa preta que produz um valor de saida especifico, usando apenas ava-
liagoes da funcdo O(v/N), em que N é o tamanho do dominio da funcio. O algoritmo
quantico Grover permite uma aceleracao enorme em algoritmos de busca que afeta a
seguranga de muitos criptosistemas, incluindo AES (Advanced Encryption Standard).

O problema analogo na computacao classica nao pode ser resolvido em menos
de O(N) avaliagoes (porque, no pior dos casos, N, o N — th membro do dominio
pode ser o membro correto). Aproximadamente na mesma época em que Grover
publicou seu algoritmo, Bennett, Bernstein, Brassard e Vazirani provaram que

qualquer solu¢do quéntica para o problema precisa avaliar a fungao Q(v/ N) vezes. O
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algoritmo de Grover ¢é assintoticamente otimo.

Foi demonstrado que um computador quantico de wvaridvel oculta nao local po-
deria implementar uma pesquisa sobre um banco de dados com N itens no maximo
O(V/3N) passos. Isso é mais rapido que a ordem de O(v/N) passos, dados pelo algo-
ritmo de Grover. Porém nenhum dos métodos de busca permitira que computadores
quanticos resolvam problemas NP-Completos em tempo polinomial.

Ao contrario de outros algoritmos quénticos, que podem fornecer aceleragao ex-
ponencial sobre suas contrapartes classicas, o algoritmo de Grover fornece apenas
um aumento de velocidade quadratico. No entanto, mesmo a aceleracao quadratica é
consideravel quando N é grande. O algoritmo de Grover poderia forgar brutalmente
uma chave criptogréfica simétrica de 128 bits em aproximadamente 25* iteracoes, ou
uma chave de 256 bits em aproximadamente 2'2® iteracoes. Como resultado, as vezes
¢é sugerido que os comprimentos de chave simétrica sejam duplicados para proteger
contra futuros ataques quanticos.

Como muitos algoritmos quanticos, o algoritmo de Grover é probabilistico no
sentido de dar a resposta correta com uma probabilidade menor que 1. Embora tecni-
camente nao haja limite superior no nimero de repeti¢coes que podem ser necessarias
antes que a resposta correta seja obtida, o nimero esperado de repeticoes é um fator
constante que nao cresce com N. O artigo original de Grover descreveu o algoritmo
como um algoritmo de busca de banco de dados, e essa descricao ainda é comum. O
banco de dados nesta analogia é uma tabela de todas as saidas da funcao, indexada
pela entrada correspondente.

Embora o propésito do algoritmo de Grover seja usualmente descrito como "pes-
quisar numa base de dados", pode ser mais preciso descrevé-lo como "inverter uma
funcao". Na verdade, como um ordculo de um banco de dados nao estruturado requer
pelo menos complexidade linear, o algoritmo nao pode ser usado para bancos de
dados reais. Se uma fun¢ao y = f(z) pode ser avaliada por um computador quantico,
o algoritmo de Grover calcula z quando um y for dado. A inversao de uma funcao
esta relacionada a pesquisa de um banco de dados, porque poderiamos criar uma
funcao que produzisse um valor especifico de y, se x corresponde a uma entrada
desejada no banco. O algoritmo de Grover também pode ser usado para estimar a
média e a mediana de um conjunto de niimeros e para resolver o problema de colisdo,
como no célculo de uma funcao hash. O algoritmo de Grover poderia ser usado para
fazer engenharia reversa de fungoes hash criptograficas, permitindo que um invasor
encontre a senha da vitima ou gere uma série de blocos falsificados.

A Figura 177 mostra o circuito quantico para o algoritmo de Grover:

Atualmente, um algoritmo de busca em listas desordenadas possui a complexidade
de O(N), o algoritmo de Grover consegue realizar buscas em listas desordenadas
com complexidade de O(v/N). O algoritmo inverte o sinal do qubit quando f(qubit)
= 1, e nao altera o qubit, se f(qubit) = 0. O circuito pode ser visto na Figura 177.
Ur depende da f(x), ou seja, depende de qual niimero a busca tem que retornar. A
matriz D é uma matriz de controle como podemos ver na Figura 178:

Usando esse circuito na Figura 177 podemos obter o resultado esperado da busca na
complexidade O(v/'N).
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Figura 177 — Circuito quéntico para o algoritmo de Grover.

Fonte: <https://www.dcce.ibilce.unesp.br/~aleardo/cursos/arqcomp/Semin__ ArqQuant.pdf>
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Figura 178 — A matriz D do circuito quantico do algoritmo de Grover.

Fonte: <https://www.dcce.ibilce.unesp.br/~aleardo/cursos/arqcomp/Semin_ ArqQuant.pdf>

11.4 O problema de Deutsch-Jozsa - 1992

O algoritmo Deutsch-Jozsa generaliza o trabalho anterior (1985) de David
Deutsch, que forneceu uma solucao para o caso simples descrito a seguir.

Este foi o primeiro algoritmo (DEUTSCH, 1985), onde foi mostrado que um compu-
tador quantico tem vantagem em um computador classico. O problema de Deutsch
(também pode ser encontrado em (SILVA, 2004) na segdo 2.5) consiste em saber, se
uma determinada fungdo f(z) é constante ou balanceada. Uma fungao constante
é quando f(z) é igual para qualquer z, e uma func¢ao balanceada é quando f(z) é
diferente (CABRAL; LIMA; LULA, 2004), isso pode ser visto melhor na tabela 180:

Para um computador classico essa operacao teria que ser feita duas vezes, testando
x = 0 ez = 1. Para um computador quantico essa operagao teria que ser feita
apenas uma vez. A Figura 181 apresenta o circuito feito para o algoritmo resolver o
problema de Deutsch.

Para se resolver o problema com certeza no modelo classico, sao necessarias duas
aplicagoes de f: é preciso usar a caixa preta de f duas vezes, para as entradas 0
e 1. J4 no modelo quantico, este problema pode ser resolvido utilizando-se apenas
uma chamada a caixa preta. Vamos mostrar um algoritmo quantico, devido a Cleve,
Ekert, Macchiavello e Mosca (CLEVE et al., 1998), que resolve o problema no
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Figura 179 — Funcao constante ou balanceada 7

Fonte: <http://dkopczyk.quantee.co.uk/deutschs-algorithm/>

X 1(x) f2(x) f3(x) f4(x)
0 1 0 0 1
1 1 0 1 0

Figura 180 — Exemplo de func¢ao constante ou balanceada.

Fonte: <https://www.dcce.ibilce.unesp.br/~aleardo/cursos/arqcomp/Semin_ ArqQuant.pdf>
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Figura 181 — Circuito quéantico para o algoritmo de Deutsch.

Fonte: <https://www.dcce.ibilce.unesp.br/~aleardo/cursos/arqcomp/Semin_ ArqQuant.pdf>
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modelo quéntico com uma tnica chamada a caixa preta.

Apesar de pouco uso pratico, é um dos primeiros exemplos de um algoritmo quantico
que ¢é exponencialmente mais rapido que qualquer algoritmo classico deterministico
possivel, e é a inspiragao para o Algoritmo de Simon, que ¢, por sua vez, a
inspiracdo para o Algoritmo de Shor. E também um algoritmo deterministico, o
que significa que sempre produz uma resposta, e essa resposta estd sempre correta.

Algoritmo de Simon <https://en.wikipedia.org/wiki/Simon%27s problem> -
Na teoria da complexidade computacional e computagiao quantica (ver em
(CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004)), o problema de Simon é um pro-
blema computacional que pode ser resolvido exponencialmente mais rapido em um
computador quintico do que em um computador classico (ou tradicional). Embora
o problema em si seja de pouco valor pratico, pode-se provar que um algoritmo
quantico pode resolver este problema exponencialmente mais rapido do que qualquer
algoritmo classico conhecido. (ARORA; BARAK, 2007)

Classes de Complexidade
-

Classe dos problemas resolvidos em

# P: tempo polinomial no modelo classico

» BPP: tempo polinomial no modelo classico
e probabilidade de falha limitada por constante

#» PSPACE: espaco polinomial no modelo classico

o

EQP: tempo polinomial no modelo quéntico

# BQP: tempo polinomial no modelo quantico
e probabilidade de falha limitada por constante

Pode-se provar:

L P C EQP C BPP C BQP C PSPACE

Figura 182 — Relacoes entre classes de complexidade classicas e quanticas.

Fonte: (CARDONHA; SILVA; FERNANDES, 2004) e
em <https://pt.wikipedia.org/wiki/BQP>

O problema (Simon) ¢ definido no modelo de complexidade da drvore de decisao
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Modelo_de_arvore de_decis~a0> ou complezidade
da consulta (KOIRAN; NESME; PORTIER, 2005), e foi concebido por Daniel
Simon em 1994 (SIMON, 1994). Simon exibiu um algoritmo quéntico, geralmente
chamado algoritmo de Simon, que resolve o problema exponencialmente mais
rapido que qualquer algoritmo classico deterministico ou probabilistico, exigindo
exponencialmente menos tempo de computagao (ou, mais precisamente, consultas)
do que o melhor algoritmo probabilistico classico.

Esse problema produz uma separacao oracle entre as classes de complexidade BPP
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e BQP, diferentemente da separacao fornecida pelo algoritmo Deutsch-Jozsa,
que separa P e EQP (na teoria da complexidade computacional, P é uma classe de
complexidade fundamental, que contém todos os problemas de decisdo que podem
ser resolvidos por uma mdquina de Turing deterministica usando uma quantidade
polinomial de tempo de computacao; na teoria da complexidade computacional,
EQP, que significa tempo polinomial quantico exato, é a classe de problemas de
decisao que pode ser resolvida por um computador quantico que produz a resposta
correta com probabilidade 1 e é executado em tempo polinomial; é o analogo quantico
da classe de complexidade P).

O algoritmo de Simon também foi a inspira¢ao para o algoritmo de Shor. Ambos
os problemas s@o casos especiais do problema do subgrupo abeliano oculto (KOIRAN;
NESME; PORTIER, 2007), que agora é conhecido por ter algoritmos quénticos
eficientes.

Uma separacao oracle, neste contexto, ¢ visto como uma entidade capaz de responder
a uma colecao de perguntas, e é geralmente representado como um subconjunto
A dos numeros naturais. Em teoria da computacio, uma mdquina ordculo é uma
maquina abstrata usada para estudar problemas de decisao. Ela pode ser vista como
uma maquina de Turing com uma caixa preta, chamada de ordculo, que é capaz
de decidir alguns problemas de decisdo em uma tunica operagao. O problema pode
ser de qualquer classe de complexidade. Até mesmo problemas indecidiveis, como o
problema da parada, podem ser decididos nela.

11.5 Para saber mais sobre Shor

Quantum Computation and Quantum Information. [S.1.]: por Nielsen, M. e I. Chuang
(2000) Cambridge University Press, 2000.

Mosca, M. (2008). Quantum Algorithms. <arXiv:0808.0369>

Shor’s Algorithm por Roger Herrigel e Wojciech De Roeck, em 14 de abril de
2008

Photons set fresh quantum computing record por Jacob Aron, em 23 de outu-
bro de 2012

Computagdo Quéntica: O algoritmo de fatoragdo de Shor - (MARCEL K. DE
CARLI SILVA) https://bce.ime.usp.br/tces/2004 /magal /mac499-monografia.pdf

11.6 Para saber mais sobre Grover

Lecture 4: Grover’s Algorithm do curso: "Quantum Computation (CMU 15-859BB,
Fall 2015)"em 21 de setembro de 2015, por John Wright e Tom Tseng. Disponivel
em: <https://www.cs.cmu.edu/~odonnell/quantum15/lecture04.pdf>

Quantum Computation: A cryptography armageddon? por Cassius Puodzius, publi-
cado por WLSecurity (2016): Disponivel em <http://www.welivesecurity.com/2016/
06/14/quantum-computation-cryptography-armageddon />
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An Introduction to Quantum Algorithms por Emma Strubell (2011): Disponivel em:
<https://people.cs.umass.edu/~strubell /doc/quantum__tutorial.pdf>

The strengths and weaknesses of quantum computation. SIAM Journal on Computing.
26. arXiv:quant-ph/9701001. Acessivel livremente. doi:10.1137/s0097539796300933.

Quantum Computing and Hidden Variables (PDF): Disponivel em:
<http://www.scottaaronson.com/papers/qchvpra.pdf>

Grover vs. McEliece (PDF): Disponivel em:
<http://cr.yp.to/codes/grovercode/>

Is Quantum Search Practical? Disponivel em:
<https://web.eecs.umich.edu/~imarkov /pubs/jour/cise05-grov.pdf>

In Wikimedia Foundation: Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_ de_ Grover>
11.7 Para saber mais sobre Deutsch

D. Deutsch and R. Jozsa, Rapid solutions of problems by quantum computation,
Proceedings of the Royal Society of London A. 439: 553 (1992)

N. S. Yanofsky and M. A. Mannucci, Quantum Computing for Computer Scientists,
Cambridge University press (2008).

Lecture 5: A simple searching algorithm; the Deutsch-Jozsa algorithm:
<https://cs.uwaterloo.ca/~watrous/LectureNotes/>

Quantum Algorithms Tutorial - Ronald de Wolf, <https://2017.pqcrypto.org/school/
slides/qalgotutoriall Thandout.pdf>

11.8 Para saber mais ... Teoria da Complexidade Quantica

E. Bernstein and U. Vazirani. Quantum complexity theory. In Proceedings of the
25th ACM Symposium on the Theory of Computation, pages 11-20, New York, 1993.
ACM Press.

E. Bernstein and U. Vazirani. Quantum complexity theory. STAM J. Comput.,
26(5):1411-1473, 1997.
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CAPITULO

Criptografia Quantica

seguranca das transac¢oes bancarias, do comércio eletronico e das mensagens

militares assenta em sistemas de criptografia bastante seguros. Mas, bastante
seguros nao é o mesmo que absolutamente seguros. A seguranca dos métodos atuais
se baseia em problemas computacionais dificeis. Mas, basta que surja uma nova
geracao de computadores - os chamados computadores quanticos - em que muitos
cientistas pesquisam para sua construcao - para que o mundo da comunicacao, tal
como hoje o conhecemos, possa entrar em colapso. Se algum desses avangos revo-
lucionarios for de repente alcancado, deverao ser revistos todos os seus sistemas
de comunicacao, porque com computadores quanticos, sistemas de seguranca serao
certamente quebrados, ja que podera haver brechas de seguran¢a na comunicac¢ao
criptografada pelos métodos atuais usados. Sera o colapso da sociedade da informacao.

Neste contexto, o que todo mundo procura ¢ uma nova forma de criptografia que
seja verdadeiramente segura. Um novo sistema que serd completamente inviolavel,
baseiar-se-4 nas leis mais profundas da matéria, ou seja, nas leis que regem a
incerteza do mundo quantico. A absoluta impossibilidade de se conhecer o
comportamento das particulas elementares, sera a garantia de seguranca
das mensagens. Uma técnica muito promissora é a criptografia quantica, como
veremos a seguir.

12.1 Algoritmos criptograficos

Nos algoritmos modernos, o segredo de uma mensagem encontra-se na chave, que ¢ um
parimetro utilizado na cifragem e decifragem de uma mensagem. Quanto maior for o tamanho da chave,
espera-se que seja mais dificil quebri-la.

Para melhor entendimento e seguindo a literatura, chamemos de Alice quem quer mandar uma
mensagem privada e Bob quem vai recebé-la. E denominenos Eva, um intruso tentando ler esta mensagem
secreta.

Figura 183 — Algoritmos criptograficos em geral.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>


http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf
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Nos algoritmos simétricos, também conhecidos como de chave privada, a mesma chave ¢
utilizada tanto na cifragem como na decifragem. Desta forma, Alice e Bob precisam combinar uma chave
previamente. Nas transacdes comercials € bancanas realizadas através da internet, a utihzagdo de apenas
esta chave ¢ impraticavel, sendo necessario um algoritmo assimétrico ou de chave piiblica, como veremos
adiante.

Exemplos de algoritmos de chave privada sio o One Time Pad (uma cifra simples mas
mcondicionalmente segura, inventada em 1917 por Gilbert Vemnam) e a cifra DES (Data Encryption
Standard, adotada em 1976 e que continua sendo o padrio oficial americano para cifragem).

A cifra One Time Pad baseia-se na operacio XOR (OU exclusivo), como indica a tabela abaixo.
O processo de decifragem ¢ analogo.

mensagem original | 0 1 1|0 1

CHAVE ILfof[0] 0]l

mensagem cifrada 1 1 10| 0
Tabela 1. Cifra One Time Pad

Podemos utilizar uma chave de tamanho inferior ao da mensagem, pois sera mais facil distribuir
uma chave quanto menor esta for. Mas 1sso deixara brechas para um criptoanalista expenente, que podera
decifra-la. Caso a chave utilizada no One Time Pad seja aleatona e do tamanho da mensagem, temos uma
seguranga incondicional: prova-se que ndo hd como decrifi-la de forma alguma. Mas o problema de
distribuigiio de chaves permanece: para mandar uma mensagem de tamanho n com uma seguranga
incondicional, Alice ¢ Bob precisam combinar previamente uma chave de tamanho n, o que é invidvel
para a maioria das aplicagdes, principalmente quando ha um grande fluxo de mensagens.

Num algoritmo assimétrico, a chave utilizada na cifragem ¢ diferente daquela utilizada na
decifragem. Desta forma, nio hd a necessidade de Alice e Bob combinarem uma chave previamente,
eliminando o problema da distribuigdio de chaves. A seguranga desse algoritmo se baseia em problemas
computacionalmente dificeis, como a fatoragio de um namero razoavelmente grande em seus fatores
primos, onde destacamos o algoritmo RSA, que ¢ um dos mais utilizados na atualidade.

Caso haja um grande crescimento do poder computacional, onde destacamos pesquisas com
Computadores Quanticos, estes algoritmos ndo serdo mais seguros. Um computador pessoal dos dias
atuais demoraria 100 mil bilhdes de anos para fatorar um namero de 600 digitos decimais, o que seria
realizado em poucos minutos num computador quéntico, caso possa ser construido.

Figura 184 — Algoritmos criptograficos - a cifra One Time Pad.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

12.2 Principios da mecanica quantica - a polarizacao de fétons

A mecanica quantica nos diz que a luz apresenta, tanto uma natureza corpuscular,
quanto ondulatéria. Experimentos como o Efeito Fotoelétrico (Einstein) e a Radiacio
Térmica de um Corpo Negro (Planck) mostram a natureza corpuscular da luz, nos
dizendo que a luz é formada por fétons, particulas elementares indivisiveis de massa
igual a zero. Além desses fend6menos, temos a polarizacao, que mostra a natureza
ondulatoria, a qual uma onda luminosa consiste de dois campos perpendiculares que
variam no tempo: o campo elétrico E e o campo magnético B. O plano de polarizacao
e constituido do palno que contpem E e a direcao de propagacao da onda. Desta
forma podemos atribuir uma polariza¢ao (qualquer medida em graus) a um féton.
Por exemplos, diferentes planos de polarizacio, tais como 02, 459, 909 e 1352 de um
foton sao ilustradas na Figura 185:

Dado uma féton podemos mudar sua polarizacao com a utilizacao de polarizadores,
como cristais de calcita ou 6culos de sol. Filtros polardides deixam passar fétons,
como na Figura 186, cuja polarizagdo seja igual a da "fenda'do filtro e absorvem os
fotons cujo plano de polarizagdo seja perpendicular a essa.
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Figura 185 — Diferentes planos de polarizagao de um féton.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>
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Figura 186 — Um exemplo de filtro polaroide.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

Caso o foéton apresente uma polarizacao genérica 6 em relacao a fenda do polarizador,
a probabilidade do féton passar é P = cos?0, expressao conhecida como Postulado
de Redugdao de von Newmann. E caso ele passe, sua polarizagao sera a mesma do
polarizador. Por exemplo, se § = 459, a probabilidade sera de 50% do féton passar e
adquirir polarizacao igual a da fenda do polarizador.

Um fato notavel e que exemplifica o Principio da Incerteza de Heisemberg
¢é a impossibilidade da determinacao exata da polarizacdo do féton. Para termos
alguma informacao sobre a polarizacao do féton, precisamos de um filtro polarizador.
Caso o féton nao passe por este, apenas podemos concluir que ele nao foi polarizado
paralelamente a fenda do polarizador. E caso ele passe, apenas podemos concluir que
ele nao foi polarizado perpendicularmente a fenda. Pois se nao ele nao iria passar.
Com qualquer outra polarizacao, ha uma probabilidade do féton passar. O Principio
da Incerteza de Heisemberg, de uma forma geral, afirma que ndo podemos
obter todas as informagoes que descrevem uma particula subatémica, nao
sendo possivel, neste caso, determinar a polarizagao exata de um foton especifico,
pois uma observagdo quantica causa a perturbagdo no momento da medida.

12.3 Um protocolo de bases conjugadas - BB84

Vejamos que de um modo geral, o protocolo utiliza um canal quantico. Alice
envia fétons polarizados para Bob, que os mede segundo um polarizador. E pelo
canal publico eles transmitem mensagens necessarias para a obtencao da chave k.
Sendo que essas mensagens podem ser lidas por um espiao qualquer sem afetar a
seguranca do protocolo. Utiliza-se quatro polarizacoes: 02 e 459 para representar o
bit 0, e 909 e 1352 para representar o bit 1, conforme indicado na Figura 187.
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Figura 187 — Exemplo de polarizagoes referentes aos bits 0 e 1, no protocolo BB84.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br /ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

Vejamos:

P Alice envia uma seqiiéncia aleatoria de fotons com as polanzacgdes da figura 5, mantendo em
segredo as polari¢des utilizadas

] S\ —— I
P Bob, para a leitura de cada foton enviado por Alice, escolhe aleatoriamente o tipo de medigdo
que vai fazer: com a fenda do polarizador a 45° ou 90°

AV AV A4

P Bob guarda o resultado das medigdes em segredo

[ NE H NP NP 5 P . P
I — S NN—-/ S/ I
O primeiro foton, 8 = 0° (lembrando que 0 € a diferenga de dngulo entre a polarizagio do foton e a
fenda), ird passar pelo polarizador com certeza (indicado por P), e dessa forma, Bob concluird que o foton
tinha uma polarizagio igual a da fenda (no caso, 90°).
Para o segundo foton, 6 = 45°, o foton pode ou ndo passar pelo polarizador, com chance de 50%
(como ndo ha certeza do que ird ocorrer, foi indicado por 7). Supondo que ndo passe (NP), Bob concluird
que o foton tinha uma polarizagdo ortogonal a da fenda.
No terceiro foton, 6 = 45° ocorre algo similar ao segundo foton, mas supomos que o foton passe
(P). Conclui-se que sua polariza¢do ¢ igual a da fenda. No quarto foton, 6 = 90°, logo ndo ira passar pelo
polarizador (NP), sendo classificado com uma polariza¢io ortogonal & fenda. E continua-se a leitura dos

outros fotons. Percebemos que Bob faz a leitura dos fotons de forma erronea quando 0 = 45°. Por isso,
pelo canal pablico, ocorre o processo de reconciliagdo.

»Bob anuncia pelo meio plblico os tipos de medigdes que fez para cada féton (45 ou 90°) e
Alice diz quais medi¢des foram corretas

Figura 188 — Explicacdo do funcionamento do protocolo BB84.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br /ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

12.4 A presenca de um intruso

O intruso chamar-se-a4 Eva. Caso Eva tente ler os fétons que Alice enviou,
ela nao conseguira ler todos os fétons corretamente: ela apenas sabe que foram
enviados fétons com polarizacoes 02 e 459 para representar o bit 0, e 909 e 1352
para representar o bit 1. Utilizando um polarizador, ela ird ter uma leitura correta
de no maximo 75% dos bits enviados. Alguns tipos de ataques estao especificados


http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf
http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf

12.4. A presenca de um intruso 271

1 2 3 4 5 6 7 8 9

w S =N == ] ]
we S SNSSS]

- P NE 5 NP NP 5 8 i P
R RV AN
NB@\%";;\?S v X b 4 v Vv X v X v

o 1 1 0 0 1

oo

Figura 189 — Passos do protocolo até a obtencao da chave k.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

Para o foton | no caso acima, Bob diz para Alice: “medi¢do com fenda a 90°”. Como Alice sabe a
polarizagido de cada foton que enviou, ela diz a Bob que a medigdo foi correta para este foton (V). Ja para
o foton 2, Bob realizou uma medigiio com a fenda a 90°, e como o foton original apresenta um desvio de
45° em relagdo a fenda, a medigdo foi errada (X): a polarizaciio de 45° foi medida como 0°. Alice, sabendo
que 0 = 45° neste caso, diz para Bob que a medigio esta errada. Esse processo de reconciliagdo ocorre para
toda a seqiiéncia.

Para os fotons cuja medigdo for correta (metade da seqiiéncia), Alice ¢ Bob convertem as
respectivas polarizagdes em bits, como indicado pela figura 5, obtendo uma chave. Neste caso ilustrativo
com poucos fotons, a chave obtida fo1 11001: essa chave claramente ird ser igual para os dois, caso ndo
haja erros de transmissdo ou um intruso. Os erros de transmissdo costumam ser baixos (inferiores a 3%) e
sfio causados por ruidos no canal quéintico ou pelo desalinhamento dos polarizadores.

Figura 190 — Explicando os passos do BB&84.

Fonte: Daniel Nobuo Uno/Antonio Candido Faleiros em:
<http://www.bibl.ita.br/ixencita/artigos/FundDanielNobuo.pdf>

em (KOWADA, 1999) (pg. 28-33). Desta forma, Eva terd de enviar fétons para Bob,
e 25% da leitura dos bits de Bob, irao diferir dos de Alice.

Bob, sem saber que Eva leu e reenviou os fotons, faz a leitura dos fétons e o
processo de reconciliagao normal, obtendo uma chave que difere 25% dos bits de
Alice. Desta forma, Alice e Bob anunciam alguns bits da chave para conferi-los. Caso
haja uma taxa de erros relativamente alta, provavelmente ha um intruso. Caso os erros
sejam baixos, eles descartam da chave alguns bits que foram anunciados publicamente.

Pode ser que uma baixissima porcentagem da chave esteja incorreta devido a erros
de transmissao e hé procedimentos matematicos para corrigi-los. Ha outros procedi-
mentos na amplifica¢io da privacidade da chave, como pode ser visto em (KOWADA,
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1999), pg. 24-27. Dessa forma Alice e Bob compartilham uma chave com privacidade.

O assunto da criptografia quantica comeca com as histérias de Stephen Wies-
ner até chegarmos a Charles Bennett, onde o tema comegou em 1984.

12.5 Histérias de Stephen Wiesner ...

As histérias contadas neste pardgrafo foram extraias do livro The Code Book, de
Simon Singh (SINGH, 2000) ou em (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005). Trata-se de
uma pessoa que estava a frente de seu tempo: Stephen Wiesner (1942-), um fisico
pesquisador que atualmente vive em Israel. Ele recebeu seu diploma de graduacao
de Brandeis University (Boston, USA). Como um estudante de pés-graduacao na
University of de Columbia em Nova York, no final dos anos 1960 e inicio dos anos 1970,
ele descobriu varias das ideias mais importantes da teoria da informacio quéntica,
incluindo:

e Quantum money (que levou ao trabalho da distribuicao de chaves quénticas

por Bennett-Brassard) (BENNETT; BRASSARD, 1984).

e Quantum multiplexing (multiplexacdo quéntica), o mais antigo protocolo do
tipo Oblivious Transfer (WIESNER, 1983). Em criptografia, um Oblivious
Transfer (OT) é um tipo de protocolo no qual um remetente transfere uma, de
potencialmente muitas informagdes para um receptor, mas permanece inconsci-
ente a respeito de qual mensagem foi transferida. A fim de garantir a privacidade
dos nodos em uma rede, e tentar impedir a revelacao de informagoes relevantes
através de pacotes de roteamento, protocolos de roteamento anénimo foram
propostos. A primeira forma de transferéncia inconsciente foi introduzida em
1981 por Michael O. Rabin (1931), um matemaético israelense e cientista da
computagao que recebeu o Prémio Turing. Nesta forma, o remetente envia uma
mensagem ao receptor com probabilidade 1/2, enquanto o remetente permanece
indiferente se o receptor recebeu ou nao a mensagem. Ver em Oblivious Transfer
em <https://en.wikipedia.org/wiki/Oblivious__ transfer>. Trabalhos posterio-
res revelaram que a transferéncia inconsciente é um problema fundamental e
importante na criptografia. E considerado um dos problemas criticos no campo,
devido a importancia dos aplicativos que podem ser construidos com base em
OT. Em particular, é bem adequado para uma secure multi-party computation,
também conhecida por privacy preserving computation, a qual pode ser estu-
dada no campo dos anonymous protocols (protocolos com anonimato). O leitor
pode entender este tema em (TAMASHIRO, 2007).

e Superdense coding (codificagdo superdensa) - o primeiro e mais basico exemplo
de comunicacao assistida por emaranhamento quantico) (BENNETT; WIES-
NER, 1992).

A ideia de utilizar a mecénica quantica de forma parecida a utilizada hoje em cripto-
grafia quantica, foi apresentada em 1970 por Stephen Wiesner, quando estudante
de poés-graduacao da University of de Columbia. Ele demonstrou a possibilidade
tedrica de se fazer "dinheiro quéantico', impossivel de ser falsificado gragas a um
sistema de armazenamento quantico de qubits.

Longe de ser uma ideia pratica, a ideia era revolucionéaria. Anos mais tarde Bennett
e Brassard inspiraram-se nessa ideia de "dinheiro quantico"para criar o protocolo
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Figura 191 — Stephen Wiesner - Aos 28 anos, a ideia em 1970 que norteou a cripto-
grafia quantica por Charles Bennett.

Fonte: <https:
//www.mpiwg-berlin.mpg.de/research/projects/origin-and-development-quantum-cryptography >
(mpiwg-berlin.mpg.de)

BB84. Contudo, o mais interessante dessa histéria consiste em a ideia de Wi-
esner ter sido absolutamente ignorada no seu tempo. O seu orientador pediu-lhe
que abandonasse a ideia e voltasse ao "trabalho", mostrando total desinteresse por ela.

Conta Wiesner - "Ndo obtive nenhum apoio do meu orientador de tese - ele nao
mostrou o minimo interesse pela minha ideia. Mostrei-a para outras vdrias pessoas e
todas fizeram uma cara de estranheza e voltaram ao que jd estavam fazendo naquela
hora".

Apesar disso, Wiesner submeteu a sua ideia para ser publicada numa revista
cientifica. O artigo foi recusado. Submeteu-o a outras trés revistas, e outras trés
vezes ele foi recusado. Embora tenha sido rejeitado por varias revistas cientificas, o
trabalho de Stephen Wiesner permaneceu inédito por mais de uma década, até
1983, mas circulou bastante em forma de manuscrito para estimular o surgimento
da ciéncia da informacao quantica nas décadas de 1980 e 1990. A partir de 2013,
Wiesner resolveu trabalhar (por op¢ao) como operario de construgao em Jerusalém
(SCOTT, 2013). Atualmente tem 77 anos.

Desiludido, mas consciente do grande interesse de Bennett por assuntos mais
amplos, Wiesner enviou o seu rejeitado artigo a ele. Bennett ficou imediatamente
fascinado pela ideia, mostrando-a para Brassard. Alguns anos depois, os dois juntos,
inspirados na ideia de utilizar a mecanica quantica como proposto por Wiesner,
inventaram o que hoje em dia é reconhecido no campo da criptografia quantica. O
"dinheiro quantico"é um projeto proposto de notas de banco, tornando-as impossiveis
de forjar, usando a fisica quantica. A ideia influenciou o desenvolvimento de protoco-
los de distribui¢ao quantica de chaves usados na criptografia quantica.

A segunda historia refere-se ao momento no qual Bennett e Brassard inventaram
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o protocolo BB84. Em 1984 fazia ja algum tempo que ambos vinham tentando achar
uma solugdo para o problema da distribuicao de chaves, num cenario futuristico
onde a computacao quantica inviabilizara os atuais métodos de criptografia de chave
publica. Um dia, quando estavam esperando o trem que levaria Brassard para casa,
em Montreal, desde os laboratérios Thomas. J. Watson, da IBM, onde Bennett
trabalhava, a solugdo para o problema surgiu. Esperando o trem na estacao Croton
Harmon, conversando descontraida e informalmente, eles tiveram a brilhante ideia
que levou ao protocolo BB84. Como afirma Simon Singh em seu livro The Code
Book (SINGH, 2000), se o trem tivesse chegado apenas alguns minutos antes eles
teriam se despedido sem fazer nenhum progresso no problema da distribuicao de
chaves (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005).

12.6 A primeira ideia de um sistema de criptografia quantico

A partir da ideia inicial de Stephen Wierner, Charles Bennett, cientista
de computacao da IBM em Nova York, na década de 1980, em conjunto com um
colega, Gilles Brassard, conseguiu idealizar um primeiro sistema de criptografia
quantico pratico. Tempos seguintes, os avangos tecnologicos permitiram por em pra-
tica prototipos de sistemas criptograficos que parecem ser absolutamente inviolaveis.

Charles Henry Bennett (1943-), nascido em New York, é um fisico, criptégrafo e
cientista da computacao estadunidense. E um dos descobridores do teletransporte
quantico. Ele obteve o Bacharelado em quimica pela Brandeis University em 1964, e
o Doutorado em Harvard em 1970 por estudos de dindmica molecular (simulagao
computacional do movimento molecular) com David Turnbull e Berni Alder, seus
orientadores académicos. Nos dois anos seguintes, ele continuou esta pesquisa com o
fisico indiano Aneesur Rahman (1927-1987) no Argonne National Laboratory.

Figura 192 — Charles Henry Bennett é um fisico, criptografo e cientista da computa-
¢ao estadunidense. E um dos descobridores do teletransporte quantico.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles Henry Bennett>, <http://john.kangry.com/>
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Teletransporte quantico é uma tecnologia que permite o teletransporte de infor-
magao <https://pt.wikipedia.org/wiki/Teletransporte quéantico>, como o spin
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Spin> ou a polariza¢io (nao existe transporte de
energia ou de matéria) por meios exclusivamente quéanticos, que independem de
meios de transmissao. A largura de banda para o teletransporte quantico dobrou
em 2015. Uma técnica chinesa de transferéncias informacodes sobre uma parti-
cula de modo que uma outra particula toma duas, em vez de apenas uma, das
propriedades quanticas da particula inicial <https://www.sciencenews.org/article/
physicists-double-their-teleportation-power>.

Teletransporte de informagdes, proposto pela primeira vez em 1993 por fisicos tedricos
que trabalhavam para a empresa IBM, utiliza um efeito da mecanica quantica cha-
mado de emaranhamento/entrelagamento qudntico, pelo qual particulas subatomicas
que passam por processos quanticos mantém um tipo de associagao intrinseca mesmo
depois de separadas, a semelhanca do fenémeno de ressonancia, mas teoricamente
independente da distancia. O exemplo mais citado é o de duas particulas criadas
conjuntamente que assumem spins opostos, e ao se determinar o spin de uma, o
spin da outra fica instantaneamente determinado, mesmo que elas estejam separadas.
A tecnologia tenta usar esse efeito para telecomunicagoes ou armazenamento de
informacao num possivel computador quantico.

12.7 Entropia da Informacao

O conceito de entropia pode ser explicado a diversas areas do conhecimento.
Neste contexto, o conceito de entropia se relaciona com o deentropia da informagao.

Informagdo é um termo que vem sendo usado, a partir da década de 1950, por
diferentes autores, significando mensagens, noticias, novidades, dados, conhecimento,
literatura, simbolos, signos (signo linguistico é um elemento representativo que
apresenta dois aspectos: o significado e o significante; ao escutar a palavra cavalo,
reconhecemos a sequéncia de sons que formam essa palavra) e, até mesmo, sugestoes.

A quantidade de informacgao de uma mensagem é calculada, na Teoria da Informacao,
como sendo o menor nimero de bits, unidade de informacao introduzida por Shan-
non (vide abaixo), necessarios para conter todos os valores ou significados desta
mensagem. Assim, por exemplo, para codificar uma das 26 letras do nosso alfabeto,
bastam 4 bits, pois eles podem armazenar 2* = 32 valores diferentes, enquanto que 8
bits (1 byte) conseguem armazenar os 256 caracteres (28) da codificacao ISO 8859-1
de caracteres do alfabeto latino, com seus diacriticos (um sinal gréfico que se coloca
sobre, sob ou através de uma letra para alterar a sua realizacao fonética, isto é, o
seu som, ou para marcar qualquer outra caracteristica linguistica).

Em 1948, o matematico norte-americano Claude Elwood Shannon (1916-2001)
introduziu o conceito de entropia da informagdo, a qual quantifica o grau de incerteza
de uma informacgao. Segundo ele, sempre que uma mensagem passa por um canal
de comunicacao, ela sofre perturbagoes e chega com ruidos ao receptor. Shannon
enxergou ai uma analogia entre os processos onde ha perda de informacao e os
processos que ganham entropia.

Segundo Norbert Wiener (1894-1964) um matematico estadunidense, conhecido
como o fundador da cibernética.
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Figura 193 — Claude Shannon em 1963 - Um matematico, engenheiro eletronico e
criptografo estadunidense, conhecido como o pai da "teoria da informa-
cao".

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Claude Shannon>,

Figura 194 — Norbert Wiener - Sobre a entropia da informacao: o grau de organizacao
ou desorganizacao em um sistema de informacao.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Norbert_ Wiener>,

"... a soma de informacao em um sistema de comunicacdo de informacao € a medida
de seu grau de organizacao; a entropia é a medida de seu grau de desorganizacao;
um € o negativo do outro."

Como um exemplo pitoresco, no processo de mistura de café com leite, inicialmente,
antes de se misturarem, teremos, no minimo trés informacées: (a) café quente;
(b) leite, eventualmente gelado; (c) agicar, a temperatura ambiente. Apds a mistura,
teremos apenas uma informacao: café-com-leite-adocado-morno.
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Com isso, em termos do conceito de informacao, a entropia negativa, pode ser
aplicado para exprimir a medida da ordenagao/desordenacao de um sistema de
comunicag¢ao de informacao. Na verdade, a entropia de informacao foi estendida as
mais diversas areas de conhecimento, tal como na Ciéncia da Informacao, dentre
outras.

12.8 A Criptografia quantica de Bennett

No processo proposto por Bennett, o emissor da mensagem, Alice, (ver a
Figura 195) comega por digitalizar o texto que pretende enviar para o receptor Bob,
transformando-o numa sequéncia de zeros e uns, a linguagem dos computadores.
Ela toma, entao uma chave criptografica, que é outra sequénca de zeros e uns tao
longa quanto a mensagem original, e adiciona as duas fileiras de nimeros. Transmite
o resultado a Bob, que tem consigo a chave que Alice utilizou. Bob subtrai-lhe a
chave e recupera a mensagem original. Para ler, terda naturalmente de transformar a
sequéncia de zeros e uns, numa sequéncia de letras. Mas, isto é uma tarefa rotineira
para qualquer computador.

Para este sistema ser verdadeiramente inviolavel é importante que a chave seja
uma sequéncia aleatoéria de zeros e uns e que seja utilizada apenas uma vez. Isso
significa que esses nimeros tem de ser gerados antecipadamente e que Alice tem de
os transmitir a Bob.

E aqui comegam os problemas. Se Alice e Bob nunca se encontram pessoalmente,
como acontece habitualmente com parceiros no comércio eletronico, eles tém de
confiar num método de transmissdo da chave. E como vao fazé-lo? De forma cifrada
? Mas, para isto precisam ter acordado numa outra chave, e entao o problema parece
nao ter solugdo. Em alguma altura, Alice e Bob terao de se encontrar ou confiar
num mensageiro. Mas, supondo que, um intruso, Eva, que esta sempre a espreita, a
seguranca absoluta nao existe.

Entra aqui o mundo quéntico pela mao de Charles Bennett e dos cientistas
da computacao. Esse mundo tem regras estranhas, impossiveis de intuir com base
nas nossas vivéncias cotidianas. Uma delas é a incerteza. E essa incerteza nao se ba-
seia no nosso desconhecimento, ¢ intrinseca a prépria vida das particulas subatémicas.

Alice comeca enviar a Bob uma sequéncia de particulas de luz, ou seja, uma sequéncia
de fotons. No seu aparelho existem dois polarizadores, um orientado na vertical e
outro a 45 graus, como se pode ver na Figura 195 e na Figura 198.

Para estabelecer a chave, Alice alterna os polarizadores aleatoriamente e faz, por
exemplo, corresponder 0 a um féton polarizado na vertical, e 1 a um féton que seja
polarizado a —452. Bob tem consigo outros dois polarizadores. Um orientado na
horizontal e outro a —452. Ao receber cada féton esse é passado por um dos seus
polarizadores, alternando entre os dois, de forma completamente aleatéria.

12.9 Um sistema pratico de criptografia quantica

Em colaborac¢ao com Gilles Brassard (1955-) da Universidade de Montreal,
Bennett desenvolveu um sistema pratico de criptografia quéntica, baseado no
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Figura 195 — Polarizagbes de fétons na comunicagao de Alice e Bob.

Fonte: Google Images

principio da incerteza, conhecido como BB84 (BENNETT; BRASSARD, 1984), que
permite a comunicagao segura entre as partes que inicialmente, nao compartilham
nenhuma informacao secreta. Em 1989, com a ajuda de John A. Smolin, Bennett
fez a primeira demonstracao mundial do trabalho da criptografia quantica.

Gilles Brassard é um criptologista canadense. Estudou na Universidade de Mon-
treal, em 1975, e obteve seu doutorado em ciéncia da computacao pela Universidade
Cornell em 1979, trabalhando no campo da criptografia com John Hopcroft ()
como seu supervisor. E um membro do corpo docente da Universidade de Montreal
desde entao, onde se tornou professor titular em 1988. Brassard é mais conhecido
por seu trabalho fundamental na criptografia quantica, teletransporte quantico, entre-
lagamento quéntico e na simulagao classica de entrelacamento quantico. Alguns destes
conceitos sao ainda tedricos, mas outros tém sido implementados em laboratério.

Os interesses de pesquisa de Charles Bennett incluem a teoria algoritmica da
informagao, na qual os conceitos de informacao e aleatoriedade sdo desenvolvidos
nos termos da relagao input/output (entrada/saida) dos computadores universais
(Méquina de Turing), e & utilizagdo destes para definir a complexidade intrinseca ou
"profundidade logica"de um estado fisico, como o tempo exigido por um computador
universal para, a partir de um estado aleatério inicial, simular a evolu¢ao de um
estado quantico (BENNETT, 1996).

12.10 O Protocolo BB84

O protocolo conhecido como BB84 (EKERT, 1991) em funcao de seus inven-
tores e do ano de publicagao (CLAUSER et al., 1969), foi originalmente descrito
utilizando os estados de polarizacao dos fétons para transmitir a informagao. Ao
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Figura 196 — Gilles Brassard - Juntamente com Charles Bennett desenvolveu um sis-
tema pratico de criptografia quantica, baseado no principio da incerteza,
conhecido como BB84.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Gilles_ Brassard>

trocarem entre as suas varias posigoes possiveis, os fétons vibram e se, num grupo
de fotons, todos vibram na mesma direcao, entao eles estao polarizados. Utilizando
filtros polarizadores é possivel restringir a passagem aos fétons polarizados numa
determinada direcao, bloqueando os restantes. Para medir a polarizacao de um foton
sao utilizadas bases de medida, que sao compostas por duas dire¢oes que facam um
angulo reto. Por exemplo: horizontal e vertical, ou diagonal a esquerda e a direita.
No entanto, qualquer dois pares de variaveis conjugadas pode ser utilizado para o
protocolo.

Os estados de polarizacao mais utilizados sao:

e Base retilinea com vertical (0o) e horizontal (900).
e Base diagonal com os angulos de 450 e 1350.

e Base circular com a direita e esquerda, seguindo a regra da mao direita.

Qualquer duas bases listadas acima sao conjugadas uma das outra e entdo podem
ser utilizadas para o protocolo. Nos exemplos a seguir, as bases retilinea e diagonal
sao utilizadas. Este ¢ um protocolo de bases conjugadas.

O emissor (tradicionalmente conhecido como Alice) e o receptor (Bob) estdo co-
nectados por um canal de comunicacao quantica, que permite a transmissao de
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Figura 197 — Criptografia Quantica - A comunicagdo quantica entre Alice e Bob.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Criptografia_ quantica>

estados quanticos, por exemplo, fibra Otica, que permite a transmissao de fétons.
Eles também se comunicam via um canal classico piblico, como telefone ou internet.
Nenhum desses canais precisa ser seguro; o protocolo é escrito assumindo-se que um
espido (chamado de Eva) pode interferir de qualquer maneira com qualquer um dos
canais.

O primeiro passo no protocolo BB84 é a transmissao quantica. Alice cria um bit
aleatério (0 ou 1) e depois aleatoriamente seleciona uma das duas bases (retilinea
ou diagonal nesse caso) para transmitir o féton. Ela entao prepara a polarizagao do
foton dependendo da base e do valor do bit. Alice entdo transmite um tnico féton
no estado especificado para o Bob, usando o canal quantico. Esse processo é repetido
desde a criacao do bit aleatério, com Alice anotando o valor do bit, a base utilizada
e a hora que o féton foi enviado.

A mecéanica quantica diz que nao existe medida possivel que possa distin-
guir entre 4 estados diferentes de polarizacgao, visto que eles nao sao todos
ortogonais. A tinica medida possivel é entre qualquer dois estados orto-
gonais (ou base). Se Bob, por exemplo, medir na base retilinea, ele terd como
resultado ou horizontal ou vertical. Se o féton foi criado inicialmente em uma dessas
polarizagdes, entao ele medira o estado correto; mas se o foton tiver sido criado na
base diagonal, entao a medida na base retilinea tornara o féton polarizado vertical
ou horizontalmente de maneira aleatéria e a informagao sobre sua polarizagao inicial
sera perdida.

Como Bob nao sabe em que base os fotons foram criptografados, tudo que ele
pode fazer é selecionar aleatoriamente uma base para cada medida. Ele faz isso para
cada féton recebido e anota o tempo, a base utilizada e o resultado da medida. Depois
de Bob ter medido todos os fétons, ele se comunica com a Alice via um canal classico
publico. Alice entao informa a Bob a base que foi utilizada para preparar cada féton
e Bob informa as bases que ele utilizou para medi-los. Eles entdo descartam os valores
medidos em que Bob usou a base errada. Segundo este método, as probabilidades
de Bob utilizar os filtros corretos é de 50% (uma base de medida correta em duas
possiveis). Logo, para se obter uma palavra binaria de n bits, é necesséario enviar o
dobro de fotons.

Quando alguém (Bob ou Eva) ler a mensagem enviada, a mensagem é automatica-
mente alterada de forma irreversivel, pois como ja vimos, a medi¢ao da polarizacao
dos fotons tem essa inevitavel consequéncia. Assim, tudo o que quem interceptar
as comunicacoes pode fazer é testar um conjunto de bases, ficando sem saber em
quais acertou. Mesmo que Eva também intercepte as comunicacoes realizadas no
canal publico, ela ficara sem saber o valor da chave final. Isto porque através desta


https://pt.wikipedia.org/wiki/Criptografia_qu�ntica

12.10. O Protocolo BB8/ 281

Bit aleatodrio de Alice 0 1 1 0 1 0 0 1
Base aleatdria selecionada por Alice | —+ > —+ > x > —+
Polarizagéo do féton enviado por Alice 1 — . 1 . Ve W —
Base de medida aleatéria selecionada por Bob | x > x | x | —+
Féton polarizado medido por Bob T Ve N Ve — Ve — —
DISCUSSAO PUBLICA SOBRE AS BASES
Chave Secreta partilhada 0 1 0 1

Figura 198 — Criptografia Quantica BB84 - A comunicagdo quantica entre Alice e
Bob.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Criptografia_quantica>

comunicacao, apesar de se saber quais os fétons que contribuem para a chave nao se
sabe com que valor. Falaremos mais a seguir sobre algumas técnicas de espionagem.

Criptografia qudntica

Alice
© s [O[ITofo[T[o[T] - {II0[1] ks ©

codificacdo

@ malo[1[1]1]1]0[o] /I N/ N

canal classico (4] canal quantico

® s [0[0[1[0[1]0[1]0] =t XXX+

decodificagio

sp [o[1[1[1Jolo[1]1]- - S[1[1]o[1] kp @
Bob

Figura 199 — Criptografia Quantica BB84 - Passos de execuc¢ao do protocolo BB84
no caso ideal.

Fonte: <https://www.teses.usp.br /teses/disponiveis/3/3141/tde-25092008-101016 /publico/
dissert__carloscosta.pdf>

Para testar se Eva estava interceptando a mensagem, Alice e Bob comparam um certo
numero de fotons na sua chave secreta. Se a terceira parte tiver conseguido alguma
informacao sobre a polarizacao dos fétons, isto ird introduzir erros nas medidas de
Bob. Se mais de p bits forem diferentes, eles apagam essa chave e tentam novamente,
possivelmente com um canal quantico diferente, uma vez que a seguranca da chave
nao pode ser garantida. O ntimero p é escolhido de forma que o niimero de bits co-
nhecidos por Eva seja menor que ele, a amplificacao da privacidade pode ser utilizada
para reduzir o conhecimento de Eva sobre a chave para um valor arbitrariamente
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Figura 200 — Criptografia Quantica BB84 - Passos de execugao do protocolo BB84
na presenca de Eva.

Fonte: <https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/3/3141/tde-25092008-101016 /publico/
dissert__carloscosta.pdf>

pequeno, através da reducao do tamanho da chave.

Este protocolo é usado em todos os sistemas bem-sucedidos de criptografia quantica
instalados até hoje e, mais ainda, ele é o tinico oferecido por duas companhias espe-
cializadas em seguranca de transmissao de dados. Assim, mesmo sendo o primeiro
protocolo proposto na literatura, ele ainda é, apesar das muitas alternativas de
criptografia quantica apresentadas, a posteriori, aquele de maior importancia pratica
e comercial (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005).

Em (BENNETT; BRASSARD, 1984) (BENNNET; BRASSARD, 1984) foi apresen-
tado, pela primeira vez, a ideia de que a mecanica quantica podia ser utilizada para
alcancar uma das principais metas da criptografia, isto é, a distribuicao segura
de uma chave criptografica (sequéncia de nimeros aleatérios) entre duas partes
(Alice e Bob) que inicialmente ndo compartilham nenhuma informacao secreta. Para
isso, Alice e Bob devem dispor nao s de um canal quantico, mas também de algum
canal classico de comunicacao. Este ultimo pode ser monitorado passiva mas nao
ativamente por um agente externo (Eva). Por meio dessa chave, Alice e Bob podem
com absoluta certeza se comunicar com seguranca. A garantia da distribuicao segura
de chaves por meio da criptografia quantica, se sustenta na validade da MQ tal
qual a conhecemos. Em contraste, a criptografia de chave publica é considerada
segura devido a um suposto grau de complexidade matematica inerente ao algo-
ritmo de decodificagdo necessario para recuperar a mensagem criptografada se nao
conhecemos a chave privada. No entanto, esse resultado nunca foi matematicamente
provado e nao ha nada que impeca a criacdo de um algoritmo que possa facilmente
decodificar, por meio de computadores convencionais, mensagens secretas oriundas
de protocolos de chaves publicas. Pior ainda, a seguranca da criptografia de chave
publica tradicional desabaria perante o aparecimento de computadores quanticos, o
que nao aconteceria com sistemas de distribuicao de chaves por criptografia quantica
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(RIGOLIN; RIEZNIK, 2005).

Este protocolo utiliza-se de sistemas quanticos de criptografia quantica de dois
niveis. Assim, os estados |0) e |1) representam fétons linearmente polarizados em
diregoes ortogonais. Por exemplo, os estados |0) e |1) podem representar fétons que
se propagam na direcao z com campos elétricos oscilando no plano xy. As dire¢oes de
polarizagdo sao representadas por vetores unitarios. Usando coordenadas esféricas,
de acordo com a notagdo definida na Figura 201, precisamos de dois pardmetros
(4ngulos) para especificar uma dire¢ao de polarizagao. Na Figura 201, o angulo polar
0 varia de 0 a ™ e o angulo ¢ de 0 a 27. Aqui, o vetor r, de médulo 7, tem projecao
no plano xy dada por p = r.sinf. As coordenadas cartesianas se relacionam com as
coordenadas esféricas pela seguinte equacao:

r=x&+ yy+ 22 =r.sin 0.cos ¢T + r.sin 0.sin ¢y + r.cos 0Z.

Figura 201 — Coordenadas esféricas - Indicando a dire¢ao das polarizacoes.

Fonte: (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005)

Alice e Bob devem primeiramente escolher duas bases que serao utilizadas para a
transmissao e recepc¢ao dos fotons. Cada base é composta por dois estados ortogonais
de polarizagao, como estd mostrado na Figura 202. Eles podem escolher, por exemplo,
polarizagoes contidas no plano xy (# = 7/2). Tomando ¢ = 0 e ¢ = 7/2, definimos
as diregoes de polarizacao de uma das bases (base A). Usando §# =7/4 e ¢ = 37/4
obtemos a outra (base B).

O estado de polarizacao de qualquer féton pode ser representado como uma combi-
nacao linear de dois estados ortogonais de polarizacao. Dessa forma, por meio dos
estados que formam a base A ou a base B, podemos representar qualquer estado de
polarizagao de um féton. Alice e Bob também devem combinar previamente quais
estados ortogonais de cada uma das bases representam o bit 0 e o bit 1. Isso pode
ser feito via um canal tradicional (cldssico) de comunicagao.

No exemplo, utilizamos os fétons polarizados na direcdo ¢ = 0 ou ¢ = 7/4 para
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Base A Base B

Figura 202 — Representacao das bases A e B. O eixo z nao esta desenhado pois temos
polarizagoes pertencentes ao plano xy.

Fonte: (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005)

representar o bit 0(|0) , e |0)5) e aqueles com polarizagdo na direcao ¢ = 7/2 ou
¢ = 3m/4 representando o bit 1(|1) , e |1)z). Nesta notagao, o subindice em cada
ket indica se temos fotons polarizados nos autoestados da base A ou B. Note que

0y = (1/V2)(|0)4 + 1)) e [1) 5 = (1/v2)(10) , — [1) ).

Alice, para transmitir a chave, procede da seguinte forma. Primeiro ela escolhe
qual sequéncia aleatéria de bits que enviard a Bob (vamos usar, por exemplo,
001111...). Depois, qual a base utilizada para transmitir cada bit. Ela pode transmi-
tir os dois primeiros bits utilizando-se da Base A, os trés bits seguintes utilizando-se
da Base B, o bit seguinte utilizando-se novamente da Base A, e assim por diante.
Dessa forma, ela estaria enviando a Bob uma sequéncia de fétons representados
pelos seguintes kets: [0) 4, [0) 4, 1) 5, 1) 5, |1) 5, |1) 4, etc. Bob, por sua vez, deve
escolher apenas qual base ele ira utilizar para detectar cada féton. Ele oscila entre
as bases A e B aleatoriamente. Apods a transmissao e deteccao dos fotons, Alice
e Bob revelam publicamente quais bases utilizaram para enviar e detectar cada
foton, respectivamente. Mas Alice nao revela se enviou 0s ou 1s e Bob nao revela
o resultado de suas medidas. Apenas as bases utilizadas (base A ou base B) sao
publicamente reveladas. A seguir, eles consideram apenas os resultados nos quais
ambos utilizaram a mesma base, descartando todos os demais. Agora eles revelam
publicamente uma parte destes resultados (metade, ou um tergo, por exemplo). Se
Eva nao monitorou a transmissao, os resultados revelados por Bob e Alice devem
coincidir; mas se ela a monitorou, a probabilidade de que todos os dados ptublicos
coincidam é praticamente nula (provamos isso um pouco mais a frente). Se os dados
revelados publicamente coincidirem, isso serd uma prova de que Eva nao monitorou
a transmissao e eles podem usar o restante dos dados como a chave. Por restante
dos dados entendemos aqueles nos quais ambos usaram a mesma base para enviar e
medir os foétons. E aqui termina o protocolo. Se Eva monitorou os dados, a parte
da informagao revelada publicamente por Alice e Bob nao ird coincidir ou, mais
rigorosamente, a probabilidade de que elas coincidam é praticamente nula.

A prova deste fato é como segue. Para simplificar a demonstracao e sem perda
de generalidade, supomos que Alice, Bob e Eva utilizam metade das vezes, a Base
A e metade das vezes a Base B, Alice para transmitir e Eva e Bob para detectar
os fétons. Se Alice e Bob utilizam a mesma base, a probabilidade de Eva usar a
mesma base vale 0.5 (se Alice e Bob utilizaram a Base A, por exemplo, a proba-
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bilidade de Eva também ter utilizado essa base é 0.5). Agora, se Eva utiliza para
monitorar os fétons a outra base, a probabilidade de Bob medir corretamente o valor
do bit transmitido é de apenas 0.5 e nao 1, como deveria ser se nao tivéssemos um
espiao ou se Eva tivesse optado pela base correta. Formalmente, suponhamos que
Alice enviou o féton representando o bit 1, na Base A (|1),) e Bob corretamente
mediu na base A, porém Eva mediu o féton, antes de ele chegar a Bob, na base B.
Procedendo dessa forma, Eva terd colapsado o estado de polarizagao dos fétons em
um dos autovetores da base por ela utilizada, i.e., [0), = (1/v/2)(|0), + [1) ) ou

1) 5 = (1/+/2)(]0) , —|1) ). Assim, quando Bob realizar sua medida, a chance de ele

medir, 1), é de apenas (1/2v/2) = 0.5, independente do resultado obtido por Eva. O
fato de Eva escolher a base errada implica, para um evento, uma probabilidade igual
a 0.5 de Bob detectar o valor correto para o bit transmitido por Alice. Para uma
chave muito grande, a probabilidade de Bob detectar todos os bits corretamente,
com Eva interferindo, tende a zero ou, mais rigorosamente,a (0.5)N , onde N é o
nimero de vezes que Eva usou a base errada.

Vale a pena lembrar que estados quanticos arbitrarios nao podem ser clona-
dos. Isso foi demonstrado independentemente por Wootters e Zureck (WOOT-
TERS; ZUREK, 1982) e por Dieks (DIEKS, 1982). Isso garante que Eva nao pode
simplesmente duplicar o estado quantico dos fétons enviados por Alice, medir um
deles e enviar a Bob o outro. Isso possibilitaria a Eva detectar a polarizagao correta
dos fotons transmitidos por Alice sem ser descoberta, tornando o protocolo BB84
inseguro.

Para melhor entender todas as etapas do protocolo, a Figura 203 simula um exemplo
de transmissao de chave quantica. Consideramos uma situagao bem geral, na qual
alguns fotons podem se perder durante a transmissao, de forma que Bob nao os
recebe.

Tabela 1 - As cinco primeiras linhas correspondem & transmissao quantica. As outras cinco, a discussao piiblica entre Alice e Bob. A
iltima representa a chave compartilhada por eles.

Seqiiéncia de bits de Alice 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1
Bases escolhidas por Alice B A B A A A A A B B A B
Fétons enviados por Alice 0} & 1)a 1)p 0} 4 1)a 14 0)a 0)4 e e 1)a l)e
Bases escolhidas por Bob A B B A A B B A B A B
Bits recebidos por Bob 1 1 1 0 0 0 1 1 1
Bob informa fotons detectados A B A B B A A B B
Alice informa bases corretas OK OK OK OK
Informacao compartilhada 1 1 0 1
Bob revela alguns bits da chave 1

Alice confirma estes bits OK

Restante de bits é a chave 1 0 1

Figura 203 — As cinco primeiras linhas correspondem a transmissao quantica. As
outras cinco, a discussao publica entre Alice e Bob. A tltima linha
representa a chave compartilhada por eles.

Fonte: (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005)

John A. Smolin (1967-), nascido em New York, é um fisico americano e membro da
American Physical Society no Thomas J. Watson Research Center da IBM. Smolin
é mais conhecido por seu trabalho na teoria da informacao quéantica, onde, com
colaboradores, apresentou varias técnicas importantes (BENNETT, 1996) incluindo
a destilagio de emaranhamento, a correcdo de erros quanticos e a transmissao fiel
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da informacdo quantica através de canais quanticos ruidosos, bem como para a
transmissao assistida em paralisacao de informagoes classicas. Ele ajudou a elucidar
as relagoes complexas entre as capacidades classicas e quanticas de varios canais
(DIVINCENZO; SHOR; SMOLIN, 1999), bem como fendémenos como o data hiding
e o data unlocking que nao possuem analises na teoria da informacgao classica.
Juntamente com Charles H. Bennett, ele construiu a primeira demonstracao de
criptografia quantica em 1989 (BENNETT et al., 1992), conduzida por software
escrito por Francois Bessette, Gilles Brassard e Louis Salvail e implementando
o protocolo de distribuicao de chaves quanticas BB84. Smolin cunhou o termo
"Church of the Larger Hilbert Space'para descrever o habito de considerar cada
estado misto de um sistema quantico como um estado puro emaranhado de um
sistema maior e toda evolugdo irreversivel como uma evolugao reversivel (unitaria)
de um sistema maior (BENNETT et al., 1992).

Figura 204 — John A. Smolin - Juntamente com Charles H. Bennett, construiu a
primeira demonstracao de criptografia quantica em 1989.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/John_A._Smolin>, <http://john.kangry.com/>

William Kent Wootters (1951-) é um fisico tedrico americano ¢ um dos funda-
dores do campo da teoria da informacao quéantica. Em um artigo conjunto com
Wojciech H. Zurek, ele provou o teorema da nao-clonagem, também descoberto
independentemente por Dennis Dieks. Ele é conhecido por suas contribuigoes para
a teoria do emaranhamento quantico, incluindo medidas quantitativas do mesmo,
comunicagao assistida por emaranhamento, notavelmente o teletransporte quantico,
descoberto por Wootters, Bennett e Brassard, em 1993. O termo qubit, deno-
tando a unidade basica de informagado quantica, originou-se de uma conversa entre
Wootters e Benjamin Schumacher em 1992.

Benjamin Schumacher é um fisico tedrico americano, trabalhando principalmente
no campo da teoria quantica da informacgao. Ele descobriu uma maneira de inter-
pretar estados quanticos como informacao. Ele criou uma maneira de compactar as
informacoes em um estado e armazenar as informagoes em um niimero menor de
estados. Isto é agora conhecido como compressao de Schumacher. Seu trabalho é
o analogo quantico do teorema de codificacao sem ruido de Shannon e ajudou a

iniciar o campo conhecido como teoria da informacio quantica. E também creditado
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Figura 205 — William Wooters - Teoria do emanharamento quéntico e a descoberta
do teletransporte quéntico.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/William_ Wootters>

a Schumacher a invencao do termo qubit junto com William Wootters, o qual é
para a computagao quantica o que o bit é para a computacao classica.

Figura 206 — Benjamim Schumacher - Descobriu uma maneira de interpretar estados
quanticos como informacao.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Benjamin Schumacher>
De 1995 a 1997, trabalhando com Smolin, William Wootters e David P. DiVin-

cenzo e outros colaboradores, Bennett apresentou varias técnicas para a transmissao
fiel da informacao classica e quantica através de canais ruidosos. Trabalhos recentes
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realizados por Bennett na IBM constituem uma revisao da base fisica da informacao
e a aplicacao da fisica quantica para problemas de fluxo de informagoes. Sua obra
teve um papel importante no desenvolvimento de uma interligacao entre a fisica e a
informagao. Um dos sistemas criptograficos, que é a base do processo proposto por
Charles Bennett e seus colaboradores, utiliza uma chave decodificacdo aleatoria
que ¢é tao longa quanto a mensagem sendo criptografada.

David P. DiVincenzo (1959-) é um fisico tedrico americano. E diretor do Institute
of Theoretical Nanoelectronics no Peter Grinberg Institute em Jiilich, e professor do
Institute for Quantum Information at RWTH Aachen University. Com Daniel Loss
(na University of Basel), ele prop6s o computador quantico Loss-DiVincenzo em
1997, o qual usaria spins de elétrons em pontos quanticos como qubits.

Figura 207 — David DiVincenzo - o computador quantico baseado em spins de eletrons
em 1997.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/David DiVincenzo>

Daniel Loss (1958-) é um fisico tedrico suigo e professor de Fisica da Matéria
Condensada Teérica da Universidade de Basel e RIKEN (Um grande instituto no
Japao fundado em 1917). Com David P. DiVincenzo (da IBM Research), ele
propos o computador quantico Loss-DiVincenzo em 1997, o qual usaria spins de
elétrons em pontos quanticos como qubits.

12.11 O Protocolo E91

O protocolo de (Artur Ekert (1991) (BENNETT; WIESNER, 1992) usa
pares de fétons emaranhados. Eles podem ser criados por Alice, por Bob, ou por
alguma fonte separada de ambos. Os fétons sao distribuidos de forma que Alice e
Bob tenham um féton de cada par. O protocolo se baseia em duas propriedades do
emaranhamento quantico. Primeiro, os estados emaranhados estao perfeitamente
correlacionados, de forma que, se Alice e Bob medirem se suas particulas tem
polarizacao vertical e horizontal, eles sempre obterdo a mesma resposta, com 100%
de probabilidade. O mesmo é verdade se os dois medirem qualquer outro par de
polarizagdes complementares (ortogonais). No entanto, os resultados particulares sdo
completamente aleatérios; é impossivel para Alice prever se ela (ou Bob) obterao
polarizagao vertical ou horizontal. Segundo, qualquer tentativa de espionagem por
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“Daniel Loss has made a considerable
contribution to our theoretical
understanding of spin dynamics and
spin coherence in quantum dots,

creating new areas of opportunity
with practical applications tor
spin-based quantum computing.”

Figura 208 — Daniel Loss - O computador quantico Loss-DiVincenzo em 1997, base-
ado em spins de eletrons.

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Daniel Loss>

parte de Eva ird destruir as correlagoes de forma que Alice e Bob poderao detectar
sua presenga. O leitor pode encontrar um explicacao detalhada em (RIGOLIN;
RIEZNIK, 2005).

12.12 Protocolo B92

Em (BENNNET; BRASSARD, 1984) é demonstrada a possibilidade de se re-
alizar a criptografia quantica utilizando apenas dois estado quénticos nao-ortogonais
(no protocolo BB84 (BENNETT; BRASSARD, 1984) (BENNNET; BRASSARD,
1984) tinhamos quatro estados). Sua importancia é mais conceitual do que pratica,
pois esta proposta é dificil de ser implementada com as tecnologias atuais. A motiva-
¢ao que levou Bennett a propor este protocolo ¢ declarada no inicio de seu artigo:
Em (BENNETT; WIESNER, 1992) a seguranga dos sistemas de distribui¢do de
chaves que nao se utilizam de emaranhamento (BB84 é um exemplo) advém do fato
de que qualquer medida que nao perturbe nenhum dos dois estados nao-ortogonais
também nao fornece nenhuma informacao que permita distinguir entre esses dois
estados. Isto naturalmente sugere a possibilidade de que a distribuicao de chaves

possa ser realizada utilizando apenas dois estados nao-ortogonais, como explicado
em (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005).

O protocolo B92 é muito semelhante ao anterior. Alice (A) e Bob (B) geram sequén-
cias aleatérias de bits cada um. Alice codifica os bits 0 e 1, respectivamente, nas
polarizacoes vertical e diagonal +450. Bob decodifica, respectivamente, em diagonal
-450 e horizontal. Alice envia os fétons para Bob e Bob prepara o decodificador
conforme a sua sequéncia aleatoria de bits. Observe, primeiramente, que se Alice
e Bob gerarem bits diferentes, as polarizagdes sao ortogonais, de forma que ha
0% de probabilidade de Bob detectar o bit. No entanto, se os bits forem iguais, a
probabilidade de acerto é de 50%. Isso gera uma eficiéncia total de 25%. No final
da comunicacao, Bob anuncia as posi¢oes dos bits que ele detectou, que passarao a
formar a chave (HUGHES; WILLIAMS, 2000).

Na Figura 209 as cols. 1 e 2: Sequéncias aleatérias geradas por A (Alice) e B (Bob);
col. 3: Polarizacao dos fétons enviados por A (Alice); col. 4: Polarizagdo que B
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nao detecta
nao detecta
nao detecta

Al B|A | B | resultado |chave
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Figura 209 — Ilustracao do protocolo B92.
Fonte: <https://www.gta.ufrj.br/grad/11_1/quantica/trabalho003.html>

(Bob) prepara-se para medir; col. 5: Polarizagdes ortogonais ao detector tém 0% de
probabilidade de deteccao, enquanto as que formam 450 tém 50%; col. 6: Chave
formada pelos bits das posi¢oes em que o foton foi detectado.

Novamente, ¢ isto o que garante a seguranca do protocolo. Como a codificagao
escolhida por A (Alice) ndao é ortogonal, é impossivel medir simultaneamente se
o féton esté polarizado verticalmente ou em diagonal +45°. Na fisica cléssica, se
incidimos uma luz polarizada em diagonal +45° em um polarizador vertical, ha
um corte de 50% da intensidade da luz; no entanto, na fisica quantica, o resultado
é booleano (quantizado) e probabilistico: ha 50% de probabilidade de o féton ser
detectado, e a medida perturba o estado do féton.

12.13 Protocolo BBM92

No protocolo de (Bennett-Brassard) (BENNETT; BRASSARD, 1984)
pode-se simplificar ainda mais o protocolo anterior (BENNETT; WIESNER, 1992).
Agora, ao invés de Alice e Bob orientarem seus detectores aleatoriamente em trés
direc¢oes, eles necessitam apenas de duas direcoes. Eles orientam seus polarizadores ou
na dire¢do x ou na direcao y. Note que ambas as dire¢des formam um angulo de 90o.
Novamente, Alice e Bob anunciam publicamente a orientacao de cada polarizador
em cada medida. No entanto, eles nao informam os resultados. Em seguida, eles
descartam todas as medidas nas quais foram utilizadas orientacoes diferentes. Sao
mantidos apenas os eventos cujos polarizadores foram orientados numa mesma
direcao. Se Eva nao interferiu, toda medida onde ambos utilizaram uma mesma
direcao para seus polarizadores deve estar anti-correlacionada. O leitor pode ver a
explicagao detalhada deste protocolo em (RIGOLIN; RIEZNIK, 2005).

12.14 Oblivous Tranfer Protocol - Transferéncia Inconsciente

A ideia de transferéncia inconsciente (em inglés, Oblivious Transfer, OT') nos
parece um assunto para a conjuntura juridica atual ¢ uma troca de mensagens entre
2 pessoas que nao confiam uma na outra: A (Alice), que envias as mensagens, e B
(Bob), que recebe. Nesta troca, A envia duas mensagens iguais, e tem uma chance
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de 50% de conseguir enviar cada uma. Caso uma delas consiga ser enviada com
sucesso, somente B (Bob) sabera se ela foi enviada com sucesso ou ndo (BENNETT
et al., 1992). Isto foi desenvolvido para que essas duas pessoas possam resolver algum
problema que eles tenham em comum, sem revelar informagoes desnecessarias para
a resolu¢ao do mesmo e sem a necessidade de um terceiro mediador.

H& varios protocolos de transferéncia inconsciente na computacao classica, que
utilizam criptografia assimétrica; no entanto, estes s6 conseguem garantir a segu-
ranca contra ataques externos ou trapacas a um dos participantes desta comunicacao
(WOLF; WULLSCHLEGER, 2005). Ja os protocolos quanticos de OT sao capazes
de garantir um alto grau de confiabilidade para os dois participantes da comunicagao;
mostramos um destes protocolos a seguir.

Neste protocolo, A (Alice) codifica um bit no produto do spin de duas particu-
las. A (Alice) envia essas duas particulas para B (Bob), e B (Bob) escolhe medir sua
polariza¢ao no eixo x ou no eixo y. Entao ele diz a A (Alice) se as medidas foram
feitas com sucesso. Caso a resposta seja nao, A (Alice) reenvia as duas particulas e
B (Bob) repete o processo de medigao; caso contrario, A (Alice) conta qual base foi
escolhida para o spin das particulas usadas para codificar o bit (ARDEHALI, 1995).

Este protocolo tem um alto grau de seguranca, pois caso B tente de alguma forma
trapacear medindo uma particula em um eixo e a segunda em outro eixo, a probabi-
lidade de ele ser bem sucedido é infima. Também nao é possivel, para B, trapacear
armazendo os fotons antes do ultimo passo, pois nao é possivel fazer isso. Pode-se
considerar, também, a utilizacao de EPR, que é efetivo, mas nao é implementavel
com a tecnologia atual.

12.15 Criptografia quantica para acesso em Big Data

A Quantum Cryptography Protocol for Access Control in Big Data
2018 - Uma perspectiva conceitual do influxo de dados de diversas fontes de dados que
atravessam redes através de canais de comunicagao é apresentado em (ODEDOYIN,
2018). Um framework prevé diferentes fontes de dados que geram um aumento no
volume de dados. Esses dados sao heterogéneos (variedade), compreendendo dados
nao estruturados, semi-estruturados e estruturados sendo transferidos a velocidades
variadas (velocidade) de um lado para o outro. A Figura 210 exibe a visao geral
conceitual do Big Data na transmissao.

Neste trabalho, um protocolo de criptografia quantica (ODEDOYIN, 2018) é proposto
para controle de acesso a Big Data. Este protocolo esta ativo nas etapas de troca de
chaves e filtragem de chaves. O fluxo de Big Data foi conceituada e uma formaliza¢ao
geral foi feita para o protocolo. Um framework foi suportado fora das etapas envolvidas
na criptografia quantica para a realizacao do protocolo. Esta pesquisa é um trabalho
em andamento que promete um protocolo para controle de acesso em Big Data. Mais
distante, a pesquisa abordara a verificacao de protocolos, simulacao e avaliacao do
protocolo.

12.16 Six-State Protocol

O Protocolo Six-State - Diferente do que foi proposto no BB84 e no B92,
onde foi mostrado que dois estados bastam, mas quatro é o padrao, pode ser usado
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Figure 1: Conceptual overview of the flow of big data

Figura 210 — Criptografia Quantica para controle de acesso a Big Data.

Fonte: (ODEDOYIN, 2018)

um protocolo de 6 estados (SULZBACH, 2003).

12.17 Tecnologias para a Criptografia Quantica

Atualmente, a criptografia quantica nao é mais somente teoria. Ela ja foi im-
plementada em diversos laboratérios e em algumas redes de teste feitas por empresas.
As implementagoes existentes seguem o modelo de ter LEDs ou lasers como fontes
de luz, utilizacao de filtros e polarizadores de luz para garantir o fluxo de alguns
poucos fotons, e detectores no receptor. Ja em relacao ao canal quantico, ha dois
modos diferentes em funcionamento: a transmissiao de f6tons pelo ar (BENNETT et
al., 1992) e por fibra 6tica (STIX, 2005).

A aplicagdo da teoria da Criptografia Quantica ja foi realizada em laboratério
entre outros pela IBM. Porém apenas se obtiveram resultados satisfatérios para
distancias curtas entre o emissor e o receptor. Conseguiu-se que com cabos de fibra
Optica de elevada pureza se comunicasse a uma distancia que ronda os 70km. A uma
distancia maior, a taxa de erros de bits, causados pelo Principio da Incerteza de
Heisenberg e por impurezas microscépicas na fibra éptica, cresce e inviabiliza a
aplicabilidade do método. Também foi testada a comunicacao pelo ar, sendo que
esta apenas foi bem sucedida com distancias na ordem das centenas de metros e com
condigoes climaticas ideais. Espera-se que o desenvolvimento tecnoldgico permita
fazer crescer estas distancias.

No entanto, apesar de ja ser possivel utilizar a criptografia quantica, a tecnolo-
gia disponivel nao consegue fornecer canais quanticos com comprimentos o suficiente
para fazer qualquer tipo de conexao (o maximo que se atinge sdo algumas centenas de
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quildémetros). A solucao encontrada seria conseguir fazer algum tipo de "retransmissor
quantico"’, que retransmitiria o sinal em intervalos de distancias pré-definidos. No
entanto nao se conseguiu fazer isso ainda (STIX, 2005).

Para fazer esse "retransmissor quantico'os cientistas estao se baseando num fenémeno
chamado emaranhamento (GISIN, 2002). A ideia consiste em emaranhar dois f6tons
de dois cabos de fibra ética diferentes para que eles possam transmitir a informacao
de um terceiro féton entre os dois cabos. J4 houve alguns experimentos bem suce-
didos (STIX, 2005), entdao podemos esperar que futuramente essa ideia possa ser
implementada comercialmente.

Algumas empresas ja vendem formas de implementacao de criptografia quantica. A
idQuantique <http://swissquantum.idquantique.com/> (2011) e a MagiQ Tecnholo-
gies <http://www.magiqtech.com/MagiQ/Products_ files/8505_Data_ Sheet.pdf>
(2007) ja oferecem o servigo com transmissdo de fétons pela fibra ética. A "iD
Quantique"(Suiga) comercializa a(OMER, 2009)parelhos que efetuam criptografia
quantica. A QinetiQ <http://www.qinetiq.com/pages/default.aspx> (2011) oferece
com a transmissao de fétons pelo ar. A "NOW Wireless' <https://nowwireless.com/>
celebrou um contrato para distribuir o "gateway MagiQQ QPN", uma solugao de
criptografia quantica que permite a comunicagdo a mais de 120km de distancia.

Segundo a revista "New Scientist", nos EUA (Cambridge, Massachusetts) um projeto
chamado "Quantum Network (Qnet)", financiado pela "Defense Advanced Research
Projects Agency'foi executado. Atualmente este projeto dispoe de seis servidores,
mas que se podem ligar a outros servidores através da Internet e usando Criptografia
Quaéntica. O objectivo deste projeto é utilizar esta tecnologia em empresas de crédito,
bancos e outros servicos financeiros que possibilitem aos seus clientes transagoes
eletronicas. A rede tem 10Km de extensao e liga a empresa BBN a Universidade de
Harvard através de cabos de fibra 6ptica comuns.

12.18 Quantum money - O futuro

Quantum money (dinheiro quantico) é um projeto proposto de notas de banco,
tornando-as impossiveis de forjar, usando a fisica quantica.

Além de um numero de série inico em cada nota de banco (essas notas sao na
verdade mais parecidas com cheques, ja que uma etapa de verificagdo com o banco é
necessaria para cada transagao), hd uma série de sistemas quéanticos isolados de dois
estados (LO; POPESCU, 1998). Por exemplo, f6tons em uma das quatro polarizagoes
poderiam ser usados: a 02, 452, 909 e 1352 para algum eixo, que é referido como a
vertical. Cada um deles é um sistema de dois estados em uma das duas bases: a base
horizontal tem estados com polarizacoes a 02 e 909 com a vertical, e a base diagonal
tem estados a 452 e 1352 com a vertical.

No banco, ha um registro de todas as polarizagoes e os nimeros de série cor-
respondentes. Na nota de banco, o niimero de série é impresso, mas as polarizagoes
sao mantidas em segredo. Assim, enquanto o banco pode sempre verificar as polari-
zagoes medindo a polarizacao de cada féton na base correta sem introduzir qualquer
perturbacgao, um possivel falsificador ignorante das bases nao pode criar uma copia
dos estados de polarizacao de fétons, pois mesmo que ele saiba as duas bases, se ele
escolher o errado para medir um féton, mudara a polarizagdo do féton na armadilha,
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e a nota falsificada criada serd com essa polarizagao errada.

Para cada foton, o possivel falsificador tem uma probabilidade de duplicar o sucesso
corretamente. Se o nimero total de fé6tons na nota de banco for N, uma duplicata
tera probabilidade (3/4)" de passar a verificacdo do banco teste. Se N for grande,
essa probabilidade se tornara exponencialmente pequena. O fato de que um estado
quantico nao pode ser copiado é, em tltima instancia, garantido por sua prova pelo
teorema da nao-clonagem, subjacente a seguranca desse sistema.

12.19 Desafios na Comunicacdo com Criptografia Quantica

Sendo esta uma area recente e em expansao possui muitos desafios teodricos
e praticos que necessitam de ser enfrentados para que as comunicagoes quanticas
possam crescer. Alguns dos principais desafios sao:

e Desenvolvimento de fontes de um féton de tamanho reduzido e baixo custo.

e Desenvolvimento de repetidores quanticos para aumentar o alcance entre os
utilizadores de uma rede quantica.

e Desenvolvimento de novos protocolos de criptografia quantica usando sistemas
quanticos de mais de dois estados.

e Desenvolver protocolos de distribuicao de chave publica, autenticacao e assina-
tura digital.

e Promover a integracao da rede quéantica com a infra-estrutura atualmente
existente.

e Formar hackers quanticos para testar a seguranca dos protocolos.

12.20 Tipos de criptografia quantica

Os tipos de criptografia quantica que podem ser construidas, na Figura 211:

12.21 Recomendacoes

Neste capitulo foi apresentado de maneira acessivel ao leitor leigo em crip-
tografia quantica, os quatro protocolos de distribuicao de chaves quanticas que
fundaram a area da criptografia quantica em 1984.

O primeiro deles, o protocolo BB84, é recomendado também como texto intro-
dutério a esse assunto. Devido ser o trabalho pioneiro, considera-se (BENNETT;
BRASSARD, 1984) uma 6tima op¢ao para se introduzir criptografia quantica a
estudantes de graduagdo em Fisica, Ciéncia da Computagao ou outros cursos afins.

O protocolo E91 requer um pouco mais de conhecimento do leitor. Contudo, com um
pouco de esfor¢o e uma introdugao as desigualdades de Clauser, Horne, Shimony
e Holt (CLAUSER et al., 1969), ele também pode ser aprendido durante um curso
de graduacao em Fisica ou Ciéncia da Computacao.
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Figura 211 — Tipos de criptografia viaveis de ser construidas.

Fonte: <https://www.cryptoradar.com.br/tecnologia/a-computacao-quantica-pode\protect\
discretionary{\char\hyphenchar\font } { } { }-destruir-as-criptomoedas/>

Os outros dois protocolos, BBM92 e B92, por se tratarem de extensoes e sim-
plificacoes dos protocolos anteriores, sao facilmente entendidos por leitores que ja
dominaram o assunto dos primeiros dois protocolos.

Enfim, acreditamos na viabilidade de se ensinar criptografia quantica durante cursos
de graduacao. E mais, ensinar criptografia quantica pode ser também extremamente
vantajoso para convencer um maior nimero de pessoas, da importancia da mecéanica
quantica.
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Posfacio

Série Pensamento Matematico @ Ciéncia da Computagao - O presente volume (o

terceiro desta série) abordou os personagens e as suas grandes ideias que fizeram
surgir a Ciéncia da Computagdo Quantica. Iniciando com fatos histéricos nos tempos
da Fisica classica, a partir das limitagoes da mesma, mostrou o surgimento da Fisica
quantica, passando pela aplicacdo da matematica de David Hilbert e John von
Neumann para modelar sistemas quanticos, e finalizou destacando os os circuitos
quanticos da computagdo quantica e os protocolos mais conhecidos de criptografia
quantica.

Mediante esses trés exemplos de algoritmos quanticos (Deutsch, Shor e Grove),
percebe-se que computadores quanticos poderao, de fato, revolucionar a forma como
tratamos a informagao, sendo necessario, para isso, que novos algoritmos quanticos

sejam elaborados. Este ¢ um grande desafio para o futuro da ciéncia da computacao
(NIELSEN; CHUANG, 2010).

Todas as partes deste volume III, Computacao Quantica: Aspectos Fisicos
e Matematicos - Uma Abordagem Algébrica, contém capitulos organizados
numa ordem natural, em que os autores imaginam poder facilitar o leitor a entender e
se situar num contexto que redunde na computacao quantica, desde as raizes da Fisica
quantica, passando pelos circuitos quanticos, e chegando aos algoritmos quéanticos
(um processamento de circuitos quanticos) e sua complexidade computacional.

7

@

Observed Affected
"here" "over there"

Figura 212 — Como no emaranhamento quantico ...

Fonte: BQP-Wikipedia, a enciclopédia livre em <https://pt.wikipedia.org/wiki/BQP>

Para dar seguimento a série Pensamento Matematico @ Ciéncia da Compu-
tacao, além deste volume, o leitor é entdao, convidado a acompanhar os futuros


https://pt.wikipedia.org/wiki/BQP
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volumes da Série Pensamento Matemdtico @ Ciéncia da Computagdo, afim de co-
nhecer as pesquisas que redundaram no avanco desta fantastica ciéncia quantica.
Os personagens, as grandes ideias e os fatos marcantes na computacao quantica,
proporcionarao outros volumes.

Durante o levantamento bibliografico para este trabalho, além desta vertente (1) da
abordagem algébrica para a computagao quantica (Hilbert/John von Neumann), fo-
ram encontradas outras vertentes que nao puderam ser seguidos e estudados durante
a construcao deste livro. A légica paraconsistente, as maquinas de Turing
paraconsistentes, as maquinas de Turing quanticas e os circuitos quanticos
sao os assuntos para uma abordagem légica para a computagao quantica.

Trata-se (2) da abordagem da l6gica paraconsistente para a computacao quéantica,
que se ocupa das maquinas de Turing paraconsistentes e das maquinas de Turing
quanticas, até chegarmos aos circuitos quanticos, em contraste com a abordagem
algébrica; (3) referente a vertente do estudo dos algoritmos quanticos e suas com-
plexidades computacionais; (4) o estudo das linguagens de programagao quanticas.
Estes quatro assuntos foram ventilados, durante a elaboracao deste volume, mas
diante da complexidade do tema, somente (1) é aqui apresentado, podendo (2), (3) e
(4), virem a ser outros trés volumes desta série.

Depois de todo esse material, é conveniente que se faca um resumo de todos esses
conceitos, destacando o que é fundamental. Mas, deixamos para os interessados no

tema, que ao ler este conteuido, possa destacar esses conceitos a seu gosto.

Para aqueles que quiserem um livro sobre Mecénica Quantica Béasica, recomendo
estudar em (NOVAES; STUDART, 2016).

Florianoépolis, Julho de 2019

Joao Bosco M. Sobral
Departamento de Informatica e Estatistica da UFSC
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