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Introducao

Historicamente o grande avanco dos resultados matematicos relativos as funcgdes
trigonométricas se deu em funcdo dos problemas matematicos surgidos, principalmente em
estudos de astronomia, da navegacdo e da geografia. Foram assim situagOes reais vividas pelos
homens que deram o impulso ao desenvolvimento tedrico. Na  atualidade, faz-se uso da
trigonometria em diferentes areas como: Analise, Mecanica, Topografia, etc.

Sabemos que nocdes de trigonometria sdo estudadas no ensino brasileiro nos niveis
Fundamental e Médio.

Poderiamos questionar sobre a importancia deste saber na formacdo do cidaddo, o que
contribui esse conhecimento para o bem viver no dia a dia. Mas esta ndo é a finalidade deste
trabalho. Sabemos que a maioria dos contetudos abordados no Ensino Fundamental e Médio,
antes de terem uma utilidade imediata no cotidiano das pessoas, ttm um carater cultural de
conhecimentos bésicos, julgados como relevantes para as pessoas.

Neste trabalho, de maneira geral, estamos interessados em conhecer 0 que € € como 0
conceito de funcdo trigonométrica, em particular das funcGes seno, cosseno e tangente sdo
propostos nos diferentes niveis. Para isto fizemos:

- Um estudo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), da Proposta Curricular de
Santa Catrina (PCSC) , de Planejamentos Anuais e um estudo histdrico, no capitulo 1l, onde
obtemos informacGes sobre o que é proposto como saber oficial e nos permite ter uma idéia dos
principais feitos que caracterizam a evolucéo do estudo das fungdes trigonomeétricas.

- No capitulo I abordamos elementos da teoria que nos orientam quanto aos diferentes
lugares e de diferentes tratamentos dado a um determinado saber: saber Oficial, saber ensinar ou
académico, saber escolar etc.

- No capitulo I11 apresentamos o estudo de dois livros que representam o saber académico,
0 qual nos permite conhecer como este saber é proposto no saber a ensinar.

- No capitulo IV, realizamos um estudo de livros didaticos, onde buscamos identificar o
que é ensinado nas escolas, uma vez que os livros didaticos em geral, sdo usados como livro
texto, em sala de aula, ou como referéncia para preparar aulas.

- Por fim, por meio de uma entrevista realizada com professores, buscamos identificar a

abordagem segundo a declaragéo dos professores.



Capitulo 1
Elementos Teodricos da Educacdo Matematica e questdes de

Pesquisa

Trés sdo as grandes Teorias Didaticas da Matematica desenvolvidas na Franca. A Teoria
das Situacdes (Brousseau), a Teoria dos Campos Conceituais (Gérard Vergnaud) e Teoria
Antropoldgica do Saber (Yves, Chevalhard).

A Teoria das Situacdes é voltada ao estudo de todos os fenémenos que podem ocorrer em
situagdes de classe, em sala de aula. Esta teoria tem como centro o aluno, o professor e o saber.

A Teoria dos Campos Conceituais, por sua vez, como o proprio nome diz considera que
relativo a um determinado conceito matematico existe um conjunto de problemas e que podem
ser resolvidos utilizando os resultados matematicos orientados deste contexto.

A terceira e mais recente é a Teoria Antropoldgica do Saber (Yves, Chevalhard), a qual,
em analogia com a biologia vé o objeto matematico como um ser, o qual tem um habitat e uma
funcdo, dependendo a quem se destina a obra. Ou seja, 0s conteidos sdo organizados e abordados
de maneira diferente em uma série ou outra. Em geral, a concepc¢do do autor ou a finalidade do
desenvolvimento do contetdo interferem sobre a maneira no enfoque dado, no formalismo
apresentado bem como nos exercicios ilustrativos ou propostos.

No contexto da Teoria Antropoldgica certas abordagens tém reflexo de caracteristicas
fortemente culturais. Por exemplo:

1) Italia e Brasil estudam Semelhancas de Tridngulos, ja na Franca Espanha, Alemanha e

Inglaterra este tema ndo € objeto de estudo no Ensino Fundamental e Médio.

2) Na Franga o estudo de equagéo do 2° grau é feito somente por fatoracéo, ja no Brasil a formula
de Baskara € a principal tecnica de resolucéo utilizada.

Ainda na Teoria Antropologica distinguimos:

e O Saber Oficial

E aquele determinado por meio de legislagio oficial que deve ser ensinado nos diferentes
niveis de ensino. No Brasil este saber é determinado pelos Parametros Curriculares Nacionais

(PCNs) em nivel de Pais e depois em nivel de Estado pela Proposta Curricular de Santa Catarina.



e O Saber a Ensinar
Conforme Chevalhard, determinados matematicos, professores e pesquisadores manipulam

o0 saber produzido cientificamente, formulam-no e reelaboram-no para o tornar mais acessivel por
um grupo maior de estudiosos. Deste trabalho resulta o saber académico, ensinado nos cursos
superiores, considerado um saber cientifico, candidato a ser ensinado nos niveis de Ensino
Fundamental e Médio.

e O Saber Ensinado

E claro que, para este saber ser ensinado no Ensino Fundamental ou Médio, sofre outra
adaptacao na abordagem e na escolha e formulagéo dos exercicios, o que, em geral, enfraquecem-
se as ligacOes entre conteudos, enfraquecem-se as definicdes que perdem muitas vezes o rigor do
formalismo. Chevalhard reconhece que muitas vezes, no nivel Fundamental, chega-se a perder o
objeto matematico em si e 0 que resta é a metodologia de abordagem, pois a preocupacao em
como abordar toma o lugar de abordar.

Temos assim que adaptacBes de contetdos sdo feitas dependendo a quem o contetdo se
destina. Chevalhard chamou a todo o processo de transposicao didatica.

Neste trabalho, como ja dito na introducdo, estamos interessados em conhecer, referente
as funcGes trigonométricas (seno, cosseno e tangente):

- O que € proposto como saber oficial no Ensino Médio.

- O que propde a academia como saber oficial.

- Como vive a fungdo trigonométrica como saber ensinado nos livros didaticos.

- Que abordagem fazem os professores das fungdes seno, cosseno e tangente.



Capitulo 11
A Trigonometria como Saber Oficial e Principais Feitos

Historicos da sua Evolucao

Um breve estudo dos Pardmetros Curriculares Nacionais e da Proposta Curricular de
Santa Catarina (PCSC) nos permite identificar seno, cosseno e tangente como objetos de ensino

no tridngulo retangulo e no circulo trigonométrico.
Estudo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNSs)

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), o estudo de Trigonometria deve
se ater as fungdes seno, cosseno e tangente dando énfase ao estudo da primeira volta do ciclo
trigonométrico. Também, os PCNs propdem compreender a perspectiva historica das aplicagdes
das relacOes trigonomeétricas .

Os PCNs propdem o estudo de Trigonometria no Triangulo Retangulo como objeto de
estudo na 12 série do Ensino Médio. J& na 22 série do Ensino Médio, é proposto o estudo das

Funcgbes Trigonométricas: seno, cosseno e tangente.
Estudo da Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC)

Segundo a Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC) “a matematica ainda € vista
somente como uma ciéncia exata — pronta e acabada, cujo ensino e aprendizagem se da pela
memorizagdo ou por repeticdo mecénica de exercicios de fixacéo, privilegiando o uso de regras
e“macetes”” (p 105).

Na Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC) a organiza¢do do conteido é feita
através de “Campos Conceituais” pois considera que “é necessario buscar elementos teoricos e
conceituais nos diversos campos da ciéncia” (p106). Temos aqui, de maneira intrinseca, uma
proposicéo de abordagem dos contetidos de maneira transdiciplinar.

Seguindo as orientacfes pedagdgicas da Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC) o
conceito de “Trigonometria - Produgdo historico-cultural e as Relagbes Trigonométricas no
Triangulo Retangulo” é proposto como objeto de estudo a partir da 8% série do Ensino
Fundamental, 12 e 22 séries do Ensino Médio. Isto é, na 82 série, 0 estudo no triangulo estuda
seno, cosseno e tangente, ndo trabalha com o conceito de funcédo de (0°,90°).



Porém, na rubrica “Campos Geométricos”, em “Sistemas de Medidas”, o conceito de
angulo é proposto como objeto de estudo a partir da quarta série do Ensino Fundamental.

Segundo a Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC) (p 112), conveém salientar que o
estudo dos campos geométricos nao se restringe as formas e ao Sistema de Medidas. Segundo a
proposta, é importante explorar também a nogdo de angulos, envolvendo movimento giratorio,
inclinacdes e diferenca de orientagdes no espaco fisico, representacdo no papel, a partir da qual
ocorre um estudo mais sistematico com angulo e com semelhanca de triangulo.

Temos assim que a trigonometria tem lugar no ensino, segundo a Proposta Curricular de
Santa Catarina (PCSC).

Em conclusdo, na PCSC e PCN temos a proposicdo do estudo do triangulo reténgulo
como uma concepcdo diferenciada da estudada no ciclo trigonométrico. No triangulo retangulo o
tratamento como razdo trigonométrica é previsto, enquanto no ciclo trigonométrico é o conceito
de funcdo trigonométrica.

Considerando que a trigonometria é objeto de estudo no Ensino Médio na 12 e 22 séries
sendo que somente na 22 o conceito de funcdo € considerado, estudaremos um Plano Anual de 22
série do Ensino Médio para identificarmos como este contedo é proposto segundo um

planejamento anual.
Estudo do Planejamento Anual

Estudamos dois planejamentos anuais de escolas publicas. Em um Planejamento Anual
(anexo) de uma escola vemos que as fung¢des seno, cosseno e tangente ndo aparecem como objeto
de estudo na 22 série do Ensino Médio, como proposto nos PCNs e PCSC, mas sim na 1 @ série do
Ensino Méedio.

Ja no segundo Planejamento Anual as funcgdes trigonomeétricas seno, cosseno e tangente
séo abordadas na 22 série do Ensino Médio.

Considerando que os PCNs prop6em a abordagem da trigonometria numa perspectiva
historica fizemos um breve relato dos principais feitos que marcaram a evolugdo da

trigonometria.
Um pouco de histéria

Sobre essa rubrica apresentamos alguns dados historicos referentes a trigonometria.
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A trigonometria surgiu devido as necessidades da astronomia, a fim de prever as efemérides
celestes® para calcular o tempo e ser utilizada na Navegacdo e na Geografia, ficando conhecida,
segundo Eves (1995) como uma cria¢do da matematica grega.

Para melhor entender, construimos uma linha do tempo que contempla a evolucdo da

trigonometria e depois apresentaremos alguns feitos relativos a cada época.

Século | Século
Século | Século | Século Século
300 a.C | 100 a.C | 140 d.C | 150d.C XVI E XVl e
Vv Xl e Xl XV XXI
XVII XIX

Principais feitos:
300 a.C.: Segundo Carvalho, Aristarco de Samos, em seu livro Sobre a Distancia do Sol e da
Lua, deduziu que:
e Distancia da Terra ao Sol é maior que 18 vezes e menor que 20 vezes a distancia da
Terra a Lua. Na demonstracdo deste fato aparece pela primeira vez a aproximacgdo do seno
de um angulo.

e Os didmetros do Sol e da Lua ttm a mesma raz&o que suas distancias da Terra.

e A razdo do didmetro do Sol pelo didmetro da Terra € maior do que ?9 e menor do que

%3 (2001,p 101).

100 a.C.: Destacou-se Menelao de Alexandria que, em seu livro Geometria Esférica, demonstra
varios teoremas sobre triangulos esféricos. Segundo Carvalho, Menelao usou, sem demonstrar, o
teorema de Geometria plana conhecido hoje como Teorema de Menelao: Se o triangulo ABC ¢
cortado por uma secante que intersecta seus trés lados, como mostrado na Figl, entdo: P3A. P2B.
P1C = P3C. P2A. P1B.

! publicagdo que fornece as coordenadas dos corpos celestes, em intervalos uniformes. Uma efeméride é igualmente
uma informag&o, uma publicacdo apresentando uma correlacdo de tempo e posicéo dos corpos celestes.

11



P3

Figl

140 d.C.:Foi Hiparco, ou talvez Hipsicles (180 a.C) quem introduziu na Greécia a divisao do circulo
em 360°. Sabe-se que ainda Hiparco de propugnava a localizacdo de pontos sobre a superficie da
Terra por meios de latitudes e longitudes. Como quase nenhum dos escritos por Hiparco chegou até
nos, tudo que se sabe sobre suas realizag6es cientificas provém de fontes indiretas” (p 202, Eves).
Foi Hiparco que fez a 12 construcdo de uma tabua de cordas.

150 d.C.: Cléaudio Ptolomeu construiu uma tabua de cordas, que fornece os comprimentos das
cordas dos angulos centrais de um circulo dado, de 1/2° a 180°, com incremento de 1/2° (pode ter se
baseado na de Hiparco). Divide-se o raio do circulo em 60 partes e se expressam 0s comprimentos
das cordas sexagesimalmente em termos dessas partes. Seu Principal trabalho foi o Almagesto,
onde traz uma tabela de cordas obtida a partir da fértil proposicdo geométrica conhecida como
Teorema de Ptolomeu: “Num quadrilatero ciclico, o produto das diagonais € igual a soma dos

produtos dos dois pares de lados opostos”

AB.CD + BC.AD = AC.BD

C

Fig 2
Ptolomeu deduziu, em notagcdo moderna usando Seno e Cosseno, a expressao:
sen (a + b). Demonstrou também que sen®a +cos’a = 1, onde o € um angulo agudo.
Século V: O matematico hindu Aryabhata (476) abandonou a tabela de corda e adotou as
tabelas de senos, passou a trabalhar com a corda AB do arco AB, em um circulo de raio 3438

(este namero é obtido supondo que o comprimento da circunferéncia € 360.60 e usando o valor
12



3,14 para 7). Com a mudanca de raio, as tabelas de Ptolomeu ndo mais puderam ser utilizadas
sendo, portanto, necessario refazé-las.

Séculos XI1 e XIII: Destaca-se Fibonacci (1180 — 1250) que prop6s em seu livro Prética da
Geometria (1200) a utilizacao da Trigonometria em Cartografia e em Topografia.

Século XV: Os arabes herdaram a Trigonometria dos gregos e hindus, adotando o ponto de vista
aritmético destes Ultimos. Introduziram, para facilitar os célculos, a tangente, a cotangente, a
secante e a cossecante.

Também neste século George Peurbach (1423-1461), traduziu o Almagesto e comecou a calcular
tabelas de senos mais precisas, exigidas pelas aplicacGes. Seu trabalho foi continuado por seu
aluno, Jodo Regiomontano (1436-1476),que organizou a Trigonometria como uma parte da
matematica independente da Astronomia. Escreveu em 1464 De Triangulus onde estuda
cuidadosamente a resolugdo de triangulos, usando a trigonometria do tridngulo retangulo.
Demonstra também as Leis dos Senos. Calculou duas tabelas de seno: uma com raio de 600.000
unidades e a outra com raio de 1.000.000 unidades, a fim de evitar o uso de fracfes e de decimais.
Calculou também tabelas de tangentes.

Século XVI e XVII: Francois Vieta (1540-1603) sistematizou o estudo da trigonometria esférica,

que até entdo era um amontoado de formulas desconexas, e mostrou que:
sena - sen 3 =2 cos ( ﬂ) cos( 'B ), deduziu férmulas para sen(n@) e cos(né).

Bartolomeu Pitisco (1561-1613) deu origem a palavra Trigonometria, que quer dizer: “medida dos
angulos de um tridngulo”.

Foi Roberval (1602-1675) que introduziu em seus estudos sobre a cicloide a curva seno. No livro
Mecanica de Wallis (1616, 1703), publicado em 1670, temos um gréfico de dois periodos da fungéo

seno. E o primeiro aparecimento de uma funcéo trigonométrica. Usando método dos indivisiveis,
b

Roberval mostrou que j senxdx =cos b - cos a.
a

Séculos XVIII e XIX: as Fungdes Trigonometricas foram essenciais para a solucdo de certos
problemas de Matemaética e de Fisica.
Século XXI: Hoje em dia, com a introdugdo da série de Fourier, a aplicagdo da trigonometria se

estende & Anélise, a Eletricidade, a Mecanica, & Topografia, etc.
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Capitulo 111
A Trigonometria Como Saber Ensinar

Para identificar elementos do saber “funcdes trigonométricas”, mais precisamente sobre as
funcdes seno, cosseno e tangente como saber disponivel para ser ensinado no ensino medio,
escolhemos para estudo os livros “Trigonometria Numeros Complexos” de Manfredo Perdigédo
do Carmo, Augusto César Morgado e Eduardo Wagner e o livro “Trigonometria”, volume 3 da
colecdo Fundamentos de Matematica Elementar, de Gelson lezzi.

A escolha destes livros deve-se principalmente ao fato de que na contra capa de ambos 0s
livros encontramos uma intencdo explicita de que o conteddo desenvolvido visa a formacao do
professor de matematica do ensino médio (Trigonometria, Numeros Complexos) ou, diretamente,
a alunos do ensino médio ou estudantes universitarios para revisdo de contetdos basicos
(Trigonometria), da cole¢do de Fundamentos de Matematica.

Ao produzirem os livros do nosso estudo, lezzi, Carmo, Morgado e Wagner se colocam
em posicdo noosferiana® e propdem abordagens e exercicios sobre funcdes trigonométricas,
adaptando o saber visando a formacdo do professor e uma certa competéncia dos alunos do
Ensino Médio. Nesta posicdo os autores manipulam os saberes adaptando a finalidade proposta
por eles seguidos nas concepgdes de ensino de matematica.

Buscamos entdo neste estudo explicitar a proposi¢do dos autores quanto a abordagem e
guanto ao tipo de exercicios referentes as funcdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente.

Mais precisamente veremos como 0s autores propdem a abordagem das nocGes de seno,

cosseno e tangente no: Triangulo retangulo e Circulo trigonomeétrico.
Abordagem no Triangulo Retangulo

No estudo de seno, cosseno e tangente no tridngulo retangulo, lezzi trata de “razdo
trigonométrica” cujas relagcdes ndo dependem do tridngulo em estudo, mas dependem do angulo
de referéncia. Segundo este ponto de vista lezzi define:

“1°) Seno de um angulo é a razdo entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

2°) Cosseno de um angulo é a razéo entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa.

2 Noosfera segundo Chevalhard é a camada da sociedade, isto &, pessoas ou institui¢des que sao responsaveis pelas
modifica¢des dos saberes resultando em pesquisa, tornando-os a fim de que possam ser ensinados em qualquer outro
nivel.

14



3%Tangente de um angulo é a raz&o entre o cateto oposto ao angulo e o cateto adjacente

ao dngulo” (p.12).

Se fixado o angulo, em um triangulo retangulo podemos determinar: seno do angulo,
cosseno do angulo e tangente do angulo.

Notemos que neste estudo a variagdo do angulo ndo é considerada. O que temos é um
valor de seno, cosseno e tangente relativo a um angulo agudo considerado no triangulo retangulo.

Wagner, Morgado e Carmo, diferentemente que lezzi ao estudar, seno, cosseno e tangente
no tridngulo retdngulo, tratam ja na primeira abordagem a concepcao de fungédo trigonométrica no
angulo agudo. Ou seja, consideram o angulo 6 variando no intervalo (0° 90°) e que as relagbes
obtidas entre lados do tridngulo dependem apenas de 6 e ndo dos comprimentos envolvidos. Seno

cosseno e tangente sdo nomes dados a cada uma das fungdes, em que, se considerarmos o

triangulo
A
0 B
Fig 3
e 0 0 €(0° 90°) temos: send = Al_Bl , COSO = CL , 190 = A1_81
OA OA OB,

Estas funcOes, dizem Wagner, Morgado e Carmo, sdo chamadas “funcdes
trigonométricas”.

Temos assim, segundo estes dois livros, duas abordagens que envolvem concepcdes
distintas:

- seno, cosH, tgd como uma razdo trigonométrica isto &, quociente entre o comprimento de

segmento segundo lezzi.

- seno, cosO, tgd como funcdo onde 6 varia de 0° a 90°, segundo Wagner, Morgado e

Carmo.

15



Abordagem no Ciclo Trigonomeétrico

Diferentes saberes vivem no contexto de fungfes trigonométricas, dos quais depende a
abordagem do conceito de fungdo: a medida de arco, radiano, circulo orientado e medida de um

angulo em radiano.

Abordagem do livro: “Trigonometria Numeros Complexos” de
Carmo, Morgado e Wagner

Uma abordagem por definicdes:

A medida de um angulo em radianos
“A medida de um dangulo em radianos é a razdo entre o comprimento do arco determinado
pelo angulo em um circulo cujo centro é o vértice do angulo e o comprimento do raio do circulo”

(p. 24)
Assim sea = AOB, na figura abaixo,

entdo a = % Portanto S= aR

Circulo orientado

Seja (S*) uma circunferéncia unitaria®. A circunferéncia pode ser percorrida em dois

sentidos: horario e anti-horario. Tradicionalmente usa-se o sentido anti-horario.

® Circunferéncia de raio 1 e comprimento 2 7
16



As funcgdes trigonometricas

Fig 5

No capitulo 2 (do livro) é feita uma abordagem das fun¢des trigonométricas para angulos

no intervalo de (0°,90°) ou em radianos (0,

%) do seguinte modo:

Fig 6
Seja AOB = 0, 0°< 6< 90°. A partir dos pontos A;, A, As etc., na semi-reta AO tragam-se

perpendiculares A;B;, A;B,, A3B; etc., formando-se triangulos semelhantes por terem o mesmo

angulo. Portanto

AB, AB, AB, _
A

...... . Esta relacdo depende apenas do angulo 6. Logo

 AB_AB, AB, _

OA,  OA
Ai_Bl =send
OA
As relagoes B _98 08 _ .
OA OA, OA

também dependem apenas do angulo 6 . Assim temos cos6 =

OB,

OB,

OB,

_ AB,

OB,

(E e tgo
OA
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No capitulo 3 desse livro as funcbes seno, cosseno e tangente foram estendidas para todos os
nameros reais, mantendo-se as relagfes basicas:

senx
sen’x +cos’x =letgx = ——
COS X

Como?

Considerando-se a fungdo E:R— S' em que S* ¢ a circunferéncia unitaria, fixando-se uma
origem A em S' e dado um ndmero real X, percorre-se sobre S' a partir do ponto A um
comprimento x, no sentido anti-horario se x > 0 e horario se x < 0. E(x) serd um ponto de S*.

Note que se X > 2 serd necessario dar mais de uma volta em S* no sentido anti-horario

para atingir E(X), 0 mesmo ocorre se X < -2 7

o 4+2kmr; kE=0,£1;£2 ..., 0<2<2m:

senx s

COos X A

Bl <P AP =&
Fig 7

Dado um ponto P de S*, ele ¢ imagem pela funcéo E de uma infinidade de nimeros reais,
todos elesdaforma:x+2kz,k=0,+1+2+...0<x<27
Exprime-se este fato dizendo que x+2k 7 sdo as “varias determina¢des” do angulo AP (querendo
dizer com isto que x+2k 7 sdo 0s varios pontos da imagem inversa de P), ou que X e x+2k z s&o
congruos (querendo dizer com isto que a diferenca entre eles € um multiplo de 2 7).

No Sistema de coordenadas cuja origem é o centro de S' e A = (1,0) define-se:

cos X = abscissa de P

senx = ordenada de P

senx
tgx =
COS X

,secosx #0

18



Estas defini¢des coincidem com a anterior quando 0 < X < % Além disso, permitem

escrever que:
cos0°=1esen0°=0 (quando P = A)

oS % =0e sen% =1 ( quando AQOP é reto)

Ainda, como todo ponto P = (cosx, senx) de S* esta a uma distancia 1 da origem, temos como
conseqiiéncia sen’x + cos’x = 1.

O valor das fungbes cosseno e seno serdo positivos ou negativos, dependendo do
guadrante em que se encontram. Vamos mostrar como é possivel determinar o valor da funcédo
seno e cosseno, por exemplo, em qualquer quadrante, conhecidos seus valores no primeiro

quadrante.

(=, (+,+)

(—,=) (+;,—)

Fig 8
Consideremos separadamente 0s casos em que a extremidade B do arco AB estd no
segundo, terceiro ou quarto quadrantes.

a) x esta no segundo quadrante b) x esta no terceiro quadrante c) x esta no quarto quadrante

Fig 9 Fig 10 Fig 11
19



. . /4
a) X estd no segundo quadrante, isto &, 5 <X<7

Tracemos por B uma reta r paralela ao eixo da abscissa que intercepta S* em B ¢ B’
(conforme a Fig 9). Se m ¢ a medida algébrica do arco AB, temos que mAB’= mBA’, mas
m.AB’= 7 -x, pois m AA’= 7 e m AB= X, logo temos que:

senx = sen(n-X) e

COSX = - c0S(7-X)
) . L 3r
b) x estd no terceiro quadrante, isto é, n< x < >

Seja r a reta que liga O a B. Comparando senx e sen(x - «t), também cosx e cos(x-r) (na
Figl10), temos que:
senx = -sen(x - m)

COS X = COS(X - T)
. .., 3r
C) X esta no quarto quadrante, isto é, > <X<2m

Tracemos uma reta r, paralela ao eixo das ordenadas (Fig 11). Temos mAB’ = 2n — X
considerando-se que a medida AB ¢ x e a medida do arco de uma volta é 2z, temos que:
senx = -sen(2n-x)
CosX = c0s(27m-X)
Esse processo ¢ chamado “reducdo do seno ao primeiro quadrante” ou “reducéo do
cosseno ao primeiro quadrante”.
A conclusdo que acabamos de fazer é que os valores absolutos das fungoes
trigonométricas estdo determinados pelos valores destas fun¢des no primeiro quadrante.
Para se ter uma idéia do comportamento global de uma funcéo trigonométrica é conveniente
tracar o seu gréafico. Por exemplo, o gréfico da funcdo seno reline em uma figura todas as
informagdes que obtivemos sobre a funcéo seno. A principio, seria necessario conhecer todos 0s

pontos (X, senx) para poder tracar o grafico.
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yA y =sen x

Fig 12
Da mesma maneira, obtemos o gréafico da funcdo cosseno, isto é, o conjunto dos pontos do

plano de coordenadas (X, COSX).

yA

y=cosx

Fig 13

; . Senx .
Vimos anteriormente que tg x = , se cosx # 0. Observe que tgx nao ¢ definida para
X

X =

NN

+ 2k 7. Consideremos o circulo trigonométrico e uma reta orientada tangente a S* em A

(conforme a Figl4). Seja AB um arco de medida x. A reta que contém O e B determina B’ em st

e T na reta tangente. Mostremos que tg X é a medida algébrica do segmento AT.

B
Z-—4S

|
|
1 S¢-—>xK8 |
| |
| ¢ |
/
C ! 0
1 0 ¢ A |
: [y ——
h
| B
| o

Fig 14
Se B estd no 1° e 3° quadrante, os triangulos OCB, OSB, OC’B’ e OS’B”, da figura acima,
sdo congruentes e semelhantes ao triangulo OAT. Portanto

s s L 7]
>

senx _OS _CB _ AT _ AT
cosx OC OC OA 1
sen(x+z) _ —-0S' _C'B' _ AT _ AT
cos(x+x7) —-0OC'" OC" OA

tgx =

tg(x+ 7)=

21



Se B estd no 2° ou 4° quadrante, as relagdes de semelhancas entre os triangulos sdo
anélogas ao que fizemos acima, tgx = tg (x + 7 ) = -AT = mAT.

Note que a funcgdo tangente é periddica de periodo 7.

Pode-se entdo esbocar o grafico da funcdo tangente no intervalo [0, 7] e repeti-lo em
todos os intervalos da forma [kz, (k+ 1) 7].

| |
I
|
I
|
}

assintota assintota re—assintota r._asslntola

1

i

|
I
I
|
|
-
|
|
|
|
Il
I
2
|
I
|
|
|
|
|
]
I

|
|
I
I
[
! |
| I
| |
| |
1 1
ac

2 | )
| ! ]
| | |
| | |
| | I
| | 1
| |
| |

|
! i

Fig 15
Wagner, Morgado e Carmo introduzem as fungdes trigonométricas auxiliares como

secante®, cossecante® e cotangente®.

Abordagem do livro: “Trigonometria” da colecio Fundamentos de

Matematica Elementar de lezzi

Funcéo seno
“Dado um numero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos seno de x (e
indicamos senx) a ordenada OP; do ponto P em relacéo ao sistema uOv. Denominamos fungao

seno a fungdo f-R—R que associa a cada real x o real OP1 = senx, isto e: f(x) = senx” (p. 93)

4secx =

,secosx#0
COS X

1
5 cossecx = , se senx #0
senx

3 COS X
cotgx = se senx # 0
Senx
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Fig 16

e Propriedades
a) Se x é do primeiro ou segundo quadrante, o ponto P esta acima do eixo u e sua
ordenada € positiva, entdo senx € positivo;
b) Se x é do terceiro ou quarto quadrante, o ponto P esta abaixo do eixo u e sua ordenada
é negativa, entdo senx é negativo;
c) Se x percorre o primeiro ou quarto quadrante, entdo senx é crescente;
d) Se x percorre 0 segundo ou terceiro quadrante, entdo senx é decrescente;
e) A imagem da funcdo seno € o intervalo [-1, +1], isto € —1 < senx < 1 para todo x real.A
justificativa é imediata, pois se P esta no ciclo, sua ordenada pode variar apenas de -1 a +1
f) A fungio seno é periddica e seu periodo é 27. E imediato que, se senx = OP; e KEZ,
entdo sen(x + k2m) = OP4, pois x + k2x tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entdo,
para todo x real senx = sen(x + k2m) e, portanto, a fungdo seno € periddica. Seu periodo ¢
o menor valor positivo de k2, isto €, 2.

e Gréfico
“Fazendo um diagrama com x em abscissas e senx em ordenadas podemos construir o

seguinte gréafico, denominado sendide, que nos indica como varia a funcao f(x) = senx” (p94).
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.--;,_»--'_’.." X | ¥y = senXx
Irid - === 0 | 0
-"' [ .fﬁ 1.-‘" 2
w/4 V272
| §]
t n/3 J3/2
I"\ w2 ]
7a/6 _——— = ™ U
\ . 3n/2 -1
a5 e\"x ] 27 0
v A
| o
- ! v
A | ix‘?\?
| | | P
/ A AR B
N 40800 T N TR T 0 R A N R I
0 T T W K m | : : ! . :
| 6 4 3 N P
1 : |

Fig 17
Como o dominio da fun¢do seno € R, a sendide continua a direita de 2m e a esquerda de
zero.
Funcéo Cosseno
“Dado um numero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno de x (e indicamos
cosx) a abscissa OP, do ponto P em relacdo ao sistema uOv. Denominamos fungdo cosseno a

fungdo f:R—R que associa a cada numero real x o numero real cosx, isto é: f(x) = cosx”
(p 103)
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e Propriedades:

a) Se x estd no primeiro e quarto quadrante, o ponto P estd a direita do eixo v e sua

abscissa € sempre positiva, entdo cosx é positivo.

b) Se x estd no segundo e terceiro quadrante, o ponto P esta a esquerda do eixo v e sua

abscissa é sempre negativa, entdo cosx € negativo.

c) Se x percorre o terceiro e 0 quarto quadrante, entdo cosx € crescente.

d) Se x percorre o primeiro e segundo quadrante, entdo cosx é decrescente.

e) A imagem da funcéo cosx é o intervalo [-1, +1], isto € —1 < cosx < | para todo x real.

f) A fungdo cosx ¢ periddica e seu periodo ¢é 2m.

e Gréfico

“Fazendo um diagrama com x em abscissa e cosx em ordenadas podemos construir o

seguinte gréafico, denominado cossenoide, que nos indica como varia a funcdo f(x) = cosx”

(p104).

YA

l
|
|

> 4
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Fig 19

- 3

X Y COS X
0 1
T/ 6 V3/2
/4 V272
/3 1/2
w/2 0
T | -1
3n/2 0
27 |
e
A |
A :
& :
= i |
BRI Ao S Ul
i3 Ett
2
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Como o dominio da fun¢do cosseno ¢ R, a cossenodide continua para a direita de 2m ¢ a
esquerda de zero.

Funcéo Tangente

. T . . : :
Dado um ndmero real x, X # E+kn, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos tangente

de x (e indicamos tgx) a medida do segmento AT.

Fig 20

Denominamos funcdo tangente a fungdo f:D—R que associa a cada nimero real X,

X # %Jrkn oreal AT = tg x, isto €: f(x) = tgx.

T , , ~ .
Notemos que, para X = E+kn, P estd em B ou B’ e entdo, a reta OP fica paralela ao eixo

das tangente. Como neste caso ndo existe o ponto T, a tgx ndo ¢ definida” (p 107).

e Propriedades
a) Se z estd no primeiro ou terceiro quadrante, o ponto T esta acima de A e AT é positivo,
entdo tgx é positiva;
b) Se z esta no segundo ou quarto quadrante, 0 ponto T esta abaixo de A e AT € negativo,
entdo tgx é negativa;

c) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entdo tgx € crescente;

d) O dominio da fungao tangente ¢ D = {x € R/ x # %Jrkn};
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e) A imagem da funcdo tangente é R, isto €, para todo y real existe um x real tal que tgx =
Y;

f) A fungdo tangente ¢ periddica e seu periodo € .
e Grafico

“Fazendo um diagrama com x em abscissas e tgx em ordenadas, podemos construir o
seguinte gréafico, denominado tangentdide, que nos indica a variacdo da funcdo f(x) = tgx”
(p108).

Ao = y.= Ex,
0 0
/6 v3/3
w/4 1
/3 J3
= w/2 a
27/3 =3
3n/4 =
57/6 —-J3/3
T 0
27 0

e
< ¥

B e e i, ' . e

o
T,

—

Fig 21
Remarcamos que nesse livro ndo € explicitada a medida em radianos, as funcdes sdo definidas
em R.
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Estudo dos Exercicios

Constatando que nos exercicios referentes ao estudo de seno, cosseno e tangente no
tridangulo retangulo em ambos os livros estudados o aspecto fungéo ndo aparece como objeto de
estudo e nem como ferramenta para a resolucdo de exercicios, restringimos nossa analise dos
exercicios referentes a rubrica “Extensdo das Fung¢des Trigonométricas™ (p. 23) do livro Wagner,
Morgado e Carmo, e a rubrica “Fungdes Circulares” (p. 86) de Iezzi.

Os exercicios apresentados nesse trabalho forma resolvidos por mim e verificados pela
orientadora.

Identificamos nos livros estudados os seguintes tipos de exercicios:

I . Valor das funcgdes. Este tipo é subdividido em trés aspectos:

I.1. Sinal das funcGes sen6, coso e tgo.
Exemplo: Em que quadrante se tem simultaneamente senf < 0 e cos6 >0
Resolucdo: send < 0 no 3°e 4° quadrantes

cos &> 0 no 1° e 4° quadrantes.

Logo tem-se simultaneamente sen #< 0 e cos &> 0 no quarto quadrante.
Resposta: quarto quadrante

I.2. Quadrante do angulo.

Exemplo: Em que quadrante pode pertencer 6 se senf = —%

x . . 1
Resolucdo: O seno é negativo no 3° e 4° quadrante, como sené=— 7 temos que € pertence ao 3°

e 4° quadrantes.
Resposta: 3° e 4° quadrantes.
1.3. Determinar o valor:

a) senx, cosx e tgx

Exemplo: Calcule sean%

Resolugéo: sen 12% =sen2rt =0
Resposta: 0
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b) sen6, coso e tgo para 6 dado:

Exemplo: Calcule sen345°,
Resolucao:

(345° - 360°) = -15°

sabemos que —15° = (30° - 45°)
sen345° =

_1V2 3 3 V2 6

sen-15° = sen(30°-45°%) =

2°2 2 2 4 4

f V6
Resposta; — — —
4
Il . Verificar identidades trigonométricas.
Exemplo: Verifique a igualdade cosx _ 1—senx
1+ senx COS X

namero inteiro qualquer.

COS X cosx l-senx

COSX —COSXSenXx

sen30°cos45° - sen45°cos30° =

T ,
para todo X # 2nz =+ E onde n é um

cosx(1—senx) 1-senx

Resolucao: =

1+senx 1+senx 1—senx

1—sen?x

~ 1-(1-cos’X)  cosX

111 . Determinar x tal que f(x) = K, K eR e f(x) = senx, cosx ou tgx

. . . . . 2
Exemplo: Determinar o conjunto dos nimeros reais x para os quals CoS X = — 7 .

ResolugAo: cosx:—g—m:B%, e x:S% (em[0,27])

O cosseno é negativo (<0) no 2° e 3° quadrantes.
No segundo quadrante temos: 3% ,

. 5
No terceiro quadrante temos: 5% :

X =3—ﬂ+2K7r comkeZ

X :—ﬂ+2k7z comkeZ

Resposta: x:BT”+2K7z,ou x:%ﬂ+2kn, comkeZ.

IV . Resolver equagdes trigonométricas.

Exemplo: Encontre as 3 menores solucfes positivas da equacao cox( 3x - %) =0.
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Resolugéo: cos6 =0 —0 = z ,3z ,52, 71, .....
2 2 2 2

como 0 = 3x - % temos que:

193x-2=2 53x=3% 5 x=Z
4 2 4 4
22)3x-L=37 y3x=7% 5 x=71%
4 2 12

33x-L=5% 43x=11" 5 x=11 %
1 77 4 12

Resposta: E' 7Ze11 ™
4 12 12
V . Demonstrar envolvendo poligono regular e circulo inscrito.

Exemplo: Mostre que o perimetro de um pentdgono regular inscrito em um circulo unitario é

dado por 103en%

Resolucdo: 1° Marca o centro da circunferéncia.
2° Faz uma reta do centro da circunferéncia aos vértices do pentagono, formando 5

triangulos.

. , I :
3° Marca a mediatriz de cada lado (l) do pentagono (E = a), unindo ao centro da
circunferéncia, temos assim 10 tridngulos onde a hipotenusa € 1 (que € o raio), e um

dos lados do tridngulo é — = a.

!
2
Quando dividimos o angulo interno da circunferéncia em 10 pedagcos temos £:% temos

assim que: sen% = % —>a= sen%. O perimetrop=10a —>103en%
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Resposta: p =10sen %

V1. Determinar o valor méximo e o valor minimo de funcéo.

. ~ T L, -
Exemplo: Determinar para que valor de x a fungdo y = 5 — cos(x + E) assume seu valor maximo
Resolugdo: Como o valor do cosseno varia de —1 a 1, temos que o valor maximo da funcdo y é 6

quando cos(x + %) =-1
Ymax = 6, assim y é maximo quando cos(x + %) =-1
x+ 2 = z+2kn
5
T
X = 4§ +2km, com keZ.

Resposta: x = 4% +2kz,comkeZ.

V11 . Valores distintos de f(kx), com k inteiro e x dado f (seno, cosseno e tangente).
Exemplo: Quantos séo os valores distintos de cos k%, k€ Z?

Resolucéo:

k= °=1
0= cos0 k=4— cos4%:—%

k=1—>cos%:l k=5— cosSZZ%

k= 2n=1
k=2— cosZ%:_% 6 — cos 2

k=3— cos3% =cosz=-1

Note que para k = 2 e k = 4, o valor do cosseno € o mesmo, e parak =1 e k =5 também € o
mesmao. O valor do cosseno vai se repetindo, logo temos 4 valores distintos.

Resposta: 4 valores distintos (1, % : % ,-1).
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VII1. Verificar simetria de arcos (em relacdo ao eixo e em relagdo a origem).

. . T ~ .- ~
Exemplo: Verifique que as extremidades dos arcos X e 5 X sdo simétricos em relacdo a
. . , T T
bissetriz dos quadrantes impares. Conclua que sen(E - X) =cosx e COS(E - X) = senx.

~ . . . T
Resolucdo:VVamos considerar um arco de medida x e 0 arco de medida 5 X, com X no 1°

quadrante, por exemplo, considerando-se o ciclo trigopnométrico
temos: AOCP; = AOSP,

by
| . Dai: OC = OS e CP;=SP,

O R il
LA Mas OC = cosx, OS =sen(Z - x), CPy= senx e
o) A X 2

0| C

SP; = cos(% - X)

Logo temos que sen(% - X) =Cosx e cos(% - X) = senx

IX . Determinar imagens.

Exemplo: Determinar a imagem da funcéo secx.

Resolucdo: Por definicdo temos que secx:i, para todo xeR tal que cosx # 0, ou seja,
COS X

secante de x € o inverso do cosseno de X. Sabemos que —1< cosx <1. Se um numero real diferente
de zero esta entre —1 el, entdo o seu inverso é > 1 ou < -1. Logo a imagem da funcdo secante é (-
w,-1]u[1l, -x).

Resposta: (-, -1] U [ 1, -0).

X .Dado f(x), calcular senx, cosx.

Exemplo: Se x esta no segundo quadrante e tg x = -2 V2, calcule as demais funcdes de x.

. 1 1 -2
Resolucdo: cotgx=— —>cotgx=——= —>cotgx=——
tgx 2+/2 4

sec? =1 +tg?x —> sec’ = 1 + (-24/2)> — sec’x = 1+8 —»secx = + 3 Como X esta no 2°

quadrante temos secx = -3
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2
2 2 2
—> COSSecX = 1+B —> COSSeCX = ——

cossec?x = 1+cotg®x —»Cossec’x = 1+[

1 1 1
seCX=—— > -3=—"— 5COSX =-—

COS X COS X
N/ 4 2
COSSECX =—— 5> 3—=—— SSENX =—— S>Senx = 2—
senx 4  senx 3.2

_ _ W2 1 32 _ 2
Resposta: senx = 2?, COSX = "3 COSSecx = R secx =-3e cotgx = e

XI . Provar identidades através de condi¢do dada.
Exemplo: Sabendo que sen’x +senx = 1, provar que cos’x + cos’x = 1
Resolucao:

Sabemos da relacdo fundamental que sen’x + cos?x = 1, logo temos que:

sen? x =1—c0s? X sen’x + senx = 1

N
N |-

senx = (1—cos? x) 1-cos x+(l—cos?x)2 =1

N

- oS X+(1-cos® x)2 =0

1
(1—cos® x)2 =cos” x

1—cos? x =cos* x

cos? x+cos* x=1

Resposta: se sen’x + senx = 1, temos que cos’x + cos’x = 1.

XI1. Determinar uma incdgnita (m) do valor da imagem, condicionada a existéncia de x tal que
f(x) = a.
: A 2
Exemplo : Calcular m para que exista um angulo x com cos x = -1 etgx=+m-2.
m —
Resolucao:
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tgx = Jm—-2 sen’x + cos’x = 1

senx _ —— 2m-2) (2 Y _,
COS X m-1 m-1)
Sen X = cox~/m—2 (m-1)? = 4(m-2) + 4
2 —
senx = 2 /m_2 m-6m+5=0
m-1 m=lem’=5
tgx =vm-2

param = 1 temos tgx = V-2 > tgx J-1¢
param =5 temos tgx = v/5—2 —> tgx /3
Resposta: m =5
X111 .Determinar o periodo, a imagem e construir grafico. Subdivido em 5 aspectos
X1 . f(x) =asenx coma€ R
Exemplo: Determinar o periodo a imagem e fazer o gréafico de um periodo completo da funcao

f: R —R,dada por f(x) = - senx.

Resolugéo:
X senx y = -senx
0 0 0
V4
= 1 -1
2
T 0 0
T
3~ -1 1
2
2 0 0
E imediato que: : Y :
Im(f) = [—1, 1] //’ SNl .
p(f) = 2x . . ) - .
OE T _n\\ 3” /// 2.!7 b4
5 _— L
1 ‘ ~- 2. ~~ sendide

Resposta: p(f) = 2w, Im(f) = [-1,1]
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XI11.2. f(x) = [asenx| com a € R
Exemplo: Determinar o periodo a imagem e fazer o grafico de um periodo completo da funcédo
f: R —R.dada f(x) =.|senx|

Resolucao: (lezzi p.97)

Solu¢ao

Recordemos inicialmente que, para um dado numero real @, temos:
az20 = lal=a

a<0 = lal = —a

Aplicando esta definicdo, temos:

sen X = 0 = lIsen x| = sen x

(quando sen x = 0, os graficos y = Isen x| e v = sen x coincidem)

sen Xx < 0 = lsen x| = =sen x

(quando sen x < 0, os graficos v = Isen xl e y = sen x a0 simétricos em

relacao ao eixo dos x).
E imediato que:

Im(f) = [0, 1]

p(f) = =

\
4
|
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XI1.3.f(x) =asenbx comaeb € R

Exemplo:Determinar o periodo a imagem e fazer o grafico de um periodo completo da fungédo
f: R —R.dada f(x) = sen3x

Resolucao: (lezzi p.99)

Solugao

X to=3x y X ti=ax y X t = 3x y
0 0 0 0 0 0

T T B T
2 2 1 6 2 l

0] | = .
T T 3 ™ 0
3 S8, gl [Be| BE [y

2 2 2 2
27 2 0 -23—7[— 2w 0

E imediato que:

Im() = [~1, 1] AY
p(f) = —23i

|
o=
&
3 J
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XII. 4. f(x)=c+asenbxcoma,bec € R
Exemplo: Determinar o periodo a imagem e fazer o grafico de um periodo completo da funcdo
f: R —R.dada f(x) = 1 + senx.
Resolucao: (lezzi p.100)

Solugdo
X senx y X sen x y X sen x y
0 0 0 0 0 1
. T .
2 2 I 2 1 2
T T 0 T 0 1
ir 3w _ 37
2 2 : 2 N
27 27 0 27 0 1

Notemos que o gréfico deve apresentar para cada x uma ordenada ¥ que
€ igual ao seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo
de 1, entdo a sendide sofre uma translagdo de uma unidade ““para cima’’.

E imediato que:
Im(f) = [0, 2]
p(f) = 2=

>y

\senéide
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XI5 f(x) =c+asem(Xx—d)coma,bed € R

Exemplo: Determinar o periodo a imagem e fazer o gréafico de um periodo completo da funcao

f: R —»R.dada f(x) = sen(x—%)

Resolucao: (lezzi p.101)

Solu¢do
o ™ R
t = x — — =X - — ' X — — |y
X X 2 y X |t X 4 y X X 1 y
0 0 T

0 : 0 0
o %A L T |

2 2 4 2
g F§ 0 —%W— T 0
LS 3z —1| |I= B ey

2 2 4 2
27 27 0 %"— 27 0

Notemos que o grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que é

T . , i
oseno dex — e Notemos que para sen ¢ completar um periodo € necessario

7l' . . p .
quet =x— 7 percorra o intervalo [0, 27], isto €, x percorra o intervalo

[-—:—, —ZI—] Assim, o periodo de f é:

E imediato que:

Im(f) = [—1, 1].

AY sendide

X"
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XIV. Determinar Imagem e o Periodo das fun¢Ges seno, cosseno, e tangente.

Exemplo: Sendo a, b, ¢, d nUmeros reais positivos, determinar imagem e periodo da funcao

f: R —R dada por f(x) =a + b sen(cx + d).

Resolucao:Para completar um periodo ¢é necessario que t varie de 0 a 2.

Parat=0temos:cx+d=0 — x=i

C
Parat=2ntemos:cx+d=m > X= 2z —d
C
Portanto p = Ax:[h_dj—(ijzz_”
C C c

Imagem de b sen(cx +d) = [-b, b]
Imagem de a + b sen(cx + d) = [a-b, a+b].
Resposta: [a-b,a+b]
XV . Construir grafico envolvendo mais do que uma funcéo.
Exemplo: Esbogar o gréfico da fungdo f: R — R tal que f(x) = senx + cosx.
Resolucao: (lezzi p.106)
Solucio

Notemos que para cada x esta fun¢do associa um y que ¢ a soma do seno
com o cosseno de x. Vamos, entdo, colocar num diagrama a senoide ¢ a
cossenoide e, para cada x, somemos as ordenadas dos pontos encontrados

em cada curva.

! sen o

Veremos mais adiante que:
Im(f) = [—\2, 2]

p(f) = 2w

COS o e |

XVI. Provar desigualdades através de condi¢fes dadas.

T ~
Exemplo: Provar quese 0 < x < 2 entao senx + cosx > 1
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\/§:1+x/§

1
temos senx + cosx = — +
2 2 2

J2 2

x= 2 temos senx + cosx = = + X5 = /2
4 2 2

Resolucdo: x =

a soma e sempre maior do que 1 (um).
XVII . Determinar o dominio das fungdes senx, cosx, tgx.

Exemplo: Qual o dominio da seguinte funcéo f(x) = tg 3x

Resolucéo: 3x £ %+ kzz com KEZ
X # z+kZ com KE€Z
6 3

Resposta: x # % + k% com k€Z

Quantidades

de Exercicios

Quantidades

tgx

) . segundo .
Tipos de Exercicios de Exercicios
Carmo, )
segundo lezzi
Morgado e
Wagner
| - Valor das fungdes - -
1.1 . Sinal das funcdes sen6, coso e tgo. - -
a) senx, cosx e tgx - -
b) sen6, coso e tgo 10 -
I.2.Quadrante do angulo. 8 -
I.3. Determinar o valor. - -
a) senx, cosx e tgx 3 -
b) sen6, coso e tgo 6 -
Il — Verificar identidades trigonométricas 12 -
I11 - Determinar x tal que f(x) = k, k R e f(x) = senx, cosx ou 5
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IV — Resolver equacdes trigonométricas.

V - Mostrar que: envolvendo poligono regular e circulo

. 2 -
inscrito.
VI — Valor méaximo e valor minimo de uma funcéo. 1 -
VIl — Valores distintos de f(kx), com Kk inteiro e x dado f: L ]
Seno, cosseno e tangente.
VI — Verificar simetria de arcos (em relacéo ao eixo e em
relacdo a origem). 18 .
IX — Determinar Imagens. 3 -
X — Dado f(x), calcular senx, cosx. 1 -
X1 - Provar identidades através de condigdo dada. 9 -
X1l — Determinar uma incognita (m) do valor da imagem . .
condicionada a existéncia de x tal que f(x) = a.
X111 — Determinar o periodo, a imagem e construir grafico.
XIIL.1 . f(x) =a senx com a € R - 6
X111.2. f(x) = [asen x| coma € R - -
XIIL.3.f(x) =asenbx comaeb € R - 3
XII1.4. f(x) =c+asenbx coma,bec € R - 10
XI5, f(x) =c+asem(x—d)coma,bed €R - 9
XIV — Determinar Imagem e o Periodo das fungdes seno,
C0sseno, e tangente. ] 3
XV — Construir grafico envolvendo mais do que uma fungéo - 2
XVI — Provar desigualdades através de condi¢Oes dadas. - 1
XVII — Determinar o dominio das fungdes senx, cosx, tgx. - -
a) senx, Cosx e tgx - 3
b) sen6, coso e tgo - 3
Total de exercicios estudados 81 48
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Observe que lezzi, na rubrica estudada’, da mais énfase aos exercicios de dominio, imagem,
] . A e 34 . :
periodo e principalmente constru¢do gréafica. Temos Eexercmos que enquadram-se nesse tipo.

Enquanto nos exercicios propostos por Wagner, Morgado e Carmo ndo h& nenhum exercicio de

construcdo grafica. Wagner da mais énfase aos exercicios que pedem para determinar-se o valor da

« 27 . - . .
funcdo, sendo, no total, aexercmos que se classificam nesse tipo. Notemos que o tipo de

exercicio XII € o unico encontrado nas duas abordagens.

’ Na rubrica “Razdes trigonométricas na Circunferéncia”, Iezzi propde para estudo os outros tipos exercicios que
encontramos na abordagem de Wagner, Morgado e Carmo.

42



Capitulo IV
A Trigonometria Como Saber Ensinado

Livros Didaticos

Para identificar elementos do saber “fungdes trigonométricas” (senx, cosx € tgx), como
saber que € proposto na escola para ser ensinado, escolhemos para estudo os livros didaticos:
“Matematica Fundamental”, de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr ¢ “Matematica Contexto e
Contextualizagdes” de Luiz Roberto Dante.

Estes livros tém como objetivo fazer com que o aluno entenda as idéias basicas da
matematica no nivel de ensino médio.

Escolhemos estes livros pelo fato de que foram aprovados pelo MEC. Este quesito
assegura-nos a possibilidade de que os livros sejam usados no ensino médio como livro texto de
uma classe.

O objetivo deste estudo € explicitar a abordagem e o tipo de exercicios usados pelos

autores.

Abordagem do Livro: “Matematica Fundamental” de José Ruy

Giovanni, José Roberto Bonjorno e José Ruy Giovanni Jr

No estudo de seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo Giovanni, Bonjorno e

Giovanni Jr tratam de “razao trigonométrica”

Fig 22

Seno de um angulo o € indicado por: sena = %
A A BA
Cosseno de um angulo o é indicado por: cosa = BC
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Tangente de um angulo o é indicado por: tga = %

“Os numeros senea, cosa e tg « sdo chamados de razdes trigonométricas do angulo agudo
a e ndo dependem dos pontos A, Ay, Ay, ... (s6 variam quando variar o angulo)” (p.318)
Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr definem alguns conceitos basicos do qual depende o contexto
de fungdes trigonométricas como: arco de circunferéncia, circunferéncia trigonométrica ou ciclo
trigonométrico, arcos congruos e primeira determinacéo positiva de um arco.

Até o momento, Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr operam com 0s nimeros senx, cosx e
tgx no triangulo retangulo, em que X representa a medida de um angulo agudo, ou seja, para
angulo menor que 90°. No estudo das fun¢des circulares o conceito é ampliado as no¢oes de senx,
COSX e tgx para casos em que X representa medida de um angulo maior que 90°, isto é, angulo
obtuso.

Estudo da funcéo seno
e Definicdo da fungéo seno;
Marcamos o ponto M no ciclo trigonométrico que é a imagem, no ciclo, do numero real X,

conforme a figura 23.

Fig 23

Consideramos também o arco AM ao qual corresponde o angulo central x.

Seja OM o raio do ciclo e M”e M’ as projecoes do ponto M nos eixos y € X,
respectivamente.
Definimos como sen (do arco AM ou do angulo x) a ordenada do ponto M, e indicamos: senx =
OM” —» OM” ¢ a ordenada do ponto M”

e Valores de senx de alguns arcos
. , . V4 37
Marcando os pontos M, imagem dos nimeros reais, O, E,ﬂ' 3 e 27, temos:
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N SR Btimdin| s qRpeS g nsen 2T0 S el e 60r =10
sen§=1 senm = 0 sen7=—l sen 2w = 0
Fig 24

Vejamos um dos trés exemplos citados pelo autor.

Exemplo: Calcular sele%

Resolugéo: Vamos calcular a 12 determinagéo positiva:

T
197
_3:E:§+l:3+1
2r 6 6 6
B (1 3l07=" 1322
3 |6 3
J3

sen19z =sen z_ sen60°= —
3 3 2

Resposta: @

e Grafico
Estudo da funcéo senx, com x variando do intervalo ]0, oo[, isto ¢ , o ponto M parte da ponta

A e se movimenta sobre o ciclo trigopnométrico no sentido anti-horario.

E]
E]
|
g

x
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O gréfico da fungdo seno é chamado de sendide.
Pelas observacdes do gréfico concluimos® que:
e 0 grafico continua a direita de 2m e a esquerda de 0 (zero)
e 0 dominio da fungdo senx é o conjunto dos nUmeros reais
e aimagem da funcdo senx é o intervalo [-1, +1], isto é -1 <senx < 1.
e apartir de 2, funcdo seno repete seus valores, portanto € uma funcéo periddica.
Observa-se que a partir de um determinado valor de x (%) cada vez que somamos 2, a
funcdo seno assume sempre o mesmo valor (+1); portanto o periodo da fungdo seno é p = 2.
Esta conclusdo pode ser obtida a partir do ciclo trigonométrico no qual marcamos o arco X
(p. 341).

sen x = OM”
sen (x + 2rwt) = OM”
_ M
sen (x + 4mw) = OM”
|~ sen (x + 2km) = OM” comke?Z

Fig 26
Quando somamos 2Km ao arco X, estamos obtendo sempre o mesmo valor para o seno (OM”);
portanto, a fun¢do seno ¢ periddica de periodo 2m, isto é:
senx = sen(x + 2km) com k€Z.

A funcéo y = senx é impar

8 Conclusdes apenas citadas pelo autor.
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sen X = —sen (—Xx)

Fig 27
Estudo da funcéo cosseno
e Definicdo da funcdo cosseno
Marcamos o ponto M no ciclo trigonométrico que € a imagem, no ciclo, do nimero real X,

conforme a figura.

Fig 28

Consideramos também o arco AM ao qual corresponde o angulo central x.

Seja OM o raio do ciclo e M”e M’ as projegdes do ponto M nos eixos y e X,
respectivamente.

Definimos como cosseno (do arco AM ou do angulo x) a abscissa do ponto M (OM’), e
indicamos:
cosx = OM’.
e Valores de cosx de alguns arcos

. , . V4 3r
Marcando os pontos M, imagens dos numeros reais, 0, PR T, > e 2 m, temos:
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x=0 X=— X= 1T X=— X =27

c0s 90° = 0 cos 180° = —1 cos 270°= 0 c0s 360° =1

cos0°=1 = 3
COSE=0 cosmw=—1 cos—2£:0 cos 2w =1

Fig 29
Vejamos um dos dois exemplos apresentados por Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr

Exemplo: Calcular cos1830°

Resolucéo:
1830° = 30° + 5.360°
19300 | 300
030% | 5 Entd0:c0s1830° = cos30° = ?

Resposta: ?

e Grafico
Estudo da fungdo cosx, com x variando do intervalo ]0, o[, isto € , o ponto M parte da ponta

A e se movimenta sobre o ciclo trigopnométrico no sentido anti-horario.

; J ~
=T 4 \
| / \\
7 p ¢

o
M

— M P
X

\ A Ao ) WED) 2T
2 * cossendide
// 1 e S

Fig 30

O gréfico da fungdo cosseno é chamado de cossendide.
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Observando o grafico concluimos que:

e 0 dominio da funcéo cosx é os reais, isto €, D = R.

e 0 grafico continua a direita de 2n E a esquerda de 0 (zero)

e aimagem da funcédo cosx é o intervalo [-1, +1], isto é -1 <cosx < 1.

e 0 periodo da fungdo cosseno ¢é igual a 27, isto ¢, cosx = cos(X+2kn), com k € Z.

A funcgéo y = cosx € par.

COS X = €oS (—Xx)

Fig 31
Estudo da funcéo tangente
e Definicdo da funcdo tangente
Seja o ciclo trigonométrico da Fig 32 e T a intersec¢do da reta OM com o0 eixo das
tangentes.

Definimos como tangente (do arco AM ou do angulo x) a medida algébrica do segmento AT, e

indicamos: tgx = AT.

tg Observe que nos tridngulos retangulos OM’M e OAT,

T temos: AOM’M ~ AOAT
M
M m———— | OM' B M [ M
i OA AT
\ . A
ot M X COS X _ Senx
1 AT
AT :ﬂ:tgx — COSX # 0; isto é, X # Z+k7r
COoS X 2

Fig 32
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e Valores importantes da tgx

tg&—*ﬂ tgn=0 th—n—> tg2n =0

tg0=0 2 2
tg 90° - A tg 180°=0 tg 270° - A tg 360°=0

Fig 33
e Grafico
Estudo da fung¢do tgx, com x variando do intervalo ]0, o[, isto € , o ponto M parte da ponta

A e se movimenta sobre o ciclo trigonométrico no sentido anti-horério.

tg x A

v

: tangentéide

Fig 34
O gréfico da fungdo tangente é chamado de tangentoide.
"Observando o grafico concluimos que:

e 0 dominio da fungdo tgx ¢ D ={x € R/ x ¢%+ 2kz}, comk € Z.

e aimagem da funcdo tgx é o intervalo ]- oo, +oof, isto é -co < tgx < oo,

e o periodo da funcdo tangente de x p=m.
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Esta conclusdo pode ser obtida, também, a partir do ciclo trigonométrico no qual marcamos o

arco X.

= tgx = AT
tg (x + ) = AT
tg (x + 2m) = AT

tg (x + k) = AT, comk e Z

tg (x + k) =tgx ke Z

Afuncdoy = tg x é impar.

Fig 35

tgx = —tg (—x)

Fig 36
Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr definem “outras fung¢des trigonométricas”, ou seja, as

funcOes secante, cossecante e cotangente.

Reducéo ao Primeiro Quadrante

“Reduzir um arco dado ao primeiro quadrante ¢ determinar um arco do primeiro quadrante cujas

funcBes trigonomeétricas sejam iguais em valor absoluto as do arco dado” (p357).
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A idéia de reducdo do segundo, do terceiro e do quarto quadrante para o primeiro é

introduzida através de exemplos. Vejamos um dos exemplos citado pelos autores.

Exemplo: Calcule o valor da tg ZST”
237
Resolugéo: 4 2816 7 _, 7
2. 8 8 8 8
23—71.2 Z+2 .27z=7—7[+2.27z
4 8 4
3 Tn . T
Como > < vy < 27, podemos dizer que v pertence ao 4° quadrante.
7—7T+m=27t:>m=27z—7—ﬂ:>m=z
4 4
. ) 23 1z V4 V2
Dai temos: sen— =sen— =—Sen— = ———
4 4 4 2
231 Tz T 2
COS—— =C0S— =C0S— = —
4 4 4 2
sen 27 ;‘/E
ig 23r 4 2 4
$ B 2
4 2

Resposta: -1

Estudo do Livro: “Matematica Contexto e Contextualizacoes” de Luiz

Roberto Dante

Ja sabemos o significado das funcgdes senx, cosx e tgx, em que X € a medida de um angulo
agudo (0° < x < 90°). Para ampliar essas nogOes para outros valores reais de x Dante define
alguns conceitos como: arcos e angulos, unidade para medir arcos de circunferéncia (ou angulos),
comprimento de um arco, ciclo trigonométrico, arcos congruos (ou congruentes) e determinagéo
de quadrante.
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A idéia do seno®
Dado um arco AP de medida x, definimos como senx a ordenada do ponto P e representamos

assim: senx = OP,,em que OP,é a medida de um segmento orientado (pode ser positiva,

negativa ou nula).

Fig 37
Reducéo ao 1° quadrante
Podemos determinar o seno dos arcos do 2°, 3° e 4° quadrantes, usando os valores do 1°
guadrante, por meio do processo conhecido como redu¢do ao 1° quadrante.

e Do 2°para o 1° quadrante (fazendo uma simetria em relagéo ao eixo Oy).

2R inpey | et T . |
& “20’) ™ ~g sen ~ = J3
/ 3 2
< vt vy 3 X Entao:
0 27]: ’\/3— Y )\/,.3,.
\. / sen —— = —5— ousen 120° = = o
Fig 38

e Do 3°para o 1° quadrante (fazendo uma simetria em relagdo ao eixo O).

n 1
sen — = —— ousen210®° = ——
6 2 2

9 . ,
O uso do termo “idéia do seno” ¢é do autor.
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e Do 4° para 0 1° quadrante (fazendo uma simetria em relacdo ao eixo Ox)

T i A‘/{2
sen 7= = —5—
Entao:
sen % = — ';‘ ou sen 315° = \/5‘2
Fig 40
Generalizando da reducéo ao primeiro quadrante do seno:
Generalizando:
LY y by
=X ===~ - - X S feeaaa ( » X { ----- . X
‘ l T sy | i) x
o ‘ 70 0 -
} nlx"‘ll‘""': Yor —x
\’
sen (T — x) = sen x sen (m + x) = —sen x sen (2n — x) = —sen x

x e — x sao chamados
angulos suplementares.
Arcos suplementares
tém senos iguais.

X e T + x sao chamados
dngulos explementares.
Arcos explementares
tém senos opostos.

X e 21 — x sao chamados
angulos replementares.
Arcos replementares
tém senos opostos.

Fig 41
A idéia do Cosseno

Dado um arco AP de medida x, definimos como cosx a abscissa do ponto P e
representamos assim: cosx = OP;

Em que OP; € a medida de um segmento orientado (pode ser positiva, negativa ou nula).
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Generalizacdo da reducgéo ao primeiro quadrante do cosseno:

}educio ao 1° quadrante (calculo do cosseno)

Do 2¢ para o 1* Generalizagao:

cos 45° = S — cos (T —x) = —cosx

Entao, cos 135° = _%_ Arcos suplementares tém cossenos opostos.

» Do 3¢ parao 1

cos ~ = A3 cos (r + xX) = —cosx
6 2
Arcos explementares tém cossenos opostos.
i n _ A3
Entao, cos < =T

e Do 4% parao 1¢

y y
——50° s
,/'A ™ /"/ ‘\.x
TN\ v N
/ TN N
/ ; "\
[ o \ X / | \ X
T/ T/
B s
cos 60° = —;_— cos (2m — x) = cos X
5 1 Arcos replementares tém cossenos iguais.
Entdo, cos 300° = 5

Fig 43
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A idéia da tangente
Vamos considerar no ciclo trigonométrico a reta t, tangente a circunferéncia no ponto A,

com a mesma orientacao do eixoy.

Fig 44
Dado um arco AP de medida x radianos (com x # %4‘ k7 ), define-se como tangente de X

a medida algébrica AT, sendo T o encontro OP a't.
Generalizacdo da Reducdo ao 1° quadrante da tangente.

X X
i
tg(t —x) = —tgx tg (r + x) = tg x tg (2m — x) = —tgx
Arcos suplementares Arcos explementares Arcos replementares
tém tangentes opostas. tém tangentes iguais. tém tangentes opostas.

Fig 45
Relagao que envolve seno, cosseno e tangente.

Observando o ciclo temos:
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VY

t p R ¢ T
P; ------ »
LAX | [-].A X
1o P
: /|
o
1 !
Fig 46
AOP;P ~ AOAT
OP PP
L= zcosxzsenxztgx=%,com X¢£+k7z,comk€Z.
OA AT 1 tgx COS X 2

Definigdo da funcéo seno.
Definimos a funcdo seno como a funcgéo f que associa a cada numero real x 0 nimero real

senx sendo x dado em radianos. Indicamos assim f: R—R definida por f(x) = senx ou y = senx

8;
Por s P
P X
sen X
o]
B'jl
Fig 47

Veja o Grafico da funcdo seno para x € [0,27].
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Fig 48

O grafico da funcdo f: R—R definida por f(x) = senx, é a curva chamada sendide

Observacdes sobre a funcao seno:

¢ O conjunto imagem de f(x) = senx € o intervalo [-1,1].

e A fungdo seno ndo é sobrejetora, pois [-1,1] # R, isto é, sua imagem ndo ¢ igual ao

contradominio.

e A funcdo seno ndo é injetora, pois para valores diferentes de x temos o mesmo f(x). Por

exemplo: sen% = sen5% = sen(—S%) =..=1

e A fungdo seno ¢ impar, isto ¢, qualquer que seja x €R temos senx = -sen(-x). Por

exemplo: sen% =% e sen(—%) = —% (p 69)

- Periodicidade da fungéo seno

2n 10 ‘ .2r: ‘

periodo (p) periodo (p) periodo (p)

Fig 49

T x

“Observando o grafico da funcdo, vemos que a funcdo repete periodicamente seus

valores nos intervalos ...[-2z, 0], [0, 2x], [2x, 4x]...Dai dizemos que a fungdo seno é periodica.

Observe no grafico que senx = sen(x + 2x) = sen(x + 4n) = .... Para todo x €R.

Dizemos entdo que o periodo da fun¢do é 2r e indicamos assim: p = 27" (p 70).
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Sinal da fungéo seno
Observando o sinal da funcdo seno, vemos que a fungdo é positiva para valores do 1° e 2°

quadrante e negativa para valores do 3° e 4° quadrante.

Fig 50
Definig¢do da funcéo cosseno
Definimos a funcdo cosseno como a funcdo f que associa a cada nimero real x 0 numero
real cosx, sendo x dado em radianos. Indicamos por f: R—R definida por

f(X) = cosx ou Yy = cosx
Ay

Fig 51
Veja o Gréfico da fungdo cosseno
Y
B oo o oy st i e s e s e B e e ooy b S o
09 e T
0,7 . et T T
0,5 |-----t-mt g »
2n 3n 7n 5m 4n
! i 3 4 6 n 6 4 3 ] ! x
0 ZE X ] : ! A mizlls 2t i
05 F-----vuun- i % ‘ &
A R .- ' : &
0,9 ‘ ——————————— > VS : —————— .
| Ee i s )
\
Fig 52
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O grafico da funcao f: R—R definida por f(x) = cosx € a curva chamada cossendide.

Observagdes sobre a fungdo cosseno:

e f: R—R tal que f(x) = cosx tem D =R e Im = [-1,1].

e A funcdo cosseno ndo € injetora e nem sobrejetora.

e A funcdo cosseno é funcao par.

e A fungdo cosseno ¢ periddica de periodo 2z (p 74).
Sinal da func¢éo cosseno

Observando o sinal da fungdo f(x) = cosx, vemos que a funcdo cosseno é positiva para
valores do 1° e 4° quadrante e negativa para valores do 2° e 3° quadrante.

_Mi?ﬂ

Fig 53
Definicdo da funcdo Tangente
Definimos a fungdo tangente com a funcéo f que associa o ndmero real x

V4 , sen x . .
(com x # §+ kzz, com k € Z) o nimero real tgx = —— com X dado em radianos. Indicamos

COS X

assim: f(x) =tg x ou y = tgx, com X # %+k7r,comk€Z

A' A X

Veja o gréafico da funcdo tangente:
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Fig 55
. : : - « senx , ,
A partir do ciclo trigonométrico ou da relagdo tgx = ——, para cosx # 0, ou do grafico, ¢
COS X
possivel fazer algumas afirmacdes sobre a funcdo tangente:
eTem D(f)={xER/ x# %+ Kr,comk € Z} e Im (f)=R

e A funcdo tangente ndo € injetora, mas é sobrejetora.
e A funcéo tangente e funcéo impar, isto é, tgx = -tg(-x), V x € D(f).
¢ A fungao tangente ¢ periddica de periodo p = m, isto &, tgx = tg(x + k ), com k € Z e x

€D (p 77).
Sinal da funcdo tangente

Observando o sinal da funcdo tangente, vemos que a funcdo cosseno é positiva para
valores do 1° e 3° quadrante e negativa para valores do 2° e 4° quadrante.

13

<.lv /'?277;7
E
2
Fig 56

A partir das idéias ja conhecidas de seno, cosseno e tangente de x, define-se cossecante,

secante e cotangente de x. A mesma defini¢ao usada por Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr.
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Estudo dos Exercicios

Restringimos nossa andlise aos exercicios referentes a rubrica “As Funcdes Circulares”
(p.338) do livro de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jre (p. 67) do livro de Luiz Roberto Dante.
Identificamos na abordagem de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr e de Dante, 0s
seguintes tipos de exercicios diferentes dos listados no ““saber a ensinar”:
XVI111. Determinar o valor da expresséo envolvendo:

a) sex, cosx e tgx.
T . ~
Exemplo: Sabendo que x :E , determine o valor da expressao E = 1-2 senx + sen?x.

Resolucao

E = 1-2 senx + sen’x

E=1-2sen = +sen?Z
6 6

E=1-2 1 +1 = l
2 4 4
1
Resposta —
P 4
b) senb, coso e tgo .
(0] _ (0]
Exemplo: sen(30°+x) + cos 3x N tg(x —60°) para x = 60°
tg(x—15°) 2
Resolucao
sen(30°+60°) + cos 3.60° N tg (60°-60°)
tg (60°-15°) 2
sen 90°+cos180° N tgQ°
tg(45°) 2
ﬂ +0 =0
1
Resposta 0

XIX . Dado o gréfico, determinar a funcao.

Exemplo: Qual é a funcdo que melhor se adapta ao gréfico:
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Note que a funcdo transladou uma unidade para cima. Além disso, ha um fator multiplicativo (2)

que causa o deslocamento da abscissa.

Resposta: f(x) = 1 +|sen 2x|

XX . Determinar x tal que f(x) = K, K R e f(x) = senx, cosx ou tgx
Exemplo: Determinar x tal que 0 < x < 2w e senx = E

Resolucao:

1 I
senx = 5 — X eprimeiro ou segundo quadrantes.
x=2 oux=5%
6 6

Resposta : 2 es”
6 6

XXI . Conhecer definigcdo das func¢des senx, cosx e tgx.
Exemplo: O que representa o nimero real x na fungdo cosseno?

Rsolucéo:
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Fi
KJ A
Resposta: x é a medida do arco AP em radianos

XXI1. Determinar o valor de x € [0,2 7 ] para condi¢6es dadas.

Exemplo: Determine x € [0,2 7] tal que senx = cosx.

J2 z 2

Resolucdo: Sabemos que: senZ=Y% g cos T =22
4 4 2

Resposta: x = z
4
XXI11. Determinar senx, cosx e tgx através de condi¢bes dadas.
Exemplo: Sabendo que a €[0,27] e seca = g, determinar cos a.
Resolucao:
1 13 1

12
seCog=——— > —=—" 3C0Sa = —
cosa 12 cosa 1

12
Resposta: cosa = —
13
XXIV . Calcular arco seno, cosseno e tangente.
Exemplo: Calcule arccos?
Resolucéo:

J3

T
cosx:7,0 <x < n—>comocosg =

N &

Resposta x = %

XXV . Determinar valor do angulo que maximize ou minimize as fungfes sem, cosseno e

tangente.
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Exemplo: Considere a funcéo f(x) = 5™ definida no intervalo [0,2 7z ]. Qual é o valor de x que
maximiza a fungéo?

5-senx

Resolugdo: f(x) = € maximo gquando — senx assume o valor maximo.

Como x €[0,2 7], temos que ter senx = -1—>X = 3%

n3”

Logo f(3%) =5 2=5l=5

Resposta: x = 3%

Os exercicios apresentados nesse trabalho forma resolvidos por mim e verificados pela
orientadora.
A tabela abaixo permite-nos fazer uma melhor comparacdo quanto ao tipo de

exercicios encontrados no “saber escola”, abordagem de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr. e

Dante.
Quantidades de
Exercicios segundo| Quantidades de
Giovanni, Exercicios segundo
Tipos de Exercicios B.onjorn.o ° pante
Giovanni Jr
Numero NUmero
de % de %
exercicios exercicios
I. Valor das fungdes, este subdividido em
trés aspectos. _ ) ) ]
I.1. Sinal das fungoes - - - -
a) senx, cosx e tgx™° 1 0,78% 23 10,80%
b) send, coso e tg 6™ - - 4 1,87%
I.2.Quadrante do angulo. - - - -
I.3. Determinar o valor. - - - -

10y radiano
19 grau
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@) senx, cosx e tgx

28

21,71%

57

26,76%

b) sen6, cosb e tg 6

29

22,48%

31

14,55%

Il . Verificar identidades trigonométricas

I11. Determinar x tal que f(x) = K, K eR ¢

f(X) = senx, cosx ou tgx

11

5,16%

IV. Resolver equacdes trigonométricas.

V. Mostrar que: envolvendo poligono

regular e circulo inscrito.

V1. Valor maximo e valor minimo de uma

funcéo.

VII. Valores distintos de f(kx), com K

inteiro e x dado f: seno, cosseno e tangente.

VIII. Verificar simetria de arcos (em

relacdo ao eixo e em relagdo a origem).

IX. Determinar Imagens.

X . Dado f(x), calcular senx, cosx.

X1. Provar identidades através de condicdo
dada.

XIl. Determinar uma incognita (m) do
valor da imagem condicionada a existéncia

de x tal que f(x) = a.

12

9,30%

16

7,51%

XI1l. Determinar o periodo, a imagem e
construir grafico.

XIIL1 . f(x) = a senx com a € R

X111.2. f(x) = asenx [asen x| com a € R

XIIL.3.f(x) =asenbx comaeb € R

XIIL.4. f(x) =c +asenbx coma,bec € R
XI5, f(x) =c+asem(x—d)coma,bed
€ R

2,33%

2,33%
2,33%

2,33%

0,47%
0,47%

XIV. Determinar Imagem e o Periodo das

16

12,40%

20

9,39%
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funcOes seno, cosseno, e tangente.

XV. Construir grafico envolvendo mais do

que uma funcéo.

XVI. — Provar desigualdades através de
o - - 1 0,47%
condicgdes dadas
XVII — Determinar o dominio das fungdes
Senx, cosx, tgx.
a) senx, Cosx e tgx. 6 4,65% 6 2,82%
b) sen6, cosO e tg 6 1 0,78% - -
XVIII - Determinar o valor da expressao
envolvendo
a) senx, Cosx e tgx. 14 10,85% 19 8,92%
b) sen6, cosb e tg 6 9 6,98% - -
XIX — Dado o grafico analisar a funcéo. 1 0,78% 3 1,41%
XX - Determinar x tal que f(x) = K, K eR
e f(x) = senx, cosx ou tgx
XXl — Conhecer definicdo das funcgdes
- - 12 5,63%
Senx, Cosx e tgx.
XX1I- Determinar o valor de x [0,2r ] para
_ - - 3 1,41%
condicgdes dadas
XXI1I- Determinar senx, cosx e tgx através
) - - 1 0,47%
de condigdes dadas
XXIV — Calcular arco seno, cosseno e
- - 3 1,41%
tangente.
XXV — Valor do angulo que maximize ou
minimize as fungbes sem, cosseno e - - 1 0,47%
tangente.
Total 129 |100,00%, 213 100,00%




Identificamos tanto na abordagem de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr como na
abordagem de Dante que ambos ddo énfase aos exercicios do tipo | 1. Determinar o valor da

funcdo. Essa classificacdo engloba os exercicios referentes a “redugdo ao primeiro quadrante”,

por exemplo: Calcular o valor de tg 5%

. . . . . 57 o
Encontramos na abordagem de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr que @exercmos

engquadram-se no tipo 1.1. Desses 57 (44.14%) exercicios, 28 (21.71%) sdo sobre radiano e 29

(22.48%) sobre graus, havendo um equilibrio.

. 88 . - . .
Ja na abordagem de Dante, mexercmlos classificam-se nesse tipo de exercicios. Desses

88 exercicios temos que 57 (26,76%) sdo sobre radiano e 31 (14,55%) sobre graus. Observe que
nessa classificagdo Dante da mais énfase aos exercicios sobre radiano.

Percebemos que 9,32% dos exercicios (Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr) envolvem
construcdo grafica enquanto que na abordagem de Dante temos 0,94% dos exercicios.

Notemos que Dante tem uma diversidade maior de exercicios, apresenta 14 dos tipos de
exercicios listados/ ja Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr apresentam, em sua abordagem, 7 tipos

dos exercicios listados.

Abordagem das funcgbes trigonomeétricas, segundo depoimento de

professores.

Para recolher informacdes sobre o trabalho que desenvolvem os professores em sala de
aula, organizamos uma entrevista dirigida (Anexoll), isto €, elaboramos algumas questdes as
quais serviram de referéncia ao entrevistador, mas ndo foram tidas como questdes fechadas. O
entrevistador tinha liberdade de reelaborar e refazer a questdo, se julgasse necessario, para
favorecer ao entrevistado a compreenséo e a possibilidade de resposta.

As questdes formuladas foram as seguintes:
Quanto tempo leciona?
Quanto tempo leciona no Ensino Médio?

As funcdes trigonométricas senx, cosx e tgx sdo ensinadas em que série do ensino Médio?

A e

Quando vocé ensina as funcBes senx, cosx e tgx? (que periodo do ano, depois de que

conteudo).
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5. Como vocé ensina as fungdes senx, cosx e tgx? Poderia fazer um breve relato?
6. Como elas séo ensinadas no triangulo retangulo?
7. Como vocé explica a marcacdo do angulo sobre a circunferéncia de raio 1? (angulo ou

radiano, como marca os pontos A,B,C,....)

Analise das entrevistas

Dos quatro professores entrevistados trés ensinam no Ensino Médio menos que 5 anos e

um professor ensina hé 10 anos.

A instituicdo classe do Ensino Médio, onde se ensina a fungdo senx, cosx e tgx é:

- final da 12 série e inicio da 22 série (Prof ° P)

- final da 12 série (Prof ° S)

- na 22 série (Prof ° J e JA)

Notemos que tem uma predominancia de que as fungdes trigonométricas sao ensinadas na 22
série do Ensino Médio.

Também recuperamos nas entrevistas que, conforme lezzi e os livros didaticos, na 82 série, no
triangulo retangulo, sen6, coso e tgdb séo estudados a partir do conceito de razdo trigonométrica.
(“Na 82 série trabalho com o conceito de razao” (Prof ° JA)).

Quanto a abordagem do conceito de funcdo trigonométrica no ensino médio, dois
professores introduzem radiano por meio de regra de trés “A gente através de regra de trés,
sabe que 180° é igual a 7 entdo o angulo 60° vai ser igual a x, né, entdo através de regra de
trés a gente calcula em radianos” (20.P), enquanto um professor considera a circunferéncia de
raio um ( Prof ° JA).

Segundo este professor a abordagem da medida em radiano € problemaética no Ensino Medio e
diz “Radiano ¢é o arco de comprimento exatamente como raio, né, e ai chamando a atencéo do
que significa isso e principalmente, isso ndo € muito trivial pra eles. Ndo € uma coisa muito
tranquila ndo. Vocé tem que explorar, chamar a atencdo dos alunos, olha pessoal temos
medida linear e medida angular o estamos fazendo conversdes aqui, né, nds temos aquivaléncia
angular e linear, né. Mas te confesso assim que isso ndo é uma coisa assim que trivial”
(42.JA). Os conceitos de medida angulares e lineares estdo em jogo, fazem-se conversdes o que

considera o professor néo trivial.
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Este professor trabalha o conceito de radiano no caso da circunferéncia de raio um ou de
outra medida.

Para marcar os pontos sobre a circunferéncia nenhum professor trabalha com a funcéo E:
R—S!. O professor (JA) declara trabalhar com “macete”, por exemplo, “quando vocé quer sei

, 137, , .. , .. . . .
la T né, como é que vocé vai marcar, como é que vocé vai descobrir na circunferéncia?”

(46.JA)
O “macete” dado ¢ o seguinte “Descubra qual & o maior nimero par possivel que multiplicado
por 4 dé mais proximo de 137°(46.JA). Notemos que o niimero par mais proximo de 13 é 12,

entdo se conta com 12% e para BTE falta % Assim teriamos o ponto 137”

Concluindo: confirmamos que o ensino de seno, cosseno e tangente na 8 série, segundo 0s
professores, sdo conforme os livros didaticos e o livro de lezzi, via conceito de razdes
trigonométricas. No circulo trigonométrico a abordagem de funcdo passa antes pela instrucéo da
medida em radianos. Temos professores que trabalham diretamente com a regra de trés e outros

que exploram a conversdo da medida em graus para a medida em radianos.
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Conclusao

O estudo que realizamos nos permitiu de maneira mais geral concluir que:

e Encontramos nos Parametros Curriculares Nacionais que o estudo da trigonometria

deve-se ater as funcdes seno, cosseno e tangente dando énfase ao estudo de 12 volta no

ciclo trigonomeétrico.

e Tanto nos PCNs quanto PCSC as func¢des trigonomeétricas sdo objeto de estudo na 1% e
22 série do Ensino Médio.

e No saber a ensinar, saber noosferiano, foram estudados dois livros, nesses livros
encontramos duas abordagens para o estudo de seno, cosseno e tangente no triangulo retéangulo.
Uma abordagem (lezzi), aborda seno, cosseno e tangente como razdo trigonomeétrica/ na outra
abordagem, (Wagner e outros) como funcgéo trigonométrica.

e Quanto aos exercicios estudados constatamos a auséncia de grafico na abordagem de
Wagner, Morgado e Carmo. Enquanto que, no livro de lezzi, dos 48 exercicios estudados 34, sdo

sobre construcdo grafica. Temos ainda uma propor¢do grande de exercicios no nivel da noosfera,
. . A . 34 .
gue da grande importancia ao uso de graficos (E exercicios).

e No saber ensinado os dois livros didaticos estudados diferem na abordagem dos
exercicios propostos. Temos que Dante traz uma diversidade maior de exercicios: 14 tipos de

exercicios; e Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr, 7 tipos de exercicios. Também Dante da mais

. .. : 116 . . .
énfase aos exercicios que envolvem o uso do radianos (2—13), enquanto Giovanni, Bonjorno e

Giovanni Jr propdem menos (%).

e Quanto a abordagem das fungdes trigonométricas, segundos depoimentos de
professores, tém-se que no triangulo retangulo ela é conforme a proposicdo de lezzi. E que a
abordagem da medida de angulos em radiano € problematica. Cabe aqui uma proposi¢do de uma
seqliéncia didatica e aplicacdes em classe para entender as desigualdades dos alunos. Mesmo com
as entrevistas sendo realizadas somente com 4 professores, temos uma amostra sobre a realidade

do ensino e declaracdo que professores trabalnam com medidas de angulo e radiano usando da
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regra de trés. Mas também tem professores que buscam alternativas e exploram materiais
didaticos.
Uma confirmacdo: as funcbes trigonomeétricas seno, cosseno e tangente sdo objetos de

ensino no Ensino Médio.
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Anexo |1

Protocolo das Entrevistas Realizadas com Professores da Rede

Publica

Entrevista com o prof°J A

1. F—José Analio ha quanto tempo vocé leciona?

2. J A-23 anos.

3. F - E quanto tempo leciona no ensino médio?

4. J A— Ensino médio, uns 10 anos.

5. F— As fungdes trigonometricas senx, cosx e tgx sdo ensinadas em que série do ensino médio?
6. JA — Bom elas sdo na verdade ensinadas na 82 série, né, na 82 série vocé comecga com as razdes
trigonométricas.

7. F— Aham

8. JA-O ideal é vocé mostrar para 0 aluno como é que 0s matematicos chegaram a isso, né, acho
que, penso gue é importante para eles vocé mostrar a questdo historica, né, desde quando 0s
gregos determinaram o raio da Terra com 10% de erro. Uma atividade, por exemplo, que é
interessante na na 8?2 série é vocé pede pra eles trazerem régua, trazerem lapis, um transferidor ai
vocé pede pra que eles tracem, digamos, um tridangulo com angulo agudo de 30° ou 60° ou 45 né
que sdo os triviais inicialmente e ai eles tracam e vocé pede pra tracarem, por exemplo, uma
sequéncia de triangulos né a partir desse angulo de 30° e pede pra que eles determinem algumas
razdes como do tipo: varios dos catetos opostos pelas respectivas hipotenusas né ou varios dos
catetos adjacentes pelas respectivas hipotenusas daqueles triangulos né ai eles se surpreendem:

— Ah! Mas da sempre 0 mesmo valor, da uma constante

Entdo ai vocé traz um pouquinho da questdo historica e relaciona o que que sao essas razdes né o
Seno 0 cosseno a tangente né. Isso a nivel de 82 série, uma outra coisa que € interessante né,
bom ai eles vao estudar seno cosseno e tangente, leis de seno e leis de cossenos e aplicacdes
disto né, logico que no triangulo retangulo. Ai na 22 série do ensino médio é que eles, num
primeiro momento. A vocé tem que sentir a turma né, por exemplo, ano passado eu ja comeceli

relacionando o triangulo retdngulo né, no ciclo trigonométrica, na circunferéncia trigonométrica
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e foi tranquilo. J& nesse ano eles ndo lembravam de algumas coisas da 82 série, entdo a gente teve
que retornar a fazer uma rapida recordagdo né da trigonometria pra ai sim comeca o estudo da
trigonometria propriamente dita. Ai no segundo, na oitava série eu faco a construcao deles é com
eles dos teodolitos né, ai mostro também pra eles o astrolégo né, como € que eles faziam pra
questdo das navegacgdes ne.

9. F—Hunhun

10. JA - Se vocé deixar ele paradinho né. Vocé tem aqui a linha do horizonte, ai vocé quer
determinar a altura de uma montanha por relacdo de triangulo vocé sabe que esse angulo e esse
tém a mesma medida né o quanto variou aqui. Isto serve tanto pra altura né como pra, bom aqui
vocé tem s6 pra altura né, e ai com o teodolito eles determinam tanto a altura (siléncio enquanto o
professor pegava o teodolito), aqui entdo vocé tem a determinacdo da altura né vocé que a altura
de uma montanha né. Certo ai tem a mira. Entdo ai vocé constroi na 8% série né e aqui a
determinacdo também, aqui seria na horizontal, pra medidas inacessiveis né pra determinar
distancias a pontos inacessiveis, por exemplo, vocé tem um rio, ta do lado de c& da margem vocé
quer determinar a largura do rio né.

11. F—Hunhun

12. JA - Vocé olha aqui marca um ponto de referéncia do outro lado do rio, se desloca uma
medida conhecida, sei 4, 10 metros se vocé colocar o teodolito na mesma posi¢do vocé nao vai
observar o teu ponto de referéncia, pra isso 0 que que vocé vai ter que fazer? Vocé vai ter que
girar o teodolito.

13. F— 0O que vai dar o angulo

14. JA — E ele te da o angulo de l4. Esse do teodolito eu sempre brinco, nés fizemos uma
atividade uma vez em Unido da Vitdria, Porto Unido com um grupo de professores né e nds
acabamos nos divertindo muito porque um grupo de professores foi 0 Gnico que deu resultado
muito longe da distancia real do rio né de uma margem a outra e o motivo do riso foi por que eles
escolheram um pescador né que tava do outro lado do rio. Logico o cara mudou de posicéo (riso)
eles tinham que ter escolhido um ponto da arvore, uma pedra ne.

15. F — Um ponto de referéncia fixo.

16. JA — Um ponto de referéncia fixo né e ndo movel ai sim. Mas pb a gente revisou os calculos,
de outros grupos também né — P6 mas porque que ndo deu sera que ha algum erro no teodolito , o

que vocés escolheram? (riso)
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— NA&o, nbs escolhemos o pescador que tava do outro lado.

E ai também na 22 série né, ta entdo isso a nivel de 82 série né. Na 82 usamos isso, 0 que a gente
chama de golhdmetro (o prof® mostra o golhémetro). A professora de fisica, a professora
Terezinha, da 12 série também. E eu n&o sei se ela continua construindo com eles né mas eu faco
a construcdo com eles de um do teodolito né do teodolito do golhometro. Na 82 série eu sé
mostro pra eles né. J& na 22 série do ensino médio ndo ai eles calculam né. Entdo por exemplo, se
vocé quer determinar do que consiste né um circulo de raio se ndo me engano a 10cm né sdo 10
cm vocé tem aqui.

17. F — Hunhun

18. JA — Ai vocé cola um circulo de papel milimetrado. Entéo se vocé quer determinar o seno de
30° vocé tem como o raio € 1 né 1 seria 0s 10 cm né entdo vocé tem 0,5, Ai é aqui como é papel
milimetrado vocé tem aproximacdo de até duas casas depois da virgula né, entdo ele te da uma
aproximacdo muito boa né, por exemplo, aqui do ....

19. F —do 45

20. J A—do 45 né voce teria cinco, seis, sete 0,71

21. F — Hunhun

22. JA - Né e ai vocé passa a mostrar pra eles, né, que da significado pra tabela, quer dizer como
é que eles construiram uma tabela né de que forma foi. A gente pode construir um outro
instrumento que a gente chama de golhdmetro né pra também determinar medidas desses € 0s
angulos né seno e cosseno, ai eu chamo a atencdo deles se a gente colasse também aqui nessa
extremidade né uma réguinha de papel milimetrado e nés tivéssemos esse raio flexivel
prolongasse nos teriamos tambem a medida da tangente.

23. F— Datangente.

24. ) A— Né e é bastante interessante também pra vocé fazer a associacdo depois dos sinais. O
zero ta aqui, agora nés estamos medindo cosseno de 120° quanto que vale?

-“Ha0,5”.

Ta mas s6 que agora medindo no sentindo negativo né.

25. F —Hunhun.

26.J A— E ai vocé fala dos quadrantes 1°, 2° e 3°. Tem uma outra régua trigonométrica que eu
utilizo com eles e que deixei l& na sala, depois se quiseres dar uma olhada.

27. F — Hunhun
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28 . J A - N@o se isso te interessa ou nao.

29. F—Nao eu posso ir, posso ir dar uma olhada.

30. JA— Né entdo os primeiros passos na 22 série € essa recordacdo da 82 série, a construcdo do
golhémetro né, ai eu peco pra eles calcularem seno cosseno e tangente de varios angulos néo
apenas dos arcos notaveis né mas de outros né porque ai eles tem instrumentos.

31. F—Tem conhecimento

32 . JA—1ss0 nas primeiras provas né eles podem utilizar o instrumento né.

33. F—Hunhum

34. JA—E esse instrumento é esse golhometro, né tem uma.....

35. F — E é eles que fazem, eles que constroem.

36. JA — Sim é eles que constroem, eu forneco a matriz né por que o problema que tu tens aqui é
essa matriz ela foi feita pelo CFM acho que uns 10 anos atrds por ai, por que se VOcé bate um
X€erox, no xerox a lente vocé tem variagOes né pelo xerox e ela sendo impressa nao vocé ndo tem
as variagdes. Entdo l6gico pra vocé fazer atividades desse tipo vocé tem que ter um coeficiente de
erro ai né. Logico que tem aquele aluno é aquilo que eu chamo a aten¢do deles uma coisa que que
ndo é muito normal, muito comum dos nossos alunos ¢ efetuar mediadas né entdo muitas vezes o
aluno acaba é faz mediadas de qualquer jeito, ndo vai pegar uma casa depois da virgula, entdo
também uma forma de evita-los ¢ chamar a ateng¢do: “ta mas quanto que mediu ali”’? né entdo
voceé sabe que pra efeito de correcdo né de uma atividade que tem peso vocé tem que considerar
um considerou 0,71 o outro 0,72 e o outro 0,70 né. E ai tem outros fatores né com habilidade pra
medir ou sei 14 derepente o cara tem problema visual ou algo assim nédo sabia entdo vocé tem que
leva em conta essa idéia. E a alguns anos atras, ndo consigo te precisa agora eu construi com a 82
tambem o golhometro né por que dai eles poderiam utilizar na 12 série em fisica na decomposicao
de forcas e depois ja teriam ele pra 22 série né. E esse ano que passou eu construi com eles a
professora de fisica também. A idéia seria construir que servisse na 8 em fisica na 12 série e em
trigonometria na 22 série também. Mas o fato que é curioso aqui é que eu tive um aluno na 82 né
e que ele tirava sempre excelentes notas né, na parte de trigonometria nas aplicacdes da
trigonometria, e, no entanto ele ndo utilizava aparentemente na prova os calculos normais, triviais
que todos faziam. Ele fazia questdo com vérias contas né, mas ndo propriamente aqueles: seno

cateto oposto sobre cateto adjacente palalalala....
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Ai ele acertava as questBes a partir dos calculos. Nos sentamos e fomos conversar né. Como é
que vocé faz? E ai € interessantissimo, né entdo digamos que eu te dou é te digo que vocé esta a
distancia de 30 m de um preédio e esta observando o predio sobe um angulo de 30° qual é a altura
do prédio? O que que ele fazia. 30 m ele dividia isso de tal forma que desse no raio do
golhometro dele,ou seja ele usava a idéia de escala. Ele reduzia isso daqui marcava os 30 m aqui
coloca ao ponteirinho no 30° subia perpendicular.

37. F—E achava o valor.

38. JA — Tinha a altura, multiplicava pela escala que ele utilizou tinha a medida real. E assim ele
deu essa sacada pra tudo né na parte de trigonometria. Entdo vocé vé assim que foi aquele aluno
que realmente se aproprio né tinha a idéia sabia 0 que que era o seno quando usa seno, quando
usa cosseno e sabia transferi esse conhecimento pra uma outra situacdo qualquer né
......................... e indeterminado. Entdo ai na 2% , por um tempo eles constroem ai vocé chama a
atencdo né o golhometro é meio que facilita no sentido de que pra questao de reducdo ao primeiro
quadrante né.

39. F—Humhum

40. JA — Chamando a atencdo a eles que vocé tem sempre um representante no segundo
quadrante, quer dizer vocé tem que cuidar o sinal né que tenha a media equivalente ao primeiro
quando vocé faz essa reducéo isso te facilita bastante eles visualizam eles passam, me parece, a
entender melhor né . Acho que j& falei de mais pra pergunta especial talvez respondi mais
alguma.

41. F — (Riso) Ja respondeu bastante. E e como vocé introduz a medida do angulo em radiano?
42. JA — (siléncio) A ta, € isso € uma das coisas que eu chamo a atencdo deles né algumas
atividades do tipo que eu peco pra eles fazerem: se uma circunferéncia tem raio 5 cm né, marco
um angulo de 30° e ai se ela tiver 10 cm qual vai ser o comprimento desse arco de 30° né pra que
eles facam essa associa¢fes né quando vocé tem ...... na primeira circunferéncia, 2 7 .R (raio) pra
associa 0 que vem a ser o radiano né. Radiano o arco né de comprimento 0 que exatamente como
raio né e ai chamando a atencao do que que significa isso e principalmente isso € uma coisa que
ndo é muito trivial pra eles ta, ndo é uma coisa muito tranquila ndo. Vocé tem que explorar,
chamar a atencdo né, é ta e se o raio da circunferéncia é outro? E essa questdo do comprimento
do arco? né. Puxa agora veio uma coisa e escapou agora veio de novo né é chamando a atencao

pra eles, olha pessoal temos medida linear e medida angular, estamos fazendo conversdes aqui né
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nos temos aquivaléncia angular e linear né. Mas te confesso assim que é isso ndo é uma coisa
assim que trivial, a o cara olhou a ndo ta j& entendi de vez em quando eles dao aquela paradinha:

- Mas como assim?

Ha lembra eles que vocé tem a situacdo linear, por exemplo, quando vocé fizer exercicio de
comprimento de arco né a eles sentem um pouco a dificuldade né na questdo de comprimento de
arco.

43. F — Como vocé explica a marcacdo dos pontos sobre a circunferéncia de raio 1? Como vocé
marca o angulo, o radiano na circunferéncia de raio um?

44. JA — (siléncio) Arcos em graus e em radianos também?

45. F — E em radianos também.

46. JA— Bom o0 que que eu fagco com eles ta, eu procuro com eles tanto chamar a atencéo
principalmente assim 0: quando eu trabalhos com eles a questdo da primeira determinacdo né,
sd0 0s assuntos iniciais ai, claro vocé trabalha toda aquela parte de convencgéo de grau pra radiano
de radianos pra graus e tal depois quando vocé vai discutir a primeira determinagdo positiva

. . ) . , , R ., 13, .
negativa né a até eu brinco com eles “6 um macete” né quando vocé quer sei la o ne, como é
que vocé vai marcar, como é que vocé vai descobrir na circunferéncia. Descubra qual é a maior

. - . . 137 . .
par possivel que multiplicado por 4 de mais proximo de e (Nota do Entrevistador: Leia-se

qual o nimero que multiplicado por 4 de o maior numero par possivel menor que 13).

- Ha professor

Ta vocé até pode utilizar o macete, mas tem que saber porque que usa né por que que agente
deve colocar o maior par ali possivel. Porque veja a volta ndo é 2 z, entdo conforme o nimero de
voltas vocé vai tendo sempre numeros pares 47z, 6. Ta legal por que que é o maior par
possivel, se vocé tiver 6 7 significa o que que vocé deu 3 voltas e parou aonde né, entdo ai tanto

eu faco a marcagdo em graus como eu faco com eles a marcagdo em radianos né. O que que seria

. T T L . . .
0 x aonde que estaria 0 3 ou 5 né olha aqui pessoal 0 0 a 7, nés conseguimos de 0 a 7 6

, T T T T , . .. .
pares 6 e 23, 3— ...65, né e isso se tu fazes um trabalho dessa forma inicialmente isso te

facilita muito a questéo da reducéo ao primeiro quadrante tranguilamente, isso te abre o caminho
né principalmente pra aquele aluno que “saco”, que faz né. Por que eu to falando aqui pra ti assim
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eu to falando de forma geral né mas € que nem eu disse tu pega um aluno de Piaget né que é o
sujeito espirito dele é o cara o que: perfeito né que tinha cérebro perfeito e o principal estava
afim de aprender né, entdo pegando aquele aluno que critica que faz que executa que faz as

atividades no golhometro que constroem que faz uma visao legal. Ja pra aquele que leva né, na
. 4 72- 2
festa assim de vez em quando fala “ta professor mas agora 5 aonde que fica” ( acabou a fita

perdi algumas coisa).

Isso facilita pra eles visualiza. Isso facilita na reducéo ao primeiro quadrante e principalmente la
nas equacles trigonométricas né, até pra eles determinar a questdo da solucdo geral quantas
solucdes vocé tem né em que quadrante esta e quem seria né, certo isto facilita muito a vida.

47. F — E no triangulo retangulo vocé trabalha ja com o conceito de funcéo?

48. JA — Siléncio

49. F —E quando vocé comeca a trabalhar com o conceito de fungdo com eles?

50. JA— Ah ta quando tu falas ali de sen ?x + cos 2 x.

51. F — Nao, quando vocé introduz o conceito de funcdo pra eles, de funcéo trigonométrica, no
triangulo retdngulo vocé trabalha com razdo né como o senhor falou.

52. JA- Isso la na 8?2 série como razdo, na 22 série inclusive assim 0 trigonometria estava no final
do programa da 22 série, nos conversamos € passamos pro inicio por que toda a 1% série nos
discutimos funcbes certo. Entdo ai vocé da continuidade logo no inicio da 22 série 0 vamos
continuar discutindo as fung¢Ges né, o que que vem a ser a fungdo senx né o x ai vocé vai discutir
0 dominio, vocé vai discutir com eles a imagem o grafico né ai

53. F - O periodo.

54. JA- O periodo, ai eu chamo a atencdo deles da idéia da funcdo né que a fungdo com eles.
Acho muita graga, né, porque eu brinco 0 entdo a gente tem a funcdo mae f (X) = senx né, vamos
tracar o grafico? Né como é que seria o grafico? Quem seria 0 meu dominio? X pode assumir o
que significa o dominio né

- a por particularidade da funcéo, aonde ela existe e tal .

Entdo sera que o x pode ter qualquer valor, 6 vocés viram la se eu quisesse calcular 1050
sen1050 é possivel? De —3000 € possivel? Né

- Ah, entdo sdo todos os reais.
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Né e os valores dessa funcdo claro associando ao nosso golhometro ao que nods fizemos a
circunferéncia trigonométrica de quanto a quanto varia os valores do nosso seno né e de 0°
guanto que é?

- A era zero.

Certo e de 30°?

- aera0,5

E 00, Z»
2

-1

E assim quer dizer é legal por que vocé utilizando esses diversos registros né que o Dirval
chama de registro de representacdo semi-ética fica legal para o aluno essa idéia de passa do
golhometro pro gréfico né, ele visualiza, ele lembra porque que é isso né. Ai vocé mostra ae

agora ogue que vai acontecer se eu passa do 360 se eu tiver 390° quanto que ela vai vale né ou
VA . ‘ - ~ . ,
27z+E né, quanto que vai ser ? né. Voltar a repetir entdoa gente tem aqui o periodo, o que que

significa o periodo né, e dai eu chamo a atencdo deles pra representacao do tipo né e no grafico
entdo quem seria a minha imagem, o periodo ja falamos sobre isso. Ai eu vou chamar a atengédo
deles pra variagdes que vocé pode fazer acontecer nessa fungdo né. Entdo quando vocé tem, f(x)
= senx ai eu coloco pra eles assim “6 ndés vamos estudar nossa funcao seno a partir de agora da
seguinte forma: a + b sencx + b né, estou colocando parametros, vamos ver 0 que acontece com a
funcdo mae se eu colocar esse pardmetros. Entdo se eu tiver a + senx, esse meu a é 2, 0 que que
esta acontecendo né, eu estou deslocando essa minha funcdo senx ao longo do eixo y, 0 que que
vai mudar, oque vai variar?

- A varia a imagem né, era de -1 a 1 agora como soma 2 vai de 1 a 3.

A legal, entdo o que que faz, ela faz uma translacdo né. E essa funcdo subiu ou desceu ai eu
chamo a atengéo deles e se eu fizer 2.senx, né. Ai eu brinco com eles “ba como é que vai ser a
imagem? Olha aqui vocé esta multiplicando duas vezes o valor da funcdo senx, quem é a imagem
do senx? Acelavaide—1al se vocé esta multiplicando por 2 isso vai de quanto a quanto? ”
-Ade-2a2

Entdo o que que vocé fez, vocé faz uma ampliagdo ou uma contracdo dessa tua fungdo. Agora e
. . . T
se eu mexer la no seno, no X, se eu estiver sencx + d , vamos primeiro mexer com senx + 5 0
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que que a gente fez, vamos construir o grafico? Entdo o que que aconteceu, a gente fez uma

translagcéo no eixo X, em vez dela comegar em zero a gente teria o que a gente translado ela do
T s .- . - ~
zero pra 5 Logico ela também vai ter um valor no zero que a gente sabe por questdo de

dominio, o que que aconteceu com essa funcdo? E se eu faco, eu mexo no cx né sen3x olha o que

que vai acontecer com meu periodo, qual € o periodo da minha funcéo 2 zne , esse 2 elaleva o
. T

que, 2 7 para mostrar todo o seu comportamento né toda a sua cara e agora 25 , 0 que aconteceu

com ela né vocé teve uma contracao nessa fungédo e se em vez de eu multiplicar né, na verdade o

que que eu fiz eu acelerei ela, e se eu tivesse 3 seria muito mais suave né, seria 0 que 6 7 né o

periodo dela né.

Entdo isso mais ou menos eu discuto com eles assim pro seno pro cosseno né que sao mais
significativos. Da tangente também eu chamo a atencdo do que que acontece mas das outras
funcdes ndo, das outras fungdes eu s6 mostro o gréfico trivial que dizer cossecante a secante e a
cotangente é basicamente o que eu digo pra eles se vocés souberem bem seno e cosseno VOCEs
sabem a tangente né quer dizer precisa algumas coisinhas a mais pra sabe tudo da tangente, mas
sdo fundamentais pra vocés é 0 seno e 0 cosseno né entdo depois vocé tem secante o inverso do

cosseno e tal.

91



